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Resumen

En este trabajo se discute la obtención del modelo de parámetros distribui-
dos, aśı como sus propiedades anaĺıticas. Más aún, se desarrolla la obtención
del modelo de orden 2 utilizando el LMTD como fuerza conductora y se anali-
zan sus caracteŕısticas dinámicas. Tales propiedades concuerdan con aquéllas
del modelo de dimensión infinita. Esto nos hace concluir que el modelo de
parámetros agrupados que se obtuvo es confiable con respecto a su compor-
tamiento cualitativo. Esto es importante en casos en donde no son las solu-
ciones cuantitativas sino el comportamiento cualitativo que importa, como
en la modelación y simulación de redes de intercambiadores de calor y pro-
cesos industriales complejos donde los intercambiadores están involucrados.
Por otro lado, se explora la idea de considerar una distribución en el término
de acumulación, de modelos compartimentales N-celulares con N > 1.

Abstract

In this work, the development of the distributed parameter model is discussed,
as well as its analytical properties. More importantly, those of a 2nd-order
lumped-parameter model using the LMTD as driving force are derived and
shown to agree with those of the former. The results developed in this work
are intended to supply a solid support for the reliability on the use of the kind
of simple compartmental model that is treated. This is specially addressed to
works where it is not the quantitative solutions but the qualitative behavior
that is important, like modelling and simulation of heat exchanger networks
and complex industrial processes where heat exchangers are involved in. On
the other hand, the idea to consider the bulk temperature to be the average
among the inlet and outlet temperature at each fluid (for the accumulation
term) on an N-cell compartmental model with N > 1 is explored.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los intercambiadores de calor (en adelante referidos simplemente como intercambiadores) son
extensamente utilizados en procesos industriales tales como plantas generadoras de enerǵıa
[1], turbinas de gas [2], sistemas de aire acondicionado [3], calefacción (doméstica, urbana
o central) [4], refrigeración [5] y sistemas de congeladores [6] entre muchos otros. Debido
a sus múltiples aplicaciones, un sinnúmero de trabajos de investigación han sido dedicados
al estudio de su comportamiento dinámico, modelación, simulación, identificación y control
desde los años 1940’s (con un auge en los 50’s y 60’s) [7, 8, 9]. El primer modelo dinámico
de intercambiadores fue propuesto por P. Profos en 1943 [7]. En las décadas posteriores a los
40’s, abundaron trabajos cuyo análisis era basado en representaciones frecuenciales a tráves
de funciones de transferencia [10, 11]. En los 50’s, los estudios propuestos se enfocaban a
respuestas ante perturbaciones en las temperaturas de entrada. En los 60’s, aún y cuando esta
ĺınea continuó, nuevos estudios en los que se consideró la respuesta a perturbaciones en los
flujos fueron propuestos [12]. Éstos inclúıan nuevos enfoques de respuesta espacio-temporal
(además de los tradicionales análisis frecuenciales). Después de los 60’s, con el tiempo, los
análisis de respuesta transitoria tomaron importancia [13, 14], de la misma manera que la
modelación compartimental a través de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias [15,
16]. No obstante, dada la extrema complejidad de la dinámica de los procesos térmicos y las
crecientes exigencias impuestas en la operación de procesos industriales, los intercambiadores
de calor son aún objeto de muchos estudios. Puesto que generalmente son parte de un sistema
o red compleja, el análisis dinámico basado en suposiciones simplificadoras pero aceptables
y/o modelos simples pero adecuados son deseables [15, 16, 17, 18, 19].

La dinámica de los intercambiadores es representada principalmente de dos posibles maneras:
a través de modelos de parámetros distribuidos o agrupados [9, 20, 21, 22]. Puesto que las
variaciones de los estados involucrados tienen lugar no sólo en tiempo sino también en espacio,
los modelos de parámetros distribuidos son aquéllos que mejor se ajustan a la naturaleza
de los intercambiadores [7]. Estos modelos se representan por un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales. Puesto que éstas son dif́ıciles de analizar, complicadas para simulación
y complejas para diseño de control, sus aproximaciones a través de modelos de parámetros
agrupados son generalmente preferidas [17].
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Los modelos de parámetros agrupados se han usado ampliamente para simulación dinámica
[20, 23, 24, 25, 26], diseño de control [27, 28, 29, 30], modelación de redes de intercambiadores
[18, 22, 31, 32] o identificación de parámetros [33, 34, 35], por ejemplo. Su construcción
radica en la división del intercambiador en un número finito de elementos, llamados secciones
o celdas, la cual permite su representación dinámica a través de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Este proceso de seccionamiento asume que cada elemento se comporta como un
tanque perfectamente mezclado. Consecuentemente la temperatura del fluido se considera
constante a lo largo de cada celda. Aśı, la distribución espacial de la temperatura en cada
sección es despreciada. Como consecuencia, un número grande de celdas es requerido para
una modelación aceptable [17]. Esto da lugar a modelos de alto orden que complican el
análisis dinámico y el diseño de control [25, 29].

No obstante, la reducción del orden del modelo con una pérdida de exactitud pequeña puede
ser contemplada tomando en cuenta la distribución de la temperatura en cada sección. Esta
idea es explorada, por ejemplo, en [16, 19], donde se propone un estudio numérico com-
parativo entre tres diferentes modelos unicelulares bi-compartimentales (un elemento por
fluido cubriendo toda la longitud del tubo). Las caracteŕısticas de estado estable, aśı como
las respuestas de la temperatura de salida (de uno de los fluidos) ante perturbaciones de
tipo escalón y frecuenciales en la temperatura de entrada y en el flujo (del otro fluido) son
comparadas con aquéllas del modelo de parámetros distribuidos de un intercambiador en
contracorriente. Cada uno de los modelos compartimentales considerados incluyen dos ecua-
ciones diferenciales ordinarias (acopladas) de primer orden, uno por celda (fluido), el cual
es el caso más simple. La diferencia entre cada uno de ellos consiste en la consideración,
respectivamente, de una distribución uniforme, lineal y exponencial de la temperatura para
seleccionar la expresión de la fuerza conductora (driving force). Para cada uno de los casos,
la fuerza conductora se expresa en términos de la diferencia de temperaturas de salida, la
media aritmética de diferencia de temperaturas (AMTD por sus siglas en inglés), y la media
logaŕıtmica de diferencia de temperaturas (LMTD por sus siglas en inglés). Los resultados
muestran que el modelo que utiliza la LMTD como fuerza conductora es el que mejor se
aproxima al modelo distribuido, mientras que aquél que asume un mezclado perfecto es el
que da los peores resultados. Además se concluye que los modelos simples (unicelulares bi-
compartimentales), que utilizan la LMTD como fuerza conductora, conservan las propiedades
dinámicas del modelo distribuido. La consideración de más de una celda bicompartimental
es sugerida para requerimientos de modelación más estrictos.

Los modelos de parámetros agrupados con la LMTD como fuerza conductora han mostrado
ser apropiados en otros trabajos. En [23], usadas para la simulación de procesos petroqúımi-
cos, tales representaciones dinámicas fueron examinadas a través de simulaciones numéricas
considerando de dos a diez compartimentos. Se concluyó que el modelo de dos comparti-
mentos ciertamente conserva el comportamiento cualitativo de la dinámica del modelo de
parámetros distribuidos. La consideración de más de dos compartimentos fue reportada con-
veniente para mejorar la precisión en las caracteŕısticas de estado estable y el retardo de
transporte en las respuestas del sistema. Pruebas similares fueron hechas y conclusiones
semejantes fueron obtenidas en [26], donde los ajustes cuantitativos al pasar a dos o más
celdas bicompartimentales se encontraron despreciables. En estos trabajos, el objetivo no
sólo fue obtener un buen modelo de aproximación para el intercambiador sino también evi-
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tar problemas como el undershooting, que se dan al utilizar otra aproximaciones como fuerza
conductora [16]. La superioridad de los modelos compartimentales de bajo orden utilizan-
do la LMTD como fuerza conductora (comparados con aquéllos que utilizan la AMTD o
la diferencia de temperaturas de salida) fue corroborada (a través de pruebas similares) en
[31], donde se concluyó que estos modelos son ventajosos para la simulación de redes de
intercambiadores de calor.

Los modelos de parámetros agrupados con la LMTD como fuerza conductora han sido tam-
bién considerados por Alsop y Edgar en [27], donde un modelo de segundo orden fue usado
para diseño de control en un intercambiador en contracorriente; el esquema en lazo cerrado
fue probado a través de simulación utilizando un modelo de 20 celdas bicompartimentales (de
orden 40). Las respuestas de la temperatura de salida de ambos modelos a cambios de tipo
escalón en el flujo fueron mostradas. Las diferencias observadas entre ellas fueron pequeñas.
Cabe hacer notar que Alsop y Edgar fueron más lejos en la modelación bicompartimental
al tomar la temperatura de los fluidos como el promedio entre las temperaturas de salida y
de entrada de cada fluido, en lugar de tomar sólo la temperatura de salida (para calcular
el término de acumulación). Consecuentemente el modelo usado en [27] conserva la estruc-
tura tradicional de los trabajos previos pero duplica la tasa de transferencia por conducción
y convección (i.e. un 2 aparece multiplicando cada término a la derecha de las ecuaciones
dinámicas). Esto, por un lado, no altera los valores de estado estable y por otro lado, acelera
la dinámica del sistema mejorando el tiempo de respuesta (acercándolo al de las trayectorias
del modelo de parámetros distribuidos).

Basados en los estudios mencionados, los modelos de parámetros agrupados de bajo orden
con la LMTD como fuerza conductora han sido utilizados por diversos autores como una
representación dinámica confiable de intercambiadores. Por ejemplo, fueron usados en [28] y
[30] para diseño de control, [36] y [37] para análisis de estabilidad en lazo cerrado, [23] y [26]
para el desarrollo de simuladores dinámicos y [18] para modelación y simulación de redes de
intercambiadores de calor. No obstante, el hecho de que tales representaciones conservan las
propiedades dinámicas de los modelos de parámetros distribuidos se concluye en los trabajos
previos, [16, 19, 23, 26, 27, 31], a través de simulación numérica. Una escasez clara de trabajos
que enfoquen la caracterización del comportamiento cualitativo de los intercambiadores bajo
un marco anaĺıtico propio de sistemas dinámicos puede constatarse en la literatura.

En este trabajo se desarrollan pruebas anaĺıticas que muestran que un modelo comparti-
mental de segundo orden con la LMTD como fuerza conductora conserva las propiedades
dinámicas del modelo de parámetros distribuidos del cual se obtiene la aproximación. Se
analizan aspectos fundamentales como la existencia y unicidad de soluciones la cual po-
drá mostrarse ser una caracteŕıstica común de ambos modelos dinámicos. Además, se ob-
tienen las soluciones de equilibrio de la dinámica de dimensión finita y se muestra una exacta
concordancia con los valores de salida de las temperaturas del contorno de equilibrio del mo-
delo distribuido. Además, se concluye que tales estados de equilibrio son exponencialmente
estables y globalmente atractivos en el dominio de espacio de estado del sistema en ambas
representaciones dinámicas. Estos resultados, por un lado, dan una idea del comportamiento
cualitativo del intercambiador bajo las suposiciones hechas. Por otro lado, establecen una
base formal dando fundamento a los trabajos previamente mencionados, y proporcionan un
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soporte sólido para la confiabilidad en el uso del tipo de modelo compartimental simple que
es tratado. Esto es de especial interés en los casos donde las soluciones cuantitativas no son
tan importantes como lo es el comportamiento cualitativo, como la modelación y simulación
de redes de intercambiadores y procesos industriales complejos donde los intercambiadores
están implicados. Más aún, una mejor comprensión de las propiedades anaĺıticas de un tipo
de modelo que ha sido previamente considerado para śıntesis de control entre otros varios
propósitos, puede ser útil para el diseño de esquemas de control más apropiados que tomen
en cuenta y de hecho exploten las caracteŕısticas intŕınsecas del sistema.

Complementariamente en este trabajo, se explora la generalización a modelos N-celulares
(N > 1) de la idea desarrollada en [27] en un modelo de 2o orden: la temperatura de cada
sección de los fluidos será aproximada usando el promedio de las temperaturas de entrada y
salida (de la sección). Esto tiene una repercusión directa en el término de acumulación de cada
compartimento. El interés de tal consideración radica en investigar si los modelos N-celulares,
con cualquier N > 1 finito, tienen trayectorias más cercanas a las de la dinámica distribuida
que aproximan, que aquéllos que toman la temperatura de salida como temperatura de la
sección. Una vez investigados los cambios implicados por tal consideración en el modelo
dinámico, la evaluación de las trayectorias se hará a través de simulaciones numéricas.

La tesis está organizada de la siguiente manera: En el caṕıtulo 2 se obtienen los modelos de
parámetros distribuidos y agrupados, además de obtener el contorno de equilibrio del modelo
de parámetros distribuidos. En el caṕıtulo 3 se hace un análisis de las propiedades dinámicas
del modelo de parámetros agrupados y se introduce el modelo complementado de la LMTD.
Las conclusiones se dan en el caṕıtulo 4.

Nomenclatura y notación

Una representación esquemática de los intercambiadores de calor de tubos concéntricos es
mostrada en las figuras 1.1 y 1.2.

Figura 1.1: Intercambiador de calor en contracorriente.

A lo largo de la tesis será usada la siguiente nomenclatura:
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Figura 1.2: Intercambiador de calor en paralelo.

Fc : Flujo másico del fluido fŕıo (tubo externo) ( kg
seg

)

Cpc : Calor espećıfico del fluido fŕıo ( kJ
kgK

)

Tc : Temperatura del fluido fŕıo (K)
Tci : Temperatura de entrada del fluido fŕıo (K)
Tco : Temperatura de salida del fluido fŕıo (K)
νc : Velocidad del fluido fŕıo (m

s
)

ρc : Densidad del fluido fŕıo ( kg
m3 )

Vc : Volumen total del fluido fŕıo del intercambiador (m3)
Mc : Masa total contenida en el tubo externo (kg)
l : Longitud total del intercambiador (m)
U : Coeficiente global de intercambio de calor ( W

Km2 )

Fh : Flujo másico del fluido caliente (tubo interno) ( kg
seg

)

Cph : Calor espećıfico del fluido caliente ( kJ
kgK

)

Th : Temperatura del fluido caliente (K)
Thi : Temperatura de entrada del fluido caliente (K)
Tho : Temperatura de salida del fluido caliente (K)
νh : Velocidad del fluido caliente (m

s
)

ρh : Densidad del fluido caliente ( kg
m3 )

Vh : Volumen total del fluido caliente del intercambiador (m3)
Mh : Masa total contenida en el tubo interno (kg)

A : Área superficial de intercambio de calor (m2)
r : Radio del tubo interno (m)

Por simplicidad se empleará la siguiente notación:

x1 = Tco; x2 = Tho (1.1)

Θ =

{
1 para flujo en contracorriente
−1 para flujo en paralelo

(1.2)
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∆T1 =

{
Thi − Tco para contracorriente
Thi − Tci para paralelo

(1.3)

∆T2 =

{
Tho − Tci para contracorriente
Tho − Tco para paralelo

(1.4)

γc =
UA

Cpc

; αc =
γc

Mc

; γh =
UA

Cph

; αh =
γh

Mh

(1.5)

R =
FcCpc

FhCph

; S = e
UA

(
Θ

FhCph
− 1

FcCpc

)
(1.6)

Sean Tc = Tc(t, z) y Th = Th(t, z) la temperatura del fluido fŕıo y caliente, respectivamente,
en el instante t y posición z ∈ [0, l]. Def́ınase R2

+ = {x ∈ R2 | xj > 0, j = 1, 2}. Considérese
los conjuntos B, C y D, con B ⊂ C, y una función f : C → D. f |B denota la restricción de f a
B, i.e., f |B : B → D : x 7→ f |B(x) = f (x),∀x ∈ B. La frontera de un subconjunto, por ejemplo
B, se representa como ∂B. Dentro del marco de sistemas distribuidos, el espacio de estado
considerado estará definido por el espacio de Hilbert H = L2(0, l)×L2(0, l) (con el producto

interno estándar 〈f, g〉 =
∫ l

0
[f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x)]dx), donde L2(0, l) denota el espacio de

funciones continuas de enerǵıa finita en [0, l] (i. e.
∫ l

0
fT (x)f(x)dx < ∞, ∀f ∈ L2(0, l)).
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Caṕıtulo 2

Modelación

2.1. Modelo de parámetros distribuidos

Considérese las siguientes suposiciones:

1. Las temperaturas y velocidades de los fluidos son radialmente uniformes.

2. El coeficiente global de intercambio de calor es axialmente uniforme e invariante con
respecto al flujo, la temperatura y el tiempo.

3. Las propiedades térmicas de los fluidos son constantes.

4. No hay transferencia de calor con los alrededores.

5. Los fluidos son incompresibles y no cambian de fase.

6. La conducción axial de calor es despreciable.

7. No hay almacenamiento de enerǵıa caloŕıfica en las paredes de los tubos.

8. Las temperaturas de entrada Tci y Thi son constantes.

En las figuras 2.1 y 2.2 se muestra un diagrama de intercambiadores de tubos concéntricos
en contracorriente y paralelo (respectivamente) esquematizando los flujos de calor en cada
fluido y entre ellos.

Las suposiciones 1-6 permiten obtener un modelo de parámetros distribuidos [7]. Bajo la
consideración de éstas y la suposición 7, tal modelo está dado por (ver por ejemplo [29, 38]):

∂Tc

∂t
= Θνc

∂Tc

∂z
+ αc(Th − Tc)

∂Th

∂t
= −νh

∂Th

∂z
− αh(Th − Tc)

(2.1)
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Figura 2.1: Esquema del intercambiador de calor en paralelo.

Figura 2.2: Esquema del intercambiador de calor en contracorriente.
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con Θ como ha sido definido en la ecuación (1.2).

Más aún, la suposición 8 garantiza la existencia de una solución de equilibrio del sistema
(2.1). Este modelo se obtiene aplicando la ley de balance de enerǵıa a cada punto del inter-
cambiador. El procedimiento es desarrollado a continuación.

2.1.1. Obtención del modelo

Considérese un intercambiador de tubos concéntricos en paralelo. Aplicando puntualmente
la ley de balance de enerǵıa sobre el tubo externo del intercambiador, de acuerdo al esquema
de la figura 2.1, se tiene que:

ρcVcCpc
∂Tc

∂t

dz

l
= FcCpcTc − FcCpc(Tc +

∂Tc

∂z
dz) + dQ (2.2)

Para obtener el flujo de enerǵıa caloŕıfica que se transfiere del tubo caliente al tubo fŕıo, dQ,
utilizamos la ley de enfriamiento de Newton:

dQ = U(Th − Tc)2πrdz (2.3)

substituyendo (2.3) en la ecuación (2.2) se obtiene:

ρcVcCpc
∂Tc

∂t

dz

l
= FcCpcTc − FcCpc(Tc +

∂Tc

∂z
dz) + U(Th − Tc)2πrdz

El lado izquierdo de esta ecuación representa la rapidez de variación de enerǵıa caloŕıfica
acumulada en un punto. En el lado derecho se tienen los flujos de enerǵıa transportada por
el fluido (transferencia de calor por convección) sumados con el flujo de enerǵıa caloŕıfica
que se transfiere del tubo caliente al tubo fŕıo (transferencia de calor por conducción).

De la ecuación anterior, se puede ver que el término FcCpcTc se elimina y despejando ∂Tc

∂t
se

obtiene
∂Tc

∂t
= − Fcl

ρcVc

∂Tc

∂z
+

2πrlU

CpcρcVc

(Th − Tc)

Nótese que la masa del fluido contenida en el interior del tubo, el área superficial del tubo
(ciĺındrico) interno y la velocidad del fluido están dadas por

Mc = ρcVc; νc =
Fcl

Mc

; A = 2πrl;

Substituyendo estas expresiones se obtiene

∂Tc

∂t
= −νc

∂Tc

∂z
+

UA

CpcMc

(Th − Tc)
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Utilizando la definición de αc (ecuación (1.5)), la ecuación anterior se puede reescribir como:

∂Tc

∂t
= −νc

∂Tc

∂z
+ αc(Th − Tc)

Para obtener la ecuación diferencial del tubo interno se sigue el mismo razonamiento, apli-
camos la ley de balance de enerǵıa

ρhVhCph
∂Th

∂t

dz

l
= FhCphTh − FhCph(Th +

∂Th

∂z
dz)− dQ

Haciendo uso de la ley de enfriamiento de Newton, (2.3), se obtiene

ρhVhCph
∂Th

∂t

dz

l
= FhCphTh − FhCph(Th +

∂Th

∂z
dz)− U(Th − Tc)2πrdz

De la ecuación anterior, el término FhCphTh se elimina y al despejar ∂Th

∂t
se obtiene

∂Th

∂t
= − Fhl

ρhVh

∂Th

∂z
− 2πrlU

CphρhVh

(Th − Tc)

Tomando,

Mh = ρhVh; νh =
Fhl

Mh

; A = 2πrl;

se obtiene:
∂Th

∂t
= −νh

∂Th

∂z
− UA

CphMh

(Th − Tc)

Utilizando la definición de αh (ecuación (1.5)), la ecuación anterior se puede reescribir como:

∂Th

∂t
= −νh

∂Th

∂z
− αh(Th − Tc) (2.4)

De esta manera se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden,
ver ecuación (2.1) con Θ = −1, para el intercambiador en paralelo.

Se puede desarrollar un procedimiento semejante para obtener el modelo de parámetros
distribuidos de un intercambiador en contracorriente. La diferencia con el modelo del inter-
cambiador en paralelo está al aplicar la ley de balance de enerǵıa al fluido del tubo externo,
ya que el flujo del fluido del tubo interno no cambia (figura 2.2). Aśı, la ecuación (2.4) es
usada también en el modelo del intercambiador en contracorriente. Por otro lado, aplicando
la ley de balance de enerǵıa al tubo externo, se obtiene:

ρcVcCpc
∂Tc

∂t

dz

l
= FcCpc(Tc +

∂Tc

∂z
dz)− FcCpcTc + dQ
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Al substituir (2.3) y hacer las manipulaciones algebraicas pertinentes (realizadas en los casos
anteriores) se llega a

∂Tc

∂t
=

Fcl

ρcVc

∂Tc

∂z
+

2πrlU

CpcρcVc

(Th − Tc)

Tomando,

Mc = ρcVc; νc =
Fcl

Mc

; A = 2πrl;

se obtiene,
∂Tc

∂t
= νc

∂Tc

∂z
+

UA

CpcMc

(Th − Tc)

Utilizando la definición de αc (ecuación (1.5)), la ecuación anterior se puede reescribir como:

∂Tc

∂t
= νc

∂Tc

∂z
+ αc(Th − Tc)

Entonces, el modelo de parámetros distribuidos para un intercambiador en contracorriente,
está dado por la ecuación (2.1) con Θ = 1.

En notación vectorial el sistema (2.1) se puede representar como:

∂T

∂t
= A1

∂T

∂z
+A2T (2.5)

donde,

T =

 Tc

Th

 , A1 =

 Θνc 0

0 −νh

 , A2 =

 − UA
McCpc

UA
McCpc

− UA
MhCph

UA
MhCph



o de manera más compacta a través de la ecuación diferencial abstracta

Ṫ = A0T (2.6)

donde A0 es el operador lineal desacotado A0 : D(A0) ⊂ H → H : f → A0f = A1
df
dz

+A2f

con D(A0) =
{
f ∈ H | df

dz
∈ H, f2(0) = Thi, f1(

1+Θ
2

l) = Tci

}
. Cabe hacer notar que, deno-

tando T ∗ = T ∗(z) la solución de equilibrio tal que A1
dT ∗

dz
+A2T

∗ = 0, (debido a la linealidad
de A0) el modelo (2.6) puede representar el comportamiento dinámico de las temperaturas
de los fluidos o el de su desviación con respecto a T ∗. El primer caso es generalmente con-
siderado para obtener el contorno de equilibrio de las temperaturas del sistema. En el otro
caso, las condiciones de frontera (temperaturas de entrada) deben ser tomadas como cero en
la definición de D(A0), i.e. D(A0) =

{
f ∈ H | df

dz
∈ H, f2(0) = f1(

1+Θ
2

l) = 0
}
. Tal manera
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de considerar a T (i.e. como desviación de la temperatura con respecto a T ∗) en el modelo de
parámetros distribuidos es estándar en el análisis de estabilidad del contorno de equilibrio
del sistema (véase por ejemplo [39, 38, 40]). Subsecuentemente, el modelo de parámetros
distribuidos será indistintamente referido como (2.1), (2.5) o (2.6).

Observación 2.1. Existencia y Unicidad de Soluciones. La existencia de soluciones
del modelo de parámetros distribuidos se puede corroborar a través del teorema 91 en [41,
cap. V]. Más aún, el operador lineal desacotado A0 en (2.6) es un generador infinitesimal
de un semigrupo fuertemente continuo (o semigrupo de clase C0), Φ(t), en H (lo cual fue
demostrado en [40]). Consecuentemente, las soluciones de (2.6) están definidas de manera
única para cada T0 ∈ H como T = Φ(t)T0 (véase por ejemplo el teorema 2.1.10 en [42]).

2.1.2. Contorno de equilibrio

En equilibrio
∂T ∗h
∂t

= ∂T ∗c
∂t

= 0. Entonces, de (2.5) el contorno de equilibrio está dado por

dT ∗

dz
= AT ∗ (2.7)

donde

A = −A−1
1 A2 =

 Θαc

νc
−Θαc

νc

αh

νh
−αh

νh


La solución de (2.7) está dada por T (z) = eAzTi, donde para el caso contracorriente,
Ti = (Tco Thi)

T ; y para el caso en paralelo, Ti = (Tci Thi)
T . Para calcular eAz se usa

la transformada inversa de Laplace de (sI −A)−1:

(sI−A)−1 =
1

s
(
s + αh

νh
−Θαc

νc

)
 s + αh

νh
−Θαc

νc

αh

νh
s−Θαc

νc



de donde se obtiene

eAz = L−1{(sI−A)−1} =

 φ11(z) φ12(z)

φ21(z) φ22(z)



donde,

φ11(z) = αhνc

αhνc−Θαcνh
+ Θαcνh

Θαcνh−αhνc

(
e

(
Θαc

νc
−αh

νh

)
z

)

φ12(z) = Θαcνh

Θαcνh−αhνc

(
1− e

(
Θαc

νc
−αh

νh

)
z

)
17



φ21(z) = αhνc

αhνc−Θαcνh

(
1− e

(
Θαc

νc
−αh

νh

)
z

)

φ22(z) = Θαcνh

Θαcνh−αhνc
+ αhνc

αhνc−Θαcνh

(
e

(
Θαc

νc
−αh

νh

)
z

)

Substituyendo νc = Fc

Mc
l, νh = Fh

Mh
l y utilizando las expresiones (1.5) en φij(z) (i, j = 1, 2) se

obtiene eAz en términos de Fc y Fh (en lugar de las velocidades de los fluidos, νc y νh):

φ11(z) = γhFc

γhFc−ΘγcFh
+ ΘγcFh

ΘγcFh−γhFc

(
e

(
Θ γc

Fc
− γh

Fh

)
( z

l )
)

φ12(z) = ΘγcFh

ΘγcFh−γhFc

(
1− e

(
Θ γc

Fc
− γh

Fh

)
( z

l )
)

φ21(z) = γhFc

γhFc−ΘγcFh

(
1− e

(
Θ γc

Fc
− γh

Fh

)
( z

l )
)

φ22(z) = ΘγcFh

ΘγcFh−γhFc
+ γhFc

γhFc−ΘγcFh

(
e

(
Θ γc

Fc
− γh

Fh

)
( z

l )
)

(2.8)

Para el intercambiador en paralelo, T ∗c (z) y T ∗h (z), está dada por

T ∗c (z) = φ11(z)Tci + φ12(z)Thi

T ∗h (z) = φ21(z)Tci + φ22(z)Thi

(2.9)

donde los términos φij(z) (i, j = 1, 2) se obtienen de (2.8) con Θ = −1 :

φ11(z) = 1
γhFc+γcFh

(
γhFc + γhFc

(
e
−

(
γh
Fh

+ γc
Fc

)
( z

l )
))

φ12(z) = γcFh

γcFh+γhFc

(
1− e

−
(

γh
Fh

+ γc
Fc

)
( z

l )
)

φ21(z) = γhFc

γhFc+γcFh

(
1− e

−
(

γh
Fh

+ γc
Fc

)
( z

l )
)

φ22(z) = 1
γhFc+γcνh

(
γhFc + γhFc

(
e
−

(
γh
Fh

+ γc
Fc

)
( z

l )
))

(2.10)

Simplificando y substituyendo R y S de la ecuación (1.6), con Θ = −1 debido al flujo en
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paralelo, las ecuaciones (2.9) se reducen a:

T ∗c (z) =
(

R+S
z
l

R+1

)
Tci +

(
1−S

z
l

R+1

)
Thi

T ∗h (z) =

(
R

(
1−S

z
l

)
R+1

)
Tci +

(
1+RS

z
l

R+1

)
Thi

(2.11)

Para un intercambiador en contracorriente, T ∗c (z) y T ∗h (z) están dadas por

T ∗c (z) = φ11(z)Tco + φ12(z)Thi (2.12)

T ∗h (z) = φ21(z)Tco + φ22(z)Thi (2.13)

Con el fin de expresar T ∗c (z) y T ∗h (z) en términos de las temperaturas de entrada Tci y Thi,
se realizan los siguientes desarrollos. Tenemos que

T ∗c (l) = φ11(l)Tco + φ12(l)Thi = Tci (2.14)

Despejando Tco :

T ∗co =
Tci − φ12(l)Thi

φ11(l)
(2.15)

Substituyendo la ecuación (2.15) en (2.12) y (2.13):

T ∗c (z) =

(
φ11(z)

φ11(l)

)
Tci +

(
φ12(z)−

(
φ12(l)

φ11(l)

)
φ11(z)

)
Thi

T ∗h (z) =

(
φ21(z)

φ11(l)

)
Tci +

(
φ22(z)−

(
φ12(l)

φ11(l)

)
φ21(z)

)
Thi

Estas ecuaciones pueden ser reescritas de la siguiente manera

T ∗c (z) = b11(z)Tci + b12(z)Thi

T ∗h (z) = b21(z)Tci + b22(z)Thi
(2.16)

donde,

b11(z) = φ11(z)
φ11(l)

b12(z) = φ12(z)−
(

φ12(l)
φ11(l)

)
φ11(z)

b21(z) = φ21(z)
φ11(l)

b22(z) = φ22(z)−
(

φ12(l)
φ11(l)

)
φ21(z)
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que equivale a:

b11(z) = γhFc−γcFhe
(

γc
Fc

− γh
Fh

) z
l

γhFc−γcFhe
γc
Fc

− γh
Fh

b12(z) = γcFh(1−e
(

γc
Fc

− γh
Fh

) z
l )

γcFh−γhFc
−
(

γcFh(1−e
γc
Fc

− γh
Fh )

γhFc−γcFhe
γc
Fc

− γh
Fh

)(
γhFc−γcFhe

(
γc
Fc

− γh
Fh

) z
l

γcFh−γhFc

)

b21(z) = γhFc(1−e
(

γc
Fc

− γh
Fh

) z
l )

γhFc−γcFhe
γc
Fc

− γh
Fh

b22(z) = γcFh−γhFce
(

γc
Fc

− γh
Fh

) z
l

γcfh−γhFc
−
(

γcFh(1−e
γc
Fc

− γh
Fh )

γhFc−γcFhe
γc
Fc

− γh
Fh

)(
γhFc(1−e

(
γc
Fc

− γh
Fh

) z
l )

γcFh−γhFc

)

Simplificando y substituyendo R y S de la ecuación (1.6), con Θ = 1 debido al flujo en
contracorriente, las ecuaciones (2.16) se reducen a:

T ∗c (z) =
(

S(R−S−
z
l )

SR−1

)
Tci +

(
1−S(1− z

l
)

1−SR

)
Thi

T ∗h (z) =

(
SR

(
1−S−

z
l

)
SR−1

)
Tci +

(
1−RS(1− z

l
)

1−SR

)
Thi

(2.17)

Cuando R = 1, se puede ver que S = 1 (véase la ecuación 1.6). Entonces, en las ecuaciones
anteriores, T ∗c (z) y T ∗h (z) quedan indeterminadas. Para este caso la matriz A del sistema
(2.7) se define como:

A =

 β −β

β −β


donde β = γh

Fh
= γc

Fc
(ya que R = 1, i. e. γhFc

γcFh
= 1) y Θ = 1, debido al flujo en contracorriente.

Hay que recordar que γh, Fh, γc y Fc son parámetros constantes y positivos. La solución del
sistema, con esta nueva definición de A, está dada por (nótese como T ∗c (z) y T ∗h (z) están en
términos de Tci y Thi):

T ∗c (z) = φ11(z)Tci + φ12(z)Thi

T ∗h (z) = φ21(z)Tci + φ22(z)Thi

(2.18)

donde
φ11(z) =

Fc+
γcz

l

Fc+γc

φ12(z) =
γc(1− z

l
)

Fc+γc

φ21(z) = γcz
l(Fc+γc)

φ22(z) = 1− γcz
l(Fc+γc)
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De una manera general, los contornos de equilibrio para ambas configuraciones se pueden
expresar en una sóla ecuación vectorial de la siguiente manera (los desarrollos para llegar a
esta ecuación se detallan en el apéndice A):

T ∗(z) =

(
T ∗c (z)
T ∗h (z)

)
=

(
T ∗co
T ∗ho

)
+ (Thi − Tci)

(
gc(z)
gh(z)

)
(2.19)

donde

gc(z) =



S−Sz/l

1+R
si Θ = −1

S−S(1−z/l)

1−RS
si Θ = 1, R 6= 1

−Pz
l

si Θ = 1, R = 1

(2.20)

gh(z) =



R(S−Sz/l)
1+R

si Θ = −1

R(1−S(1−z/l))
1−RS

si Θ = 1, R 6= 1

−P
(
1− z

l

)
si Θ = 1, R = 1

(2.21)

y (
T ∗co
T ∗ho

)
=

(
1− P P
RP 1−RP

)(
Tci

Thi

)
(2.22)

con

P =



1−S
1+R

si Θ = −1

1−S
1−RS

si Θ = 1, R 6= 1

UA
UA+FcCpc

si Θ = 1, R = 1

y R y S como fueron definidas en la ecuación (1.6). Los valores de estado estacionario de
las temperaturas de salida del intercambiador pueden ser obtenidas de (2.19). En efecto,
no es dif́ıcil verificar de (2.20) y (2.21) que gh(0) = gc(

1+Θ
2

l) = 0. Entonces, de (2.19) (con
gh = gc = 0) se observa que (T ∗co, T

∗
ho) en (2.22) representa el vector de valores de estado

estacionario de las temperaturas de salida del intercambiador.

Observación 2.2. Estabilidad. La estabilidad del contorno de equilibrio es tratada en
[38, 39, 40]. En [39], la estabilidad asintótica es probada a través de un funcional de Lyapunov.
Estabilidad fuerte en el caso contracorriente es probada en [40] dentro de un contexto de
sistemas lineales de dimensión infinita, mientras que más tarde, tal propiedad de estabilidad
es probada ser exponencial en [38].
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2.2. Modelo de parámetros agrupados

Para obtener el modelo de parámetros agrupados, consideraremos que el intercambiador se
divide en varias secciones. En cada una de estas secciones se aplica la ley de balance de
enerǵıa y aśı obtenemos el modelo matemático. Se partirá de una sóla sección que considere
el volumen total del intercambiador (figura 2.3). Posteriormente se considerará el caso general
en que se tienen N secciones.

Figura 2.3: Esquema del intercambiador de calor en paralelo de una sola sección.

Como parte del procedimiento de seccionamiento se asume que cada sección se comporta
como un tanque perfectamente mezclado. De ah́ı que la temperatura de cada sector se con-
sidera uniforme. Esto implica que no hay cambios de temperatura con respecto a la variable
espacial a lo largo del sector. Al aplicar la ley de balance de enerǵıa se obtienen un par de
ecuaciones diferenciales ordinarias por cada sector.

Para el tubo exterior aplicamos el balance de enerǵıa a una sección que considera todo el
volumen de un intercambiador en paralelo

ρcVcCpc
dTco

dt
= FcCpc(Tci − Tco) + 2Uπrl∆T

donde ∆T representa la diferencia (promedio) de temperatura entre ambos fluidos. Despe-
jando dTc

dt
y considerando que

Mc = ρcVc; A = 2πrl

se obtiene:
dTco

dt
=

Fc

Mc

(Tci − Tco) +
UA

McCpc

∆T

De igual forma procedemos con el tubo interno. Aplicando el balance de enerǵıa tenemos

ρhVhCph
dTho

dt
= FhCph(Thi − Tho) + 2Uπrl∆T

Despejando dTho

dt
y considerando que

Mh = ρhVh; A = 2πrl
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se obtiene
dTho

dt
=

Fh

Mh

(Thi − Tho)−
UA

MhCph

∆T

De esta manera obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
acopladas:

dTco

dt
= Fc

Mc
(Tci − Tco) + UA

McCpc
∆T

dTho

dt
= Fh

Mh
(Thi − Tho)− UA

MhCph
∆T

(2.23)

La diferencia de temperatura entre los fluidos, ∆T , es la fuerza (driving force) que da lugar
a la transferencia de calor por convección. Si se asume una distribución uniforme de las
temperatura (suposición estándar para la obtención del model compartimental), la fuerza
conductora es tomada como ∆T = Tho − Tco. Sin embargo, de acuerdo con [16], la AMTD

∆Ta(∆T1, ∆T2) =
∆T1 + ∆T2

2

o la LMTD

∆TL(∆T1, ∆T2) =


∆T2−∆T1

ln
∆T2
∆T1

si ∆T1 6= ∆T2

∆T0 si ∆T1 = ∆T2 = ∆T0

con ∆T1 y ∆T2 como fueron definidos en las ecuaciones (1.3) y (1.4), pueden ser usadas para
modelar ∆T con el objeto de mejorar las trayectorias de evolución de las temperaturas de
salida.

Nótese que si el promedio entre las temperaturas de entrada y salida, Tco+Tci

2
y Tho+Thi

2
, es

tomada como la temperatura de cada fluido en el término de acumulación (lado izquierdo
de las ecuaciones), como fue considerado en [27], el modelo de 2o orden queda dado por

dTco

dt
= 2

(
Fc

Mc
(Tci − Tco) + UA

McCpc
∆T
)

dTho

dt
= 2

(
Fh

Mh
(Thi − Tho)− UA

MhCph
∆T
) (2.24)

Obsérvese que un 2 aparece multiplicando cada término a la derecha de las ecuaciones dinámi-
cas. Esto, por un lado, no altera los valores de estado estable y por otro lado, acelera la
dinámica del sistema mejorando el tiempo de respuesta (acercándolo al de las trayectorias
del modelo de parámetros distribuidos).

Cuando se tienen N celdas, se aplica la ley de balance de enerǵıa al k-ésimo sector (figura
2.4). Para el tubo externo, de un intercambiador en configuración contracorriente, la ecuación
está dada por:

ρcVcCpc

N

dTc,N−k+1

dt
= FcCpc(Tc,N−k − Tc,N−k+1) + 2Uπr

l

N
∆Tk (2.25)
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donde ∆Tk denota la diferencia (promedio) de temperatura entre los fluidos en la sección k.
Si la suposición estándar de mezclado perfecto es asumido, entonces ∆Tk = Th,k − Tc,N−k+1.

Figura 2.4: Esquema del intercambiador en contracorriente con N celdas.

Para el tubo interno se aplica la ley de balance de enerǵıa:

ρhVhCph

N

dTh,k

dt
= FhCph(Th,k−1 − Th,k)− 2Uπr

l

N
∆Tk (2.26)

Despejando
dTc,N−k+1

dt
y

dTh,k

dt
y tomando:

Mc = ρcVc; Mh = ρhVh; A = 2πrl;

se obtiene,
dTc,N−k+1

dt
= FcN

Mc
(Tc,N−k − Tc,N−k+1) + UA

McCpc
∆Tk

dTh,k

dt
= FhN

Mh
(Th,k−1 − Th,k)− UA

MhCph
∆Tk

(2.27)

∀k = 1, . . . , N . Para el tubo externo, de un intercambiador en paralelo dividido en N celdas
(figura 2.5), la ecuación está dada por:

ρcVcCpc

N

dTc,k

dt
= FcCpc(Tc,k−1 − Tc,k) + 2Uπr

l

N
∆Tk

Si la suposición estándar de mezclado perfecto es asumido, entonces ∆Tk = Th,k − Tc,k.

Para el tubo interno se aplica la ley de balance de enerǵıa:

ρhVhCph

N

dTh,k

dt
= FhCph(Th,k−1 − Th,k) + 2Uπr

l

N
∆Tk
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Figura 2.5: Esquema del intercambiador en paralelo con N celdas.

Despejando
dTc,k

dt
y

dTh,k

dt
y tomando:

Mc = ρcVc; Mh = ρhVh; A = 2πrl;

se obtiene,
dTc,k

dt
= FcN

Mc
(Tc,k−1 − Tc,k) + UA

McCpc
∆Tk

dTh,k

dt
= FhN

Mh
(Th,k−1 − Th,k)− UA

MhCph
∆Tk

(2.28)

∀k = 1, . . . , N . En estos modelos, (2.27) y (2.28), la aproximación de ∆Tk a través de la
AMTD o la LMTD aplicada a cada sección, también puede ser hecha para mejorar las
trayectorias de evolución de las temperaturas de salida.

2.3. Modelación compartimental: una propuesta

En esta sección se explora la idea de considerar una distribución (lineal) en el término de
acumulación, de modelos compartimentales N-celulares con N > 1. Los resultados de esta
exploración se evaluarán a través de simulaciones numéricas. Usando los parámetros de la
tabla 2.1 (tomados del art́ıculo [37]) se hará una simulación numérica de la temperatura a
la salida del tubo interno y externo para un intercambiador en contracorriente (con N =
100, figura 2.6) y en paralelo (con N = 100, figura 2.7). Las condiciones iniciales, para las
simulaciones numéricas, se obtuvieron calculando el contorno de equilibrio tomando Fc =
0.07875 kg

seg
y el resto de los valores paramétricos de la tabla 2.1. Los resultados mostrados

en las figuras 2.6 y 2.7 consideran la evolución de las temperaturas de salida hacia su nuevo
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valor de equilibrio habiendo hecho un cambio repentino (en t = 0) del valor del fluido fŕıo a
Fc = 0.315 kg

seg
.

Fc = 0.315 kg
seg

Fh = 0.19 kg
seg

Cpc = 1.91 kJ
kgK

Cph = 1.59 kJ
kgK

Tci = 295K Thi = 366.7K
Mc = 18.15kg Mh = 6.8kg
A = 1.9m2 U = 198.8 W

Km2

Tabla 2.1: Parámetros para la simulación numérica.

Figura 2.6: Simulación numérica para el intercambiador en contracorriente, con N = 100.

Nótese que este cambio de flujo repercute en una disminución de la enerǵıa caloŕıfica acu-
mulada en el sistema. Esta es redistribuida de acuerdo a su nuevo valor y a la dinámica del
sistema dando lugar a la evolución mostrada en las figuras 2.6 y 2.7.

En adelante se utilizarán como referencias de comparación a modelos de intercambiadores
con N = 100 y N = 50 indistintamente, ya que gráficamente hay poca diferencia entre
ambos. Para efectos de simulación, es conveniente definir variables de estado en el orden
siguiente:

para el intercambiador en contracorriente:

x1 = Tc,N xN+1 = Th,1

x2 = Tc,N−1 xN+2 = Th,2
...

...
...

...
xN = Tc,1 x2N = Th,N
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Figura 2.7: Simulación numérica para el intercambiador en paralelo, con N = 100.

para el intercambiador en paralelo:

x1 = Tc,1 xN+1 = Th,1

x2 = Tc,2 xN+2 = Th,2
...

...
...

...
xN = Tc,N x2N = Th,N

Esta definición de estados ayuda a conservar una sóla expresión (en el simulador) de la media
aritmética y logaŕıtmica de diferencia de temperaturas, para ambos tipos de configuración
del intercambiador, las cuales están dadas por:

∆Ta,k =
(xN+k − xk+1) + (xN+k−1 − xk)

2

∆Tl,k =
(xN+k − xk) + (xN+k−1 − xk−1)

ln
(

xN+k−xk

xN+k−1−xk−1

)
Cabe hacer notar que cuando el número de celdas N , toma un valor grande, gráficamente
no hay diferencia perceptible al usar la AMTD o la LMTD (ver figura 2.8). La LMTD
será tomada en adelante como fuerza conductora en cada sección.

Para explorar la idea de considerar una distribución lineal para efectos de acumulación,
partimos del caso más simple: el sistema de segundo orden dado por (2.24). Éste puede ser
reescrito de la siguiente manera:

Mẋ = (Ax + BTi) + C∆T (x) , f(x)
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Figura 2.8: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo externo, utilizando la AMTD
y la LMTD para N = 50.

donde:

M =

 1
2

0

0 1
2

 ; A =

 − Fc

Mc
0

0 − Fh

Mh

 ;

B =

 Fc

Mc
0

0 Fh

Mh

 ; C =

 αc

αh

 ;

f (x) =

 f1(x)

f2(x)

 .

Al despejar ẋ, se obtiene:
ẋ = M−1f (x)

El efecto de tomar la media aritmética de las temperaturas de salida y de entrada de cada
fluido (en lugar de tomar sólo la diferencia de temperaturas de salida) se ve en las figuras 2.9
y 2.10. Estas simulaciones se hicieron para el caso contracorriente (tubo externo e interno,
figuras 2.9 y 2.10 respectivamente) usando a = 2 con N = 1 para compararlo con la respuesta
de la temperatura en el caso a = 1 con N = 1 y con la referencia (a = 1 y N = 100).
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Figura 2.9: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo externo, con a = 1, a = 2 y
N = 1, (referencia: a = 1 y N = 100) caso contracorriente.

Figura 2.10: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo interno, para a = 1, a = 2 y
N = 1, (referencia: a = 1 y N = 100) caso contracorriente.
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Para el caso en el que se usan N celdas:

M =


1
2

1
2

0 0 . . .
0 1

2
1
2

0 . . .

0 0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .

 ; A =


− Fc

Mc
0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . − Fh

Mh
0

0 . . . 0
. . .

 ;

B =


Fc

Mc
0 0 . . .

0 0 0 . . .
...

...
0 . . . 0 Fh

Mh

 ; C =


αc
...

αh
...

 ;

f (x) =

 f1(x)
...

fN(x)

 .

En las siguientes figuras se observa el efecto de la matriz M en un modelo de orden bajo
(N = 3, figura 2.11) y en uno de orden alto (N = 50, figura 2.12) y se comparan con la
referencia.

Figura 2.11: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo externo, con a = 1, a = 2 y la
referencia (N = 3) para el caso contracorriente.

Como se puede ver en las figuras antes mencionadas, ciertas oscilaciones son observadas en
la evolución de las temperaturas de salida. Al respecto, obsérvese que al aplicar el promedio
aritmético, para efectos de acumulación, a la expresión para Tc,k (ecuación (2.28)) se obtiene:

d

dt

(
Tc,k + Tc,k−1

2

)
=

1

2

(
dTc,k

dt
+

dTc,k−1

dt

)
= f1,k
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Figura 2.12: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo externo, con a = 1, a = 2 y la
referencia (N = 50) para el caso contracorriente.

donde

f1,k =
FcN

Mc

(Tc,k−1 − Tc,k) +
γc

Mc

∆Tk

despejando
dTc,k

dt
:

dTc,k

dt
= 2f1,k −

dTc,k−1

dt

Como se puede ver, en la ecuación anterior se tiene al término
dTc,k−1

dt
restándose al resto de la

expresión. Esto ayuda a visualizar la razón de las oscilaciones que se presentan al utilizar la
matriz M (figuras 2.11 y 2.12): un incremento en Tc,k−1 implica, de manera instantánea, una
(tendencia de) disminución en Tc,k; a su vez una disminución en Tc,k implicará un incremento
en Tc,k−1. Conforme cada estado cambia de valor, su evolución repercute negativamente (en
sentido contrario) en el movimiento de cada estado subsecuente. Esto genera que los estados
manifiesten un comportamiento oscilatorio alrededor de una trayectoria nominal que conduce
al sistema a su condición de estado estable (misma que se obtendŕıa si M se tomara como
la matriz identidad). Esta trayectoria nominal podŕıa ser considerada como la esperada
si las evoluciones no se manifestarán. Como quiera, las oscilaciones son inherentes a esta
modelación lo cual nos hace concluir que su uso no es recomendable.
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Caṕıtulo 3

Análisis del modelo de parámetros
agrupados

El modelo de parámetros agrupados que analizaremos está dado por las ecuaciones (2.23)/(2.24):

dTco

dt
= aFc

Mc
(Tci − Tco) + αc∆TL

dTho

dt
= aFh

Mh
(Thi − Tho)− αh∆TL

(3.1)

donde a = 1 si se toma la temperatura a la salida del tubo como la temperatura del fluido
(como en [16]) o a = 2 si ésta es estimada a través del promedio de las temperaturas de
la entrada y salida (como en [27]). ∆TL es modelado a través de la LMTD, ecuación (3.4).
Def́ınase el vector de estado x = (x1, x2) = (Tco, Tho). El sistema (3.1) será representado en
forma genérica como ẋ = f(x) donde

f(x) =

 f1(x)

f2(x)

 =

 aFc

Mc
(Tci − x1) + αc∆TL

aFh

Mh
(Thi − x2)− αh∆TL

 (3.2)

El dominio de espacio de estado del sistema queda definido por

D =


Dc , {x ∈ R2 | Tci < xj < Thi, j = 1, 2} si Θ = 1

Dp , {x ∈ R2 | Tci < x1 < x2 < Thi} si Θ = −1

(3.3)

La naturaleza del proceso de transferencia de calor da una idea f́ısicamente razonable para
la definición de D como dominio de espacio de estado del sistema (3.1). Debido al calor
absorbido por el fluido fŕıo a la largo del tubo externo, su temperatura de salida, x1, no
puede ser menor o igual a Tci. Tampoco puede ser mayor o igual que Thi porque el fluido fŕıo
no puede absorber el total (o más) de la enerǵıa caloŕıfica llevada por el fluido caliente a lo
largo del tubo interno [43].
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3.1. Media logaŕıtmica de diferencia de temperatura

Normalmente en la literatura se define la LMTD como

∆Tl(∆T1, ∆T2) =
∆T2 −∆T1

ln ∆T2

∆T1

(3.4)

Sin embargo, es importante hacer notar que cuando ∆T1 = ∆T2 dicha función queda inde-
terminada, lo cual es especialmente problemático en el caso contracorriente (véase Apéndice
B). En esta sección se mostrará que tal indeterminación es eliminada si la LMTD es definida
como

∆TL(∆T1, ∆T2) =


∆T2−∆T1

ln
∆T2
∆T1

si ∆T1 6= ∆T2

∆T0 si ∆T1 = ∆T2 = ∆T0

(3.5)

la cual es continuamente diferenciable para cualesquiera valores positivos de ∆T1 y ∆T2. Aśı,
la LMTD en (3.5) y la AMTD definida por

∆Ta(∆T1, ∆T2) =
∆T1 + ∆T2

2
(3.6)

serán consideradas funciones bivariables en esta sección. Otras propiedades anaĺıticas de la
LMTD en (3.5) serán también demostradas. Empezamos mostrando una expresión equiva-
lente.

Lema 3.1. Def́ınase

L(∆T1, ∆T2) , 1 +
∞∑
i=1

1

2i + 1

(
∆T2 −∆T1

∆T1 + ∆T2

)2i

(3.7)

∀(∆T1, ∆T2) tal que ∆T1 + ∆T2 6= 0. Entonces

∆TL(∆T1, ∆T2) ≡
∆Ta(∆T1, ∆T2)

L(∆T1, ∆T2)
(3.8)

∀(∆T1, ∆T2) ∈ R2
+.

Demostración. Se divide la demostración en dos partes:

1)∆T1 6= ∆T2. De la fórmula 4.1.27 en1 [44], se tiene que:

ln
∆T2

∆T1

= 2
∞∑
i=0

1

2i + 1

(
∆T2 −∆T1

∆T1 + ∆T2

)2i+1

1La fórmula 4.1.27 en [44] enuncia una expansión en series de la función logaŕıtmica: ln z =∑∞
i=0

1
2i+1

(
z−1
z+1

)2i+1

, ∀z : R(z) ≥ 0, z 6= 0
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∀(∆T1, ∆T2) ∈ R2
+. Entonces para todo (∆T1, ∆T2) ∈ R2

+ tal que ∆T1 6= ∆T2, se obtiene

∆T2 −∆T1

ln ∆T2

∆T1

=
∆T2 −∆T1

2
∑∞

i=0
1

2i+1

(
∆T2−∆T1

∆T1+∆T2

)2i+1

=
∆T2 −∆T1

2
(

∆T2−∆T1

∆T1+∆T2

)[
1 +

∑∞
i=1

1
2i+1

(
∆T2−∆T1

∆T1+∆T2

)2i
]

=
∆T1+∆T2

2

1 +
∑∞

i=1
1

2i+1

(
∆T2−∆T1

∆T1+∆T2

)2i

usando (3.6) y (3.7) se obtiene

=
∆Ta(∆T1, ∆T2)

L(∆T1, ∆T2)

2)∆T1 = ∆T2. Nótese, de (3.6) y (3.7) que, L(∆T0, ∆T0) = 1 y ∆Ta(∆T0, ∆T0) = ∆T0,
∀∆T0 6= 0. Entonces, para ∆T1 = ∆T2 = ∆T0 > 0, se tiene:

∆Ta(∆T0, ∆T0)

L(∆T0, ∆T0)
= ∆T0 = ∆TL(∆T0, ∆T0)

Observación 3.1. Nótese que la función cociente ∆Ta

L
(∆T1, ∆T2) = ∆Ta(∆T1,∆T2)

L(∆T1,∆T2)
está defini-

da en un subconjunto más grande que el dominio de ∆TL. De hecho,

∆Ta

L
:
{
(∆T1, ∆T2) ∈ R2 | ∆T1 + ∆T2 6= 0

}
→ R

Entonces ∆Ta

L
es una extensión de ∆TL. Por lo tanto, ∆Ta

L
se puede usar para extrapolar ∆TL

a puntos en R2 donde esta última no está definida. Esto es útil para propósitos de análisis.
Por ejemplo, se puede ver de (3.7) que,

L |∂R2
+
=

∞∑
i=0

1

2i + 1

y como 1
2i+1

> 1
2(i+1)

, ∀i ≥ 0, entonces
∑∞

i=0
1

2i+1
es divergente acorde a los teoremas 3.28 y

3.25 en2 [45].

2En [45], el teorema 3.28 establece que
∑∞

i=0
1

np converge si p > 1 y diverge si p ≤ 1; en el punto (b) del
teorema 3.25 se enuncia que si an ≥ dn ≥ 0 para n ≥ N0 (para algún N0), y si

∑∞
i=0 dn diverge, entonces∑∞

i=0 an también diverge.

34



Por lo tanto ∆Ta(∆T1,∆T2)
L(∆T1,∆T2)

→ 0 conforme (∆T1, ∆T2) → ∂R2
+ lo que, del lema 3.1.1, equivale a

∆TL(∆T1, ∆T2) → 0 conforme (∆T1, ∆T2) se acerca a ∂R2
+ (en el interior de R2

+). Entonces,
cero se puede considerar como el valor que toma la LMTD cuando ∆T1 = 0 ó ∆T2 = 0.
Para el caso contracorriente: ∆T1 = 0 implica que x1 = Thi y ∆T2 = 0 implica que x2 = Tci,
entonces si x1 → Thi o x2 → Tci, la función ∆T → 0. Para el caso paralelo: ∆T2 = 0 implica
que x2 = x1, entonces si x2 − x1 → 0, la función ∆T → 0.

Lema 3.2. El modelo de la LMTD en (3.5) es continuamente diferenciable y positivo en
R2

+.

Demostración. Como L(∆T1, ∆T2) ≥ 1, ∀(∆T1, ∆T2) ∈ R2
+ (véase ecuación (3.7)), se puede

ver de (3.8) y (3.6) que ∆TL existe y es continua en R2. Más aún, de (3.8), se tiene

∂∆TL

∂∆Ti

=
L
2
−∆Ta

∂L
∂∆Ti

L2
(3.9)

con i = 1, 2, donde los argumentos son omitidos por simplicidad, y de (3.7), se puede ver
que

∂L

∂∆Ti

=
∞∑
i=0

2i

2i + 1
S2i−1 ∂S

∂∆Ti

con
S = ∆T2−∆T1

∆T2+∆T1

∂S
∂∆Ti

= (−1)i2∆T3−i

(∆T1+∆T2)2

De estas expresiones se puede ver que ∂∆TL

∂∆Ti
, i = 1, 2, existen y son continuas en R2

+, probando
la diferenciabilidad continua de ∆TL. Por otro lado, nótese que, de (3.6), ∆Ta(∆T1, ∆T2) > 0,
∀(∆T1, ∆T2) ∈ R2

+, (el promedio de dos números positivos es positivo). Por esta razón y por
el hecho de que L(∆T1, ∆T2) ≥ 1 en R2

+, se tiene que

0 <
∆Ta(∆T1, ∆T2)

L(∆T1, ∆T2)
≤ ∆Ta(∆T1, ∆T2)

∀(∆T1, ∆T2) ∈ R2
+. Entonces del lema 3.1, la positividad de ∆TL se concluye.

Lema 3.3. La media logaŕıtmica de diferencia de temperaturas (3.5) es estrictamente cre-
ciente en sus argumentos, i.e. ∂∆TL

∂∆Ti
> 0, i = 1, 2, ∀(∆T1, ∆T2) ∈ R2

+.

Demostración. De (3.5) para ∆T1 6= ∆T2, y de (3.9) para ∆T1 = ∆T2 se tiene que:

∂∆TL

∂T1

=


∆T2−∆T1

∆T1
−ln

(
∆T2
∆T1

)
(
ln

(
∆T2
∆T1

))2 si ∆T1 6= ∆T2

1
2

si ∆T1 = ∆T2

(3.10)
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∂∆TL

∂T2

=


ln

(
∆T2
∆T1

)
−∆T2−∆T1

∆T2(
ln

(
∆T2
∆T1

))2 si ∆T1 6= ∆T2

1
2

si ∆T1 = ∆T2

(3.11)

entonces

∂∆TL

∂Ti

=


(−1)i

[
ln

(
∆T2
∆T1

)
−∆T2−∆T1

∆Ti

]
(
ln

(
∆T2
∆T1

))2 si ∆T1 6= ∆T2

1
2

si ∆T1 = ∆T2

(3.12)

i = 1, 2, las cuales son continuas en R2
+, acorde al lema 2. Nótese que la demostración del

lema se reduce a probar que

(−1)i

[
ln

(
∆T2

∆T1

)
− ∆T2 −∆T1

∆Ti

]
> 0 (3.13)

i = 1, 2, para todo (∆T1, ∆T2) ∈ R2
+, tal que ∆T1 6= ∆T2. Entonces de la fórmula 4.1.33 en3

[44], se tiene que para tales valores de (∆T1, ∆T2) :

∆T2 −∆T1

∆T2

< ln

(
∆T2

∆T2

)
<

∆T2 −∆T1

∆T1

de donde se observa la satisfacción de (3.13).

Observación 3.2. Como consecuencia del lema 3.2, obsérvese que f(x) es continuamente
diferenciable en D. Considérese la matriz Jacobiana de f(x) (ecuación 3.2):

∂f(x)

∂x
=

 ∂f1(x)
∂x1

∂f1(x)
∂x2

∂f2(x)
∂x1

∂f2(x)
∂x2

 =

 −2 Fc

Mc
+ 2 γc

Mc

∂∆T
∂x1

2 γc

Mc

∂∆T
∂x2

−2 γh

Mh

∂∆T
∂x1

−2 Fh

Mh
+ 2 γh

Mh

∂∆T
∂x2

 (3.14)

Como consecuencia del lema 3.3 sabemos que ∂∆T
∂x1

< 0 y ∂∆T
∂x2

> 0, por lo tanto ∂f1(x)
∂x1

< 0,
∂f1(x)

∂x2
> 0, ∂f2(x)

∂x1
> 0 y ∂f2(x)

∂x2
> 0, ∀x ∈ D.

3La fórmula 4.1.33 en [44] enuncia la siguiente desigualdad: x
1+x < ln(1 + x) < x,∀x > −1, x 6= 0, o

equivalentemente 1− 1
y < ln(y) < y − 1,∀y > 0, y 6= 1.
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3.2. Análisis de las propiedades dinámicas del sistema

3.2.1. Existencia y unicidad de soluciones

Como f(x) es continuamente diferenciable en el dominio de espacio de estado (véase la
observación 3.2), una condición suficiente para garantizar la existencia global y unicidad de
soluciones, es que D sea positivamente invariante con respecto a (3.1), (ver [46, Teo. 2.4]).
Para demostrar que lo es, def́ınase:

L1 , {x ∈ R2 | x1 = Thi ≥ x2 ≥ Tci}

L2 , {x ∈ R2 | x2 = Tci ≤ x1 ≤ Thi}

L3 , {x ∈ R2 | x1 = Tci < x2 ≤ Thi}

L4 , {x ∈ R2 | x2 = Thi > x1 ≥ Tci}

L5 , {x ∈ R2 | Tci ≤ x1 = x2 ≤ Thi}

Nótese que ∂D = ∪
9−Θ

2
j=2−ΘLj. Para obtener la dirección de f(x) a lo largo del conjunto L3, se

evalúa f1(x) en x1 = Tci, obteniendo:

f1(Tci, x2) =
aγc

Mc

 x2 − Thi

ln
(

x2−Tci

Thi−Tci

)


∀x2 ∈ (Tci, Thi). Debido a que Tci < x2 < Thi ⇔ 0 < x2 − Tci < Thi − Tci,∀x2 ∈ (Tci, Thi),

entonces 0 < x2−Tci

Thi−Tci
< 1. Esto implica que aγc

Mc

(
x2−Thi

ln
(

x2−Tci
Thi−Tci

)
)

> 0, ya que x2−Thi < 0. Por lo

tanto f1(Tci, x2) > 0, ∀x ∈ L3 (véase las figuras 3.1 y 3.2).

Para obtener la dirección del campo vectorial a lo largo del conjunto L4, se sigue el mismo
procedimiento, evaluamos f2(x) en x2 = Thi, y se obtiene,

f2(x1, Thi) = −aγh

Mh

 Tci − x1

ln
(

Thi−x1

Thi−Tci

)


∀x1 ∈ (Tci, Thi). Como Tci < x1 < Thi ⇔ 0 < Thi − x1 < Thi − Tci, ∀x1 ∈ (Tci, Thi), es

decir, 0 < Thi−x1

Thi−Tci
< 1, por lo tanto ln

(
Thi−x1

Thi−Tci

)
< 0. Debido a que Tci − x1 < 0, entones

−aγh

Mh

(
Tci−x1

ln
(

Thi−x1
Thi−Tci

)
)

< 0, por lo tanto f2(x1, Thi) < 0, ∀x ∈ L4 (véase las figuras 3.1 y 3.2).
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Para la configuración en paralelo se obtiene la dirección del campo vectorial a lo largo del
conjunto L5 (adicionalmente a L3 y L4). Se utiliza el vector gradiente para una superficie
Sp = {x ∈ Dp | h(x) = 0}, con h(x) = x2 − x1:

∇h(x) =

(
∂h(x)

∂x1

∂h(x)

∂x2

)T

= (−1 1)T

Aplicamos el producto interno evaluado en Sp al vector gradiente de h(x) con las funciones
que definen al sistema (3.1) y aśı obtener la componente de f(x) en la dirección normal a
Sp:

〈f(x),∇h(x)〉 |Sp=

(
f1(x)

∂h(x)

∂x1

+ f2(x)
∂h(x)

∂x2

)∣∣∣∣
Sp

= (f2(x)− f1(x)) |Sp=

(
2aFh

Mh

(Thi − x2)− 2
γh

Mh

∆T (x)− 2aFc

Mc

(Tci − x1)− 2
γc

Mc

∆T (x)

)∣∣∣∣
Sp

Al evaluar en x ∈ Sp tenemos que ∆T (x) = 0 (véase la observación 3.1), entonces:

〈f(x),∇h(x)〉 |Sp=
2aFh

Mh

(Thi − x2)−
2aFc

Mc

(Tci − x1)

∣∣∣∣
x2=x1

por lo tanto 〈f(x),∇h(x)〉 |Sp> 0, ∀x ∈ L5, véase la figura 3.1.

Para la configuración en contracorriente, se obtiene la dirección del campo vectorial a lo
largo del conjunto L1 y L2 (adicionalmente L3 y L4). Para la obtención a lo largo de L1 se
evalúa f1(x) en x1 = Thi, obteniendo:

f1(Tci, x2) =
a

Mc

(Fc(Tci − Thi) + γc (∆T ))

De la observación 3.1 vemos que ∆TL = 0, ya que x1 = Thi, entonces al simplificar se obtiene:

f1(Tci, x2) =
aFc

Mc

(Tci − Thi)

∀x2 ∈ (Tci, Thi). Debido a que Tci < Thi, entonces f1(Tci, x2) < 0, ∀x ∈ L1 (véase la figura
3.2).

Para obtener la dirección del campo vectorial a lo largo del conjunto L2, se evalúa f2(x) en
x2 = Tci, obteniendo:

f2(x1, Tci) =
a

Mh

(Fh(Thi − Tci) + γh (∆T ))
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De la observación 3.1 vemos que ∆TL = 0, ya que x2 = Tci implica que x2 − Tci = ∆T2 = 0,
entonces al simplificar se obtiene:

f2(x1, Tci) =
aFh

Mh

(Thi − Tci)

∀x1 ∈ (Tci, Thi). Debido a que Tci < Thi, entonces f2(x1, Tci) > 0, ∀x ∈ L2 (véase la figura
3.2).

Esto muestra que para cualquier x ∈ ∂D, el campo vectorial f(x) apunta al interior de
D (figuras 3.1 y 3.2). Por lo que, ∂D es inalcanzable para cualquier órbita de (3.1) con
condiciones iniciales en D. Por lo tanto las trayectorias del campo vectorial dado por las
funciones del sistema (3.1) permanecen dentro de D, ∀t ∈ (0,∞), en consecuencia el conjunto
D es positivamente invariante con respecto a la dinámica del sistema (3.1). Entonces para
cada x(0) = xo ∈ D, el sistema tiene una solución única x(t; xo) ∈ D, ∀t ≥ 0.

Figura 3.1: Dirección del campo vectorial dado por (3.1), para el flujo en paralelo.

3.2.2. Soluciones de equilibrio

Proposición 3.1. Para el sistema (3.1), existe un punto de equilibrio único localizado en:

x∗ =

(
x∗1
x∗2

)
=

(
1− P P
RP 1−RP

)(
Tci

Thi

)
(3.15)
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Figura 3.2: Dirección del campo vectorial dado por (3.1), para el flujo en contracorriente.

donde

P =



1−S
1+R

si Θ = −1

1−S
1−RS

si Θ = 1, R 6= 1

UA
UA+FcCpc

si Θ = 1, R = 1

y R y S se definen en la ecuación (1.6).

Demostración. Para calcular el conjunto de puntos de equilibrio, x∗, se tiene que satisfacer
que f1(x

∗) = 0 y f2(x
∗) = 0. Entonces se cumple que γhMc

a
f1(x

∗) + γcMh

a
f2(x

∗) = 0, i. e.
γhMc

a
(Tci − x∗1) + γcMh

a
f2(Thi − x∗2) = 0. Es decir que a cada punto de equilibrio x∗ satisface

la siguiente relación:
Thi − x∗2 = −R(Tci − x∗1) (3.16)

Ahora, de (3.2) se tiene que

Mc

a
f1(x) = Fc(Tci − x∗1) + γc∆T (3.17)

Considérese por lo pronto que ∆T1 6= ∆T2. Substituyendo la LMTD en la ecuación anterior
se obtiene:

= (Tci − x∗1)

Fc +

(
γc

Tci − x1

)x∗2 − Thi + Θ(x∗1 − Tci)

ln
(

∆T2

∆T1

)

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Substituyendo, de la ecuación (3.16) en la expresión precedente, se obtiene:

Mc

a
f1(x) =

Fc +
γc(R−Θ)

ln
(

∆T2

∆T1

)
 (Tci − x1) = 0

Debido a que x1 > Tci, la expresión anterior se satisface si y sólo si se cumple que:

Fc +
γc(R−Θ)

ln
(

∆T2

∆T1

) = 0

de donde se obtiene:
∆T2

∆T1

= e−
γc
Fc

(R−Θ) = e
UA

(
Θ

FcCpc
− 1

FhCph

)
(3.18)

Para el intercambiador en paralelo, donde Θ = −1 y considerando ∆T1, ∆T2 y S como fueron
definidas en la sección 1.1, la ecuación (3.18) se puede reescribir como

x∗2 − x∗1
Thi − Tci

= S

Despejando x∗2− x∗1, se obtiene: x∗2− x∗1 = S(Thi− Tci). Sumando y restando Thi y usando la
ecuación (3.16), se obtiene:

R(Tci − x∗1)− x∗1 + Thi = S(Thi − Tci)

La ecuación queda en términos de una sóla variable. Despejando x∗1 :

RTci + Thi − x∗1(R + 1) = S(Thi − Tci)

x∗1 =
(R + S)Tci + (1− S)Thi

R + 1

Para obtener x2 se usa la ecuación (3.16) y se substituye x∗1:

Thi − x∗2 = −R(Tci − x∗1)

x∗2 = Thi + RTci −R

(
(R + S)Tci + (1− S)Thi

R + 1

)

x∗2 =

(
R− R(R + S)

R + 1

)
Tci +

(
1− R(1− S)

R + 1

)
Thi
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x∗2 =
R(1− S)Tci + (1 + RS)Thi

R + 1

Entonces el único punto de equilibrio, para un intercambiador en paralelo, está dado por:

x∗1 =
(

R+S
R+1

)
Tci +

(
1−S
R+1

)
Thi

x∗2 =
(

R(1−S)
R+1

)
Tci +

(
1+RS
R+1

)
Thi

(3.19)

Para el intercambiador en contracorriente con R 6= 1, donde Θ = 1 y considerando ∆T1, ∆T2

y S como fueron definidas en la sección 1.1, la ecuación (3.18) se puede reescribir como:

S(
x∗2 − Tci

Thi − x∗1
) = 1

Despejando S(x∗2−Tci), se obtiene: S(x∗2−Tci) = Thi−x∗1. Sumando y restando Thi y usando
la ecuación (3.16), se obtiene:

S (R(Tci − x∗1) + Thi − Tci) = Thi − x∗1

La ecuación nos queda en términos de una sóla variable. Despejando x∗1 :

RTci + Thi + x∗1(S
−1 −R) = S−1(Thi + Tci)

x∗1 =
S(1−R)Tci + (1− S)Thi

1− SR

Para obtener x2 se usa la ecuación (3.16) y se substituye x∗1:

Thi − x∗2 = −R(Tci − x∗1)

x∗2 = Thi + RTci −R

(
S(1−R)Tci + (1− S)Thi

1− SR

)

x∗2 =

(
R− RS(1−R)

1− SR

)
Tci +

(
1− R(1− S)

1− SR

)
Thi

x∗2 =
R(1− S)Tci + (1−R)Thi

1− SR
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Entonces el único punto de equilibrio, para un intercambiador en contracorriente con R 6= 1,
está dado por:

x∗1 =
(

S(1−R)
1−SR

)
Tci +

(
1−S

1−SR

)
Thi

x∗2 =
(

R(1−S)
1−SR

)
Tci +

(
1−R
1−SR

)
Thi

(3.20)

Obsérvese en estas expresiones que si R = 1 entonces x∗1 y x∗2 quedan indeterminados. Por
otro lado, obsérvese de la ecuación (3.18) que R = Θ = 1 implica que ∆T1 = ∆T2. Entonces,
para obtener el punto de equilibrio con R = 1, se substituye ∆T0 (de la ecuación (3.5)), en
lugar de la función ∆Tl, en la ecuación (3.17). Aśı, para el caso contracorriente con R = 1
se tiene

Mc

a
f1(x

∗) = Fc(Tci − x∗1) + γc(Thi − x∗1) = 0 (3.21)

Despejando x∗1, nos queda:

x∗1 =
FcTci + γcThi

Fc + γc

Para obtener x∗2 se substituye la expresión de x∗1 en (3.16), con R = 1:

Thi − x∗2 =
FcTci + γcThi

Fc + γc

− Tci

Simplificando,

x∗2 =
γcTci + FcThi

Fc + γc

Substituyendo γc (véase la ecuación (1.5)) en x∗1 y x∗2, se obtiene

x∗1 = (FcCpc)Tci+(UA)Thi

FcCpc+UA

x∗2 = (UA)Tci+(FcCpc)Thi

FcCpc+UA

(3.22)

Entonces para el caso contracorriente el punto de equilibrio está dado por:

x∗1 =


(

S(1−R)
1−RS

)
Tci +

(
1−S

1−SR

)
Thi si R 6= 1

(
FcCpc

FcCpc+UA

)
Tci +

(
UA

FcCpc+UA

)
Thi si R = 1

x∗2 =


(

R(S−1)
1−SR

)
Tci +

(
(1−R)
1−SR

)
Thi si R 6= 1

(
UA

FcCpc+UA

)
Tci +

(
FcCpc

FcCpc+UA

)
Thi si R = 1
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donde R y S se definen en la ecuación (1.6).

Recapitulando, de las ecuaciones (3.19), (3.20) y (3.22), el punto de equilibrio para un inter-
cambiador (en paralelo o contracorriente) está dado por:(

x∗1
x∗2

)
=

(
1− P P
RP 1−RP

)(
Tci

Thi

)

P =



1−S
1+R

si Θ = −1

1−S
1−RS

si Θ = 1, R 6= 1

UA
UA+FcCpc

si Θ = 1, R = 1

con R y S como fueron definidos en (1.6).

Observación 3.3. Para el intercambiador en paralelo, verificamos si el punto de equilibrio
x∗ = (x∗1 x∗2)

T pertenece a Dp: para que x∗ ∈ Dp, se tiene que cumplir que Tci < x∗1 <
x∗2 < Thi. x∗1 lo podemos reescribir como x∗1 = α1Tci + (1 − α1)Thi, con α1 = R+S

R+1
, donde

0 < α1 < 1, esto implica que Tci < x∗1 < Thi. Con x∗2 se usa el mismo razonamiento, a x∗2 se

puede reescribir como x∗2 = α2Tci + (1 − α2)Thi con α2 = R(1−S)
R+1

, donde 0 < α2 < 1, por lo
tanto Tci < x∗2 < Thi.

Ahora
x∗1 − x∗2 = α1Tci + (1− α1)Thi − α2Tci − (1− α2)Thi

= (α1 − α2)Tci − (α1 − α2)Thi = (α1 − α2)(Tci − Thi)

Para que x∗1 − x∗2 < 0 entonces se tiene que cumplir que α1 − α2 > 0, ya que Tci − Thi < 0,
entonces

α1 − α2 =
R + S

R + 1
− R(1− S)

R + 1
=

S(1 + R)

R + 1

Como R > 0 y 0 < S < 1, entonces α1−α2 > 0, por lo que (α1−α2)(Tci−Thi) < 0. Entonces
x∗1 − x∗2 < 0. Como Tci < x∗1 < x∗2 < Thi, entonces x∗ ∈ Dp.

Para el intercambiador en contracorriente, verificamos si el punto de equilibrio x∗ = (x∗1 x∗2)
T

pertenece a Dc: para que x∗ ∈ Dc, se tiene que cumplir que Tci < x∗j < Thi con j = 1, 2.
x∗j , para cualquier valor de R, se puede reescribir como x∗j = αjTci + (1 − αj)Thi, donde
0 < αj < 1, por lo tanto Tci < x∗j < Thi, mostrando que x∗j ∈ D.

Observación 3.4. De la ecuación del contorno de equilibrio (2.19), uno puede ver que
T ∗h (l) = T ∗ho y T ∗c (1−Θ

2
l) = T ∗co. Entonces, el sistema (3.1) con ∆T como en (3.5) da valores

de equilibrio de las temperaturas de salida que corresponden de manera exacta a aquéllos
que se obtienen del modelo de parámetros distribuidos en estado estable.
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3.2.3. Estabilidad

En esta sección se analiza la estabilidad del punto de equilibrio único (3.15). Se empieza
estableciendo un resultado preliminar que será útil en el análisis.

Lema 3.4. El sistema (3.1) no tiene órbitas periódicas en D.

Demostración. De (3.14) vemos que,

∂f1(x)

∂x1

+
∂f2(x)

∂x2

= −2

(
Fc

Mc

+
Fh

Mh

)
+ 2

γc

Mc

∂∆T

∂x1

− 2
γh

Mh

∂∆T

∂x2

Sabemos que, del lema 3.3, ∂∆T
∂x1

< 0, ∂∆T
∂x2

> 0, entonces ∂f1(x)
∂x1

+ ∂f2(x)
∂x2

< 0, ∀x ∈ D. Por el
criterio de Bendixon, véase por ejemplo [46, Teo. 7.2 ]. Se concluye que el sistema (3.1) no
tiene orbitas periódicas en D.

Lema 3.5. El punto de equilibrio x∗ es asintóticamente estable y es globalmente atractivo
en D.

Demostración. Debido al acotamiento de D y a que éste es positivamente invariante con
respecto a la dinámica del sistema, cada solución de (3.1) tiene un conjunto limite no vaćıo,
compacto, y positivamente invariante, Γ+, y x(t; x0) → Γ+ conforme t → ∞, ∀x0 ∈ D
(véase [46, Lema 3.1]). Entonces, como no existen órbitas periódicas en D se concluye
que x∗ es el único punto contenido en Γ+ para cada solución de (3.1). Consecuentemente,
ĺımt→0 x(t; x0) = x∗, ∀x0 ∈ D, mostrando atractividad global de x∗ en D.

Por otro lado analizando el polinomio caracteŕıstico de la matriz Jacobiana de f(x) (véase
ecuación (3.14)), es decir:

P (λ) =

∣∣∣∣λI − ∂f(x)

∂x

∣∣∣∣

det

(
λI − ∂f(x)

∂x

)
= det

 λI − ∂f1(x)
∂x1

−∂f1(x)
∂x2

−∂f2(x)
∂x1

λI − ∂f2(x)
∂x2



=

(
λ− ∂f1(x)

∂x1

)(
λ− ∂f2(x)

∂x2

)
−
(

∂f1(x)

∂x2

)(
∂f2(x)

∂x1

)

= λ2−λ

(
∂f1(x)

∂x1

+
∂f2(x)

∂x2

)
+

(
∂f1(x)

∂x1

)(
∂f2(x)

∂x2

)
−
(

∂f1(x)

∂x2

)(
∂f2(x)

∂x1

)
= λ2+B(x)λ+C(x)
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donde,

B(x) =
∂f1(x)

∂x1

+
∂f2(x)

∂x2

C(x) =

(
∂f1(x)

∂x1

)(
∂f2(x)

∂x2

)
−
(

∂f1(x)

∂x2

)(
∂f2(x)

∂x1

)

Sabemos, de la observación (3.2), que ∂f1(x)
∂x1

< 0 y que ∂f2(x)
∂x2

< 0, entonces−
(

∂f1(x)
∂x1

+ ∂f2(x)
∂x2

)
>

0, lo que implica que B(x) > 0.

Analizando C(x):

C(x) =

(
∂f1(x)

∂x1

)(
∂f2(x)

∂x2

)
−
(

∂f1(x)

∂x2

)(
∂f2(x)

∂x1

)

=

(
−2

Fc

Mc

+ 2
γc

Mc

∂∆T

∂x1

)(
−2

Fh

Mh

− 2
γh

Mh

∂∆T

∂x2

)
−
(

2
γc

Mc

∂∆T

∂x2

)(
−2

γh

Mh

∂∆T

∂x1

)

= −4

(
FcFh

McMh

)
+4

γhFc

McMh

(
∂∆T

∂x2

)
−4

Fhγc

MhMc

−4
γhγc

MhMc

(
∂∆T

∂x1

)(
∂∆T

∂x2

)
+4

γhγc

MhMc

(
∂∆T

∂x1

)(
∂∆T

∂x2

)

= −4
FcFh

McMh

+ 4
γhFc

McMh

(
∂∆T

∂x2

)
− 4

Fhγc

MhMc

(
∂∆T

∂x1

)

Como ∂∆T
∂x1

< 0 y ∂∆T
∂x2

> 0 (del lema 3.3), tenemos que C(x) > 0. Por lo tanto P (λ) tiene

ambas ráıces con parte real negativa, lo que implica que ∂f(x)
∂x

es Hurwitz ∀x ∈ D, por lo
tanto el punto de equilibrio es asintóticamente estable.

Observación 3.5. De las ecuaciones (3.7) y (3.8) en el lema 3.1 no es dif́ıcil ver que
∆TL es infinitamente diferenciable en D. Entonces, ∂f

∂To
es acotada y Lipschitz en Br =

{To ∈ R2 | ‖To − T ∗o ‖2 < r}, para cualquier r > 0 tal que Br ⊂ D. Entonces, la estabilidad
asintótica es en realidad exponencial, lo cual coincide con los resultados de estabilidad del
perfil de equilibrio para el modelo de parámetros distribuidos (véase la observación 2.2).
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo, se desarrolló la obtención del modelo de parámetros distribuidos y se discuten
sus propiedades dinámicas. Dicho modelo se obtuvo utilizando la ley de balance de enerǵıa,
tomando en cuenta ciertas suposiciones que son comunes en la literatura. Bajo la suposición
adicional de temperaturas de entrada constantes, se garantiz la existencia de una solución
de equilibrio del sistema. Además se obtuvo el contorno de estado estable y con ello las
expresiones para las temperaturas de salida de ambos fluidos. El contorno de equilibrio fue
probado ser exponencialmente estable en trabajos previos.

Se presentó un modelo complementado de la LMTD que muestra ser continuamente dife-
renciable y positivo en su dominio. Esta expresión de la LMTD se utilizó en el modelo de
parámetros agrupados como fuerza conductora (driving force).

Se exploró una modelación compartimental alternativa. Ésta usa un promedio aritmético
entre la temperatura de salida y de entrada de cada fluido, en lugar de tomar sólo la tempera-
tura de salida en el término de acumulación. Esto nos llevó a utilizar una matriz constante que
multiplica la dinámica del sistema (ẋ = M−1f(x)). Sin embargo al momento de utilizar este
nuevo modelo en simulación, se presentan unas oscilaciones, las cuales disminuyen cuando N
es muy grande (modelos de orden muy alto). Esto nos hace concluir que tal modelación no
es conveniente para valores pequeños de N > 1.

Se caracterizaron las propiedades dinámicas de un modelo de parámetros agrupados de orden
2 con la LMTD como fuerza conductora. Tales propiedades coinciden con las propiedades
del modelo de parámetros distribuidos del cual es obtenido. Por ejemplo, se muestra que la
existencia y unicidad de soluciones es una caracteŕıstica común de ambos modelos. Por otro
lado se prueba que el punto de equilibrio del modelo de parámetros agrupados es exponen-
cialmente estable y además es globalmente atractivo lo cual coincide con las propiedades de
estabilidad del contorno de estado estable del modelo de parámetros distribuidos. Además,
las soluciones de equilibrio de la dinámica de dimensión finita mostró ser acorde con los va-
lores de salida del perfil de equilibrio de temperatura del modelo distribuido. Esto nos hace
concluir que el modelo de parámetros agrupados que se obtuvo es confiable con respecto a
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su comportamiento cualitativo. Esto es importante en casos en donde no son las soluciones
cuantitativas sino el comportamiento cualitativo que importa, como en la modelación y si-
mulación de redes de intercambiadores de calor y procesos industriales complejos donde los
intercambiadores están involucrados.

Como perspectivas de este trabajo, se puede considerar el ánalisis sobre estabilidad del
modelo de parámetros distribuidos de la configuración en paralelo. Por otro lado, una vez
conocidas las propiedades del modelo de parámetros agrupados, puede ser posible proponer
leyes de control que tomen en cuenta y de hecho exploten las propiedades intŕınsecas del
sistema estudiadas en este trabajo.
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Apéndice A

Obtención de las expresiones gc(z) y
gh(z)

Esta sección se obtendrá la expresión (2.19) partiendo de las ecuaciones (2.11), (2.17) y
(2.18). Primero se hará para el intercambiador en contracorriente para después continuar
con el intercambiador en paralelo.

Para calcular T ∗co, para el intercambiador en contracorriente utilizamos la expresión (2.17).
Evaluando T ∗c (z) y T ∗h (z) en z = 0 y z = l, se puede verificar que,

T ∗c (0) = T ∗co

T ∗c (l) = Tci

T ∗h (0) = Thi

T ∗h (l) = T ∗ho

Evaluando T ∗c (z) en z = 0, se obtiene

T ∗c (0) = T ∗co =
φ11(0)

φ11(l)
Tci +

(
φ12(0)−

φ12(l)

φ11(l)
g11(0)

)
Thi (A.1)

=

(
γhFc − γcFh

γhFc − γcFhe

(
γc
Fc
− γh

Fh

)
)

Tci +

(
−γcFh

γcFh − γhFc

)(
1− e

γc
Fc
− γh

Fh

)( γhFc − γcFh

γhFc − γcFhe

(
γc
Fc
− γh

Fh

)
)

Thi

Simplificando y substituyendo R y S de la ecuación (1.6), con Θ = 1 debido al flujo en
contracorriente, se obtiene:

T ∗co =

(
S(1−R)

1−RS

)
Tci +

(
1− S

1− SR

)
Thi (A.2)
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Siguiendo un procedimiento semejante, calculamos Tho. Evaluando Th(z) en z = l, se obtiene

T ∗h (l) = T ∗ho =
φ21(l)

φ11(l)
Tci +

(
f22(l)−

φ12(l)

φ11(l)
φ21(l)

)
Thi (A.3)

=


γhFc

γcFh

(
1− e

(
γc
Fc
− γh

Fh

))
γhFc

γcFh
− e

(
γc
Fc
− γh

Fh

)
Tci+

1

1− γhFc

γcFh

1−
(

γhFc

γcFh

)
e

(
γc
Fc
− γh

Fh

)
−

γhFc

γcFh

(
1− e

(
γc
Fc
− γh

Fh

))2

γhFc

γcFh
− e

(
γc
Fc
− γh

Fh

)
Thi

Substituyendo R y S de la ecuación (1.6), con Θ = 1, se obtiene:

T ∗ho =

(
R (S − 1)

1− SR

)
Tci +

(
1−R

1− SR

)
Thi (A.4)

Cuando R = 1, se puede ver que S = 1, entonces T ∗co y T ∗ho quedan indeterminados (ecuaciones
(A.2) y (A.4) respectivamente). Para el caso en que R = 1, partimos de la ecuación (2.18),
la cual se evalúa en z = l,

T ∗c (l) = T ∗co = φ11(l)Tci + φ12(l)Thi

T ∗h (l) = T ∗ho = φ21(l)Tci + φ22(l)Thi

obteniendo
T ∗co =

(
Fc

Fc+γc

)
Tci +

(
γc

Fc+γc

)
Thi

T ∗ho =
(

γc

Fc+γc

)
Tci +

(
Fc

Fc+γc

)
Thi

(A.5)

La expresión de T ∗co y T ∗ho, para el caso contracorriente, en términos de R, está dada por:

T ∗co =


(

S(1−R)
1−RS

)
Tci +

(
1−S

1−SR

)
Thi si R 6= 1

(
Fc

Fc+γc

)
Tci +

(
γc

Fc+γc

)
Thi si R = 1

T ∗ho =


(

R(S−1)
1−SR

)
Tci +

(
(1−R)
1−SR

)
Thi si R 6= 1

(
γc

Fc+γc

)
Tci +

(
Fc

Fc+γc

)
Thi si R = 1

donde R y S se definen en la ecuación (1.6).
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Para calcular T ∗co, para el intercambiador en paralelo, se utiliza la expresión (2.11). Se puede
verificar que:

T ∗c (0) = T ∗ci

T ∗c (l) = Tco

T ∗h (0) = Thi

T ∗h (l) = T ∗ho

Evaluando T ∗c (z) en z = l, se obtiene

T ∗c (l) = T ∗co = φ11(l)Tci + φ12(l)Thi (A.6)

T ∗co =
1

γhFc + γcFh

(
γhFc + γcFhe

−
(

γc
Fc
− γh

Fh

))
Tci +

γcFh

γhFc + γcFh

(
1− e

−
(

γc
Fc
− γh

Fh

))
Thi

Simplificando y substituyendo R y S, ecuación (1.6), con Θ = −1 debido al flujo en paralelo,
se obtiene:

T ∗co =

(
R + S

1 + R

)
Tci +

(
1− S

1 + R

)
Thi

Para calcular Tho se usa un procedimiento semejante. Evaluando Th(z) en z = l, se obtiene:

T ∗h (l) = T ∗ho = φ21(l)Tci + φ22(l)Thi (A.7)

T ∗co =
γhFc

γhFc + γcFh

(
1− e

−
(

γc
Fc
− γh

Fh

))
Tci +

1

γhFc + γcFh

(
γcFh + γhFce

−
(

γc
Fc
− γh

Fh

))
Thi

Simplificando y sustituyendo R y S, ecuación (1.6), se obtiene:

T ∗ho =

(
R (1− S)

R + 1

)
Tci +

(
1 + RS

R + 1

)
Thi

Nótese que T ∗( l(1+Θ)
2

) = (T ∗co, T
∗
ho). Aśı la relación entrada-salida de la temperatura en estado

estable para un intercambiador (en paralelo o contracorriente), está dada por:(
T ∗co
T ∗ho

)
=

(
1− P P
RP 1−RP

)(
Tci

Thi

)
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donde

P =



1−S
1+R

si Θ = −1

1−S
1−RS

si Θ = 1, R 6= 1

UA
UA+FcCpc

si Θ = 1, R = 1

con R y S como fueron definidos en (1.6).

Una vez que se obtienen los valores de estado estable de la temperatura a la salida de cada
tubo, para cada configuración, se realizan los siguientes desarrollos. Para el caso contraco-
rriente con R 6= 1, se suma y resta T ∗co de T ∗c (z) (ecuación (2.17)) :

T ∗c (z) =

(
SR− S−

z
l

SR− 1

)
Tci +

(
1− S(1− z

l
)

SR− 1

)
Thi + T ∗co − T ∗co

simplificando, la expresión se reduce a:

T ∗c (z) = T ∗co + (Thi − Tci)gc(z)

donde,

gc(z) =
S − S(1− z

l
)

1− SR

Sumando y restando T ∗ho en T ∗c (z) (en la ecuación (2.17)) :

T ∗h (z) =

(
SR
(
1− S−

z
l

)
SR− 1

)
Tci +

(
1−RS(1− z

l
)

1− SR

)
Thi + T ∗ho − T ∗ho

simplificando la expresión:

Th(z) = T ∗ho + (Thi − Tci)gh(z)

donde,

gh(z) =
R(1− S(1− z

l
))

1− SR

Para el caso contracorriente cuando R = 1 se sigue un procedimiento semejante. Se suma y
resta T ∗co y T ∗ho de las expresiones (2.18):

T ∗c (z) =
(

Fc+
γcz

l

Fc+γc

)
Tci +

(
γc(1− z

l
)

Fc+γc

)
Thi + T ∗co − T ∗co

T ∗h (z) =
(

γcz
l(Fc+γc)

)
Tci +

(
1− γcz

l(Fc+γc)

)
Thi + T ∗ho − T ∗ho

(A.8)
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Simplificando, estas expresiones se reducen a:

T ∗c (z) = T ∗co + (Thi − Tci)gce(z)

T ∗h (z) = T ∗ho + (Thi − Tci)ghe(z)
(A.9)

donde,
gce(z) = −γcz

l(Fc+γc)

ghe(z) =
−γc(1− z

l
)

Fc+γc

(A.10)

que equivale a:
gce(z) = −P z

l

ghe(z) = −P (1− z
l
)

(A.11)

Para el intercambiador en paralelo, se suma y resta T ∗co y T ∗ho de las expresiones (2.11):

T ∗c (z) =
(

R+S
z
l

R+1

)
Tci +

(
1−S

z
l

R+1

)
Thi + T ∗co − T ∗co

T ∗h (z) =

(
R

(
1−S

z
l

)
R+1

)
Tci +

(
1+RS

z
l

R+1

)
Thi + T ∗ho − T ∗ho

(A.12)

Simplificando se obtiene

Tc(z) = T ∗co + (Thi − Tci)gc(z)

Th(z) = T ∗ho + (Thi − Tci)gh(z)
(A.13)

donde,

gc(z) = S−S
z
l

1+R

gh(z) = R(S−S
z
l )

1+R

(A.14)

De esta manera se obtienen las ecuaciones (2.20) y (2.21):

gc(z) =



S−Sz/l

1+R
si Θ = −1

S−S(1−z/l)

1−RS
si Θ = 1, R 6= 1

−Pz
l

si Θ = 1, R = 1
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gh(z) =



R(S−Sz/l)
1+R

si Θ = −1

R(1−S(1−z/l))
1−RS

si Θ = 1, R 6= 1

−P
(
1− z

l

)
si Θ = 1, R = 1
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Apéndice B

Discontinuidad de ∆Tl

En este apéndice se mostrará gráficamente el conjunto de puntos donde la función ∆Tl en
(3.4) se indetermina, tanto para el intercambiador en contracorriente como para el paralelo.

Para el intercambiador en contracorriente ∆Tl se indetermina en el conjunto de puntos
Sc = {x ∈ R2 | x2 + x1 = Thi + Tci} (véase figura B.1). Tal indefinición se corrobora de la
expresión (3.4) con ∆T1 y ∆T2 como se definen en (1.3) y (1.4).

Figura B.1: Dominio del espacio de estado Dc, para un intercambiador en contracorriente.

Analizando la función ∆Tl para el intercambiador en paralelo :

∆Tl(x) =
(x2 − x1)− (Tci − Thi)

ln
(

x2−x1

Tci−Thi

) (B.1)
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donde x1 y x2 se definen en la ecuación (1.1). Esta función queda indeterminada en el
conjunto de puntos

Sp =
{
x ∈ R2 | x2 − x1 = Thi − Tci

}
(B.2)

Este conjunto sólo se intersecta en un punto de ∂D (indicado como α en la figura 2), es decir,
Sp

⋂
Dp = ∅, en consecuencia la función ∆T (x) es continua en Dp.

Cuando x2 − x1 = Thi − Tci ⇔ x2−x1

Thi−Tci
= 1, entonces ln

(
x2−x1

Thi−Tci

)
= 0 por lo tanto ∆T (x)

queda indeterminado. Sin embargo, x2 − x1 = Thi − Tci es una ĺınea recta que tiene una
intersección con ∂D en (Tci, Thi) (véase la figura B.2).

Figura B.2: Dominio del espacio de estado Dp, para un intercambiador en paralelo.
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