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Resumen

En este trabajo se discute la obtencién del modelo de parametros distribui-
dos, asi como sus propiedades analiticas. Mas ain, se desarrolla la obtencién
del modelo de orden 2 utilizando el LMTD como fuerza conductora y se anali-
zan sus caracteristicas dinamicas. Tales propiedades concuerdan con aquéllas
del modelo de dimension infinita. Esto nos hace concluir que el modelo de
parametros agrupados que se obtuvo es confiable con respecto a su compor-
tamiento cualitativo. Esto es importante en casos en donde no son las solu-
ciones cuantitativas sino el comportamiento cualitativo que importa, como
en la modelacion y simulacién de redes de intercambiadores de calor y pro-
cesos industriales complejos donde los intercambiadores estan involucrados.
Por otro lado, se explora la idea de considerar una distribucion en el término
de acumulacién, de modelos compartimentales N-celulares con N > 1.

Abstract

In this work, the development of the distributed parameter model is discussed,
as well as its analytical properties. More importantly, those of a 2nd-order
lumped-parameter model using the LMTD as driving force are derived and
shown to agree with those of the former. The results developed in this work
are intended to supply a solid support for the reliability on the use of the kind
of simple compartmental model that is treated. This is specially addressed to
works where it is not the quantitative solutions but the qualitative behavior
that is important, like modelling and simulation of heat exchanger networks
and complex industrial processes where heat exchangers are involved in. On
the other hand, the idea to consider the bulk temperature to be the average
among the inlet and outlet temperature at each fluid (for the accumulation
term) on an N-cell compartmental model with N > 1 is explored.
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Capitulo 1

Introduccion

Los intercambiadores de calor (en adelante referidos simplemente como intercambiadores) son
extensamente utilizados en procesos industriales tales como plantas generadoras de energia
[1], turbinas de gas [2], sistemas de aire acondicionado [3], calefaccién (doméstica, urbana
o central) [1], refrigeracién [5] y sistemas de congeladores [0] entre muchos otros. Debido
a sus multiples aplicaciones, un sinntimero de trabajos de investigacion han sido dedicados
al estudio de su comportamiento dindmico, modelacion, simulacién, identificaciéon y control
desde los anos 1940’s (con un auge en los 50’s y 60’s) [7, 8, 9]. El primer modelo dindmico
de intercambiadores fue propuesto por P. Profos en 1943 [7]. En las décadas posteriores a los
40’s, abundaron trabajos cuyo analisis era basado en representaciones frecuenciales a traves
de funciones de transferencia [10, 11]. En los 50’s, los estudios propuestos se enfocaban a
respuestas ante perturbaciones en las temperaturas de entrada. En los 60’s, atin y cuando esta
linea continud, nuevos estudios en los que se consideré la respuesta a perturbaciones en los
flujos fueron propuestos [12]. Estos inclufan nuevos enfoques de respuesta espacio-temporal
(ademas de los tradicionales anélisis frecuenciales). Después de los 60’s, con el tiempo, los
andlisis de respuesta transitoria tomaron importancia [13, 1], de la misma manera que la
modelacién compartimental a través de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias [15,

]. No obstante, dada la extrema complejidad de la dindmica de los procesos térmicos y las
crecientes exigencias impuestas en la operacion de procesos industriales, los intercambiadores
de calor son aiin objeto de muchos estudios. Puesto que generalmente son parte de un sistema
o red compleja, el analisis dindmico basado en suposiciones simplificadoras pero aceptables
y/o modelos simples pero adecuados son deseables [15, 16, 17, 18, 19].

La dinamica de los intercambiadores es representada principalmente de dos posibles maneras:
a través de modelos de pardmetros distribuidos o agrupados [9, 20, 21, 22]. Puesto que las
variaciones de los estados involucrados tienen lugar no sélo en tiempo sino también en espacio,
los modelos de parametros distribuidos son aquéllos que mejor se ajustan a la naturaleza
de los intercambiadores [7]. Estos modelos se representan por un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales. Puesto que éstas son dificiles de analizar, complicadas para simulacion
y complejas para diseno de control, sus aproximaciones a través de modelos de parametros
agrupados son generalmente preferidas [17].



Los modelos de parametros agrupados se han usado ampliamente para simulacién dinamica
(20, 23, 24, 25, 26], diseno de control [27, 28, 29, 30], modelacién de redes de intercambiadores
[18, 22, 31, 32] o identificacién de pardametros [33, 341, 35], por ejemplo. Su construccién
radica en la division del intercambiador en un ntimero finito de elementos, llamados secciones
o celdas, la cual permite su representacién dinamica a través de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Este proceso de seccionamiento asume que cada elemento se comporta como un
tanque perfectamente mezclado. Consecuentemente la temperatura del fluido se considera
constante a lo largo de cada celda. Asi, la distribucién espacial de la temperatura en cada
seccién es despreciada. Como consecuencia, un numero grande de celdas es requerido para
una modelacién aceptable [17]. Esto da lugar a modelos de alto orden que complican el
andlisis dindmico y el disefio de control [25, 29].

No obstante, la reduccion del orden del modelo con una pérdida de exactitud pequena puede
ser contemplada tomando en cuenta la distribucién de la temperatura en cada seccion. Esta
idea es explorada, por ejemplo, en [16, 19], donde se propone un estudio numérico com-
parativo entre tres diferentes modelos unicelulares bi-compartimentales (un elemento por
fluido cubriendo toda la longitud del tubo). Las caracteristicas de estado estable, asi como
las respuestas de la temperatura de salida (de uno de los fluidos) ante perturbaciones de
tipo escalén y frecuenciales en la temperatura de entrada y en el flujo (del otro fluido) son
comparadas con aquéllas del modelo de parametros distribuidos de un intercambiador en
contracorriente. Cada uno de los modelos compartimentales considerados incluyen dos ecua-
ciones diferenciales ordinarias (acopladas) de primer orden, uno por celda (fluido), el cual
es el caso mas simple. La diferencia entre cada uno de ellos consiste en la consideracion,
respectivamente, de una distribucién uniforme, lineal y exponencial de la temperatura para
seleccionar la expresion de la fuerza conductora (driving force). Para cada uno de los casos,
la fuerza conductora se expresa en términos de la diferencia de temperaturas de salida, la
media aritmética de diferencia de temperaturas (AMTD por sus siglas en inglés), y la media
logaritmica de diferencia de temperaturas (LMTD por sus siglas en inglés). Los resultados
muestran que el modelo que utiliza la LMTD como fuerza conductora es el que mejor se
aproxima al modelo distribuido, mientras que aquél que asume un mezclado perfecto es el
que da los peores resultados. Ademds se concluye que los modelos simples (unicelulares bi-
compartimentales), que utilizan la LMTD como fuerza conductora, conservan las propiedades
dinamicas del modelo distribuido. La consideracién de mas de una celda bicompartimental
es sugerida para requerimientos de modelacién més estrictos.

Los modelos de parametros agrupados con la LMTD como fuerza conductora han mostrado
ser apropiados en otros trabajos. En [23], usadas para la simulacién de procesos petroquimi-
cos, tales representaciones dindmicas fueron examinadas a través de simulaciones numéricas
considerando de dos a diez compartimentos. Se concluyé que el modelo de dos comparti-
mentos ciertamente conserva el comportamiento cualitativo de la dindmica del modelo de
parametros distribuidos. La consideracién de mas de dos compartimentos fue reportada con-
veniente para mejorar la precision en las caracteristicas de estado estable y el retardo de
transporte en las respuestas del sistema. Pruebas similares fueron hechas y conclusiones
semejantes fueron obtenidas en [26], donde los ajustes cuantitativos al pasar a dos o més
celdas bicompartimentales se encontraron despreciables. En estos trabajos, el objetivo no
solo fue obtener un buen modelo de aproximacién para el intercambiador sino también evi-



tar problemas como el undershooting, que se dan al utilizar otra aproximaciones como fuerza
conductora [16]. La superioridad de los modelos compartimentales de bajo orden utilizan-
do la LMTD como fuerza conductora (comparados con aquéllos que utilizan la AMTD o
la diferencia de temperaturas de salida) fue corroborada (a través de pruebas similares) en
[31], donde se concluyé que estos modelos son ventajosos para la simulacién de redes de
intercambiadores de calor.

Los modelos de parametros agrupados con la LMTD como fuerza conductora han sido tam-
bién considerados por Alsop y Edgar en [27], donde un modelo de segundo orden fue usado
para diseno de control en un intercambiador en contracorriente; el esquema en lazo cerrado
fue probado a través de simulacién utilizando un modelo de 20 celdas bicompartimentales (de
orden 40). Las respuestas de la temperatura de salida de ambos modelos a cambios de tipo
escaléon en el flujo fueron mostradas. Las diferencias observadas entre ellas fueron pequenas.
Cabe hacer notar que Alsop y Edgar fueron mas lejos en la modelacion bicompartimental
al tomar la temperatura de los fluidos como el promedio entre las temperaturas de salida y
de entrada de cada fluido, en lugar de tomar sélo la temperatura de salida (para calcular
el término de acumulacién). Consecuentemente el modelo usado en [27] conserva la estruc-
tura tradicional de los trabajos previos pero duplica la tasa de transferencia por conduccion
y conveccion (i.e. un 2 aparece multiplicando cada término a la derecha de las ecuaciones
dindmicas). Esto, por un lado, no altera los valores de estado estable y por otro lado, acelera
la dindmica del sistema mejorando el tiempo de respuesta (acercdndolo al de las trayectorias
del modelo de pardmetros distribuidos).

Basados en los estudios mencionados, los modelos de parametros agrupados de bajo orden
con la LMTD como fuerza conductora han sido utilizados por diversos autores como una

representacion dindmica confiable de intercambiadores. Por ejemplo, fueron usados en [25] y
[30] para diseno de control, [36] y [37] para andlisis de estabilidad en lazo cerrado, [23] y [20]
para el desarrollo de simuladores dindmicos y [18] para modelacién y simulacién de redes de

intercambiadores de calor. No obstante, el hecho de que tales representaciones conservan las
propiedades dindmicas de los modelos de parametros distribuidos se concluye en los trabajos
previos, [16, 19,23, 26, 27, 31], a través de simulaciéon numérica. Una escasez clara de trabajos
que enfoquen la caracterizacion del comportamiento cualitativo de los intercambiadores bajo
un marco analitico propio de sistemas dinamicos puede constatarse en la literatura.

En este trabajo se desarrollan pruebas analiticas que muestran que un modelo comparti-
mental de segundo orden con la LMTD como fuerza conductora conserva las propiedades
dinamicas del modelo de pardmetros distribuidos del cual se obtiene la aproximacion. Se
analizan aspectos fundamentales como la existencia y unicidad de soluciones la cual po-
dra mostrarse ser una caracteristica comun de ambos modelos dindamicos. Ademas, se ob-
tienen las soluciones de equilibrio de la dindmica de dimensién finita y se muestra una exacta
concordancia con los valores de salida de las temperaturas del contorno de equilibrio del mo-
delo distribuido. Ademas, se concluye que tales estados de equilibrio son exponencialmente
estables y globalmente atractivos en el dominio de espacio de estado del sistema en ambas
representaciones dinamicas. Estos resultados, por un lado, dan una idea del comportamiento
cualitativo del intercambiador bajo las suposiciones hechas. Por otro lado, establecen una
base formal dando fundamento a los trabajos previamente mencionados, y proporcionan un



soporte solido para la confiabilidad en el uso del tipo de modelo compartimental simple que
es tratado. Esto es de especial interés en los casos donde las soluciones cuantitativas no son
tan importantes como lo es el comportamiento cualitativo, como la modelacion y simulacion
de redes de intercambiadores y procesos industriales complejos donde los intercambiadores
estan implicados. Mas aun, una mejor comprension de las propiedades analiticas de un tipo
de modelo que ha sido previamente considerado para sintesis de control entre otros varios
propésitos, puede ser ttil para el diseno de esquemas de control mas apropiados que tomen
en cuenta y de hecho exploten las caracteristicas intrinsecas del sistema.

Complementariamente en este trabajo, se explora la generalizacién a modelos N-celulares
(N > 1) de la idea desarrollada en [27] en un modelo de 2° orden: la temperatura de cada
seccion de los fluidos sera aproximada usando el promedio de las temperaturas de entrada y
salida (de la seccion). Esto tiene una repercusién directa en el término de acumulacién de cada
compartimento. El interés de tal consideracion radica en investigar si los modelos N-celulares,
con cualquier N > 1 finito, tienen trayectorias mas cercanas a las de la dinamica distribuida
que aproximan, que aquéllos que toman la temperatura de salida como temperatura de la
seccion. Una vez investigados los cambios implicados por tal consideracién en el modelo
dinamico, la evaluacién de las trayectorias se hard a través de simulaciones numéricas.

La tesis esta organizada de la siguiente manera: En el capitulo 2 se obtienen los modelos de
parametros distribuidos y agrupados, ademés de obtener el contorno de equilibrio del modelo
de parametros distribuidos. En el capitulo 3 se hace un analisis de las propiedades dinamicas
del modelo de parametros agrupados y se introduce el modelo complementado de la LMTD.
Las conclusiones se dan en el capitulo 4.

Nomenclatura y notacion

Una representacion esquematica de los intercambiadores de calor de tubos concéntricos es
mostrada en las figuras 1.1 y 1.2.

| ho

Figura 1.1: Intercambiador de calor en contracorriente.

A lo largo de la tesis sera usada la siguiente nomenclatura:



Figura 1.2: Intercambiador de calor en paralelo.

Flujo masico del fluido frio (tubo externo) (Sl;—%g)
Calor especifico del fluido frio (klfg—i()

Temperatura del fluido frio (K)

Temperatura de entrada del fluido frio (K)
Temperatura de salida del fluido frio (K)

Velocidad del fluido frio ()

Densidad del fluido frio (<5)

Volumen total del fluido frio del intercambiador (m?)
Masa total contenida en el tubo externo (kg)
Longitud total del intercambiador (m)

Coeficiente global de intercambio de calor (o)
Flujo mésico del fluido caliente (tubo interno) (Si—gg)
Calor especifico del fluido caliente (klg—i()

Temperatura del fluido caliente (K)

Temperatura de entrada del fluido caliente (K)
Temperatura de salida del fluido caliente (K)

Velocidad del fluido caliente ()

Densidad del fluido caliente (X%)

Volumen total del fluido caliente del intercambiador (m?)
Masa total contenida en el tubo interno (kg)

Area superficial de intercambio de calor (m?)

Radio del tubo interno (m)

Por simplicidad se empleara la siguiente notacion:

Xy = Tco; To = Tho

1 para flujo en contracorriente
0= .
—1 para flujo en paralelo

10

(1.1)

(1.2)



| Ty — T para contracorriente
AT = { Thi — Tei  para paralelo (13)
| Tho — Tt para contracorriente
Al = { Tho — T, para paralelo (1.4)
e = —) Qe = ~—; == ap = —
k Cpc Mc h Cph " Mh
F.C UA< S — — e )
R=—_"0 S=e \%n Tl 1.6
FaCon (1.6)

Sean T, = T.(t,z) y Ty, = Ty(t, z) la temperatura del fluido frio y caliente, respectivamente,
en el instante ¢ y posicién z € [0,1]. Definase R = {x € R* | z; > 0,j = 1,2}. Considérese
los conjuntos B, C y D, con B C C, y una funcién f : C — D. f|p denota la restriccion de f a
B,i.e., flg:B—D:xw— flg(z) = f(x),Vx € B. La frontera de un subconjunto, por ejemplo
B, se representa como 0B. Dentro del marco de sistemas distribuidos, el espacio de estado
considerado estard definido por el espacio de Hilbert H = £5(0,1) x £5(0,1) (con el producto

interno estandar (f, g) = fol [fi(@)g1(x) + fo(z) g2 (x)]dzx), donde L2(0,1) denota el espacio de
funciones continuas de energia finita en [0,1] (i. e. fol [ (x) f(z)dz < oo, Vf € L4(0,1)).

11



Capitulo 2

Modelacion

2.1. Modelo de parametros distribuidos

Considérese las siguientes suposiciones:

1. Las temperaturas y velocidades de los fluidos son radialmente uniformes.

2. El coeficiente global de intercambio de calor es axialmente uniforme e invariante con
respecto al flujo, la temperatura y el tiempo.

3. Las propiedades térmicas de los fluidos son constantes.
No hay transferencia de calor con los alrededores.

5. Los fluidos son incompresibles y no cambian de fase.

La conduccién axial de calor es despreciable.

No hay almacenamiento de energia calorifica en las paredes de los tubos.

S B

Las temperaturas de entrada T,; y T}; son constantes.

En las figuras 2.1 y 2.2 se muestra un diagrama de intercambiadores de tubos concéntricos
en contracorriente y paralelo (respectivamente) esquematizando los flujos de calor en cada
fluido y entre ellos.

Las suposiciones 1-6 permiten obtener un modelo de pardmetros distribuidos [7]. Bajo la
consideracién de éstas y la suposicion 7, tal modelo estd dado por (ver por ejemplo [29, 38]):
. __ 9T,
8—7; = O, aTz + a. (T, — T)
(2.1)
B 2 0T~ T)

12



Pe Vc Cpc ATc
Fe Cpe (T, +(BT,/02) dz)

H H |
Tg —* Fe CDcTc - i i - — T
[ 3 H
Thi —» Fo Gn T — i ! in —» * — T
Fiy Con (T, + (8T,/82) dz)
P Vi Gon AT,

Figura 2.1: Esquema del intercambiador de calor en paralelo.

pch CpcATc
Fe Coo (T, + (8T./02) dz)
S
Tco - Fc Cchc <+ i l i “ l P Tci
L4 !
T —» Fo GonTh — & ! aQi — — Tho
Fin Con (T, + (BT, fB2) d2)
Pn Vi Con ATy

Figura 2.2: Esquema del intercambiador de calor en contracorriente.

13



con © como ha sido definido en la ecuacién (1.2).

Mas aun, la suposicién 8 garantiza la existencia de una solucién de equilibrio del sistema
(2.1). Este modelo se obtiene aplicando la ley de balance de energia a cada punto del inter-
cambiador. El procedimiento es desarrollado a continuacion.

2.1.1. Obtencion del modelo

Considérese un intercambiador de tubos concéntricos en paralelo. Aplicando puntualmente
la ley de balance de energia sobre el tubo externo del intercambiador, de acuerdo al esquema
de la figura 2.1, se tiene que:

0T, dz oT,

pc‘/COpCET = FcCchc — FCGpC<TC + a—;dZ) + dQ (22)

Para obtener el flujo de energia calorifica que se transfiere del tubo caliente al tubo frio, dQ),
utilizamos la ley de enfriamiento de Newton:

dQ =U(T, — T.)2nrdz (2.3)

substituyendo (2.3) en la ecuacién (2.2) se obtiene:

T, dz

oT.
PchCchT = F.C,T. — F.Cpe(T. + Edz) + U(Ty, — T,)2nrdz

El lado izquierdo de esta ecuacion representa la rapidez de variacién de energia calorifica
acumulada en un punto. En el lado derecho se tienen los flujos de energia transportada por
el fluido (transferencia de calor por conveccién) sumados con el flujo de energia calorifica
que se transfiere del tubo caliente al tubo frio (transferencia de calor por conduccién).

or,

C
o1 se

De la ecuacion anterior, se puede ver que el término F.C,.1, se elimina y despejando

obtiene oT, FlOT. 2mrlU
C C C ’ﬂ"’"
_ T, —T.
5t = Vi 0z T Cpv i 1)

Notese que la masa del fluido contenida en el interior del tubo, el area superficial del tubo
(cilindrico) interno y la velocidad del fluido estan dadas por

J— Fcl.

M. = pc‘/m Ve Mc’ A= 27T’l“l;
Substituyendo estas expresiones se obtiene
o7, oT, UA
= ‘I‘ (Th — TC)

ot~ “0z ' CpM,

14



Utilizando la definicién de a. (ecuacién (1.5)), la ecuacién anterior se puede reescribir como:

ot 0z

+ aC<Th - Tc)

Para obtener la ecuacién diferencial del tubo interno se sigue el mismo razonamiento, apli-
camos la ley de balance de energia

aTh dz
ot 1

o1,
= icphTh icph(Th + a—hdZ) dQ

PrViCph——
Haciendo uso de la ley de enfriamiento de Newton, (2.3), se obtiene

8Th dz
ot 1

T,
= FCo Ty, — FuCon(Th, + ﬁdz) U(Ty, — T.)2mrdz

PrViCph—— s

De la ecuacion anterior, el término F}Cy, T}, se elimina y al despejar = 8Th se obtiene

O, Bl 9T, 2mrlU
ot Vi 0z ConpnVi

(Th - Tc)

Tomando,
Eyl
My = pnVh; yh:M—hh; A = 2mrl;
se obtiene: a7 a7 A
h h
— = Uy — T, —T,
I P TR )

Utilizando la definicién de ay, (ecuacién (1.5)), la ecuacion anterior se puede reescribir como:

o, 0Tn
ot "

—ap(Ty, — T, 2.4
O h( h c) ( )
De esta manera se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden,
ver ecuacién (2.1) con © = —1, para el intercambiador en paralelo.

Se puede desarrollar un procedimiento semejante para obtener el modelo de parametros
distribuidos de un intercambiador en contracorriente. La diferencia con el modelo del inter-
cambiador en paralelo esta al aplicar la ley de balance de energia al fluido del tubo externo,
ya que el flujo del fluido del tubo interno no cambia (figura 2.2). Asi, la ecuacién (2.4) es
usada también en el modelo del intercambiador en contracorriente. Por otro lado, aplicando
la ley de balance de energia al tubo externo, se obtiene:

%% = F.Cp(T. + T dz) — F.Cp. T, + dQ

pc‘/copc E
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Al substituir (2.3) y hacer las manipulaciones algebraicas pertinentes (realizadas en los casos

anteriores) se llega a

oT, F.l o0T, 2wrlU
— T, — T,
ot pVe 0z * Cpcpch( " )

Tomando,
M V, Fel A =2mrl
c = PcVey Ve= ) = 4T,
se obtiene,
oT. oT., UA
=1, T, — T,
o~ Vo, ToaL T

Utilizando la definicién de a. (ecuacién (1.5)), la ecuacién anterior se puede reescribir como:

or. O,
81& = VCE + OéC<Th — Tc)

Entonces, el modelo de parametros distribuidos para un intercambiador en contracorriente,
estd dado por la ecuacién (2.1) con © = 1.

En notacion vectorial el sistema (2.1) se puede representar como:

oT oT
E = Al& + AT (25)
donde,
A A
T. Ov, 0 - M[L]-Cpc Mlchc
T = ) A= ] Ay =
T, 0 —u UA UA

T MpCpn, MpCpp,

o de manera mas compacta a través de la ecuacién diferencial abstracta

T = AT (2.6)

donde Ay es el operador lineal desacotado Ag : D(Ag) CH — H : f — Aof = Al% + Ay f
con D(Ag) = {feH | L eH,f(0) =T, f(:521) = T.;}. Cabe hacer notar que, deno-
tando T™* = T*(z) la solucién de equilibrio tal que Al% + A;T* = 0, (debido a la linealidad
de Ap) el modelo (2.6) puede representar el comportamiento dindmico de las temperaturas
de los fluidos o el de su desviacion con respecto a T™. El primer caso es generalmente con-
siderado para obtener el contorno de equilibrio de las temperaturas del sistema. En el otro
caso, las condiciones de frontera (temperaturas de entrada) deben ser tomadas como cero en

la definicién de D(Ay), i.e. D(Ay) = {f € H | % € H, f2(0) = fi(321) = 0}. Tal manera
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de considerar a T' (i.e. como desviacién de la temperatura con respecto a 7*) en el modelo de
parametros distribuidos es estandar en el anélisis de estabilidad del contorno de equilibrio
del sistema (véase por ejemplo [39, 38, 10]). Subsecuentemente, el modelo de pardmetros
distribuidos sera indistintamente referido como (2.1), (2.5) o (2.6).

Observacion 2.1. Existencia y Unicidad de Soluciones. La existencia de soluciones
del modelo de pardametros distribuidos se puede corroborar a través del teorema 91 en [11,
cap. V]. Mds ain, el operador lineal desacotado Ay en (2.6) es un generador infinitesimal
de un semigrupo fuertemente continuo (o semigrupo de clase Cy), ®(t), en H (lo cual fue
demostrado en [10]). Consecuentemente, las soluciones de (2.6) estan definidas de manera
unica para cada Ty € ‘H como T' = ®(t)T; (véase por ejemplo el teorema 2.1.10 en [12]).

2.1.2. Contorno de equilibrio

En equilibrio % = agf = 0. Entonces, de (2.5) el contorno de equilibrio estd dado por
dr*
= AT* 2.7
7 (2.7)
donde
o —ou
A=-AT'Ay =
an an
Vp Vhp
La solucién de (2.7) estd dada por T(z) = e**T;, donde para el caso contracorriente,

T; = (T., Tu)"; y para el caso en paralelo, T; = (T,; Tj;)". Para calcular e*?

la transformada inversa de Laplace de (s —.A)™':

se usa

o _Qoe
1 s+ Sl

Qh _ &c Qap «
ssrm-ox)\ 2 s-ex

(sI-A) ' =

de donde se obtiene

¢11(2) ¢12(Z)
Pa1(2)  Pa2(2)

el = L7 (sT— A1) =

donde,

674 h
— QplVc eath (977ﬁ)z
¢11(Z) T apve—Oacry, + Oacvp—apve (6 ‘

Qe Yh
P1a(z) = @aichghuc <1 — e(euc Vh)z)



©% _%h
ou(2) =5 lewm (1 [0 Vh>z)

Oac c 9%7%
onle) = oot + st (o(O%3))
Substituyendo v, = £=1, v, = £21 v utilizando las expresiones (1.5) en ¢;;(z) (i, = 1,2) se
y M. My, y J J

Az

obtiene e”* en términos de F. y Fj, (en lugar de las velocidades de los fluidos, v, y 13):

F, O~ F O _Jh)\(z
¢11(Z) - 'VhFc’yﬁ@(’:Yth + e'YCF’ZLc_';LhFc (e< Fe Fh)(l))

e Ol _Jh)(z
u(s) = gy (1-lHRD)

(2.8)
u(s) = g (1 LHTRD)
On(2) = gy + ol (4@}2—%)(7))
OVeFr—nFe ' mFe—O7cFy
Para el intercambiador en paralelo, T (2) y 1) (z), esta dada por
TC*(Z) = ¢11(Z)Tcz‘ + ¢12<Z)Thi
(2.9)
Ty (z) = b (2)Tei + Po2(2) Thi
donde los términos ¢;(z) (i,j = 1,2) se obtienen de (2.8) con © = —1:
_ (2 Lac)\ (2
(s =smiam (%Fc + W F. (e (Fim)(l)))
bral) = e (1 - e—(}i;%z)(f))
(2.10)

YhFetveFp

¢21(Z) — _ nfe (1 B 6_(F7h+%2)
P2(2) = SFm (%Fc +mFe (e(%’mz)(f)))

Simplificando y substituyendo R y S de la ecuacién (1.6), con © = —1 debido al flujo en
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paralelo, las ecuaciones (2.9) se reducen a:

Tr(z) = (5 T+ () T

(1-s1) (2.11)
R(1-ST z
TH(z) = ( - )T + (%) T
Para un intercambiador en contracorriente, T*(z) y T} (z) estdn dadas por
T7(2) = d11(2)Teo + Pr2(2) Thi (2.12)
Ty (2) = ¢21(2)Teo + $22(2) Th (2.13)

Con el fin de expresar T (z) y T} (z) en términos de las temperaturas de entrada T; y Th,
se realizan los siguientes desarrollos. Tenemos que

T7(1) = o11(D)Teo + d12(1)Thi = 1o (2.14)

Despejando Ty, :

T — T — d12(1)Thi

co (bll(l) (215)
Substituyendo la ecuacién (2.15) en (2.12) y (2.13):
\ ¢ (2) $12(1)
T:(z) = (¢11(l)) Tei+ (¢12(Z) - (¢11(Z)) ¢11(Z)) Thi
* o ¢21(Z) ¢12(l)
716 = (G ) T+ (00 - (G ) )
Estas ecuaciones pueden ser reescritas de la siguiente manera
TC*(Z) = bn(Z)TCZ‘ + blg(Z)Thi (216)

Ty(z) = bar(2)Tei + baz(2)Th

donde,




que equivale a:

(Fe—3)

_ YnFe—vcFpe T Th
bi(z) = eeebe o —
'YhFC*’Ythepc Fn

Pt - F-f
F(l—e T Fp Fp(l—efe Th — e Fp
blg(Z) _ yeFh(l—e ) ( YeFp(l—e ) > (%Fc YeFne )

o~

YeFn—ynFe 'YhFc_'Ythe%ii% YeFn—ynFe
F-Hot
_ Fe(l—e "c "h7h)
521(2) = - Jc _h
WhFc—’Ythch Fh
Fe-HoF o P
bz (2) _ yeFp—wmFee e Pt [ qeFp(l—e”c ") wmFe(l—e e "n’")
Yefn—"nFe »thc—»ythe%iiFiz YeFn—ynFe

Simplificando y substituyendo R y S de la ecuacién (1.6), con © = 1 debido al flujo en
contracorriente, las ecuaciones (2.16) se reducen a:

_s -7
i) = (U Tt () T

st (2.17)
. SR(1-S™ T  pa(l—2)
Ti(z) = (T) T+ (%) Thi

Cuando R = 1, se puede ver que S = 1 (véase la ecuacién 1.6). Entonces, en las ecuaciones
anteriores, T (z) y Ty (z) quedan indeterminadas. Para este caso la matriz A del sistema
(2.7) se define como:

g =B
B =B

A=

donde 3 = }—Z = £ (yaque R =1, 1. e. XL_FFh = 1)y © =1, debido al flujo en contracorriente.
Hay que recordar que v, Fy,v. v F. son parametros constantes y positivos. La solucién del
sistema, con esta nueva definicién de A, estd dada por (ndtese como T (z) y T;(z) estan en
términos de Tp; vy Th,):
Tr(2) = ¢u(2)Tei + d12(2)Thi
(2.18)
Ty (2) = ¢o1(2)Tei + Po2(2)Th

donde
on(z) =10
CHONES =
91(2) = @5
0(2) =1-m;
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De una manera general, los contornos de equilibrio para ambas configuraciones se pueden
expresar en una séla ecuacién vectorial de la siguiente manera (los desarrollos para llegar a
esta ecuacién se detallan en el apéndice A):

ro-(B)-(B)rmom(zg) e

donde ) l
% st ©=-—1
ge(2) = 550 i @=1,R#1 (2.20)
—£ si®=1R=1
((B5ST) sie=-1
g(z)=q RS i@ =1, RA1 (2.21)
| -P(1-%) si©=1,R=1
y
Tc*o _ 1-P P Tcz'
(T,jo)_< RP 1—RP) (T,u-) (2:22)
con
= si ©=—1
P=1{ {5 si ®=1,R+#1

UA SO _
Taihc, S O=1,R=1

y Ry S como fueron definidas en la ecuacion (1.6). Los valores de estado estacionario de
las temperaturas de salida del intercambiador pueden ser obtenidas de (2.19). En efecto,
no es diffcil verificar de (2.20) y (2.21) que g»(0) = g.(121) = 0. Entonces, de (2.19) (con
gn = go = 0) se observa que (77%.T))) en (2.22) representa el vector de valores de estado

estacionario de las temperaturas de salida del intercambiador.

Observacion 2.2. Estabilidad. La estabilidad del contorno de equilibrio es tratada en
(38, 39, 10]. En [39], la estabilidad asintética es probada a través de un funcional de Lyapunov.
Estabilidad fuerte en el caso contracorriente es probada en [10] dentro de un contexto de
sistemas lineales de dimensién infinita, mientras que mas tarde, tal propiedad de estabilidad
es probada ser exponencial en [33].
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2.2. Modelo de parametros agrupados

Para obtener el modelo de parametros agrupados, consideraremos que el intercambiador se
divide en varias secciones. En cada una de estas secciones se aplica la ley de balance de
energia y asi obtenemos el modelo matemético. Se partird de una séla secciéon que considere
el volumen total del intercambiador (figura 2.3). Posteriormente se considerara el caso general
en que se tienen /N secciones.

Tcl —p —p Tco
—» —

Thi —» | ! —» Tho

Figura 2.3: Esquema del intercambiador de calor en paralelo de una sola seccién.

Como parte del procedimiento de seccionamiento se asume que cada seccion se comporta
como un tanque perfectamente mezclado. De ahi que la temperatura de cada sector se con-
sidera uniforme. Esto implica que no hay cambios de temperatura con respecto a la variable
espacial a lo largo del sector. Al aplicar la ley de balance de energia se obtienen un par de
ecuaciones diferenciales ordinarias por cada sector.

Para el tubo exterior aplicamos el balance de energia a una seccién que considera todo el
volumen de un intercambiador en paralelo

cho o

pchCch = FcOpC<Tci — Tco) -+ 2UnrlAT

donde AT representa la diferencia (promedio) de temperatura entre ambos fluidos. Despe-

jando dg} y considerando que
M, = p V., A=2mrl
se obtiene: T P A
2= T — T —— AT
TR )L,

De igual forma procedemos con el tubo interno. Aplicando el balance de energia tenemos

dTh,
pthOphd—: = icph(Thi — Tho) + 2UnrlAT

Despejando % y considerando que

Mh = pth; A =27rl
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se obtiene
dTh, F, UA

= (T — Tho) — AT
(h h) Mthh

dt My,

De esta manera obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

acopladas:

dleo  _ Fe(p _ _vA
. — M. (Tei = Teo) + McChe AT

(2.23)

Alho  — En (. _ _uA
. Mh(Thl Tho) thphAT

La diferencia de temperatura entre los fluidos, AT, es la fuerza (driving force) que da lugar
a la transferencia de calor por conveccion. Si se asume una distribuciéon uniforme de las
temperatura (suposicién estandar para la obtencién del model compartimental), la fuerza

conductora es tomada como AT = Ty, — T,. Sin embargo, de acuerdo con [16], la AMTD
AT, + AT
AT, (ATy, ATy) = %
ola LMTD
% st ATl §£ ATQ
AT,

ATL(ATy, ATy) =
ATO s? ATl = ATQ = ATQ

con AT} y AT, como fueron definidos en las ecuaciones (1.3) y (1.4), pueden ser usadas para
modelar AT con el objeto de mejorar las trayectorias de evolucion de las temperaturas de
salida.

Notese que si el promedio entre las temperaturas de entrada y salida, T‘”;FT”' y Th";rThi, es
tomada como la temperatura de cada fluido en el término de acumulacién (lado izquierdo
de las ecuaciones), como fue considerado en [27], el modelo de 2° orden queda dado por

% =2 <%(Tci —To) + %&Ajj

(2.24)

d?tw =2 (%(Thi — Tho) — #&}LAT>

Obsérvese que un 2 aparece multiplicando cada término a la derecha de las ecuaciones dindmi-
cas. Esto, por un lado, no altera los valores de estado estable y por otro lado, acelera la
dindmica del sistema mejorando el tiempo de respuesta (acercdndolo al de las trayectorias
del modelo de pardmetros distribuidos).

Cuando se tienen N celdas, se aplica la ley de balance de energia al k-ésimo sector (figura
2.4). Para el tubo externo, de un intercambiador en configuracion contracorriente, la ecuacion
esta dada por:
pc‘/ccpc ch,N—k—H
N dt

l
= FcOpc(Tc,N—k - Tc,N—k—i—l) + QUWTNAT]C (225)
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donde AT}, denota la diferencia (promedio) de temperatura entre los fluidos en la seccién k.
Si la suposicién estandar de mezclado perfecto es asumido, entonces ATy, = T}, — Tt N—k+1-

Tewa Tenxn
Tewr  Tenz ! Tenx Tz Ta1 Ten
Too +— i i i i i i «— Toi
Thi —> | | | L L The
— |12} x| -1 —>
Tao T The The1 T Thai 2 i Tt

T

Figura 2.4: Esquema del intercambiador en contracorriente con N celdas.

Para el tubo interno se aplica la ley de balance de energia:

PrViCpn dTh l
— 2 = F Thg—1—Thr) — 2 — AT, 2.2
N 7 W Con(Thk—1 hk) UWTN k (2.26)
Despejando dTC’Zt"““ dg;”“ y tomando:

M. = pVe; My = ppVi; A= 27rl;

se obtiene,

AT, n_ )

Sttt = EN(T, v = Ton-in) + 3ra= AT,

(2.27)
dTy, _ EF,N A
= = A’}—h(Th,k—l —Thi) — M[;{Cph ATy,
Vk =1,...,N. Para el tubo externo, de un intercambiador en paralelo dividido en N celdas
(figura 2.5), la ecuacién esta dada por:
pc‘/cCpc ch,k

[
N dt = FcCpc(Tc,kfl — Tc,kz) + QUWTNAT]C

Si la suposicion estandar de mezclado perfecto es asumido, entonces ATy, = T}, — 10 .

Para el tubo interno se aplica la ley de balance de energia:

PV Cpn dTh 1,

l
N dt == FhOph(Th,k—l — Th,k) + QUWTNAT;C
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Ten1

Tan Ta1 Tez Tek-1 Tex TcN—2 i TCN
Tei—s | | | o L | — Teo
Thi—> | | B L The

— |1]2] Dk | -1 —

Tw T Tho Thoe1 Th Trat-2 | T

Tha-1

Figura 2.5: Esquema del intercambiador en paralelo con N celdas.

ch,k dTh,k
t

y 5y tomando:

Despejando

M. = pVe; My = ppVi; A =27rl;

se obtiene, .
c,k — FCN UA
& = M (Te—1 — Tog) + M.y ATy,
(2.28)
dlp k.  _ FyN _ _ _UA
i = 35 (The—1— Th) MnCom ATy,

Vk = 1,...,N. En estos modelos, (2.27) y (2.28), la aproximaciéon de ATy a través de la
AMTD o la LMTD aplicada a cada seccién, también puede ser hecha para mejorar las
trayectorias de evolucion de las temperaturas de salida.

2.3. Modelacion compartimental: una propuesta

En esta seccién se explora la idea de considerar una distribucién (lineal) en el término de
acumulacion, de modelos compartimentales N-celulares con N > 1. Los resultados de esta
exploracién se evaluaran a través de simulaciones numéricas. Usando los pardmetros de la
tabla 2.1 (tomados del articulo [37]) se hard una simulaciéon numérica de la temperatura a
la salida del tubo interno y externo para un intercambiador en contracorriente (con N =
100, figura 2.6) y en paralelo (con N = 100, figura 2.7). Las condiciones iniciales, para las
simulaciones numéricas, se obtuvieron calculando el contorno de equilibrio tomando F, =
0.07875;‘0—gg y el resto de los valores paramétricos de la tabla 2.1. Los resultados mostrados
en las figuras 2.6 y 2.7 consideran la evolucién de las temperaturas de salida hacia su nuevo
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valor de equilibrio habiendo hecho un cambio repentino (en ¢ = 0) del valor del fluido frio a

F.= 0.315;;—3
F. = 0.315Ske—gg F, =019%=
Cpe =191 Cpn =159k
T., =295K Th = 366.7TK
M, =1815kg M, = 6.8kg
A =19m*> U =1988,

Tabla 2.1: Parametros para la simulacién numérica.

W
o
[=]

T
{

I
il'
|
/
|
|

u
o

(K) 3ssp
TD

350 \
E E \\é_\
Mo ¥ A\ Tubo externo

\

P a0 v Teo
ES \

335 \\
R A \
A L 330+ .

Tubo interno

T f
U D \, The
R
A

I I I I I I | I
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

TIEMPO  (seg)

Figura 2.6: Simulaciéon numérica para el intercambiador en contracorriente, con N = 100.

Notese que este cambio de flujo repercute en una disminucién de la energia calorifica acu-
mulada en el sistema. Esta es redistribuida de acuerdo a su nuevo valor y a la dindmica del
sistema dando lugar a la evolucion mostrada en las figuras 2.6 y 2.7.

En adelante se utilizaran como referencias de comparacion a modelos de intercambiadores
con N = 100 y N = 50 indistintamente, ya que graficamente hay poca diferencia entre
ambos. Para efectos de simulacién, es conveniente definir variables de estado en el orden
siguiente:

para el intercambiador en contracorriente:

1= Ten  Tng1= Tha
o= Ten—1 Tng2= Tho
IN = Tc,l ToN = Th,N

26



(K) 345
TD
EE
M

=}

ES
R A
AL

325
TI

335

UD .l

R A

A 3
()

Tubo \
externo '

TCO

Tubo interno

Tho

10

20

30 40 50

TIEMPO

60 70

(seg)

Figura 2.7: Simulaciéon numérica para el intercambiador en paralelo, con N = 100.

para el intercambiador en paralelo:

T = Tc,l IN4+1 = Th,l
To = Tc,2 IN42 = Th,2
xy = Ten wov = Thn

Esta definicién de estados ayuda a conservar una séla expresion (en el simulador) de la media
aritmética y logaritmica de diferencia de temperaturas, para ambos tipos de configuracién
del intercambiador, las cuales estan dadas por:

AT, , = (TN1k — Tht1) ‘; (TNtk—1 — Tk)

(nsk — k) + (TN1h—1 — Th1)
n ( IN+k— Lk )
TN+k—1—Tk—1

Cabe hacer notar que cuando el nimero de celdas NV, toma un valor grande, graficamente
no hay diferencia perceptible al usar la AMTD o la LMTD (ver figura 2.8). La LMTD
serd tomada en adelante como fuerza conductora en cada seccion.

ATy, =

Para explorar la idea de considerar una distribucion lineal para efectos de acumulacién,
partimos del caso méas simple: el sistema de segundo orden dado por (2.24). Este puede ser
reescrito de la siguiente manera:

Mz = (Az + BT;) + CAT(x) £ f(z)
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(K) 355k
T [ 30 \\\ & N
E ¢ AN p. Logaritmico
Mo e \ Teo
P 340 - AN

p. Aritmetico N,

N\
E S 335+ TCO \\\
R
Aaao \

AL
T Referencia AN
YU bae Tco\_/\ﬁ““ﬁkkﬁ__—
R A L 1 1 L 1 1 L
A 35 10 20 30 50 70 80 90 100

40 60
TIEMPO  (seg)

Figura 2.8: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo externo, utilizando la AMTD
y la LMTD para N = 50.

donde: , ”
3 0 Y
M = ;o A= ;
0 1 00—
B e
B = ; C= ;
0 A}:[—,;L Qayp,
fi(z)
flz) =
()
Al despejar i, se obtiene:
&= M""f(x)

El efecto de tomar la media aritmética de las temperaturas de salida y de entrada de cada
fluido (en lugar de tomar sélo la diferencia de temperaturas de salida) se ve en las figuras 2.9
y 2.10. Estas simulaciones se hicieron para el caso contracorriente (tubo externo e interno,
figuras 2.9 y 2.10 respectivamente) usando a = 2 con N = 1 para compararlo con la respuesta
de la temperatura en el caso a =1 con N =1y con la referencia (a =1y N = 100).
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(K) 385 T T T T T T T T
T N .
D 350l ™ Referencia Tco
EE \
M \\ J
P a0 . AN
.
Es \\
335 ] N J
RA sin p. N
AL ¥ Aritmético 1
_ . N
TT o) Teo AN 1
2,

U Dl p. Aritmético T e |
RA E—
Teo . _

A A 50 1‘0 2‘0 30 40 50 60 ?IO 8‘() 9:3 100
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Figura 2.9: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo externo, con a =1, a =2y
N =1, (referencia: a =1 y N = 100) caso contracorriente.
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TD T
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sin p. aritmético
M Tho
P 340
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Figura 2.10: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo interno, paraa =1, a =2y
N =1, (referencia: a =1 y N = 100) caso contracorriente.
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Para el caso en el que se usan N celdas:

_FC
%% (1) 8 A 0 0
= = O .
2 2
M: 0 O ; A: _% 0 )
h
0 0
% 0 0 Qe
0 0 0 :
B = _ , C = a‘ ,
. h
F) .
0 .0 V’;
fi(z)
f(x) = :
In(z)

En las siguientes figuras se observa el efecto de la matriz M en un modelo de orden bajo
(N = 3, figura 2.11) y en uno de orden alto (N = 50, figura 2.12) y se comparan con la
referencia.

(K) 35
T
3501 N ]
E AN
E N
M 345} \\ 4
DN Referencia
P 340+ \\ 4
£ \, e/ Teo
335 N J
R S \
A A szl \‘\\ q
L matriz M
T 325F ‘\ q
U I Teo S :
320 TS
R D —]
A A 5 10 20 30 v 50 ‘ 70 20 % 100

40 60
TIEMPO (seg)

Figura 2.11: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo externo, cona =1,a =2y la
referencia (N = 3) para el caso contracorriente.

Como se puede ver en las figuras antes mencionadas, ciertas oscilaciones son observadas en
la evolucion de las temperaturas de salida. Al respecto, obsérvese que al aplicar el promedio
aritmético, para efectos de acumulacién, a la expresion para T, (ecuacion (2.28)) se obtiene:

d (T.p+ T, 1 /dT. dTl,
<,k ,M):_( . ,kl):fl’k

dt 2 2\ dt dt
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Figura 2.12: Respuesta de la temperatura a la salida del tubo externo, cona=1,a =2y la
referencia (N = 50) para el caso contracorriente.

donde PN
C ,YC
= T.oo1—T. AT,
fik M. (Tep—1 k) + M. k
) T,
despejando —*: o o
c,k c,k—1
k9 _ ekl
dt T dt

. . . o dT. g [
Como se puede ver, en la ecuacion anterior se tiene al término —%=* restandose al resto de la

expresion. Esto ayuda a visualizar la razén de las oscilaciones que se presentan al utilizar la
matriz M (figuras 2.11 y 2.12): un incremento en 7 ;_; implica, de manera instantanea, una
(tendencia de) disminucién en 7, ; a su vez una disminucioén en T, ;, implicara un incremento
en 7. ;_1. Conforme cada estado cambia de valor, su evolucién repercute negativamente (en
sentido contrario) en el movimiento de cada estado subsecuente. Esto genera que los estados
manifiesten un comportamiento oscilatorio alrededor de una trayectoria nominal que conduce
al sistema a su condicién de estado estable (misma que se obtendria si M se tomara como
la matriz identidad). Esta trayectoria nominal podria ser considerada como la esperada
si las evoluciones no se manifestaran. Como quiera, las oscilaciones son inherentes a esta
modelacion lo cual nos hace concluir que su uso no es recomendable.
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Capitulo 3

Analisis del modelo de parametros
agrupados

El modelo de pardmetros agrupados que analizaremos esta dado por las ecuaciones (2.23)/(2.24):

o = oBe (T, — T,,) + a ATy

(3.1)

% = % (Thi — Tho) — AT,
donde a = 1 si se toma la temperatura a la salida del tubo como la temperatura del fluido
(como en [16]) 0 a = 2 si ésta es estimada a través del promedio de las temperaturas de
la entrada y salida (como en [27]). AT}, es modelado a través de la LMTD, ecuacién (3.4).
Definase el vector de estado x = (21, 22) = (T, Tho). El sistema (3.1) serd representado en
forma genérica como & = f(x) donde

fi(z) C]L\ic (Tei — 1) + a ATy,

flz) = = (3.2)
fo() % (Thi — x2) — o ATY,

El dominio de espacio de estado del sistema queda definido por

De2{zeR?| Ty<u; <Th,j=12} si ©=1
b= (3.3)
]D)pé{l’GR2| TCZ‘<ZL‘1<ZE2<TM} st ©=-—1

La naturaleza del proceso de transferencia de calor da una idea fisicamente razonable para
la definicién de D como dominio de espacio de estado del sistema (3.1). Debido al calor
absorbido por el fluido frio a la largo del tubo externo, su temperatura de salida, z1, no
puede ser menor o igual a T,;. Tampoco puede ser mayor o igual que Tj; porque el fluido frio
no puede absorber el total (o més) de la energia calorifica llevada por el fluido caliente a lo
largo del tubo interno [13].
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3.1. Media logaritmica de diferencia de temperatura

Normalmente en la literatura se define la LMTD como

ATy, — ATy

ATY(AT}, AT) = (3.4)

Sin embargo, es importante hacer notar que cuando ATy = AT, dicha funciéon queda inde-

terminada, lo cual es especialmente problematico en el caso contracorriente (véase Apéndice

B). En esta seccién se mostrard que tal indeterminacién es eliminada si la LMTD es definida

como ATy AT

% st ATl 7é ATQ
In rTf

AT (AT, AT,) = (3.5)

AT() St ATl = ATQ = ATO

la cual es continuamente diferenciable para cualesquiera valores positivos de ATy y ATs. Asi,
la LMTD en (3.5) y la AMTD definida por

AT, + AT,

AT, (AT}, ATy) = =

(3.6)

seran consideradas funciones bivariables en esta seccién. Otras propiedades analiticas de la
LMTD en (3.5) serdan también demostradas. Empezamos mostrando una expresion equiva-
lente.

Lema 3.1. Definase

=1 (AT, - AT\
L(ATy, ATy) £ 1 3.7
(AT:, AL) +;2¢+1(AT1+AT2) (3.7)
V(ATy, ATy) tal que ATy + ATy # 0. Entonces
AT, (AT, ATy)
ATy (AT, ATy) = 3.8
WA, AT) L(ATy, AT) (3:8)
V(AT ATy) € ]R%r.
Demostraciéon. Se divide la demostracion en dos partes:
1)AT, # ATy. De la férmula 4.1.27 en' [14], se tiene que:
AT =1 (AT - AT\
M B 2~ ATh
ATl =0 22 —|— 1 ATl + ATQ
La férmula 4.1.27 en [14] enuncia una expansién en series de la funcién logarftmica: Inz =
2i+1
S (51) V2 R(:) 20,2 £0
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V(ATy, AT,) € R%. Entonces para todo (AT, ATy) € R tal que AT; # AT, se obtiene

ATQ - ATl . AT2 - ATI
In AL - o 1 ATy— AT, 2i+1
ATy 2 Zi:O 2%+1 <AT?+AT2>
AT, — AT}

%
9 ATy — ATy 1 + ZOO 1 ATy— ATy '
AT +ATy =1 2i+1 AT +ATs
AT +ATs
2

%
o] 1 ATH—ATy
L+ °70 5 (AT1+AT2>

usando (3.6) y (3.7) se obtiene
AT, (AT, ATy)

L(ATy, AT)

2)AT, = AT,. Nétese, de (3.6) y (3.7) que, L(ATy, ATy) = 1y AT, (ATy, ATy) = ATy,
VAT, # 0. Entonces, para AT} = AT, = ATy > 0, se tiene:

AT, (ATy, ATp)
L(AT,, ATy)

= ATy = AT (AT, ATy)

Observacidon 3.1. Nétese que la funcién cociente 212 (AT}, ATy) = %

da en un subconjunto més grande que el dominio de AT}. De hecho,

esté defini-

AT,
L

: {(ATl,ATg) c R? | ATy + AT, 7£ O} — R

Entonces ALT“ es una extensién de ATy, Por lo tanto, Ag‘l se puede usar para extrapolar ATT,

a puntos en R? donde esta tltima no estd definida. Esto es 1til para propdsitos de analisis.
Por ejemplo, se puede ver de (3.7) que,

e}

1
L o2 =
lon2 Z %+ 1
=0
y como ﬁ > 2(2.—11), Vi > 0, entonces Y .-, ﬁ es divergente acorde a los teoremas 3.28 y
3.25 en® [15].
2En [15], el teorema 3.28 establece que Z;’io n—l,, converge si p > 1 y diverge si p < 1; en el punto (b) del

teorema 3.25 se enuncia que si a, > d,, > 0 para n > Ny (para algin Np), v si Z;’io d,, diverge, entonces
Yoo an también diverge.
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Por lo tanto % — 0 conforme (AT, ATy) — IR? lo que, del lema 3.1.1, equivale a
AT (AT, ATy) — 0 conforme (ATy, AT)) se acerca a OR? (en el interior de R% ). Entonces,
cero se puede considerar como el valor que toma la LMTD cuando AT} = 0 6 AT, = 0.
Para el caso contracorriente: AT, = 0 implica que x1 = T}; y AT, = 0 implica que xo = T,
entonces si 1 — Tj; 0 9 — T, la funcion AT — 0. Para el caso paralelo: AT, = 0 implica
que T9 = x1, entonces si ro — x; — 0, la funcion AT — 0.

Lema 3.2. El modelo de la LMTD en (3.5) es continuamente diferenciable y positivo en
R?.

Demostracién. Como L(ATy, AT) > 1, V(ATy, ATy) € R (véase ecuacién (3.7)), se puede
ver de (3.8) y (3.6) que AT}, existe y es continua en R% M4ds atn, de (3.8), se tiene
OAT, _ 5~ ATugar

OAT, = I (3.9)

con ¢ = 1,2, donde los argumentos son omitidos por simplicidad, y de (3.7), se puede ver
que

oL i 2i i 08

OAT, = 2i+1 OAT,
con
S _ ATy,—ATy
T AT+AT
0S8 o (—1)i2AT3,i
IAT; ~— (AT1+AT»)?
OATY

De estas expresiones se puede ver que 3375, i = 1,2, existen y son continuas en R?, probando
la diferenciabilidad continua de AT},. Por otro lado nétese que, de (3.6), AT, (ATl, ATy) >0,
V(ATy, ATy) € R%, (el promedio de dos niimeros positivos es positivo). Por esta razén y por
el hecho de que L(AT;,AT) > 1 en R?, se tiene que

AT, (AT, ATy)

< TL(AT,. AT

< AT (AT, ATy)

V(ATy, ATy) € R%. Entonces del lema 3.1, la positividad de AT}, se concluye.

Lema 3.3. La media logaritmica de diferencia de temperaturas (3.5) es estrictamente cre-

- - 0A
ciente en sus argumentos, i.e. aAj;L >0,1=1,2, V(AT,,AT) € R%.

Demostracién. De (3.5) para ATy # AT, y de (3.9) para AT} = AT, se tiene que:

ATy—AT] 4 (AT2

AT AT ) .
L ol ATy # AT,
Ly S CTE )
o = s (3.10)
% st ATl = ATQ
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ln< ATy ) ATy —ATy

ATy ATy . AT #ATQ
AT, _ ) m(ER)T
ar, (3.11)
% st ATI = ATQ
entonces ( )_[ (AT> o AT]
-0 f(8R) -]
1 S si AT, # AT:
N B TR e 512
oT; '
% St ATl ATQ

i = 1,2, las cuales son continuas en R?, acorde al lema 2. Nétese que la demostracién del
lema se reduce a probar que

. AT,\ AT, — AT,
o [ (A2) - 2am) -

i = 1,2, para todo (AT}, AT;) € R, tal que ATy # ATs. Entonces de la férmula 4.1.33 en’
[14], se tiene que para tales valores de (AT}, ATs) :

AT, — AT, -1 AT, - AT, — ATy
ATQ t ATQ ATI
de donde se observa la satisfaccion de (3.13).

Observacion 3.2. Como consecuencia del lema 3.2, obsérvese que f(x) es continuamente
diferenciable en D. Considérese la matriz Jacobiana de f(x) (ecuacién 3.2):

Ofi(z) Ofi(x) o Fc Ye DAT Ye OAT
af(X) Oz Oxo 2 + 2M 071 2Mc Oxo
5 = = (3.14)
X dfa(z)  dfo(x) _9n OAT _ 95 Yh AT
811 62332 2]\4}; Oxy 2 7 + 2]\4}; Ox2

Como consecuencia del lema 3.3 sabemos que aA—T <0y aAT > 0, por lo tanto 8f ! x) < 0,
9f1(z) 6f2(90) 9f2($
9y > U5 >0y >0, Vr € D.
3La férmula 4.1.33 en [14] enuncia la siguiente desigualdad: e <Ih(l+2) <z,Vo > -1z #0,0

equivalentemente 1 — % <lIn(y) <y—1,Vy >0,y # 1.
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3.2. Analisis de las propiedades dinamicas del sistema

3.2.1. Existencia y unicidad de soluciones

Como f(z) es continuamente diferenciable en el dominio de espacio de estado (véase la
observacién 3.2), una condicién suficiente para garantizar la existencia global y unicidad de
soluciones, es que I sea positivamente invariante con respecto a (3.1), (ver [10, Teo. 2.4]).
Para demostrar que lo es, definase:

L {zeR?| 21 =Ty >z > Ty}
Ly2 {2 eR*| 2y=T,; < < Ty}
Ly 2 {zeR?| =T, <my < Ty}
L2 {2 eR?| xg=Ty >z >T,}
Ls £ {2 eR*| T,; <=5 < T}

9-0
Noétese que 0D = U, 2, oL;. Para obtener la direccién de f(z) alo largo del conjunto L3, se
evalia fi(x) en x; = T;, obteniendo:

a To — Thi

fi(Te, xs) = ]\}C 2—Th
c X2—lci

In <Thi_Tci>

Vg € (Tci)Thi>- Debido a que T,; < 20 < Tp; & 0 < 29 — Ty < Ty — T, Vo € (Tci;Thi)u

entonces 0 < % < 1. Esto implica que ‘}\ZC <%) > 0, ya que x9 — 1Tp; < 0. Por lo
hi~*ct

tanto fi(Te;,x2) > 0, Vo € Ly (véase las figuras 3.1 y 3.2).

Para obtener la direccion del campo vectorial a lo largo del conjunto Ly, se sigue el mismo
procedimiento, evaluamos fy(x) en xy = Tj;, v se obtiene,

T. —
Polwr T) = =5 | =
h In (Thr:vl )

Thi—Te;

Vi, € (TCZ',T]”'). Como T, <z <Th; ©0< Ty —ax1 < Ty — T, Vr, € (Tci7Thi)7 es
decir, 0 < 7?’“%5? < 1, por lo tanto In (7?’”%;1) < 0. Debido a que T,; — x; < 0, entones

hi ci hi ci

_']1\_’4% (M%l—iz)) < 0, por lo tanto fa(xy,Th;) < 0, Vo € Ly (véase las figuras 3.1 y 3.2).
Thi—Tci
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Para la configuracién en paralelo se obtiene la direccién del campo vectorial a lo largo del
conjunto Ls (adicionalmente a L3 y Ly). Se utiliza el vector gradiente para una superficie
S,={x €D, | h(z)=0}, con h(z) =z — 21:

Vh(x):(agx) ag;?) — (-1 1)

Aplicamos el producto interno evaluado en S, al vector gradiente de h(z) con las funciones
que definen al sistema (3.1) y asi obtener la componente de f(z) en la direccién normal a
Sy

(F(x), Vh(x)) |s, = (fl(x) (@) | () h@)) = (fole) — fi(@) |s,=

0o

Sp

(2 (T = ) = 2 AT() -

2aF, .

M, ( M,

Sp

Al evaluar en z € S, tenemos que AT (xz) = 0 (véase la observacién 3.1), entonces:

2aF, 2aF,
Thi -
g, )

(f(z), Vh(z)) |8p (Te; — 1)

To=x1

por lo tanto (f(z), Vh(z)) |s,> 0, Vo € Ls, véase la figura 3.1.

Para la configuracion en contracorriente, se obtiene la direccién del campo vectorial a lo
largo del conjunto Ly y Lo (adicionalmente Ls y L,). Para la obtencién a lo largo de L; se
evalia fi(x) en z; = Ty;, obteniendo:

a
M.

fi(Tei, 22) = — (Fe(Tei — Thi) + 7. (AT))

De la observacion 3.1 vemos que ATy, = 0, ya que x1 = T};, entonces al simplificar se obtiene:

aF,

fi(Tei, zo) = M(Ta — Thi)

Vay € (Te, Thi)- Debido a que T; < Tj;, entonces fi(Ty, x2) < 0, Vo € Ly (véase la figura
3.2).

Para obtener la direccién del campo vectorial a lo largo del conjunto Lo, se evalia fo(x) en
x9 = T,;, obteniendo:

folxy, 1) = (Fu(Thi — Twi) +vn (AT))

Mh
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De la observacion 3.1 vemos que ATy, = 0, ya que xo = T,; implica que xy — T; = ATy, =0,
entonces al simplificar se obtiene:

CLFh
Tci = 25 Tl_ Tci
f2($1’ ) Mh< h )

Vay € (Te, Thi). Debido a que Ti; < Tj;, entonces fo(xy,T,;) > 0, Vo € Ly (véase la figura
3.2).

Esto muestra que para cualquier z € JD, el campo vectorial f(z) apunta al interior de
D (figuras 3.1 y 3.2). Por lo que, 0D es inalcanzable para cualquier 6rbita de (3.1) con
condiciones iniciales en ID. Por lo tanto las trayectorias del campo vectorial dado por las
funciones del sistema (3.1) permanecen dentro de D, Vt € (0, ), en consecuencia el conjunto
D es positivamente invariante con respecto a la dindmica del sistema (3.1). Entonces para
cada z(0) = z, € D, el sistema tiene una solucién unica x(t;x,) € D, vVt > 0.

Figura 3.1: Direccién del campo vectorial dado por (3.1), para el flujo en paralelo.

3.2.2. Soluciones de equilibrio

Proposicién 3.1. Para el sistema (3.1), eziste un punto de equilibrio unico localizado en:

. (= _[(1-P P T,
x‘(@)‘( RP 1—RP)(TM (3.15)
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Figura 3.2: Direccién del campo vectorial dado por (3.1), para el flujo en contracorriente.

donde
=5 si ©@=—1

UA ; — —
varnG, S O=LE=1

y Ry S se definen en la ecuacion (1.6).

Demostracion. Para calcular el conjunto de puntos de equilibrio, z*, se tiene que satisfacer
que fi(z*) = 0y fo(z*) = 0. Entonces se cumple que 22 f) () + %fg(w*) =0, i e

a

whe (T, — 7) + 28 £, (T}, — 23) = 0. Es decir que a cada punto de equilibrio z* satisface

la siguiente relacién:

Ahora, de (3.2) se tiene que

M.

Considérese por lo pronto que ATy # AT;. Substituyendo la LMTD en la ecuacién anterior
se obtiene:

== Tci —x] Fc
(Tei —a7) | Fo+ (T S n <AT2>
AT
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Substituyendo, de la ecuacion (3.16) en la expresion precedente, se obtiene:

%ﬁ(ﬂs) _ FC+M

: N A

Debido a que x7 > Ty;, la expresién anterior se satisface si y sélo si se cumple que:

70(R B @>

F.+ N = 0
hl (A_Ti>
de donde se obtiene: < >
ATy _sepeey . VAl mem—mos
_— = Fe = cpe h™ph 318
N € (3.18)
Para el intercambiador en paralelo, donde © = —1 y considerando ATy, AT, y S como fueron

definidas en la seccién 1.1, la ecuacién (3.18) se puede reescribir como

* *
Ty — T

i
Thi _Tci

Despejando x5 — x7, se obtiene: x5 — x = S(T}; — T.;). Sumando y restando 7},; y usando la
ecuacién (3.16), se obtiene:

R(Ta — 1’1() — I‘T + Thi = S(T}n — Ta)

La ecuacién queda en términos de una séla variable. Despejando 7 :

RTci + Thz’ - ‘TT(R + 1) = S(Thl — Tcz>

(R4 S)Tei + (1 — S)Ty;
R+1

*
xl_

Para obtener x3 se usa la ecuacién (3.16) y se substituye xj:

T.. 1-8)T,
LE;:Thi+RTCi_R((R+S> ;%—’—1:(1 5) hz)

. R(R+S) R(1-S)
e (o B (T 9),
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R(1 = 8)Tu+ (14 RS)Ty;
R+1

Ty =

Entonces el tinico punto de equilibrio, para un intercambiador en paralelo, esta dado por:

i = (50) To + (57) Tha

(3.19)

. R(1-S RS
Ty = ( §z+1 )> Tei + (11—%’_—&-1 ) Thi

Para el intercambiador en contracorriente con R # 1, donde © = 1 y considerando ATy, AT,
y S como fueron definidas en la seccién 1.1, la ecuacion (3.18) se puede reescribir como:

*
Loy — Tci

Thi — x‘{

S( )=

Despejando S(z5 —T,;), se obtiene: S(x5 —T,;) = Th; — 7. Sumando y restando Tj; y usando
la ecuacién (3.16), se obtiene:

S (R(Ta — 1’1() + Th,’ — Tcz) = Thi — ZL‘T

La ecuacién nos queda en términos de una séla variable. Despejando 7 :

RT; + Ty +25(S™' = R) = S~ (Thi + T.)

S(1—R)Tei + (1 — 8)Th
1-SR

*_
Ty =

Para obtener x se usa la ecuacién (3.16) y se substituye xj:

T — x5 = —R(T,; — z7)

|~ RYT., + (1 - STy,
@:T@+H@—R(ﬂ B)Tes - ( ‘ﬂhq

1-SR

. RS(1—R) R(1—S)
%_(R_ 1—&%)7a+(L"1—SR Thi

R(1 = S)Ti+ (1= R)Ty
1-SR

*_
Lo =
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Entonces el tinico punto de equilibrio, para un intercambiador en contracorriente con R # 1,

estd dado por:
* SA-R)\ p
= < 1(—SR)> a (

« _ [ R(OA=5)
P! _<1 SR>T@+(

) Thz
(3.20)

) Thz

Obsérvese en estas expresiones que si R = 1 entonces =7 y x5 quedan indeterminados. Por
otro lado, obsérvese de la ecuacién (3.18) que R = © = 1 implica que AT} = AT;. Entonces,
para obtener el punto de equilibrio con R = 1, se substituye ATy (de la ecuacién (3.5)), en
lugar de la funcién AT}, en la ecuacién (3.17). Asi, para el caso contracorriente con R = 1
se tiene

(%) = Fo(Te — 27) + ve(Thi —27) = 0 (3.21)

Despejando x7, nos queda:

ZE* o FcTcz’ + fYcThi
R+

Para obtener x} se substituye la expresién de z7 en (3.16), con R = 1:

T * FcTci+7cThi
W=

Simplificando,
f}/cTci + FcThi

Fe+1.

*

:UQZ

Substituyendo . (véase la ecuacién (1.5)) en x} y x3, se obtiene

x* — (FcCpc)Tcz+(UA)Thz
1 FeCpetUA
(3.22)
¥ _ (UA)Tit+(FeCpe)Thi
Ty =

FeCpetUA

Entonces para el caso contracorriente el punto de equilibrio esta dado por:

( (S(1-R ‘
( 1(—35)) Te + (1 SR) Thi st R#1
x] =
F.Cpe o
L (FccpciUA-> Te + <m> Tw st R=1
( — 7 .
(Rl(fvsé)) Tcz' + (%) Thi st R 7& 1
Ty =
UA F.Chpe . -
. (FCCPC+UA) T + (WJ’;UA) Thi st R=1
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donde R y S se definen en la ecuacién (1.6).

Recapitulando, de las ecuaciones (3.19), (3.20) y (3.22), el punto de equilibrio para un inter-
cambiador (en paralelo o contracorriente) esta dado por:

w3\ [ 1-P P T.;
x5 ) RP 1—RP Ths
=5 si ©®@=—1

UA SO — _
Taihc,, S O=1,R=1

con Ry S como fueron definidos en (1.6).

Observacion 3.3. Para el intercambiador en paralelo, verificamos si el punto de equilibrio

r* = (27 x3)7 pertenece a D,: para que z* € D, se tiene que cumplir que Tp; < z} <

x5 < T a7 lo podemos reescribir como =7 = ayTy; + (1 — aq)Ty;, con oy = g:[f, donde

0 < ag < 1, esto implica que T;; < x7 < Tp,;. Con x5 se usa el mismo razonamiento, a x5 se
. R(1-S

puede reescribir como x5 = Ty + (1 — ag)Tj; con ay = §%+1 ), donde 0 < ap < 1, por lo

tanto T,; < J]; < Th;.

Ahora
17){ — .CE; = OélTCi + (1 — al)Thi — CYQTCZ' — (1 — O{g)Thi

= (041 - 042)Tcz' - (041 - a2)Thi = (041 - 042)(Tci - Thz’)

Para que =7 — 5 < 0 entonces se tiene que cumplir que oy — ay > 0, ya que T,; — Tp; < 0,
entonces

_ _R+S RQ-S5)_ S(I+R)
S R+1  R+1

Como R >0y 0 < S <1, entonces a; —ay > 0, por lo que (a; —a)(Te; — Thi) < 0. Entonces
x] — a5 < 0. Como Ty; < o7 < x5 < T}, entonces z* € D,,.

Para el intercambiador en contracorriente, verificamos si el punto de equilibrio z* = (2} z3)7
pertenece a D.: para que z* € D, se tiene que cumplir que T,; < 7 < Tj; con j = 1,2.
x;, para cualquier valor de R, se puede reescribir como = = a;Ty; + (1 — )Ty, donde
0 < a; <1, por lo tanto Tp; < xj < T, mostrando que zj € D.

Observacion 3.4. De la ecuacién del contorno de equilibrio (2.19), uno puede ver que
Ty (1) = Ty, y Tr(3521) = Ty, Entonces, el sistema (3.1) con AT como en (3.5) da valores
de equilibrio de las temperaturas de salida que corresponden de manera exacta a aquéllos
que se obtienen del modelo de pardametros distribuidos en estado estable.
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3.2.3. Estabilidad

En esta seccién se analiza la estabilidad del punto de equilibrio tnico (3.15). Se empieza

estableciendo un resultado preliminar que sera ttil en el analisis.

Lema 3.4. Fl sistema (3.1) no tiene drbitas periédicas en D.

Demostracién. De (3.14) vemos que,

afl(x)+8f2(x): L F, _'_ﬂ L e 8AT_2ﬁ8AT

aLL’l aZEQ M Mh MC 81’1 Mh 6952
Sabemos que, del lema 3.3, %AT < 0, ‘MT > 0, entonces 8?; °) 4 8% < 0, Vo € D. Por el
criterio de Bendixon, véase por ejemplo [ , Teo. 7.2 ]. Se concluye que el sistema (3.1) no

tiene orbitas periddicas en D.

Lema 3.5. El punto de equilibrio x* es asintoticamente estable y es globalmente atractivo
en D.

Demostracién. Debido al acotamiento de D y a que éste es positivamente invariante con
respecto a la dindmica del sistema, cada solucién de (3.1) tiene un conjunto limite no vacio,
compacto, y positivamente invariante, I'", y x(t;x9) — T't conforme t — oo, Vzyg € D
(véase [10, Lema 3.1]). Entonces, como no existen érbitas peridédicas en D se concluye
que x* es el tinico punto contenido en I'" para cada solucién de (3.1). Consecuentemente,
lim; g x(t; 2°) = 2*, Vo € D, mostrando atractividad global de z* en D.

Por otro lado analizando el polinomio caracteristico de la matriz Jacobiana de f(z) (véase
ecuacién (3.14)), es decir:

of(x)
P\ = |A —
= - 228
afl-'b 8f1x
A — 6:17(1) - 8:):(2)

det ()J— ol )) = det

Oz _0h@) 28

o1 Oz
()05 -8 ()

o (40 50 (40) (9L2) (9) (25 v
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donde,

Oh(z) | 0f2(x)
8x1 8I2

- (%) (4)- (42 (%)

Sabemos, de la observacién (3.2), que dfl(x) < 0y que af2($) < 0, entonces — (8](;1:6@) + 8f2(m)> >
1

Oxo

B(zx) =

0, lo que implica que B(x) > 0.

o= (4) (42)-(24) (4)

F. 7. OAT F, o OAT Ve OAT vn OAT
= (=2 2 —of o M —(2 —o
( + ) ( ) ( ]\4C 8.1'2 Mh 8.771

Analizando C(z):

OAT

_ 4 F.Fy, i Wwhe (OAT 4Fh% g e OAT\ (OAT g e OAT
N M_M,, MM, \ Oy M,M. ~M,M.\ Oz Oy MM, \ Ox,

— 4 FCFh +4 ’YhFc (8AT) 4 Fh'yc (8AT)

McMh MCMh 8I2 Mh 81‘1

Como aA—T <0y dAT > 0 (del lema 3.3), tenemos que C(x) > 0. Por lo tanto P(\) tiene

ambas raices con parte real negativa, lo que implica que aj(;_g;) es Hurwitz Vo € D), por lo

tanto el punto de equilibrio es asintéticamente estable.

Observacion 3.5. De las ecuaciones (3.7) y (3.8) en el lema 3.1 no es dificil ver que
ATy, es infinitamente diferenciable en . Entonces, 83—7{0 es acotada y Lipschitz en B, =
{T, e R*| ||T, —T}|, < r}, para cualquier r > 0 tal que B, C D. Entonces, la estabilidad
asintética es en realidad exponencial, lo cual coincide con los resultados de estabilidad del
perfil de equilibrio para el modelo de pardmetros distribuidos (véase la observacion 2.2).
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Capitulo 4

Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo, se desarrollé la obtencién del modelo de parametros distribuidos y se discuten
sus propiedades dinamicas. Dicho modelo se obtuvo utilizando la ley de balance de energia,
tomando en cuenta ciertas suposiciones que son comunes en la literatura. Bajo la suposicion
adicional de temperaturas de entrada constantes, se garantiz la existencia de una solucién
de equilibrio del sistema. Ademas se obtuvo el contorno de estado estable y con ello las
expresiones para las temperaturas de salida de ambos fluidos. El contorno de equilibrio fue
probado ser exponencialmente estable en trabajos previos.

Se presenté un modelo complementado de la LMTD que muestra ser continuamente dife-
renciable y positivo en su dominio. Esta expresion de la LMTD se utilizé en el modelo de
pardmetros agrupados como fuerza conductora (driving force).

Se exploré una modelacién compartimental alternativa. Esta usa un promedio aritmético
entre la temperatura de salida y de entrada de cada fluido, en lugar de tomar sélo la tempera-
tura de salida en el término de acumulacién. Esto nos llevé a utilizar una matriz constante que
multiplica la dindmica del sistema (& = M ! f(z)). Sin embargo al momento de utilizar este
nuevo modelo en simulacion, se presentan unas oscilaciones, las cuales disminuyen cuando N
es muy grande (modelos de orden muy alto). Esto nos hace concluir que tal modelacién no
es conveniente para valores pequenos de N > 1.

Se caracterizaron las propiedades dindmicas de un modelo de parametros agrupados de orden
2 con la LMTD como fuerza conductora. Tales propiedades coinciden con las propiedades
del modelo de parametros distribuidos del cual es obtenido. Por ejemplo, se muestra que la
existencia y unicidad de soluciones es una caracteristica comtin de ambos modelos. Por otro
lado se prueba que el punto de equilibrio del modelo de parametros agrupados es exponen-
cialmente estable y ademaés es globalmente atractivo lo cual coincide con las propiedades de
estabilidad del contorno de estado estable del modelo de parametros distribuidos. Ademas,
las soluciones de equilibrio de la dindmica de dimension finita mostrd ser acorde con los va-
lores de salida del perfil de equilibrio de temperatura del modelo distribuido. Esto nos hace
concluir que el modelo de parametros agrupados que se obtuvo es confiable con respecto a
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su comportamiento cualitativo. Esto es importante en casos en donde no son las soluciones
cuantitativas sino el comportamiento cualitativo que importa, como en la modelacién y si-
mulacion de redes de intercambiadores de calor y procesos industriales complejos donde los
intercambiadores estan involucrados.

Como perspectivas de este trabajo, se puede considerar el analisis sobre estabilidad del
modelo de parametros distribuidos de la configuraciéon en paralelo. Por otro lado, una vez
conocidas las propiedades del modelo de pardmetros agrupados, puede ser posible proponer
leyes de control que tomen en cuenta y de hecho exploten las propiedades intrinsecas del
sistema estudiadas en este trabajo.
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Apéndice A

Obtencion de las expresiones g.(z) y
9n(2)

Esta seccién se obtendra la expresién (2.19) partiendo de las ecuaciones (2.11), (2.17) y
(2.18). Primero se hard para el intercambiador en contracorriente para después continuar
con el intercambiador en paralelo.

Para calcular T}, para el intercambiador en contracorriente utilizamos la expresién (2.17).
Evaluando T (z) y T} (z) en z =0y z = [, se puede verificar que,

T:(0) =15,

Evaluando T (z) en z = 0, se obtiene

e e o1(0) _ o) |
120 = 12, = 210 (¢12<o> gn<o>) T, (A1)

F, —7.F —.F) de_m F, —7.F
:< Vh Vv?wl)TE+(__1_E_><1_6%1{>< Vh VW?WL>TM
s = e Bpel ) Tebh = Tt uF — yeFpe(EH)

Simplificando y substituyendo R y S de la ecuacién (1.6), con © = 1 debido al flujo en
contracorriente, se obtiene:

. (S1-R) 1-8
Tco_ ( 1—RS >Tcz+ (1_SR_) Thz (AZ)
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Siguiendo un procedimiento semejante, calculamos Tj,,. Evaluando Ty,(z) en z = [, se obtiene

e bu(l), o) |
Tl =Ti =5 Tt (f () ¢11(l)¢21(l>> i (4-3)

Fe  Fp

wh (1 (%) wh (1 o(-2)Y
_ YeFh, 1 1_(fyh_F1c) e(ﬁfl)_W/CFh T

T,
r (ﬁ Lh) CZ+1 _ ke
ure (- .
C

’)/th

whe _ (F-1)
YeFp

Substituyendo Ry S de la ecuacién (1.6), con © = 1, se obtiene:
R(S-1) 1-R
T = —-2== )Ty Thi A4
ho (1—53) _+Q—SR>h (A.4)

Cuando R = 1, se puede ver que S = 1, entonces T y T quedan indeterminados (ecuaciones

(A.2) y (A.4) respectivamente). Para el caso en que R = 1, partimos de la ecuacién (2.18),
la cual se evalia en z =1,

TH1) =13 = d1u(D)Te + dr2(1)Thi

Ti(l) =Ty, = ¢ ()Tt + d22(1)Ths

obteniendo

Tc*o = (Fc+ >Tcz+< )Thz

(A.5)
Ty = (Fﬂ >Tm+ <F+’y )T’”

La expresion de 17 y Ty, para el caso contracorriente, en términos de R, esta dada por:

(S552) T+ (£5) T si R#1
T, =

(7f5) T+ (525) T si R=1

(B) T+ (52) T si R#1
Ty =

() o

donde R y S se definen en la ecuacién (1.6).

)ﬂzsiRzl
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Para calcular T}, para el intercambiador en paralelo, se utiliza la expresién (2.11). Se puede

co)

verificar que:

T(0) =15
Tc*(l) =T,
Tf: (0) = Thi

Evaluando T (z) en z = [, se obtiene

(1) =T, = o ()T + dr2(1) Thi (A.6)
1 ,(L,Lh) YeFh ( (%‘Yh))
8= — Fc+ CF@ Fe  Fp Tcz—f—— 1—e \fc By Tz
“ ’YhFc + ’Vth (7}1 Teh ) ’)/hFc + ’Vth h

Simplificando y substituyendo Ry S, ecuacion (1.6), con © = —1 debido al flujo en paralelo,
se obtiene: R -
_l’_ —
17, = Te —— | Thi
co (1+R) +(1+R> "

Para calcular T}, se usa un procedimiento semejante. Evaluando T} (z) en z = [, se obtiene:

Ty (1) =Ty, = ¢o1 (1) Tei + b2 (1) Thi (A7)
. i F. _(%_WL)) 1 ( _(%_%))
7o e (o E ARy —— (B +wFe R ) T
o+ v E ( e + e Tt T i

Simplificando y sustituyendo Ry S, ecuacién (1.6), se obtiene:
R(1-25) 1+ RS
Tro=\—F5—" )T Thi
ho (R+1> +<R+1)’L

Noétese que T* (@) = (T7,T;)). Asi la relacion entrada-salida de la temperatura en estado

estable para un intercambiador (en paralelo o contracorriente), estd dada por:

T:o . 1—-P P Tci
7;,) ~\ RP 1-RP )\ T
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donde

1-8 ; —
TR st O =—
P={ 15 si ©=1,R#1

UA ; _ _
varkg, S O=LR=1

con Ry S como fueron definidos en (1.6).

Una vez que se obtienen los valores de estado estable de la temperatura a la salida de cada
tubo, para cada configuracién, se realizan los siguientes desarrollos. Para el caso contraco-
rriente con R # 1, se suma y resta T de T7(z) (ecuacién (2.17)) :

SR— S5 |- 50—
e = (Tgpo) T (o) et T

simplificando, la expresion se reduce a:

T;(Z) = Tc*o + (Thi - Tci)QC(Z)

donde,
S — 50-7)
)= "5k

Sumando y restando T}, en T(z) (en la ecuacién (2.17)) :
SR(1-S5771) 1— RSU-1)
T — | T — T+ 1T;, — T
n(z) = ( SR_1 > cz“’( 1— SR ) hi Lo ho

simplificando la expresion:

Th(z) =15, + (Thi — Tei)gn(2)

donde,
R(1 — S0-9)
gn(2) = ———c5—
1-SR
Para el caso contracorriente cuando R = 1 se sigue un procedimiento semejante. Se suma y
resta 17 v Ty, de las expresiones (2.18):

ﬂ@)z@§;>%+(é+vih+w T

(A.8)
Ti(2) = (st ) Ta+ (1 - @) T + Tho — T,
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Simplificando, estas expresiones se reducen a:

T(;k(z> - Tc*o + (Thz - Tcz')gce<z)

(A.9)
Ty (z) =Ty, + (Thi — Tei) gne(2)
donde,
9ee(2) = im0
(A.10)
—7e(1-7)
Gne(2) = z@r%l
que equivale a:
gce(z) = _P%
(A.11)
gne(2) = —P(1—=7)
Para el intercambiador en paralelo, se suma y resta 7% y T} de las expresiones (2.11):
Ti(2) = (B80) Tt (50) T+ T3 - T,
(15" (A.12)
R(1-ST z
Ti(z) = < s )) T+ (480 T+ T3, - T,
Simplificando se obtiene
Te(z) =T+ (Thi — Tui)ge(2)
(A.13)
Th(2) = T3, + (Thi — Tei)gn(2)
donde,
_ S=81
gc(z) - 1+Rl
(A.14)
S-s7
gn(z) = R(1+Rl)

De esta manera se obtienen las ecuaciones (2.20) y (2.21):

(551 gie=-1
ge(2) = 550 i @ =1,R#1
| -7 si ©=1,R=1
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/

\

R(S—8%/1)
1+R

si ©=-—1

RA-8U) i @ =1,R#1

1-RS

_p(l_

2) si®@=1R=1
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Apéndice B

Discontinuidad de AT,

En este apéndice se mostrara graficamente el conjunto de puntos donde la funcion AT; en
(3.4) se indetermina, tanto para el intercambiador en contracorriente como para el paralelo.

Para el intercambiador en contracorriente AT; se indetermina en el conjunto de puntos
S.={xeR?| zy+ =Ty +T.,} (véase figura B.1). Tal indefinicién se corrobora de la
expresion (3.4) con ATy y ATy como se definen en (1.3) y (1.4).

.
.
.
.
.
.
N
.
c-

cl

ci

Figura B.1: Dominio del espacio de estado D,, para un intercambiador en contracorriente.

Analizando la funcion AT, para el intercambiador en paralelo :
(x2 — 1) — (T — Thi)
In (#22)

ATi(z) = (B.1)

%)



donde z; y x5 se definen en la ecuaciéon (1.1). Esta funcién queda indeterminada en el

conjunto de puntos
S, = {x€R2 | xo— 1 :Thi—Tci} (B.2)

Este conjunto sélo se intersecta en un punto de D (indicado como « en la figura 2), es decir,
S, D, = @, en consecuencia la funcién AT'(x) es continua en D,

Cuando w9 — 21 = T); — T, & ji”h?%“}l = 1, entonces In (%) = 0 por lo tanto AT (x)

queda indeterminado. Sin embargo, x5 — 21 = T}; — T,; es una linea recta que tiene una
interseccion con D en (T, Th;) (véase la figura B.2).

X2
A
.
/l ’
’ ’
Th\ s~ D L
.
g p.
Sp .~ o -
.
l’ ’
’ ’
.
t’ P
’ ’
l’ ’
’ ”
K= Ty-Ty + Xﬂl," L7
. .
R TC\ .
,’E‘ . v X1
oy e
o (Thi - TC\ ) 2 Tm Th‘
.

Figura B.2: Dominio del espacio de estado ID,, para un intercambiador en paralelo.
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