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Resumen

Los estudios sobre células B son de suma importancia debido al interés que implica el
conocimiento del control de los niveles de glucosa en sangre. Estas células actian como un
sensor de glucosa, ya que ante niveles elevados de glucosa en sangre las células B responden
con la liberacién de insulina.

Se ha comprobado que las células B son células excitables. Estas son capaces de modi-
ficar su potencial de membrana y generar patrones oscilatorios en términos de su activiad
eléctrica, concentraciones de calcio intracelular y la liberacion de insulina. También, se ha
demostrado tanto in vitro como in vivo que las células B pertenecientes a un cimulo oscilan
de manera sincrona. Sin embargo, no se tiene del todo claro las condiciones necesarias para
la sincronizacion de las células, ni para la estructura de los cimulos de células [ en los islotes
pancredticos.

En este trabajo de tesis utilizando la teoria de redes complejas, se busca realizar un anélisis
de las células B acopladas. Se propone una estructura minima para un cimulo de células 3
bajo los supuestos de que las células del cimulo son esferas rigidas, todas del mismo radio, y
ademads se asume que el acoplamiento entre las células s6lo existe si estdn en contacto fisico.
Se genera su grafo y se estudian las propiedades topologicas de dicha estructura. Ademas,
se considera al grafo generado como una red, donde cada nodo (célula) tiene como dindmica
el modelo de una célula P aislada y se han encontrado condiciones para la sincronizacién
completa en el caso de células idénticas o condiciones para la sincronizacién parcial en el
caso de células no idénticas.

Una vez analizadas las caracteristicas topoldgicas y la dindmica de la estructura minima
propuesta, a la que se le nombrd celda, se construye una red de redes o red de celdas de la cual
también se estudian las caracteristicas topoldgicas y las condiciones para la sincronizacién
de la red. Con esta estructura se busca presentar una propuesta de citoarquitectura de células
B en un islote pancreético y ademads establecer condiciones para la sincronizacion de la red.

Palabras claves: Islotes pancredticos, sincronizacion, redes complejas, células f3.
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Abstract

Studies of B-cells have great importance due in the interest implied in the knowledge of
blood glucose levels control. These cells act as a glucose sensor, since if a high level of blood
glucose occurs, B-cells release insulin.

It has been proved that beta cells are excitable. They are capable of modifying their mem-
brane potential and generate oscillatory patterns in terms of their electrical activity, intra-
cellular calcium levels and insulin release. It also has been proved whatever in vitro or in
vivo that beta cells in a cluster oscillate synchronously. However,the necessary conditions
for cells synchronization neither for structure of beta cells clusters in pancreatic islets, are
not clear.

At this thesis, by using complex networks theory, we perform an analysis for coupled beta
cells. We proposed a minimal structure for a B-cells cluster with the assumptions that cell
in the cluster are rigid spheres, all of them has the same radius and we also assumed that
coupling among cells only exists if they are in physical contact. A graph is generated and its
topological propierties were studied. The graph used is a net in which every node has the iso-
lated beta cell model asociated and we have found conditions for complete synchronization
of identical cells and conditions for partial synchronization of non-identical cells.

Once, the topological features and dynamics of the minimal structure were studied, we
built a cluster network, studied its topological features and we also gave conditions for its
synchronization. By using this structure we try to propose a cell-architecture of beta cell in
a pancreatic islet and we stablished conditions for network synchronization.

key words: pancreatic islets, synchronization, complex networks, 3-cells.
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Capitulo 1

Introduccion

Una de las enfermedades mas frecuentes en el humano es la Diabetes Mellitus, enferme-
dad causada por un déficit de la hormona insulina o una respuesta inadecuada a la misma, en
cualquiera de los dos casos se generan alteraciones metébolicas que conducen a un estado
de hiperglucemia !, y al permanecer en estos estados de manera persistente se pueden causar
dafos en 6rganos, ceguera, fallo renal, coma diabético o incluso la muerte.

Existen distintos tipos de diabetes. La diabetes tipo 1, la cual es causada por la incapacidad
de producir insulina. La diabetes tipo 2, causada por el déficit combinado del cuerpo para
responder y producir insulina. La diabetes gestacional la cual es diagnosticada cuando se
presentan concentraciones de glucosa elevadas por primera vez durante el embarazo [2].

Si bien, el cuerpo para el buen funcionamiento de sus 6rganos necesita mantener las con-
centraciones de glucosa en sangre en un intervalo de 80-120 % (4.4-6.6 mM). Existen mu-
chos factores que afectan estos niveles de glucosa como: la ingesta de alimentos, la velocidad
de digestion, el metabolismo, el ejercicio e incluso el estado psicoldgico y/o reproductor de
la persona [9]. Estos cambios en las concentraciones de glucosa son detectados por algunas
células de pancreas, el cual funciona como un sensor de glucosa, ya que al detectar niveles
por debajo de lo normal las células pancredticas o liberan glucagén, hormona que estimu-
la las células del higado y la liberacion de glucosa, para regresar a los niveles normales.
En cambio, si los niveles de glucosa son elevados, como puede ocurrir tras una comida, las
células pancredticas 3 productoras de insulina responden con una secrecion rapida de esta
hormona, disminuyendo los niveles de glucosa (ver Figura 1.1).

1.1. Pancreas Endocrino

El pancreas es un érgano mixto, ya que tiene una parte exocrina de donde segrega enzimas
digestivas que pasan al intestino delgado y una parte endocrina donde se producen hormonas
como el glucagén, somatostatina e insulina.

La parte endocrina del péancreas constituye el 1% — 2% de la masa total del 6rgano, y
se agrupa en cumulos de células (1000-3000 células/cimulo) semiesféricos de un didmetro
aproximado de 200-300um. Estos cimulos se denominan islotes pancredticos o islotes de
Langerhans, en honor a Paul Langerhans quien fue el primero en describirlos en 1869. Sin

If.Med.Nivel de glucosa en la sangre superior al normal [3].
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Figura 1.1: Homeostasis de la glucosa. (a) Cuando la concentracién de glucosa en sangre
es baja, el pancreas libera glucagén que estimula a la degradacion del glicogeno y la salida
de glucosa del higado. (b) Cuando las concentracion de glucosa en sangre es elevada, el
pancreas libera insulina, que incrementa la absorcion de glucosa por las células y promueve
su conversion y almacenamiento en glucégeno [1].

embargo, hoy en dia estos cimulos siguen siendo un tema de investigacion tanto en la es-
tructura y funcionamiento del islote, como en las investigaciones que relacionan las células
de los mismos con el proceso de regulacion de glucosa y la disfuncién de algunas de ellas
con la Diabetes Mellitus [18] .

De los islotes, se sabe que en un pancreas adulto existen aproximadamente entre 1 y 2
millones y que su distribucion por el pancreas es bastante irregular [34]. Ademas, los islotes
estdn formados fundamentalmente por cuatro tipos de células: las células o secretoras de
glucagon, las células B secretoras de insulina, las células O secretoras de somatostatina y las
células PP secretoras de polipéptido pancredtico.

El porcentaje de estos tipos celulares en los islotes es algo que ain no se encuentra bien
establecido ya que algunos estudios informan que los islotes estdn compuestos por ~ 70 %
de células B, ~ 20% de células o, < 10% de células d, y < 5% de células PP. Estudios
mas recientes [11, 12] establecen que estos porcentajes son ~ 54 % de células B, ~ 35%
células ov y < 11% células 8 y < 2% células PP. Algo que es importante remarcar, es que



aunque los porcentajes entre estudios difieren tienen en comun que las células 3 son las mas
predominantes en los islotes.

Con respecto a la distribucion de estos tipos celulares existe poca informacion, en algunos
casos, mencionan que las células B ocupan la parte central del islote y en su periferia se en-
cuentran o, 0 y PP [34]. Otros mencionan que las células se B se encuentran entremezcladas
con los otros tipos celulares [12]. En la Tabla 1.1 se puede observar el porcentaje de células
por islote que se considerard en este trabajo de tesis, la hormona que secretan y la funcién
principal de esta hormona .

Tipo de células | Porcentaje Hormona Funcion de
de células secretada la hormona
en el islote
Células alfa () ~35% Glucagon Aumenta la concentracién

de glucosa en sangre.
Células delta (9) <11% Somatostatina Inhibe la secrecién de
de glucagén e insulina.

Células PP <2% Polipéptido Regula la secrecion de
Pancreético enzimas intestinales y
géstricas
Células beta (B) ~ 54 % Insulina Disminuye la concentracion

de glucosa en sangre.

Tabla 1.1: Relacion entre los tipos de células presentes en los islotes pancredticos, su propor-
cién y funcién de la hormona secretada [9, 11, 12]

1.1.1. ;Por qué estudiar a las células 3?

Las células pancredticas B son las mas predominantes en los islotes de Langerhans, pero
ademds son de suma importancia en la regularizacion de los niveles de glucosa, ya que son
las unicas células en el cuerpo capaces de segregar insulina, hormona que ayuda a disminuir
los niveles de glucosa en sangre. Como se mencioné anteriormente, los estudios realizados
sobre los islotes pancredaticos y sobre las células B estan motivados por el interés que implica
el conocimiento del control de glucosa en sangre ya que esto brinda un acercamiento al
problema de la Diabetes Mellitus.

Desde el punto de vista de sistemas dindmicos, existen diversas maneras de abordar este
tema, se pueden generar modelos que representen la relacidon estimulo-secrecion de la glu-
cosa e insulina con la finalidad de obtener un conocimiento mds extenso en la cantidad de
insulina necesaria a suministrar dependiendo de las concentraciones de glucosa; estudiar mo-
delos que describan la actividad eléctrica de las células, asi como la relaciones entre canales
i6nicos y diversos agentes que estimulen la liberacion de las hormonas o incluso es posible
generar modelos que describan la estructura de los islotes estableciendo como son las cone-
xiones y comunicacion entre las células para finalmente describir la dindmica de los cimulos
generados.



1.2. Estudios de las células 3 y de los islotes pancreaticos

En la actualidad se sabe que las células pancredticas B son un ejemplo de sistemas con
acoplamiento estimulo-secrecion, lo cual estd relacionado con la actividad eléctrica de la
célula, canales i16nicos y concentraciones de diversos agentes que estimulan la liberacion
[31].

La actividad eléctrica de las células B es descrita como un patrén de oscilaciones en el po-
tencial de membrana, que varia entre distintos estados. Cuando la concentracién de glucosa
extracelular es baja (< 5mM), se dice que la célula se encuentra en reposo y el potencial de
membrana se mantiene en —70mV. Cuando aumenta la concentracién de glucosa (> 7mM),
se dice que las células presentan actividad y se puede observar que el potencial de membrana
alcanza un valor aproximado a —50mV que a partir de este valor se presentan las rafagas de
potenciales que varian entre —30y — 10mV. Estas oscilaciones en la actividad eléctrica son
paralelas a las oscilaciones presentadas por los cambios en la concentracion del calcio intra-
celular el cual es un agente que estimula la liberacion de la hormona insulina [22, 24, 17].

Es por eso, que la mayoria de los estudios matemaéticos se han enfocado en las oscilacio-
nes que representa el potencial de membrana, ya que se consideran que este proceso tiene
una complejidad importante por si mismo. El primer modelo matematico que se encarga de
describir la actividad eléctrica de las células fue propuesto por Chay-Keizer en [13], en el
cual utiliz6 las ideas de Atwater donde se considera que existen tres canales principales para
la activacion eléctrica de la célula, los cuales son los canales de potasio y calcio dependientes
de voltaje, y el canal de potasio dependiente de calcio. Ademads se asume que la concentra-
cién de calcio intracelular es el agente de control en el cambio de la fase activa e inactiva
de la célula. Los otros modelos que describen la actividad eléctrica son modificaciones del
modelo de Chay-Keizer ya sea en los canales i6nicos a considerar o en los agentes externos
que estimulan la liberacion. Sin embargo, estos modelos matemdticos describen la actividad
eléctrica de una célula B aislada y este proceso al igual que la secrecién de insulina no es
un proceso unicelular, ya que es necesaria la coordinacién de ctimulos células para lograr la
supervivencia y un funcionamiento adecuado del islote [28].

1.2.1. Comunicacion celular en los islotes

La coordinacion entre las células de los islotes es de suma importancia para el envio
de sefiales. En [11, 12] se afirma que la comunicacion intercelular entre células B es por
medio de uniones gap o hendidura, mientras que entre células B y no-3 es por otro tipo de
comunicacion.

Las uniones tipo gap o de hendidura, son un tipo de comunicacién intercelular que permite
la conexion de los citoplasmas de las células. Este tipo de conexion une dos membranas
plasmaéticas de las células que se encuentran mds proximas (ver Figura 1.2) y permite la
conexion eléctrica de las células que se unen y crean una red de comunicacion en las células
del mismo tejido.

Este un tipo de comunicacién es muy veloz, ya que el mensaje sGlo debe viajar una corta
distancia, y dado que no abandona el citoplasma no va a estar sometido a la interferencia de
agentes externos [25].
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Figura 1.2: Estructura del gap-junctions (Uniones en hendidura). Dibujo que ilustra dos
membranas adyacentes y los componentes estructurales de las membranas que forman las
comunicaciones o canales entre las dos células [25].

1.2.2. Modelos matematicos

En los modelos matemaéticos de las células aisladas buscan explicar los distintos patrones
que presenta la actividad eléctrica ante distintos estimulos de glucosa. Es posible observar
que de manera aislada existe una gran heterogeneidad en la respuesta de las células ante la
presencia de glucosa. Sin embargo, cuando las células forman parte de un cimulo de células
la respuesta individual se convierte en un patrén inico homogéneo con un comportamiento
oscilatorio en términos de la actividad eléctrica y la concentracién de calcio intracelular.

Es por esto, que en estudios relacionados con los cimulos de células o islotes pancreéticos
son modelos que relacionan la actividad eléctrica de las células aisladas y la manera en que
se da el acoplamient celular.

Gerda de Vries en su tesis doctoral [16] presenta modelos matematicos deterministas de
una célula aislada que relacionan la actividad eléctrica, los canales idnicos y el potencial de
membrana, donde se incluyen algunos mdelos dimensionales para pasar a realizar la adimen-
sionalizacion de cada uno de ellos. Ademds estudios posteriores analizar puntos de equili-
brio, estabilidad y bifurcaciones de los distintos modelos.

En cambio [4, 30] estudian tanto a las células  de manera aisladas y después generan
arreglos de células e investigan la dindmica de estos arreglos, este tipo de estudios iniciaron
suponiendo a los cimulos como arreglos de red o malla, y después con el paso del tiempo han
cambiado a diversas topologias e investigar distintos tipos de comportamientos dindmicos
con la finalidad de acercarse 1o mas posible a la dindmica real de los islotes y establecer con
ello un acercamiento a los problemas de regulacion y sincronia de las células.



En [8, 33] de nueva cuenta, parten con modelos de células [ aisladas y mediante diversas
topologias estudian las condiciones para la sincronizacién o desincronizacion de los arreglos
de células generados.

Desafortunadamente, es muy dificil comprobar si algunos de estos arreglos de células
describen el acoplamiento existente en la realidad, ya que no existen estudios biolégicos que
determinen de manera precisa de como es el acoplamiento célula a célula de los islotes.

1.3. Contenido de la presente tesis

Se sabe que existen estudios que analizaron la dindmica de células pancredticas 3 aisladas
y algunos otros que analizaron a las células en grupos donde buscan el comportamiento
dindmico de los cimulos de células, para encontrar condiciones para la sincronizacién o el
comportamiento asincrono de las células como en [4, 8, 30].

En este trabajo de tesis nos enfocaremos en el comportamiento dindmico de las células 3
de manera aisladas y acopladas en una estructura con diferente grado de homogeneidad, la
cual pueden ser representada por medio de la teoria de redes complejas. Es decir, la teoria de
redes puede ser utilizada como una base matemadtica para modelar la interconexién entre las
células adyacentes e incluir la dindmica de cada célula en los nodos de una red.

El objetivo principal de este trabajo de tesis es determinar un modelo de un cumulo de
células 3, ademas del comportamiento dindmico de este cimulo, para finalmente, en base
a lo anterior describir la dindmica de las células 3 en los islotes de Langerhans, utilizando
la teoria de redes y los modelos de las células B aisladas. El contenido del trabajo es el
siguiente:

Capitulo 2: Se estudia la dindmica de las células B de manera aisladas mediante los mo-
delos matematicos que describen a actividad eléctrica de éstas. Se analizan puntos de
equilibrio, estabilidad de los mismos y bifurcaciones existente en los modelos. Se con-
sidera el modelo de Pernarowski [30] y el modelo de Sherman-Keizer-Vries [4] para
realizar estos analisis.

Capitulo 3: Se propone una estructura minima de la red en base a un arreglo tridimensional
de las células, se establecen algunos supuestos y simplificaciones de nuestra red para
después buscar condiciones para la sincronizacion o el comportamiento complejo para
el caso de nodos idénticos o no idénticos.

Capitulo 4: Se define el crecimiento de la red, creando una red de redes y se encuentran
condiciones para la sincronizacién o comportamiento complejo de la nueva estructura.

Capitulo 5: Se presentan las conclusiones sobre los resultados obtenidos en esta tesis, asi co-
mo también el trabajo a futuro.



Capitulo 2

Células pancreaticas [ aisladas

En este capitulo se abordan dos modelos matematicos que describen la actividad eléctrica
de las células [, para establecer un predmbulo en el estudio de los cimulos de células, se
presenta el andlisis matemdtico de dos modelos cuya diferencia principal relacionada a la
fisiologia son las corrientes del potencial de membrana, los canales a considerar y el agente
externo que genera los disparos. Matematicamente la diferencia principal es el uso de las
unidades, ya que el primer modelo es un sistema en donde se consideran las unidades de
cada parametro y variables mientras que en el segundo no. En la Figura 2.1 se presenta un
esquema de los pasos principales que ocurren en la célula B una vez que detecta a la glucosa
y parte de ello es lo que representan estos modelos matematicos.

(eLucoss)
1

METABOLIEMO

GLUCOEA

‘AUI\JIENTO ATP,#ADP‘
l

‘ CIERRE DE CANALES DE POTASIO ‘

l

| DESPOLARIZACION |

L

‘ CANALES DE CALCIO ARIERTO ‘

[

‘ AUMENTO CONCENTRACION DE CALCIO ‘
I

I
(SECRECICSN LE INSULIN)‘D

Figura 2.1: Modelo de secrecion de insulina estimulado por glucosa. En presencia de
glucosa, después de su metabolismo, se produce un aumento en la razon entre ATP/ADP y
el cierre de los canales de potasio dependiente de voltaje. Cuando ocurre la despolarizacion
de las células se produce la apertura de los canales de potasio, aumentando la concentracién
de calcio y estimulando la liberacién de insulina [9].



2.1. Modelo dimensional de una célula [} aislada

El siguiente sistema es un modelo presentado por Arthur Sherman en [4], dicho modelo
contiene las minimas caracteristicas para generar las oscilaciones cuadradas que presentan
las células B. El modelo consta de tres ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden.

™ = f(x1,%2,x3) (2.1)
™y, = og(x1,x2) (2.2)
T3 = h(x1,x3) (2.3)

donde x; representa el potencial de membrana de la célula , x, representa la probabilidad de
que el canal de potasio esté abierto y x3 es la concentracién de diversos agentes que permiten
la activacion de los disparos de las células, entre éstos, el calcio intracelular.

Se tiene que

f(xl7-x27.X3) = —ICa(Xl)—IK(XI,Xz>—IS(xl,x3)
g(x1,x2) = ne(x1) —x2
h(x1,x3) = Sw(v)—x3+P

con

8CaMoo(X1) (X1 — vea)
= ggxa(x; —vg)

Ica(x1)
)
) = gex3(x—vg)
)

IK(-x17x2
Ii(x1,x3
1

= donde p = m,n,s.
1+ expl(vy—x1) /5] P

Poo(X1

Ic, representa la corriente ionica del canal de calcio dependiente de voltaje, Ix representa
la corriente i6nica del canal de potasio dependiente de voltaje, e I; representa la corriente
i6nica del canal de potasio dependiente de calcio , gc, y gk son constantes relacionadas con
las conductancias de los canales, y v, ¥ vk son los potenciales de Nernst ! de los canales de
calcio y potasio.

Se asume que I¢, responde de manera instantdnea al cambio en el potencial de la membra-
na, mientras que /x responden a la ganancia de la variable x; que estd dada por la ecuacion
(2.2). Siendo estas dos corrientes las responsables de generar el potencial de accién, la co-
rriente lenta del canal de potasio, /; no presenta un rol muy importante en la dindmica de
las células individuales, ya que x3 es aproximadamente una constante. Los pardmetros para
realizar las simulaciones de las células 3, como las que se presentan en las Figuras 2.2(a) y
2.2(b), se muestran en la Tabla 2.1.

IEl potencial de Nernst relaciona la diferencia de potencial a ambos lados de la membrana bioldgica en el
equilibrio con las caracteristicas relacionadas de los iones del medio externo e interno y de la propia membrana.
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Figura 2.2: Simulaciones numéricas de una solucion del sistema (2.1)-(2.3), donde se
muestra el potencial de membrana, x; (en mV), la probabilidad de que los canales i6nicos
estén abiertos, xp, y la concentracion de calcio intracelular, x3 (en uM). Ambas simulaciones
tienen las mismas condiciones iniciales, solamente difieren en el valor del pardametro B que
en este sistema determina la actividad o inactividad de las células .



gca=36| ve,=25mV |v,=-20mV | 5, =12mV | 1=0.02s
gx=10 |vg=-T75mV | v,=—17mV |5, =56mV | 1,=355
gs=4 vy=-38mV | s,=10mV c=0.9
Célula activa Célula inactiva

B=0 B=0.1

Tabla 2.1: Parametros para el modelo dimensional de la célula 3

2.1.1. Analisis del subsistema rapido-lento

En esta seccidn se presenta un estudio de las ecuaciones del modelo dimensional donde, se
divide al sistema de la célula 3 como dos subsistemas: un subsistema rapido generado por las
ecuaciones (2.1)-(2.2) donde la variable x3 es un parametro de bifurcacién y un subsistema
lento generado por la ecuacion (2.3). Dicho estudio servird como un preambulo para entender
el comportamiento dindmico de las células .

2.1.1.1. Subsistema rapido

Se consideran las dos primeras ecuaciones del sistema, (2.1)-(2.2), como el subsistema
rapido con x3 como un parametro de bifurcacion.

w1 = —lca(x1) — Ik (x1,%2) — Is(x15%3) 0.4)
TX) = G(noo(xl) —x2) '
Primeramente obtengamos los puntos de equilibrio del sistema (2.4) cuando
X1 =0 (2.5)
X = 0 (2.6)
de la ecuacion (2.6) se tiene que
Xy = G(noo(xl) —xz) =0
X2 = N (xl).
Mientras en la ecuacion (2.5), se debe cumplir que
X = ICa(xl) +IK(X1,XQ) +IS(X1,X3) =0
8CamMes(X1)[X1 — vea] + gxX2[x1 — V| +gsx3[x1 —vk] = 0
gCaMoo(X1)[X1 — Vea] + gk Neo (X1) [X1 — VK| + gsx3[x1 — VK] = 0
y por manipulacién algebraica se obtiene que
_ 8CaMes(X1)[¥1 —Vea]  gKMeo(x1)[x1 — VK] _ . 2.7)

gslx1 — vk] gs[x1 —vk]

Por lo tanto, los puntos de equilibrio del subsistema rapido son de la forma x* = (xT,xE;xg,)T
donde x] cumple la ecuacion (2.7) y x5 = ne(x]), es decir, para cada valor que tome el
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pardmetro x3 se determina un valor de x*. Al no obtener una expresion explicita para los
puntos de equilibrio del sistema (2.4) se grafica la ecuacién (2.7) que relaciona el parametro
x3 'y los valores que debe tomar xj. Algo que es importante mencionar, es que todos los pun-
tos que pertenecen a la curva de la Figura 2.3 son puntos de equilibrio del sistema (2.4).
Ademads, ya que se considera que el potencial de membrana de una célula toma valores ne-
gativos, x] < 0 para todo tiempo y como vk es un pardmetro negativo es posible observar
que la ecuacion (2.7) presenta una discontinuidad cuando x| = vg. Es por eso que para cues-
tiones de este andlisis se considera que x] € (vk,0) y siguiendo los valores de la Tabla 2.1
xj € (=75,0).

xz(uhd)

| I S TR [T TR SR NN SR N NN TR SR SR N SR S 1 PR IS T T

~790 —60  —-50  -40  —30 -0

x1 (mV)

i 0

Figura 2.3: Relacion entre la variable x| y el parametro x3. Los puntos que pertenecen a
la curva son puntos de equilibrio del subsistema réapido donde es posible observar que para
cada valor del pardmetro x3 se tiene un valor de la xj.

Como las ecuaciones (2.4) son un sistema no lineal, y se desea estudiar la estabilidad de
los puntos de equilibrio y el comportamiento de las soluciones cercanas a éstos, se utili-
za el teorema de Hartman y Grobman para establecer la estabilidad local de los puntos de
equilibrio, siempre y cuando éstos sean hiperbélicos?.

Se linealiza el sistema alrededor de el punto de equilibrio x*, donde la matriz Jacobiana
evaluada en el punto estd dada por

() 1fa(x)
J(x*) =
%gxl (x*) %gxz (x*)

QD

* o) * * *
donde fy,(x*) := SL(x") y g, (") := E(x").

2Un punto de equilibrio es hiperbdlico si: Re(L) # 0, siendo A un eigenvalor de la matriz Jacobiana.
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De la Jacobiana se calcula la traza y el determinante, los cuales son

THI) = (c5) + g () 8
Der(l) = 2 fux50)8u(x") = o fu (3 5)8, (") 2.9)
El polinomio caracteristico de la matriz esta dado por
Py(\) =A* = Tr(J)A+ Det(J) =0,

sus raices o los eigenvalores de la matriz Jacobiaba determinan la estabilidad de los puntos
de equilibrio, los cuales son

Mo = % (Tr(]) /T () - 4Det(J)> . (2.10)

Con esta informacion se puede realizar un anélisis sobre los eigenvalores de la Jacobiana
en base a la traza y el determinante. Si el determinante de (2.10) tiene signo negativo, los
eigenvalores A; > son reales de signo opuesto por lo tanto el punto de equilibrio es inestable
tipo silla.

En cambio, si el determinante tiene signo positivo los puntos de equilibrio pueden ser
nodos o focos, lo cual se determina con los signos de la traza, Tr(J), y el discriminante,
A= Tr?*(J) —4Det(J). Si el discriminante es negativo los puntos de equilibrio son focos, en
otro caso son nodos. El signo de la traza determinan la estabilidad, si la traza es positiva el
punto de equilibrio es inestable, en caso de que la traza sea negativa el punto de equilibrio es
estable.

Si el determinante es igual a cero, los eigenvalores son A = Tr(J) y A2 = 0, con lo cual no
se proporciona informacion suficiente para determinar la estabilidad del equilibrio, ya que
tenemos un punto no hiperbolico.

Para realizar el andlisis de los signos del determinante se ha graficado la ecuacién (2.9), en
la Figura 2.4 es posible observar que para valores de x; entre (-60.2,-40.2) el determinante es
negativo y para los intervalos de (-75,-60.2) y (-40.2,0) es positivo. Realizaremos el anélisis
de estabilidad partiendo de estos tres intervalos.

Caso 1. x; € (—75,—60.2) en este intervalo se tiene que el Det(J) > 0.

En este caso, para cualquier valor de x; en el intervalo la Tr(J) < 0 lo que implica que
todos los puntos en el intervalo son estables. Sin embargo, el discriminante esta dado por

A = Tr(J)*—4Det(J)

(¢

1 2
= (i) Ze () 4 (G e ()~ G e ().

En la Figura 2.5 es posible observar que la 7r(J) < 0 para todo valor de x; € (—75,—60.2)
y que el signo del discriminante varia en el intervalo marcado.
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Figura 2.4: Determinante de la Jacobiana evaluado para cada valor de x;. Es posible
observar que el determinante tiene un cambio de signo cuando x; ~ —60.2 y x; ~ —40.

» Eldiscriminante en x; € (—75,—71.3)U(—70.96,—61) es positivo, lo que implica que
el equilibrio es tipo nodo, y por la traza se sabe que es estable.

= El discriminante en x; € (—71.3,—70.96) es negativo, lo que implica que el equilibrio
es tipo foco, y por la traza se sabe que son estables.

JI}DI}S— !'.
1500 )
1[:'[:'[:'5- : 1

-f.--_-_: S S S TR S )

25|

Figura 2.5: Signo de la Tr(J) y A. En la grafica se presentan los valores que toma la traza de
la matriz Jacobiana con la linea continua y el discriminante de los eigenvalores con la linea
punteada para cada valor de x; € (—75,—60.2).
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Caso 2. x; € (—60.2,—40) en este intervalo se tiene que el Det(J) < 0.

En este caso el discriminante es positivo para todo valor de x; en el intervalo, lo cual
se puede obsevar de manera grafica en la Figura 2.6, por lo cual se tiene que los puntos
de equilibrio son tipo nodo. Sin embargo, en este intervalo la traza varia de signo como se
puede ver en la Figura 2.7 y conforme cambia el signo de la traza, cambia la estabilidad del
equilibrio.

= En el intervalo de x| € (—60.2,—41.7) la traza es negativa, por lo cual el equilibrio es
estable. En este intervalo se tiene un nodo estable.

= En el intervalo de x; € (—41.7,—40) la traza es positiva, por lo cual el equilibrio es
inestable. En este intervalo se tiene un nodo inestable.

3000} :
4 ..DDD:-' .l'._ ]
1000 F Lo
ok L
-60 - 55 ~50 —45 —40

0

Figura 2.6: Discriminante de la ecuacién (2.10) para valores de x; € (—60.2,—40). Es po-
sible observar que para todos los valores de x| perteneciente a este intervalo el discriminante
es positivo.

Existe un punto a partir del cual se da un cambio en la estabilidad, ya que el punto de
equilibrio pasa de ser inestable a estable, aunque mantiene el tipo de punto. Se considera que
x3 ~0.22 y x; = —41.47, con estos valores se tiene que

Det(J) > 0
Tr(J) = 0
Tr*(J) —4Det(J) < 0

con estos datos se sabe que el sistema linealizado posee un eigenvalor con parte real cero y
de la forma
7\,172 =+ Det(.])i.

Por lo tanto, se tiene que el sistema (2.4) posee s6lo dos eigenvalores en xg que son ima-
ginarios puros. Los cuales cumplen la primera condicion del Teorema A.1.4 (ver Apéndice

14



—60 - 55 -50 —45 —40

*

Figura 2.7: Traza de la Jacobiana para valores de x; € (—60.2,—40). Es posible ob-
servar que en este intervalo la traza presenta variaciones en su signo, para valores de
x1 € (—60.2,—41.7) la traza es negativa, mientras que para x; € (—41.7,—40) la traza es
positiva.

A).
Para la segunda condicion del mismo teorema, se tiene que los eigenvalores alrededor del
punto son de la forma

Moo= —Tr \/Tr —4Det(J).
por lo cual,
d 4 (Tr) 1
g (e (B =g 20

lo que cumple con la segunda condicién. Con estas dos condiciones se tiene la existencia de
una bifurcacion tipo Hopf para el punto mencionado.

Caso 3. x| € (—40,0) en este intervalo se tiene que el Det(J) > 0.

Este caso se muestra en las Figuras 2.8 y 2.9, se observa los valores que toma la traza y el
discriminante segun varia x; en el intervalo. El discriminante siempre se mantiene negativo,
por lo cual para este intervalo se tienen puntos de equilibrio tipo foco. Sin embargo, la traza
varia de signo por lo cual la estabilidad de los puntos cambia.

Ademads para valores de x3 ~ —0.0097 y x; ~ —27, se tiene que

Det(J) > 0
Tr(J) = 0
Tr*(J) —4Det(J) < 0
con estos datos se sabe que el sistema linealizado posee un eigenvalor con parte real cero y

de la forma
7u172 ==+ Del‘(])i.
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-100} ]
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—2oo bk . . .
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1

Figura 2.8: Traza de la Jacobiana para valores de x; € (—40,0). Es posible observar que
en este intervalo la traza presenta variaciones de signo, para valores de x| € (—40,—27) la
traza es positiva, mientras que para x; € (—27,0) la traza es negativa.

OF

=30000

— 100000
<

= 150000

= 200000

@ S -2 o

X1

Figura 2.9: Discriminante de la ecuacion (2.7) para valores de x; € (—40,0). Es posible
observar que para todos los valores de x; en el intervalo el discriminante es negativo.

Por lo tanto, se tiene que el sistema (2.4) posee so6lo dos eigenvalores en xp que son ima-
ginarios puros. Los cuales cumplen la primera condicion del Teorema A.1.4 (ver Apéndice
A). Para la segunda condiciéon del mismo teorema, se tiene que los eigenvalores alrededor
del punto son de la forma

1 1
— - 2 _ .
Mo = 2Tr(J)iz\/|Tr (J) —4Det(J)|i.
por lo cual,

4 (Re(Mx3)))

dx;

d (Tr()\ 1
“an (7)1

lo que cumple con la segunda condicion. Con estas dos condiciones se tiene la existencia de
una bifurcacion tipo Hopf para el punto mencionado.

X3=x3
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Caso 4. Transiciones.

Otros puntos a analizar, son cuando se da la transicion en los signos del determinante. Se
considera que x3 = 0.225, el punto de equilibrio es x* = (x},x5;x3)7 con x} ~ —40 y x} =
n.(x7). En base al andlisis realizado por intervalos, en este punto ocurre una transicion de
un punto inestable tipo silla-nodo a un foco inestable, es decir, ocurre un cambio en el tipo
de punto.

En este caso se tiene que

Det(J) = 0
Tr(J) < 0
con estos datos se sabe que los eigenvalores de la matriz evaluada en x* son A} = Tr(J) # 0

y Ay =0, con los cuales se cumple la primera condicion del Teorema A.1.1 (ver Apéndice
A). Para la segunda condicion del mismo teorema se tiene que

d *
if 1l () —200(75 +x1)
A () = _
dX3 d *
%%(X ) 0 x1=x]

como x] # —75 la primera derivada del vector no se anula, por lo cual se cumple la segunda
condicion del teorema.

Ademas,
1d2f * 1d2f *
o @) 2 () 339871 0
Y= -
dx 42 N 42 N
ofi(r)  2fH(w) 0.0221135 0

como la matriz es distinta a la matriz nula, se cumple la tercera condicién. Por lo tanto, como
se cumplen las tres condiciones se tiene que existe una bifurcacion tipo silla-nodo.

Por ultimo, el punto de equilibrio a considerar es cuando x3 =0.174514, y x* = (x’lk , xé;x3)T
tal que x] =~ —60 y x5 = n..(x}). Segtin el andlisis por intervalos, en este punto ocurre la tran-
sicidén de un punto inestable tipo silla-nodo a un nodo estable, es decir, ocurre un cambio en
el tipo de punto y en la estabilidad. En este caso tenemos que Det(J) = 0, con esto se sabe
que los eigenvalores de la matriz evaluada en xo son A} = Tr(J) # 0y A, = 0, lo que cumple
con la primer condicion del Teorema A.1.1 (ver Apéndice A). Para la segunda condicion se
tiene que

af ¢ x
Y 1ol (x) —200(75 +x1)
—(x frd e
dX3 d *
%%(X ) 0 x1=x]

igual que en caso anterior, como x] # —75 la primera derivada del vector no se anula, por lo
cual se cumple la segunda condicion.

Ademas,
1d>f [ % 1d%f / x
5 tar ) T 226653 0
—((") = =
dx 2 2
d % d *
() TR 0.00063737 0



como la matriz es distinta a la matriz nula, se cumple la tercera condicion del teorema. Por
lo tanto, como se cumplen las tres condiciones se tiene que existe una bifurcacion tipo silla-
nodo.

En la Figura 2.10, se muestra la bifurcacion del equilibrio del sistema rapido, donde las
lineas continuas representan estabilidad y las lineas punteadas inestabilidad. En el intervalo
de x; € (—75,—60) se tienen nodos, entre los cuadrados se tienen equilibrios tipo silla nodo
y para x; € (—40,0) se tienen focos. Los cuadrados determinan las bifurcaciones silla-nodo,
mientras que el circulo la bifurcacién tipo Hopf.

3tk

-7 - -0 -40 -30 -0 -10 il

#1

Figura 2.10: Bifurcacion del equilibrio del subsistema rapido. En la grafica se muestra la
relacion entre las variables xj y el pardmetro x3 donde la curva marcada son los puntos de
equilibrio del subsistema rdpido. Ademds es posible observar la estabilidad y las bifurcacio-
nes existentes en dicho modelo.

2.1.1.2. Subsistema lento

La dindmica para el subsistema lento estd dada por

. Selx1) —x3+P
X3 = -
N

(2.11)

se calcula el punto de equilibrio para esta ecuacion y se tiene que x; = s..(x1) 4 3. Se sabe que
sobre esta curva la %3 > 0, mientras que por debajo % < 0, y es como surge la transicion
entre la fase activa e inactiva del sistema dependiendo del cambio de signo en la derivada el
cual es determinado por el parametro [3, el cual es importante para determinar el equilibrio

general del sistema.

2.1.2. Equilibrio del modelo dimensional para una célula aislada

Ya que se tienen los puntos de equilibrio de los susbsistemas para el modelo dimensional
de la célula B. Como se desea determinar el equilibrio del sistema serd necesario analizar si
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existe un valor donde las curvas de los equilibrios se crucen. Del subsistema rapido se tiene
la ecuacion (2.7) mientras que del subsistema lento se tiene x3 = s..(x1) + P.
Se igualan las ecuaciones

_ 8caMoo(X1) (X1 —Vea)  8KNes(x1)(x1 — vK)
8s(x1—vk) 8s(x1—vk)

Soo(xl) +B =

nuevamente no es posible determinar de manera explicita el punto de equilibrio. Sin embar-
go, utilizando los pardmetros marcados en la Tabla 2.1 se grafican las curvas de equilibrio
tanto del subsistema rdpido como el subistema lento y es posible observar que existe un cru-
ce entre ellas, lo que se determina que existe un punto de equilibrio xg = (x’l‘,xﬁ,)@)T

En las Figuras 2.11 y 2.12 es posible observar que las curvas se intersecan en distintos
puntos dependiendo del parametro § que se encuentra en la dindmica lenta del sistema. En
el primer caso B = 0 ( ver Figura 2.11) , la interseccion ocurre en una parte inestable del
subsistema rdpido, x] ~ —52.56, entonces el punto de equilibrio general es

xo ~ (—52.56,0.0017437,0.18908)"

y en las solucidn del sistema es posible observar oscilaciones en sus tres estados (ver Figura
2.2(a)), se dice que la célula esta activa. En el segundo caso f = 0.1 (ver Figura 2.12) la
interseccion ocurre en la parte estable del subsistema rdpido y en la solucidn del sistema
es posible observar que no se presentan oscilaciones en los estados (ver Figura 2.2(b)), el
sistema alcanza un estado estacionario y se dice que la célula esta inactiva.

L L L L L L L L
- —fill - 50 -40 -0 -4n -10 0

“1

Figura 2.11: Equilibrio del modelo dimensional con 3 = 0. Se presentan las intersecciones
de las curvas de equilibrio del subsistema rapido y el subsistema lento con el parametro § = 0,
el punto donde ambas curvas se intersecan es el punto de equilibrio del modelo dimensional,
en este caso es un punto de equilibrio inestable.
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Figura 2.12: Equilibrio del modelo dimensional con 3 = 0.1. Se presentan las interseccio-
nes de las curvas de equilibrio del subsistema rapido y el subsistema lento con el pardmetro
B = 0.1, el punto donde ambas curvas se intersecan es el punto de equilibrio del modelo
dimensional, en este caso es un punto de equilibrio estable.

2.2. Modelo adimensional de una célula 3 aislada

Se considera el modelo propuesto por Pernarowski [30], el cual es una adimensionalizacién
del modelo de Sherman-Keizer-Rinzel con un cambio de variables. El modelo propuesto
esta dado por

Xo= fla)—x2—k(x3) (2.12)
1

X = E(ww(xl)—xz) (2.13)

x3 = ¢€(h(x;)—x3) (2.14)

donde x; es relativo al potencial de membrana, x, es relativo a pardmetros de activacion de
los canales de flujo i6nico y capacitancia de membrana, x3 es relativo a las concentraciones
de calcio intracelular u otros agentes que generan los disparos en las células.

Ademis,

a 1
flx1) = —§x?+aﬁx%—|—<z—a(ﬁ2—n2))x1

a . 1 R
Wel(x]) = (’c—§>x?—|—aux%+(E—a(u2—n2)—3’c)x1—3’c
k()C3) = TX3
h(x1) = PBlxr —up)

Los valores de los pardmetros para realizar las simulaciones de este modelo, como las
presentadas en la Figura 2.13 se muestran en la Tabla 2.2. En este caso ya que se tiene que
el modelo es adimensional, los pardmetros y los estados no poseen unidades.
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a 100 200 300 400 500 BE00

a 100 200 300 400 500 GO0

|:| L L L L L
a 100 200 300 400 500 GO0
t

(a) Células Activas ug = —0.954

<+ -1.04 F\\x‘
11 I I 1 I 1
a 100 200 300 400 500 B00
t
-1.1 T T T T r
M
-T2 8
_1 14 1 1 1 1 1
a 100 200 300 400 500 GO0
t
1.02 T T T T r
0101 8
1 L L L L L
a 100 200 300 400 500 GO0

(b) Células Inactivas ug = —1.3
Figura 2.13: Simulaciéon numérica de una solucion del sistema (2.12)-(2.14), donde la

variable x es relativa al potencial de membrana, x, es relativa a los canales i6nicos, y x3 es
relativo a la concentracion de agentes que estimulan los disparos.
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_ 1 _ 3 ~ 3
a=g N=1% U=3
B=4 T=1 € =0.0025

Célula activa Célula inactiva
ug = —0.954 ug = —1.3

Tabla 2.2: Pardmetros para el modelo adimensional de la célula 3

2.2.1. Analisis de subsistemas rapido-lento

En esta seccidn se presenta un estudio de las ecuaciones del modelo adimensional, donde
se divide al sistema de las células 3 como dos subsistemas: un subsistema rapido formado
por las ecuaciones (2.12)-(2.13) y un subsistema lento formado por la ecuacién (2.14). Dicho
estudio servird como preambulo para entender el comportamiento dindmico de las células .

2.2.1.1. Subsistema rapido

Se consideran las ecuaciones (2.12)-(2.14) como el subsistema rapido con x3 como parame-
tro de bifurcacion,

X1 = f(x1) —x2—x3

. (2.15)
Xy = Woo ()C]) — X2
Primeramente, se obtienen los puntos de equilibrio del subsistema anterior, es decir,
X1 =0 (2.16)
X2 = 0 (2.17)

De la primera ecuacion (2.16)se tiene que x; = f(x]) —x3. Mientras que de la segunda ecua-
cion (2.17) se tiene
x3 = —x3+3(x; +1). (2.18)

Por o tanto, el punto de equilibrio es de la forma x* = (x], f(x) —x3)7 con x} tal que
cumple con la ecuacién (2.18). Como las ecuaciones de (2.15) son un sistema no lineal y
se desea estudiar la estabilidad del equilibrio y el comportamiento de las soluciones en una
vecindad de estos, se linealiza el sistema

I = < Ja () :i )

Weoy, (X])

donde la traza y el determinante estin dados por

Tr(J) = fu(x7)—1 (2.19)
Det(J) = Weoy, (x]) — fr, (7). (2.20)

El polinomio caracteristico de la matriz esta dado por

Py(A) =A% = Tr(J)A+Det(J) =0
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sus raices o los eigenvalores de la matriz Jacobiana son

Ais = % (Tr(]) + /10 - 4Det(]))

Se realiza un andlisis como en el modelo anterior, en base a los signos de la traza y el
determinante. Ademads, ya que las soluciones para la variable x; oscilan en un intervalo de
(—5,5) s6lo consideraremos este intervalo para el anlisis.

El determinante estd dado por Det(J) = 3x7 — 3, lo que implica

Det(J) < 0 < |x| < 1
Det(J) > 0 < |x] > 1
Det(J) = 0 < |x] =1

Caso 1. x| € (—5,—1) en este intervalo el Det(J) < 0.

Para estos puntos la traza es negativa, ya que todos los sumandos son negativos en este
intervalo, asi que los puntos de equilibrio son estables.
1, 3 27

L )
4x1+4x1 64<

Si se analiza el signo del discriminante para ver de qué tipo de equilibrio, se tiene que

Tr(J) =

2
A= (—%x%—l—%xl —2—1) —4(3x3 -3) (2.21)
en la Figura 2.14 se puede observar que el discriminante en el intervalo x; € (—5,—1). Sin
embargo, el discriminante es igual a cero para x| ~ —1.09465. Esto indica, que existe un
cambio de signo, por lo tanto, en el intervalo de (—5,—1.09465) el discriminante es negati-
vo lo que implica que son focos estables. Mientras que para (—1.09465, —1) el discriminante
es positivo por lo tanto en este intervalo se tienen nodos estables.

< I
-100}

—150}

Figura 2.14: Discriminante de la ecuacion (2.21) en el intervalo de x; € (—5,—1). Se
muestran los valores que toma el discriminante para el caso de este intervalo, el cual toma
valores negativos hasta el punto x| ~ —1.09465.

23



Caso 2. x; € (—1,1) en este intervalo el Det(J) < 0.

Como el determinante tiene signo negativo, esto implica que en esta region se tienen puntos
de equilibrio inestables tipo silla-nodo. Sin importar el valor que tome la traza y el discrimi-
nante.

Caso 3. x; € (1,5). en este intervalo el Det(J) > 0.
En la Figura 2.15, es posible observar que el discriminante es negativo para todo valor de x1,
lo que implica que el equilibrio es de tipo foco.

-30
-100
~130
~200

-250

x1

Figura 2.15: Discriminante evaluado en x; € (1,5). Es posible observar que el discriminan-
te es negativo para todo valor de x; en el intervalo.

En la Figura 2.16 es posible observar que en el intervalo (1,2.25) la traza es positiva lo que
indica la inestabilidad del punto, mientras que para el intervalo (2.25,5) la traza es negativa
lo que implica la estabilidad del punto.

] Sm—

Tril)

1 2 3 4 3

25|

Figura 2.16: Traza evaluada en x; € (1,5). En este intervalo la traza cambia de signo en
x1 = 2.25 por lo cual la estabilidad del equilibrio cambia en este valor.
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Caso 4. Transiciones

Los puntos que quedan por analizar, son los puntos de equilibrio no hiperbdlicos que son
los puntos en los cuales ocurre un cambio en la estabilidad del equilibrio o el tipo de punto.
Estos puntos son los cuales el Det(J) = 0, por lo cual la matriz Jacobiana posee dos eigen-
valores, uno con parte real cero y otro Tr(J).

Six} = —1y x3 =1, el punto de equilibrio es de la forma x* = (x},x5;x3)7 con x} =
f(—=1) — 1. Para comprobar que es un punto de equilibrio, debe de cumplirse con la ecuacion
(2.18)

1 = —x3 431 +1)
= (=1 +3(=1+41)

con lo cual cumple la ecuacion. Por el andlisis anterior se tiene que en una vecindad del
punto ocurre un cambio de un nodo estable a un silla-nodo, lo que indica que cambia la
estabilidad y el tipo de punto. Se considera el Teorema A.1.1 (ver Apéndice A), que indica
la existencia de una bifurcacion tipo silla-nodo, se tiene que cumple la primera condicién al
existir el punto de equilibrio y para la segunda se tiene

d *
df %ﬁ(x ) —1
) = =
dx3 .
v S| 0

con lo cual, es claro que el vector es distinto al vector nulo, por tanto se cumple la segunda
condicion.

Ademas,
2 0
dJ( S 4
—(x —
dx ~19
- 0

como la matriz es distinta a la matriz nula, se cumple la tercera condicion del teorema. Por lo
tanto, debido a que se cumplen las tres condiciones se tiene que existe una bifurcacién tipo
silla-nodo.

Ahora, para el caso de x] =1y x3 =5, el punto de equilibrio es de la forma x* =
(x},x5;x3)T con x = (1) — 5. Para comprobar que es un punto de equilibrio, debe de cum-
plirse con la ecuacién (2.18)

5 = —x+3(x+1)
—(1°+3(1+1)
Por el andlisis anterior, se tiene que en este punto ocurre un cambio de foco inestable a
silla-nodo, cambiando el tipo de punto. Considerando el Teorema A.1.1(ver Apéndice A) que

indica la existencia de una bifurcacion silla-nodo, se tiene que cumple la primera condicién
al existir el punto de equilibrio y para la segunda condicién se tiene
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df i Tdxs
X *
Lae )|, o

es claro que el vector es distinto al vector nulo, por lo cual se cumple la segunda condicion.
Ademis,

1
LT
dx N 25

5 0

como la matriz es distinta a la matriz nula, se cumple la tercera condicion del teorema. Por
lo tanto, se tiene una bifurcacion silla-nodo.

Para x] = 2.25 y x3 = —12 el punto de equilibrio es de la forma x* = (x},x5)” con

xy = f(2.25) + %. Para comprobar que es un punto de equilibrio, debe cumplir con la
ecuacion (2.18)
105
—6—4 = —X? +3(X1 + 1)
= —(2.25°+3(2.25+1)

En base al andlisis anterior, se tiene que en una vecindad de este punto de equilibrio ocurre
un cambio de foco estable a foco inestable, es decir, un cambio de estabilidad del punto. Con
estos valores se tiene que

Det(J) > 0
Tr(J) = 0
A=Tr*(J)—4Det(J) < 0
se sabe que el sistema linealizado posee un eigenvalor con parte real cero y de la forma
7u172 = ++/Det(J)i.

Por lo tanto, se tiene que el sistema (2.15) posee s6lo dos eigenvalores en x* que son
imaginarios puros. Con los cuales se cumple la primera condicién del Teorema A.1.4 (ver
Apéndice A).

Para la segunda condicion se tiene que los eigenvalores alrededor del punto son de la forma

Ais = %Tr(]) + %\/ T12(J) — 4Det(J)].

por lo cual,

L (Re(Mx3)))

dx;

()

X3=x}

Asi con estas dos condiciones se establece la existencia de una bifurcacion tipo Hopf para
el punto mencionado.
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2.2.1.2. Subsistema lento

En el subsistema lento se tiene que
X3 = S(h(xl) —X3)

El punto de equilibrio de este subsistema es

€(h(x1) —x3) 0
e(B(x1 —ug) —x3) = 0
x3 = Pl —up).

Se sabe que sobre la curva X3 > 0, mientras que por debajo x3 < 0. Por lo cual surge la
transicion entre la fases activas e inactivas ocurre cuando existe un cambio de signo en la
derivada el cual esta determinado por el pardmetro ug.

2.2.2. Equilibrio del modelo adimensional para una célula aislada

Ya que se tiene el equilibrio del subsistema rapido (2.15), los cuales son de la forma
Xt = (xT,xz;m)T y los puntos de equilibrio del subsistema lento que son x3. Entonces, como
el equilibrio del sistema son todos los puntos donde se intersecan ambas curvas de equilibrio
y estéd dado por xg = (x},x3,x5)7.

Se igualan las ecuaciones

—x+3(n+1) = Blxi—up)
A+ (PB-3)x+(-3—Pug) = O. (2.22)
las soluciones reales de la ecuacion (2.22) son los puntos de equilibrio del sistema en general.
Como es un polinomio cubico reducido, es decir, no tiene el término cuadrético es posible

utilizar la Férmula de Cardano para encontrar las raices del polinomio [19].
En nuestro caso, el discriminante de la ecuacién cubica esta dado por

1 2, Lo o3
D= (Bug +3)+ 35 (B—3)’ (223)

donde

= Si D > 0, entonces solo existe una raiz real y dos complejs conjugados, por lo tanto
existe s6lo un punto de equilibrio.

= Si D =0, entonces todas las raices son reales y por lo menos dos son iguales. Si las
tres raices son iguales se tiene un punto de equilibrio de multiplicidad tres. Si se tienen
dos raices iguales y una distinta, entonces existen dos puntos de equilibrio uno de
multiplicidad dos y otro de multiplicidad uno.

= Si D <0, entonces todas las raices son reales y distintas, por lo tanto existen tres puntos
de equilibrio distintos.
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Se analizan cada uno de los casos para el modelo adimensional.

Casol1l.D=0
J(Bug+3)° = 0
(Bu +3)> = —%(6—3)3
Pug+3 = 3\/_([3 3)3/2 Deaqui p<3
Bug = 3\/—(6 3243
ug = %( M(B 3)3/2+3)
Caso2.D <0
1 (Bug+3)° < 0
(Bug +3)° < —a(B—3)
Pug+3 < 3\/_([3 3)3/2 De aqui B <3
Bug < 3\f<[s 33243
o < otz
Caso3.D >0

1 32 )

ug > B( 3\/_([3 3)77%+3

con esto se tiene que el parametro ug no sélo determina la actividad o inactividad de las
células, sino que también determina cudntos equilibrios tiene el sistema. En el caso de
que el pardmetro ug = —0.954 el punto de cruce es en x} = —%, por lo cual el equilibrio
es xo ~ (—%, %, %)T, si analizamos los eigenvalores de la Jacobiana evaluada en ese
punto se tiene que dos son positivos, por lo cual el equilibrio es inestable. En el caso de
que el pardmetro ug = —1.3 el punto de cruce es xj = —1.05, por lo cual el equilibrio es
xo ~ (—1.05,—1.1,1)T analizando los eigenvalores de la Jacobiana, se tiene que todos son
negativos, por lo cual el equilibrio es estable.

En la Figura 2.17 la curva representa la dindmica de los puntos de equilibrio del subsis-
tema rdpido, la linea continua representa estabilidad y la discontinua inestabilidad. Mientras
que las lineas paralelas que la cruzan representan equilibrios del subsistema lento bajo una
variacion del pardmetro ug.

El cruce con la linea superior representa un punto de equilibrio inestable, mientras que el
cruce con la linea inferior representa un punto de equilibrio estable. Los cuadrados marcados
en la gréfica representan la bifurcacion tipo silla-nodo, y el rombo representa la bifurcacion
tipo Hopf.
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*3

(b) up=—1.3

Figura 2.17: Equilibrio del modelo adimensional. Se presentan las intersecciones de las
curvas de equilibrio de los subsistemas rapido y lento del modelo adimensional con distintos
valores del pardametro ug, el punto donde ambas curvas se intersecan es el punto de equilibrio
del modelo adimensional.
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Los dos modelos matemaéticos presentados sirven como predmbulo para el entendimiento
y comprension del funcionamiento de las células 3 especificamente en relacién con la activi-
dad eléctrica de éstas. Es importante mencionar, que para realizar el anélisis cualitativo de un
islote se toman modelos matematicos no lineales y simplificados. Por esto, en este capitulo
se han considerados dos modelos matemdticos deterministas, con la finalidad de comprender
mejor el funcionamiento de la célula B y poder generar el modelo de un ciimulo de células.

La mayoria de los modelos matematicos que describen el comportamiento eléctrico de las
células B son modificaciones del primer modelo propuesto por Chay-Keizer, algunos con-
sideran diferentes corrientes i6nicas o diferentes agentes externos que generan las rafagas.
En este capitulo se presentaron dos modelos matematicos un modelo dimensional el cudl in-
cluye las caracteristicas minimas para generar las oscilaciones de las células B y un modelo
adimensionalizado propuesto por Pernarowski.

En el modelo dimensional es mds sencillo verificar si las simulaciones numéricas obte-
nidas coinciden con las presentadas por estudios bioldgicos o fisiolégicos y un modelo adi-
mensional. En cambio, en el modelo adimensional es necesario recurrir al cambio de variable
para verificar si las simulaciones cumplen con las presentadas por bidlogos.

Matematicamente para resolver puntos de equilibrio, el andlisis de estabilidad y sus bi-
furcaciones es mds sencillo trabajar con el modelo adimensional. En el modelo dimensional,
la dnica limitante encontrada es que en la bisqueda del punto de equilibrio, se observa que
existe una discontinuidad relacionada con el potencial de membrana de la célula. En el mo-
delo adimensional, no se tienen limitantes en el cdlculo de los puntos de equilibrio, s6lo que
si se desea hacer una modificacién en algin parametro es necesario realizar el cambio de
variables y adimensionalizar.

En ambos modelos se tienen reconocidos los pardmetros que determinan la actividad o
inactividad de las células, este pardmetro afecta de manera directa al cambio en la concen-
tracion de agente externo que genera los disparos.

Con la informacion obtenida en este capitulo se tiene una base para empezar a estudiar el
comportamiento dindmico de un cimulo de células f.
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Capitulo 3

Células pancreaticas 3 acopladas

En este capitulo se analiza como es la estructura y dindmica de un cimulo de células B
las cuales se pueden estudiar por teoria de redes. La estructura se interesa en las propieda-
des topdlogicas de la red, es decir, las propiedades que nos dicen como estdn conectados los
nodos unos con otros. Mientras que la dindmica se interesa en el comportamiento fenome-
nolégico de las caracteristicas de los nodos y la red en conjunto, sincronizacion, transiciones
de fase, etc. En la seccion 3.1 se incluyen algunos de los conceptos bésicos de la teoria de
redes. En la seccién 3.2 se propone una estructura de un grafo en la cual se incluyen un con-
junto de supuestos y simplificaciones ademdas de realizar un andlisis de la estructura. En la
seccion 3.3 se estudia la dindmica de la red generada con la finalidad de encontrar diferentes
comportamiento dindmicos en estos arreglos.

3.1. Conceptos basicos

3.1.1. Teoria de grafos

A continuacion, se presentan definicionas basicas en la teoria de grafos [20, 26, 15].

Un grafo se define com un par ordenado G = (V,E), donde V = {v,v2,---,vy} es un
conjunto no vacio de nodos o vértices y E = (v;,v;) es un conjunto de parejas ordenadas
E C N x N que se denominan enlaces o aristas. Cada par ordenado (v;,v;) se llama enlace
dirigido del nodo v; al nodo v;. El grafo G se llama no dirigido si para cada par (v;,v;) € E
también existe una par (v;,v;) € E. De lo contrario, el grafo se denomina dirigido.

Propiedades

El orden del grafo esta dado por el numero de vértices de un grafo G, y se denota por
N =[V(G)].

El tamario del grafo es el nimero de enlaces de G, y se denota por M = |E(G)]|. El

. . P N(N-1)
nimero minimo de enlaces en un grafo G es 0 y como maximo tienen —5

Dos enlaces son independientes si no tienen vértices en comun.

Si un enlace relaciona dos vértices (v;,v;) se dice que v; y v; son vértices adyacentes.
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= Un autoenlace es un enlace que relaciona al mismo nodo, es decir, un enlace donde el
nodo incial y el nodo final coinciden.

Grado de nodo. En un grafo no dirigido, si v € V(G), el grado de nodo, denotado por k(v),
es el nimero de enlaces que son incidentes a v. Un enlace es incidente a un nodo si éste lo
une a otro. Un grafo no dirigido en el cual cada nodo tiene el mismo grado se llama grafo
regular. En un grafo dirigido cada nodo v posee dos grados de nodo: El grado de nodo de
entrada de v, k-(v), es el nimero de enlaces que tienen al nodo v como nodo final, y el grado
de nodo de salida, k+(v) , es el nimero de enlaces que tienen al nodo v como nodo incial, de
tal forma que k(v) = k-(v) + kT (v).

A un nodo de grado cero se le denomina nodo aislado. A un nodo de grado uno se le
denomina nodo términal o extremo.

3.1.2. Representaciones de grafos

Existen formas de representar un grafo.

Representacion grafica:

Consiste en un grafico o diagrama donde los nodos se representan mediante puntos, y la
representacion de los enlaces depende del tipo de grafo que se tenga. En el caso de un grafo
no dirigido, los nodos se unen por segmentos. Si el grafo es dirigido los nodos se unen
mediante flechas que indican el nodo inicial y el final. Ver Figura 3.1.

\‘\ T . " / \ M- f
L . 4; \_ ) - g 4!
. o T -~
T~ — T~ //”/

h‘a // ‘M\H‘ -
(a) Grafo no dirigido (b) Grafo dirigido

Figura 3.1: Representacion geométrica de un grafo. Se presentan dos grafos de seis nodos
cada uno donde (a) es un grafo no dirigido, sus enlaces son representados por una linea, y
(b) es un grafo dirigido, sus enlaces son representados por una flecha.

Representacion matricial:
La matriz de adyacencia de un grafo G, es la matriz cuadrada y constante A = (a;;), con
dimensiones N x N, con N como el numero de nodos [15].

Si G es un grafo no dirigido se tiene:

g 1, si(vi,vj) €E (siestdn conectados)
YL 0, si(vi,vj) ¢ E - (sino estdn conectados).

En este tipo de grafos la matriz de adyacencia A es simétrica, es decir, a;; = aj;, para toda
vi,vj €EV.
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Si G es un grafo dirigido se tiene:

1, si(vi,vj) €E
ajj = —1 si (Vj,V,')EE
0, en otro caso.

Sea G = (V,E) un grafo con N nodos y M enlaces. El conjunto de nodos es denotado por
V ={vi,v2,---,vy} yel conjunto de enlaces E = {ey,ez,--- ,en}. A este grafo le correspon-
de una matriz N X M denominada la matriz de inciencia de G, denotada por B, y representa
cudntas veces el nodo v; es incidente con un enlace e;; se considera que un lazo es dos veces
incidente con su Unico extremo, en esta matriz cada columna corresponde a un enlace y cada
renglon corresponde a un vértice.

Si G es un grafo no dirigido se tiene:

I,  siv;esincidente ae;
bijj=14 2, si e; es un autoenlace en v;
0, en otro caso.

—1,  siv;eselnodo inicial de e;
1, si v; es el nodo final de e;
2, si e; es un autoenlace en v;
0, en otro caso.

La matriz Laplaciana de G es una matriz tamafo N x N denotada por L de G.

k(v,-), si Vi=Vj
lij = -1 siv; # v; (v; es adyacente a v;)
0, en otro caso.

k(v;) indica el grado del i-ésimo nodo.

Recorridos en grafos
Si v; y v; son dos nodos de G, un caminata es una sucesion de nodos que comienza en v;
y términa en v;. Los nodos v; y v; se denominan nodo inicial y final, respectivamente. La
longitud de la caminata es el nimero de enlaces, r, que contiene la sucesion.

Una caminata que no contiene nodos repetidos se llama camino o trayectoria. Mientras
que una caminata sin enlaces repetidos se llama recorrido o circuito.

Un ciclo es un camino donde el nodo incial y el nodo final son el mismo, pero ademds no
se repite ningin nodo a excepcion del primero y el ultimo.

Algunas otras propiedades de los grafos son descritas en el Apéndice B.

3.2. Estructura de la red

Si bien los conceptos de la seccién anterior nos sirven como desarrollo matematico de
una teoria, en términos coloquiales es posible considerar a una red como un conjunto de
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nodos entre los que existe una conexion. Con ello es posible representar cosas tan simples
como los diagramas de la Figura 3.1, hasta cosas mas complejas como a la sociedad donde
el conjunto de nodos son las personas y el conjunto de enlaces pueden ser las relaciones
que existan entre ellos. En nuestro caso, el conjunto de nodos son el cimulo de células y el
conjunto de enlaces son las conexiones de las células que estan establecidas por las formas
de comunicacion entre las células.

Se ha generado una red de células 3. A continuacion se presentan algunos de los supuestos
para la construccion de esta red.

H1. El conjunto de nodos son las células, las cuales se consideran esferas rigidas de radio r.

H2. Comunicacion entre células: Se considera como comunicacion intercelular a las uniones
de hendidura (gap-junction).

H3. Uniones de hendidura: Las uniones de hendidura coinciden con el punto de contacto de
las células y la conductancia de estas uniones es relativa a la magnitud de la fuerza de
acoplamiento.

H4. Conexion de las células: Se consideran conexiones simétricas, es decir, si la célula A
esta conectada con la célula B, entonces la célula B esta conectada con la célula A.

HS. Arreglo de células adyacentes: Se considera que dos células son adyacentes si sus mem-
branas estdn en contacto fisico. En términos matemaéticos se denotard con 1 si existe el
contacto y con 0 si no existe.

Con respecto a las consideraciones H1 y HS, en base a la geometria de la esfera y a
estructuras cristalinas se tiene que alrededor de una esfera el nimero méximo de vecinos de
la misma forma y radio son otras doce esferas, a dicha estructura se le llamara celda (Ver
Figura 3.2).

Figura 3.2: Arreglo de trece esferas. Estructura minima de un arreglo de trece esferas co-
nocida como celda. Las capas superior e inferior estdn formadas por cuatro esferas cada una,
mientras que la capa media estd formada por cinco esferas.
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En este caso, el conjunto de nodos son las células (o esferas) y a cada esfera se le etiqueta
con un nimero natural V = {1,2,--- 13}. El conjunto de enlaces se define por las esferas
que se tocan en un punto, ademds con H4 se tiene un grafo no dirigido, ya que las conexiones
son simétricas, ver Figura 3.3.

Figura 3.3: Representacion grafica de la celda.Se muestra un grafo no dirigido de trece
nodos y 36 enlaces que representa la celda, en base al arreglo tridimensional mostrado en la
Figura 3.2.

Representacion matricial de la celda

La representacion matricial de la celda estd dada por la matriz de adyacencia

0101110O0T1O0O0QO00O0
1 010111000O0O0O00O0
01011011O0O0O0°QO00
10101001T1O0O0O0O0
111 10111111T171
1100100O0O01T1TO00O0
A=101101000O0O0T1T1O0
0011100O0O0O0O0T1]71
1 0011000O01O00O0°1
000O0OT1T1TO0OO0O1O01O01
0000111O001O010
000O0OT1O0OT1T1O0O0T1TQO071
0000100111010
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y la matriz Laplaciana

-5 1
1 -5
0 1
1 0
I 1
I 1
L= 0 1
0 O
1 0
0 O
0 O
0 0O
0 0O

1 1 I 0
1 0 1 I 1
=5 1 1 0 1
1 =5 1 0 O
1 I —-12 1 1
0 0 1 -5 O
1 0 1 0 -5
1 1 1 0 O
0 1 1 0 O
0 O 1 I 0
0 O 1 I 1
0 0 1 0 1
0 0 1 0 O

0 1 0 0 O
0O 0 O 0 O
1 0 0 0 O
1 1 0 0 O
1 1 1 1 1
0O o 1 1 O
0O 0 o0 1 1
-5 0 0 0 1
0 -5 1 0 O
0O 1 -5 1 O
O o 1 -5 1
1 0 0 1 =5
1 1 1 1

—_ O = = =, OO = OO0 o0

|
)

la cual es una matriz simétrica, semidefinida negativa e irreducible, y sus eigenvalores son
reales no positivos, los cuales son

6<7\‘> = {07 _37 _37 _37 _57 _57 _57 _7, _7, _7, —7, —7, —13}

Propiedades de la celda

Algunas de las caracteristicas topoldgicas (ver Apéndice B) de la celda se encuentran en
la Tabla 3.1. Ademas se tiene que el grafo es conexo, no dirigido, no ponderado, simétrico,

simple y no vacio.

Orden del grafo 3 Tamaiio del grafo 3
(Ndmero de nodos) (Ndmero de enlaces)
Conjunto de nodos {1,2,--+,12,13} Niicleo 5
|12 Sii=3 Grado promedio
Grado de nodo k)= 5 Enotro caso de nodo < k > 333
Probabilidad 0923 k(v;)=5
de plk)=< 0077 k(v)=12 Fragmentacion £ ~0.769231
grado de nodo 0 k(v)#S5yk(v)#£12
Didmetro ) Distancia promedio M 153
<[> 156
Eficiencia del 0.0526316 Sii#5 Eficiencia global 95 06089
i-ésimo nodo 0.0833333 Sii=S3 <> 16~
Coeficiente de Coz 0.6 Sii#5 Coeficiente de 0,581
agrupamiento 7Y 036 Sii=5 agregacion promedio < C > '

Tabla 3.1: Propiedades topoldgicas de la celda
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3.3. Dinamica de la red

Para el andlisis de la dindmica de la red se busca estudiar el comportamiento fenome-
nologico de las caractertisticas de las células y de la celda. Se tienen en cuenta ademads de la
estructura las consideraciones H2 y H3.

La comunicacion intercelular se considerada solamente como uniones de hendidura o gap-
junctions, ya que estas uniones surgen cuando las membranas de las células estdn a una
distancia muy corta ~ 2nm. Ademas, de acuerdo a los estudios realizados por [12] donde
investigan la arquitectura del islote y las comunicaciones, proponen que la comunicacion
intercelular entre células B es a través de gap-junctions. En términos de redes, el acopla-
miento es determinado por las uniones de hendidura, por lo cual, la magnitud de la fuerza de
acoplamiento serd relativa a la conductancia de las uniones de hendidura.

Con respecto a la dindmica se tienen dos tipos de celdas:

Celda homogénea: En este caso se considera que todas las células de la celda tienen los
mismos pardmetros y distintas condiciones iniciales, es decir, es posible tener conjun-
tos donde todas las células estén activas (presenten oscilaciones) o estén inactivas (sin
oscilaciones).

Celda heterogénea: En este caso se considera que las células tienen distintas condiciones
iniciales y distintos parametros entre ella, es decir, algunas células se encuentran acti-
vas y otras inactivas.

3.3.1. Dinamica de una celda homogénea

Se considera que cada célula de la celda es un sistema no lineal de tres dimensiones,
donde sus pardmetros son iguales para todas. Segin [29] para el acoplamiento de las célu-
las efectuado por uniones de hendidura, sélo es necesario el acoplamiento eléctrico para la
sincronizacion de los tres estados. El acoplamiento entre dos células es representado por

gi(xi, —xj,) (3.1)

donde g; es la fuerza de acoplamiento y es relativo a la conductancia del gap-junction entre
esas dos c€lulas y x;,,x;, representan el primer estado de la i-ésima y j-€sima c€lula respec-
tivamente.

Si se considera que la dindmica de cada célula estd dada por el modelo de Pernarowski
revisado en el capitulo anterior y que el acoplamiento es descrito como en la ecuacion (3.1).
El modelo con el acoplamiento puede ser escrito de la siguiente manera

Xip = f(xi) =Xy, —xiy T
Woo (Xi, ) — Xi, (3.2)
Xiy = &(Bloxi, —up) —xis)

&
)
I

paratodai=1,2,--- /N. La entrada u; en el primer estado representa el acoplamiento en-
tre la i-ésima célula y las que estan en contacto con ella, para simplificar nuestro anélisis,
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consideremos que el acoplamiento es uniforme, es decir, g; = g Vi, entonces
N
ui:ngij(x,-—xj) (3.3)
j=1

donde /;; son elementos de la matriz Laplaciana que indican como es la conexion entre las
células de la celda. La ecuacion (3.2) indica la dindmica de la i-ésima célula y puede rescribir
como

N
gi=F(x)+g ) lijT(xi—x;)  parai=12,N. (3-4)

J=1

donde para el caso de la celda N =13, x; € R3 es el vector de estados de la i-ésima célula,
F :R? = R3 es la funcién que describe la dindmica de cada célula. La matriz I" € R3*3
es conocida como matriz de acoplamiento interno, es decir, es la matriz que determina los
estados que estdn conectados entre las células y es una matriz constante de ceros y unos. En
este caso I' = diag(1,0,0). La matriz L = (I;;) es conocida como la matriz Laplaciana o la
matriz de acoplamiento externo de la celda determinada en la seccion anterior.

3.3.1.1. Sincronizacion de la celda criterio A,

En relacién a la funcién que tienen las células en el cuerpo, la cual es la produccién y
secrecion de insulina, y como se debe de dar la liberacion de esta hormona, es necesario
que las células B pertenecientes a un islote se sincronicen, y también que la poblacion de
islotes se encuentre sincronizado, para obtener la respuesta de insulina deseada [29]. También
se ha encontrado que las células B presentan un patrén tinico homogéneo cuando estin en
acoplamiento [32].

Es por eso que en la celda se busca la sincronizacion completa de la celda, es decir, se
busca la perfecta unién de las trayectorias de dos sistemas por medio de una sefial de acopla-
miento. En otras palabras, si en cada nodo se satisface

limy o[ i (1) = X()[| = O

parai=1,2,---,N, donde (t) € R? puede ser una solucién periédica, cadtica o un punto de
equilibrio del sistema de un nodo aislado, y debe satisfacer que X = F ().

Para determinar el comportamiento de la celda, se analiza la dindmica del error de sincro-
nizacion, que estd dado por ¢;(t) = x;(t) — x(¢). Siguiendo un anélisis como el presentado en
[5].

La derivada del error es

éit) = Xi(r)+x(r)

N
= F(x(t))+g Zl 1ijT (xi(1) —x;(2)) — F (x(2))
j=
N
= F(xi(t))—F(X(t))+g leijl“(xi(t)—xj(t)) 3.5)
j=

38



Sea x;(t) = e;(t) +X(t) y x;(t) = e;(t) +%(¢), 1a ecuacion (3.5) puede reescribir como

N
éi(t) = F(xi(t))—F(x(t))+¢ Z LT (ei(t) +X(1) —e(t) — X(2))

j=1
N
= F(xi(l))—F(f(f))Jrg;lijr(ei(f)—ej(f>)
J N N
= F(Xi(f))—F(f(t))+gF€i(t)leij—gz,llijrej(t)
Jj= Jj=
N
= F(x,-(t))—F(x(z))—ngl,-erj(t)
j=
N
= F(ei)—ng,-erj(t) (3.6)
=1

donde F(e;) = F(x;(t)) — F(x(¢)).

Se sabe que ninguna célula estd aislada y que la matriz £ es una matriz simétrica e irre-
ducible. Se linealiza la ecuacién (3.6) alrededor de la solucion x(¢), se tiene la ecuacion de
variacional del comportamiento transversal

N
Wi =DF(x(t)) +g Y lijTe; (3.7)
j=1

parai=1,2,--- N, donde DF (%(t)) es el Jacobiano de F(-) evaluado en x(¢).
Como la matriz L es real y simétrica existe una matriz unitaria, tal que puede diagonali-
zarse mediante un cambio de coordenadas, tal que

él’(l‘) = (DF(X) +g7»,-1“)£,-(t) (3.8)
coni=1,2,---,N. Entonces, el estado sincronizado es estable si las siguientes N — 1 ecua-
ciones del sistema son estables

0y (1) = (DF (%) + ghiT") ok (1) parak =2,3,--- N. (3.9)

Para demostrar la estabilidad, se recurre a la funcién de Lyapunov

1
Vi(t) = Em,mek >0 parak=2,3,--- ,N. (3.10)

Si nombramos d = gA;, y se calcula la derivada de la funcién de Lyapunov

Vi = (DI{P + Py
(DF (%) +dT)" P+ P(DF (%) + g\ (3.11)

si Vy <Oparak=2,3,---,N, las ecuaciones son estables en el sentido de Lyapunov.
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Bajo estas consideraciones y el teorema de Wang y Chen [23] que dice:

Teorema 3.3.1. Si existe una matriz diagonal P positiva definida, P € RNV

d<0y7T>0tal que

y dos constantes

(DF (%) +dU)" P+ P(DF (%) +dT") < —ily

para todo d < d, donde Iy € RN*N es la matriz identidad y la fuerza de acoplamiento que
satisface

> | —
8_7\‘2

Entonces, los estados sincronizados de la dindmica de la red son exponencialmente estables

[23].

En [33] se tiene que para células idénticas activas el valor de d = 1.6. Utilizando este
valor, el Teorema 3.3.1 y los eigenvalores de la matriz de conectividad de la celda, es posible
calcular la minima fuerza de acoplamiento para la sincronizacion.

d 1.6
8= w3 0.53333
Mientras que para la celda de células idénticas inactivas, la minima fuerza de acoplamiento
es cualesquiera g > 0, ya que las soluciones para este tipo de células tienden a un punto de
equilibrio estable. En las Figuras 3.4 y 3.5 se muestran las simulaciones y los errores de los
tres estados de las células de la celda cuando estan activas o inactivas respectivamente, con
una fuerza de acoplamiento mayor a la obtenida por el Teorema 3.3.1.
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Figura 3.4: Simulacion numérica para una celda completamente activa g=0.7. (a) se
muestra la simulacién para las trece células de la celda donde cada una de ellas tiene los
parametros para presentar actividad y distintas condiciones iniciales. La fuerza de acopla-
miento es de g = 0.7 la cual entra en el tiempo de simulacion igual a 500. (b) es posible
observar como a partir de 500 el error tiende a cero en cada uno de los estados.
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Figura 3.5: Simulacion numérica para una celda completamente inactiva g=0.3. (a) se
muestra la simulacion para las trece células de la celda donde cada una de ellas tiene los
parametros para presentar inactividad y distintas condiciones iniciales. La fuerza de acopla-
miento es de g = 0.3 la cual entra en el tiempo de simulacién igual a 500. (b) es posible

observar cémo a partir de 500 el error tiende a cero en cada uno de los estados.
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3.3.1.2. Exponentes transversos de Lyapunov

Ademas de las funciones de Lyapunov como una herramienta para analizar la estabilidad
del estado sincronizado de la red, también es posible utilizar los exponentes transversos de
Lyapunov (tLes), los cuales describen la separacion de las trayectorias con respecto a la
solucién sincronizada.

Los tLes son descritos por los exponentes de Lyapunov del sistema de cada nodo, asi como
los eigenvalores de la matriz de conectividad L y la fuerza de acoplamiento

ui(Ak) = hi+ ghk (3.12)

parai=1,2,--- ,nyk=2,3,--- N, con h; como el i-ésimo exponente de Lyapunov, A; como
el k-ésimo eigenvalor de £ [33].

Se tiene que la sincronizacion de la red es estable si todos los tLes son negativos. Ademas,
para una fuerza de acoplamiento lo suficientemente grande, la red converge cada vez mas
rapido conforme g crece. Consideraremos las celdas con c€lulas idénticas, donde el pardme-
tro que determina la diferencia entre actividad e inactividad de las células es ug.

Otro punto que es posible analizar con los tLes, es bajo qué condiciones de la fuerza de
acoplamiento la dindmica de la celda pasa de un estado punto fijo estable a un estado oscila-
torio similar al de las células [ activas.

Células activas.

En el caso de células activas con el parametro ug = —0.954 se tiene que el sistema pre-

e _ T
senta un punto de equilibrio inestable en X = (—%, —%, %) donde los exponentes de

Lyapunov son
h1 =0.9789 hy; =0.0072 h3z = —1.9454

Con estos pardmetros es posible analizar la estabilidad del estado sincronizado de la red, si
todos los tLes son negativos la red es estable. Por lo tanto, si el mayor de los tLes es negativo
los otros lo serdn. En este caso

u(A)=h1+gh, < 0

—hy
& > Ty (3.13)
g > 0.3263

para g > 0.3263 los tLes son negativos. Lo cual ha aumentado el margen de estabilidad del
estado sincronizado, para valores entre 0.3263 < g < 0.5333 lared se estabiliza, sin embargo
no se logra a sincronizacién completa de la celda. En la Figura 3.6 se puede observar la
simulacién para una fuerza de acoplamiento dentro del margen mencionado y es posible
obsevar como el periodo de las fases es un poco més prolongado. Se sabe que conforme g —
oo, la variedad de sincronizacion se hace mas estable, ya que los tLes serdn mds negativos,
con lo que se logra la sincronizacién completa de la red.
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Figura 3.6: Sincronizacion y error de los estados por los tLes g=0.35. (a) Se muestra la
simulacién numérica para las trece células de la celda donde cada una de ellas tiene los
pardmetros para presentar actividad y distintas condiciones iniciales. La fuerza de acopla-
miento es de g = 0.35 la cual entra en el tiempo de simulacién igual a 500. (b) es posible
observar como a partir de 500 el error es muy cercano a cero en cada uno de sus estados.
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Con esta herramienta, también es posible determinar cudndo la variedad de sincronizacion
de la red es inestable, es decir, por lo menos uno de los tLes es positivo. Se considera que el
mayor lo es

pi(h) =hi+ghy > 0
0.9789 -3¢ > 0
¢ < 0.3263

Para valores g < 0.3263 las soluciones del estado sincronizado del sistema son inestables,
en la Figura 3.7 es posible observar las regiones de estabilidad e inestabilidad conforme el
nimero de nodos crece.
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Figura 3.7: Relacion entre el niimero de nodos y fuerza de acoplamiento. Se presenta la
relacion entre la fuerza de acoplamiento y el nimero de nodos, el area sombreada representa
donde la variedad de sincronizacidn es inestable.

Células inactivas.

En el caso de que las células estén inactivas, el paramétro ug = —1.3 y se tiene que el
sistema presenta un punto de equilibrio estable en X = (—1.05,—1.105,—1.007)7 y los ex-
ponentes de Lyapunov alrededor del punto son

hy = —0.0373 hy =—0.2007 h3z = —1.2422

En este caso, se determina la estabilidad de la red y el surgimiento del comportamiento
complejo acotado, que en realidad, se busca un comportamiento parecido a las oscilaciones
cuadradas que presentan las células P activas.

El criterio para la estabilidad estd dado por la ecuacién (3.13) que indica que el mayor de
los tLes es negativo, en este caso se obtiene con

g > —0.1243
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como se considera que la fuerza de acoplamiento es positiva, la red es estable para todo valor
de g. Esto es claro, ya que dada cualquier condicién inicial en un tiempo ¢ las soluciones de
las células inactivas aisladas tienden al equilibrio del sistema.

Por otra parte, si se desea encontrar la fuerza de acoplamiento que logre la activacién de
una celda con células inactivas, es decir, buscar la transiciéon de un comportamiento estable a
un comportamiento complejo, donde sea posible que se presenten oscilaciones en los estados
de las células. Con una fuerza de acoplamiento positiva, no serd posible lograr este objetivo,
ya que conforme g — oo la variedad de sincronizacion se hace mas estable y tLes son més
negativos.

Matematicamente, para lograr la transicion del equilibrio estable a un comportamiento
complejo por medio del estudio de los exponentes transversos de Lyapunov [7], es necesario
la inestabilidad de la variedad sincronizada y la existencia de trayectorias acotadas.

La inestabilidad se obtiene cuando por lo menos uno de los exponentes transversos de
Lyapunov es positivo, en este caso se pide que por lo menos el mayor lo sea. Para el caso
de las trayectorias acotadas, es necesario que las soluciones estén acotadas y que la suma de
todos los exponentes transversos de Lyapunov para cada nodo de la red sea negativa. Por lo
cual, se considera una fuerza de acoplamiento negativa para lograr estos dos puntos.

En este caso, el exponente transverso de Lyapunov mayor es uj (Ay). Para la celda se tiene
que

m(Ay)=hi— gy = 0
—|hi[+|gl|AN] = 0

o =
ol
gl = 0.002869,

por lo cual, para valores de |g| < 0.002869 la variedad de sincronizacién permanecer estable
ya que los exponentes transversos de Lyapunov serdn negativos, debido a que el mayor de
ellos es negativo. Obteniendo asi el margen de estabilidad con una fuerza de acoplamiento
negativa.

En cambio, si |g| > 0.002869 la variedad de sincronizacién es inestable, ya que por lo
menos uno de los exponentes es positivo. Ademas, se sabe que las soluciones de los sistemas
son acotadas [8] y que la suma de todos los tLes para cada nodo de la red debe ser negativa,
es decir,

Y u) < 0
hi+hy+h3 +3[g||[A] < O
‘h1+h2+h3‘
< -
¢ 3l

para la celda se tiene

Yui(h) = —1.4802+9[g| <0 = |g| <0.1644
Yui(hs) = —1.4802+15|g| <0 = |g| <0.0986
Yui(hg) = —1.4802+21|g| <0 = |g| <0.0704
Yui(A3) = —1.4802+39|g| <0 = |g| <0.0379.
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Con |g| < 0.03795 se logra que la suma de los tLes para cada nodo de la celda sea negati-
va. Sin embargo, en simulacion se observa que en el intervalo de 0.002869 < |g| < 0.03795
s6lo se activan unas de las células con una dindmica parecida a las células [ activas. Para
el intervalo de 0.03795 < |g| < 0.0704 se sigue manteniendo condiciones para el comporta-
miento inestable, y se observa la actividad de por lo menos dos células. Sin embargo, no se
cumple que la suma de todos los tLes permanezca negativa y no se puede asegurar que las
trayectorias no se disparen por las variedades inesperadas (Ver Figuras 3.8 y 3.9).
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Figura 3.8: Simulacion de una celda inactiva con una fuerza de acoplamiento negativa.
Simulacion numérica de las soluciones de 13 células inactivas acopladas en una celda don-
de el acoplamiento inicia en el tiempo 500 y tiene una magnitud de g = —0.03 la cual se
encuentra dentro del intervalo del comportamiento complejo, es posible observar que por lo
menos una de las células presenta oscilaciones.
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Figura 3.9: Simulacion de una celda inactiva con una fuerza de acoplamiento negativa.
Simulacién numérica de las soluciones de 13 células inactivas acopladas en una celda don-
de el acoplamiento inicia en el tiempo 500 y tiene una magnitud de g = —0.07 la cual se
encuentra dentro del intervalo del comportamiento complejo, es posible observar que por lo
menos una de las células presenta oscilaciones.
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Por otra parte, en [6] toman como condicidn para las trayectorias acotadas que la suma de
todos los tLes de la red sea negativa. Por lo que se tiene

m N
ZIL€S:N(Zh,‘)+mZ’7\.k||g’ < 0
i=1 k=2
NY™ |
ol < el
mYp_o [ Ml

donde m = 3 indica la dimensién de los estados de cada nodo, N = 13 que es el niimero de
nodos de la red. Para la celda se tiene que

ZtLes < 0
13(1.4802)
gl W
lg| < 0.08908

con lo que se aumenta un poco el intervalo para el comportamiento acotado de la red. En-
tonces, es posible decir, que para este tipo de comportamiento se tiene que la fuerza de
acoplamiento se encuentra acotada en una regién determinada por los exponentes de Lya-
punov de los nodos aislados y los eigenvalores de la matriz de conectividad de la red. El
intervalo establecido es

||

& = (3.14)

NY™ il Xy |k
— min( Z;V—1| ’|, 1 “) (3.15)
m Yo Ml m|Ay|

para la celda la fuerza de acoplamiento se encuentre en (0.002869,0.0704), aunque no se
logra del todo la activacion completa de la celda.

En [7] se han determinado un intervalo para la fuerza de acoplamiento en el cual surge el
comportamiento complejo acotado conforme el niimero de nodos crece en la red.

_ Iml
& = N

m
gx = min M —Zi:llhi|
N mN

En la Figura 3.10 es posible observar en las lineas continuas las cotas marcadas por el
intervalo anterior y el area sombreda es la region para el comportamiento complejo acotado.
Las lineas punteadas representan las cotas encontradas en nuestro caso, para una celda ya
establecida.
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Figura 3.10: Margen para el comportamiento complejo de la celda. Conforme el nimero
de nodos crece el margen de la fuerza de acoplamiento para el comportamiento complejo se
reduce.

3.3.2. Dinamica de la celda heterogénea

En el caso de que la celda no esté compuesta por células idénticas, no es posible obtener
la sincronizacién completa, aun con una fuerza de acoplamiento muy grande. Una de las
razones es que las células inactivas necesitan mayores concentraciones de calcio para liberar
insulina, por lo cual se ven afectados los estados de las células.

El tipo de sincronizacion obtenida es la sincronizacion practica, la cual surge cuando para
cada par de nodos se cumple que limsup, ||x;(t) —x;(t)|| < &, para i,j = 1,2,--- ,N para
algin €, < 1 con k = 1,2,3. Es decir, el error converge a una vecindad alrededor del origen.

Segtin el Teorema 3.3.1 y el trabajo de [33] que indica que el valor de d = 3.6 para células
no idénticas, la minima fuerza de acoplamiento para la celda es

d 36
§= Ao 3

En la Figura 3.11 es posible observar la simulacion de la sincronizacion de la celda mixta
con las cuatro células de la capa superior activa y las 9 restantes inactivas, con g = 1.2.

Asi también es posible verificar la dindmica del error, el cual en sus tres estados estd aco-
tado por un g < 1.

Con estos dos casos, la dinamica de la celda para nodos idénticos o no idénticos, es posible
establecer un teorema similar al Teorema 2 de [8], la diferencia principal es que en este caso
se considera la red establecida por la celda y en el caso del articulo consideran una red
globalmente acoplada, es decir, todos contra todos.
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Figura 3.11: Sincronizacién de una celda con células no idénticas. En la simulacion se
consideraron que dos células adyacentes estén activas y las once restantes inactivas, el aco-
plamiento es inducido en el tiempo 500 con una fuerza de acoplamiento de g = 1.4
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Teorema 3.3.2. Considere una celda de N células con la dindmica de (3.2) acopladas con
(3.3). Existe una constante g > 0 tal que gN > g y logra la sincronizacion completa de la
celda, entonces

1. si todas las células estdn activas (ny = N), toda la celda se sincroniza y presenta
oscilaciones.

2. sitodas las células estdn inactivas (np = N), toda la celda se sincroniza a un punto de
equilibrio estable.

3. si ny < N células son activas y no < N células son inactivas, entonces las células
activas se sincronizan y las células inactivas se sincronizan, pero no se logra la sin-
cronizacion completa entre ellas.

3.3.3. Analisis por subredes

Una forma de abordar el analisis de una celda mixta de N nodos es mediante un analisis
de sus subredes, las cuales se definen por n; y np nodos idénticos acoplados de manera lineal
y difusiva, donde N = n| +nj. La dindmica de cada nodo de la subred puede escribirse como

np N
%= R +er Y hl—x)+¢ Y, zl(r—x) (3.16)
k=1 k=n1+1
I = 1727"'7’1];
N n
Vi = RO+ Y, hlk—y)+eY 2al(—yi) (3.17)
k=n+1 k=1

i = m+1,n+2,---,n+ny;

donde Fi, F> : R® — R? son las ecuaciones que representan la dindmica de las células B aisla-
das, las cuales solo difieren en el pardmetro ug, el cual determina la activacion o inactivacion
de las células. La matriz I” € R3*3 es una matriz de ceros y unos que determina que varia-
bles de estado estdn conectadas, como se mantiene que el acoplamiento sélo afecta el primer
estado I" = diag(1,0,0). Las matrices L = (I3) y L = (Ij) son las matrices de conectividad
de la subred 1 y la subred 2, respectivamente. Mientras que las matrices Z = (Zyx) y Z = (Zi)
representan la conectividad entre subredes. Las constantes g; y g2 son las fuerzas de aco-
plamiento de las subredes 1 y 2 respectivamente, mientras que las constantes ¢ y ¢ son las
fuerzas de acoplamiento entre subredes.

Ahora, si
N
a = ¢ Z Zik, parai=1,2,--- ng
k=n;+1
]
a; = 622,-k, parai=n;+1,n+2,--- ,n1+ny
k=1

donde las constantes @; son elementos de la matriz A e indica la fuerza de entrada para la
i-€sima célula de la subred 1, y las constantes d; son elementos de la matriz A e indica la
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fuerza de entrada para la i-ésima célula de la subred 2.

= diag(dlac_Qa”' ,C_lnl)

== diag(dnl+l7dnl+27"' 7dn1—|—n2)

S

Las ecuaciones (3.16)-(3.17) se pueden rescribir como

X = Fix —I—ZFgﬂlk (o —x;) — @px; + ¢ Z Zlyi (3.18)
= k=n1+1
parazzl,Z,---7 1
N R N
Vi = BO)+ Y, Tealubi—yi)+ayi+é Y, Zulx (3.19)
k=n1+1 k=n1+1

parai=ny+1,n+2,--- ;n1+n

Se busca la sincronizacién completa de los cimulos o sincronizacién completa de cldste-
res, en el sentido de que, todos los nodos de una subred estdn completamente sincronizados
entre si. Mientras que los estados sincronizados de las subredes son distintos y denotados
por s1(2) y s2(¢) respectivamente. Para realizar el andlisis de la estabilidad, se considera que
las subredes no tienen nodos aislados, por lo cual las matrices £ y £ son simétricas e irredu-
cibles. Para realizar el andlisis de la sincronizacién completa de ctimulos sélo se considera
la subred (3.18), y el resultado para la subred (3.19) es andlogo a éste. Siguiendo un andli-
sis como el presentado en [14], se define e error como ¢;;(¢) = x;(t) —x;(t), y su dindmica
estd dada por

é,’j(l‘) = Xj(l) —Xi(l)

np _ N
= Fl(xj-)+ZFglljk(xk—xj)—djxj—i—c Z ZixLyk

k=1 k=n1+1
N
—Fi(x;) ngllzk —X;)+aixi—c Z Ziklyk
k*nﬁ-l

= Fi(x; —I—ZFglljkejk axj—Fi(x;) nglllkelk—i—axl (3.20)

Sea Fi(e;j) = Fi(xj) — Fi(x;) y a; = aj = a para toda i, j. Se puede reescribir la ecuacién
(3.20) como

n B
éij=F (e,-j) —al'e;j + g1 Z (ljkl“ejk —IyLey).
k=1

A la ecuacion anterior, se le afiaden dos términos que algebraicamente no afectan el resul-
tado.

niy _ _
F (e,-j) — (a-l— r)l"e,-j + g1 Z (lijejk — ll-kl"e,-k) + I’Feij (3.21)
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donde r > 0 es un pardmetro auxiliar. Los términos +rl'e;; unen los términos del acopla-
miento con el sistema individual, donde —rT’e;; puede ser visto como una contribucion de
los términos de acoplamiento en las inestabilidades de amortiguamiento causadas por los ei-
genvalores con parte real positiva de la matriz Jacobiana del sistema individual y rI'e;; puede
ser despreciado con ayuda de los términos del acoplamiento. Se considera la linealizacion
alrededor de la variedad de sincronizacion de los dos primeros términos de la ecuacion (3.21)

&j = (DFi(s1) — (a+r)D)e;;

Si la ecuacion anterior es asintéticamente estable, se tendrd que en una vecindad alrededor
de la solucién sincronizada del sistema no lineal también es asintoticamente estable.
Se considera la funcién de Lyapunov,

— —eT Me.:
W;j = & ;MEe;;

2
con M una matriz definida positiva. La derivada de la funcién debe cumplir que
0)11—8 M(DFl(Sl) (a+r)l")e,~j<0

lo que implica que (DFj(s;) — (a+ r)I") < 0. Entonces, para lograr nuestro objetivo debe
existir un valor de a tal que la derivada ®;; sea negativa.
Se construye una funcién de Lyapunov todo el sistema (3.21)

ny nj

Z ZeUMe,],

11]

la derivada con respecto al tiempo de la funcién anterior es

) ny n
V = —ZZel]Me,]
i=1j=
n n n
= —Z ZelJM (Fi(eij)—(a+71))Teij+ g1 Z(lijejk—likFeik)+rFeij)
z 1 j= k=1
1 ny np 1 nyp np
= —ZZeuM Fi(eij) —(a+r)D)ejj+ = ZZeUer"e,]
i=1 j= 1 1j=1
ny np m
+= 81222 live;MTe ji — lxe];MTe;r)
i=1j=1k=
1 ny n 1 ny ni
— EZ{Z M (Fi(eij) — (a+r)T)eij+ = ZizieurMFe,j
=1j=1 l Jj
nlfl ni
+g1§ Z Z(nlljkekaMFejk)
k=1 j>k
j
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Ahora definiendo

" S| = %):?;1 ;’1:1 eiTjM(Fl(e,-j) —(a+rT)e;jj<0,sia+r<0.
. S = %Z?;l ;”:1 eiTerFeij >0, yaque r >0y M es positiva definida.

n S3=4Y00 ! YL (ml jke]TkMFe k) < 0, pero ademds debe compensar al sumando S,

Entonces,
ni—1 m

Sy +83 = E Z ZeiTngl(r—nllij)Fe,-j) <0
i=1 j>i

con lo cual se cumple que la red es asintéticamente estable. Entonces, para obtener la sin-
cronizacion de la subred 1 atin con una fuerza de entrada, es necesario que a+7 < 0y
ademas 7 — gin1l;; < 0, donde r es obtenido por el método de conexion de grafo, propuesto
en [10]. Para el caso de la subred 2, se tiene un resultado similar sélo que d+ 7 < 0 y ademaés
F— gznzl_i i< 0.

Asi que, la sincronizacion de las subredes depende de la estructura interna de las celdas y
la fuerza de entrada obtenida. Si la fuerza de entrada es lo suficientemente grande es posible
cambiar la dindmica del estado sincronizado de las dos subredes.

Ejemplo:

Se consideran dos subredes de la celda, donde cada subred estd formada por nodos idénticos
pero entre subredes nodos distintos. A manera de ejemplo, consideremos que la subred 1
estd formada por 4 nodos (ver Figura 3.12), los cuales pertenecen a la capa superior de la

celda.
) 2
4

(a) Estructura tridimensional de la (b) Grafo de la subred 1
subred 1

Figura 3.12: Representacion de la subred 1. a) Se muestra la estructura tridimensinal para
la subred 1. b) Se muestra el grafo asociado a la subred 1.

La matriz Laplaciana de la subred 1 estd dada por

-2 1 0 1
1 -2 1 0
0o 1 -2 1
1 0 1 =2

L=
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la cual es una matriz simétrica, irreducible y semidefinida negativa ya que sus eigenvalores
son —4,—2,—2,0.
Para la subred 2 consideraremos las nueve células restantes de la cimulo(ver Figura 3.13),

(a) Estructura tridimensional de la (b) Grafo de la subred 2
subred 2

Figura 3.13: Representacion de la subred 2. a) Se muestra la estructura tridimensinal para
la subred 2. b) Se muestra el grafo asociado a la subred 2.

y su matriz Laplaciana esta dada por

-8 1 1 1 1 1 1 1 1
1 =30 0 0 1 1 0 0
1 0 -3 0 0 0 1 1 0
1 0 0 -3 0 0 0 1 1
L= 1 0o o o -3 1 0 0 1
1 1.0 0 1 -5 1 0 1
1 1 1 0 0 1 =5 1 0
1 0 1 1 0 0 1 =5 1
1 0 0 1 1 1 1 -5

la cual es una matriz simétrica, irreducible y semidefinida negativa ya que sus eigenvalores
son —9,—-7,-5.73,-5.73,-5,-3,-2.26,—-2.26,0.
Mientras, que la de conectividad entre subredes son

NI
Il

yZ=2".

—
SO ==
S = = O
- - O O
—_—0 O =
o O OO
oS O OO
o O OO
o O OO

Considerando ag; = 1.2y g = 0.01 como las fuerzas de acoplamiento para las subredes,
se calculan los pardmetros auxiliares 7 = %gl y 7= % g2, para obtener la fuerza de entrada
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necesaria para lograr la sincronizacion completa entre las dos subredes de la celda mixta, es
decir, sin que las subredes pierdan la sincronizacién completa.

En la Figura 3.14 es posible observar la simulaciones con la fuerza de entrada obtenida.
En este caso, las células de la subred 1 estdn activas, mientras que las células de la subdred
2 se encuentran inactivas.

En el caso de la Figura 3.15 se considera la dindmica de las subredes como en la anterior,
pero la fuerza de entrada es mucho mayor que la obtenida. Es posible observar que la subred
1 deja de presentar oscilaciones y la subred 2 no se ve afectada. En este caso no se logra la
sincronizacién por cimulos en las subredes.

Sincronizacidn Subred 1

i 200 400 8O0 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

1 1 L 1 1 1 1 1 1
0 200 400 ®OO 8O0 1000 1200 1400 1600 1800 2000

1 i i i 1 1 i i i
a 200 400 B00 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo

(a) Sincronizacién para la subred-1 g =1.2

Sincronizacidn Subred 2

0 200 400 ®OO 8O0 1000 1200 1400 1600 1800 2000

L 1 1 1 1 1 L
0 200 400 BO0 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

i i 1 I | i i I
400 /OO ©0OO 1000 1200 1400 1800 1800 2000
Tiempo

(b) Sincronizacién para la subred-2 g, = 0.1

Figura 3.14: Sincronizacion por clister de dos subredes. Simulacion numérica de dos
subredes con la fuerza de acoplamiento maxima para conservar la sincronia en cada subred.
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Sincronizacion Subred 1

1000 1500 2000

1000 1500 2000

1000 1500 2000
Tiempo

(a) Sincronizacion para la subred-1 g1 =12ya=1.6

Sincronizacion Subred 2

10 !
o 0 P_ . ;
0 1 i !
0 a00 1000 1600 2000
2 | T
oo b :
0 ! 1 i
0 a00 1000 1600 2000
Tiempo

(b) Sincronizacion para la subred-2 g, = 0.1

Figura 3.15: Sincronizacion por clister de dos subredes. Simulaciéon numérica de dos
subredes con la fuerza de acoplamiento @ y @ mayor a la maxima para no desincronizar cada
subred, es posible observar que ambas subredes se sincronizan no produciendo oscilaciones.
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Capitulo 4
Red de celdas

En el capitulo anterior, en base a una estructura minima que se denomino celda, se realizé un
andlisis de una celda con células idénticas y no idénticas. Sin embargo, el nimero de células
considerado en la celda es muy pequeiio en comparacion con las células de un islote pan-
credtico. Un islote pancredtico estd compuesto de aproximadamente 1000 6 3000 células, de
las cuales entre 540 y 1620 son células B [11, 12]. Por lo cual, en este capitulo se realizara la
construccion y el andlisis tanto de la estructura y dindmica de lo que se denomina red de
celdas, con la finalidad de aproximarnos mas a la estructura y modelado de la dindmica de
islotes pancreaticos.

Se mantienen los cinco supuestos mencionados en el capitulo anterior, que correspon-
den a la forma de la células, arreglos adyacentes, conexion de las células y comunicacion
intercelular. Ademas de

H6. Celdas adyacentes: Se supone que dos celdas son adyacentes, si por lo menos una célula
de la celda A y una célula de la celda B tienen a sus membranas en contacto, es decir,
las células son adyacentes entre si (ver HS).

H?7. Celdas aisladas: No se consideran arreglos con celdas aisladas, con la finalidad de man-
tener la comunicacion por uniones de hendidura entre las celdas.

HS8. Estructura del islote: En base a las propuestas de arquitectura del islote en [11, 12] de-
terminan que las células B se encuentran entremezcladas con los otros tipos celulares.

4.1. Estructura de la red de celdas

Para la construccidon de esta red, se utilizan los cimulos de las células analizados en el
capitulo anterior, teniendo en cuenta las nuevas consideraciones H6, H7 y HS8. Se busca
generar una estructura de celdas, las cuales se toquen en por lo menos una célula y existan
espacios entre celdas. Una propuesta es encapsular las celdas en una esfera de radio 3 como
se muestra en la Figura 4.1 y al igual que en la creacion de la celda agrupando a su alrededor
otras doce esferas del mismo radio.

Por lo cual, se ha generado una red de 169 células agrupadas en 13 cimulos cada uno con
13 esferas, la imagen tridimensional puede ser vista en la Figura 4.2.
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(a) Estructura tridimensional (b) Proyeccién en el plano

Figura 4.1: Encapsulamiento de la celda. Es posible observar como la celda de trece esferas
de radio r, se pueden cubrir o encapsular en una esfera de un radio mayor.

Figura 4.2: Estructura tridimensional de la red de celdas. Es posible observar la estructura
tridimensional de la red de celdas, donde cada cimulo de células (celda) esta determinado
por un color y tiene la estructura determinada en el capitulo anterior.
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Si se analiza la estructura de la red de celdas, considerando que cada ctimulo es un solo
nodo de la red, segun la construccién de la red la matriz de adyacencia entre celdas es

Aceldas =

SO OO, OO R M= ~=O—O
DO OO OO R, P, P, O~O~
SO OO O P, P, O R~ O —O
SO OO~ L OO, O~=O~
e e e e e = N e e
SO R P OO OoOO OO~
O—= mP O OO0 ~,O = ~O
—_—_ O OO OO OO~~~ = QOO0
—_— OO~ OO0~ ~=OOoO
—_— O, O~ OO~ OO oo
O =, O, OO R, ~=OOOOo
—_— O, OO =, O, OOOoOo
O, O R = =) OO~k OO OO

Como se puede observar, la matriz A.;44 €5 1déntica a la matriz de adyacencia de la celda
individual, A, y esto se debe a la manera en que es construida la red. En este caso, el “1”
en la posicion ij de la matriz indica que la i-ésima celda estd conectada con la j-ésima y el
“0” que no existe una conexion. Sin embargo, la matriz anterior no determina con exactitud
cudles son las células conectadas para cada celda.

Es necesario una matriz de dimensiones 169 x 169, o bien, una matriz por bloques de
tamafio 13 x 13, de la siguiente manera

At Bz 0 By Bis B 0 0 By
Byy Ay By O Bys By By O 0
0O B» As By Bys 0 By By O
Bsy Bsy Bs3 Bss As Bss Bs; Bss Bsg Bsijo Bsii Bsp B
Aveq = 0O Bn Bz 0 Bis 0 A 0 0 0 B Bz 0
0 0 Bgy Bgs Bss 0 0 Ag 0 0 0 Bgio  Bgis

o O O
oS O O

0 0 0 O Bips Bws O 0 By Aw Bionn 0 Bz
060 0 0 O Bus Bie Bz O 0 Buw An Bz 0

0 0 0 O Bps 0 Bpy Bpg 0 0 Buiz A B
6 0 0 0 Bps O 0O Bisg Bizg Bizio 0 Bpi Ap

donde los elementos A; son bloques de 13 x 13 donde sus elementos son iguales a los ele-
mentos de las matriz de adyacencia de la celda. Los elementos fuera de la diagonal principal
son submatrices de 13 x 13 donde el 0 indica una submatriz nula y el elemento B;; indica que
la celda i y j estan conectadas. Ademads, la matriz A,,4 €s una matriz simétrica, por lo que
los elementos Bj; = Bl.Tj paratodai,j=1,2,---,13. Las matrices B;; tienen la caracteristica
de tener so6lo un elemento distinto a 0 debido a que las celdas se tocan en una sola célula en
la Tabla 4.1 se determina que elemento de cada bloque es distinto a cero.
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B2 B4 Bis Bis
1 Sip=7yq=9 1 Sip=8yqg=6 1 Sip=12yqg=1 1 Sip=11yqg=4
0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso.
Big B3 Bys Bae
1 Sip=13yq=2 1 Sip=8yqg=6 1 Sip=13yq=2 1 Sip=10yq=3
0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso. En otro caso.
By B34 B3s B37
1 Sip=12yqg=13 1 Sip=6yq=7 1 Sip=10yq=3 1 Sip=11yq=4
0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso.
Bsg Bys Bys Bug
1 Sip=13yqg=12 1 Sip=11yq=4 1 Sip=12yqg=1 1 Sip=10yqg=3
0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso.
Bsg Bs7 Bsg Bsg
1 Sip=6yqg=12 1 Sip=7yq=9 1 Sip=8yqg=6 1 Sip=9yq=7
En otro caso. 0 En otro caso. En otro caso. En otro caso.
Bs 10 Bs 11 Bs 12 Bs 13
1 Sip=10yq=3 1 Sip=11yq=4 1 Sip=12yqg=1 1 Sip=13yq=2
0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso.
Bg 10 Be 11 B7 11 B712
1 Sip=13yqg=12 1 Sip=12yqg=1 1 Sip=10yq=3 1 Sip=13yqg=2
0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso. En otro caso.
Bs 12 Bs 13 Bo 10 Bo 13
1 Sip=l1lyqg=14 1 Sip=10yqg=3 1 Sip=10yq=4 1 Sip=12yqg=1
0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso.
Bio,11 Bio,13 Bii12 Bi213
1 Sip=7yq=9 1 Sip=8yqg=12 1 Sip=11yqg=12 1 Sip=12yqg=13
0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso. 0 En otro caso.

Tabla 4.1: Elementos de los bloques B;; de la matriz de adyacencia A .4

El grafo de la red de celdas puede ser visto en la Figura 4.4. En la Tabla 4.2 y Figura
4.3 se muestran algunas de sus propiedades topoldgicas. Es un grafo no dirigido, simétrico,
simple, no ponderado, Hamiltoniano ya que posee una sucesion de aristas adyacentes, que
visita todos los vértices del grafo una sola vez.

Ciclo Hamiltoniano: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 7, 12, 8, 45, 40, 41, 42, 43, 44,46, 35, 27,
28, 29, 30, 31, 32, 21, 16, 15, 14, 17, 18, 19, 24, 20, 25, 26, 22, 23, 68, 67, 66, 69, 70, 72,
76,71, 75,74, 78, 73,77, 131, 132, 133, 88, 83, 79, 80, 84, 89, 85, 81, 82, 86, 90, 91, 87,
59, 54, 53, 56, 50, 49, 48, 52, 47, 51, 92, 93, 39, 34, 38, 33, 37, 36, 55, 57, 58, 62, 61, 65,
60, 64, 63, 134, 135, 136, 140, 141, 137, 142, 138, 143, 139, 124, 119, 118, 121, 120, 122,
123,128, 127, 126, 130, 129, 125, 162, 158, 159, 101, 97, 96, 94, 95, 100, 104, 99, 103, 98,
102, 147, 144, 145, 146, 148, 149, 153, 154, 150, 155, 151, 156, 152, 163, 161, 160, 164,
168, 167, 166, 169, 165, 157, 116, 109, 105, 108, 107, 112, 117, 113, 114, 110, 115, 111,
106, 13,9, 1.
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Orden del grafo

Tamaiio del grafo

(Nimero de nodos) 169 (Nimero de enlaces) 304
Conjunto de nodos {1,2,---,168,169} Niicleo 57
5,5,5,5,12,5,6,6,5,5,6,6,6,
5,5,5,5,12,5,5,6,6,6,5,6,6,
5.5,5,5,12,6,5,5,6,6,6.5,6,
5,5,5,5,12,6,6,5,5,6,6,6,5,
6,6,6,6,12,6,6,6,6,6,6,6,6, N
5,5,6,6,12,5,5,6,5,5,5,6,6, Probabilidad %4097173 :E:’; - ?2
Grado de nodo k(vi) =4 6,5,5,6,12,5,5,5,6,6,5,5,6, de p(k) = 0.426 k(v’- -6
6,6,5,5,12,6,5,5,5,6,6,5,5, grado de nodo '0 En ’otro caso
5,6,6,5,12,5,6,5,5,5,6,6,5, :
5,6,6,6,12,5,6,6,5,5,5,5,5,
6,5,6,6,12,5,5,6,6,5,5,5,5,
6,6,5,6,12,6,5,5,6,5,5,5,5,
6,6,6,5,12,6,6,5,5,5,5,5,5
Grado promedio 5.9645 Grado maximo A(G) =12
de nodo < k > ’ y grado minimo 8(G)=5
Fragmentacién 137 ~0.928994
Didmetro 3 Distancia promedio ~5.06509
<l>
Cocficiente de 0.6347 Eficiencia global ~0.00591104
agrupamiento promedio < C > <l >

Tabla 4.2: Propiedades topolédgicas de la Red de celdas

La topologia de un grafo se refiere al patron que forman sus nodos y enlaces, hasta este
punto no es posible establecer nuestro grafo dentro de una topologia de las ya existentes.
No es un grafo regular, ya que los nodos de la red no poseen el mismo grado de nodo. Sin
embargo, a la que mds se asemeja, es a una red de mundo pequefio ya que su coeficiente de
agrupamiento promedio es grande alrededor de 0.6347y posee y en el caso de la longitud
de camino promedio es cercana a Ln|V|. Sin embargo, el didmetro no es pequefio. Aun asf,
nuestra red se asemeja mas a esta topologia.

0.5 .

04f

o=
Laa
1

plk)

0.0

* % 8 , 8% & = =
o 10 11 12 13 14

Grado de nodo

. .
4 3 6

—
fa il
[FEr ]

L.
T 8

Figura 4.3: Distribucion grado de nodo. Se muestra la relacion entre los grados de nodo de
la red de redes y la probabilidad de que de un nodo escogido al azar tenga grado de nodo k.
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Figura 4.4: Grafo de la red de celdas. Se presenta un grafo de 169 nodos con 504 enlaces
que representa la estructura tridimensional presentada en la Figura 4.2. En este grafo cada
grupo de nodos del mismo color representan cada una de las celdas interconectadas.
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4.2. Dinamica de la red de celdas

En esta seccién se estudia la dindmica de la red de celdas de tres maneras diferentes,
con un acoplamiento global y uniforme muy similar al capitulo anterior, por medio de los
exponentes transversos de Lyapunov y con la sincronizacion de clusteres.

4.2.1. Acoplamiento global

Si las celdas son de células idénticas, sus pardmetros son los mismos, y convergen al mis-
mo equilibrio o solucién periddica de la célula aislada. Una manera de estudiar la estructura,
es como la red de la celda s6lo que con un niimero mayor de nodos.

La dindmica de la red de celdas puede ser descrita por

N
Xi:F(xi)+ngijF(xi—Xj) 4.1)

j=1
donde N es el nimero de células, en este caso 169. F : R3 — R3 es la dindmica de un nodo
aislado, I" es la matriz de acoplamiento entre estados, g es la fuerza de acoplamiento y L es
la matriz de conectividad de la red.

La matriz Laplaciana de la red es

L =Arqa—D

donde A,.; es la matriz de adyacencia presentada en la seccién anterior, D es una matriz
diagonal de tamafio N x N y sus elementos son de la forma d;; = k; paratodai=1,2,--- N
con k; como el grado del i—ésimo nodo. La matriz D es conocida como matriz de grado de
grafo. Ademas, se tiene que L, es una matriz simétrica, irreducible y semidefinida negativa.
Su eigenvalor mas grande distinto de cero es A, = —0.1536. Asi que con el Teorema 3.3.1
se tiene que la minima fuerza de acoplamiento necesaria para la sincronizaciéon completa es

S d
82 .
Celdas Fuerza de acoplamiento
Todas Activas g> 0.1—5636 ~ 10.43
Todas Inactivas g>0

Tabla 4.3: Fuerza de acoplamiento red de celdas

En la Tabla 4.3 se muestra la fuerza de acoplamiento minima para cada tipo de red, y es
posible observar que en comparacion con la celda unitaria se necesita una fuerza de acopla-
miento mayor conforme el nimero de nodos crece. En las Figuras 4.5 y 4.6 se muestran la
sincronizacion completa de una red de celdas con células activas e inactivas respectivamente.
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Sincronizacidn configuracidn CCC (modelo: Pernaroswki)
5 T T T T T T T T T

I I I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

0o

i i 1 I | i i 1
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tiermpo

Figura 4.5: Sincronizacion de las células activas g = 11. Se muestra la sincronizacion com-
pleta de 169 células todas activas con una fuerza de acoplamiento de g = 11, la cual inicia
en el tiempo de simulacién 500.

Sincronizacidn configuracidn CCC (modelo: Pernaroswki)

T T T T T
el i
1 1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000
1D T T T T T
q D T emmeert L I TP, T e eeT TP TP areee e T eI ey e T e R e T e eeeeres N
A0 ; ; ; ; ;
a 500 1000 1500 2000 2500 3000
2 T T T T ]
2 D? é : ]
i i i i i i
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Tiermpo

Figura 4.6: Sincronizacion de las células inactivas g = 5. Se muestra la sincronizacion
completa de 169 células todas inactivas con una fuerza de acoplamiento de g = 5, la cual
inicia en el tiempo de simulacién 500.

4.2.2. Exponentes transversos de Lyapunov

La sincronizacion de la red de celdas también puede ser estudiada por los tLes. En este
caso solo es posible analizar una red de celdas con nodos idénticos, sin embargo es posible
obtener el margen para la estabilidad del estado sincronizado de las soluciones de la red o pa-
ra qué valores de la fuerza de acoplamiento ocurre una transicion entre el estado sincronizado
estable y un comportamiento complejo acotado.
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4.2.2.1. Células Activas

Para la estabilidad, es necesario que el mayor de los tLe sea negativo. Con una fuerza de
acoplamiento positiva, para nuestra red de celdas es mayor de los exponentes es u (),

w(h)=h+gh, < 0
0.9789 -0.1536g < O
¢ > 637304

con este andlisis se aumenta el rango de la fuerza de acoplamiento para garantizar la esta-
bilidad del estado sincronizado. Sin embargo, no se logra la sincronizacién completa de las
c€lulas en el margen de 6.37304 < g < 10.43. Otro punto que se puede observar, es que
conforme g — oo el estado sincronizado se hace mds y mas estable.

4.2.2.2. Células Inactivas

En el caso de las células inactivas, sus soluciones tienden a un punto de equilibrio estable
del sistema, se dice, que el estado sincronizado del sistema es estable. Aunque utilizando los
tLes es posible comprobar este resultado.

De nuevo, se considera el exponente transverso de Lyapunov mds grande y se busca que
sea negativo

ui(A)=hi+gh, < 0

£ 0.0373
& 0.1536
¢ > —0.2428

como se considera que g > 0, se tiene que para todo valor de g la red es estable y todos sus
tLes son negativos.

En cambio, si se busca la transicion del equilibrio estable a un comportamiento complejo
acotado o a un comportamiento parecido al que presentan las células [ activas, es necesario
considerar una fuerza de acoplamiento negativa. De nuevo, en este punto el inducir una fuer-
za de acoplamiento negativa al sistema no indica que se le esté quitando energia al sistema.
Indica que es necesario inducir algin agente externo para lograr nuestro objetivo.

La transicion del equilibrio al comportamiento complejo surge cuando por lo menos uno
de los tLes es positivo y la suma de todos es negativa. Se considera que el mayor de los tLes
es positivo, en este caso el mayor es yj(Ay) y se tiene

u(AN) =hi— gy > 0

gl > M
d ]
g > 0.0028
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La suma de los tLes es

d N
ZtLes:NZhi+d|g|Z|7Lj| < 0
i=1 =

—NZ?zlhi
dyi I\l
g < 0.0827229

lg] <

con d = 3 es la dimensién del modelo de la célula aislada, N = 169 el ndmero de células de la
red, h; es el i-ésimo exponente de Lyapunov y A; es el j-ésimo eigenvalor de la matriz de co-
nectividad. El intervalo para el comportamiento complejo acotado 0.0028 < |g| < 0.0827229,
es lo bastante pequefio en comparacion con el comportamiento de la celda, en otro caso el
sistema es inestable.

En la Figura 4.7 se muestran los mérgenes para el comportamiento complejo de las celdas
conforme va creciendo a red. Debido a que la cota superior del comportamiento complejo es
la minima entre

¢ — min [ izt —NZELihi
didn] " d T )

» e e o
L - ot — - - e - s -
0.08
0.06
lgl i
0.04
| | = L g L ] L ] L] L L L = L E
0.02
131 e O GO A S - - R
1 2 3 4 ] 6 7 3 @ 10 11 12 13
MNo.Celdas

Figura 4.7: Comportamiento complejo de la red de celdas conforme va creciendo el nimero
de celdas, cambia el margen del comportamiento complejo de la red.

De manera general, el comportamiento complejo acotado esta en el intervalo

|h1] —):f'lzl h;
] 181 < apal
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4.3. Analisis por subredes

Para iniciar nuestro anélisis por subredes, se consideran dos celdas conectadas de manera
lineal y difusiva, tal y como se sincronizé en el capitulo anterior. Cada una de estas celdas
esta compuesta por 13 nodos idénticos acoplados de manera lineal y difusiva, es decir, n| =
ny = 13.

En este caso, los nodos de cada celda poseen su respectiva dindmica, la cual se puede
escribir de manera general como

X o= Fi(x) +glzlzkr Xk —x;)+¢ Z Zil (yk — xi) (4.2)
k=1 k= n1+1

i = 1,27...7;/11;

yi = B(i)+g Z [T (v — yi +CZszT X = Yi) (4.3)
k=ni+1 k=1

i = m+1,m+2,---,n+n;

donde Fi,F> : R? — IR3 son las ecuaciones que representan la dindmica de las células B aisla-
das, las cuales s6lo difieren en el pardmetro ug, el cual determina la activacion o inactivacion
de las células. La matriz I" € R3*3 es una matriz de ceros y unos que determina que varia-
bles de estado estidn conectadas, como se mantiene que el acoplamiento solo afecta el primer
estado I' = diag(1,0,0). Las matrices £ = (I3) y Z = ([3) son las matrices de conectividad
de la subred 1 y la subred 2, respectivamente. Mientras que las matrices Z = (Zi) y Z = (%)
representan la conectividad entre subredes. Las constantes g; y g2 son las fuerzas de aco-
plamiento de las subredes 1 y 2 respectivamente, mientras que las constantes ¢ y ¢ son las
fuerzas de acoplamiento entre subredes.

Las matrices Z = (Zj) y Z = (2x) son las matrices de acoplamiento entre las dos subredes.
Las constantes g1 y g» son las fuerzas de acoplamiento de las subredes 1 y 2 respectivamente,
mientras que las constantes ¢ y ¢ son las fuerzas de acoplamiento entre subredes. Es impor-
tante mencionar, que para realizar la sincronizacién por clister en estos casos es necesario
que los elementos de las matrices Z y Z cumplan con la siguiente condicién: zj = z jk para
toda i, j, k, es decir, los elementos de la k-ésima columna de la matriz sean iguales.

Sea

N
a = ¢ Z bix, parai=1,2,--- n
k=n1+1
ny R
Gi = &Y bi, parai=ni+1,n+2,-- n+m
k=1

Es posible reescribir las ecuaciones (??) y (??) como

ni N —
X = Fl(xi)+ZF(gllik(xk—xi)—dix, Z birl'yk (4.4)
k=1 k=n1+1
N 4 .
yi = BO)+ Y, T(galiw(yk—yi)—ayi) Zbierk (4.5)
k=n1+1 k=1
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Se escriben las dos ecuaciones anteriores como una sola y se tiene que
X=FX)+(CoD)X (4.6)

La matriz C es la matriz de conectividad de la red, la cual tiene la forma

C= ( glALnlxnl EZn]xnz )+ ( Anlxnl inxnz )
éanxn] gZanxnz 0n2><n1 Aannz

Se pretende encontrar condiciones para la sincronizacion por clisteres de las celdas, es
decir, si todos los nodos de la celda 1 estdn completamente sincronizados entre si. Mientras
que los nodos de la celda 2 estdn completamente sincronizados entre si. Aun cuando sus
estados sincronizados son distintos y denotados por s;(7) y s2(¢) respectivamente.

Se considera primero la celda 1 determinada por la ecuacion (4.4) y los resultados para
la celda 2 (4.5) se pueden obtener de manera andloga. Como la celda 1 estd completamente
sincronizada entre si la dindmica del error, e;; (1) = x;(t) —x;(t), puede ser descrita por

éij = Xj(t) —x(z)
np N
= F()+ Y T(gilplw—x;) —ap;)+¢ Y, zZplwn
k=1 k=n;+1
ni N
—Fi(x) = Y T(ailala—x) —am)—¢ Y, zuly
k=1 k= +1
ni ny
= Fl(xj)+Zr(glljk(xk—xj)—djxj)—Fl(xi)—Zr(gllik(xk—xi)—flixi)
k=1 k=1
ny
= Fi(xj)—F(x)+ Y T(giljla —xj) — ajx; — giluc(xe — xi) +a@ix;)
k=1

]
= Fi(eij)+ ) T(giljxejx — gilixeix) —ale;;
k=1
A la ecuacidn anterior, es posible anadirle dos términos que algebraicamente no afecten el
resultado. donde r > 0 es un pardmetro auxiliar. Los términos 4=rI'¢;; unen los términos del
acoplamiento con el sistema individual, donde —rT’¢;; puede ser visto como una contribucion
de los términos de acoplamiento en las inestabilidades de amortiguamiento causadas por los
eigenvalores con parte real positiva de la matriz Jacobiana del sistema individual y rTe;;
puede ser despreciado con ayuda de los términos del acoplamiento.

n
éij =F (e,-j) — (a+r)Fel-j + Z r (glljkejk —g1l,-ke,~k) + I’Fe,'j (47)
k=1

Se considera una funcién de Lyapunov para el sistema (4.7)
1 ny n

V= 4_1 Z Z eiTjMeij,

i=1j=1
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la derivada con respecto al tiempo de la funcién anterior es

1"1 nj

vV = —ZZe Meé;;
i=1j=
ny n n
l 1j= =1
ny np 1n1 n
= ZZe M (F(eij) (a—f—r)l—‘)eij—kiz ZeiTerl"eij
= L= i=1j=1
1 ni
EZ Z Z gll]ketjMFe]k glllkel]Mrelk)
i=1j=1k=
1 mom L mom
- EZZ Fl el] (a—i—r)F elj+ ZZEUI’Mre”
i=1j=1 2= 1j=1
1”171 ny
2 Z Z nlglleejkMreJk)
k=1 j>k

Ahora
m 5 = %Zgl ;?lzleiTjM(Fl(e,-j)—(a-l—r)l")eij <0,sia+r<0.

= SH=1¥", I eiTerFeij > 0, yaque r > 0y M es positiva definida.

n §3 = %ZZ‘:_ll Y J>k(n1 giljre JkMFe jk) < 0, pero ademds debe compensar al sumando

A)
Entonces,
_ _ nlfl ni
So+83 = Z Zel]M —nig1lij)Te;;) <0
i=1 j>i

con lo cual se cumple que la red es asintéticamente estable. Entonces, para obtener la sin-
cronizacién del subred 1 atiin con una fuerza de entrada, es necesario que a+r < 0 y ademads
r—nigili; <0, donde r es obtenido por el método de conexion de grafo, propuesto en
[10]. Para el caso de la subred 2, se tiene un resultado similar s6lo que @+ 7 < 0 y ademds
r— nzgll,’j < 0.

Con lo cual, se tienen las condiciones necesarias para que el sistema (4.7) sea asintoti-
camente estable, que son a+r <0y r—mnigil;j <0. Ademds, la cota para el valor de r
es obtenida por el método de conexion de grafo, propuesto en [10]. Obteniendo con esto la
fuerza necesaria para realizar la sincronizacion de subredes.

Es importante mencionar, que el andlisis realizado en esta seccién no aplica para la red
de celdas presentada en las secciones anteriores. Debido a que las matrices de acoplamien-
to entre subredes no cumplen con las condiciones necesarias para realizar este andlisis, sin
embargo se presenta otra oportunidad de sincronizar dos celdas con nodos no idénticos. La
desventaja de este tipo de acoplamiento, es que no serd posible considerar que la comunica-
cion entre celdas es por uniones tipo gap donde la unién surge con el contacto directo de sus
membranas.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudid la estructura y la dindmica de un red de células pan-
credticas [ utilizando como herramienta matematica la teoria de grafos.

Se inici6 el estudio de las células B aisladas con la finalidad de comprender mejor al
sistema por si solo y obtener una idea de como es la dindmica de las células en cimulo. Los
modelos matematicos que describen la actividad eléctrica de las células aisladas resultan ser
todo un tema de investigacién debido a la complejidad que presentan los picos de disparos,
las oscilaciones involucradas en el proceso de la actividad eléctrica de la célula. Sin embargo,
para este trabajo se han abordado dos modelos deterministas de los cuales existe informacion
en la litertura, para cada modelo se determinaron puntos de equilibrio, la estabilidad de los
mismos, las bifurcaciones y los pardmetros que determinan la activacion o inactivacion de
las células. Aunque exista toda una linea de investigacion para las células aisladas, el interés
principal de este trabajo, es modelar una red de cimulos de células donde cada una de ellas
tiene la dindmica no lineal de los modelos de células aisldas estudiados.

Para el estudio de las células B acopladas se ha considerado como herramienta matematica
el uso de la teorfa de grafos, se ha analizado tanto la estructura como la dindmica de arreglos
de células. Con respecto a la estructura, bajo los supuestos de que las células son esferas
rigidas de radio r, que las conexiones entre células se establecen bajo el contacto fisico de
sus membranas se generd una estructura minima de trece células denominada celda. Después,
una vez obtenido el anélisis de esta estructura se estableci6 otra de mayor nimero de células,
la cual se denomina red de celdas. Se estudiaron las caracteristicas topoldgicas de ambas
estructuras, y en base a estos arreglos se establecen conexiones.

Con respecto a la dindmica de la celda y la red de celdas, se considera que cada nodo
posee la dindmica del modelo de Pernarowski para células aisladas y ademas se ha supuesto
que la intercomunicacion entre células es solamente por uniones de hendidura, se considera
que estas uniones se encuentran en el punto de contacto de las esferas y que la fuerza de
acoplamiento es relativa a la conductancia de estas uniones.

Se encontraron magnitudes de la fuerza de acoplamiento, de tal manera que se logre la
sincronizacién completa en el caso de celdas con células idénticas, es decir, todas las células
con los mismos pardmetros y distintas condiciones iniciales; la sincronizacion practica en
el caso de celdas con células no idénticas, donde las células diferian entre activas e inacti-
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vas. Dichas condiciones fueron encontradas utilizando el criterio de A, y el estudio de los
exponentes tranversos de Lyapunov. Cuando se considera que la fuerza de acoplamiento es
global y uniforme conforme el nimero de células crece la fuerza necesaria para lograr la
sincronizacion también aumenta.

Como punto particular en la dindmica de las células acopladas, en el caso de tener una
red de células idénticas inactivas por medio del estudio de los exponentes transversos de
Lyapunov del sistema, se encontr6 una fuerza de acoplamiento de magnitud negativa tal
que se generan oscilaciones en este sistema. Sin embargo, es importante mencionar que
el signo no indica que se le esté quitando energia al sistema, nos indica que es necesario
inducir algun agente externo para lograr la activacion y la cantidad de agente necesario. Esta
fuerza de acoplamiento negativa deja algunas interrogantes sin resolver como ;qué agente
introducir al sistema?, ;coémo y donde introducir el agente?, pero no es objetivo de esta tesis
dar respuesta a estas preguntas.

Por otro lado, para el estudio de una red con células no idénticas se considera una fuerza de
acoplamiento global y se obtienen condiciones para la sincronizacion parcial, pero de nueva
cuenta conforme el nimero de nodos crece la fuerza de acoplamiento necesaria para realizar
la sincronizacion es cada vez mas grande. Por lo cual, se estudia el caso donde la fuerza de
acoplamiento no es uniforme en toda la red, se analiza la red por medio de subredes cada
una con su respectiva fuerza de acoplamiento para que la subred esté completamente sincro-
nizada. Se determina la fuerza de acoplamiento necesaria entre las subredes para que éstas
se sincronicen de manera completa, esto es importante, ya que si la fuerza de acoplamiento
inducida entre las dos redes es mucho mayor que la necesaria, se pierden las oscilaciones
periddicas de las subredes.

En conclusion, la teoria de grafos permite modelar la dindmica de las células pancredticas
B en un islote de Langerhans, es decir, si tomamos una estructura tridimensional de las célu-
las pancredticas 3, y bajo ciertos supuestos es posible determinar si este cimulo se activo,
inactivo o si se presentardn oscilaciones después de determinado tiempo.

5.2. Trabajo a futuro

El trabajo de investigacion realizado en esta tesis permitié reafirmar que la teoria de grafos
nos permite modelar la dindmica de las células B en un islote de Langerhans. Sin embargo, el
estudio de las células 3 tanto de manera aislada como acopladas avanza dia tras dia. Este tra-
bajo se enfoc6 sélo en el estudio de las células pancreaticas B, pero mencioné que los islotes
de Langerhans también estdn compuestos por otros tipos de células. Como trabajo a futuro
se propone incorporar las otras células pertenecientes al islote ya que éstas también pue-
den influir en la dindmica del mismo, ademds de considerar otros tipos de comunicaciones
intercelulares.

Con respecto a la dindmica de nuestra red, se consideré que la dindmica de los nodos de
la red estaba establecida por un modelo determinista, una propuesta para trabajo a futuro es
que bajo la estructura ya establecida de la red analizar la dindmica cambiando los modelos
de las células aisladas, ya sea por un modelo que incluya otros factores o agentes externos o
incluso algin modelo estocéstico que represente la actividad eléctrica de las células.

Respecto a la estructura, se idealiz6 el modelo tridimensional de las células suponiendo
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que eran esferas rigidas del mismo radio, por lo cual se propone realizar otro tipo de estruc-
tura ya sea deformando las esferas o buscando otro acoplamiento entre celdas, siempre y
cuando no se consideren celdas aisladas y se dejen huecos intersticiales de las células, donde
se puedan acoplar los otros tipos celulares. Todo esto con la finalidad de ir generando una
estructura de un islote pancreético.

Con respecto a la fuerza de acoplamiento primero resolver las interrogantes generadas por
la fuerza de acoplamiento negativa, determinar qué agente externo seria necesario introducir
al sistema, de qué manera y cémo se introduciria dicho agente. Por otra parte la fuerza de
acoplamiento de la celda o la red de celdas como un grafo no dirigido, donde la fuerza de
acoplamiento entre células sea distinta. Si bien, para la red de celdas se tiene algo similar,
seria interesante analizar cudles son las condiciones para la sincronizacion en el caso de que
la fuerza de acoplamiento sea distinta para todos los enlaces.
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Apéndice A
Bifurcaciones

A continuacion se presenta los conceptos bésicos para las bifurcaciones uniparamétricas,
y se mencionan los teoremas utilizados para establecer la existencia de las bifurcaciones en
la dindmica de la células aisladas.
Una bifurcacion es el cambio cualitativo en la estructura de la 6rbita de un sistema dindmico
al variar uno o mds parametros. LLos cambios asociados al nimero y estabilidad de la orbita,
pueden ser

= Estéticos (equilibrios)

e Estables (nodo o foco)

e Inestables (nodo, foco o tipo silla)
» Periddicos (ciclos limites)
» Atractores cadticos

Las bifurcaciones se pueden clasificar en: bifurcaciones locales y bifurcaciones globales.
Las bifurcaciones locales, es un fénomeno local que es posible captar analizando la Jacobiana
del sistema en el punto de bifurcacion. Las bifurcaciones globales, son méds complejas ya que
su produccion depende de fénomeno global.

A.1. Bifurcaciones Uniparamétricas

Las bifurcaciones uniparamétricas o de codimension-1 dependen de un sélo parametro y
en los teoremas presentados a continuacién se mencionan las bifurcaciones principales. Las
demostraciones de estos teoremas se encuentran en [21, 27]

A.1.1. Bifurcacion silla-nodo

La bifurcacion silla-nodo se presenta cuando al cruzar el pardmetro un determinado valor
aparecen dos nuevos puntos singulares.
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Teorema A.1.1. Sea x = f(x;u) un sistema de ecuaciones diferenciales en R" que depende
de un solo pardmetro u. Suponga que cuando u = py, existe un punto de equilibrio en x = X
que satisface las siguientes condiciones, existe una bifurcacion tipo silla-nodo.

Condicion SN1. D, f(xo;uo) tienen un eigenvalor simple nulo, k eigenvalores con parte real
negativa y n —k — 1 eigenvalores con parte real positiva (incluyendo multiplicidades)

Condicidn SN2. 5 f(xo; o) # 0

SN3. D2 f (xo;u0) # 0

A.1.2. Bifurcacion transcritica

La bifurcacion transcritica s6lo ocurre cuando el sistema posee un punto singular que existe
para todos los valores de los parametros y nunca es destruido.

Teorema A.1.2. Sea x = f(x;u) un sistema de ecuaciones diferenciales en R" que depende
de un sélo pardmetro u. Suponga que cuando u = Ly, existe un punto de equilibrio en x = Xy
que satisface las siguientes condiciones, existe una bifurcacion tipo transcritica.

Condiciéon T1. D, f(xo;uo) tienen un eigenvalor simple nulo, k eigennvalores con parte real
negativa y n —k — 1 eigenvalores con parte real positiva (incluyendo multiplicidades)

Condicion T2. %Dx f(xos00) #0

Condicién T3. D2 f(xo;u) # 0

A.1.3. Bifurcacion tridente-Pitchtork

La bifurcacion tridente solo existe cuando hay simetria respecto a la variable x.

Teorema A.1.3. Sea x = f(x;u) un sistema de ecuaciones diferenciales en R" que depende
de un solo pardmetro u. Suponga que cuando u = o, existe un punto de equilibrio en x = xg
que satisface las siguientes condiciones, existe una bifurcacion tipo tridente o pitchtork.

Condiciéon P1. D, f(xo;uo) tienen un eigenvalor simple nulo, k eigennvalores con parte real
negativa 'y n —k — 1 eigenvalores con parte real positiva (incluyendo multiplicidades)

Condicion P2. %Dx f(xos00) #0
Condicion P3. 337]3‘ f(xos00) #0

3
= Si %f{xo;,uo) < 0 es supercritica.

3
s Si E%pf(xo;,uo) > 0 es subcritica.

78



A.1.4. Bifurcacion Hopf

En este tipo de bifurcacion es necesario que el sistema sea de dimensién n > 2. Considere X =
f(x;u), con gy como un valor de parametro y el punto xo(up) tiene sélo un par de eigenvalores
imaginarios puros +i®g, con ®y > 0.

Teorema A.1.4. Supongamos que el sistema % = f(x;u), un sistema de ecuaciones diferen-
ciales en R" que depende de un sélo pardmetro u. Tiene un punto de equilibrio (xo, o) en el
que se satisfacen las siguientes condiciones.

Condicién H1. D, f(xo;uo) tienen sélo un par de eigenvalores imaginarios puros y no tie-
nen otros eigenvalores con parte real nula.

Condicién H2. Sea A(u), A(u) los valores propiod de D, f(xo;uo) los cuales son imagina-
rios en u = y, tales que

d= aiRex(y) £0
H u=Ho

Entonces existe una variedad central tridimensional que pasa por (xo,tp) en R" x R
y es un cambio de coordenadas diferenciable para la expansion de Taylor de orden 3
en la variedad central, en coordenadas polares, es dado por

o= (du+0Lr)r
0 = c0+c,u+br2

Si [} # 0, entonces existe una superficie de soluciones periddicas en la variedad cen-

tral, la cual tiene tangencia cuadrdtica con el eigenespacio de A(uo), A(uo) que coin-

cide en dimension dos con el paraboloide u = —%rz . Si 1] <0, entonces, esas solu-
ciones periddicas son un ciclo limite estable, mientras que si l; > 0, son ciclos limite
inestable.
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Apéndice B
Conceptos utiles para el estudio de grafos

Siguiendo con los conceptos bdsicos presentados en la Seccion 3.1, en este apéndice se
presentan algunas medidas bésicas para su estudio de grafos.

Sea un grafo, G = (V,E), con N nodos y M enlaces. El conjunto de nodos estd dado por
V ={vi,va,--,vn} y el conjunto de enlaces E = {ej,ep, - ,em}.

Meétricas

Tamafo y orden

Orden del grafo: Numero de vértices del grafo G. |V (G)| = N.

Tamaiio del grafo: Nimero de enlaces del grafo G. |[E(G)| = M.

Grado de los nodos

Grado de nodo: Numero de enlaces conectados un nodo, es una de las caracteristicas mas
elementales en un nodo.
N N
k(vi) = Y aij =) aji
J J

donde a;; son elementos de la matriz de adyacencia de G.

Grado promedio de nodo: Es el promedio de los grados de nodo de todos los nodos del

grafo
N

<k>= ]lvzk(v,-)

i

Grado maximo o minimo: el grado mdximo de G se expresa como A(G) mientras que el
grado minimo se expresa como 6(G).

Niicleo o centro: es el nodo mas conectado, el que posee el mayor grado de nodo.
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Distribucion de grado

p(k): Es larelacién de que un nodo escogido al azar tenga k enlaces.

Numero de nodos que tienen k enlaces
p(k) =

Numero total de nodos

Representacion: Se puede representar la distribucién de los grados de nodo como un plano
cartesiano, en el eje x se representan los posibles grados y en el eje y se representan la
probabilidad con la que un nodo escogido al azar tenga k enlaces.

Distribuciones: Existen tres tipos de distribuciones importantes.

e . . Lk
= Distribuicién para una red con topologia de Poisson P(k) = e “%;
= Distribuicién para una red con topologia Exponencial P(k) = Ce~%

= Distribuicion para una red con topologia Libre de Escala P(k) = Ck™Y

Caminos

Distancia: es una métrica y se denota por d;;. Puede ser vista como la longitud de camino
mas corto que une a dos nodos. La determinacion de la distancia sélo es posible si se
conoce toda la informacion del grafo.

Diametro: es la distancia mas grande de todas las distancias del grafo, se denota por D
D = méx{d;;}
i,j

Longitud de camino promedio: es el promedio de todas las distancias minimas del grafo
y ofrece una medida de navegabilidad del grafo o dependencia de la comunicacion.

)
<I>=———) d;j
NN-1) &
Eficiencia global: es la capacidad que iene la red del intercambio de informacion entre sus

nodos.
2

<l lTo=_= 3 RS
NN 1) & d;

Clusterizacion

Coeficiente de agrupamiento para el nodo v;, se define como la relacién de parejas de ve-
cinos de un nodo que son también a su vez vecinos entre ellos. En otras palabras, si el
nodo A estd conectado con B, y B estd conectado con C, entonces muy probablemente
A también tienen enlace directo con C.

B 2M;
C k(i) [k(vi) — 1]

con M; como el numero de enlaces que existe entre los vecinos del nodo v;.

G
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Coeficiente de agrupamiento promedio: es el promedio de todos los C,, y s6lo toma valo-
res entre cero y uno. Es cero si y s6lo si los vecinos estdn desconectados y uno si todos
los nodos estén conectados.

1 N
<C>=—=) C,
N ; K
Fragmentacion: proporcion de nodos que no estan directamente conectados.

FGzl_ziL
&N 1)

con a;; como elementos de la matriz de adyacencia.

83



84



Bibliografia

[1] Imagen de homeostasis de glucosa tomada de: http://www.vi.cl/gepe/34-11.jpg.
[2] Organizacion mundial d la salud: http://www.who.int/topics/diabetes_mellitus/es/.
[3] Real academia espafiola: http://www.rae.es/.

[4] A.Sherman. 10. calcium and membrane potencial oscilations in pancreatic B—cells.
Case Studies in Mathematical Modeling Ecology, Physiology, and Cell Biology, page
203, 1997.

[5] J.G. Barajas-Ramirez. Transiciones a sincronizaciones en islotes de células pancreati-
cas. In Congreso Nacional de Control Automdtico, Monterrey, Nuevo Leon, 2007.

[6] J.G. Barajas-Ramirez and R. Femat. Transition to complex behavior in networks of
coupled dynamical systems. In /7th IFAC World Congress, Seoul Korea, 2008.

[7] J.G. Barajas-Ramirez and R. Femat. On the emergence of chaos in dynamical networks.
International Journal of Systems Science, 43(12):2240-2248, 2012.

[8] J.G. Barajas-Ramirez, E. Steur, R. Femat, and H. Nijmeijer. Synchronization and acti-
vation in a model of a network of B-cells. Automatica, 47(6):1243-1248, 2011.

[9] S. Soriano Ubeda. Efecto del bloqueo intercelular en la actividad oscilatoria sincrona
en sistemas bioldgicos: célula B pancredtica. Tesis doctoral, Universidad de Alicante,
Junio 2006.

[10] L.V. Belykh, M. Hasler, M Lauret, and H. Nijmeijer. Synchronization and graph topo-
logy. International Journal of Bifurcation and Chaos, 15(11):3423-3433, 2005.

[11] M. Brissova, M.J. Fowler, and A. Chu W.E. Nicholson, B. Hirshberg, D.M.Harlan,
and A.C. Powers. Assessment of human pancreatic islet architecture and composition

by laser scanning confocal microscopy. Journal of Histochemistry & Cytochemistry,
53(9):1087-1097, 2005.

[12] O. Cabrera, D.M. Berman, N.S. Kenyon, C. Ricordi, P. Berggren, and A. Caicedo.
The unique cytoarchitecture of human pancreatic islets has implications for islet cell

function. Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States of
America, 103(7):2334-2339, 2006.

85



[13] T.R. Chay and J. Keizer. Minimal model for membrane oscillations in the pancreatic
beta-cell. Biophysical Journal, 42(2):181-189, 1983.

[14] L. Chen et al. Cluster synchronization in a complex dynamical network with two noni-
dentical clusters. Journal of Systems Science and Complexity, 21(1):20-33, 2008.

[15] M.V. Nguyen D. Joyner and N. Cohen. Algorithmic graph theory. Free Software Foun-
dation, November 2008.

[16] G. de Vries. Analysis of models of bursting electrical activity in pancreatic beta cells.
Thesis, The University of British Columbia, August 1995.

[17] M. Hiriart and R. Vidaltamayo. Cuestion de hormonas: el papel de la hormonas del
pancreas en la salud y en la diabetes. Biophysical Journal, 4(2):e49, 1983.

[18] B. GalIglesias and M. Lépez Gallardo. Bases de la Fisiologia. Editorial Tebar, segunda
edicidn edition, 2007.

[19] C. Ivorra. Las férmulas de cardano-ferrari. Disponible en
http://www.uv.es/ivorra/ .

[20] R. SivaJ.A. Bondy, U. Murty. Graph theory with applications, volume 290. Macmillan
London, 1976.

[21] A.L Kuznetsov. Elements of applied bifurcation theory, volume 112. Springer, 1998.

[22] R. Latorre, J. Lopez-Barneo, and R. Llinas F. Bezanilla. Biofisica y fisiologia celular.
Universidad de Sevilla, cuarta edicion edition, 1996.

[23] Z. Li and G. Chen. Global synchronization and asymptotic stability of complex dy-
namical networks. Circuits and Systems Il: Express Briefs, IEEE Transactions on,
53(1):28-33, 2006.

[24] P. E. MacDonald and P. Rorsman. Oscilaciones, intercelulares de acoplamiento, la
insulina y la secrecion pancredtica de células B. Biophysical Journal, 4(2):e49, 2006.

[25] A. Coérdova Marthez. Fisiologia Dindmica. Editorial MASSON, segunda edicion edi-
tion, 2003.

[26] J.A. McHugh. Algorithmic graph theory. Prentice Hall Englewood Cliffs, 1990.

[27] E.A. Carilllo Navarro. Andlisis y Control de la Bifurcacion Takens-Bogdanov. Tesis
doctoral, Universidad de Sonora, Diciembre 2009.

[28] M.G. Pedersen. Contributions of mathematical modeling of beta cells to the unders-
tanding of beta cell oscillations and insulin secretion. J. of Diabetes Sci. and Tech,
3:12-20, 2009.

[29] M.G. Pedersen, R. Bertram, and A. Sherman. Intra-and inter-islet synchronization of
metabolically driven insulin secretion. Biophysical journal, 89(1):107-119, 2005.

86



[30] M. Pernarowski. Fast and slow subsystems for a continuum model of bursting activity
in the pancreatic islet. SIAM Journal on Applied Mathematics, 58(5):1667-1687, 1998.

[31] D.U. Silverthotn and A.C.Silverthotn. Fisiologia Humana: Un enfoque integrado. Jun.
30, 2008.

[32] M. Valdeolmillos, A. Gomis, and J.V. Sdnchez-Andrés. In vivo synchronous membra-
ne potential oscillations in mouse pancreatic beta-cells: lack of co-ordination between
islets. The Journal of Physiology, 493(1):9-18, 1996.

[33] J.M.W. van de Weem. Conditions for synchronization and chaos in networks of B-cells.
Master thesis, Technische Universiteit Eindhoven, August 2009.

[34] U. Welsch. Histologia. Editorial Médica Panamericana, segunda edicion edition, Oc-
tuber 2009.

87



