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Resumen

Los estudios sobre células β son de suma importancia debido al interés que implica el
conocimiento del control de los niveles de glucosa en sangre. Estas células actúan como un
sensor de glucosa, ya que ante niveles elevados de glucosa en sangre las células β responden
con la liberación de insulina.

Se ha comprobado que las células β son células excitables. Éstas son capaces de modi-
ficar su potencial de membrana y generar patrones oscilatorios en términos de su activiad
eléctrica, concentraciones de calcio intracelular y la liberación de insulina. También, se ha
demostrado tanto in vitro como in vivo que las células β pertenecientes a un cúmulo oscilan
de manera sı́ncrona. Sin embargo, no se tiene del todo claro las condiciones necesarias para
la sincronización de las células, ni para la estructura de los cúmulos de células β en los islotes
pancreáticos.

En este trabajo de tesis utilizando la teorı́a de redes complejas, se busca realizar un análisis
de las células β acopladas. Se propone una estructura mı́nima para un cúmulo de células β

bajo los supuestos de que las células del cúmulo son esferas rı́gidas, todas del mismo radio, y
además se asume que el acoplamiento entre las células sólo existe si están en contacto fı́sico.
Se genera su grafo y se estudian las propiedades topológicas de dicha estructura. Además,
se considera al grafo generado como una red, donde cada nodo (célula) tiene como dinámica
el modelo de una célula β aislada y se han encontrado condiciones para la sincronización
completa en el caso de células idénticas o condiciones para la sincronización parcial en el
caso de células no idénticas.

Una vez analizadas las caracterı́sticas topológicas y la dinámica de la estructura mı́nima
propuesta, a la que se le nombró celda, se construye una red de redes o red de celdas de la cual
también se estudian las caracterı́sticas topológicas y las condiciones para la sincronización
de la red. Con esta estructura se busca presentar una propuesta de citoarquitectura de células
β en un islote pancreático y además establecer condiciones para la sincronización de la red.

Palabras claves: Islotes pancreáticos, sincronización, redes complejas, células β.
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Abstract

Studies of β-cells have great importance due in the interest implied in the knowledge of
blood glucose levels control. These cells act as a glucose sensor, since if a high level of blood
glucose occurs, β-cells release insulin.

It has been proved that beta cells are excitable. They are capable of modifying their mem-
brane potential and generate oscillatory patterns in terms of their electrical activity, intra-
cellular calcium levels and insulin release. It also has been proved whatever in vitro or in
vivo that beta cells in a cluster oscillate synchronously. However,the necessary conditions
for cells synchronization neither for structure of beta cells clusters in pancreatic islets, are
not clear.

At this thesis, by using complex networks theory, we perform an analysis for coupled beta
cells. We proposed a minimal structure for a β-cells cluster with the assumptions that cell
in the cluster are rigid spheres, all of them has the same radius and we also assumed that
coupling among cells only exists if they are in physical contact. A graph is generated and its
topological propierties were studied. The graph used is a net in which every node has the iso-
lated beta cell model asociated and we have found conditions for complete synchronization
of identical cells and conditions for partial synchronization of non-identical cells.

Once, the topological features and dynamics of the minimal structure were studied, we
built a cluster network, studied its topological features and we also gave conditions for its
synchronization. By using this structure we try to propose a cell-architecture of beta cell in
a pancreatic islet and we stablished conditions for network synchronization.

key words: pancreatic islets, synchronization, complex networks, β-cells.
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1.2.1. Comunicación celular en los islotes . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Capı́tulo 1

Introducción

Una de las enfermedades más frecuentes en el humano es la Diabetes Mellitus, enferme-
dad causada por un déficit de la hormona insulina o una respuesta inadecuada a la misma, en
cualquiera de los dos casos se generan alteraciones metábolicas que conducen a un estado
de hiperglucemia 1, y al permanecer en estos estados de manera persistente se pueden causar
daños en órganos, ceguera, fallo renal, coma diabético o incluso la muerte.

Existen distintos tipos de diabetes. La diabetes tipo 1, la cual es causada por la incapacidad
de producir insulina. La diabetes tipo 2, causada por el déficit combinado del cuerpo para
responder y producir insulina. La diabetes gestacional la cual es diagnosticada cuando se
presentan concentraciones de glucosa elevadas por primera vez durante el embarazo [2].

Si bien, el cuerpo para el buen funcionamiento de sus órganos necesita mantener las con-
centraciones de glucosa en sangre en un intervalo de 80-120 mg

dl (4.4-6.6 mM). Existen mu-
chos factores que afectan estos niveles de glucosa como: la ingesta de alimentos, la velocidad
de digestión, el metabolismo, el ejercicio e incluso el estado psicológico y/o reproductor de
la persona [9]. Estos cambios en las concentraciones de glucosa son detectados por algunas
células de páncreas, el cual funciona como un sensor de glucosa, ya que al detectar niveles
por debajo de lo normal las células pancreáticas α liberan glucagón, hormona que estimu-
la las células del hı́gado y la liberación de glucosa, para regresar a los niveles normales.
En cambio, si los niveles de glucosa son elevados, como puede ocurrir tras una comida, las
células pancreáticas β productoras de insulina responden con una secreción rápida de esta
hormona, disminuyendo los niveles de glucosa (ver Figura 1.1).

1.1. Páncreas Endocrino

El páncreas es un órgano mixto, ya que tiene una parte exocrina de donde segrega enzimas
digestivas que pasan al intestino delgado y una parte endocrina donde se producen hormonas
como el glucagón, somatostatina e insulina.

La parte endocrina del páncreas constituye el 1%− 2% de la masa total del órgano, y
se agrupa en cúmulos de células (1000-3000 células/cúmulo) semiesféricos de un diámetro
aproximado de 200-300µm. Estos cúmulos se denominan islotes pancreáticos o islotes de
Langerhans, en honor a Paul Langerhans quien fue el primero en describirlos en 1869. Sin

1f.Med.Nivel de glucosa en la sangre superior al normal [3].
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Figura 1.1: Homeostasis de la glucosa. (a) Cuando la concentración de glucosa en sangre
es baja, el páncreas libera glucagón que estimula a la degradación del glúcogeno y la salida
de glucosa del hı́gado. (b) Cuando las concentración de glucosa en sangre es elevada, el
páncreas libera insulina, que incrementa la absorción de glucosa por las células y promueve
su conversión y almacenamiento en glucógeno [1].

embargo, hoy en dı́a estos cúmulos siguen siendo un tema de investigación tanto en la es-
tructura y funcionamiento del islote, como en las investigaciones que relacionan las células
de los mismos con el proceso de regulación de glucosa y la disfunción de algunas de ellas
con la Diabetes Mellitus [18] .

De los islotes, se sabe que en un páncreas adulto existen aproximadamente entre 1 y 2
millones y que su distribución por el páncreas es bastante irregular [34]. Además, los islotes
están formados fundamentalmente por cuatro tipos de células: las células α secretoras de
glucagón, las células β secretoras de insulina, las células δ secretoras de somatostatina y las
células PP secretoras de polipéptido pancreático.

El porcentaje de estos tipos celulares en los islotes es algo que aún no se encuentra bien
establecido ya que algunos estudios informan que los islotes están compuestos por ≈ 70%
de células β, ≈ 20% de células α, < 10% de células δ, y < 5% de células PP. Estudios
más recientes [11, 12] establecen que estos porcentajes son ≈ 54% de células β, ≈ 35%
células α y < 11% células δ y < 2% células PP. Algo que es importante remarcar, es que
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aunque los porcentajes entre estudios difieren tienen en común que las células β son las más
predominantes en los islotes.

Con respecto a la distribución de estos tipos celulares existe poca información, en algunos
casos, mencionan que las células β ocupan la parte central del islote y en su periferia se en-
cuentran α,δ y PP [34]. Otros mencionan que las células se β se encuentran entremezcladas
con los otros tipos celulares [12]. En la Tabla 1.1 se puede observar el porcentaje de células
por islote que se considerará en este trabajo de tesis, la hormona que secretan y la función
principal de esta hormona .

Tipo de células Porcentaje Hormona Función de
de células secretada la hormona
en el islote

Células alfa (α) ≈ 35% Glucagón Aumenta la concentración
de glucosa en sangre.

Células delta (δ) < 11% Somatostatina Inhibe la secreción de
de glucagón e insulina.

Células PP < 2% Polipéptido Regula la secreción de
Pancreático enzimas intestinales y

gástricas
Células beta (β) ≈ 54% Insulina Disminuye la concentración

de glucosa en sangre.

Tabla 1.1: Relación entre los tipos de células presentes en los islotes pancreáticos, su propor-
ción y función de la hormona secretada [9, 11, 12]

1.1.1. ¿Por qué estudiar a las células β?
Las células pancreáticas β son las más predominantes en los islotes de Langerhans, pero

además son de suma importancia en la regularización de los niveles de glucosa, ya que son
las únicas células en el cuerpo capaces de segregar insulina, hormona que ayuda a disminuir
los niveles de glucosa en sangre. Como se mencionó anteriormente, los estudios realizados
sobre los islotes pancreáticos y sobre las células β están motivados por el interés que implica
el conocimiento del control de glucosa en sangre ya que esto brinda un acercamiento al
problema de la Diabetes Mellitus.

Desde el punto de vista de sistemas dinámicos, existen diversas maneras de abordar este
tema, se pueden generar modelos que representen la relación estı́mulo-secreción de la glu-
cosa e insulina con la finalidad de obtener un conocimiento más extenso en la cantidad de
insulina necesaria a suministrar dependiendo de las concentraciones de glucosa; estudiar mo-
delos que describan la actividad eléctrica de las células, ası́ como la relaciones entre canales
iónicos y diversos agentes que estimulen la liberación de las hormonas o incluso es posible
generar modelos que describan la estructura de los islotes estableciendo como son las cone-
xiones y comunicación entre las células para finalmente describir la dinámica de los cúmulos
generados.
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1.2. Estudios de las células β y de los islotes pancreáticos

En la actualidad se sabe que las células pancreáticas β son un ejemplo de sistemas con
acoplamiento estı́mulo-secreción, lo cual está relacionado con la actividad eléctrica de la
célula, canales iónicos y concentraciones de diversos agentes que estimulan la liberación
[31].

La actividad eléctrica de las células β es descrita como un patrón de oscilaciones en el po-
tencial de membrana, que varı́a entre distintos estados. Cuando la concentración de glucosa
extracelular es baja (< 5mM), se dice que la célula se encuentra en reposo y el potencial de
membrana se mantiene en −70mV . Cuando aumenta la concentración de glucosa (> 7mM),
se dice que las células presentan actividad y se puede observar que el potencial de membrana
alcanza un valor aproximado a −50mV que a partir de este valor se presentan las ráfagas de
potenciales que varı́an entre −30 y −10mV . Estas oscilaciones en la actividad eléctrica son
paralelas a las oscilaciones presentadas por los cambios en la concentración del calcio intra-
celular el cual es un agente que estimula la liberación de la hormona insulina [22, 24, 17].

Es por eso, que la mayorı́a de los estudios matemáticos se han enfocado en las oscilacio-
nes que representa el potencial de membrana, ya que se consideran que este proceso tiene
una complejidad importante por sı́ mismo. El primer modelo matemático que se encarga de
describir la actividad eléctrica de las células fue propuesto por Chay-Keizer en [13], en el
cual utilizó las ideas de Atwater donde se considera que existen tres canales principales para
la activación eléctrica de la célula, los cuales son los canales de potasio y calcio dependientes
de voltaje, y el canal de potasio dependiente de calcio. Además se asume que la concentra-
ción de calcio intracelular es el agente de control en el cambio de la fase activa e inactiva
de la célula. Los otros modelos que describen la actividad eléctrica son modificaciones del
modelo de Chay-Keizer ya sea en los canales iónicos a considerar o en los agentes externos
que estimulan la liberación. Sin embargo, estos modelos matemáticos describen la actividad
eléctrica de una célula β aislada y este proceso al igual que la secreción de insulina no es
un proceso unicelular, ya que es necesaria la coordinación de cúmulos células para lograr la
supervivencia y un funcionamiento adecuado del islote [28].

1.2.1. Comunicación celular en los islotes
La coordinación entre las células de los islotes es de suma importancia para el envı́o

de señales. En [11, 12] se afirma que la comunicación intercelular entre células β es por
medio de uniones gap o hendidura, mientras que entre células β y no-β es por otro tipo de
comunicación.

Las uniones tipo gap o de hendidura, son un tipo de comunicación intercelular que permite
la conexión de los citoplasmas de las células. Este tipo de conexión une dos membranas
plasmáticas de las células que se encuentran más próximas (ver Figura 1.2) y permite la
conexión eléctrica de las células que se unen y crean una red de comunicación en las células
del mismo tejido.

Éste un tipo de comunicación es muy veloz, ya que el mensaje sólo debe viajar una corta
distancia, y dado que no abandona el citoplasma no va a estar sometido a la interferencia de
agentes externos [25].
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Figura 1.2: Estructura del gap-junctions (Uniones en hendidura). Dibujo que ilustra dos
membranas adyacentes y los componentes estructurales de las membranas que forman las
comunicaciones o canales entre las dos células [25].

1.2.2. Modelos matemáticos
En los modelos matemáticos de las células aisladas buscan explicar los distintos patrones

que presenta la actividad eléctrica ante distintos estı́mulos de glucosa. Es posible observar
que de manera aislada existe una gran heterogeneidad en la respuesta de las células ante la
presencia de glucosa. Sin embargo, cuando las células forman parte de un cúmulo de células
la respuesta individual se convierte en un patrón único homogéneo con un comportamiento
oscilatorio en términos de la actividad eléctrica y la concentración de calcio intracelular.

Es por esto, que en estudios relacionados con los cúmulos de células o islotes pancreáticos
son modelos que relacionan la actividad eléctrica de las células aisladas y la manera en que
se da el acoplamient celular.

Gerda de Vries en su tesis doctoral [16] presenta modelos matemáticos deterministas de
una célula aislada que relacionan la actividad eléctrica, los canales iónicos y el potencial de
membrana, donde se incluyen algunos mdelos dimensionales para pasar a realizar la adimen-
sionalización de cada uno de ellos. Además estudios posteriores analizar puntos de equili-
brio, estabilidad y bifurcaciones de los distintos modelos.

En cambio [4, 30] estudian tanto a las células β de manera aisladas y después generan
arreglos de células e investigan la dinámica de estos arreglos, este tipo de estudios iniciaron
suponiendo a los cúmulos como arreglos de red o malla, y después con el paso del tiempo han
cambiado a diversas topologı́as e investigar distintos tipos de comportamientos dinámicos
con la finalidad de acercarse lo más posible a la dinámica real de los islotes y establecer con
ello un acercamiento a los problemas de regulación y sincronı́a de las células.
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En [8, 33] de nueva cuenta, parten con modelos de células β aisladas y mediante diversas
topologı́as estudian las condiciones para la sincronización o desincronización de los arreglos
de células generados.

Desafortunadamente, es muy difı́cil comprobar si algunos de estos arreglos de células
describen el acoplamiento existente en la realidad, ya que no existen estudios biológicos que
determinen de manera precisa de cómo es el acoplamiento célula a célula de los islotes.

1.3. Contenido de la presente tesis

Se sabe que existen estudios que analizaron la dinámica de células pancreáticas β aisladas
y algunos otros que analizaron a las células en grupos donde buscan el comportamiento
dinámico de los cúmulos de células, para encontrar condiciones para la sincronización o el
comportamiento ası́ncrono de las células como en [4, 8, 30].

En este trabajo de tesis nos enfocaremos en el comportamiento dinámico de las células β

de manera aisladas y acopladas en una estructura con diferente grado de homogeneidad, la
cual pueden ser representada por medio de la teorı́a de redes complejas. Es decir, la teorı́a de
redes puede ser utilizada como una base matemática para modelar la interconexión entre las
células adyacentes e incluir la dinámica de cada célula en los nodos de una red.

El objetivo principal de este trabajo de tesis es determinar un modelo de un cúmulo de
células β, además del comportamiento dinámico de este cúmulo, para finalmente, en base
a lo anterior describir la dinámica de las células β en los islotes de Langerhans, utilizando
la teorı́a de redes y los modelos de las células β aisladas. El contenido del trabajo es el
siguiente:

Capı́tulo 2: Se estudia la dinámica de las células β de manera aisladas mediante los mo-
delos matemáticos que describen a actividad eléctrica de éstas. Se analizan puntos de
equilibrio, estabilidad de los mismos y bifurcaciones existente en los modelos. Se con-
sidera el modelo de Pernarowski [30] y el modelo de Sherman-Keizer-Vries [4] para
realizar estos análisis.

Capı́tulo 3: Se propone una estructura mı́nima de la red en base a un arreglo tridimensional
de las células, se establecen algunos supuestos y simplificaciones de nuestra red para
después buscar condiciones para la sincronización o el comportamiento complejo para
el caso de nodos idénticos o no idénticos.

Capı́tulo 4: Se define el crecimiento de la red, creando una red de redes y se encuentran
condiciones para la sincronización o comportamiento complejo de la nueva estructura.

Capı́tulo 5: Se presentan las conclusiones sobre los resultados obtenidos en esta tesis, ası́ co-
mo también el trabajo a futuro.
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Capı́tulo 2

Células pancreáticas β aisladas

En este capı́tulo se abordan dos modelos matemáticos que describen la actividad eléctrica
de las células β, para establecer un preámbulo en el estudio de los cúmulos de células, se
presenta el análisis matemático de dos modelos cuya diferencia principal relacionada a la
fisiologı́a son las corrientes del potencial de membrana, los canales a considerar y el agente
externo que genera los disparos. Matemáticamente la diferencia principal es el uso de las
unidades, ya que el primer modelo es un sistema en donde se consideran las unidades de
cada parámetro y variables mientras que en el segundo no. En la Figura 2.1 se presenta un
esquema de los pasos principales que ocurren en la célula β una vez que detecta a la glucosa
y parte de ello es lo que representan estos modelos matemáticos.

Figura 2.1: Modelo de secreción de insulina estimulado por glucosa. En presencia de
glucosa, después de su metabolismo, se produce un aumento en la razón entre ATP/ADP y
el cierre de los canales de potasio dependiente de voltaje. Cuando ocurre la despolarización
de las células se produce la apertura de los canales de potasio, aumentando la concentracı́ón
de calcio y estimulando la liberación de insulina [9].
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2.1. Modelo dimensional de una célula β aislada

El siguiente sistema es un modelo presentado por Arthur Sherman en [4], dicho modelo
contiene las mı́nimas caracterı́sticas para generar las oscilaciones cuadradas que presentan
las células β. El modelo consta de tres ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden.

τẋ1 = f (x1,x2,x3) (2.1)
τẋ2 = σg(x1,x2) (2.2)

τsẋ3 = h(x1,x3) (2.3)

donde x1 representa el potencial de membrana de la célula , x2 representa la probabilidad de
que el canal de potasio esté abierto y x3 es la concentración de diversos agentes que permiten
la activación de los disparos de las células, entre éstos, el calcio intracelular.

Se tiene que

f (x1,x2,x3) = −ICa(x1)− IK(x1,x2)− Is(x1,x3)

g(x1,x2) = n∞(x1)− x2

h(x1,x3) = s∞(v)− x3 +β

con

ICa(x1) = gCam∞(x1)(x1− vCa)

IK(x1,x2) = gKx2(x1− vK)

Is(x1,x3) = gsx3(x1− vK)

p∞(x1) =
1

1+ exp[(vp− x1)/sp]
donde p = m,n,s.

ICa representa la corriente iónica del canal de calcio dependiente de voltaje, IK representa
la corriente iónica del canal de potasio dependiente de voltaje, e Is representa la corriente
iónica del canal de potasio dependiente de calcio , gCa y gK son constantes relacionadas con
las conductancias de los canales, y vCa y vK son los potenciales de Nernst 1 de los canales de
calcio y potasio.

Se asume que ICa responde de manera instantánea al cambio en el potencial de la membra-
na, mientras que IK responden a la ganancia de la variable x2 que está dada por la ecuación
(2.2). Siendo estas dos corrientes las responsables de generar el potencial de acción, la co-
rriente lenta del canal de potasio, Is no presenta un rol muy importante en la dinámica de
las células individuales, ya que x3 es aproximadamente una constante. Los parámetros para
realizar las simulaciones de las células β, como las que se presentan en las Figuras 2.2(a) y
2.2(b), se muestran en la Tabla 2.1.

1El potencial de Nernst relaciona la diferencia de potencial a ambos lados de la membrana biológica en el
equilibrio con las caracterı́sticas relacionadas de los iones del medio externo e interno y de la propia membrana.
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(a) Célula Activa. Parámetro β = 0

(b) Célula Inactiva. Parámetro β = 0.1

Figura 2.2: Simulaciones numéricas de una solución del sistema (2.1)-(2.3), donde se
muestra el potencial de membrana, x1 (en mV ), la probabilidad de que los canales iónicos
estén abiertos, x2, y la concentración de calcio intracelular, x3 (en µM). Ambas simulaciones
tienen las mismas condiciones iniciales, solamente difieren en el valor del parámetro β que
en este sistema determina la actividad o inactividad de las células β.
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gCa = 3.6 vCa = 25 mV vm =−20 mV sm = 12 mV τ = 0.02 s
gK = 10 vK =−75 mV vn =−17 mV sn = 5.6 mV τs = 35 s
gS = 4 vs =−38 mV ss = 10 mV σ = 0.9

Célula activa
β = 0

Célula inactiva
β = 0.1

Tabla 2.1: Parámetros para el modelo dimensional de la célula β

2.1.1. Análisis del subsistema rápido-lento
En esta sección se presenta un estudio de las ecuaciones del modelo dimensional donde, se

divide al sistema de la célula β como dos subsistemas: un subsistema rápido generado por las
ecuaciones (2.1)-(2.2) donde la variable x3 es un parámetro de bifurcación y un subsistema
lento generado por la ecuación (2.3). Dicho estudio servirá como un preámbulo para entender
el comportamiento dinámico de las células β.

2.1.1.1. Subsistema rápido

Se consideran las dos primeras ecuaciones del sistema, (2.1)-(2.2), como el subsistema
rápido con x3 como un parámetro de bifurcación.

τẋ1 =−ICa(x1)− IK(x1,x2)− Is(x1;x3)

τẋ2 = σ(n∞(x1)− x2)
(2.4)

Primeramente obtengamos los puntos de equilibrio del sistema (2.4) cuando

ẋ1 = 0 (2.5)
ẋ2 = 0 (2.6)

de la ecuación (2.6) se tiene que

ẋ2 = σ(n∞(x1)− x2) = 0
x2 = n∞(x1).

Mientras en la ecuación (2.5), se debe cumplir que

ẋ1 = ICa(x1)+ IK(x1,x2)+ Is(x1,x3) = 0
gCam∞(x1)[x1− vCa]+gKx2[x1− vK]+gsx3[x1− vK] = 0

gCam∞(x1)[x1− vCa]+gKn∞(x1)[x1− vK]+gsx3[x1− vK] = 0

y por manipulación algebraica se obtiene que

−gCam∞(x1)[x1− vCa]

gs[x1− vK]
− gKn∞(x1)[x1− vK]

gs[x1− vK]
= x3 (2.7)

Por lo tanto, los puntos de equilibrio del subsistema rápido son de la forma x∗=(x∗1,x
∗
2;x3)

T

donde x∗1 cumple la ecuación (2.7) y x∗2 = n∞(x∗1), es decir, para cada valor que tome el
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parámetro x3 se determina un valor de x∗. Al no obtener una expresión explı́cita para los
puntos de equilibrio del sistema (2.4) se grafica la ecuación (2.7) que relaciona el parámetro
x3 y los valores que debe tomar x∗1. Algo que es importante mencionar, es que todos los pun-
tos que pertenecen a la curva de la Figura 2.3 son puntos de equilibrio del sistema (2.4).
Además, ya que se considera que el potencial de membrana de una célula toma valores ne-
gativos, x∗1 < 0 para todo tiempo y como vK es un parámetro negativo es posible observar
que la ecuación (2.7) presenta una discontinuidad cuando x∗1 = vK . Es por eso que para cues-
tiones de este análisis se considera que x∗1 ∈ (vK,0) y siguiendo los valores de la Tabla 2.1
x∗1 ∈ (−75,0).

Figura 2.3: Relación entre la variable x1 y el parámetro x3. Los puntos que pertenecen a
la curva son puntos de equilibrio del subsistema rápido donde es posible observar que para
cada valor del parámetro x3 se tiene un valor de la x∗1.

Como las ecuaciones (2.4) son un sistema no lineal, y se desea estudiar la estabilidad de
los puntos de equilibrio y el comportamiento de las soluciones cercanas a éstos, se utili-
za el teorema de Hartman y Grobman para establecer la estabilidad local de los puntos de
equilibrio, siempre y cuando éstos sean hiperbólicos2.

Se linealiza el sistema alrededor de el punto de equilibrio x∗, donde la matriz Jacobiana
evaluada en el punto está dada por

J(x∗) =

 1
τ

fx1(x
∗) 1

τ
fx2(x

∗)

σ

τ
gx1(x

∗) σ

τ
gx2(x

∗)


donde fxi(x

∗) := ∂ f
∂xi

(x∗) y gxi(x
∗) := ∂g

∂xi
(x∗).

2Un punto de equilibrio es hiperbólico si: Re(λ) 6= 0, siendo λ un eigenvalor de la matriz Jacobiana.
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De la Jacobiana se calcula la traza y el determinante, los cuales son

Tr(J) =
1
τ

fx1(x
∗;x3)+

σ

τ
gx2(x

∗) (2.8)

Det(J) =
σ

τ2 fx1(x
∗;x3)gx2(x

∗)− σ

τ2 fx2(x
∗;x3)gx1(x

∗). (2.9)

El polinomio caracterı́stico de la matriz está dado por

PJ(λ) = λ
2−Tr(J)λ+Det(J) = 0,

sus raı́ces o los eigenvalores de la matriz Jacobiaba determinan la estabilidad de los puntos
de equilibrio, los cuales son

λ1,2 =
1
2

(
Tr(J)±

√
Tr2(J)−4Det(J)

)
. (2.10)

Con esta información se puede realizar un análisis sobre los eigenvalores de la Jacobiana
en base a la traza y el determinante. Si el determinante de (2.10) tiene signo negativo, los
eigenvalores λ1,2 son reales de signo opuesto por lo tanto el punto de equilibrio es inestable
tipo silla.

En cambio, si el determinante tiene signo positivo los puntos de equilibrio pueden ser
nodos o focos, lo cual se determina con los signos de la traza, Tr(J), y el discriminante,
∆ = Tr2(J)−4Det(J). Si el discriminante es negativo los puntos de equilibrio son focos, en
otro caso son nodos. El signo de la traza determinan la estabilidad, si la traza es positiva el
punto de equilibrio es inestable, en caso de que la traza sea negativa el punto de equilibrio es
estable.

Si el determinante es igual a cero, los eigenvalores son λ1 = Tr(J) y λ2 = 0, con lo cual no
se proporciona información suficiente para determinar la estabilidad del equilibrio, ya que
tenemos un punto no hiperbólico.

Para realizar el análisis de los signos del determinante se ha graficado la ecuación (2.9), en
la Figura 2.4 es posible observar que para valores de x1 entre (-60.2,-40.2) el determinante es
negativo y para los intervalos de (-75,-60.2) y (-40.2,0) es positivo. Realizaremos el análisis
de estabilidad partiendo de estos tres intervalos.

Caso 1. x1 ∈ (−75,−60.2) en este intervalo se tiene que el Det(J)> 0.

En este caso, para cualquier valor de x1 en el intervalo la Tr(J) < 0 lo que implica que
todos los puntos en el intervalo son estables. Sin embargo, el discriminante está dado por

∆ = Tr(J)2−4Det(J)

=

(
1
τ

fx1(x
∗;x3)+

σ

τ
gx1(x

∗)

)2

−4
(

σ

τ2 fx1(x
∗;x3)gx2(x

∗)− σ

τ2 fx2(x
∗;x3)gx1(x

∗)
)
.

En la Figura 2.5 es posible observar que la Tr(J)< 0 para todo valor de x1 ∈ (−75,−60.2)
y que el signo del discriminante varı́a en el intervalo marcado.
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Figura 2.4: Determinante de la Jacobiana evaluado para cada valor de x1. Es posible
observar que el determinante tiene un cambio de signo cuando x1 ≈−60.2 y x1 ≈−40.

El discriminante en x1 ∈ (−75,−71.3)∪(−70.96,−61) es positivo, lo que implica que
el equilibrio es tipo nodo, y por la traza se sabe que es estable.

El discriminante en x1 ∈ (−71.3,−70.96) es negativo, lo que implica que el equilibrio
es tipo foco, y por la traza se sabe que son estables.

Figura 2.5: Signo de la Tr(J) y ∆. En la gráfica se presentan los valores que toma la traza de
la matriz Jacobiana con la lı́nea continua y el discriminante de los eigenvalores con la lı́nea
punteada para cada valor de x1 ∈ (−75,−60.2).
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Caso 2. x1 ∈ (−60.2,−40) en este intervalo se tiene que el Det(J)< 0.

En este caso el discriminante es positivo para todo valor de x1 en el intervalo, lo cual
se puede obsevar de manera gráfica en la Figura 2.6, por lo cual se tiene que los puntos
de equilibrio son tipo nodo. Sin embargo, en este intervalo la traza varı́a de signo como se
puede ver en la Figura 2.7 y conforme cambia el signo de la traza, cambia la estabilidad del
equilibrio.

En el intervalo de x1 ∈ (−60.2,−41.7) la traza es negativa, por lo cual el equilibrio es
estable. En este intervalo se tiene un nodo estable.

En el intervalo de x1 ∈ (−41.7,−40) la traza es positiva, por lo cual el equilibrio es
inestable. En este intervalo se tiene un nodo inestable.

Figura 2.6: Discriminante de la ecuación (2.10) para valores de x1 ∈ (−60.2,−40). Es po-
sible observar que para todos los valores de x1 perteneciente a este intervalo el discriminante
es positivo.

Existe un punto a partir del cual se da un cambio en la estabilidad, ya que el punto de
equilibrio pasa de ser inestable a estable, aunque mantiene el tipo de punto. Se considera que
x3 ≈ 0.22 y x1 ≈−41.47, con estos valores se tiene que

Det(J) > 0
Tr(J) = 0

Tr2(J)−4Det(J) < 0

con estos datos se sabe que el sistema linealizado posee un eigenvalor con parte real cero y
de la forma

λ1,2 =±
√

Det(J)i.

Por lo tanto, se tiene que el sistema (2.4) posee sólo dos eigenvalores en x0 que son ima-
ginarios puros. Los cuales cumplen la primera condición del Teorema A.1.4 (ver Apéndice
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Figura 2.7: Traza de la Jacobiana para valores de x1 ∈ (−60.2,−40). Es posible ob-
servar que en este intervalo la traza presenta variaciones en su signo, para valores de
x1 ∈ (−60.2,−41.7) la traza es negativa, mientras que para x1 ∈ (−41.7,−40) la traza es
positiva.

A).
Para la segunda condición del mismo teorema, se tiene que los eigenvalores alrededor del
punto son de la forma

λ1,2 =
1
2

Tr(J)± 1
2

√
Tr2(J)−4Det(J).

por lo cual,

d
dx3

(Re(λ(x3)))

∣∣∣∣
x3=x3∗

=
d

dx3

(
Tr(J)

2

)
=− 1

10
6= 0

lo que cumple con la segunda condición. Con estas dos condiciones se tiene la existencia de
una bifurcación tipo Hopf para el punto mencionado.

Caso 3. x1 ∈ (−40,0) en este intervalo se tiene que el Det(J)> 0.

Este caso se muestra en las Figuras 2.8 y 2.9, se observa los valores que toma la traza y el
discriminante según varı́a x1 en el intervalo. El discriminante siempre se mantiene negativo,
por lo cual para este intervalo se tienen puntos de equilibrio tipo foco. Sin embargo, la traza
varı́a de signo por lo cual la estabilidad de los puntos cambia.

Además para valores de x3 ≈−0.0097 y x1 ≈−27, se tiene que

Det(J) > 0
Tr(J) = 0

Tr2(J)−4Det(J) < 0

con estos datos se sabe que el sistema linealizado posee un eigenvalor con parte real cero y
de la forma

λ1,2 =±
√

Det(J)i.
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Figura 2.8: Traza de la Jacobiana para valores de x1 ∈ (−40,0). Es posible observar que
en este intervalo la traza presenta variaciones de signo, para valores de x1 ∈ (−40,−27) la
traza es positiva, mientras que para x1 ∈ (−27,0) la traza es negativa.

Figura 2.9: Discriminante de la ecuación (2.7) para valores de x1 ∈ (−40,0). Es posible
observar que para todos los valores de x1 en el intervalo el discriminante es negativo.

Por lo tanto, se tiene que el sistema (2.4) posee sólo dos eigenvalores en x0 que son ima-
ginarios puros. Los cuales cumplen la primera condición del Teorema A.1.4 (ver Apéndice
A). Para la segunda condición del mismo teorema, se tiene que los eigenvalores alrededor
del punto son de la forma

λ1,2 =
1
2

Tr(J)± 1
2

√
|Tr2(J)−4Det(J)|i.

por lo cual,

d
dx3

(Re(λ(x3)))

∣∣∣∣
x3=x∗3

=
d

dx3

(
Tr(J)

2

)
=− 1

10
6= 0

lo que cumple con la segunda condición. Con estas dos condiciones se tiene la existencia de
una bifurcación tipo Hopf para el punto mencionado.
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Caso 4. Transiciones.
Otros puntos a analizar, son cuando se da la transición en los signos del determinante. Se
considera que x3 = 0.225, el punto de equilibrio es x∗ = (x∗1,x

∗
2;x3)

T con x∗1 ≈ −40 y x∗2 =
n∞(x∗1). En base al análisis realizado por intervalos, en este punto ocurre una transición de
un punto inestable tipo silla-nodo a un foco inestable, es decir, ocurre un cambio en el tipo
de punto.
En este caso se tiene que

Det(J) = 0
Tr(J) < 0

con estos datos se sabe que los eigenvalores de la matriz evaluada en x∗ son λ1 = Tr(J) 6= 0
y λ2 = 0, con los cuales se cumple la primera condición del Teorema A.1.1 (ver Apéndice
A). Para la segunda condición del mismo teorema se tiene que

d f
dx3

(x∗) =

 1
τ

d f
dx3

(x∗)

1
τ

dg
dx3

(x∗)

=

 −200(75+ x1)

0

∣∣∣∣∣∣
x1=x∗1

como x∗1 6=−75 la primera derivada del vector no se anula, por lo cual se cumple la segunda
condición del teorema.
Además,

dJ
dx

(x∗) =


1
τ

d2 f
dx2

1
(x∗) 1

τ

d2 f
dx2

2
(x∗)

σ

τ

d2g
dx2

1
(x∗) σ

τ

d2g
dx2

2
(x∗)

=

 3.39871 0

0.0221135 0


como la matriz es distinta a la matriz nula, se cumple la tercera condición. Por lo tanto, como
se cumplen las tres condiciones se tiene que existe una bifurcación tipo silla-nodo.

Por último, el punto de equilibrio a considerar es cuando x3 = 0.174514, y x∗=(x∗1,x
∗
2;x3)

T

tal que x∗1 ≈−60 y x∗2 = n∞(x∗1). Según el análisis por intervalos, en este punto ocurre la tran-
sición de un punto inestable tipo silla-nodo a un nodo estable, es decir, ocurre un cambio en
el tipo de punto y en la estabilidad. En este caso tenemos que Det(J) = 0, con esto se sabe
que los eigenvalores de la matriz evaluada en x0 son λ1 = Tr(J) 6= 0 y λ2 = 0, lo que cumple
con la primer condición del Teorema A.1.1 (ver Apéndice A). Para la segunda condición se
tiene que

d f
dx3

(x∗) =

 1
τ

d f
dx3

(x∗)

1
τ

dg
dx3

(x∗)

=

 −200(75+ x1)

0

∣∣∣∣∣∣
x1=x∗1

igual que en caso anterior, como x∗1 6=−75 la primera derivada del vector no se anula, por lo
cual se cumple la segunda condición.
Además,

dJ
dx

(x∗) =


1
τ

d2 f
dx2

1
(x∗) 1

τ

d2 f
dx2

2
(x∗)

σ

τ

d2g
dx2

1
(x∗) σ

τ

d2g
dx2

2
(x∗)

=

 2.26653 0

0.00063737 0
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como la matriz es distinta a la matriz nula, se cumple la tercera condición del teorema. Por
lo tanto, como se cumplen las tres condiciones se tiene que existe una bifurcación tipo silla-
nodo.

En la Figura 2.10, se muestra la bifurcación del equilibrio del sistema rápido, donde las
lı́neas continuas representan estabilidad y las lı́neas punteadas inestabilidad. En el intervalo
de x1 ∈ (−75,−60) se tienen nodos, entre los cuadrados se tienen equilibrios tipo silla nodo
y para x1 ∈ (−40,0) se tienen focos. Los cuadrados determinan las bifurcaciones silla-nodo,
mientras que el cı́rculo la bifurcación tipo Hopf.

Figura 2.10: Bifurcación del equilibrio del subsistema rápido. En la gráfica se muestra la
relación entre las variables x1 y el parámetro x3 donde la curva marcada son los puntos de
equilibrio del subsistema rápido. Además es posible observar la estabilidad y las bifurcacio-
nes existentes en dicho modelo.

2.1.1.2. Subsistema lento

La dinámica para el subsistema lento está dada por

ẋ3 =
s∞(x1)− x3 +β

τs
(2.11)

se calcula el punto de equilibrio para esta ecuación y se tiene que x∗3 = s∞(x1)+β. Se sabe que
sobre esta curva la dx3

dt > 0, mientras que por debajo dx3
dt < 0, y es como surge la transición

entre la fase activa e inactiva del sistema dependiendo del cambio de signo en la derivada el
cual es determinado por el parámetro β, el cual es importante para determinar el equilibrio
general del sistema.

2.1.2. Equilibrio del modelo dimensional para una célula aislada
Ya que se tienen los puntos de equilibrio de los susbsistemas para el modelo dimensional

de la célula β. Como se desea determinar el equilibrio del sistema será necesario analizar si
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existe un valor donde las curvas de los equilibrios se crucen. Del subsistema rápido se tiene
la ecuación (2.7) mientras que del subsistema lento se tiene x∗3 = s∞(x1)+β.

Se igualan las ecuaciones

s∞(x1)+β =−gCam∞(x1)(x1− vCa)

gs(x1− vK)
− gKn∞(x1)(x1− vK)

gs(x1− vK)

nuevamente no es posible determinar de manera explı́cita el punto de equilibrio. Sin embar-
go, utilizando los parámetros marcados en la Tabla 2.1 se grafican las curvas de equilibrio
tanto del subsistema rápido como el subistema lento y es posible observar que existe un cru-
ce entre ellas, lo que se determina que existe un punto de equilibrio x0 = (x∗1,x

∗
2,x
∗
3)

T .

En las Figuras 2.11 y 2.12 es posible observar que las curvas se intersecan en distintos
puntos dependiendo del parámetro β que se encuentra en la dinámica lenta del sistema. En
el primer caso β = 0 ( ver Figura 2.11) , la intersección ocurre en una parte inestable del
subsistema rápido, x∗1 ≈−52.56, entonces el punto de equilibrio general es

x0 ≈ (−52.56,0.0017437,0.18908)T

y en las solución del sistema es posible observar oscilaciones en sus tres estados (ver Figura
2.2(a)), se dice que la célula está activa. En el segundo caso β = 0.1 (ver Figura 2.12) la
intersección ocurre en la parte estable del subsistema rápido y en la solución del sistema
es posible observar que no se presentan oscilaciones en los estados (ver Figura 2.2(b)), el
sistema alcanza un estado estacionario y se dice que la célula está inactiva.

Figura 2.11: Equilibrio del modelo dimensional con β = 0. Se presentan las intersecciones
de las curvas de equilibrio del subsistema rápido y el subsistema lento con el parámetro β= 0,
el punto donde ambas curvas se intersecan es el punto de equilibrio del modelo dimensional,
en este caso es un punto de equilibrio inestable.
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Figura 2.12: Equilibrio del modelo dimensional con β = 0.1. Se presentan las interseccio-
nes de las curvas de equilibrio del subsistema rápido y el subsistema lento con el parámetro
β = 0.1, el punto donde ambas curvas se intersecan es el punto de equilibrio del modelo
dimensional, en este caso es un punto de equilibrio estable.

2.2. Modelo adimensional de una célula β aislada

Se considera el modelo propuesto por Pernarowski [30], el cual es una adimensionalización
del modelo de Sherman-Keizer-Rinzel con un cambio de variables. El modelo propuesto
está dado por

ẋ1 = f (x1)− x2− k(x3) (2.12)

ẋ2 =
1
τ
(w∞(x1)− x2) (2.13)

ẋ3 = ε(h(x1)− x3) (2.14)

donde x1 es relativo al potencial de membrana, x2 es relativo a parámetros de activación de
los canales de flujo iónico y capacitancia de membrana, x3 es relativo a las concentraciones
de calcio intracelular u otros agentes que generan los disparos en las células.
Además,

f (x1) = −a
3

x3
1 +aûx2

1 +

(
1
τ
−a(û2−η

2)

)
x1

w∞(x1) =
(

τ− a
3

)
x3

1 +aûx2
1 +

(
1
τ
−a(û2−η

2)−3τ

)
x1−3τ

k(x3) = τx3

h(x1) = β(x1−uβ)

Los valores de los parámetros para realizar las simulaciones de este modelo, como las
presentadas en la Figura 2.13 se muestran en la Tabla 2.2. En este caso ya que se tiene que
el modelo es adimensional, los parámetros y los estados no poseen unidades.
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(a) Células Activas uβ =−0.954

(b) Células Inactivas uβ =−1.3

Figura 2.13: Simulación numérica de una solución del sistema (2.12)-(2.14), donde la
variable x1 es relativa al potencial de membrana, x2 es relativa a los canales iónicos, y x3 es
relativo a la concentración de agentes que estimulan los disparos.
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a = 1
4 η = 3

4 u=̂3
2

β = 4 τ = 1 ε = 0.0025
Célula activa
uβ =−0.954

Célula inactiva
uβ =−1.3

Tabla 2.2: Parámetros para el modelo adimensional de la célula β

2.2.1. Análisis de subsistemas rápido-lento
En esta sección se presenta un estudio de las ecuaciones del modelo adimensional, donde

se divide al sistema de las células β como dos subsistemas: un subsistema rápido formado
por las ecuaciones (2.12)-(2.13) y un subsistema lento formado por la ecuación (2.14). Dicho
estudio servirá como preámbulo para entender el comportamiento dinámico de las células β.

2.2.1.1. Subsistema rápido

Se consideran las ecuaciones (2.12)-(2.14) como el subsistema rápido con x3 como paráme-
tro de bifurcación,

ẋ1 = f (x1)− x2− x3

ẋ2 = w∞(x1)− x2
(2.15)

Primeramente, se obtienen los puntos de equilibrio del subsistema anterior, es decir,

ẋ1 = 0 (2.16)
ẋ2 = 0 (2.17)

De la primera ecuación (2.16)se tiene que x2 = f (x1)−x3. Mientras que de la segunda ecua-
ción (2.17) se tiene

x3 =−x3
1 +3(x1 +1). (2.18)

Por lo tanto, el punto de equilibrio es de la forma x∗ = (x∗1, f (x∗1)− x3)
T con x∗1 tal que

cumple con la ecuación (2.18). Como las ecuaciones de (2.15) son un sistema no lineal y
se desea estudiar la estabilidad del equilibrio y el comportamiento de las soluciones en una
vecindad de estos, se linealiza el sistema

J(x∗) =
(

fx1(x
∗
1) −1

w∞x1(x
∗
1) −1

)
donde la traza y el determinante están dados por

Tr(J) = fx1(x
∗
1)−1 (2.19)

Det(J) = w∞x1(x
∗
1)− fx1(x

∗
1). (2.20)

El polinomio caracterı́stico de la matriz está dado por

PJ(λ) = λ
2−Tr(J)λ+Det(J) = 0
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sus raı́ces o los eigenvalores de la matriz Jacobiana son

λ1,2 =
1
2

(
Tr(J)±

√
Tr2(J)−4Det(J)

)
Se realiza un análisis como en el modelo anterior, en base a los signos de la traza y el

determinante. Además, ya que las soluciones para la variable x1 oscilan en un intervalo de
(−5,5) sólo consideraremos este intervalo para el análisis.
El determinante está dado por Det(J) = 3x2

1−3, lo que implica

Det(J) < 0 ⇔ |x1| < 1
Det(J) > 0 ⇔ |x1| > 1
Det(J) = 0 ⇔ |x1| = 1

Caso 1. x1 ∈ (−5,−1) en este intervalo el Det(J)< 0.
Para estos puntos la traza es negativa, ya que todos los sumandos son negativos en este

intervalo, ası́ que los puntos de equilibrio son estables.

Tr(J) =−1
4

x2
1 +

3
4

x1−
27
64

< 0

Si se analiza el signo del discriminante para ver de qué tipo de equilibrio, se tiene que

∆ =

(
−1

4
x2

1 +
3
4

x1−
27
64

)2

−4(3x2
1−3) (2.21)

en la Figura 2.14 se puede observar que el discriminante en el intervalo x1 ∈ (−5,−1). Sin
embargo, el discriminante es igual a cero para x1 ≈ −1.09465. Esto indica, que existe un
cambio de signo, por lo tanto, en el intervalo de (−5,−1.09465) el discriminante es negati-
vo lo que implica que son focos estables. Mientras que para (−1.09465,−1) el discriminante
es positivo por lo tanto en este intervalo se tienen nodos estables.

Figura 2.14: Discriminante de la ecuación (2.21) en el intervalo de x1 ∈ (−5,−1). Se
muestran los valores que toma el discriminante para el caso de este intervalo, el cual toma
valores negativos hasta el punto x1 ≈−1.09465.
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Caso 2. x1 ∈ (−1,1) en este intervalo el Det(J)< 0.
Como el determinante tiene signo negativo, esto implica que en esta región se tienen puntos
de equilibrio inestables tipo silla-nodo. Sin importar el valor que tome la traza y el discrimi-
nante.

Caso 3. x1 ∈ (1,5). en este intervalo el Det(J)> 0.
En la Figura 2.15, es posible observar que el discriminante es negativo para todo valor de x1,
lo que implica que el equilibrio es de tipo foco.

Figura 2.15: Discriminante evaluado en x1 ∈ (1,5). Es posible observar que el discriminan-
te es negativo para todo valor de x1 en el intervalo.

En la Figura 2.16 es posible observar que en el intervalo (1,2.25) la traza es positiva lo que
indica la inestabilidad del punto, mientras que para el intervalo (2.25,5) la traza es negativa
lo que implica la estabilidad del punto.

Figura 2.16: Traza evaluada en x1 ∈ (1,5). En este intervalo la traza cambia de signo en
x1 = 2.25 por lo cual la estabilidad del equilibrio cambia en este valor.
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Caso 4. Transiciones
Los puntos que quedan por analizar, son los puntos de equilibrio no hiperbólicos que son
los puntos en los cuales ocurre un cambio en la estabilidad del equilibrio o el tipo de punto.
Estos puntos son los cuales el Det(J) = 0, por lo cual la matriz Jacobiana posee dos eigen-
valores, uno con parte real cero y otro Tr(J).

Si x∗1 = −1 y x3 = 1, el punto de equilibrio es de la forma x∗ = (x∗1,x
∗
2;x3)

T con x∗2 =
f (−1)−1. Para comprobar que es un punto de equilibrio, debe de cumplirse con la ecuación
(2.18)

1 = −x3
1 +3(x1 +1)

= −(−1)3 +3(−1+1)

con lo cual cumple la ecuación. Por el análisis anterior se tiene que en una vecindad del
punto ocurre un cambio de un nodo estable a un silla-nodo, lo que indica que cambia la
estabilidad y el tipo de punto. Se considera el Teorema A.1.1 (ver Apéndice A), que indica
la existencia de una bifurcación tipo silla-nodo, se tiene que cumple la primera condición al
existir el punto de equilibrio y para la segunda se tiene

d f
dx3

(x∗) =

 1
τ

dx1
dx3

(x∗)

1
τ

dx2
dx3

(x∗)


∣∣∣∣∣∣∣
x∗1=−1

=

 −1

0


con lo cual, es claro que el vector es distinto al vector nulo, por tanto se cumple la segunda
condición.
Además,

dJ
dx

(x∗) =

 5
4 0

−19
4 0


como la matriz es distinta a la matriz nula, se cumple la tercera condición del teorema. Por lo
tanto, debido a que se cumplen las tres condiciones se tiene que existe una bifurcación tipo
silla-nodo.

Ahora, para el caso de x∗1 = 1 y x3 = 5, el punto de equilibrio es de la forma x∗ =
(x∗1,x

∗
2;x3)

T con x∗2 = f (1)−5. Para comprobar que es un punto de equilibrio, debe de cum-
plirse con la ecuación (2.18)

5 = −x3
1 +3(x1 +1)

= −(1)3 +3(1+1)

Por el análisis anterior, se tiene que en este punto ocurre un cambio de foco inestable a
silla-nodo, cambiando el tipo de punto. Considerando el Teorema A.1.1(ver Apéndice A) que
indica la existencia de una bifurcación silla-nodo, se tiene que cumple la primera condición
al existir el punto de equilibrio y para la segunda condición se tiene
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d f
dx3

(x∗) =

 1
τ

dx1
dx3

(x∗)

1
τ

dx2
dx3

(x∗)


∣∣∣∣∣∣∣
x1=−1

=

 −1

0


es claro que el vector es distinto al vector nulo, por lo cual se cumple la segunda condición.
Además,

dJ
dx

(x∗) =

 1
4 0

25
4 0


como la matriz es distinta a la matriz nula, se cumple la tercera condición del teorema. Por
lo tanto, se tiene una bifurcación silla-nodo.

Para x∗1 = 2.25 y x3 = −105
64 , el punto de equilibrio es de la forma x∗ = (x∗1,x

∗
2)

T con
x∗2 = f (2.25) + 105

64 . Para comprobar que es un punto de equilibrio, debe cumplir con la
ecuación (2.18)

−105
64

= −x3
1 +3(x1 +1)

= −(2.25)3 +3(2.25+1)

En base al análisis anterior, se tiene que en una vecindad de este punto de equilibrio ocurre
un cambio de foco estable a foco inestable, es decir, un cambio de estabilidad del punto. Con
estos valores se tiene que

Det(J) > 0
Tr(J) = 0

∆ = Tr2(J)−4Det(J) < 0

se sabe que el sistema linealizado posee un eigenvalor con parte real cero y de la forma

λ1,2 =±
√

Det(J)i.

Por lo tanto, se tiene que el sistema (2.15) posee sólo dos eigenvalores en x∗ que son
imaginarios puros. Con los cuales se cumple la primera condición del Teorema A.1.4 (ver
Apéndice A).
Para la segunda condición se tiene que los eigenvalores alrededor del punto son de la forma

λ1,2 =
1
2

Tr(J)± i
2

√
|Tr2(J)−4Det(J)|.

por lo cual,

d
dx3

(Re(λ(x3)))

∣∣∣∣
x3=x∗3

=
d

dx3

(
Tr(J)

2

)
6= 0

Ası́ con estas dos condiciones se establece la existencia de una bifurcación tipo Hopf para
el punto mencionado.
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2.2.1.2. Subsistema lento

En el subsistema lento se tiene que

ẋ3 = ε(h(x1)− x3)

El punto de equilibrio de este subsistema es

ε(h(x1)− x3) = 0
ε(β(x1−uβ)− x3) = 0

x∗3 = β(x1−uβ).

Se sabe que sobre la curva ẋ3 > 0, mientras que por debajo ẋ3 < 0. Por lo cual surge la
transición entre la fases activas e inactivas ocurre cuando existe un cambio de signo en la
derivada el cual esta determinado por el parámetro uβ.

2.2.2. Equilibrio del modelo adimensional para una célula aislada
Ya que se tiene el equilibrio del subsistema rápido (2.15), los cuales son de la forma

x∗ = (x∗1,x
∗
2;x3)

T y los puntos de equilibrio del subsistema lento que son x∗3. Entonces, como
el equilibrio del sistema son todos los puntos donde se intersecan ambas curvas de equilibrio
y está dado por x0 = (x∗1,x

∗
2,x
∗
3)

T .
Se igualan las ecuaciones

−x3
1 +3(x1 +1) = β(x1−uβ)

x3
1 +(β−3)x1 +(−3−βuβ) = 0. (2.22)

las soluciones reales de la ecuación (2.22) son los puntos de equilibrio del sistema en general.
Como es un polinomio cúbico reducido, es decir, no tiene el término cuadrático es posible
utilizar la Fórmula de Cardano para encontrar las raı́ces del polinomio [19].
En nuestro caso, el discriminante de la ecuación cúbica está dado por

D =
1
4
(βuβ +3)2 +

1
27

(β−3)3, (2.23)

donde

Si D > 0, entonces sólo existe una raı́z real y dos complejs conjugados, por lo tanto
existe sólo un punto de equilibrio.

Si D = 0, entonces todas las raı́ces son reales y por lo menos dos son iguales. Si las
tres raı́ces son iguales se tiene un punto de equilibrio de multiplicidad tres. Si se tienen
dos raı́ces iguales y una distinta, entonces existen dos puntos de equilibrio uno de
multiplicidad dos y otro de multiplicidad uno.

Si D< 0, entonces todas las raı́ces son reales y distintas, por lo tanto existen tres puntos
de equilibrio distintos.

27



Se analizan cada uno de los casos para el modelo adimensional.
Caso 1. D = 0

1
4
(βuβ +3)2 = 0

(βuβ +3)2 = − 4
27

(β−3)3

βuβ +3 = ± 2
3
√

3
(β−3)3/2 De aquı́ β≤ 3

βuβ = ± 2
3
√

3
(β−3)3/2 +3

uβ =
1
β

(
± 2

3
√

3
(β−3)3/2 +3

)
Caso 2. D < 0

1
4
(βuβ +3)2 < 0

(βuβ +3)2 < − 4
27

(β−3)3

βuβ +3 < ± 2
3
√

3
(β−3)3/2 De aquı́ β≤ 3

βuβ < ± 2
3
√

3
(β−3)3/2 +3

uβ <
1
β

(
± 2

3
√

3
(β−3)3/2 +3

)
Caso 3. D > 0

uβ >
1
β

(
± 2

3
√

3
(β−3)3/2 +3

)
con esto se tiene que el parámetro uβ no sólo determina la actividad o inactividad de las
células, sino que también determina cuántos equilibrios tiene el sistema. En el caso de
que el parámetro uβ = −0.954 el punto de cruce es en x∗1 = −3

5 , por lo cual el equilibrio
es x0 ≈ (−3

5 ,
12879
8000 ,

177
125)

T , si analizamos los eigenvalores de la Jacobiana evaluada en ese
punto se tiene que dos son positivos, por lo cual el equilibrio es inestable. En el caso de
que el parámetro uβ = −1.3 el punto de cruce es x∗1 = −1.05, por lo cual el equilibrio es
x0 ≈ (−1.05,−1.1,1)T analizando los eigenvalores de la Jacobiana, se tiene que todos son
negativos, por lo cual el equilibrio es estable.

En la Figura 2.17 la curva representa la dinámica de los puntos de equilibrio del subsis-
tema rápido, la lı́nea continua representa estabilidad y la discontinua inestabilidad. Mientras
que las lı́neas paralelas que la cruzan representan equilibrios del subsistema lento bajo una
variación del parámetro uβ.

El cruce con la lı́nea superior representa un punto de equilibrio inestable, mientras que el
cruce con la lı́nea inferior representa un punto de equilibrio estable. Los cuadrados marcados
en la gráfica representan la bifurcación tipo silla-nodo, y el rombo representa la bifurcación
tipo Hopf.
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(a) uβ =−0.954

(b) uβ =−1.3

Figura 2.17: Equilibrio del modelo adimensional. Se presentan las intersecciones de las
curvas de equilibrio de los subsistemas rápido y lento del modelo adimensional con distintos
valores del parámetro uβ, el punto donde ambas curvas se intersecan es el punto de equilibrio
del modelo adimensional.
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Los dos modelos matemáticos presentados sirven como preámbulo para el entendimiento
y comprensión del funcionamiento de las células β especı́ficamente en relación con la activi-
dad eléctrica de éstas. Es importante mencionar, que para realizar el análisis cualitativo de un
islote se toman modelos matemáticos no lineales y simplificados. Por esto, en este capı́tulo
se han considerados dos modelos matemáticos deterministas, con la finalidad de comprender
mejor el funcionamiento de la célula β y poder generar el modelo de un cúmulo de células.

La mayorı́a de los modelos matemáticos que describen el comportamiento eléctrico de las
células β son modificaciones del primer modelo propuesto por Chay-Keizer, algunos con-
sideran diferentes corrientes iónicas o diferentes agentes externos que generan las ráfagas.
En este capı́tulo se presentaron dos modelos matemáticos un modelo dimensional el cuál in-
cluye las caracterı́sticas mı́nimas para generar las oscilaciones de las células β y un modelo
adimensionalizado propuesto por Pernarowski.

En el modelo dimensional es más sencillo verificar si las simulaciones numéricas obte-
nidas coinciden con las presentadas por estudios biológicos o fisiológicos y un modelo adi-
mensional. En cambio, en el modelo adimensional es necesario recurrir al cambio de variable
para verificar si las simulaciones cumplen con las presentadas por biólogos.

Matemáticamente para resolver puntos de equilibrio, el análisis de estabilidad y sus bi-
furcaciones es más sencillo trabajar con el modelo adimensional. En el modelo dimensional,
la única limitante encontrada es que en la búsqueda del punto de equilibrio, se observa que
existe una discontinuidad relacionada con el potencial de membrana de la célula. En el mo-
delo adimensional, no se tienen limitantes en el cálculo de los puntos de equilibrio, sólo que
si se desea hacer una modificación en algún parámetro es necesario realizar el cambio de
variables y adimensionalizar.

En ambos modelos se tienen reconocidos los parámetros que determinan la actividad o
inactividad de las células, este parámetro afecta de manera directa al cambio en la concen-
tración de agente externo que genera los disparos.

Con la información obtenida en este capı́tulo se tiene una base para empezar a estudiar el
comportamiento dinámico de un cúmulo de células β.
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Capı́tulo 3

Células pancreáticas β acopladas

En este capı́tulo se analiza cómo es la estructura y dinámica de un cúmulo de células β

las cuales se pueden estudiar por teorı́a de redes. La estructura se interesa en las propieda-
des topólogicas de la red, es decir, las propiedades que nos dicen como están conectados los
nodos unos con otros. Mientras que la dinámica se interesa en el comportamiento fenome-
nológico de las caracterı́sticas de los nodos y la red en conjunto, sincronización, transiciones
de fase, etc. En la sección 3.1 se incluyen algunos de los conceptos básicos de la teorı́a de
redes. En la sección 3.2 se propone una estructura de un grafo en la cual se incluyen un con-
junto de supuestos y simplificaciones además de realizar un análisis de la estructura. En la
sección 3.3 se estudia la dinámica de la red generada con la finalidad de encontrar diferentes
comportamiento dinámicos en estos arreglos.

3.1. Conceptos básicos

3.1.1. Teorı́a de grafos
A continuación, se presentan definicionas básicas en la teorı́a de grafos [20, 26, 15].
Un grafo se define com un par ordenado G = (V,E), donde V = {v1,v2, · · · ,vN} es un

conjunto no vacı́o de nodos o vértices y E = (vi,v j) es un conjunto de parejas ordenadas
E ⊆ N×N que se denominan enlaces o aristas. Cada par ordenado (vi,v j) se llama enlace
dirigido del nodo vi al nodo v j. El grafo G se llama no dirigido si para cada par (vi,v j) ∈ E
también existe una par (v j,vi) ∈ E. De lo contrario, el grafo se denomina dirigido.

Propiedades

El orden del grafo está dado por el número de vértices de un grafo G, y se denota por
N = |V (G)|.

El tamaño del grafo es el número de enlaces de G, y se denota por M = |E(G)|. El
número mı́nimo de enlaces en un grafo G es 0 y como máximo tienen N(N−1)

2 .

Dos enlaces son independientes si no tienen vértices en común.

Si un enlace relaciona dos vértices (vi,v j) se dice que vi y v j son vértices adyacentes.
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Un autoenlace es un enlace que relaciona al mismo nodo, es decir, un enlace donde el
nodo incial y el nodo final coinciden.

Grado de nodo. En un grafo no dirigido, si v ∈V (G), el grado de nodo, denotado por k(v),
es el número de enlaces que son incidentes a v. Un enlace es incidente a un nodo si éste lo
une a otro. Un grafo no dirigido en el cual cada nodo tiene el mismo grado se llama grafo
regular. En un grafo dirigido cada nodo v posee dos grados de nodo: El grado de nodo de
entrada de v, k (v), es el número de enlaces que tienen al nodo v como nodo final, y el grado
de nodo de salida, k+(v) , es el número de enlaces que tienen al nodo v como nodo incial, de
tal forma que k(v) = k (v)+ k+(v).

A un nodo de grado cero se le denomina nodo aislado. A un nodo de grado uno se le
denomina nodo términal o extremo.

3.1.2. Representaciones de grafos
Existen formas de representar un grafo.
Representación gráfica:
Consiste en un gráfico o diagrama donde los nodos se representan mediante puntos, y la
representación de los enlaces depende del tipo de grafo que se tenga. En el caso de un grafo
no dirigido, los nodos se unen por segmentos. Si el grafo es dirigido los nodos se unen
mediante flechas que indican el nodo inicial y el final. Ver Figura 3.1.

(a) Grafo no dirigido (b) Grafo dirigido

Figura 3.1: Representación geométrica de un grafo. Se presentan dos grafos de seis nodos
cada uno donde (a) es un grafo no dirigido, sus enlaces son representados por una lı́nea, y
(b) es un grafo dirigido, sus enlaces son representados por una flecha.

Representación matricial:
La matriz de adyacencia de un grafo G, es la matriz cuadrada y constante A = (ai j), con
dimensiones N×N, con N como el número de nodos [15].

Si G es un grafo no dirigido se tiene:

ai j =

{
1, si (vi,v j) ∈ E (si están conectados)
0, si (vi,v j) /∈ E (si no están conectados).

En este tipo de grafos la matriz de adyacencia A es simétrica, es decir, ai j = a ji, para toda
vi,v j ∈V .
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Si G es un grafo dirigido se tiene:

ai j =


1, si (vi,v j) ∈ E
−1 si (v j,vi) ∈ E
0, en otro caso.

Sea G = (V,E) un grafo con N nodos y M enlaces. El conjunto de nodos es denotado por
V = {v1,v2, · · · ,vN} y el conjunto de enlaces E = {e1,e2, · · · ,eM}. A este grafo le correspon-
de una matriz N×M denominada la matriz de inciencia de G, denotada por B, y representa
cuántas veces el nodo vi es incidente con un enlace e j; se considera que un lazo es dos veces
incidente con su único extremo, en esta matriz cada columna corresponde a un enlace y cada
renglón corresponde a un vértice.

Si G es un grafo no dirigido se tiene:

bi j =


1, si vi es incidente a e j
2, si e j es un autoenlace en vi
0, en otro caso.

Si G es un grafo dirigido se tiene:

bi j =


−1, si vi es el nodo inicial de e j
1, si vi es el nodo final de e j
2, si e j es un autoenlace en vi
0, en otro caso.

La matriz Laplaciana de G es una matriz tamaño N×N denotada por L de G.

li j =


k(vi), si vi = v j
−1 si vi 6= v j (vi es adyacente a v j)
0, en otro caso.

k(vi) indica el grado del i-ésimo nodo.

Recorridos en grafos
Si vi y v j son dos nodos de G, un caminata es una sucesión de nodos que comienza en vi
y términa en v j. Los nodos vi y v j se denominan nodo inicial y final, respectivamente. La
longitud de la caminata es el número de enlaces, r, que contiene la sucesión.

Una caminata que no contiene nodos repetidos se llama camino o trayectoria. Mientras
que una caminata sin enlaces repetidos se llama recorrido o circuito.

Un ciclo es un camino donde el nodo incial y el nodo final son el mismo, pero además no
se repite ningún nodo a excepción del primero y el último.

Algunas otras propiedades de los grafos son descritas en el Apéndice B.

3.2. Estructura de la red

Si bien los conceptos de la sección anterior nos sirven como desarrollo matemático de
una teorı́a, en términos coloquiales es posible considerar a una red como un conjunto de
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nodos entre los que existe una conexión. Con ello es posible representar cosas tan simples
como los diagramas de la Figura 3.1, hasta cosas más complejas como a la sociedad donde
el conjunto de nodos son las personas y el conjunto de enlaces pueden ser las relaciones
que existan entre ellos. En nuestro caso, el conjunto de nodos son el cúmulo de células y el
conjunto de enlaces son las conexiones de las células que están establecidas por las formas
de comunicación entre las células.

Se ha generado una red de células β. A continuación se presentan algunos de los supuestos
para la construcción de esta red.

H1. El conjunto de nodos son las células, las cuales se consideran esferas rı́gidas de radio r.

H2. Comunicación entre células: Se considera como comunicación intercelular a las uniones
de hendidura (gap-junction).

H3. Uniones de hendidura: Las uniones de hendidura coinciden con el punto de contacto de
las células y la conductancia de estas uniones es relativa a la magnitud de la fuerza de
acoplamiento.

H4. Conexión de las células: Se consideran conexiones simétricas, es decir, si la célula A
está conectada con la célula B, entonces la célula B está conectada con la célula A.

H5. Arreglo de células adyacentes: Se considera que dos células son adyacentes si sus mem-
branas están en contacto fı́sico. En términos matemáticos se denotará con 1 si existe el
contacto y con 0 si no existe.

Con respecto a las consideraciones H1 y H5, en base a la geometrı́a de la esfera y a
estructuras cristalinas se tiene que alrededor de una esfera el número máximo de vecinos de
la misma forma y radio son otras doce esferas, a dicha estructura se le llamará celda (Ver
Figura 3.2).

Figura 3.2: Arreglo de trece esferas. Estructura mı́nima de un arreglo de trece esferas co-
nocida como celda. Las capas superior e inferior están formadas por cuatro esferas cada una,
mientras que la capa media está formada por cinco esferas.
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En este caso, el conjunto de nodos son las células (o esferas) y a cada esfera se le etiqueta
con un número natural V = {1,2, · · · ,13}. El conjunto de enlaces se define por las esferas
que se tocan en un punto, además con H4 se tiene un grafo no dirigido, ya que las conexiones
son simétricas, ver Figura 3.3.

Figura 3.3: Representación gráfica de la celda.Se muestra un grafo no dirigido de trece
nodos y 36 enlaces que representa la celda, en base al arreglo tridimensional mostrado en la
Figura 3.2.

Representación matricial de la celda

La representación matricial de la celda está dada por la matriz de adyacencia

A =



0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0
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y la matriz Laplaciana

L =



−5 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 −5 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 −5 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 −5 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 −12 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 −5 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 −5 0 0 0 1 1 0
0 0 1 1 1 0 0 −5 0 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 0 −5 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1 −5 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 −5 1 0
0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 −5 1
0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 −5



,

la cual es una matriz simétrica, semidefinida negativa e irreducible, y sus eigenvalores son
reales no positivos, los cuales son

σ(λ) = {0,−3,−3,−3,−5,−5,−5,−7,−7,−7,−7,−7,−13}.

Propiedades de la celda

Algunas de las caracterı́sticas topológicas (ver Apéndice B) de la celda se encuentran en
la Tabla 3.1. Además se tiene que el grafo es conexo, no dirigido, no ponderado, simétrico,
simple y no vacı́o.

Orden del grafo
(Número de nodos) 13

Tamaño del grafo
(Número de enlaces) 36

Conjunto de nodos {1,2, · · · ,12,13} Núcleo 5

Grado de nodo k(vi) =

{
12 Si i = 5
5 En otro caso

Grado promedio
de nodo < k > 5.538

Probabilidad
de

grado de nodo
p(k) =


0.923 k(vi) = 5
0.077 k(vi) = 12

0 k(vi) 6= 5 y k(vi) 6= 12
Fragmentación 1

13 ≈ 0.769231

Diámetro 2
Distancia promedio

< l >
240
156 ≈ 1.53

Eficiencia del
i-ésimo nodo

{
0.0526316 Si i 6= 5
0.0833333 Si i = 5

Eficiencia global
< l−1 >

95
156 ≈ 0.6089

Coeficiente de
agrupamiento Cv(i) =

{
0.6 Si i 6= 5

0.36 Si i = 5
Coeficiente de

agregación promedio <C >
0.581

Tabla 3.1: Propiedades topológicas de la celda
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3.3. Dinámica de la red

Para el análisis de la dinámica de la red se busca estudiar el comportamiento fenome-
nológico de las caractertı́sticas de las células y de la celda. Se tienen en cuenta además de la
estructura las consideraciones H2 y H3.

La comunicación intercelular se considerada solamente como uniones de hendidura o gap-
junctions, ya que estas uniones surgen cuando las membranas de las células están a una
distancia muy corta ≈ 2nm. Además, de acuerdo a los estudios realizados por [12] donde
investigan la arquitectura del islote y las comunicaciones, proponen que la comunicación
intercelular entre células β es a través de gap-junctions. En términos de redes, el acopla-
miento es determinado por las uniones de hendidura, por lo cual, la magnitud de la fuerza de
acoplamiento será relativa a la conductancia de las uniones de hendidura.

Con respecto a la dinámica se tienen dos tipos de celdas:

Celda homogénea: En este caso se considera que todas las células de la celda tienen los
mismos parámetros y distintas condiciones iniciales, es decir, es posible tener conjun-
tos donde todas las células estén activas (presenten oscilaciones) o estén inactivas (sin
oscilaciones).

Celda heterogénea: En este caso se considera que las células tienen distintas condiciones
iniciales y distintos parámetros entre ella, es decir, algunas células se encuentran acti-
vas y otras inactivas.

3.3.1. Dinámica de una celda homogénea
Se considera que cada célula de la celda es un sistema no lineal de tres dimensiones,

donde sus parámetros son iguales para todas. Según [29] para el acoplamiento de las célu-
las efectuado por uniones de hendidura, sólo es necesario el acoplamiento eléctrico para la
sincronización de los tres estados. El acoplamiento entre dos células es representado por

gi(xi1− x j1) (3.1)

donde gi es la fuerza de acoplamiento y es relativo a la conductancia del gap-junction entre
esas dos células y xi1,x j1 representan el primer estado de la i-ésima y j-ésima célula respec-
tivamente.

Si se considera que la dinámica de cada célula está dada por el modelo de Pernarowski
revisado en el capı́tulo anterior y que el acoplamiento es descrito como en la ecuación (3.1).
El modelo con el acoplamiento puede ser escrito de la siguiente manera

ẋi1 = f (xi1)− xi2− xi3 +ui

ẋi2 = w∞(xi1)− xi2 (3.2)
ẋi3 = ε(β(xi1−uβ)− xi3)

para toda i = 1,2, · · · ,N. La entrada ui en el primer estado representa el acoplamiento en-
tre la i-ésima célula y las que están en contacto con ella, para simplificar nuestro análisis,
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consideremos que el acoplamiento es uniforme, es decir, gi = g ∀i, entonces

ui = g
N

∑
j=1

li j(xi− x j) (3.3)

donde li j son elementos de la matriz Laplaciana que indican como es la conexión entre las
células de la celda. La ecuación (3.2) indica la dinámica de la i-ésima célula y puede rescribir
como

ẋi = F(xi)+g
N

∑
j=1

li jΓ(xi− x j) para i = 1,2, · · · ,N. (3.4)

donde para el caso de la celda N = 13, xi ∈ R3 es el vector de estados de la i-ésima célula,
F : R3 → R3 es la función que describe la dinámica de cada célula. La matriz Γ ∈ R3×3

es conocida como matriz de acoplamiento interno, es decir, es la matriz que determina los
estados que están conectados entre las células y es una matriz constante de ceros y unos. En
este caso Γ = diag(1,0,0). La matriz L = (li j) es conocida como la matriz Laplaciana o la
matriz de acoplamiento externo de la celda determinada en la sección anterior.

3.3.1.1. Sincronización de la celda criterio λ2

En relación a la función que tienen las células en el cuerpo, la cual es la producción y
secreción de insulina, y cómo se debe de dar la liberación de esta hormona, es necesario
que las células β pertenecientes a un islote se sincronicen, y también que la población de
islotes se encuentre sincronizado, para obtener la respuesta de insulina deseada [29]. También
se ha encontrado que las células β presentan un patrón único homogéneo cuando están en
acoplamiento [32].

Es por eso que en la celda se busca la sincronización completa de la celda, es decir, se
busca la perfecta unión de las trayectorias de dos sistemas por medio de una señal de acopla-
miento. En otras palabras, si en cada nodo se satisface

limt→∞‖xi(t)− x̄(t)‖= 0

para i = 1,2, · · · ,N, donde x̄(t) ∈R3 puede ser una solución periódica, caótica o un punto de
equilibrio del sistema de un nodo aislado, y debe satisfacer que ˙̄x = F(x̄).

Para determinar el comportamiento de la celda, se analiza la dinámica del error de sincro-
nización, que está dado por ei(t) = xi(t)− x̄(t). Siguiendo un análisis como el presentado en
[5].

La derivada del error es

ėi(t) = ẋi(t)+ ˙̄x(t)

= F(xi(t))+g
N

∑
j=1

li jΓ(xi(t)− x j(t))−F(x̄(t))

= F(xi(t))−F(x̄(t))+g
N

∑
j=1

li jΓ(xi(t)− x j(t)) (3.5)
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Sea xi(t) = ei(t)+ x̄(t) y x j(t) = e j(t)+ x̄(t), la ecuación (3.5) puede reescribir como

ėi(t) = F(xi(t))−F(x̄(t))+g
N

∑
j=1

li jΓ(ei(t)+ x̄(t)− e j(t)− x̄(t))

= F(xi(t))−F(x̄(t))+g
N

∑
j=1

li jΓ(ei(t)− e j(t))

= F(xi(t))−F(x̄(t))+gΓei(t)
N

∑
j=1

li j−g
N

∑
j=1

li jΓe j(t)

= F(xi(t))−F(x̄(t))−g
N

∑
j=1

li jΓe j(t)

= F̄(ei)−g
N

∑
j=1

li jΓe j(t) (3.6)

donde F̄(ei) = F(xi(t))−F(x̄(t)).
Se sabe que ninguna célula está aislada y que la matriz L es una matriz simétrica e irre-

ducible. Se linealiza la ecuación (3.6) alrededor de la solución x̄(t), se tiene la ecuación de
variacional del comportamiento transversal

η̇i = DF(x̄(t))+g
N

∑
j=1

li jΓe j (3.7)

para i = 1,2, · · · ,N, donde DF(x̄(t)) es el Jacobiano de F(·) evaluado en x̄(t).
Como la matriz L es real y simétrica existe una matriz unitaria, tal que puede diagonali-

zarse mediante un cambio de coordenadas, tal que

ε̇i(t) = (DF(x̄)+gλiΓ)εi(t) (3.8)

con i = 1,2, · · · ,N. Entonces, el estado sincronizado es estable si las siguientes N−1 ecua-
ciones del sistema son estables

ω̇k(t) = (DF(x̄)+gλiΓ)ωk(t) para k = 2,3, · · · ,N. (3.9)

Para demostrar la estabilidad, se recurre a la función de Lyapunov

Vk(t) =
1
2

ω
T
k Pωk > 0 para k = 2,3, · · · ,N. (3.10)

Si nombramos d = gλi, y se calcula la derivada de la función de Lyapunov

V̇k = ω̇
T
k P+Pωk

= (DF(x̄)+dΓ)T P+P(DF(x̄)+gλiΓ) (3.11)

si V̇k ≤ 0 para k = 2,3, · · · ,N, las ecuaciones son estables en el sentido de Lyapunov.
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Bajo estas consideraciones y el teorema de Wang y Chen [23] que dice:

Teorema 3.3.1. Si existe una matriz diagonal P positiva definida, P∈RN×N y dos constantes
d̄ < 0 y τ̄ > 0 tal que

(DF(x̄)+ d̄Γ)T P+P(DF(x̄)+ d̄Γ)≤−τ̄IN

para todo d < d̄, donde IN ∈ RN×N es la matriz identidad y la fuerza de acoplamiento que
satisface

g≥
∣∣∣∣ d̄
λ2

∣∣∣∣ .
Entonces, los estados sincronizados de la dinámica de la red son exponencialmente estables
[23].

En [33] se tiene que para células idénticas activas el valor de d̄ = 1.6. Utilizando este
valor, el Teorema 3.3.1 y los eigenvalores de la matriz de conectividad de la celda, es posible
calcular la mı́nima fuerza de acoplamiento para la sincronización.

g≥− d̄
λ2

=
1.6
3
≈ 0.53333

Mientras que para la celda de células idénticas inactivas, la mı́nima fuerza de acoplamiento
es cualesquiera g ≥ 0, ya que las soluciones para este tipo de células tienden a un punto de
equilibrio estable. En las Figuras 3.4 y 3.5 se muestran las simulaciones y los errores de los
tres estados de las células de la celda cuando están activas o inactivas respectivamente, con
una fuerza de acoplamiento mayor a la obtenida por el Teorema 3.3.1.
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(a) Simulación numérica de los tres estados de la célula

(b) Errores de sincronización

Figura 3.4: Simulación numérica para una celda completamente activa g=0.7. (a) se
muestra la simulación para las trece células de la celda donde cada una de ellas tiene los
parámetros para presentar actividad y distintas condiciones iniciales. La fuerza de acopla-
miento es de g = 0.7 la cual entra en el tiempo de simulación igual a 500. (b) es posible
observar cómo a partir de 500 el error tiende a cero en cada uno de los estados.
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(a) Simulación numérica de los tres estados de las trece células de la celda

(b) Errores de sincronización en los tres estados

Figura 3.5: Simulación numérica para una celda completamente inactiva g=0.3. (a) se
muestra la simulación para las trece células de la celda donde cada una de ellas tiene los
parámetros para presentar inactividad y distintas condiciones iniciales. La fuerza de acopla-
miento es de g = 0.3 la cual entra en el tiempo de simulación igual a 500. (b) es posible
observar cómo a partir de 500 el error tiende a cero en cada uno de los estados.
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3.3.1.2. Exponentes transversos de Lyapunov

Además de las funciones de Lyapunov como una herramienta para analizar la estabilidad
del estado sincronizado de la red, también es posible utilizar los exponentes transversos de
Lyapunov (tLes), los cuales describen la separación de las trayectorias con respecto a la
solución sincronizada.

Los tLes son descritos por los exponentes de Lyapunov del sistema de cada nodo, ası́ como
los eigenvalores de la matriz de conectividad L y la fuerza de acoplamiento

µi(λk) = hi +gλk (3.12)

para i= 1,2, · · · ,n y k = 2,3, · · · ,N, con hi como el i-ésimo exponente de Lyapunov, λk como
el k-ésimo eigenvalor de L [33].

Se tiene que la sincronización de la red es estable si todos los tLes son negativos. Además,
para una fuerza de acoplamiento lo suficientemente grande, la red converge cada vez más
rápido conforme g crece. Consideraremos las celdas con células idénticas, donde el paráme-
tro que determina la diferencia entre actividad e inactividad de las células es uβ.

Otro punto que es posible analizar con los tLes, es bajo qué condiciones de la fuerza de
acoplamiento la dinámica de la celda pasa de un estado punto fijo estable a un estado oscila-
torio similar al de las células β activas.

Células activas.

En el caso de células activas con el parámetro uβ = −0.954 se tiene que el sistema pre-

senta un punto de equilibrio inestable en x̄ =
(
−3

5 ,−
12879
8000 ,

177
125

)T
donde los exponentes de

Lyapunov son
h1 = 0.9789 h2 = 0.0072 h3 =−1.9454

Con estos parámetros es posible analizar la estabilidad del estado sincronizado de la red, si
todos los tLes son negativos la red es estable. Por lo tanto, si el mayor de los tLes es negativo
los otros lo serán. En este caso

µ1(λ2) = h1 +gλ2 < 0

g >
−h1

−|λ2|
(3.13)

g > 0.3263

para g > 0.3263 los tLes son negativos. Lo cual ha aumentado el margen de estabilidad del
estado sincronizado, para valores entre 0.3263 < g < 0.5333 la red se estabiliza, sin embargo
no se logra a sincronización completa de la celda. En la Figura 3.6 se puede observar la
simulación para una fuerza de acoplamiento dentro del margen mencionado y es posible
obsevar cómo el periodo de las fases es un poco más prolongado. Se sabe que conforme g→
∞, la variedad de sincronización se hace más estable, ya que los tLes serán más negativos,
con lo que se logra la sincronización completa de la red.
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(a) Simulación numérica con g = 0.35

(b) Error de sincronización

Figura 3.6: Sincronización y error de los estados por los tLes g=0.35. (a) Se muestra la
simulación numérica para las trece células de la celda donde cada una de ellas tiene los
parámetros para presentar actividad y distintas condiciones iniciales. La fuerza de acopla-
miento es de g = 0.35 la cual entra en el tiempo de simulación igual a 500. (b) es posible
observar cómo a partir de 500 el error es muy cercano a cero en cada uno de sus estados.
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Con esta herramienta, también es posible determinar cuándo la variedad de sincronización
de la red es inestable, es decir, por lo menos uno de los tLes es positivo. Se considera que el
mayor lo es

µ1(λ2) = h1 +gλ2 > 0
0.9789−3g > 0

g < 0.3263

Para valores g < 0.3263 las soluciones del estado sincronizado del sistema son inestables,
en la Figura 3.7 es posible observar las regiones de estabilidad e inestabilidad conforme el
número de nodos crece.

Figura 3.7: Relación entre el número de nodos y fuerza de acoplamiento. Se presenta la
relación entre la fuerza de acoplamiento y el número de nodos, el área sombreada representa
donde la variedad de sincronización es inestable.

Células inactivas.

En el caso de que las células estén inactivas, el paramétro uβ = −1.3 y se tiene que el
sistema presenta un punto de equilibrio estable en x̄ = (−1.05,−1.105,−1.007)T y los ex-
ponentes de Lyapunov alrededor del punto son

h1 =−0.0373 h2 =−0.2007 h3 =−1.2422

En este caso, se determina la estabilidad de la red y el surgimiento del comportamiento
complejo acotado, que en realidad, se busca un comportamiento parecido a las oscilaciones
cuadradas que presentan las células β activas.

El criterio para la estabilidad está dado por la ecuación (3.13) que indica que el mayor de
los tLes es negativo, en este caso se obtiene con

g >−0.1243
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como se considera que la fuerza de acoplamiento es positiva, la red es estable para todo valor
de g. Esto es claro, ya que dada cualquier condición inicial en un tiempo t las soluciones de
las células inactivas aisladas tienden al equilibrio del sistema.

Por otra parte, si se desea encontrar la fuerza de acoplamiento que logre la activación de
una celda con células inactivas, es decir, buscar la transición de un comportamiento estable a
un comportamiento complejo, donde sea posible que se presenten oscilaciones en los estados
de las células. Con una fuerza de acoplamiento positiva, no será posible lograr este objetivo,
ya que conforme g→ ∞ la variedad de sincronización se hace más estable y tLes son más
negativos.

Matemáticamente, para lograr la transición del equilibrio estable a un comportamiento
complejo por medio del estudio de los exponentes transversos de Lyapunov [7], es necesario
la inestabilidad de la variedad sincronizada y la existencia de trayectorias acotadas.

La inestabilidad se obtiene cuando por lo menos uno de los exponentes transversos de
Lyapunov es positivo, en este caso se pide que por lo menos el mayor lo sea. Para el caso
de las trayectorias acotadas, es necesario que las soluciones estén acotadas y que la suma de
todos los exponentes transversos de Lyapunov para cada nodo de la red sea negativa. Por lo
cual, se considera una fuerza de acoplamiento negativa para lograr estos dos puntos.

En este caso, el exponente transverso de Lyapunov mayor es µ1(λN). Para la celda se tiene
que

µ1(λN) = h1−|g|λN = 0
−|h1|+ |g||λN| = 0

|g| =
|h1|
|λN |

|g| = 0.002869,

por lo cual, para valores de |g|< 0.002869 la variedad de sincronización permanecerá estable
ya que los exponentes transversos de Lyapunov serán negativos, debido a que el mayor de
ellos es negativo. Obteniendo ası́ el margen de estabilidad con una fuerza de acoplamiento
negativa.

En cambio, si |g| > 0.002869 la variedad de sincronización es inestable, ya que por lo
menos uno de los exponentes es positivo. Además, se sabe que las soluciones de los sistemas
son acotadas [8] y que la suma de todos los tLes para cada nodo de la red debe ser negativa,
es decir,

∑µi(λk) < 0
h1 +h2 +h3 +3|g||λk| < 0

|g| <
|h1 +h2 +h3|

3|λk|
para la celda se tiene

∑µi(λ2) =−1.4802+9|g|< 0 ⇒ |g|< 0.1644
∑µi(λ5) =−1.4802+15|g|< 0 ⇒ |g|< 0.0986
∑µi(λ8) =−1.4802+21|g|< 0 ⇒ |g|< 0.0704
∑µi(λ13) =−1.4802+39|g|< 0 ⇒ |g|< 0.0379.
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Con |g|< 0.03795 se logra que la suma de los tLes para cada nodo de la celda sea negati-
va. Sin embargo, en simulación se observa que en el intervalo de 0.002869 < |g|< 0.03795
sólo se activan unas de las células con una dinámica parecida a las células β activas. Para
el intervalo de 0.03795 < |g|< 0.0704 se sigue manteniendo condiciones para el comporta-
miento inestable, y se observa la actividad de por lo menos dos células. Sin embargo, no se
cumple que la suma de todos los tLes permanezca negativa y no se puede asegurar que las
trayectorias no se disparen por las variedades inesperadas (Ver Figuras 3.8 y 3.9).

Figura 3.8: Simulación de una celda inactiva con una fuerza de acoplamiento negativa.
Simulación numérica de las soluciones de 13 células inactivas acopladas en una celda don-
de el acoplamiento inicia en el tiempo 500 y tiene una magnitud de g = −0.03 la cual se
encuentra dentro del intervalo del comportamiento complejo, es posible observar que por lo
menos una de las células presenta oscilaciones.
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Figura 3.9: Simulación de una celda inactiva con una fuerza de acoplamiento negativa.
Simulación numérica de las soluciones de 13 células inactivas acopladas en una celda don-
de el acoplamiento inicia en el tiempo 500 y tiene una magnitud de g = −0.07 la cual se
encuentra dentro del intervalo del comportamiento complejo, es posible observar que por lo
menos una de las células presenta oscilaciones.
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Por otra parte, en [6] toman como condición para las trayectorias acotadas que la suma de
todos los tLes de la red sea negativa. Por lo que se tiene

∑ tLes = N(
m

∑
i=1

hi)+m
N

∑
k=2
|λk||g| < 0

|g| <
N ∑

m
i=1 |hi|

m∑
N
k=2 |λk|

donde m = 3 indica la dimensión de los estados de cada nodo, N = 13 que es el número de
nodos de la red. Para la celda se tiene que

∑ tLes < 0

|g| <
13(1.4802)

3(72)
|g| < 0.08908

con lo que se aumenta un poco el intervalo para el comportamiento acotado de la red. En-
tonces, es posible decir, que para este tipo de comportamiento se tiene que la fuerza de
acoplamiento se encuentra acotada en una región determinada por los exponentes de Lya-
punov de los nodos aislados y los eigenvalores de la matriz de conectividad de la red. El
intervalo establecido es

g =
|hi|
|λN |

(3.14)

g = min
(

N ∑
m
i=1 |hi|

m∑
N
k=2 |λk|

,
∑

m
i=1 |hi|

m|λN |

)
(3.15)

para la celda la fuerza de acoplamiento se encuentre en (0.002869,0.0704), aunque no se
logra del todo la activación completa de la celda.

En [7] se han determinado un intervalo para la fuerza de acoplamiento en el cual surge el
comportamiento complejo acotado conforme el número de nodos crece en la red.

g∗ =
|h1|
N

g∗ = min

(
|hm|
N

,
∑

m
i=1|hi|
mN

)

En la Figura 3.10 es posible observar en las lı́neas continuas las cotas marcadas por el
intervalo anterior y el área sombreda es la región para el comportamiento complejo acotado.
Las lı́neas punteadas representan las cotas encontradas en nuestro caso, para una celda ya
establecida.
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Figura 3.10: Margen para el comportamiento complejo de la celda. Conforme el número
de nodos crece el margen de la fuerza de acoplamiento para el comportamiento complejo se
reduce.

3.3.2. Dinámica de la celda heterogénea
En el caso de que la celda no esté compuesta por células idénticas, no es posible obtener
la sincronización completa, aun con una fuerza de acoplamiento muy grande. Una de las
razones es que las células inactivas necesitan mayores concentraciones de calcio para liberar
insulina, por lo cual se ven afectados los estados de las células.

El tipo de sincronización obtenida es la sincronización práctica, la cual surge cuando para
cada par de nodos se cumple que limsupt‖xi(t)− x j(t)‖ < εk, para i, j = 1,2, · · · ,N para
algún εk < 1 con k = 1,2,3. Es decir, el error converge a una vecindad alrededor del origen.

Según el Teorema 3.3.1 y el trabajo de [33] que indica que el valor de d̄ = 3.6 para células
no idénticas, la mı́nima fuerza de acoplamiento para la celda es

g≥− d̄
λ2

=
3.6
3
≈ 1.2

En la Figura 3.11 es posible observar la simulación de la sincronización de la celda mixta
con las cuatro células de la capa superior activa y las 9 restantes inactivas, con g = 1.2.

Ası́ también es posible verificar la dinámica del error, el cual en sus tres estados está aco-
tado por un εk < 1.

Con estos dos casos, la dinámica de la celda para nodos idénticos o no idénticos, es posible
establecer un teorema similar al Teorema 2 de [8], la diferencia principal es que en este caso
se considera la red establecida por la celda y en el caso del artı́culo consideran una red
globalmente acoplada, es decir, todos contra todos.
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(a) Simulación de celda mixta

(b) Error de sincronización

Figura 3.11: Sincronización de una celda con células no idénticas. En la simulación se
consideraron que dos células adyacentes estén activas y las once restantes inactivas, el aco-
plamiento es inducido en el tiempo 500 con una fuerza de acoplamiento de g = 1.4
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Teorema 3.3.2. Considere una celda de N células con la dinámica de (3.2) acopladas con
(3.3). Existe una constante ḡ > 0 tal que gN > ḡ y logra la sincronización completa de la
celda, entonces

1. si todas las células están activas (n1 = N), toda la celda se sincroniza y presenta
oscilaciones.

2. si todas las células están inactivas (n2 = N), toda la celda se sincroniza a un punto de
equilibrio estable.

3. si n1 < N células son activas y n2 < N células son inactivas, entonces las células
activas se sincronizan y las células inactivas se sincronizan, pero no se logra la sin-
cronización completa entre ellas.

3.3.3. Análisis por subredes
Una forma de abordar el análisis de una celda mixta de N nodos es mediante un análisis

de sus subredes, las cuales se definen por n1 y n2 nodos idénticos acoplados de manera lineal
y difusiva, donde N = n1+n2. La dinámica de cada nodo de la subred puede escribirse como

ẋi = F1(xi)+g1

n1

∑
k=1

l̄ikΓ(xk− xi)+ c̄
N

∑
k=n1+1

z̄ikΓ(yk− xi) (3.16)

i = 1,2, · · · ,n1;

ẏi = F2(yi)+g2

N

∑
k=n1+1

l̂ikΓ(yk− yi)+ ĉ
n1

∑
k=1

ẑikΓ(xk− yi) (3.17)

i = n1 +1,n1 +2, · · · ,n1 +n2;

donde F1,F2 : R3→R3 son las ecuaciones que representan la dinámica de las células β aisla-
das, las cuales sólo difieren en el parámetro uβ, el cual determina la activación o inactivación
de las células. La matriz Γ ∈ R3×3 es una matriz de ceros y unos que determina que varia-
bles de estado están conectadas, como se mantiene que el acoplamiento sólo afecta el primer
estado Γ = diag(1,0,0). Las matrices L̄ = (l̄ik) y L̂ = (l̂ik) son las matrices de conectividad
de la subred 1 y la subred 2, respectivamente. Mientras que las matrices Z̄ = (z̄ik) y Ẑ = (ẑik)
representan la conectividad entre subredes. Las constantes g1 y g2 son las fuerzas de aco-
plamiento de las subredes 1 y 2 respectivamente, mientras que las constantes c̄ y ĉ son las
fuerzas de acoplamiento entre subredes.

Ahora, si

āi = c̄
N

∑
k=n1+1

z̄ik, para i = 1,2, · · · ,n1

âi = ĉ
n1

∑
k=1

ẑik, para i = n1 +1,n1 +2, · · · ,n1 +n2

donde las constantes āi son elementos de la matriz Ā e indica la fuerza de entrada para la
i-ésima célula de la subred 1, y las constantes âi son elementos de la matriz Â e indica la
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fuerza de entrada para la i-ésima célula de la subred 2.

Ā = diag(ā1, ā2, · · · , ān1)

Â = diag(ân1+1, ân1+2, · · · , ân1+n2)

Las ecuaciones (3.16)-(3.17) se pueden rescribir como

ẋi = F1(xi)+
n1

∑
k=1

Γg1l̄ik (xk− xi)− āixi + c
N

∑
k=n1+1

z̄ikΓyk (3.18)

para i = 1,2, · · · ,n1

ẏi = F2(yi)+
N

∑
k=n1+1

Γg2l̂ik (yk− yi)+ âiyi + c̄
N

∑
k=n1+1

ẑikΓxk (3.19)

para i = n1 +1,n1 +2, · · · ,n1 +n2

Se busca la sincronización completa de los cúmulos o sincronización completa de clúste-
res, en el sentido de que, todos los nodos de una subred están completamente sincronizados
entre sı́. Mientras que los estados sincronizados de las subredes son distintos y denotados
por s1(t) y s2(t) respectivamente. Para realizar el análisis de la estabilidad, se considera que
las subredes no tienen nodos aislados, por lo cual las matrices L̄ y L̂ son simétricas e irredu-
cibles. Para realizar el análisis de la sincronización completa de cúmulos sólo se considera
la subred (3.18), y el resultado para la subred (3.19) es análogo a éste. Siguiendo un análi-
sis como el presentado en [14], se define e error como ei j(t) = x j(t)− xi(t), y su dinámica
está dada por

ėi j(t) = ẋ j(t)− ẋi(t)

= F1(x j)+
n1

∑
k=1

Γg1 l̄ jk
(
xk− x j

)
− ā jx j + c

N

∑
k=n1+1

z̄ jkΓyk

−F1(xi)−
n1

∑
k=1

Γg1 l̄ik (xk− xi)+ āixi− c
N

∑
k=n1+1

z̄ikΓyk

= F1(x j)+
n1

∑
k=1

Γg1 l̄ jke jk− ā jx j−F1(xi)−
n1

∑
k=1

Γg1 l̄ikeik + āixi (3.20)

Sea F1(ei j) = F1(x j)−F1(xi) y ai = a j = a para toda i, j. Se puede reescribir la ecuación
(3.20) como

ėi j = F1(ei j)−aΓei j +g1

n1

∑
k=1

(l̄ jkΓe jk− l̄ikΓeik).

A la ecuación anterior, se le añaden dos términos que algebraicamente no afectan el resul-
tado.

F1(ei j)− (a+ r)Γei j +g1

n1

∑
k=1

(l̄ jkΓe jk− l̄ikΓeik)+ rΓei j (3.21)
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donde r > 0 es un parámetro auxiliar. Los términos ±rΓei j unen los términos del acopla-
miento con el sistema individual, donde −rΓei j puede ser visto como una contribución de
los términos de acoplamiento en las inestabilidades de amortiguamiento causadas por los ei-
genvalores con parte real positiva de la matriz Jacobiana del sistema individual y rΓei j puede
ser despreciado con ayuda de los términos del acoplamiento. Se considera la linealización
alrededor de la variedad de sincronización de los dos primeros términos de la ecuación (3.21)

ε̇i j = (DF1(s1)− (a+ r)Γ)εi j

Si la ecuación anterior es asintóticamente estable, se tendrá que en una vecindad alrededor
de la solución sincronizada del sistema no lineal también es asintóticamente estable.

Se considera la función de Lyapunov,

ωi j =
1
2

ε
T
i jMεi j

con M una matriz definida positiva. La derivada de la función debe cumplir que

ω̇i j = ε
T
i jM(DF1(s1)− (a+ r)Γ)εi j < 0

lo que implica que (DF1(s1)− (a+ r)Γ) < 0. Entonces, para lograr nuestro objetivo debe
existir un valor de a tal que la derivada ωi j sea negativa.

Se construye una función de Lyapunov todo el sistema (3.21)

V =
1
4

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jMei j,

la derivada con respecto al tiempo de la función anterior es

V̇ =
1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jMėi j

=
1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jM(F1(ei j)− (a+ r))Γei j +g1

n1

∑
k=1

(l jkΓe jk− likΓeik)+ rΓei j)

=
1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jM(F1(ei j)− (a+ r)Γ)ei j +

1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jrMΓei j

+
1
2

g1

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

n1

∑
k=1

(l jkeT
i jMΓe jk− likeT

i jMΓeik)

=
1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jM(F1(ei j)− (a+ r)Γ)ei j +

1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jrMΓei j

+g1
1
2

n1−1

∑
k=1

n1

∑
j>k

(n1l jkeT
jkMΓe jk)
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Ahora definiendo

S̄1 =
1
2 ∑

n1
i=1 ∑

n1
j=1 eT

i jM(F1(ei j)− (a+ r)Γ)ei j < 0, si a+ r < 0.

S̄2 =
1
2 ∑

n1
i=1 ∑

n1
j=1 eT

i jrMΓei j > 0, ya que r > 0 y M es positiva definida.

S̄3 =
g1
2 ∑

n1−1
k=1 ∑

n1
j>k(n1l jkeT

jkMΓe jk)< 0, pero además debe compensar al sumando S̄2

Entonces,

S̄2 + S̄3 =
1
2

n1−1

∑
i=1

n1

∑
j>i

eT
i jMg1(r−n1li j)Γei j)≤ 0

con lo cual se cumple que la red es asintóticamente estable. Entonces, para obtener la sin-
cronización de la subred 1 aún con una fuerza de entrada, es necesario que ā + r̄ < 0 y
además r̄−g1n1li j < 0, donde r es obtenido por el método de conexión de grafo, propuesto
en [10]. Para el caso de la subred 2, se tiene un resultado similar sólo que â+ r̂ < 0 y además
r̂−g2n2l̄i j < 0.

Ası́ que, la sincronización de las subredes depende de la estructura interna de las celdas y
la fuerza de entrada obtenida. Si la fuerza de entrada es lo suficientemente grande es posible
cambiar la dinámica del estado sincronizado de las dos subredes.

Ejemplo:
Se consideran dos subredes de la celda, donde cada subred está formada por nodos idénticos
pero entre subredes nodos distintos. A manera de ejemplo, consideremos que la subred 1
está formada por 4 nodos (ver Figura 3.12), los cuales pertenecen a la capa superior de la
celda.

(a) Estructura tridimensional de la
subred 1

(b) Grafo de la subred 1

Figura 3.12: Representación de la subred 1. a) Se muestra la estructura tridimensinal para
la subred 1. b) Se muestra el grafo asociado a la subred 1.

La matriz Laplaciana de la subred 1 está dada por

L̄ =


−2 1 0 1
1 −2 1 0
0 1 −2 1
1 0 1 −2
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la cual es una matriz simétrica, irreducible y semidefinida negativa ya que sus eigenvalores
son −4,−2,−2,0.

Para la subred 2 consideraremos las nueve células restantes de la cúmulo(ver Figura 3.13),

(a) Estructura tridimensional de la
subred 2

(b) Grafo de la subred 2

Figura 3.13: Representación de la subred 2. a) Se muestra la estructura tridimensinal para
la subred 2. b) Se muestra el grafo asociado a la subred 2.

y su matriz Laplaciana está dada por

L̂ = ḡ2



−8 1 1 1 1 1 1 1 1
1 −3 0 0 0 1 1 0 0
1 0 −3 0 0 0 1 1 0
1 0 0 −3 0 0 0 1 1
1 0 0 0 −3 1 0 0 1
1 1 0 0 1 −5 1 0 1
1 1 1 0 0 1 −5 1 0
1 0 1 1 0 0 1 −5 1
1 0 0 1 1 1 0 1 −5


la cual es una matriz simétrica, irreducible y semidefinida negativa ya que sus eigenvalores
son −9,−7,−5.73,−5.73,−5,−3,−2.26,−2.26,0.
Mientras, que la de conectividad entre subredes son

Z̄ =


1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0 0 0

 y Z̄ = ẐT .

Considerando ag1 = 1.2 y ḡ2 = 0.01 como las fuerzas de acoplamiento para las subredes,
se calculan los parámetros auxiliares r̄ = 4

3g1 y r̂ = 9
5 ḡ2, para obtener la fuerza de entrada
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necesaria para lograr la sincronización completa entre las dos subredes de la celda mixta, es
decir, sin que las subredes pierdan la sincronización completa.

En la Figura 3.14 es posible observar la simulaciones con la fuerza de entrada obtenida.
En este caso, las células de la subred 1 están activas, mientras que las células de la subdred
2 se encuentran inactivas.

En el caso de la Figura 3.15 se considera la dinámica de las subredes como en la anterior,
pero la fuerza de entrada es mucho mayor que la obtenida. Es posible observar que la subred
1 deja de presentar oscilaciones y la subred 2 no se ve afectada. En este caso no se logra la
sincronización por cúmulos en las subredes.

(a) Sincronización para la subred-1 g1 = 1.2

(b) Sincronización para la subred-2 g2 = 0.1

Figura 3.14: Sincronización por clúster de dos subredes. Simulación numérica de dos
subredes con la fuerza de acoplamiento máxima para conservar la sincronı́a en cada subred.
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(a) Sincronización para la subred-1 g1 = 1.2 y a = 1.6

(b) Sincronización para la subred-2 g2 = 0.1

Figura 3.15: Sincronización por clúster de dos subredes. Simulación numérica de dos
subredes con la fuerza de acoplamiento ā y â mayor a la máxima para no desincronizar cada
subred, es posible observar que ambas subredes se sincronizan no produciendo oscilaciones.
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Capı́tulo 4

Red de celdas

En el capı́tulo anterior, en base a una estructura mı́nima que se denomino celda, se realizó un
análisis de una celda con células idénticas y no idénticas. Sin embargo, el número de células
considerado en la celda es muy pequeño en comparación con las células de un islote pan-
creático. Un islote pancreático está compuesto de aproximadamente 1000 ó 3000 células, de
las cuales entre 540 y 1620 son células β [11, 12]. Por lo cual, en este capı́tulo se realizará la
construcción y el análisis tanto de la estructura y dinámica de lo que se denomina red de
celdas, con la finalidad de aproximarnos más a la estructura y modelado de la dinámica de
islotes pancreáticos.

Se mantienen los cinco supuestos mencionados en el capı́tulo anterior, que correspon-
den a la forma de la células, arreglos adyacentes, conexión de las células y comunicación
intercelular. Además de

H6. Celdas adyacentes: Se supone que dos celdas son adyacentes, si por lo menos una célula
de la celda A y una célula de la celda B tienen a sus membranas en contacto, es decir,
las células son adyacentes entre sı́ (ver H5).

H7. Celdas aisladas: No se consideran arreglos con celdas aisladas, con la finalidad de man-
tener la comunicación por uniones de hendidura entre las celdas.

H8. Estructura del islote: En base a las propuestas de arquitectura del islote en [11, 12] de-
terminan que las células β se encuentran entremezcladas con los otros tipos celulares.

4.1. Estructura de la red de celdas

Para la construcción de esta red, se utilizan los cúmulos de las células analizados en el
capı́tulo anterior, teniendo en cuenta las nuevas consideraciones H6, H7 y H8. Se busca
generar una estructura de celdas, las cuales se toquen en por lo menos una célula y existan
espacios entre celdas. Una propuesta es encapsular las celdas en una esfera de radio 3r como
se muestra en la Figura 4.1 y al igual que en la creación de la celda agrupando a su alrededor
otras doce esferas del mismo radio.

Por lo cual, se ha generado una red de 169 células agrupadas en 13 cúmulos cada uno con
13 esferas, la imagen tridimensional puede ser vista en la Figura 4.2.
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(a) Estructura tridimensional (b) Proyección en el plano

Figura 4.1: Encapsulamiento de la celda. Es posible observar cómo la celda de trece esferas
de radio r, se pueden cubrir o encapsular en una esfera de un radio mayor.

Figura 4.2: Estructura tridimensional de la red de celdas. Es posible observar la estructura
tridimensional de la red de celdas, donde cada cúmulo de células (celda) está determinado
por un color y tiene la estructura determinada en el capı́tulo anterior.
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Si se analiza la estructura de la red de celdas, considerando que cada cúmulo es un solo
nodo de la red, según la construcción de la red la matriz de adyacencia entre celdas es

Aceldas =



0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0


Como se puede observar, la matriz Aceldas es idéntica a la matriz de adyacencia de la celda

individual, A, y esto se debe a la manera en que es construida la red. En este caso, el “1”
en la posición i j de la matriz indica que la i-ésima celda está conectada con la j-ésima y el
“0” que no existe una conexión. Sin embargo, la matriz anterior no determina con exactitud
cuáles son las células conectadas para cada celda.

Es necesario una matriz de dimensiones 169× 169, o bien, una matriz por bloques de
tamaño 13×13, de la siguiente manera

Ared =



A1 B12 0 B14 B15 B16 0 0 B19 0 0 0 0
B21 A2 B23 0 B25 B26 B27 0 0 0 0 0 0
0 B32 A3 B34 B35 0 B37 B38 0 0 0 0 0

B41 0 B43 A4 B45 0 0 B48 B49 0 0 0 0
B51 B52 B53 B54 A5 B56 B57 B58 B59 B510 B511 B512 B513
B61 B62 0 0 B65 A6 0 0 0 B610 B611 0 0
0 B72 B73 0 B75 0 A7 0 0 0 B711 B712 0
0 0 B83 B84 B85 0 0 A8 0 0 0 B812 B813

B91 0 0 B94 B95 0 0 0 A9 B910 0 0 B913
0 0 0 0 B105 B106 0 0 B109 A10 B1011 0 B1013
0 0 0 0 B115 B116 B117 0 0 B1110 A11 B1112 0
0 0 0 0 B125 0 B127 B128 0 0 B1112 A12 B1213
0 0 0 0 B135 0 0 B138 B139 B1310 0 B1312 A13


donde los elementos Ai son bloques de 13× 13 donde sus elementos son iguales a los ele-
mentos de las matriz de adyacencia de la celda. Los elementos fuera de la diagonal principal
son submatrices de 13×13 donde el 0 indica una submatriz nula y el elemento Bi j indica que
la celda i y j están conectadas. Además, la matriz Ared es una matriz simétrica, por lo que
los elementos B ji = BT

i j para toda i, j = 1,2, · · · ,13. Las matrices Bi j tienen la caracterı́stica
de tener sólo un elemento distinto a 0 debido a que las celdas se tocan en una sola célula en
la Tabla 4.1 se determina que elemento de cada bloque es distinto a cero.
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B12 B14 B15 B16
1 Si p=7 y q=9
0 En otro caso.

1 Si p=8 y q=6
0 En otro caso.

1 Si p=12 y q=1
0 En otro caso.

1 Si p=11 y q=4
0 En otro caso.

B19 B23 B25 B26
1 Si p=13 y q=2
0 En otro caso.

1 Si p=8 y q=6
0 En otro caso.

1 Si p=13 y q=2
0 En otro caso.

1 Si p=10 y q=3
0 En otro caso.

B27 B34 B35 B37
1 Si p=12 y q=13
0 En otro caso.

1 Si p=6 y q=7
0 En otro caso.

1 Si p=10 y q=3
0 En otro caso.

1 Si p=11 y q=4
0 En otro caso.

B38 B45 B48 B49
1 Si p=13 y q=12
0 En otro caso.

1 Si p=11 y q=4
0 En otro caso.

1 Si p=12 y q=1
0 En otro caso.

1 Si p=10 y q=3
0 En otro caso.

B56 B57 B58 B59
1 Si p=6 y q=12
0 En otro caso.

1 Si p=7 y q=9
0 En otro caso.

1 Si p=8 y q=6
0 En otro caso.

1 Si p=9 y q=7
0 En otro caso.

B5,10 B5,11 B5,12 B5,13
1 Si p=10 y q=3
0 En otro caso.

1 Si p=11 y q=4
0 En otro caso.

1 Si p=12 y q=1
0 En otro caso.

1 Si p=13 y q=2
0 En otro caso.

B6,10 B6,11 B7,11 B7,12
1 Si p=13 y q=12
0 En otro caso.

1 Si p=12 y q=1
0 En otro caso.

1 Si p=10 y q=3
0 En otro caso.

1 Si p=13 y q=2
0 En otro caso.

B8,12 B8,13 B9,10 B9,13
1 Si p=11 y q=14
0 En otro caso.

1 Si p=10 y q=3
0 En otro caso.

1 Si p=10 y q=4
0 En otro caso.

1 Si p=12 y q=1
0 En otro caso.

B10,11 B10,13 B11,12 B12,13
1 Si p=7 y q=9
0 En otro caso.

1 Si p=8 y q=12
0 En otro caso.

1 Si p=11 y q=12
0 En otro caso.

1 Si p=12 y q=13
0 En otro caso.

Tabla 4.1: Elementos de los bloques Bi j de la matriz de adyacencia Ared

El grafo de la red de celdas puede ser visto en la Figura 4.4. En la Tabla 4.2 y Figura
4.3 se muestran algunas de sus propiedades topológicas. Es un grafo no dirigido, simétrico,
simple, no ponderado, Hamiltoniano ya que posee una sucesión de aristas adyacentes, que
visita todos los vértices del grafo una sola vez.

Ciclo Hamiltoniano: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 7, 12, 8, 45, 40, 41, 42, 43, 44,46, 35, 27,
28, 29, 30, 31, 32, 21, 16, 15, 14, 17, 18, 19, 24, 20, 25, 26, 22, 23, 68, 67, 66, 69, 70, 72,
76, 71, 75, 74, 78, 73, 77, 131, 132, 133, 88, 83, 79, 80, 84, 89, 85, 81, 82, 86, 90, 91, 87,
59, 54, 53, 56, 50, 49, 48, 52, 47, 51, 92, 93, 39, 34, 38, 33, 37, 36, 55, 57, 58, 62, 61, 65,
60, 64, 63, 134, 135, 136, 140, 141, 137, 142, 138, 143, 139, 124, 119, 118, 121, 120, 122,
123, 128, 127, 126, 130, 129, 125, 162, 158, 159, 101, 97, 96, 94, 95, 100, 104, 99, 103, 98,
102, 147, 144, 145, 146, 148, 149, 153, 154, 150, 155, 151, 156, 152, 163, 161, 160, 164,
168, 167, 166, 169, 165, 157, 116, 109, 105, 108, 107, 112, 117, 113, 114, 110, 115, 111,
106, 13, 9, 1.
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Orden del grafo
(Número de nodos) 169

Tamaño del grafo
(Número de enlaces) 504

Conjunto de nodos {1,2, · · · ,168,169} Núcleo 57

Grado de nodo k(vi) =



5,5,5,5,12,5,6,6,5,5,6,6,6,
5,5,5,5,12,5,5,6,6,6,5,6,6,
5,5,5,5,12,6,5,5,6,6,6,5,6,
5,5,5,5,12,6,6,5,5,6,6,6,5,
6,6,6,6,12,6,6,6,6,6,6,6,6,
5,5,6,6,12,5,5,6,5,5,5,6,6,
6,5,5,6,12,5,5,5,6,6,5,5,6,
6,6,5,5,12,6,5,5,5,6,6,5,5,
5,6,6,5,12,5,6,5,5,5,6,6,5,
5,6,6,6,12,5,6,6,5,5,5,5,5,
6,5,6,6,12,5,5,6,6,5,5,5,5,
6,6,5,6,12,6,5,5,6,5,5,5,5,
6,6,6,5,12,6,6,5,5,5,5,5,5



Probabilidad
de

grado de nodo
p(k) =


0.4913 k(vi) = 5
0.077 k(vi) = 12
0.426 k(vi) = 6

0 En otro caso

Grado promedio
de nodo < k > 5.9645

Grado máximo
y grado mı́nimo

∆(G) = 12
δ(G) = 5

Fragmentación 157
169 ≈ 0.928994

Diámetro 8
Distancia promedio

< l > ≈ 5.06509

Coeficiente de
agrupamiento promedio <C >

0.6347
Eficiencia global

< l−1 >
≈ 0.00591104

Tabla 4.2: Propiedades topológicas de la Red de celdas

La topologı́a de un grafo se refiere al patrón que forman sus nodos y enlaces, hasta este
punto no es posible establecer nuestro grafo dentro de una topologı́a de las ya existentes.
No es un grafo regular, ya que los nodos de la red no poseen el mismo grado de nodo. Sin
embargo, a la que más se asemeja, es a una red de mundo pequeño ya que su coeficiente de
agrupamiento promedio es grande alrededor de 0.6347y posee y en el caso de la longitud
de camino promedio es cercana a Ln|V |. Sin embargo, el diámetro no es pequeño. Aun ası́,
nuestra red se asemeja más a esta topologı́a.

Figura 4.3: Distribución grado de nodo. Se muestra la relación entre los grados de nodo de
la red de redes y la probabilidad de que de un nodo escogido al azar tenga grado de nodo k.
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Figura 4.4: Grafo de la red de celdas. Se presenta un grafo de 169 nodos con 504 enlaces
que representa la estructura tridimensional presentada en la Figura 4.2. En este grafo cada
grupo de nodos del mismo color representan cada una de las celdas interconectadas.
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4.2. Dinámica de la red de celdas

En esta sección se estudia la dinámica de la red de celdas de tres maneras diferentes,
con un acoplamiento global y uniforme muy similar al capı́tulo anterior, por medio de los
exponentes transversos de Lyapunov y con la sincronización de clústeres.

4.2.1. Acoplamiento global
Si las celdas son de células idénticas, sus parámetros son los mismos, y convergen al mis-

mo equilibrio o solución periódica de la célula aislada. Una manera de estudiar la estructura,
es como la red de la celda sólo que con un número mayor de nodos.

La dinámica de la red de celdas puede ser descrita por

ẋi = F(xi)+g
N

∑
j=1

li jΓ(xi− x j) (4.1)

donde N es el número de células, en este caso 169. F : R3→ R3 es la dinámica de un nodo
aislado, Γ es la matriz de acoplamiento entre estados, g es la fuerza de acoplamiento y L es
la matriz de conectividad de la red.

La matriz Laplaciana de la red es

L = Ared−D

donde Ared es la matriz de adyacencia presentada en la sección anterior, D es una matriz
diagonal de tamaño N×N y sus elementos son de la forma dii = ki para toda i = 1,2, · · · ,N
con ki como el grado del i−ésimo nodo. La matriz D es conocida como matriz de grado de
grafo. Además, se tiene que L , es una matriz simétrica, irreducible y semidefinida negativa.
Su eigenvalor más grande distinto de cero es λ2 = −0.1536. Ası́ que con el Teorema 3.3.1
se tiene que la mı́nima fuerza de acoplamiento necesaria para la sincronización completa es

g≥− d̄
λ2

.

Celdas Fuerza de acoplamiento
Todas Activas g≥ 1.6

0.1536 ≈ 10.43
Todas Inactivas g≥ 0

Tabla 4.3: Fuerza de acoplamiento red de celdas

En la Tabla 4.3 se muestra la fuerza de acoplamiento mı́nima para cada tipo de red, y es
posible observar que en comparación con la celda unitaria se necesita una fuerza de acopla-
miento mayor conforme el número de nodos crece. En las Figuras 4.5 y 4.6 se muestran la
sincronización completa de una red de celdas con células activas e inactivas respectivamente.
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Figura 4.5: Sincronización de las células activas g = 11. Se muestra la sincronización com-
pleta de 169 células todas activas con una fuerza de acoplamiento de g = 11, la cual inicia
en el tiempo de simulación 500.

Figura 4.6: Sincronización de las células inactivas g = 5. Se muestra la sincronización
completa de 169 células todas inactivas con una fuerza de acoplamiento de g = 5, la cual
inicia en el tiempo de simulación 500.

4.2.2. Exponentes transversos de Lyapunov
La sincronización de la red de celdas también puede ser estudiada por los tLes. En este

caso sólo es posible analizar una red de celdas con nodos idénticos, sin embargo es posible
obtener el margen para la estabilidad del estado sincronizado de las soluciones de la red o pa-
ra qué valores de la fuerza de acoplamiento ocurre una transición entre el estado sincronizado
estable y un comportamiento complejo acotado.
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4.2.2.1. Células Activas

Para la estabilidad, es necesario que el mayor de los tLe sea negativo. Con una fuerza de
acoplamiento positiva, para nuestra red de celdas es mayor de los exponentes es µ1(λ2),

µ1(λ2) = h1 +gλ2 < 0
0.9789−0.1536g < 0

g > 6.37304

con este análisis se aumenta el rango de la fuerza de acoplamiento para garantizar la esta-
bilidad del estado sincronizado. Sin embargo, no se logra la sincronización completa de las
células en el margen de 6.37304 < g < 10.43. Otro punto que se puede observar, es que
conforme g→ ∞ el estado sincronizado se hace más y más estable.

4.2.2.2. Células Inactivas

En el caso de las células inactivas, sus soluciones tienden a un punto de equilibrio estable
del sistema, se dice, que el estado sincronizado del sistema es estable. Aunque utilizando los
tLes es posible comprobar este resultado.

De nuevo, se considera el exponente transverso de Lyapunov más grande y se busca que
sea negativo

µ1(λ2) = h1 +gλ2 < 0

g > −0.0373
0.1536

g > −0.2428

como se considera que g ≥ 0, se tiene que para todo valor de g la red es estable y todos sus
tLes son negativos.

En cambio, si se busca la transición del equilibrio estable a un comportamiento complejo
acotado o a un comportamiento parecido al que presentan las células β activas, es necesario
considerar una fuerza de acoplamiento negativa. De nuevo, en este punto el inducir una fuer-
za de acoplamiento negativa al sistema no indica que se le esté quitando energı́a al sistema.
Indica que es necesario inducir algún agente externo para lograr nuestro objetivo.

La transición del equilibrio al comportamiento complejo surge cuando por lo menos uno
de los tLes es positivo y la suma de todos es negativa. Se considera que el mayor de los tLes
es positivo, en este caso el mayor es µ1(λN) y se tiene

µ1(λN) = h1−|g|λN > 0

|g| >
h1

|λN |
g > 0.0028
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La suma de los tLes es

∑ tLes = N
d

∑
i=1

hi +d|g|
N

∑
j=1
|λ j| < 0

|g| <
−N ∑

d
i=1 hi

d ∑
N
j=1 |λ j|

g < 0.0827229

con d = 3 es la dimensión del modelo de la célula aislada, N = 169 el número de células de la
red, hi es el i-ésimo exponente de Lyapunov y λ j es el j-ésimo eigenvalor de la matriz de co-
nectividad. El intervalo para el comportamiento complejo acotado 0.0028< |g|< 0.0827229,
es lo bastante pequeño en comparación con el comportamiento de la celda, en otro caso el
sistema es inestable.

En la Figura 4.7 se muestran los márgenes para el comportamiento complejo de las celdas
conforme va creciendo a red. Debido a que la cota superior del comportamiento complejo es
la mı́nima entre

ḡ = min

(
∑

d
i=1 hi

d|λN |
,
−N ∑

d
i=1 hi

d ∑
N
j=1 |λ j|

)

Figura 4.7: Comportamiento complejo de la red de celdas conforme va creciendo el número
de celdas, cambia el margen del comportamiento complejo de la red.

De manera general, el comportamiento complejo acotado está en el intervalo

|h1|
|λN |

< |g|< −∑
d
i=1 hi

d|λN |
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4.3. Análisis por subredes

Para iniciar nuestro análisis por subredes, se consideran dos celdas conectadas de manera
lineal y difusiva, tal y como se sincronizó en el capı́tulo anterior. Cada una de estas celdas
esta compuesta por 13 nodos idénticos acoplados de manera lineal y difusiva, es decir, n1 =
n2 = 13.

En este caso, los nodos de cada celda poseen su respectiva dinámica, la cual se puede
escribir de manera general como

ẋi = F1(xi)+g1

n1

∑
k=1

l̄ikΓ(xk− xi)+ c̄
N

∑
k=n1+1

z̄ikΓ(yk− xi) (4.2)

i = 1,2, · · · ,n1;

ẏi = F2(yi)+g2

N

∑
k=n1+1

l̂ikΓ(yk− yi)+ ĉ
n1

∑
k=1

ẑikΓ(xk− yi) (4.3)

i = n1 +1,n1 +2, · · · ,n1 +n2;

donde F1,F2 : R3→R3 son las ecuaciones que representan la dinámica de las células β aisla-
das, las cuales sólo difieren en el parámetro uβ, el cual determina la activación o inactivación
de las células. La matriz Γ ∈ R3×3 es una matriz de ceros y unos que determina que varia-
bles de estado están conectadas, como se mantiene que el acoplamiento sólo afecta el primer
estado Γ = diag(1,0,0). Las matrices L̄ = (l̄ik) y L̂ = (l̂ik) son las matrices de conectividad
de la subred 1 y la subred 2, respectivamente. Mientras que las matrices Z̄ = (z̄ik) y Ẑ = (ẑik)
representan la conectividad entre subredes. Las constantes g1 y g2 son las fuerzas de aco-
plamiento de las subredes 1 y 2 respectivamente, mientras que las constantes c̄ y ĉ son las
fuerzas de acoplamiento entre subredes.

Las matrices Z̄ = (z̄ik) y Ẑ = (ẑik) son las matrices de acoplamiento entre las dos subredes.
Las constantes g1 y g2 son las fuerzas de acoplamiento de las subredes 1 y 2 respectivamente,
mientras que las constantes c̄ y ĉ son las fuerzas de acoplamiento entre subredes. Es impor-
tante mencionar, que para realizar la sincronización por clúster en estos casos es necesario
que los elementos de las matrices Z̄ y Ẑ cumplan con la siguiente condición: zik = z jk para
toda i, j,k, es decir, los elementos de la k-ésima columna de la matriz sean iguales.
Sea

āi = c̄
N

∑
k=n1+1

b̄ik, para i = 1,2, · · · ,n1

âi = ĉ
n1

∑
k=1

b̂ik, para i = n1 +1,n1 +2, · · · ,n1 +n2

Es posible reescribir las ecuaciones (??) y (??) como

ẋi = F1(xi)+
n1

∑
k=1

Γ(g1lik(xk− xi)− āixi)+ c̄
N

∑
k=n1+1

b̄ikΓyk (4.4)

ẏi = F2(yi)+
N

∑
k=n1+1

Γ(g2lik(yk− yi)− âiyi)+ ĉ
n1

∑
k=1

b̂ikΓxk (4.5)
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Se escriben las dos ecuaciones anteriores como una sola y se tiene que

Ẋ = F̄(X)+(C⊗Γ)X (4.6)

La matriz C es la matriz de conectividad de la red, la cual tiene la forma

C =

(
g1Ln1×n1 c̄Z̄n1×n2

ĉẐn2×n1 g2Ln2×n2

)
+

(
Ān1×n1 0n1×n2

0n2×n1 Ân2×n2

)
Se pretende encontrar condiciones para la sincronización por clústeres de las celdas, es

decir, si todos los nodos de la celda 1 están completamente sincronizados entre sı́. Mientras
que los nodos de la celda 2 están completamente sincronizados entre si. Aun cuando sus
estados sincronizados son distintos y denotados por s1(t) y s2(t) respectivamente.

Se considera primero la celda 1 determinada por la ecuación (4.4) y los resultados para
la celda 2 (4.5) se pueden obtener de manera análoga. Como la celda 1 está completamente
sincronizada entre sı́ la dinámica del error, ei j(t) = x j(t)− xi(t), puede ser descrita por

ėi j = ẋ j(t)− ẋi(t)

= F1(x j)+
n1

∑
k=1

Γ
(
g1l jk(xk− x j)− ā jx j

)
+ c̄

N

∑
k=n1+1

z̄ jkΓyk

−F1(xi)−
n1

∑
k=1

Γ(g1lik(xk− xi)− āixi)− c̄
N

∑
k=n1+1

z̄ikΓyk

= F1(x j)+
n1

∑
k=1

Γ
(
g1l jk(xk− x j)− ā jx j

)
−F1(xi)−

n1

∑
k=1

Γ(g1lik(xk− xi)− āixi)

= F1(x j)−F1(xi)+
n1

∑
k=1

Γ
(
g1l jk(xk− x j)− ā jx j−g1lik(xk− xi)+ āixi

)
= F1(ei j)+

n1

∑
k=1

Γ
(
g1l jke jk−g1likeik

)
−aΓei j

A la ecuación anterior, es posible añadirle dos términos que algebraicamente no afecten el
resultado. donde r > 0 es un parámetro auxiliar. Los términos ±rΓei j unen los términos del
acoplamiento con el sistema individual, donde−rΓei j puede ser visto como una contribución
de los términos de acoplamiento en las inestabilidades de amortiguamiento causadas por los
eigenvalores con parte real positiva de la matriz Jacobiana del sistema individual y rΓei j
puede ser despreciado con ayuda de los términos del acoplamiento.

ėi j = F1(ei j)− (a+ r)Γei j +
n1

∑
k=1

Γ
(
g1l jke jk−g1likeik

)
+ rΓei j (4.7)

Se considera una función de Lyapunov para el sistema (4.7)

V =
1
4

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jMei j,
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la derivada con respecto al tiempo de la función anterior es

V̇ =
1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jMėi j

=
1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jM(F1(ei j)− (a+ r))Γei j +

n1

∑
k=1

(g1l jkΓe jk−g1likΓeik)+ rΓei j)

=
1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jM(F1(ei j)− (a+ r)Γ)ei j +

1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jrMΓei j

+
1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

n1

∑
k=1

(g1l jkeT
i jMΓe jk−g1likeT

i jMΓeik)

=
1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jM(F1(ei j)− (a+ r)Γ)ei j +

1
2

n1

∑
i=1

n1

∑
j=1

eT
i jrMΓei j

+
1
2

n1−1

∑
k=1

n1

∑
j>k

(n1g1l jkeT
jkMΓe jk)

Ahora

S̄1 =
1
2 ∑

n1
i=1 ∑

n1
j=1 eT

i jM(F1(ei j)− (a+ r)Γ)ei j < 0, si a+ r < 0.

S̄2 =
1
2 ∑

n1
i=1 ∑

n1
j=1 eT

i jrMΓei j > 0, ya que r > 0 y M es positiva definida.

S̄3 = 1
2 ∑

n1−1
k=1 ∑

n1
j>k(n1g1l jkeT

jkMΓe jk) < 0, pero además debe compensar al sumando
S̄2

Entonces,

S̄2 + S̄3 =
1
2

n1−1

∑
i=1

n1

∑
j>i

eT
i jM(r−n1g1li j)Γei j)≤ 0

con lo cual se cumple que la red es asintóticamente estable. Entonces, para obtener la sin-
cronización del subred 1 aún con una fuerza de entrada, es necesario que a+ r < 0 y además
r− n1g1li j < 0, donde r es obtenido por el método de conexión de grafo, propuesto en
[10]. Para el caso de la subred 2, se tiene un resultado similar sólo que ā+ r̄ < 0 y además
r̄−n2ḡ1li j < 0.

Con lo cual, se tienen las condiciones necesarias para que el sistema (4.7) sea asintóti-
camente estable, que son a+ r < 0 y r− n1g1li j < 0. Además, la cota para el valor de r
es obtenida por el método de conexión de grafo, propuesto en [10]. Obteniendo con esto la
fuerza necesaria para realizar la sincronización de subredes.

Es importante mencionar, que el análisis realizado en esta sección no aplica para la red
de celdas presentada en las secciones anteriores. Debido a que las matrices de acoplamien-
to entre subredes no cumplen con las condiciones necesarias para realizar este análisis, sin
embargo se presenta otra oportunidad de sincronizar dos celdas con nodos no idénticos. La
desventaja de este tipo de acoplamiento, es que no será posible considerar que la comunica-
ción entre celdas es por uniones tipo gap donde la unión surge con el contacto directo de sus
membranas.
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Capı́tulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudió la estructura y la dinámica de un red de células pan-
creáticas β utilizando como herramienta matemática la teorı́a de grafos.

Se inició el estudio de las células β aisladas con la finalidad de comprender mejor al
sistema por sı́ solo y obtener una idea de cómo es la dinámica de las células en cúmulo. Los
modelos matemáticos que describen la actividad eléctrica de las células aisladas resultan ser
todo un tema de investigación debido a la complejidad que presentan los picos de disparos,
las oscilaciones involucradas en el proceso de la actividad eléctrica de la célula. Sin embargo,
para este trabajo se han abordado dos modelos deterministas de los cuales existe información
en la litertura, para cada modelo se determinaron puntos de equilibrio, la estabilidad de los
mismos, las bifurcaciones y los parámetros que determinan la activación o inactivación de
las células. Aunque exista toda una lı́nea de investigación para las células aisladas, el interés
principal de este trabajo, es modelar una red de cúmulos de células donde cada una de ellas
tiene la dinámica no lineal de los modelos de células aisldas estudiados.

Para el estudio de las células β acopladas se ha considerado como herramienta matemática
el uso de la teorı́a de grafos, se ha analizado tanto la estructura como la dinámica de arreglos
de células. Con respecto a la estructura, bajo los supuestos de que las células son esferas
rı́gidas de radio r, que las conexiones entre células se establecen bajo el contacto fı́sico de
sus membranas se generó una estructura mı́nima de trece células denominada celda. Después,
una vez obtenido el análisis de esta estructura se estableció otra de mayor número de células,
la cual se denomina red de celdas. Se estudiaron las caracterı́sticas topológicas de ambas
estructuras, y en base a estos arreglos se establecen conexiones.

Con respecto a la dinámica de la celda y la red de celdas, se considera que cada nodo
posee la dinámica del modelo de Pernarowski para células aisladas y además se ha supuesto
que la intercomunicación entre células es solamente por uniones de hendidura, se considera
que estas uniones se encuentran en el punto de contacto de las esferas y que la fuerza de
acoplamiento es relativa a la conductancia de estas uniones.

Se encontraron magnitudes de la fuerza de acoplamiento, de tal manera que se logre la
sincronización completa en el caso de celdas con células idénticas, es decir, todas las células
con los mismos parámetros y distintas condiciones iniciales; la sincronización práctica en
el caso de celdas con células no idénticas, donde las células diferı́an entre activas e inacti-
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vas. Dichas condiciones fueron encontradas utilizando el criterio de λ2 y el estudio de los
exponentes tranversos de Lyapunov. Cuando se considera que la fuerza de acoplamiento es
global y uniforme conforme el número de células crece la fuerza necesaria para lograr la
sincronización también aumenta.

Como punto particular en la dinámica de las células acopladas, en el caso de tener una
red de células idénticas inactivas por medio del estudio de los exponentes transversos de
Lyapunov del sistema, se encontró una fuerza de acoplamiento de magnitud negativa tal
que se generan oscilaciones en este sistema. Sin embargo, es importante mencionar que
el signo no indica que se le esté quitando energı́a al sistema, nos indica que es necesario
inducir algún agente externo para lograr la activación y la cantidad de agente necesario. Esta
fuerza de acoplamiento negativa deja algunas interrogantes sin resolver como ¿qué agente
introducir al sistema?, ¿cómo y dónde introducir el agente?, pero no es objetivo de esta tesis
dar respuesta a estas preguntas.

Por otro lado, para el estudio de una red con células no idénticas se considera una fuerza de
acoplamiento global y se obtienen condiciones para la sincronización parcial, pero de nueva
cuenta conforme el número de nodos crece la fuerza de acoplamiento necesaria para realizar
la sincronización es cada vez más grande. Por lo cual, se estudia el caso donde la fuerza de
acoplamiento no es uniforme en toda la red, se analiza la red por medio de subredes cada
una con su respectiva fuerza de acoplamiento para que la subred esté completamente sincro-
nizada. Se determina la fuerza de acoplamiento necesaria entre las subredes para que éstas
se sincronicen de manera completa, esto es importante, ya que si la fuerza de acoplamiento
inducida entre las dos redes es mucho mayor que la necesaria, se pierden las oscilaciones
periódicas de las subredes.

En conclusión, la teorı́a de grafos permite modelar la dinámica de las células pancreáticas
β en un islote de Langerhans, es decir, si tomamos una estructura tridimensional de las célu-
las pancreáticas β, y bajo ciertos supuestos es posible determinar si este cúmulo se activo,
inactivo o si se presentarán oscilaciones después de determinado tiempo.

5.2. Trabajo a futuro

El trabajo de investigación realizado en esta tesis permitió reafirmar que la teorı́a de grafos
nos permite modelar la dinámica de las células β en un islote de Langerhans. Sin embargo, el
estudio de las células β tanto de manera aislada como acopladas avanza dı́a tras dı́a. Este tra-
bajo se enfocó sólo en el estudio de las células pancreáticas β, pero mencionó que los islotes
de Langerhans también están compuestos por otros tipos de células. Como trabajo a futuro
se propone incorporar las otras células pertenecientes al islote ya que éstas también pue-
den influir en la dinámica del mismo, además de considerar otros tipos de comunicaciones
intercelulares.

Con respecto a la dinámica de nuestra red, se consideró que la dinámica de los nodos de
la red estaba establecida por un modelo determinista, una propuesta para trabajo a futuro es
que bajo la estructura ya establecida de la red analizar la dinámica cambiando los modelos
de las células aisladas, ya sea por un modelo que incluya otros factores o agentes externos o
incluso algún modelo estocástico que represente la actividad eléctrica de las células.

Respecto a la estructura, se idealizó el modelo tridimensional de las células suponiendo
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que eran esferas rı́gidas del mismo radio, por lo cual se propone realizar otro tipo de estruc-
tura ya sea deformando las esferas o buscando otro acoplamiento entre celdas, siempre y
cuando no se consideren celdas aisladas y se dejen huecos intersticiales de las células, donde
se puedan acoplar los otros tipos celulares. Todo esto con la finalidad de ir generando una
estructura de un islote pancreático.

Con respecto a la fuerza de acoplamiento primero resolver las interrogantes generadas por
la fuerza de acoplamiento negativa, determinar qué agente externo serı́a necesario introducir
al sistema, de qué manera y cómo se introducirı́a dicho agente. Por otra parte la fuerza de
acoplamiento de la celda o la red de celdas como un grafo no dirigido, donde la fuerza de
acoplamiento entre células sea distinta. Si bien, para la red de celdas se tiene algo similar,
serı́a interesante analizar cuáles son las condiciones para la sincronización en el caso de que
la fuerza de acoplamiento sea distinta para todos los enlaces.
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Apéndice A

Bifurcaciones

A continuación se presenta los conceptos básicos para las bifurcaciones uniparamétricas,
y se mencionan los teoremas utilizados para establecer la existencia de las bifurcaciones en
la dinámica de la células aisladas.
Una bifurcación es el cambio cualitativo en la estructura de la órbita de un sistema dinámico
al variar uno o más parámetros. Los cambios asociados al número y estabilidad de la órbita,
pueden ser

Estáticos (equilibrios)

• Estables (nodo o foco)

• Inestables (nodo, foco o tipo silla)

Periódicos (ciclos lı́mites)

Atractores caóticos

Las bifurcaciones se pueden clasificar en: bifurcaciones locales y bifurcaciones globales.
Las bifurcaciones locales, es un fénomeno local que es posible captar analizando la Jacobiana
del sistema en el punto de bifurcación. Las bifurcaciones globales, son más complejas ya que
su producción depende de fénomeno global.

A.1. Bifurcaciones Uniparamétricas

Las bifurcaciones uniparamétricas o de codimensión-1 dependen de un sólo parámetro y
en los teoremas presentados a continuación se mencionan las bifurcaciones principales. Las
demostraciones de estos teoremas se encuentran en [21, 27]

A.1.1. Bifurcación silla-nodo
La bifurcación silla-nodo se presenta cuando al cruzar el parámetro un determinado valor
aparecen dos nuevos puntos singulares.
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Teorema A.1.1. Sea ẋ = f (x;µ) un sistema de ecuaciones diferenciales en Rn que depende
de un sólo parámetro µ. Suponga que cuando µ = µ0, existe un punto de equilibrio en x = x0
que satisface las siguientes condiciones, existe una bifurcación tipo silla-nodo.

Condición SN1. Dx f (x0;µ0) tienen un eigenvalor simple nulo, k eigenvalores con parte real
negativa y n− k−1 eigenvalores con parte real positiva (incluyendo multiplicidades)

Condición SN2. ∂ f
∂µ f (x0;µ0) 6= 0

SN3. D2
x f (x0;µ0) 6= 0

A.1.2. Bifurcación transcrı́tica
La bifurcación transcrı́tica sólo ocurre cuando el sistema posee un punto singular que existe
para todos los valores de los parámetros y nunca es destruido.

Teorema A.1.2. Sea ẋ = f (x;µ) un sistema de ecuaciones diferenciales en Rn que depende
de un sólo parámetro µ. Suponga que cuando µ = µ0, existe un punto de equilibrio en x = x0
que satisface las siguientes condiciones, existe una bifurcación tipo transcrı́tica.

Condición T1. Dx f (x0;µ0) tienen un eigenvalor simple nulo, k eigennvalores con parte real
negativa y n− k−1 eigenvalores con parte real positiva (incluyendo multiplicidades)

Condición T2. ∂

∂µDx f (x0;µ0) 6= 0

Condición T3. D2
x f (x0;µ0) 6= 0

A.1.3. Bifurcación tridente-Pitchtork
La bifurcación tridente sólo existe cuando hay sı́metria respecto a la variable x.

Teorema A.1.3. Sea ẋ = f (x;µ) un sistema de ecuaciones diferenciales en Rn que depende
de un sólo parámetro µ. Suponga que cuando µ = µ0, existe un punto de equilibrio en x = x0
que satisface las siguientes condiciones, existe una bifurcación tipo tridente o pitchtork.

Condición P1. Dx f (x0;µ0) tienen un eigenvalor simple nulo, k eigennvalores con parte real
negativa y n− k−1 eigenvalores con parte real positiva (incluyendo multiplicidades)

Condición P2. ∂

∂µDx f (x0;µ0) 6= 0

Condición P3. ∂3 f
∂x3 f (x0;µ0) 6= 0

Si ∂3 f
∂x3 f (x0;µ0)< 0 es supercrı́tica.

Si ∂3 f
∂x3 f (x0;µ0)> 0 es subcrı́tica.
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A.1.4. Bifurcación Hopf
En este tipo de bifurcación es necesario que el sistema sea de dimensión n≥ 2. Considere ẋ=
f (x;µ), con µ0 como un valor de parámetro y el punto x0(µ0) tiene sólo un par de eigenvalores
imaginarios puros ±iω0, con ω0 > 0.

Teorema A.1.4. Supongamos que el sistema ẋ = f (x;µ), un sistema de ecuaciones diferen-
ciales en Rn que depende de un sólo parámetro µ. Tiene un punto de equilibrio (x0,µ0) en el
que se satisfacen las siguientes condiciones.

Condición H1. Dx f (x0;µ0) tienen sólo un par de eigenvalores imaginarios puros y no tie-
nen otros eigenvalores con parte real nula.

Condición H2. Sea λ(µ), λ̄(µ) los valores propiod de Dx f (x0;µ0) los cuales son imagina-
rios en µ = µ0, tales que

d =
∂

∂µ
Reλ(µ)

∣∣∣∣
µ=µ0

6= 0

Entonces existe una variedad central tridimensional que pasa por (x0,µ0) en Rn×R
y es un cambio de coordenadas diferenciable para la expansión de Taylor de orden 3
en la variedad central, en coordenadas polares, es dado por

ṙ = (dµ+ l1r2)r,
θ̇ = ω+ cµ+br2

Si l1 6= 0, entonces existe una superficie de soluciones periódicas en la variedad cen-
tral, la cual tiene tangencia cuadrática con el eigenespacio de λ(µ0), λ̄(µ0) que coin-
cide en dimensión dos con el paraboloide µ = − l1

d r2 . Si l1 < 0, entonces, esas solu-
ciones periódicas son un ciclo lı́mite estable, mientras que si l1 > 0, son ciclos lı́mite
inestable.
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Apéndice B

Conceptos útiles para el estudio de grafos

Siguiendo con los conceptos básicos presentados en la Sección 3.1, en este apéndice se
presentan algunas medidas básicas para su estudio de grafos.

Sea un grafo, G = (V,E), con N nodos y M enlaces. El conjunto de nodos está dado por
V = {v1,v2, · · · ,vN} y el conjunto de enlaces E = {e1,e2, · · · ,eM}.

Métricas

Tamaño y orden

Orden del grafo: Número de vértices del grafo G. |V (G)|= N.

Tamaño del grafo: Número de enlaces del grafo G. |E(G)|= M.

Grado de los nodos

Grado de nodo: Número de enlaces conectados un nodo, es una de las caracterı́sticas más
elementales en un nodo.

k(vi) =
N

∑
j

ai j =
N

∑
j

a ji

donde ai j son elementos de la matriz de adyacencia de G.

Grado promedio de nodo: Es el promedio de los grados de nodo de todos los nodos del
grafo

< k >=
1
N

N

∑
i

k(vi)

Grado máximo o mı́nimo: el grado máximo de G se expresa como ∆(G) mientras que el
grado mı́nimo se expresa como δ(G).

Núcleo o centro: es el nodo más conectado, el que posee el mayor grado de nodo.
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Distribución de grado

p(k): Es la relación de que un nodo escogido al azar tenga k enlaces.

p(k) =
Número de nodos que tienen k enlaces

Número total de nodos

Representación: Se puede representar la distribución de los grados de nodo como un plano
cartesiano, en el eje x se representan los posibles grados y en el eje y se representan la
probabilidad con la que un nodo escogido al azar tenga k enlaces.

Distribuciones: Existen tres tipos de distribuciones importantes.

Distribuición para una red con topologı́a de Poisson P(k) = e−z zk

k!

Distribuición para una red con topologı́a Exponencial P(k) =Ce−αk

Distribuición para una red con topologı́a Libre de Escala P(k) =Ck−γ

Caminos

Distancia: es una métrica y se denota por di j. Puede ser vista como la longitud de camino
más corto que une a dos nodos. La determinación de la distancia sólo es posible si se
conoce toda la información del grafo.

Diámetro: es la distancia más grande de todas las distancias del grafo, se denota por D

D = máx
i, j
{di j}

Longitud de camino promedio: es el promedio de todas las distancias mı́nimas del grafo
y ofrece una medida de navegabilidad del grafo o dependencia de la comunicación.

< l >=
2

N(N−1)

N

∑
i< j

di j

Eficiencia global: es la capacidad que iene la red del intercambio de información entre sus
nodos.

< l−1 >=
2

N(N−1)

N

∑
i> j

1
di j

Clusterización

Coeficiente de agrupamiento para el nodo vi, se define como la relación de parejas de ve-
cinos de un nodo que son también a su vez vecinos entre ellos. En otras palabras, si el
nodo A está conectado con B, y B está conectado con C, entonces muy probablemente
A también tienen enlace directo con C.

Cvi =
2Mi

k(vi)[k(vi)−1]

con Mi como el número de enlaces que existe entre los vecinos del nodo vi.
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Coeficiente de agrupamiento promedio: es el promedio de todos los Cvi y sólo toma valo-
res entre cero y uno. Es cero si y sólo si los vecinos están desconectados y uno si todos
los nodos están conectados.

<C >=
1
N

N

∑
i

Cvi

Fragmentación: proporción de nodos que no están directamente conectados.

FG = 1−2
N

∑
i, j

ai j

N(N−1)

con ai j como elementos de la matriz de adyacencia.
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