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RESUMEN

Las interacciones de largo alcance son de gran relevancia en muchas de las
fuerzas existentes en la naturaleza. Algunos ejemplos de este tipo de interaccio-
nes son las electrostaticas y las fuerzas de polarizacion.

Podemos identificar mas de un tipo de interaccion de largo alcance. Por un
lado estan las interacciones cuya magnitud decae en funcion de la distancia. Por
otro lado, en algunos sistemas es mas importante la conectividad que la mag-
nitud de la interaccion. En estos sistemas la magnitud de la interaccion puede
ser constante pero no todos los sitios estan conectados entre si. Ejemplos de
estos sistemas son: las propiedades magnéticas y de conduccion de cadenas
poliméricas, redes neuronales, la dispersion del fuego y la propagacion de en-
fermedades. Una buena forma de representar sistemas de este tipo es mediante
las redes con interacciones de largo alcance donde la probabilidad de formar en-
laces decrece con la distancia (redes LRDP). Las redes LRDP 1D se construyen
a partir de una cadena lineal, a la cual se le afiaden enlaces de largo alcance de
acuerdo a la probabilidad p;; oc r;;* de formar enlaces de largo alcance entre los
sitios 7 y j separados por una distancia r;;. En estas redes, los valores grandes
del parametro de estructura « favorecen los enlaces entre sitios separados a la
menor distancia posible.

En esta tesis se estudian las transiciones de fase magnéticas de las redes
LRDP 1D, en el contexto del modelo de Potts. Se aprovecha la estructura de
las redes LRDP para estudiar el efecto de las interacciones de largo alcance en
sistemas magnéticos.

Para el desarrollo de la tesis se utiliz6 un método de Monte Carlo (el algo-
ritmo de Wolff), aplicado a redes LRDP 1D. El algoritmo es eficaz en el estudio
de transiciones de fase. Para distinguir el orden de la transicién y determinar la
temperatura critica, se analizo el histograma de energias y el cumulante de Bin-
der de cuarto orden de la magnetizacion. Con el fin de mejorar la presicion de
algunos datos obtenidos de las simulaciones numéricas, se utilizé la técnica de

extrapolacion de Ferrenberg-Swendsen. En el caso de las transiciones de primer
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orden, se analizé el comportamiento del calor latente.

Se estudiaron los casos ¢ = 2 (Ising) y ¢ = 3 del modelo de Potts. Se determi-
no el orden de la transicion de fase y se estimé la temperatura critica. Para ¢ = 2
estados, se observo la ausencia de transiciones de fase cuando « > «a., (donde
e =2.00 £ 0.05). En el caso a < a., se determind la existencia de transiciones
de fase de segundo orden. Para el caso ¢ = 3-estados, el sistema no exhibe tran-
siciones de fase con a > a. (con a., =2.00 4+ 0.05). Cuando a < a. (ae =1.7 +
0.1) existen transiciones de fase de segundo orden. Se observo la presencia de
transiciones de fase de primer orden en la region a.; < a < a.. LOS resultados
obtenidos en este trabajo de tesis para redes LRDP son muy semejantes a los
correspondientes a interacciones de largo alcance que decaen con la distancia.

Palabras clave : Interaccién de largo alcance, interaccion de corto alcance,
transiciones de fase magneticas, red, Método de Monte Carlo, Modelo de Potts.
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ABSTRACT

Long range interactions are important in many natural systems. Some exam-
ples of this kind of interactions are the electrostatic and polarization forces.

We can identify more than one type of long range interactions. On one side are
interactions in whose intensity decays as a function of the distance. On the other
side, in some systems the connectivity is more important than the interaction
intensity. In these systems the magnitude of the interaction can be constant but
not all pairs of sites are connected. Examples of these systems are: the magnetic
and conduction properties of polymeric strings, neural networks, propagation of
fire and disease. A good representation of these systems are the Long Range
Decaying Probabilities networks (LRDP). The LRDP 1D networks are generated
from a lineal string, then long range links are added with probability p;; o r;*,
where p;; is the probability of adding a long range link between the sites : and
J, separated by the distance r;;. In these networks, large values of the structure
parameter o generate links between sites separated by the smallest distance
possible, while small values of o generate random graphs.

In this thesis we study the magnetic phase transitions of networks LRDP 1D,
in the context of the Potts model. We take advantege of the LRDP network’s
structure to study the effect of the long range interactions on magnetic systems.

For the development of the thesis we used a Monte Carlo method (the Wolff
algorithm), applyied to LRDP 1D. The algorithm was efficient in the study of phase
transitions. In order to distinguish the order of the transition and determine the
critical temperature, we analized the histogram of energy and the Binder fourth
order cumulant of magnetization. With the purpose of improving the data obtained
from the Monte Carlo simulation, the Reweighting technique was used. In the
case of first order transitions, the behaviour of the latent heat was analyzed.

The cases ¢ = 2 (Ising) and ¢ = 3 of the Potts model were studied. The
order of the phase transition and the critical temperature were determined. For
the ¢ = 2 case, no exist phase transitions exist when a > a., (where a., =2.00

+ 0.05). In constrast, when a < «a. it was determined the existence of second
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order transitions. In ¢ = 3-estates case, the system do not show phase transitions
for a > a. (With as =2.00 £ 0.05). Where a < a. (o =1.7 + 0.1) exist second
order transitions. While first order transitions were shown a,; < o < a.. The
results from these thesis work are highly in agreement with those corresponding
to those long range interactions which decays with the distance.

Key words : Long range interaction, short range interaction, magnetic phase

transitions, network, Monte Carlo method, Potts model.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Muchas de las fuerzas moleculares que juegan un papel importante en las
areas de quimica, fisica y biologia tienen una naturaleza de largo alcance. Algu-
nos ejemplos de este tipo de interacciones son las fuerzas: electrostéticas, de
polarizacion, etc. A pesar de su importancia, todavia hay grandes deficiencias en

el entendimiento del efecto de las interacciones de largo alcance.

Todas las interacciones conocidas en la naturaleza son no nulas a cualquier
distancia. En los sistemas magnéticos, la magnitud de la interaccion entre los
momentos magnéticos esta representada por una constante de intercambio J.
Sin embargo, algunas fuerzas decaen rapidamente (al punto que son desprecia-
bles a distancias moderadas), mientras que otras son relevantes aln a grandes
distancias (en este caso se dice que la interaccion es de largo alcance). Se pue-
de considerar como una interaccion de corto alcance toda aquella interaccién
que decae mas rapido que 1/7¢, donde r es la distancia entre las particulas que

interaccionan, y d es la dimensién del sistema.

Los modelos de espin se utilizan para simular materiales magnéticos, princi-
palmente para estudiar las transiciones entre fases. En un modelo de espin, las
variables de espin se asocian con los sitios de la red. Los diferentes modelos
de espin se identifican por los diferentes tipos de variable de espin. Por ejemplo,
en el modelo de Ising (uno de los modelos mas estudiados) la variable de espin

tiene s6lo dos estados. Mientras que en el modelo de Potts la variable de espin
1



CAPITULO 1. INTRODUCCION

tiene ¢ estados, ¢ = 2,3, ...

Una transicién de fase es el punto que separa dos regiones con compor-
tamiento analitico diferente de la funcion de particion (dos fases). Una posible
clasificacion de las transiciones de fase fue propuesta por Ehrenfest [1], la cual
divide las transiciones de fase de acuerdo al orden de la primer derivada de la
energia libre, en la cual exista una singularidad. De acuerdo a la clasificacién
moderna [2], existen transiciones de fase de primer orden (también conocidas
como transiciones discontinuas) y de segundo orden (denominadas transiciones
continuas). En una transicion de fase existe una temperatura critica (tempera-
tura de Curie) a partir de la cual el parametro de orden se desvanece. En los
sistemas magnéticos el parametro de orden es la magnetizacién. Los procesos
del sistema que ocurren alrededor de la temperatura critica, se conocen como
fendbmenos criticos.

Existe una gran variedad de sistemas donde la conectividad de la red, y no
la magnitud de la interaccion, es determinante para el comportamiento fisico de
este [3]. Algunos ejemplos de esto son: las propiedades magnéticas [4] y de con-
ducciodn [5,6] de cadenas poliméricas (donde el doblamiento de la cadena induce
enlaces de largo alcance de acuerdo a una probabilidad que decae como una
ley de potencias de la distancia quimica entre dos mondémeros), redes neurona-
les [7,8], la dispersion de fuego y de enfermedades [9, 10], etc. Una buena forma
de representar este tipo de sistemas es mediante las redes con interacciones de
largo alcance denominadas redes LRDP (por sus siglas en inglés, Longe Ran-
ge Decaying Probabilities) [3]. Las redes LRDP 1D, se construyen con una red
unidimensional de N sitios (0 nodos) como base, en donde cada nodo i esta
conectado a los nodos (i — 1) e (i + 1). Ademas de los enlaces entre primeros ve-
cinos, cada nodo : se conecta a un nodo j obedeciendo la probabilidad p;; oc r;;"
de formar un enlace de largo alcance entre los sitios i y j que estan separados
una distancia euclidiana r;;, donde « se conoce como el parametro de estructura.

En la Fig. 1.1, se ilustra como se puede representar un sistema fisico en
dimensién d con una red unidimensional con interacciones de largo alcance uni-

tarias. A una red (o grafo) puede asignarsele una dimension efectiva d.. La di-
2



CAPITULO 1. INTRODUCCION

mension efectiva de la red LRDP representa la dimension del sistema fisico mo-
delado. Asi pues, un sistema en dimensién d (d > 1) puede representarse por
una red LRDP unidimensional donde la informacion acerca de la dimension del

sistema (dimension efectiva) queda implicita en la estructura de la red.

nnms
ffffffff S
s . S
. kTR

Hu—lp 9999090999

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Un sistema fisico con interacciones de largo alcance (lineas punteadas)
provocadas por los doblamientos del mismo, puede ser representado por (b) una red uni-
dimensional LRDP, donde todas las interacciones entre sitios son unitarias y el caracter
no unidimensional del sistema queda representado por medio de los enlaces de largo

alcance (enlaces punteados) presentes de la red.

Las redes LRDP se clasifican dependiendo de «, como: (i) redes regulares
o (ii) redes de mundo pequenio (i.e., redes donde se puede llegar de un sitio a
otro por medio de una pequefa cantidad de enlaces intermedios). En una red se
puede llegar desde un punto de la red a otro por medio de mas de un camino
(donde un camino es una secuencia determinada de enlaces utilizados para unir
dos sitios de la red). La cantidad minima de enlaces necesarios para unir dos
puntos de la red se conoce como longitud del camino méas corto ¢(L).

En los ultimos afios se han analizado algunos aspectos de estas redes en el
caso unidimensional. Por ejemplo, las propiedades de los caminos aleatorios y
la longitud del camino mas corto, para sistemas pequefios [11,12] en funcion del
parametro de estructura «, y también para sistemas grandes [3]. Se ha discutido
en mayor detalle la longitud del camino mas corto para d = 1, clasificando su

comportamiento en: (a) para « > 2 el camino mas corto promedio escala pro-
3
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porcional al tamafio del sistema (es decir, /(L) x L), esta relacion se observa en
redes regulares. (b) Cuando 1 < o < 2, /(L) o LY, donde # es un exponente no
trivial, y 0 < 6 < 1. (c) Para a < 1, se tiene que ¢(L) x log(L), como sucede en
las redes aleatorias.

En estas redes, los valores grandes del parametro de estructura « favorecen
los enlaces entre los sitios separados por la menor distancia euclidiana posible;
esto lo podemos observar en la Fig. 1.2, en la cual se muestran dos ejemplos
contrastantes de la estructura de estas redes. En la Fig. 1.2.a se muestra un
ejemplo de un valor pequefio de o (o =0.1), donde en los enlaces de largo al-
cance afadidos se favorece la unién de sitios que estan muy alejados entre si.
Estos enlaces de largo alcance sirven como atajos en los caminos. Debido a la
longitud de estos enlaces de largo alcance en este régimen de «, la longitud del
camino mas corto promedio es pequefia y escala como log(L). En (b) se muestra
una red correspondiente a un valor grande (« =2.3), donde los enlaces afiadidos
unen sitios cercanos entre si. En este régimen la longitud del camino més corto

promedio escala como L.

Actualmente, no se conoce el comportamiento magnético de las redes LRDP.
El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar las transiciones de fase magnéti-
cas en dichas redes. Aqui se presenta un estudio dentro del marco del modelo de
Potts del comportamiento magnético de dichas redes, para los casos del modelo
de ¢ = 2 (Ising) y ¢ = 3 estados. Se analizara la dependencia del comporta-
miento critico del sistema respecto a la estructura de la red (es decir respecto al
parametro «).

Los esfuerzos dirigidos a entender el efecto de las interacciones de largo
alcance en el comportamiento critico de sistemas magnéticos se han realizado
tomando en cuenta interacciones de largo alcance cuya intensidad decae como
la inversa de una ley de potencias de la distancia entre dos sitios r, J o 1/r°,
donde « es el exponente de decaimiento. Estas interacciones de largo alcance se
denominan LRDI (por sus siglas en inglés, Long Range Decaying Interactions).

El analisis del comportamiento critico de estas interacciones no es algo sencillo,
4
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(b)

Figura 1.2: La estructura de las redes LRDP. La probabilidad de formar enlaces de largo
alcance p se rige por ri;“. Se muestran dos casos extremos de la redes LRDP, conside-
rando 16 nodos. En (a) se muestra el caso o =0.1, donde los enlaces de largo alcance
afadidos unen sitios que estan muy alejados entre si. En este régimen, la longitud del
camino mas corto promedio es pequefio y escala como log(L). En (b) se muestra una
red correspondiente a o =2.3, donde los enlaces afadidos unen sitios mas cercanos
entre si en la red. En este régimen la longitud del camino mas corto promedio escala

como L.

incluso en 1D.

Aunque todavia hay controversia acerca del efecto que tiene la presencia de
las interacciones de largo alcance en sistemas magnéticos, algunos de los resul-
tados mas relevantes se mencionan a continuacion. Es bien conocido que en sis-
temas unidimensionales no existe transicion de fase cuando se toman en cuenta
solo interacciones de corto alcance [13]. Sin embargo, en sistemas con interac-
ciones LRDI que decaen como una ley de potencias 1/r*, ocurre una transicion
de fase de segundo orden para el modelo de Ising 1D, cuando « < 2 [14-16]. El
punto o« = 2 es un punto particular, dado que en este punto ocurre una transi-
cion de primer orden [14]. En el modelo de Potts unidimensional de tres estados
(¢ = 3) [17] se distinguen tres comportamientos del sistema magnético con in-
teracciones LRDI. Exhibe transiciones de fase de primer orden para el intervalo
a <1.6. La transicion se debilita a medida que se aumenta « y se vuelve de se-

gundo orden en el valor critico de a.. Aunque «, no esta determinado con mucha
5
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precision, se sabe que para 2 > « > 1.7 ocurren transiciones continuas. Para
a > 2 no existen transiciones de fase magnéticas.

En el capitulo 2 se da una breve introduccién a los conceptos basicos relacio-
nados con las transiciones de fase. Se detallara la clasificacion de transiciones de
fase, la importancia de la teoria del escalamiento finito, el limite termodinamico y
los exponentes criticos.

El modelo de Potts se introduce en el capitulo 3 . Se menciona la fenomenolo-
gia del modelo para sistemas magnéticos y también los resultados previos obteni-
dos tanto para el caso de interacciones de corto alcance en 1D como 2D. Ade-
mas, se mencionan los resultados tomando en cuenta interacciones de largo
alcance tipo LRDI.

En esta tesis el estudio de la transiciones de fase de los sistemas con inter-
acciones de largo alcance LRDP se desarroll6 aplicando un método de Monte
Carlo. ElI método de Monte Carlo se describe en el capitulo 4 . Los métodos de
Monte Carlo son métodos numéricos que se aplican para solucionar problemas
gue no tienen solucion analitica o problemas muy complejos. Estos métodos son
ampliamente utilizados en aplicaciones computacionales de mecanica estadisti-
ca. Metropolis fue el primer algoritmo de Monte Carlo introducido, este algoritmo
presenta dificultad de convergencia alrededor del punto critico (critical slowing
down [13]), por lo tanto no es conveniente estudiar fenomenos criticos aplicando
este método. Con el objetivo de reducir la dificultad de convergencia alrededor
del punto critico se propusieron los algoritmos tipo cluster (cluster algorithms), y
entre ellos destaca el algoritmo de Wolff, que se basa en la esencia del algorit-
mo de Swendsen-Wang. El algoritmo de Wolff nos permite calcular los valores
medios de las variables de interés para estudiar las transiciones de fase.

En el capitulo 4 también se detallan las herramientas utilizadas para deter-
minar el orden y la temperatura critica de la transicion de fase. Para determinar
el orden de la transicion, asi como la temperatura critica 7., se analiza el histo-
grama de energia y el cumulante de Binder de magnetizacién de cuarto orden U.
Con el fin de reducir el error correspondiente a la temperatura critica, se aplica el

método de Extrapolacion de Ferrenberg-Swendsen (Reweighting technique) en
6
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el histograma de energia y en el Cumulante de Binder. El analisis del histograma
de energia permite determinar la temperatura critica 7, en las transiciones de
fase de primer orden haciendo uso del escalamiento de tamafo finito (finite size
scaling).

En el capitulo 5 se introducen conceptos importantes para entender el mode-
lo para las redes LRDP utilizadas. En la primera parte se definen los anteceden-
tes. En una segunda parte se describen las redes LRDP, también se discute la
relacion entre la dimension efectiva y la longitud del camino mas corto derivada
en [3] para las redes LRDP, y se resumen los resultados numéricos obtenidos
previamente en [3] para el camino mas corto en funcion del parametro de estruc-
tura de la red «. Asi como los resultados obtenidos para la dimension efectiva en
funcién del parametro a.

En el capitulo 6 se discute, en el contexto del modelo de Potts, el orden de las
transiciones de fase magnéticas en redes LRDP 1D, para los casos con ¢ = 2y
g = 3 del modelo. Los resultados presentados en este capitulo se obtuvieron con
un cédigo donde se aplica el algoritmo de Wolff en las redes LRDP y se utilizan
las herramientas descritas en los capitulos previos. Se determind en que regién
de « es valida la existencia de transiciones de fase. En el caso de las transiciones
de fase se estimo el valor de la temperatura critica. En resumen, para el modelo
de Potts de ¢ = 2 estados (Ising) se concluy6 que ocurren transiciones de fase
de segundo orden cuando 0 < o < 2, y ademas se observd la ausencia de
transiciones de fase cuando « > 2.05. Los resultados mas relevantes obtenidos
para el caso ¢ = 2 se resumen en la Fig. 6.4. En el caso de ¢ = 3 estados,
se obtuvo que ocurren transiciones de fase de primer orden para 0 < a < g1,
transiciones de fase continuas para a.; < a < 2 (donde «.; =1.740.1), y también
se concluyo que en « > 2.05 no ocurren transiciones de fase. Todo lo anterior se
observa en la Fig. 6.14. Finalmente, en el capitulo 7 se discuten las conclusiones
y las perspectivas de este trabajo de tesis.






CAPITULO 2

TRANSICIONES DE FASE

La mecanica estadistica provee el contexto para relacionar las propiedades
microscopicas de los atomos y moléculas individuales a las propiedades de los
materiales en el volimen. Puede emplearse para hacer predicciones tedricas
acerca del comportamiento de sistemas macroscopicos en base a las leyes es-

tadisticas que gobiernan a las particulas que lo componen.

2.1. CONCEPTOS BASICOS DE MECANICA ESTADISTICA

En 1902, Gibbs mostré que para un sistema en equilibrio térmico en un re-
servorio a temperatura 7', y de acuerdo al concepto de ensamble candnico !, las
probabilidades de encontrar al sistema en un estado particular con energia E;

es:

1
P = Ee_Ei/kBT7 (2.1)

donde F; es la energia del estado i y kp es la constante de Boltzmann (cuyo

valor es 1.38 x 10~2JK~1). Convencionalmente se denota por el simbolo 3 a la

1Se dice que el sistema pertenece al ensamble canonico si el nimero de particulas y la tem-
peratura se mantiene fijos. Cuando se mantienen fijos el nUmero de particulas y la energia el sis-
tema pertenece al ensamble microcanonico. Si se permite fluctuacion en el nUmero de particulas,
el sistema esta en el ensamble gran canonico.

9



2.1. CONCEPTOS BASICOS DE MECANICA ESTADISTICA

cantidad (k57)~". La distribucién de probabilidad se conoce como distribucién de

Boltzmann, y Z es una constante de normalizacién, cuyo valor esta dado por:

Z =Y e FilkeT =N "Bl (2.2)

Z se conoce como la funcion de particion, y figura en la matematica de la
mecanica estadistica de una manera mucho mas compleja que como una simple
constante de normalizacion (el desarrollo de la funcion de particion se detalla
en [18]). La variacidn de Z respecto a la temperatura u otros parametros afecta
al sistema, y nos permite entender el comportamiento macroscoépico del sistema.

Por otro lado, se sabe que el valor esperado de un cantidad ) para un sistema

en equilibrio es:

(@) = Z Qipi = %Z Qi PP, (2.3)

El valor esperado de la energia, que es la cantidad que conocemos de la

termodinamica como la energia interna E;,,,;, esta dada por:

1
L »—BE;
B = > Bie " (2.4)

De la Ec. 2.2 podemos ver que E;,; también se puede escribir en términos de
la primera derivada de la funcién de particion:

10Z  OdlogZ

Eint = 708 90 (2.5)
El calor especifico esta dado como la derivada de la energia interna:
aEmt 2 aEmt 2 82 log A
— =k =k . 2.6
C a7 B3 a9 B3 952 (2.6)

Por otro lado, sabemos que en termodinamica el calor especifico esta relacio-

nado con la entropia:

0S oS
= Ta_T =P
10
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Integrando respecto a 3 se deriva la siguiente expresion para la entropia:

o4
S = —/{336% + ]CB 10g Z. (28)

Utilizando las Ec. 2.5y 2.8 , podemos escribir la expresion de la energia libre
de Helmholtz:

F=FE,,—TS=—kgTlogZ. (2.9)

2.2. TRANSICIONES DE FASE

En un sistema termodinamico, una transicion de fase es la transformacién que
experimenta el sistema al cambiar de una fase a otra. La caracteristica distintiva
de una transicion de fase es un cambio abrupto y repentino en una o0 mas propie-
dades fisicas (en particular la capacidad calorifica) con una pequefia variacién
en una variable termodinamica como la temperatura. Ejemplos de transiciones de
fase son: transiciones entre fases sélida, liquida y gaseosa, transicion de materia-
les magnéticos entre fases ferromagnéticas y paramagnéticas en la temperatura
critica.

Las transiciones se presentan cuando la energia libre del sistema no es ana-
litica para algunas variables termodinamicas. Esta no-analiticidad principalmente
se genera debido a las interacciones de un nimero extremadamente grande de
particulas en un sistema, y no aparece en sistemas de tamafio finito.

Una transicion de fase magnética esta definida por el comportamiento de la
energia libre, el calor especifico, la magnetizacion y la susceptibilidad en el punto
critico, el cual ocurre en la temperatura donde el parametro de orden (que en el
caso de sistemas magnéticos es la magnetizacion M) se desvanece.

La primera clasificacion de las transiciones de fase fue propuesta por Ehren-
fest [1]. En esta clasificacidn, las transiciones de fase son etiquetadas de acuerdo
al orden de la menor derivada discontinua de la energia libre. Las transiciones

de fase de primer orden exhiben una discontinuidad en la primer derivada de la
11
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energia libre respecto a una variable termodinamica. Las transiciones de fase de
segundo orden tienen una discontinuidad en la segunda derivada de la energia
libre. De acuerdo a la clasificacion de Enherenfest pueden existir transiciones de
tercer orden, asi como de ordenes mayores.

Actualmente, la clasificacion realizada por Enherefest ha caido en desuso. En
el esquema moderno de clasificacion [2], las transiciones de fase se dividen en
dos amplias categorias que tienen una nomenclatura similar a la presentada por
Ehrenfest:

= Las transiciones de primer orden también denominadas transiciones dis-
continuas: son aquellas que implican un calor latente. Durante este tipo de
transicion un sistema emite o absorbe cierta cantidad de energia. Como
la energia no puede transmitirse instantAneamente entre el sistema y su
ambiente, las transiciones de primer orden estdn asociadas con regimenes
de fases mixtas en las cuales algunas partes del sistema han completado
la transicion y otras no. Estas transiciones discontinuas son dificiles de es-
tudiar debido a su dindmica violenta, sin embargo muchas transiciones de

fase importantes caen dentro de esta categoria.

m La segunda clase de transiciones son las transiciones de segundo orden
(también conocidas como transiciones de fase continuas). Aqui la energia
libre y la primera derivada de la energia libre son continuas, mientras que
la segunda derivada de la energia libre es discontinua. En este tipo de
transiciones de fase, no hay calor latente asociado. Ademas la longitud de
correlacion 2 diverge a medida que 7' — T..

Las cuestiones de interés en el estudio de transiciones de fase son: qué ti-
po de transicion experimenta un sistema, qué causa la transicion y cuales son
los exponentes criticos. Los exponentes criticos describen el comportamiento de

ciertas cantidades fisicas cerca del punto critico. En una transicion de fase de

2En los sistemas magnéticos, la longitud de correlacion es el tamafio caracteristico de los
grupos de espines que apuntan en una misma direccion.
12
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segundo orden, de acuerdo a los exponentes criticos la transicion de fase ex-
perimentada por el sistema puede caer en diferentes clases de universalidad.
Para determinar si un sistema pertenece a una u otra clase universal se toma en
cuenta la dimensién d del espacio, el niumero n de componentes del parametro

de ordeny, el rango de la escala microscoOpica de interacciones.

2.3. LIMITE TERMODINAMICO

En el ensamble candnico las propiedades del sistema, en el contexto de un

hamiltoniano H, se obtienen a partir de la energia libre F.

F=—kzTlog Z. (2.10)

Si una transicion de fase tiene una singularidad en la energia libre, entonces,
para un hamiltoniano H la transicién de fase puede ocurrir sélo si Z vale cero
(recordemos que los parametros tienen valores reales). Este no es el caso de un
sistema de tamafio finito debido a que Z es una suma de un namero finito de
factores de Boltzmann, los cuales siempre son positivos. Los ceros de Z o sin-
gularidades de F' sélo pueden surgir para valores complejos de los parametros.
Estos ceros complejos pueden tener valores reales cuando N — oo (un numero
infinito de términos se toma en cuenta en 7). Entonces y s6lo entonces una tran-
sicion de fase puede ocurrir. En resumen una transicién de fase no puede existir
en un sistema finito, por lo que el limite termodinamico, N — oo, tiene que ser

tomado en cuenta.

2.4. ESCALAMIENTO DE TAMANO FINITO

La teoria del escalamiento de tamario finito (también conocida como FSS,
por sus siglas en inglés) [13] describe la variacion en las propiedades del siste-
ma cuando el tamafio de este se incrementa. La descripcion es particularmen-

te importante en sistemas fuertemente correlacionados, donde las fluctuacio-
13
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nes criticas se desarrollan con el incremento del tamafio incluyendo los puntos
donde ocurren las transiciones de fase. Dado que las simulaciones numérico-
computacionales siempre se realizan con sistemas finitos, se utiliza la teoria del
escalamiento de tamafio finito para la extrapolacion de datos. En una simulacion
de Monte Carlo, el nimero de espines N se encuentra generalmente entre 10° y
107, mientras que un sistema real tiene aproximadamente 1023 espines.

Debido al tamafio finito de la red considerada, surgen efectos de tamafio finito
en la simulacion. Efectos que son particularmente trascendentes en la region
critica. A diferencia de los experimentos, el tamafio de la red puede variarse
en las simulaciones y por lo tanto la magnitud de los efectos de tamafio finito
pueden ser estimados utilizando escalamiento de tamario finito. La teoria FSS es
un método poderoso en simulaciones de Monte Carlo para estimar y eliminar los
efectos de tamafio finito.

En las transiciones de fase de primer orden, el histograma de energia tiene
una gran importancia en el analisis del comportamiento critico del sistema. Se
ha establecido que el histograma de energia a cualquier temperatura exhibe un
méaximo en la energia caracteristica de la fase. Debido a la coexistencia de fases,
cerca de la temperatura se observan dos méaximos en el histograma de energia.
Cada uno de ellos esta en la energia caracteristica de cada fase. Debajo de la
temperatura critica la probabilidad de estar en la fase de bajas temperaturas es
mayor, y esto se refleja en el histograma de energia. Por otro lado, en tempera-
turas altas hay mayor probabilidad de estar en la fase de altas temperaturas. La
temperatura a la cual la probabilidad de estar en las dos fases es la misma, es la
temperatura critica. Se puede estimar la temperatura critica como la temperatura
a la cual los dos maximos de la distribucion de la energia son iguales. Todo esto
se discute de manera mas detallada en la seccion 4.2.2.

En la Fig. 2.1 se obtuvo la distribucidon de energia en redes LRDP 1D, para
«a = 0.1. Los histogramas de energia mostrados en la figura se obtuvieron uti-
lizando el modelo de Potts (¢ = 3), y el algoritmo de Wolff. Para cada tamafio
(L = 3600, 6000, 9000) se muestra la evolucion del histograma de energia respec-

toala temperatura. Para cada tamafio se muestra una tempe-ratura menor que
14
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Figura 2.1: Se ilustra la evolucion del histograma respecto a la temperatura. Para cada

tamafo se observa una temperatura menor que T, (figuras (a), (d) y (g)), donde hay ma-

yor probabilidad de estar en la fase a bajas temperaturas. En la temperatura critica hay

la misma probabilidad de estar en una fase que en la otra; esto y el valor estimado para

la temperatura critica para cada tamafio se muestra en (b), (e) y (h). Por encima de la

temperatura critica hay mas probabilidad de estar en la fase de altas temperaturas (figu-

ras (c), (f) y (9)). El hecho de que la temperatura critica cambie con el tamafio describe

un efecto de tamano finito.
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la temperatura critica (Figs. 2.1.a, 2.1.d y 2.1.9), es decir una temperatura a la
cual la fase de bajas temperaturas tiene mayor probabilidad. En las Figs. 2.1.b,
2.1.ey 2.1.h se ilustra una estimacion de la temperatura critica, aqui los dos ma-
ximos tienen la misma altura. También se ilustra el caso donde la temperatura es
mayor que la temperatura critica en las Figs. 2.1.c, 2.1.f y 2.1.i. N6tese como al
incrementar el tamafio del sistema cambia substancialmente la temperatura criti-
ca estimada, de esta manera queda ilustrada la importancia del escalamiento de
tamarno finito.

Un método para obtener la temperatura critica y los exponentes criticos es
estimar la posicion de los maximos de los observables a T, para diferentes tama-
fos de la red y extrapolarlos al sistema infinito [13]. Este método sera util en esta
tesis para calcular la temperatura critica de la transiciones de fase discontinuas.
Para una red finita de tamafio lineal L la temperatura critica es calculada para

una red infinita utilizando la siguiente relacion:

To(L) — Tu(o0) o L™ w. (2.11)

En este método es necesario calcular los exponentes criticos (especificamen-
te v). La longitud de correlacion ¢ no debe exceder el tamafio de la red L. Cono-
ciendo v se puede determinar la temperatura critica para la red infinita (7,.(c0)).

Un método alternativo, el cual no requiere informacion acerca de los expo-
nentes criticos para obtener la temperatura critica 7., es analizar el cumulante de

Binder de cuarto orden (seccion 4.2.1).

2.5. EXPONENTES CRITICOS

Los exponente criticos (representados mediante el alfabeto griego) gobiernan
el comportamiento de varias propiedades alrededor de T.. La temperatura redu-
cida ¢t se define como la medicion de la distancia desde la temperatura critica, y

Se expresa como.
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(2.12)

Los espines del sistema magnético en equilibrio se agrupan en cumulos de
tamario tipico £ (longitud de correlacion), y esta longitud de correlaciéon diverge
a medida que la temperatura se aproxima a 7.. En el limite termodinamico el

comportamiento de la longitud de correlacion en la region critica esta dada por

&~ It (2.13)

donde v es un exponente critico. También se pueden definir los exponentes cri-
ticos v y a que gobiernan la singularidad de la susceptibilidad magnética y del

calor especifico respectivamente, de la siguiente manera:

X~ [t (2.14)
¢~ e (2.15)

Ademas de los exponentes criticos mencionados, en los sistemas magnéticos
se puede definir el exponente 3 (que gobierna el comportamiento de la magneti-

zacion) de la siguiente manera:

m o~ |t]°. (2.16)

La ultima expresion sélo es valida para temperaturas por debajo de la tempe-
ratura critica, ya que m es cero para 7 > T..

Los exponentes criticos de los sistemas magnéticos se agrupan en el Cuadro
2.1. En el cuadro se mencionan las definiciones de cada exponente critico y

también las condiciones necesarias para su validez.

2.6. UNIVERSALIDAD Y LEYES DE ESCALAMIENTO

No todos los exponentes criticos definidos previamente son independientes.

De acuerdo con argumentos termodinamicos podemos definir relaciones entre
17
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los exponentes criticos llamadas leyes de escalamiento. Estas leyes muestran
que generalmente so6lo dos exponentes criticos son independientes [13].

Combinando expresiones que involucran a los exponentes criticos, se obtiene
la igualdad de Rushbrooke:

a+26+v=2 (2.17)

que es valida independientemente de los valores de los exponentes criticos. Otra
ley de escalamiento es la llamada ley del hiperescalamiento, la cual esta relacio-
nada con la dimension de la red d.

dv =2 — «. (2.18)

El hiperescalamiento es valido cuando la dimension de la red es menor que la
dimensién conocida como dimensioén critica d,,. La dimensién critica d,, es aquella
a partir de la cual los exponentes criticos toman los valores obtenidos mediante
la teoria de campo medio (para el modelo de Ising d,, = 4) [13].

Los valores de los exponentes criticos se agrupan en clases de universalidad.
La universalidad de las clases implica que los valores de los exponentes criticos
para un modelo, son independientes de la mayoria de los parametros del mo-
delo, tales como la interaccion entre espines J del modelo de Ising. Solo algunas
propiedades del sistema como la dimension afectan a los exponentes criticos.
La regién donde los exponentes criticos toman los valores clasicos (obtenidos
mediante la teoria de campo medio) se denomina como régimen clasico. Den-
tro del régimen clasico los valores de los exponentes criticos no dependen de la
dimensién de la red. En el Cuadro 2.2 se muestran valores de los exponentes
criticos. Se indican los valores de los exponentes criticos para el régimen clasico
asi como para otros modelos resueltos. Se muestran también los exponentes pa-
ra aproximaciones de algunos modelos, y los valores experimentales obtenidos
para algunos magnetos.

18
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Cuadro 2.1: Exponentes criticos de sistemas magnéticos. Los exponentes criti-

cos, sus definiciones asi como las condiciones en las que son validos se resumen

en el cuadro. Cuadro tomado y modificado de [2].

Exponente | Definicion | ¢ H|M
o e (=) <00 |0

Q c~t® >010 |0

3 m~(—=t)’ | <0]0 |#£0
v X~ (=) | <0]0 |#£0
vy X ~t7 >010 |0
v E~m (=) | <0]0 | £0
v £t >01]0 [0

Cuadro 2.2: Valores numericos de los exponentes criticos. Se muestran los va-

lores que toman los exponentes criticos para algunos sistemas magnéticos y

modelos resueltos. Cuadro tomado y modificado de [2].
Sistema o 16 ~! V|« y v
Sistemas magnéticos
Ni -0.3 | 0.42 0 1.35
EuS -0.15 | 0.33 0.05
CrBrs 0.368 1.215
Modelos resueltos
clasico 0 : 1 |30 1 :
Modelo esférico (d = 3) : -1 2 1
Modelo de Ising (d =2) | O < ~111]0 ~1 11
Aproximaciones
Modelo de Ising (d = 3) | ~ 3 ~ 2
Modelo de Heisenberg ~0.345 ~-0.1|~1.4 | ~0.70
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CAPITULO 3

MODELO DE POTTS

El magnetismo (o el electromagnetismo) es una de las fuerzas fundamenta-
les de la naturaleza. Un campo magnético es producido por el movimiento de
una particula cargada, y entonces una corriente eléctrica (la cual consiste de

electrones en movimiento) produce un campo magnético.

En 1925 G. E. Uhlenbeck y S. Goudsmit [19] formularon la hipétesis de que
un electrén posee un “espin”, y que se comporta como una pequefia barra mag-
nética, y que en un campo magnético externo la direccion del campo magnético

de los electrones es paralelo o antiparalelo al campo externo.

Los materiales magnéticos exhiben un interesante comportamiento depen-
diente de la temperatura. En particular, arriba de cierta temperatura (la cual es
caracteristica del material) cualquier magnetizacién presente desaparece (no e-
xiste magnetizacion neta). Cuando la temperatura se reduce debajo de dicha
temperatura surge una magnetizacion espontanea. Esta temperatura es llamada
“temperatura critica” o “temperatura de Curie”. En la temperatura critica, algunas
propiedades medibles (por ejemplo, el calor especifico) muestran una disconti-

nuidad.
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3.1. MODELOS DE ESPIN

Los modelos de espin se utilizan para simular sistemas reales, por ejemplo los
materiales magnéticos. Estos modelos exhiben el mismo comportamiento de los
sistemas a emular, y por lo tanto proveen un entendimiento de los mecanismos
fisicos envueltos.

A pesar de su aparente simplicidad, la mayoria de estos modelos no pueden
ser resueltos de manera exacta mediante los métodos tedricos actuales. Por esta
razén, la simulacion computacional y los métodos de Monte Carlo han sido utili-
zados para solucionarlos. Usualmente, el interés se centra en el comportamiento
del sistema en la transicion de fase. La simulacion por computadora revela donde
estan las fronteras de la transicion de fase, y como las propiedades del sistema
varian durante esta transicion. Existen dos clases de modelos de espin, los que
tienen valores de espin discretos y los que tiene valores de espin continuos. En
ambos casos, las variables de espin se ponen en los sitios de la red y, usualmen-
te, solo interactan con sus primeros vecinos.

El comportamiento magnético de modelos con interacciones de largo alcance
ha sido menos explorado que con interacciones de corto alcance, especialmente
para modelos discretos donde la no-localidad de las interacciones hace a la ma-
yoria de los métodos estadndares inefectivos [17].

Un gran nimero de investigaciones han sido realizadas durante afios tratan-
do de encontrar buenos algoritmos para las simulaciones computacionales de
modelos de espin. Los métodos de Monte Carlo como Metropolis han sido am-
pliamente utilizados en simulaciones de sistemas magnéticos, y recientemente
se han desarrollado algunos algoritmos mas eficientes como los algoritmos mul-

tiespin (cluster algorithms).

3.2. MODELO DE ISING

El modelo de Ising trata de imitar el comportamiento de un sistema real en

el cual los elementos individuales (atomos, células, neuronas, personas, etc.)
22
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modifican su comportamiento para conformar el del conjunto de individuos (por
ejemplo: proteinas [20], membranas bioldgicas [21], redes neuronales [22], com-
portamiento social [23], etc.) . El modelo de Ising es el modelo mas sencillo para
sistemas magnéticos que predice transiciones de fase y fenbmenos criticos.

El modelo de Ising es el modelo mas utilizado en el area de fisica estadistica
y la premisa de la que parte el modelo es que el magnetismo en el bulto se forma
de la combinacién de momentos magnéticos dipolares de los espines atomicos
dentro del material. EI modelo postula una red (la cual puede tener cualquier
geometria) con un dipolo magnético o espin en cada sitio.

En el modelo de Ising los espines asumen la forma mas simple posible (lo cual
no siempre es realista) de la variable de espin s;. Para denotar el estado hacia
arriba (1) y el estado hacia abajo (|) la variable de espin s; toma los valores
+1y —1 respectivamente, representando de esta manera dipolos de magnitud
unitaria apuntando hacia arriba o hacia abajo. Al relacionar los espines de la
red el subindice i hace referencia al sitio de la red. En un material magnético
real los espines interactian, y el modelo de Ising mimetiza estas interacciones
introduciendo en el hamiltoniano un término proporcional al producto s;s; de los
espines. En el caso mas simple todas la interacciones tienen la misma magnitud
J, y solo se toman en cuenta las interacciones entre los espines de sitios que

son primeros vecinos en la red. El hamiltoniano toma la forma:
H=-J> s, (3.1)
(i,5)

donde la notacién (i, j) indica que los sitios i y j son primeros vecinos. Usual-
mente los sitios interactdan solo con los primeros vecinos porque la energia de
intercambio es la mas importante para definir las caracteristicas magnéticas. La
magnitud de la interaccion espin-espin esta representada por la constante de in-
tercambio J y el signo menos que aparece se toma por convencion. En el modelo
ferromagnético (J > 0) los espines tienden a alinearse en la misma direccién, al
contrario del modelo antiferromagnético (J < 0).

En el modelo de Ising la magnetizacion es la suma de todos los espines, y se
23
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puede expresar como:

1 N
i=1

donde N es el nimero de sitios, y el término 1/N normaliza la magnetizacion.

Cuando el modelo es ferromagnético la energia minima es E,,;,, = —JK para
la temperatura igual a cero (donde K es el numero de enlaces del sistema). Dicha
energia minima corresponde al caso cuando todos los espines estan alineados
(ya sea que todos los espines sean +1 6 —1). Conforme se aumenta la tempera-
tura el sistema se desordena y, en algunos casos se aprecian transiciones entre
fases magnéticas y paramagnéticas.

Los estados de un sistema de Ising son los diferentes conjuntos de valores
gue pueden tomar los espines y dado que cada espin puede tomar dos valores,

existen 2"V estados en una red con N sitios.

3.2.1. EJEMPLO: EL DIMERO

Para entender el modelo de Ising analizemos un ejemplo sencillo. Conside-
remos que el sistema tiene sélo dos sitios. En este caso existen cuatro posibles
configuraciones de espin, ver Fig. 3.1. Si tomamos J > 0 (caso ferromagnético)
tendremos dos configuraciones de espin de minima energia (—.J) donde los es-
pines apuntan en la misma direccion (Fig. 3.1(a)). Sin embargo, si J < 0 (caso
antiferromagnético) las configuraciones de minima energia (+.J) corresponden a

las de espines antiparalelos (Fig. 3.1(b)).

3.2.2. ENERGIA Y ENTROPIA

Como planteamos anteriormente, en el caso ferromagnético la energia se
minimiza cuando todos los espines apuntan en la misma direccion. Entonces
podria pensarse que la solucién del problema siempre seria tal que la energia

fuera la minima, es decir maxima magnetizacion. Sin embargo, la termodinamica
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vV V \ 2\

(a) {b)

Figura 3.1: Configuraciones de espin para el dimero. (a) Configuraciones de espines
paralelos. Estas configuraciones corresponden al caso de minima energia (—.J) cuando
J > 0. (b) Configuraciones de espin correspondientes a la energia minima para el caso

J < 0.

establece que la situacion de equilibrio no est4 dada por un minimo de energia

sino por un minimo de la energia libre de Helmholtz F', la cual esta definida por:

donde E;,; es la energia interna (a la cual nos hemos referido simplemente como
la energia) y T'S es el producto de la temperatura y la entropia.

El modelo de Ising es una pugna entre energia y entropia. Es conveniente
recordar que la entropia es una medida del desorden. Asi pues, el estado funda-
mental minimiza E;,,; y es un estado muy ordenado ya que los espines se alinean,
por lo tanto es un estado de muy baja entropia. Si la temperatura es muy baja, el
término 7'S contribuye muy poco a la energia libre y el sistema se magnetizara.
Sin embargo cuando se aumenta la temperatura la entropia tiene mayor peso
en la energia libre, por lo que minimizar F' implica maximizar la entropia. A altas
temperaturas el estado de mayor entropia (el mas desordenado) se favorece, por
lo que el sistema no se magnetiza.

Solucionar el problema nos dir4 exactamente a qué temperatura la energia

deja de gobernar el comportamiento del sistema y lo hace la entropia. Esta tem-
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peratura es la temperatura critica.

El modelo de Ising tiene las siguientes propiedades. A temperaturas muy por
arriba de la temperatura critica el arreglo de espines es un arreglo aleatorio. Si la
simulacion del modelo empieza por debajo de la temperatura critica, sélo aparece
una pequefia cantidad de camulos (grupos de espines apuntando en una misma
direccién), y la magnetizacion es diferente de cero. Para temperaturas cercanas a

la temperatura de transicion hay grandes cimulos de espin con el mismo estado.

Este modelo fue introducido por Lenz en 1920 [24], y fue resuelto analitica-
mente en una dimension (donde no presenta transicion de fase) por Ising en
1925 [25], y en dos dimensiones por Onsager en 1944 [26] quien demostrd la
existencia de una transicion de fase de segundo orden [13]. Sin embargo, no ha
sido resuelto de manera analitica en tres dimensiones, por lo tanto las simula-
ciones de Monte Carlo han sido uno de los métodos mas usados para obtener
soluciones numericas.

3.2.3. CAMPO MAGNETICO EXTERNO

En el modelo de Ising se puede considerar también la aplicacion de un campo
magnético externo B (término de Zeeman), con lo cual el hamiltoniano toma la
siguiente forma:

H=-J) sisj—B) s (3.4)
(i.4) i

en este caso los espines tienden a alinearse en la misma direccion que el campo
magnético B, los espines toman el valor positivo cuando B > 0y el valor —1

cuando B < 0.

El problema no ha sido resuelto analiticamente, y no aparecen transiciones

de fase respecto a la temperatura.
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3.2.4. MODELO DE ISING CON INTERACCIONES DE LARGO ALCAN-

CE TIPO LRDI

El modelo de Ising ha sido estudiado con interacciones ferromagnéticas de
largo alcance que decaen algebraicamente de la siguiente manera J o r;;* (re-
des LRDI), donde r;; es la distancia entre los sitios i y j, y « es el parametro de
decaimiento de la interaccién. Otra forma de representar estas interacciones es
expresar al parametro o en términos de la dimensién d de la siguiente manera
a = o +d, por lo tanto la interaccion esta dada por J « ri;(”d).

A diferencia del caso de interacciones de corto alcance, se determiné que
el modelo de Ising con interacciones de largo alcance exhibe transicion de fase
en 1D cuando ¢ < 1 (es decir, « < 2) y que no hay transiciones de fase para
o > 1[14]. Para el intervalo 0 < ¢ < d/2) se encontrd la existencia de transiciones
de fase magnéticas de segundo orden que obedecen el régimen clasico [27], ¥
para (o > d/2) se establecio la existencia de transiciones de fase continuas con

exponentes criticos no clasicos [15, 36].

3.3. MODELO DE POTTS

El modelo de Ising se basa en la cuantizacién del espin y tiene una gran
variedad de aplicaciones. Sin embargo, en muchas situaciones el espin tiene mas
de dos alternativas (especialmente cuando el momento magnético es grande). El
modelo de Potts es una extensién del modelo de Ising donde cada espin tiene ¢
estados.

El modelo fue propuesto por Domb como tema de tesis a Potts [29]. En este
modelo los espines estan confinados a un plano y sus direcciones difieren por el
angulo 27 /q. Esta version es conocida como el modelo de Potts planar. Actual-
mente el término modelo de Potts se utiliza comunmente para hacer referencia
al modelo de Potts estandar [30], en el cual los espines ya no estan confinados
a un plano. En el modelo de Potts los espines pueden tomar una cantidad finita

de estados ¢ (¢ > 1), el caso ¢ = 2 es el modelo de Ising. EI comportamiento
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magnético del modelo de Potts ha mostrado ser mas diverso y mas general que
el del modelo de Ising y se ha vuelto mas importante en el estudio de la teoria de
fendmenos criticos [27]. Debido a esta caracteristica, el modelo de Potts se ha
aplicado en areas como magnetismo, biologia [31], ciencias sociales [32], etc.
La configuracion de espin del sistema esta dada por los estados de todos
los espines pertenecientes a la red. El hamiltoniano es la suma de la energias
de interaccion sobre todos los espines. En ausencia de un campo magnético
externo y considerando solamente las interacciones entre primeros vecinos el

hamiltoniano puede expresarse como:

H==J> 050, (3.5)
ij

donde o; es la variable de espin y puede tomar los valores o = 1,2, ..., q. En este
modelo sélo se toma en cuenta la interaccion entre los vecinos con el mismo
estado y la suma es sobre todos los diferentes pares de primeros vecinos. El
modelo de Potts es ferromagnético cuando J > 0 y antiferromagnético cuando
J < 0. Para el desarrollo de esta tesis nos enfocamos en el caso ferrogmanético.
El comportamiento del modelo de Potts depende de la dimension d del sistema 'y
del nimero de estados ¢ considerados. En sistemas con interacciones de corto
alcance (Short Range, SR) el modelo ha sido estudiado ampliamente en 1D y
2D. El modelo no exhibe transicion de fase en 1D y para el caso 2D muestra
transiciones de segundo orden para ¢ < 4 y de primer orden para ¢ > 4; la
temperatura critica para el modelo en el caso bidimensional esta dada por T, =
[In(1+ ,/g)]'. En 3D el modelo muestra transiciones de primer orden para ¢ > 2
[13].

En el modelo de Potts aplicado en redes regulares, y considerando solamen-
te interacciones de corto alcance, se ha reportado que en el espacio (d,q) de
d-dimensioén y g-estados existe una linea critica (d, q.(d)) que separa las transi-
ciones de primer orden de las transiciones de segundo orden [33].

La manera mas sencilla de estudiar el modelo de Potts es considerar sola-
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mente las interacciones entre primeros vecinos. Sin embargo, la introduccion de
interacciones de largo alcance nos permite explorar fenémenos donde las inter-
acciones de largo alcance son importantes (como sistemas con interacciones
dipolares). Usualmente las interacciones de largo alcance se expresan en el ha-

miltoniano de la siguiente manera:

H==> Jijboq, (3.6)
]

donde J;; es la interaccion entre los sitios  y j. Generalmente en las interacciones
de largo alcance la magnitud de la interaccion J;; no es constante.

Las interacciones de largo alcance que decaen como una ley de potencias
(r—(4+9)) se utilizan para modelar redes neuronales [34], vidrios de espin con
interacciones RKKY (Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida) [35], entre otros sistemas.

Una de las mayores contribuciones con respecto a las interacciones de lar-
go alcance, es el andlisis de transiciones de fase en sistemas d-dimensionales
realizado por E. Fisher, S.K. Ma y B.G. Nickel con interacciones de largo alcance
que decrecen como r~(¥+7) en el contexto de modelos O(n) [36], donde d es la
dimensién y o es el parametro que media las interacciones. El comportamiento
magnético en 1D se clasifica en tres regiones de acuerdo al parametro o: (1)
para o < 0.5 el comportamiento del sistema obedece la teoria de campo medio,
(2) en la region intermedia 0.5 < ¢ < 1 los exponentes criticos son funciones
continuas de o. (3) para ¢ > 1 el comportamiento es similar al de sistemas con
interacciones de corto alcance.

Tanto en el modelo de Ising como en el modelo de Potts, las interacciones
de largo alcance que decaen con la distancia (1/r°*¢) inducen la presencia de
transiciones de fase en sistemas unidimensionales. El modelo de Potts en el
caso de corto alcance muestra transiciones de primer orden cuando ¢ excede
cierto valor que depende de la dimensionalidad ¢.(d). En el modelo de Potts con
interacciones de largo alcance se observa un comportamiento similar al deducir

la existencia de un valor critico de o dependiente de ¢ (0.(¢)) que separa el de
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las transiciones de primer orden del régimen de las transiciones continuas [37].

Zvonko Glumac y Katarina Uzelac observaron que el modelo de Potts de tres
estados (¢ = 3) en 1D [17] exhibe transiciones de fase de primer orden para
el intervalo 0 < 0.6, la transicion se debilita al incrementar o y cambia a una
transicion continua (para ¢ > 0.7). Se sugiere un valor critico o. de o, por debajo
del cual la transicién de fase es discontinua y por encima del cual es continua.
Dicho valor critico esta dentro del intervalo comprendido entre 0.6 < 0. < 0.7.

En esta tesis la red considerada es una cadena lineal a la cual se le afladen
enlaces de largo alcance entre dos sitios de acuerdo a una probabilidad que de-
pende de la distancia entre los sitios (ver el capitulo 5 para una discusion mas
detallada de las redes bajo estudio). Aqui la interaccion entre dos sitios cua-
lesquiera siempre tiene la misma magnitud independientemente de la distancia
euclidiana que los separa, por lo que es posible utilizar la primera expresion del
hamiltoniano de Potts y a la vez incluir las interacciones de largo alcance.

El modelo de Potts no se ha resuelto analiticamente, y no es posible hacer el
calculo numérico exhaustivo por enumeracion de estados. Los métodos compu-
tacionales como los llamados de Monte Carlo han sido ampliamente utilizados

para estudiar el modelo de Potts, y estos se describen en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 4

METODOS NUMERICOS

Para el desarrollo de esta tesis se utilizaron diversos métodos numericos.
Para facilitar la descripcion de dichos métodos los describiremos en dos partes.
La primera parte esta enfocada a los métos de Monte Carlo, mientras que la
segunda se refiere a los utilizados para identificar el orden de la transicion de

fase y/o la temperatura critica.

4.1. PARTE |l: METODOS DE MONTE CARLO

Los métodos de Monte Carlo proveen soluciones aproximadas a una gran va-
riedad de problemas matematicos mediante experimentos de muestreo estadis-
tico en una computadora. Monte Carlo se aplica a problemas con contenido no
probabilistico asi como a aquellos con una estructura probabilistica inherente.
El método es util para obtener soluciones numéricas a problemas que son muy
complicados para resolverse analiticamente. Estos son métodos numéricos uti-
lizados para simular una distribucion de probabilidad dada, de manera que las
configuraciones aparezcan con la probabilidad correcta.

El crédito por inventar el método de Monte Carlo frecuentemente se le asigna
a Stanislaw Ulam. La principal contribucién de Ulam fue reconocer el potencial de
las recién inventadas computadoras electronicas para automatizar el muestreo.

Trabajando con John von Newman y Nicholas Metropolis, desarrollé algoritmos
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para las implementaciones computacionales y ademas exploré el significado de
transformar problemas no aleatorios a formas aleatorias que puedan facilitar la
solucion por medio del muestreo estadistico. Ulam y Metropolis publicaron su
primer articulo acerca del método de Monte Carlo en 1949 [39].

En un principio Monte Carlo no fue un método para la solucién de problemas
en fisica, sino un método para la estimacién de integrales que no pueden ser
resueltas analiticamente. La integracion de funciones mal comportadas e inte-
grales en espacios de dimension alta son dos areas en las cuales el método ha
probado ser eficiente, de hecho ain es una importante técnica para problemas
de este tipo.

Una caracteristica importante del método de Monte Carlo es el caracter inter-
disciplinario de esta técnica. Monte Carlo se ha aplicado a problemas diversos
como el estudio de tumores [40], los patrones de la dispersién de animales [41],
en medicina nuclear [42], procesos complejos que ocurren durante la fotosin-
tesis [43], desdoblamiento de proteinas [44], estudio de transporte electronico
en heteroestructuras semiconductoras [45], en el estudio de mezclas de polime-
ros [46], descripcion del “envenenamiento” de superficies cataliticas por reaccio-
nes quimicas [47], etc.

4.1.1. METROPOLIS Y EL MODELO DE ISING

El primer método de Monte Carlo desarrollado es Metropolis, este algoritmo
fue introducido por Nicolas Metropolis y sus colaboradores en 1949 [39]. En este
algoritmo se ilustran muchos de los conceptos involucrados en las simulaciones
de Monte Carlo. Una forma de entender el algoritmo de Metropolis es analizarlo
en el contexto del modelo de Ising. En un sistema magnético los atomos se idea-
lizan en posiciones fijas y, en el contexto del modelo de Ising (uno de los modelos
mas sencillos utilizados para el estudio de fendmenos criticos) la direccion del
momento magnético es o y la intensidad del momento magnético esta dada por
la magnitud de la interaccion de intercambio J. Los sitios de la red pueden tomar

solamente los valores ¢ = +1 0 0 = —1 para espines apuntando hacia arriba o
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hacia abajo, respectivamente.

El algoritmo inicia con la construccion de una configuracion de espin Sy, la
cual usualmente es generada de forma aleatoria. La configuracion de espin esta
compuesta de todos los valores ¢;, donde i = 1,2, ..., N.

A continuacién se describen los pasos que componen al algoritmo de Metro-

polis haciendo referencia al modelo de Ising:

1. En el paso i del algoritmo, tenemos una configuracion de espin S;, de la
cual seleccionamos un sitio m al azar (1 < m < N, donde N es el niumero

de sitios en la red) y se le asigna un nuevo valor de espin (o), = —0,,).

2. Al cambiar el valor de espin del sitio m se obtiene una nueva configuracién
de espin a la que denotaremos como S;. La diferencia de energias AE =

Es, — Es, entre las configuraciones S; y S; es entonces calculada.

3. Si la energia correspondiente a la configuracion S; es menor o igual a la
de la configuracion S;, se elige a S; como la nueva configuracion de espin
(Si+1 = 5;). En el caso contrario (AE > 0), se genera un numero aleatorio
r en el intervalo 0 < r < 1, si este nUmero es menor que la probabilidad
de transicion se toma S;;; como S;, en otro caso la configuracion de espin

permanece sin cambio (S, = 5;).

Se considera que se ha completado un paso de Monte Carlo cuando se cum-
ple todo el el proceso descrito anteriormente.

Dado que Monte Carlo es un método que explora un sistema en equilibrio,
hay una distribucion de probabilidad que describe el comportamiento del sistema,
esta probabilidad es la probabilidad de transicion. La probabilidad de transicion
es tal que entre mayor sea AE;; menor es la probabilidad de cambiar el espin, y

tiene la siguiente expresion:

S 1, AE <0 .1
i j - . .
e~ AE/kET) - AE >0
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Figura 4.1: Diagrama de flujo de Metropolis. La simulacion de Metropolis parte de una

configuracion de espin inicial. Se elige un espin i al azar y al valor alterado del espin
lo denominaremos i'. Se calcula la diferencia de energia AE = E; — E;. Si AE < 0
se conserva el nuevo valor de espin i'. Si AE > 0 se genera un nimero aleatorio r
(0 < r < 1), cuando r < exp(—BAE) se conserva el nuevo valor del espin, en caso

contrario la configuracion permanece sin alteraciones.
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La cantidad de iteraciones (o pasos de Monte Carlo) debe ser lo suficiente-
mente grande para que el sistema alcance el equilibrio en la temperatura dada.
El conjunto de S, .5,, ... constituye la cadena de Markov. Aunque la funcion de
particion no se puede calcular analiticamente, podemos obtener informacion de
las propiedades fisicas del sistema en base a la cadena de Markov, ya que en
esta cadena la frecuencia de una configuracion es proporcional al factor de Boltz-
man correspondiente. Antes de construir la cadena de Markov se debe realizar
un proceso de termalizacion (descartar las primeras configuraciones de la ca-
dena de Markov), con el fin de que el sistema pueda minimizar el efecto que
la configuracion inicial del sistema (la cual usualmente esta fuera del equilibrio)
puede tener en la simulacion de Metropolis. Los pasos de Metropolis descritos
anteriormente se ilustran en la Fig. 4.1.

Para una distribucion de probabilidad P, dada, el valor esperado de una va-
riable se puede calcular de acuerdo a la siguiente relacion:

(A) =) PA, (4.2)
[s]

Para la distribucion de Boltzmann la relacion anterior describe el valor medio
de cualquier propiedad fisica A a una temperatura T. Donde A, es la propiedad
fisica medida y P, es la probabilidad correspondiente a A,. La suma se realiza
sobre todos los estados disponibles del sistema. Utilizando la probabilidad de
transicion establecida en Metropolis es posible probar que estos valores espe-
rados son simplemente la media aritmética de las propiedades medidas en la
cadena de Markov.

En base a lo anterior, se pueden calcular las propiedades fisicas de interés
en una simulacion de Monte Carlo, como el valor medio del calor especifico,
de la magnetizacion, de la susceptibilidad, etc. La media evaluada sobre una
simulacion de Metropolis de M pasos esta dada por:

(A)y=—> A, (4.3)
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donde A, es el valor de la propiedad fisica medida en el paso ¢ de la simulacién
de Monte Carlo, y M es el nimero total de pasos o iteraciones.

4.1.2. ALGORITMOS MULTIESPIN (CLUSTER ALGORITHMS)

Cerca del punto critico las fluctuaciones del sistema son muy grandes (com-
parables al tamafio del sistema), por lo que el algoritmo de Metrépolis se aproxi-
ma muy lentamente al estado de equilibrio. Por esta razdn se requieren los algo-
ritmos conocidos como multiespin si se quiere muestrear de manera correcta y
eficiente alrededor de la temperatura critica. Los algoritmos multiespin han sido
introducidos para reducir la lentitud de la convergencia cerca del punto critico
(critical slowing down) que afecta mucho al algoritmo de Metropolis. El algoritmo
Swendsen-Wang (SW) fue el primero de esta clase de algoritmos en ser pro-
puesto, y con el mismo propoésito otros algoritmos han sido desarrollados como
(a) el algoritmo de Wolff (el cual se basa en el algoritmo SW), (b) el algoritmo de
cluster invadido (IC, el cual fue desarrollado para estudiar transiciones de fase
tanto continuas como discontinuas y tiene la caracteristica especial de que no se
necesita conocimiento a priori de la temperatura critica; mas aun, la temperatura
critica es una salida del algoritmo [48]) v, (c) el algoritmo Luijten-Bléte, el cual
reduce el esfuerzo computacional al simular modelos ferromagnéticos con inter-
acciones de largo alcance LRDI. Este esfuerzo es comparable al esfuerzo para
la simulacién de modelos de corto alcance [49].

La principal ventaja de los algoritmos multiespin reside en el hecho de que
no son algoritmos locales (un algoritmo local es aquel en el cual so6lo se puede
cambiar un espin por iteracion). El algoritmo de Metropolis es local y cerca de
la temperatura critica el sistema desarrolla grandes dominios de espin correla-
cionados que son dificiles de romper. Entonces, la mejor forma de modificar la
configuracion de espin es cambiar todo un dominio de espines en un sélo mo-
vimiento. Pero, como lo hemos definido en el algoritmo de Metropolis se puede
mover solamente un dominio del tamafio de un sitio de la red. En este sentido se

dice que es local.
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La primera aplicacién de estos algoritmos no locales fue para el modelo de
Potts [50], después fueron publicados para otros modelos. En la Fig. 4.2 se mues-
tra la clasificacion de los métodos de Monte Carlo en algoritmos locales y no
locales. Cada algoritmo multiespin tiene su propia forma de construir el(los) con-
junto(s) de espin(es), que posteriormente tendra(n) un nuevo valor de espin.

La discusion del algoritmo SW nos ayudara a entender el de Wolff, el algo-
ritmo de SW se introduce en la siguiente seccién para el modelo de Potts. El
algoritmo de Wolff es una excelente herramienta para estudiar transiciones de

fase magnéticas, y se describe en la seccion 4.1.4 (para el modelo de Potts).

Metodos de
Monte Carlo
|
| |
Algoritmos Algoritmos
locales no locales
I
[ |
| Swendsen—Wangl | Wolff |

Figura 4.2: Existen dos tipos de métodos de Monte Carlo, los algoritmos locales (como
Metropolis) y los algoritmos no locales (como el algoritmo de Swendesen-Wang (SW) y
el de Wolff). Los algoritmos no locales pueden cambiar el valor de todo un conjunto de
espines en una sola iteracion y, a diferencia de Metropolis son eficientes alrededor del

punto critico.

4.1.3. ALGORITMO SWENDSEN-WANG

El algoritmo Swendsen-Wang (SW) fue propuesto por Swendsen y Wang en
1987 para el modelo de Potts [50]. EI cambio de un solo espin exhibido en Metro-
polis es reemplazado por el cambio del valor de espin de todo un cumulo, siendo
las principales caracteristicas de este algoritmo la identificacion de los cOmulos

y el cambio de espin en estos.
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El algoritmo de SW para el modelo de Potts se puede describir de la siguiente
manera:

1. Se empieza el proceso con una configuracion de espines aleatoria. En este
algoritmo, los cumulos de espines son creados alrededor del primer sitio
con cierta probabilidad introduciendo enlaces con sus primeros vecinos que
se encuentren en el mismo estado con probabilidad p = exp(—(FE), una vez
que un sitio es incluido en el camulo se analizan los primeros vecinos de
los nuevos sitios; cuando ya no se afiaden nuevos sitios a un camulo se
dice que el cumulo esta satisfecho y ahora se analiza el primer sitio fuera
del cimulo y se continua asi hasta que todos los diferentes cumulos son
generados. Este proceso es conocido como construccion ¢ identificacion

de los cumulos.

2. Para cada cumulo el nuevo valor de espin se selecciona con la misma pro-

babilidad, entre los ¢ — 1 valores restantes.

Los pasos 1y 2 (la identificacion de los cumulos y la variacion del valor de
espin de los cumulos), constituyen una iteracion de Monte Carlo. Los pasos del
algoritmo SW se ilustran en la Fig. 4.3.

Este algoritmo genera una nueva configuracion de espin y no es necesa-
rio calcular la diferencia de energia entre las dos configuraciones, pue siempre
conservamos la nueva configuracién debido a la apropiada construccion de los
cumulos.

La principal contribucion del algoritmo SW es la idea de como construir un
conjunto de espines al cual se le cambia el valor del espin simultaneamente.
Este algoritmo esta basado en el mapeo de Kastelyn-Fourtuin (Kastelyn-Fortuin
mapping) [51].

La parte del proceso que consume mas tiempo es la identificacion de los
cumulos, ademas a temperaturas altas muchos cumulos estan constituidos de
un solo sitio. El algoritmo de Wolff conserva la idea esencial de SW pero hace
mas &agil el proceso de identificacion de los cumulos, trabajando con un solo

cumulo.
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Figura 4.3: Algoritmo de SW para el modelo de Potts de 3-estados. La configuracion
inicial se muestra en (a) donde cada color representa un valor de espin, en (b) se realiza
el proceso de construccion de cimulos y, (¢) un nuevo valor de espin es asignado a cada

clmulo generando una nueva configuracion.

4.1.4. ALGORITMO DE WOLFF

El algoritmo de Wolff esta basado en el algoritmo de SW, pero a diferencia de
este ultimo solamente un Gnico cumulo es identificado [52]. El algoritmo es mejor
gue el algoritmo de SW ya que el esfuerzo computacional se reduce al construir
un solo cumulo vy, al igual que en el algoritmo SW la lentitud de la convergencia
cerca del punto critico se reduce.

El algoritmo de Wolff se describe a continuacion paso por paso, para el mode-

lo de Potts. En la Fig. 4.4 se ilustran los pasos de este algoritmo.

1. Se selecciona de manera aleatoria un espin, y se conecta por medio de
enlaces de acuerdo a la probabilidad p = exp(—/#FE)a sus primeros vecinos
gue estén en el mismo estado. Después, se analizan todos los primeros

vecinos de los nuevos sitios pertenecientes al camulo.

2. Cuando el crecimiento del cumulo se detiene (es decir, cuando el camulo
esta satisfecho) se le asigna un nuevo valor a todo el camulo, donde los

g — 1 valores restantes tienen la misma probabilidad de ser escogidos.

Un paso de Monte Carlo consiste en la construccion del cimulo y la variaciéon

del espin del cimulo
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Figura 4.4: Se ilustra el algoritmo de Wolff para el modelo de Potts de 3-estados. En (a)
se muestra la configuracion inicial donde a cada valor del espin se le asigna un color,
después (b) se escoge un sitio aleatoriamente y se construye el cimulo correspondiente

y, (c) se asigna un nuevo valor de espin al camulo.

Aunque se pueden introducir las interacciones LRDI facilmente, la eficiencia
del método decrece rapidamente al incrementar la cantidad de iteraciones [49],
pero aun asi es un poderoso algoritmo para estudiar transiciones de fase en

sistemas con interacciones LRDP.

4.2. PARTE II: ORDEN DE LA TRANSICION DE FASE

Distinguir el orden de una transicién de fase es uno de los problemas prin-
cipales en las simulaciones numéricas de sistemas de espin. Las herramientas
mas utilizadas para identificar el orden de una transicion es el analisis de la dis-
tribucion de probabilidades de energias [53] y del cumulante de Binder de cuarto
orden [54].

4.2.1. CUARTO CUMULANTE DE BINDER PARA LA MAGNETIZACION

El concepto del cuarto cumulante de Binder para la magnetizacion U fue intro-
ducido en 1981 por K. Binder [54], puede utilizarse para determinar el orden de

una transicion de fase. En el caso de las transiciones continuas, la temperatura
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Figura 4.5: U, vs. T. A temperaturas bajas U; ~ % Alrededor de 7., cuando
T < T.se observa que Uigog < Usago; cuando T > T, se tiene que Usgpp > Usago. La
temperatura critica puede obtenerse en base a la interseccion de los cumulantes.

critica puede calcularse a partir de U. La expresion para el cumulante esta dada
por:

Up=1- %, (4.4)
donde M? y M* son la media cuadratica y la media cuartica de la magnetizacion
respectivamente, (la media se calcula a partir de datos tomados durante la si-
mulacion del sistema en equilibro a una temperatura fija).

Se puede mostrar que U, — OparaT > 1.y cuando L — oo, U;, — % paral <
T.yU, — U (U* € [0,3]) para T = T,. Ademas, U, decrece monétonamente
con T'. Si un par de curvas Uy y Uy, se grafican vs T, deberian intersectarse en
T=0T— ccoyT =T, Para un tamafio de lared L' > L y una temperatura
T < T. se obtiene que U, > Uy, siT < T, entonces U;, < Uy. Por lo tanto,

cuando graficamos Uy, en funcion de la temperatura para varios valores de L,
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los cumulantes deben intersectarse casi en un punto (sus intersecciones deben
estar muy préximas). El valor de la temperatura en el punto de interseccion da
una estimacion de la temperatura critica. Esta técnica ha probado ser eficiente y
sera utilizada en un capitulo posterior.

La Fig. 4.5 ilustra el comportamiento de U en funcién de la temperatura para
sistemas que exhiben transiciones de fase de segundo orden (en la figura g = 2
y a =1.9). A temperaturas bajas, el valor de ambas curvas de cumulante es
aproximadamente 2/3. Para temperaturas alrededor de 7., Ujgoo < Usago cuando
T < T.,y Ugo > Uz cuando T° > T,. La temperatura critica esta situada
aproximadamente en la interseccién de los dos cumulantes de magnetizacion

reducidos.

4.2.2. DISTRIBUCION DE ENERGIA

Las transiciones de fase de primer orden se caracterizan por una disconti-
nuidad en la primer derivada de la energia libre respecto a la temperatura. La
singularidad en las transiciones de fase de primer orden se debe a la coexisten-
cia de fases [53].

Durante la simulacion del sistema se obtienen valores de e (energia inter-
na por sitio) cada ciertos pasos de Monte Carlo. Estos valores de e obedecen
una distribucion de probabilidad P, (e), y dicha distribucién se aproxima a una
gausiana centrada alrededor de la energia de red infinita e, caracteristica de la
temperatura 7', con un ancho proporcional al calor especifico C' de la red infini-
ta [53]. A altas temperaturas, la distribucion de probabilidad se puede expresar

como:

R0 - e

donde Kp es la constante de Boltzmann y A es una constante de renorma- liza-

e~ eo) L7 60)%1 , (4.5)

2KpT?C

cién. También podemos referirnos a la distribucién de energia como histograma

de energia.
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La caracteristica distintiva de la transiciones de primer orden es la coexisten-
cia de dos fases cerca de la temperatura critica. Aqui, P.(e) se puede aproximar
como una superposicion de dos gausianas centradas ene, ye_. Donde, e, y e_
son las energias internas caracteristicas de la fase a altas y bajas temperaturas
respectivamente [53]. Al aproximarse a 7, por debajo, la gausiana centrada en e_
tiene mayor peso en la distribucion P, (e). En T,, hay igual probabilidad de estar
en la fase de bajas temperaturas que en la de altas temperaturas. Para tempera-
turas proximas y mayores a 7., la probabilidad de estar en la gausiana centrada
en e, es mayor. Lejos de la temperatura critica, las gausianas estan centradas

en las energias caracteristicas de la temperatura.

En la temperatura critica, la energia interna es discontinua para las transicio-
nes de fase de primer orden. Esto equivale a la existencia de un calor latente!
no nulo. En T, se tiene que e, = E;,,(T.) y e = E;(T:), a la diferencia de las
energias internas E;,;. (1.) — E;u—(T.) se le conoce como calor latente.

En resumen, la distribucién de probabilidad de energia obedece a una gau-
ssiana centrada en la energia caracteristica de la fase e, a una temperatura 7.
Alrededor de T, la distribucion de energias se aproxima a la superposicion de dos
gausianas, donde una representa la fase a altas temperaturas y la otra la fase de
bajas temperaturas. Para temperaturas menores a 7., la probabilidad de estar en
la fase de bajas temperaturas es menor. Mientras que arriba de 7., hay mayor
probabilidad de estar en la gausiana centrada en e, . En la temperatura critica el
sistema salta de estar en la fase de bajas temperaturas a la fase de altas tem-
peraturas, con la misma probabilidad. Una buena estimacion de la temperatura
critica es la temperatura a la cual los maximos de las dos gausianas tienen la
misma altura. Todo lo anterior se ilustra en la Fig. 4.6.

LEl calor latente es la cantidad de calor absorbido o emitido durante una transicion de fase de
primer orden.
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Figura 4.6: Histograma de energia para L = 9000 y o =0.1. Lejos de la temperatura
critica (a y e), el histograma de energia muestra un (nico maximo. Alrededor de T, se
observan dos maximos en el histograma de energia (b, ¢ y d). Al aproximarse a 7, por
debajo (b), la fase de bajas temperaturas tiene mayor peso en la distribucion. En la
temperatura critica el sistema tiene la misma probabilidad de estar en cualquiera de las
dos fases. (c) Se puede estimar T, como la temperatura a la cual los maximos tienen la
misma altura. (d) Cuando la temperatura es cercana y mayor a 7,., hay mas probabilidad

de que el sistema esté en la fase de altas temperaturas.
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4.2.3. METODO DEL HISTOGRAMA

El método del histograma, también conocido como método de extrapolacion,
nos permite calcular algunas propiedades termodinamicas a una temperatura 7’
basandonos en los resultados obtenidos mediante la simulacion de Monte Carlo
realizada en otra temperatura 7' (cuando 7" es cercana a 7). De esta manera
se pueden generar funciones termodinamicas continuas, lo que de otra manera
requiriria una gran cantidad de simulaciones. Fue introducido en el afio de 1988
por Ferrenberg y Swendsen [55] y su esencia es muy simple.

La estimacion de una cantidad () a partir de M/ mediciones @, durante una
simulaciéon de Monte Carlo es:

M -1,-BE,,
D Quipy e
N M 1,-BEu;

Zj:l DPu; "€ 771

Sea la temperatura de interés 7" (temperatura inversa (3’), la cual esta alrede-

Q

(4.6)

dor de la temperatura inversa 5 en la cual se realizo la medicion. EI método se
basa en el hecho de que el valor de Q(3') se puede deducir conociendo el valor
de @ a la temperatura 5 (Q(5)).

Supongamos que p,, son también las probabilidades de los estados indivi-
duales para otra temperatura 5’ muy cercana a 3, entonces:

L
Pp, = ?6 ﬁEM? (47)
donde Z’ es la funcion de particién correspondiente a la temperatura 7”. Sustitu-

yendo esto en la Ec. 4.6 tenemos:

Ei:lMQu'e_(ﬁ_ﬁl)Em

Q(ﬁl) = Zj:lMe_(ﬁ_ﬁl)Eui

(4.8)

Esta expresion es la ecuacién fundamental del método. Se aplica para calcu-
lar el valor medio de cualquier propiedad fisica que esté en funcion de la energia,

como el histograma de energia p(e) y el cumulante de Binder de la energia V.
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4.2.4. METODO DEL MULTIHISTOGRAMA

El método del histograma mudltiple o Extrapolacion multivariable es una eficaz
herramienta utilizada en fisica estadistica. EIl método permite calcular el valor de
una observable (que no necesariamente esta en funcion de la energia) a una
temperatura inversa 3’ basandose en el valor del observable para 3. Cualquier
cantidad de interés puede ser calculada como una funcién continua [56]. Para
realizar la extrapolacion de alguna variable es necesario conocer la probabilidad
de tener una magnetizacion M y una energia E, probabilidad que se representa
por PA(E, M).

Durante la simulacion de Monte Carlo (con temperatura inversa (3) calculamos
los valores de E'y M, donde por E'y M nos referimos a la energia y la magnetiza-
cion total. Estos valores se acumulan en la distribucion de probabilidad p(M, E)

Para un ensamble candnico a una temperatura inversa # dada, se cumple

que:

Q(M,E)e=PE

B _
PR == m

4.9
donde Q(M, E) es la cantidad total de configuraciones de espin del sistema que
tienen simultaneamente la misma magnetizacion M y energia E, y Z(/3) es la

funcion de particion del sistema a una temperatura (3, y se define como:
Z(B) =) _ UM, E)e . (4.10)
E,M

En la sumatoria se toman en cuenta todos los valores que puede tomar la
energia y la magnetizacion.

Sea T’ la temperatura de interés, la cual esta en la vecindad de 7. Para obte-
ner el valor de algun observable a la temperatura 7’ basandonos en las medicio-

nes realizadas en T, obtenemos P”'(E, M) de la siguiente manera:

Q(M,E)e "E

Z(B)
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Usando la relacion 4.9 podemos reescribir la expresion anterior como:

Z(P)
Z(P)

PP (M,E) = PP(M,E)e~ 0 =PE (4.12)
Entonces a partir de las medicion de P?(M, E) se puede obtener P? (M, E)
con s6lo multiplicar por un factor (Z(3)/Z(3")e~ @' =9F),

Usando las relaciones 4.9 y 4.10 tenemos que:

Z Q(M, E)e (4.13)
(8))_ PY(M, E)e (4.14)
E,M
Por lo tanto
Z(3) _ s _(F-p)E
=Y P(M,E . 4.15
709 ];4 (M, E)e (4.15)

Ahora, usando la expresion anterior podemos expresar la relacion 4.12 de la
siguiente manera:

P3(M, E)e~¥"=0)F
> PP, B)e- PP

PP (M, E) = (4.16)

Una vez obtenido P (M, E) se puede calcular la variable de interés para la
nueva temperatura inversa (', por ejemplo se puede obtener el calor especifico,
la media de la magnetizacion, el cumulante de Binder de cuarto orden de la
magnetizacion, etc.

a7



48



CAPITULO 5

REDES LRDP

Una red puede definirse desde el punto de vista matematico como un con-
junto G que contiene dos subconjuntos G = {P, E'}, donde P es el conjunto de
los NV nodos (o sitios) y E es el conjunto de los enlaces (los cuales representan
las conexiones entre dos sitios) [57]. Toda red puede representarse mediante un
grafo!, el cual se constituye de N nodos y m enlaces (los enlaces representan
propiedades de las interacciones entre nodos). Es importante estudiar la estruc-
tura topolégica de la red ya que toda propiedad mostrada por la red depende de
la topologia de la misma [57].

El estudio de redes es un area de interés tanto en fisica estadistica como
neurobiologia, ciencias sociales, ecologia, etc. La mayoria de los sistemas rea-
les pueden describirse como redes complejas. Estas redes tienen como caracte-
ristica una topologia estructural complicada. Algunos ejemplos de sistemas rele-
vantes que han sido estudiados analizando redes complejas son: la World Wide
Web [58], el Internet [59], la dispersion de enfermedades [60], las redes metabo-

licas [61], las llamadas telef6nicas [62], etc.

El estudio de las redes complejas inicio con el analisis de las redes aleatorias
desde un enfoque matematico realizado por Paul Erdos y Alfréd Rény (1959) [63].

LUn grafo es el objeto abstracto basico de estudio en teoria de grafos. Un grafo se concibe y se
representa como un conjunto de objetos llamados vértices o nodos unidos por enlaces llamados
aristas
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5.1. REDES REGULARES, REDES ALEATORIAS Y REDES DE MUNDO PEQUERNO

Recientemente, el estudio de redes complejas ha cobrado interés dentro de la
fisica estadistica, y en este punto resaltan los estudios de A. L. Barabasi [64], D.
J. Watts [65] y S. H. Strogatz [66].

5.1. REDES REGULARES, REDES ALEATORIAS Y REDES

DE MUNDO PEQUENO

Gran parte de las redes utilizadas en la fisica del estado sélido son conside-
rablemente simples, y la gran mayoria presentan simetria traslacional®. Las redes
regulares son muy Utiles en la fisica de materia condensada tradicional. Todas
las caracteristicas de las redes regulares se resumen en la tabla 5.1.

Las redes regulares se utilizan para describir sistemas ordenados (cualquier
sistema que presente simetria traslacional, por ejemplo el arreglo existente en
los cristales), y por esto también se les conoce como redes ordenadas. En la
fisica del estado sélido se ha estudiado ampliamente este tipo de estructuras, y
algunos ejemplos son: cadenas unidimensionales, redes bidimensionales como
(1) las redes cuadradas, (2) triangulares, (3) hexagonales, etc. y, dentro del caso
tridimensional se ubican, por ejemplo, las redes cubica simple, cubica centrada
en el cuerpo y cubica centrada en las caras (sc, bcc y fcc, por sus siglas en
inglés). Las redes cubicas mencionadas se ilustran en la Fig. 5.2. En las redes
regulares no soélo es importante el tipo de red sino también el grupo de simetria.

El ejemplo mas simple de una red compleja es una red aleatoria que consiste
de N sitios y m enlaces. De acuerdo a la teoria de redes aleatorias, una red
aleatoria se puede construir de las siguientes maneras: (a) escoger los m enlaces
de manera aleatoria, o (b) cada enlace existe de acuerdo a una probabilidad p,
donde p > 0.

Los tipos de redes descritos anteriormente fueron introducidos con la finali-

2La simetria traslacional significa que desde cualquier punto de la red podemos llegar a otro
punto, que no se diferencia del anterior. Es decir, el entorno de cada punto de la red es idéntico
para cualquier traslacion.
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Figura 5.1: Cuatro diferentes modelos de redes, todos fueron disefiados para mimetizar
redes del mundo real. (a) Una red bidimensional. (b) red aleatoria generada con el mode-
lo de Erdds-Rényi correspondiente a N = 24 y m = 60 con p =0.14. (c) Modelo de Watts
y Strogatz, cada nodo (N = 24) esta conectado a los primeros vecinos y a los segundos
primeros vecinos, donde cuatro enlaces estan reubicados con una probabilidad de reu-
bicacion p =0.08. (d) Una red libre de escala con grado de distribucion P(k) o K22,

Figura tomada de [67].

o ®

simpla cant@ada en 2l cuarpa cenf@ada 2n las cams
al 1] il

Redes cubicas

Figura 5.2: Ejemplos de redes regulares tridimensionales. (a) Red clbica simple, los
sitios estan situados en los vértices de un cubo. (b) Red clbica centrada en el cuerpo,
ademas de los sitios en los vértices hay un sitio en el centro del cubo. (c) Red clubica
centrada en las caras, en esta red los sitios estan localizados en los vértices asi como
en el centro de cada cara del cubo. Estas redes son frecuentemente estudiadas en la

fisica del estado s6lido ya que representan algunas estructuras cristalinas.
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dad de reproducir sistemas reales. Sin embargo, una gran cantidad de sistemas
reales no son completamente aleatorios ni completamente regulares por lo cual
se han propuesto las redes de mundo pequefio para modelar estos sistemas.
Las redes de mundo pequeio se han aplicado al estudio de diversos sistemas
reales y tienen algunas de las caracteristicas de las redes aleatorias asi como
algunas propiedades de las redes regulares. Ademas presentan la propiedad de
mundo pequeio (seccion 5.2). En la Fig. 5.1 podemos apreciar algunos ejem-
plos graficos de redes generadas con distintos modelos, se aprecia desde: (a)
una red regular bidimensional hasta redes complejas como (b) redes aleatorias
generadas con el modelo de Erdds-Rényi y (c) redes generadas con el modelo
de Watts-Strogatz [68], y (d) redes libres de escala [69].

5.2. FENOMENO DE MUNDO PEQUENO (SMALL WORLD

EFFECT)

El concepto de mundo pequeiio describe el hecho de que aun en redes de
gran tamarfio existe un camino relativamente corto® entre cualquier par de nodos
pertenecientes a la red.

El término de mundo pequefio fue introducido por el psicologo Stanley Mil-
gram en su articulo “The Small World Problem” publicado en 1967 [70]. En 1969,
aparecio un articulo mas técnico que aborda algunos detalles omitidos en el pri-
mero [71].

El experimento realizado por S. Milgram se detalla a continuacién. Los vo-
luntarios de Kansas (primer estudio [70]) y de Nebraska (segundo estudio [71])
recibieron cartas dirigidas a residentes desconocidos de Cambridge y Boston,
respectivamente. Los voluntarios deberian hacer llegar la carta a su destino de

acuerdo a la siguiente regla: si no se conocia al destinatario personalmente, no

3Se considera un camino corto si tiene una longitud de ~ logN, donde N es la cantidad de
nodos del sistema. El camino mas corto es la cantidad minima de enlaces para unir dos sitios de
la red.
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deberia contactarsele directamente. En este caso el sobre debia enviarse a algun
conocido (amigo, pariente o compafiero) que probablemente tendria un vinculo
mas cercano con el destinatario. Todos los intermediarios debian escribir sus
nombres.

Aungque muchas cartas se perdieron, entre las cartas entregadas se observo
una longitud corta de la cadena de intermediarios. En ambos estudios la longi-
tud de la cadena varia de dos a diez intermediarios, con un promedio cercano
a seis enlaces. Asi pues, en Estados Unidos de América todo par de personas
puede conectarse a través de una cadena corta de intermediarios (aproximada-
mente seis). El resultado general muestra que dos personas seleccionadas al
azar (en cualquier parte del mundo) pueden ser conectadas por una cadena cor-
ta de intermediarios y, aunque el experimento de Stanley Milgram fue duramente
criticado, ahora es ampliamente aceptado. La frase seis grados de separacion se
asocia a este resultado.

5.3. CARACTERISTICAS PRINCIPALES DE LA ESTRUC-

TURA DE LAS REDES

Para hacer predicciones acerca del comportamiento de un sistema bajo esti-
mulos externos, es necesario conocer la estructura de la red. El estudio topol6-
gico de las redes se basa en el andlisis de las siguientes propiedades: diametro,
coeficiente de clusterizacion (CC), distancia quimica, y en el caso de las redes

dinamicas la evolucién de las redes.

= Coeficiente de clusterizaci 6n: El vecindario de un nodo consiste en el
conjunto de nodos a los cuales esta conectado. El coeficiente de clusteri-
zacion de un nodo es larazén de la cantidad de enlaces existentes entre los
nodos de su vecindario y el total de enlaces posibles entre ellos. El coefi-
ciente de clusterizacion de un grafo es el promedio de todos los coeficientes

de clusterizaciéon de los nodos.
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Cuadro 5.1: Propiedades de las redes. Las caracterisiticas que exhiben las redes

de mundo pequefio las sitian entre las redes aleatoria y las redes regulares.

PROPIEDAD REGULAR | MUNDO PEQUENO | ALEATORIA
orden orden orden/desorden desorden
camino medio grande pequeno pequeno
coeficiente de clusterizacion | grande grande pequeno

= Longitud del camino m &s corto: Conocida como distancia quimica, es la
cantidad minima de enlaces necesarios para conectar dos nodos pertene-

cientes a la red.

= Longitud del caminom as corto medio: También conocido como distancia
quimica media, es el promedio de la longitud de todos los caminos mas

corto entre los pares de sitios de la red.

En el Cuadro 5.1 se pueden comparar las caracteristicas mas representativas
de las redes regulares, redes aleatorias y redes de mundo pequefio. De acuerdo
al cuadro, las redes de mundo pequefio exhiben algunas caracteristicas de las
redes aleatorias (como la longitud del camino medio), sin embargo, muestran un
alto coeficiente de clusterizacion al igual que las redes regulares. El coeficiente
de clusterizacién es una medida de la interrelacion de los vecinos de un sitio. Las
redes de mundo pequefio se ubican en medio de las redes aleatorias y las redes
regulares, como se muestra en la Fig. 5.3, donde pueden observarse algunas
redes generadas con el modelo de Watts-Strogatz (seccién 5.4.1), donde al variar
la probabilidad de reubicar enlaces p podemos obtener desde redes regulares

hasta redes aleatorias.

5.4. MODELOS DE REDES COMPLEJAS

Las redes complejas son un nuevo topico de investigacion cientifica. Hay una

gran cantidad de modelos creados para representar las redes complejas. En esta
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Figura 5.3: Redes generadas con el modelo Watts-Strogatz. Al incrementar el valor de
la probabilidad de incrementar el reubicamiento de enlaces, se producen transiciones de
fase estructurales: i) transicion de red ordenada a red de mundo pequefio y ii) transicion

de red de mundo pequeiio a red aleatoria. Figura tomada y modificada de [68].

seccion se mencionaran los principales modelos existentes con el fin de facilitar
el entendimiento del modelo utilizado para la generacién de las redes estudiadas
en este trabajo.

Los principales modelos de redes complejas son: las redes aleatorias (pro-
puesta por P. Erdos y A. Rényi [63]), las redes libres de escala (propuestas por R.
Albert y A. L. Barabasi [64], que son redes donde pocos enlaces estan altamente
conectados y los cuales ejercen una gran influencia en la forma en que la red
opera, y un ejemplo de estas redes es la internet), las redes Watts-Strogatz [65] y

las redes Newman-Watts [72]; estos ultimos modelos se discuten a continuacion.

5.4.1. REDES WATTS-STROGATZ Y REDES NEWMAN-WATTS

Watts y Strogatz calcularon los coeficientes de clusterizacion de redes de
sistemas reales, los cuales son similares a los presentes en redes ordenadas.
Basados en esta observacion, en 1998 [68] propusieron un modelo para gene-

rar redes complejas. A este modelo haremos referencia con las siglas WS. La
55



5.4. MODELOS DE REDES COMPLEJAS

explicacion de este modelo dada por Barabasi [57] es la siguiente:

Empezar desde una red ordenada : Se inicia con un anillo unidimensional
perfecto, en el cual cada vértice tiene exactamente k vecinos, donde N >> ky
In(N) >> 1, donde N es el nimero de nodos de la red.

Aleatoriedad : Aleatoriamente reubicar cada enlace de la red con una pro-
babilidad p. Este proceso introduce pNk/2 enlaces de largo alcance a través de
la red. Variando p se obtiene: (a) un anillo ordenado cuando p = 0y (b) una

aproximacion a una red aleatoria cuando p = 1.

reubicacion de enlaces

O1Le.
S

L

adicion de enlaces

Figura 5.4. Redes de mundo pequefio en las cuales se realiza la transicion de red
regular a red aleatoria. En (a) se muestra un ejemplo del modelo de Watts-Strogatz con
reubicamiento de enlaces. En (b) se ilustra una modificacion del modelo Watts-Strogatz,

donde a la red regular se le afiaden enlaces de largo alcance. Figura tomada de [73].

La Fig. 5.4 muestra un ejemplo de redes generadas en base al modelo des-
crito anteriormente. Una variante muy estudiada del modelo Watts-Strogatz es la

propuesta por Newman y Watts [72], en la cual se afiaden enlaces entre pares de
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nodos seleccionados de manera aleatoria, pero no se remueven enlaces de la red
regular. Watts-Strogatz y de Newman-Watts tienen coeficientes de clusterizacion
(CC) altos.

5.5. REDES CON ENLACES DE LARGO ALCANCE CON

PROBABILIDAD DECRECIENTE (REDES LRDP)

La idea basica de las redes con probabilidad de enlaces de largo alcance de-
creciente (redes LRDP) fue propuesta por Jespersen y Blumen en las redes que
denominaron redes de mundo pequeio generalizadas [11], las redes se introdu-
jeron con propiedades especiales para generar sistemas fisicos.

Las redes con interacciones LRDP se caracterizan por seguir una distribucion
de enlaces aleatoria de acuerdo a la siguiente probabilidad: p;; ~ r;;*, donde p;
es la probabilidad de formar un enlace entre los sitios ¢ y j separados por la
distancia r;;. Las redes LRDP se construyen de la siguiente manera: primero se
toma una red unidimensional de N nodos donde cada nodo i esta conectado a
los nodos (i —1) e (i+ 1) (para asegurar que la conectividad de la red sea igual a
uno). Posteriormente para cada sitio i se afiade un nuevo enlace hacia otro nodo
de acuerdo a la probabilidad antes mencionada. Ademas, se verifica que un sitio
1 NO aparezca mas de una vez como vecino de otro sitio j. De esta manera se
construyen redes con nimero de coordinacion* promedio igual a 4. Los enlaces
mas cortos que se pueden formar tienen longitud uno y los mas largos tienen
longitud N/2, donde N es el nimero de sitios de la red.

Como las redes LRDP dependen de una probabilidad, para un mismo valor
de a podemos construir redes diferentes. A cada copia de la red (red generada
para un valor dado de «), le denominaremos muestra. Por esta razon, todas los
resultados obtenidos en el siguiente capitulo se calcularon utilizando mas de una
muestra.

4El nimero de coordinacion de un sitio i es la cantidad de sitios j (i # j) alos cuales esta unido

por medio de un enlace.
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Figura 5.5: La estructura de las redes LRDP muestra una gran diversidad al cambiar el
valor de «. En la figura se ilustran tres redes LRDP de 16 nodos. (a) Se muestra una red
donde o =0.1, esta red corresponde al régimen donde el camino mas corto medio escala
como log(L). En (b) se ilustra una copia de la red (0o muestra) para « =1.3, esta red
corresponde a la region donde /(L) o log(L)?. (c) Se muestra una red correspondiente

a o =2.3, aqui el camino mas corto medio escala como ¢(L) o L.

De acuerdo a la ley de distribucion para el caso donde « tiende a infinito los
enlaces tienden a ser de corto alcance, y para el caso extremo donde « tiende a
cero las redes tienen una mayor cantidad de enlaces de largo alcance. De esta

manera, con solo variar el pardmetro o podemos obtener sistemas muy diversos.

En la Fig. 5.5 se ejemplifica la estructura de redes LRDP 1D pertenecientes
a los tres diferentes regimenes (para L = 16). La Fig. 5.5.a es una red obtenida
para o =0.1, esta figura es ilustrativa del régimen o < 1 donde la longitud del
camino mas corto medio escala como /(L)  log(L). Un ejemplo de una red
perteneciente a la region intermedia (1 < a < 2) se ilustra en la Fig. 5.5.b (donde
a = 1.5), aqui el camino mas corto promedio escala como /(L) o L’ (donde
f# < 1). En la Fig. 5.5.c podemos apreciar una red donde o =2.3, esta figura
pertenece al régimen « > 2 donde el camino escala como el tamafio del sistema

(¢/(L) x L), este tipo de escalamiento se observa en las redes regulares.
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55.1. GENERACION DE REDES LRDP

En esta seccion nos enfocaremos a describir el algoritmo de generacion de
las redes LRDP que utilizamos. Debido a que estudiamos el caso 1D el tamafio
del sistema es L. Como utilizamos condiciones de frontera periddicas, el sitio 1
es vecino del sitio L.

Es importante mencionar que los enlaces de estas redes carecen de direc-
cion, esto implica que al unir el sitio 7 con el 7, podemos ir desde i a j y también
de j a . El algoritmo inicia en el sitio i = 1, y se puede describir de la siguiente

manera.

1. Primero se genera una cadena lineal, uniendo los sitios i e i + 1 por medio

de un enlace de corto alcance , ver Fig. 5.6.a.

2. Mediante un enlace de largo alcance se une el sitio i con el sitio j de acuer-
do a la probabilidad p;; de formar un enlace de largo alcance (p;; ~ %,
donde j es el sitio que se encuentra r;; enlaces hacia la derecha de 7). La
longitud méaxima del enlace es L/2, ya que al tomar en cuenta las condi-
ciones de frontera periodicas al sobrepasar ese limite lo longitud real del
enlace seria L — L/2. De esta manera el algoritmo no repite enlaces, pues
se puede generar un enlace desde el sitio i a un sitio j que se encuentra
hacia la derecha pero desde el sitio j no se generara algun enlace hacia la
izquierda ni tampoco alguno con longitud mayor a L/2. El valor del parame-

tro de estructura « es un dato de entrada del codigo. Ver Fig. 5.6.b.
3. Hacer i =i+ 1y repetir, pasos 1y 2 hasta que i = L (Fig. 5.6.c).

El proceso de construccion descrito anteriormente explica como se construye

una sola muestra de la red para un valor dado de a y L.

5.6. CAMINOS

Una de las principales caracteristicas de una red es la longitud del camino

medio ¢. El camino medio esta relacionado con la dimension efectiva, la cual
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Figura 5.6: Generacion de una red LRDP. En la figura se ejemplifica el caso L = 16 y
«a =0.1. En (a) se ilustra el primer paso en la construccion de la red, desde el primer sitio

se crea un enlace de corto alcance hacia su primer vecino a la derecha. (b) Muestra el

segundo paso, generar un enlace de largo alcance de acuerdo a p;; ~ rija, el cual une al

sitio con aquel sitio j que se encuentra r;; enlaces a la derecha. (c) Al repetir los pasos 1
y 2 en todos los sitios obtenemos una muestra de la red LRDP para el tamafio y el valor

de o dado.

tiene un efecto importante en el comportamiento de la red.

En la misma red hay muchas rutas para conectar dos nodos a través de los
enlaces existentes. A cada ruta entre dos sitios i y j en la red se le llama camino.
El camino mas corto (distancia quimica) ¢;; es el nimero minimo de enlaces ne-
cesarios para conectar los sitios i y j, mientras que la longitud media del camino
mas corto (distancia quimica media) ¢ es el promedio entre los caminos mas

cortos existentes en la red.

5.7. DIMENSION EFECTIVA

La dimension efectiva es una medida de la geometria de la red y puede to-
mar valores fraccionarios. Esta dimensién también se conoce como dimension
quimica y se denota por d,. Se considera que la introduccion de enlaces de largo
alcance proporciona a la red una dimension efectiva que difiere de la dimensién
euclidiana d [74].

En una red, el volumen V;(¢) dentro de una distancia ¢ alrededor de un nodo 7,
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es el niumero de sitios a los que se puede llegar desde el sitio 7 en a lo maximo /¢
pasos. En unared d—dimensional donde los enlaces unen sélo primeros vecinos,
V;(¢) crece asintéticamente como ¢¢. Esto hace posible definir, para cualquier red,

la dimensioén efectiva como:

log(Vi(6))

log ¢ (1)

d, = Jim
Para redes en el espacio euclidiano de dimensién d, se tiene que V(r) ~ r¢
donde V (r) es la media del nimero de nodos dentro de una esfera de radio r. Si
definimos ¢(r) como la distancia quimica media (o el camino medio) para nodos
separados por una distancia r. Se tiene que {(r) ~ r%%, y que la dimensién

guimica se puede expresar como:
dy=d [lim M} _1, (5.2)

t—oo  logr
donde la expresion entre corchetes es el exponente de escalamiento 6 del camino

medio mas corto. Podemos escribir la expresion anterior como:

d, = d/o. (5.3)

En el caso unidimensional se tiene que d = 1, por lo que la dimensién efectiva
es d, = 1/6 (donde 6 < 1).

De acuerdo a [74], la dimension efectiva es infinita para o < 1y para a > 2 se
tiene que d, = 1. No hay un expresion analitica para describir el comportamiento
de d, en la region intermedia 1 < o < 2, pero se sabe que decrece desde infinito
hasta 1 [74].
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CAPITULO 6

RESULTADOS

El comportamiento magnético de las redes LRDP depende del parametro de
estructura o (este parametro esta directamente relacionado con la dimensién
efectiva d. del sistema). También depende del estado ¢ del modelo de Potts.

En la primera parte del capitulo se discuten los resultados de las transiciones
de fase magnéticas en las redes para el caso ¢ = 2. En la segunda parte se

mencionan los resultados mas relevantes respecto al caso ¢ = 3.

6.1. MODELO DE POTTS DE DOS ESTADOS: ¢ = 2

El modelo de Potts de dos estados muestra transiciones de fase magnéticas
de segundo orden cuando « €s menor que una « critica, a la que denotaremos
a.2. Una manera de determinar el orden de la transicidén asi como la temperatura
critica es analizar el cumulante de Binder de cuarto orden reducido.

Para estudiar el comportamiento del cumulante de Binder reducido U se rea-
lizaron simulaciones de Monte Carlo, utilizando cuatro diferentes tamafos del
sistema para cada una de ellas. Para o < 1.7, los tamafios de red utilizados fue-
ron: L = 400, 500, 600 y 700. Dado que la transicion de fase se hace mas débil
conforme se aumenta «, en o > 1.9 es muy dificil reconocer la existencia de
transiciones de fase. Por esta razdn se utilizaron algunas redes de tamafios mas

grandes: L = 400, 800, 1600 y 3200.
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Para cada « se realiz6 una primera simulacion utilizando 200 muestras, con el
objetivo de ubicar la regidn critica. En una segunda simulacion se enfocé en la re-
gion critica utilizando un intervalo de temperatura A7'=0.005, con 1400 muestras
y 250000 pasos de Monte Carlo e igual cantidad de pasos de termalizacion.

El comportamiento del cumulante de Binder alrededor de la temperatura cri-
tica se muestra en la Fig. 6.1 para o < 2.0. En la figura se pueden apreciar
claramente las intersecciones entre las curvas Uy, U.,, U, y U, para cada
valor considerado del parametro a.

Como se utilizaron cuatro tamanos diferentes, se tienen seis intersecciones
entre los cumulantes que denotaremos por 17,715, ...,7s. Una vez obtenidas la
intersecciones entre cumulantes, hacemos un promedio entre las seis tempera-
turas obtenidas, y de acuerdo con la estimacion de errores, la temperatura critica

T, es:

6
1
T.= - T, £ AT, 6.1

donde el primer término representa el valor de 7,.(c0), y el segundo es el error
AT.(o0) correspondiente a la estimacion de T,.(oco). El error estandar estimado es
o./+/4. Denotemos por T el primer término del lado derecho de la expresion, y

utilizando la expresion de la varianza o, tenemos que:

(6.2)

donde las desviaciones de las mediciones estan dadas por 67, = T; — T.

Para el caso de ¢ = 2 no s6lo fue posible determinar la temperatura critica
cuando las transiciones de fase son de segundo orden, sino también se pudo
establecer la existencia de dos regiones. En la region | (o« < a.») existen transi-
ciones de fase son continuas. Por otro lado, en la region Il (« > a.), ho existe
transicion de fase.

La determinacién de la ausencia de la transicion de fase se fundamenta prin-

cipalmente en dos observaciones. (i) Para o > 2.05 las intersecciones entre las
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Figura 6.1: Cumulante de Binder de cuarto orden en funcion de la temperatura. En la
figura se muestra que los cumulantes de Binder (para 0.1 < « < 1.9) se intersectan casi
en el mismo punto. La estimacion de la temperatura critica puede calcularse a partir de
la interseccion de las cuatro curvas del cumulante de Binder obtenidas para los tamafios
L = 400, 500, 600 y 700 (o« < 1.9) y L = 400, 800, 1600 y 3200 (o = 1.95).
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Figura 6.2: U vs. T. El caso particular o =2.1 se ilustra en la figura. En las transiciones
de fase continuas se sabe que el cumulante de Binder es ~ 2/3 para temperaturas bajas.
Se tiene que Uy, < Up, paraT < 1.y que Uy, > U, paral > T, cuando L; < Ls.

Entonces, para « >2.1 se estima que 7, = 0.
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Figura 6.3: C, vs. T, para a =2.1. En una transicion de fase continua, el maximo del calor
especifico escala como L%/¥. Cuando la transicion de fase es discontinua, el maximo
del calor especifico escala como el tamafo del sistema. En la figura se aprecia que el
maximo del calor especifico no se rige por el escalamiento propio de las transiciones de

fase.
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Figura 6.4: Temperatura critica en funcion de «. Para este caso del modelo de Potts
(g = 2), se distinguen dos regiones. En la region | (o < a., donde 1.95 < a. < 2.05) se
identificaron transiciones continuas. Las temperaturas criticas y sus errores correspon-
dientes se ilustran en la primer region. Cuando o > 2.05 (region Il), no hay transiciones
de fase. Como 7, decae rapidamente, se asume que en la region Il no hay transiciones

de fase.
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distintas curvas del cumulante de Binder ocurren a 7' = 0. Aqui se observa que
U, > UL, > Uy, (donde L; = 500, L, = 1000y L, = 4000), ver Fig. 6.2 donde se
ilustra el caso « = 2,1. Como se menciond anteriormente, cuando existen transi-
ciones de segundo orden, si L; < L, se tiene que: Uy, < U, paraT < 7.y que
Uy, > UL, paraT > T.. Entonces, las intersecciones entre los cumulantes ocu-
rren cerca de 7T,.. Ademas, para bajas temperaturas se tiene que U ~ 2/3. Como
lo anterior no se cumple, se estima que 7. = 0 para « >2.05. (ii) El maximo del
calor especifico no exhibe el escalamiento propio de las transiciones de fase de
segundo orden ni de primer orden. En las transiciones de fase de segundo orden
se tiene que el maximo del calor especifico escala como C'** ~ L*/¥, donde a'y
v son exponentes criticos (« > 0). Mientras que en las transiciones discontinuas,
el calor especifico escala como C¥+* ~ [. Como se aprecia en la Fig. 6.3, el
maximo del calor especifico no escala en funcién del tamafio.

Para o < 1.95 el comportamiento de la temperatura critica en funcion de o es
mondtonamente decreciente, mientras que para « >2.05 no se tiene transicion
de fase. Por todo lo anterior, se sabe que existe un valor critico del parametro
a (a.) a partir del cual no hay transiciones de fase, dicho valor es a., = 2.00
+ 0.05. En la Fig. 6.4 se muestra el comportamiento de la temperatura critica
en funcién de «, en la region | (el intervalo o < 1.95) la temperatura decrece
monotonamente, mientras que para la region Il (o« > 2.05) la temperatura critica
es cero. El punto en el cual se pierde la transicion de fase («.;) esta localizado

entre las lineas azules (es decir, a., = 2.00 & 0.05).

6.2. MODELO DE POTTS DE TRES ESTADOS:. ¢ =3

Cuando se analiza el modelo de Potts de tres estados se pueden distinguir
tres regiones en funcion del valor del parametro a: en la region | (0 < o < «1)
se observa la presencia de transiciones de fases magnéticas discontinuas, en
la region Il se presentan transiciones de fase continuas (o, < a < ag.) Yy en la

region Il (o > a.p) No existen transiciones de fase.
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6.2.1. REGION |I: TRANSICIONES DE PRIMER ORDEN

Para extraer la temperatura critica en la primera region se analiza el com-
portamiento del histograma de energia. Ademas se utiliza el muy util método de
extrapolacion de Ferrenberg-Swendsen para reducir el tiempo de computo y pa-
ra obtener la temperatura critica y el calor latente de un tamafio dado con mayor

exactitud.

Dentro de la region | (0.1 < a < «.;) se observan dos maximos en el histo-
grama de energia cerca de 7T.. Ademas, al incrementar el tamafio del sistema L,
estos se mantienen y se profundizan, evidenciando que la transicion es de primer
orden. La temperatura critica, en las transiciones discontinuas, es la temperatura
a la cual los dos maximos de la funcién de distribucion de la energia tienen la
misma altura.

En esta region se estudiaron sistemas de los siguientes tamafios: L = 3600,
4200, 4800, 5400, 6000, 7200, 8100 y 9000. Para determinar la temperatura criti-
ca primero se realiza una simulacion de Monte Carlo aplicando el algoritmo de
Wolff, utilizando cien muestras para cada «a, con un intervalo de temperaturas
grande, con la finalidad de tener nocion del valor de la temperatura critica. Una
vez determinada una temperatura 7’ alrededor de la temperatura critica (una
temperatura a la cual el histograma despliega dos gausianas en el histograma
de energia) se procede realizar una segunda simulacion de Monte Carlo con mil
doscientas muestras a una sola temperatura (7”). De la segunda simulacion se
obtiene una buena estimacion del histograma de energia y, para determinar la
temperatura critica a este histograma se le aplica el método de extrapolacion de
Ferrenberg-Swendsen.

De acuerdo al procedimiento descrito anteriormente, para un valor de « se
obtuvieron los valores de la temperatura critica correspondientes al tamafio del
sistema dado. En las figuras 6.5 y 6.6, para cada valor de o se aprecia la va-
riacion de la distribucion de la energia (donde la distribucién de la energia ha
sido calculada en la temperatura critica) en funcion del tamafio del sistema. Los

histogramas de energia mostrados en la figura se obtuvieron implementando el
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Figura 6.5: Histogramas de energias correspondientes a 7. De izquierda a derecha y
de arriba hacia abajo, se muestra el histograma de energia para un valor ascendente de
a 'y distintos tamafos del sistema. Para un mismo «, al incrementar el tamafio del siste-
ma se hacen mas evidentes los dos maximos de P(e). Evidenciando asi una transicion
discontinua. Por otro lado, para un mismo tamafo, al incrementar « se hacen menos
evidentes los maximos de P(e). Esto indica la existencia de «.;, a partir del cual no hay

transiciones de fase discontinuas. Para obtener una buena estimacion de la temperatura

critica se utilizo el método de extrapolacion de Ferrenberg-Swendsen.
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Figura 6.6: Histogramas de energias correspondientes a T,. De izquierda a derecha y
de arriba hacia abajo, se muestra el histograma de energia para un valor ascendente de
a y distintos tamafios del sistema. Cada figura describe una transicion de fase de primer
orden para un valor dado del parametro o. A medida que se incrementa el parametro
a la transicion de fase discontinua se hace mas deébil. Por esta razon, en los valores
mas grandes de « solo se utilizan los sistemas mas grandes. Los histogramas energia

mostrados se obtuvieron utilizando el método de extrapolacion de Ferrenberg-Swendsen.
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método de extrapolacion de Ferrenberg-Swendsen.

Al analizar el histograma de energia se obtiene, para cada «, la temperatura
critica de un sistema finito. En las figuras 6.5 y 6.6 se muestra la temperatura
critica, de un « dado, respecto al tamafio del sistema. Para determinar la tempe-
ratura critica del sistema infinito, se grafica la temperatura critica de un sistema
finito T.(L) de un o determinado respecto a 1/L. Después, se ajusta a un recta
f(1/L) =T.+a(1/L)y se evalla la recta en el punto 1/L = 0, como se aprecia
en las figuras 6.7 y 6.8. El valor estimado de la temperatura critica del sistema in-
finito para la regién |, asi como su respectivo error, se muestra en la Fig. 6.14. En
la region | se observa un comportamiento decreciente de la temperatura critica
respecto a a.

Por otro lado al observar la Fig. 6.5 y la Fig. 6.6, se aprecia para cada tamafio
del sistema la variaciéon del histograma de energia (evaluado en la temperatura
critica) respecto al parametro «. Se deduce que el calor latente tiende a cero
conforme se aumenta el parametro «. Esto implica la existencia de un valor de «
en el cual se pierde la transicion discontinua.

Se calcul6 el calor latente para cada tamafio dado, en base al histograma de
energia calculado en la temperatura critica. Los valores del calor latente para

cada tamafio se ajustaron a la siguiente funcion:

AE(«a) = a + tanh[b(a — ¢)], (6.3)

donde los parametros a,b y ¢ se obtienen al ajustar los datos a la Ec. 6.3. Para
ajustar los datos a la curva se utilizé6 XMGRACE.

En la Fig. 6.9 se muestra el calor latente para cada uno de los tamafios ana-
lizados asi como la funcién resultante de ajustarlo a la Ec. 6.3 . Cuando la transi-
cion de primer orden se desvanece, el calor latente es igual a cero pues dejan de
existir dos maximos para dar paso a un sélo maximo en la funcion de distribucién
de energia. El valor de « en el cual la transicion deja de ser de primer orden se
llamara primera « critica y la denotaremos («.;). De acuerdo a la relacion 6.3 y al
ajuste realizado para cada tamarfio del sistema, se obtienen los valores de o, (L).

En la Fig. 6.10 se muestra los valores y los errores estimados para « critica en
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Figura 6.7: T, vs. 1/L. Para obtener la temperatura critica en el limite termodinamico,
se grafican los datos obtenidos previamente (para cada «) y se ajustan a una recta. La
interseccion de la recta con el eje de las abcisas proporciona el valor de la temperatura

critica.
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Figura 6.8: T, vs. 1/L. Para cada valor de o se muestra la temperatura critica en funcion
de 1/L. Para obtener el valor de la temperatura critica en el limite termodinamico los
datos se ajustan a una recta. Y dicha temperatura critica se estima evaluando la funcion
en (1/L =0).
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Figura 6.9: AE(L) vs. a. Cada figura muestra el calor latente en funcion de «, para un
tamafio fijo. Los datos (en rojo) se aproximan a la curva AE(a — «.1) (azul) a la cual se
aproxima. En base a este ajuste se puede determinar el valor critico «.;(L) para cada

tamano.

funcion de 1/L, la extrapolacion de la recta a la cual son ajustados los datos nos
da el valor de la primera alfa critica en el limite termodindmico (el valor de la recta
en el punto 1/L = 0). El valor estimado de «.; es 1.7 + 0.1, y a partir de este

punto hay una regién donde la transicion de fase es continua.
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Figura 6.10: a1 (1/L) vs. 1/L. Para estimar el valor de a.; en el limite termodinamico,
primero se ajustan los datos (representados por puntos, el error esta representado por

la barras azules. ) a una recta (linea roja). Después se evalua la recta en (1/L) = 0. El

valor estimado de «,.; €s 1.7 + 0.1.

6.2.2. REGION |IlI: TRANSICIONES DE SEGUNDO ORDEN

Los sistemas estudiados son susceptibles al parametro « y muestran transi-
ciones de fase de primer orden hasta un valor critico de o denominado primera
alfa critica «.,. El valor de la primera « critica se estima en a; =1.7 £ 0.1,y a
partir de este valor se encuentra una region donde la existencia de transiciones
de fase magnéticas continuas es evidente.

En la segunda regioén, con cada valor de « se realizaron dos simulaciones de
Monte Carlo para cuatro diferentes tamafios del sistema. Se utilizaron los tama-
fos L = 300, 480, 540 y 600 para o =1.7 y 1.9, mientras que para o =1.95 se
utilizaron sistemas mas grandes (L = 300, 600, 1200 y 2400). La primera simu-
lacion se realizd con doscientas muestras y sirvidé para ubicar la region critica,
mientras que en la segunda simulacién se enfoco en la region critica utilizan-
do un intervalo de temperatura AT =0.01, mil doscientas muestras, doscientas
cincuenta mil iteraciones e igual cantidad de termalizacion.

El comportamiento del cumulante alrededor de la temperatura critica se mues-
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tra en las Fig. 6.11 para o =1.7 y 1.9 y 1.95. Las intersecciones entre las curvas

correspondientes a los cuatro tamafos utilizados se aprecian en la misma figura.

6.2.3. REGION Ill: AUSENCIA DE TRANSICIONES DE FASE

A diferencia de las regiones | y Il, en la region Il no hay transiciones de fa-
se cuando o« > 2.05. Para establecer la ausencia de transiciones de fase, fue
necesario utilizar tamafos de red mas grandes, siendo L; = 600, L, = 1200 y
L3 = 4800. Se puede determinar la ausencia de las transiciones de fase basica-
mente por dos aspectos. El cumulante de Binder no exhibe el comportamiento
propio de las transiciones de segundo orden y el maximo del calor especifico no
se rige por el escalamiento correspondiente a las transiciones de fase de primer
orden ni a las de segundo orden. En la Fig. 6.12 se ilustra el caso cuando o =2.1,
donde podemos apreciar que la interseccién de las curvas de cumulante ocurre
en 7. = 0. En la Fig. 6.13 se muestra el calor especifico para a =2.1, donde cla-
ramente se puede observar que el maximo del calor especifico no escala como
una transicion de fase de primer orden (~ L®/¥) ni como una transicion de fase
de segundo orden (~ L).

Para el modelo de Potts con ¢ = 3, se identifico tanto el orden de la transicion
como la temperatura critica. También se clasific6 el comportamiento magnético
de las redes en tres regiones. En la region | (0 < « < «,;) las transiciones de
fase son discontinuas. El punto que identifica el cambio de transiciones de fase
discontinuas a continuas, es el primer valor critico de « («.;) y esta localizado en
a. =1.7 £ 0.1. Enlaregion Il (o < a.) las transiciones de fase son continuas. El
valor de « que representa el punto donde la transicion de fase deja de existir, es
el segundo valor critico de « (o), dicho valor es 1.9 < a,., < 2.0. Para la regién
Il (« > a0) Se determind la ausencia de transiciones de fase.

La temperatura critica en funcion de « se ilustra en la Fig. 6.14, junto al e-
rror correspondiente. La temperatura critica calculada para las tres regiones se
muestra en la Fig. 6.14. El valor de la temperatura critica decrece a medida que

aumenta «. Los valores criticos de alfa (a.; =1.7 £ 0.1,y 1.9 < a. < 2.0)
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Figura 6.11: Cumulante de Binder de cuarto orden en funcion de la temperatura. En la
figura se muestran cumulantes de Binder para la region Il (ae < a < a.g). Los cumu-
lantes convergen casi en un mismo punto. La estimacion de la temperatura critica puede
calcularse a partir de la interseccion de las cuatro curvas del cumulante de Binder obte-
nidas. Para o =1.7 y 1.9, los tamafios son L = 300, 480, 540 y 600, mientras que para

a =1.95 fue necesario utilizar sistemas mas grandes (L = 300, 600, 1200 y 2400).
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Figura 6.12: U vs. T, para el modelo de Potts de ¢ = 3 estados. En la gréafica se ilustra el

ejemplo a =2.1. En la figura podemos observar que aunque dos cumulantes se pueden

intersectar a temperatura finita, el Gnico punto donde se intersectan las tres curvas de

los cumulantes es en T = 0.
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Figura 6.13: C, vs. T. En la figura, el comportamiento de C}4* no corresponde a una

transicion de fase continua (donde CMa* ~ L*/v). El maximo del calor especifico tampo-

co escala de acuerdo a un transicion de fase discontinua (Ci”‘” ~ L). El escalamiento

de CMa= no corresponde al escalamiento caracteristico de las transiciones de fase.
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también se ilustran en la figura, dichos valores estan acotados entre las lineas
segmentadas. Ademas, el valor a,; =1.7 esta representado por la linea azul
continua.
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Figura 6.14: Para el modelo de Potts de 3-estados se identifican tres regiones: en la
region | (o« < a,p) la transicion de fase es discontinua. El valor del punto que divide la
region de transiciones discontinuas de las continuas es a.; = 1.7 £+ 0.1. En la region
Il (e1 < @ < a0) la transicion de fase es continua. La region lll («« > a9, donde 1.95

< aeo <2.05) se distingue por la ausencia de transiciones de fase.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

7.1. SUMARIO Y CONCLUSIONES

Se ha estudiado el comportamiento critico del modelo de Potts en redes con
interacciones de largo alcance LRDP en 1D. Para esto se emple6 el método de
simulacion Monte Carlo (en particular, el algoritmo de Wolff).

Las redes LRDP pueden representar sistemas donde el comportamiento fi-
sico se rige por la conectividad de la red. Las redes LRDP 1D, parten de una
red unidimensional de N sitios (o nodos) como base, en donde cada nodo i esta
conectado a los nodos (i — 1) e (: + 1). Ademas de los enlaces entre primeros ve-
cinos, cada nodo : se conecta a un nodo j obedeciendo la probabilidad p;; oc r;;*
de formar un enlace de largo alcance entre los sitios i y j que estan separados
una distancia euclidiana r;;. En estas redes, los valores pequefios del parame-
tro de estructura « favorecen los enlaces entre los sitios separados por la mayor
distancia euclidiana posible.

7.1.1. MODELO DE POTTS DE 2 ESTADOS

Para el modelo de Potts de 2-estados, el comportamiento magnético del sis-
tema se identificaron dos regiones en funcion del pardmetro de estructura a. Una

region con transiciones continuas y una region con ausencia de transiciones.
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Se determiné la existencia de transiciones de fase continuas cuando 0 < a <
a2, donde a., es el valor critico de « en el cual se desvanece la transicion de
fase. Por otro lado, se encontré que para la region a > a., no hay transiciones de
fase. El valor critico de « (a.) estad dado por a., =2.00 + 0.05. La transicion de
fase se hace mas débil conforme se aumenta el valor del parametro estructural
«, por lo cual es dificil obtener el valor critico de o« con mayor precision.

La identificacion de dos regimenes concuerda con trabajos tedricos previos
realizados con el modelo de Ising 1D para interacciones LRDI, donde se deter-
mino que las transiciones de fase existentes eran de segundo orden [14, 27, 28].

Recordemos también que el parametro de estructura esta relacionado con la
dimension efectiva d, de la red. Por lo tanto, el comportamiento critico del sistema
también es afectado por la dimension efectiva. La dimension efectiva es mucho
mayor que uno, para valores pequefios de o < 1. A medida que se aumenta «,
la dimension efectiva decrece hasta llegar a d. =1.0 cuando o >2.0. La ausencia
de transiciones de fase (cuando a > a.,, a. =2.00 + 0.05) se debe a que la

dimensién efectiva en esta region es uno.

7.1.2. MODELO DE POTTS DE 3 ESTADOS

Cuando ¢ = 3, observamos tanto la presencia de transiciones de fase (para
a <1.9) como la ausencia de ellas (cuando o > «a.»). En las interacciones de
largo alcance tipo LRDP, se observan tres comportamientos magnéticos diferen-
tes en funcion del parametro estructural «: la existencia de transiciones de fase
de primer orden, la existencia de transiciones de fase continuas y la ausencia de
transiciones de fase.

Se determind la existencia de transiciones de fase de primer orden para 0 <
a < a. (el valor estimado de «,; es 1.7 4+ 0.1). Las transiciones se hacen mas
débiles a medida que se incrementa el parametro estructural «, hasta convertirse
en transiciones continuas para un valor critico de alfa a.;. A pesar de que la
transicion es muy débil alrededor de «.,, este primer valor critico de « se estimo

gracias al analisis de la dependencia del calor latente. Se estimo que la transicion
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es continua para «o.; < o < 1.9. Por otro lado, se determiné que cuando o >
2.0 no ocurre transicion de fase. Debido a estas dos ultimas observaciones, se
sabe de la existencia de un segundo valor critico de « (a.;) acotado entre 1.9
< a9 <2.0. Este valor critico no fue determinado de manera mas precisa, debido
a gue la transicion de fase es muy débil alrededor de a.».

Los resultados obtenidos muestran una clara analogia con los obtenidos con
el modelo de Potts 1D de 3-estados para las interacciones LRDI, ya que se identi-
fican también tres regimenes. Sin embargo, estos regimenes no siempre ocurren
para los mismos valores de «, pues el valor critico a.; estaen 1,6 < o, < 1,7 pa-
ra las redes LRDI [17]. Los resultados obtenidos en este trabajo utilizando redes
LRDP son consistentes con los obtenidos por Zvonko Glumac y Katarina Uzelac
para redes LRDI [17]. Entonces, el comportamiento magnético de las redes LR-
DI es semejante al de las redes LRDP. Con la ventaja de que las redes LRDP
nos permiten estudiar sistemas mas grandes. Por ejemplo, para esta tesis se se
estudiaron sistemas mas grandes (L varia desde 3600 hasta 9000) que en [17]

donde los tamafios estudiados estan entre 400 y 5000.

7.1.3. CONCLUSION GENERAL

La dimension efectiva en las redes LRDP esta relacionada con el parametro
de estructura «. La dimension efectiva de la red LRDP es infinita para o < 1.
Para los valores intermedios de o (1 < a < 2), la dimension efectiva decrece
hasta aproximarse a uno. Cuando « > 2, la dimension efectiva es constante y
es uno. El hecho de que la transicion se pierde para a > 2, se debe a que la
dimensién efectiva es uno.

Como se observa, con las redes LRDP se pueden reproducir los resultados
obtenidos para redes LRDI. Es decir, el efecto de las interacciones de largo al-
cance es basicamente el mismo independientemente de si las interacciones de
largo alcance decaen con la distancia o de si la probabilidad de formar enlaces
de largo alcance (de magnitud constante) depende de la distancia. Ademas, en

las redes LRDP se cuenta con la ventaja de que se puede trabajar con sistemas
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mas grandes.

7.2. PERSPECTIVAS

En investigaciones anteriores [15, 27, 36], se ha demostrado que los expo-
nentes criticos calculados para interacciones LRDI 1D, con el modelo de Ising,
exhiben dos comportamientos diferentes. Para el intervalo (« < 3d/2) se determi-
nd que los exponentes criticos toman los valores clasicos calculados por teoria
de campo medio (MFT) [27]. Para 3d/2 < a < 2, se establecié que los expo-
nentes criticos tienen valores no clasicos [15, 36]. Seria interesante calcular los
exponentes criticos para las redes LRDP y compararlos con los calculados para
interacciones LRDI.

Otros punto de interés es calcular con mayor precision los valores criticos de
«. Para este fin seria conveniente hacer simulaciones utilizando sistemas mas
grandes. Teniendo en cuenta que las simulaciones deben realizarse en mas de
una muestra, es recomendable implementar el algoritmo IC [48] a este problema.

El trabajo realizado en esta tesis trata a las redes LRDP 1D con un enlace
de largo alcance afadido por sitio. Otro aspecto a estudiar es el comportamiento
magnético de la red LRDP 1D con k enlaces de largo alcance afadidos. Al au-
mentar el nimero de enlaces se espera que el resultado sea alin mas proximo al
calculado para las interacciones LRDI (donde todos los sitios estdn conectados
entre si).

Las redes LRDP nos permiten explorar los casos 2D y 3D, dado que en estas
redes: (i) la magnitud de la interaccion J es constante y (ii) podemos escoger la
cantidad de enlaces de largo alcance k. Andlisis similares en redes LRDI serian

mas complicados.
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