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Abstract. La observabilidad de estados mediante la disponibilidad de
un conjunto de entradas y salidas medibles es un tema que, en con-
cepto, es relativamente simple y como es sabido, para sistemas lineales
est4 satisfactoriamente estudiado. Sin embargo para sistemas no lineales,
la. determinacién de la observabilidad se dificulta. dada la complejidad
implicita de este tipo de sistemas. Esta complejidad puede deberse a re-
tardos, sistemas de alto orden y respuestas inesperadas a acciones de con-
trol. Sin embargo, la evaluacin de observabilidad es fundamental para. el
diseo de estimadores de estados, de incertidumbres, fallas y pardmetros,
con fines de monitoreo, identificacién y control de sistemas. En el presente
trabajo se emplean conceptos del dlgebra diferencial, para demostrar, que
cierta clase de modelo minimo de diabetes puede clasificarse como sis-
tema diferencialmente plano y que la estimacin de concentraciones de
insulina, a través de mediciones de glucosa en sangre es tedricamente
factible empleando esta metodologia alterna, lo cual la convierte en rel-
evaute para la estudios de ingenierfa biomédica.

~ Keywords: Observabilidad Algebraica, Sistemas Biomedicos.

;gran variedad de aplicaciones en ingenieria no se dispone de las mediciones
tor completo de estados, debido a que la instrumentacién puede ser ex-
nente costosa o, inclusive, que no existan sensores para su determinacién,
mitaria en primera instancia las tareas de monitoreo y control de pro-
on el fin de resolver esta situacin se han desarrollado metodologfas que
hitido inferir u observar estados a partir de mediciones disponibles en
0. Sin embargo, antes de preceder a disefiar una metodologfa de obser-
@ debe de verificar si efectivamente las variables de estado del proceso
udio son observables. dado el conjunto de mediciones disponibles. Las
{as para verificar esta condicién se conocen como criterios o pruebas

2s0 de sistemas no lineales se tienen criterios basados en aplicar crite-
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braicos de observabilidad lineal a los sistemas linealizados por series de
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Taylor [1], sin embargo estos criterios solo presentan validez local. También se
han presentado criterios de observabilidad para sistemas no lineales utilizando
herramientas de geometria diferencial, pero el demostrar que los difeomorfismos
empleados en este tipo de técnica son inyectivos es una tarea dificil de realizar. A
principios de los afios noventas se empiezan a introducir herramientas de dlgebra
diferencial dentro de la teoria de control para sistemas lineales y no lineales |?},[2};
una de las principales caracteristicas de este enfoque es que evitan ecuaciones
implicitas, siendo esto una ventaja al tratar cierto tipo de sistemas y que los re-
sultados obtenidos, principalmente en el drea de criterios de observabilidad son
més generales, es decir, vilidos en los dominios de los campos diferenciales que
describen a los sistemas dindmicos. ’

En e] presente trabajo se presentaran varias definiciones, en el marco del
slgebra diferencial, relacionadas con extensiones de campos diferenciales, sis~
temas dindmicos, sistemas diferencialmente planos, defectos algebraicos que per-
miten caracterizar cierta clase de sistemas no lineales, mediante un criterio
de observabilidad algebraica. Se muestra como caso de aplicacién, un modelo
matemético minimo de diabetes que se compone de tres estados que represen-
tan el balance de masa para glucosa en sangre, el balance de masa para la
desaparicién de glucosa por efecto de la insulina y el balance de masa para la
insulina en sangre considerando como salida medible la concentracin de glucosa
en sangre. Se muestra que para esta clase de sistema los estados que son alge-
braicamente medibles ya que se pueden expresar de manera explicita como una,
funcién de las entradas y salidas medibles y un niimero finito de sus derivadas.
Por lo tanto los estados medibles de este sistema son observables en el sentido
algebraico.

2 Metodologia

Para determinar las condiciones de observabilidad para sistemas Liouvillianos,
se deben introducir las siguientes definiciones:

Definicion 1. Una extensién de campos diferenciales H/k estd dada por
dos campos diferenciales H y k, tal queé: i) k es un subcampo de H; ii) el oper-
ador derivada definido en & es una restriccién de H en k del operador derivada.;
definido en H. o

Definicién 2. Una dindmica es definida como una extensin difere ,
algebraica, generada'.'ae forma finita H/k < u. > del campo diferencial k <u >,
donde k < u > denota al campo diferencial generado por k y elementos de un-
conjunto finito u =< uy,uy, ..., u, > de cantidades diferenciales.

Definicién 8. Una dinmica se dice diferencialmente plana si y solamente si,
sin la necesidad de la integracin de cualquier ecuacién diferencial, el vector de
estados y el vector de entradas pueden ser explicitamente expresados en términos
de las salidas denominadas planas y un nvimero finito de sus derivadas tempo--
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rales.

Definicién 4. El nimero entero de variables, la cuales no pueden ser expre-
sadas en términos de las salidas y un nimero finito de sus derivadas en tiempo,
es conocido como el defecto del sistema no plano.

Definicion 5. Un sistema no diferencialmente plano se dice que es Liouvil-
liano si las variables que no pertenecen al subsistema plano pueden ser expresadas
mediante una integral de los elementos del subsistema plano o por una exponen-
cial de una integral elemental de elementos del subsistema plano.

Definicidn 6. Sea u,y un subconjunto del campo diferencial H de la dindmica
dada por H/k < u >. Se dice que un elemento « € H es observable respecto u, y
si éste es diferencialmente algebraico sobre k < u,y >, de lo cual se desprende
que un estado z se dice observable si y solo si es observable con respecto a u,y.
Una dindmica H/k < u > se dice que es algebraicamente observable si y sola-
mente si cualquier estado tiene esta propiedad.

3 Ejemplo de aplicacion.

El tratamiento para regular los niveles de glucosa en pacientes diabéticos depen-
dientes de insulina requiere de el monitoreo adecuado de la glucosa en sangre
{considerada como la salida medible del sistema) de la insulina en sangre y la
insulina empleada para la metabolizacién de la glucosa, sin embargo, varias de
estes. variables, en particular las dos dltimas son. dificiles de medir con la tec-
nologfa de sensores disponibles para que no causen molestias considerables a
los pacientes bajo tratamiento. En base a lo anterior se ha buscado desarrollar
éenicas de monitoreo minimamente invasivas que por un lado permitan medir la
concehtracién de glucosa en el fluido intersticial d la piel o en el subcutis y este
glstema acoplado a un estimador (observador de estados via software) permita
il;.ferir las otres concentraciones de insulina interés. Para proceder a desarrollar

gbé:tipo de tecnologfas es necesario determinar las caractersticas de observabil-
de este tipo de sistemas. Para lograr lo anterior, se propone el empleo de
Hices algebraico diferenciales que permiten obtener resultados més generales
¥ Jos métodos esténdar basados en la matriz de observabilidad correspondi-
Por lo anterior se emplea en este trabajo el modelo mfnimo de Bergman
X rtado previamente en [3], en el cual se pretende evaluar las caracteristicas de
"“observabilidad de este modelo en particular considerando mediciones de glucosa
en sangre. El modelo esta dado por el siguiente conjunto de ecuaciones diferen-
" ciales:

-

- o Balance de Masa para glucosa (G):.
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G=—-P(G-Gy)—-GX (1)

¢ Balance de masa para la desaparicién de glucose por efecto de la insulina
(X):

X=-PX+P(I-1,) (2)

» Balance de masa para la insulina en sangre (I):

I =—n(ls— L) +~(G-h)t (3)

e Salida medible:

y=G1 @

A partir de las definiciones D1 a D3, las ecuaciones (1) — (3) pueden ser
definidas como un sistema dinmico. Ahora, a partir de las definiciones D4- D6
y después de efectuar manipulaciones algebraicas de las ecuaciones de estados
(1)-(3) se obtiene lo siguiente:

¢ Concentracién de glucosa:

Gl =y . (5)

¢ Desaparicidn de glucosa por efecto de la insulina:

X =y '@+ Pi(y—Gy) | (6)

¢ Insulina en sangre:

I= P'l(—y'l(ii+P:t])+y""_(yfrP1(y—Gb))—sz‘l(z)+P1(y—Gb))+IB M

Como se puede observar H = k(G, X, I), k = R, la salida plana es y = G,
con lo que se puede concluir que el modelo minimo de Bergman es un modelo
plano no.lineal, en donde las variables de estado X y I son observables a partir
de mediciones de glucosa.
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Disefio de un observador para el modelo minimo

in base a lo descrito anteriormente, proponemos un observador para el sistema
- (4)

Proposicién 7. La siguiente estructura de sistema dindmico es un ob-
orvador de orden complete del sistema (1) — (4), con el vector de estados
= (G, X,I)

&= f(&) + k1C(x — &) + ksC(z — &) (8)

Tueba.Definiendo el error de observacién como e =z — & la correspondxente
mica. del error es

é= Ad(e) + k1 Ce + kCe® 9)

Suposicidn 1.- La diferencia entre los campos vectoriales A® = f(z)~ f(£)
Lipchitz acotada, |A®| < Ale|, por lo tanto

el = Ale[ + k1Cle] + k2Cle™] = (A + k1C)lef + k2Cle®| (10)

Consideremos un elemento escalar del vector 4 y empleando la igualdad le] =
n(e)e, obtenemos la siguiente ecuacin

Sign(é,-)ei < (A + k10)Sign(es)e; + (k2C)iSign(el)ef (11)

de otra manera

(A + kIC’),Szgn(e,)e + (k2C):Sign(e?)
Sign(@) 1 Sign(e)

. % w
orasi Sign(é;) > 0y definiendom;; = A+k§?yy:5:‘9" 2 ywoi = kzc)if:i{_')e N
abtiene que é; — 1 ;6; < o ;ef’. Para resolver la desigualdad, consideramos

mbio de variable v, = e} ¥ conw > 1, asf,sie; =0 =y =0ysie; #0 =
# 0, es decir en ambos casos 4; > 0 sienipre que w sea impar cuando e; < 0.
Luego considerando e; # 0 conw € Z¥, w > 1 un nmero impar. Por lo tanto,
siguiente desigualdad diferencial es obtenida

e; < ey (12)

Fi— (L= wmeri 2 (1 - w)mz; (13)

Resolviendo la desigualdad encontramos

%o 2 o e (WDt 4 T2 () gm(w-Dim.at) (14)

1,¢
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es claro que para cuando t — oo la solucién es ; > ——'—:f ‘. Finalmente en
K3
términos del error de observacién encontramos que

ws ()7 (Grhasme)™

Observacion 8. Note que el error de estimacién puede ser reducido tanto
como sea deseado, considerando k»C suficientemente grande o k; suficientemente
pequeo, ademds, como w se incrementa el error disminuye segin la ecuacién 4.

Ahora, aplicaremos este resultado al sistema dado por (1) — (4). Primeramente,

el sistema requiere de una seal de excitacion, la cual estd provista por la ingesta
diaria. De esta manera consideramos que se tiene un periodo de 24 hrs.

Error para k2=0
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Fig. 1. Comportamiento de] error de estimacién conforme se increthenta, el valor de k1.
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En base a la proposicién, proponemos el siguiente estimador de orden com-
sleto para obtener un valor estimado de las variables del modelo

Go = —Pi(Ge ~ Gy) = GeXe + k1(G — Ge) + ka(G - Ge)?
X, = —PXe + P3(Ie — I) + ki (X — Xe) + k2(X — X)® (16)
fo = —n(l. = I) + Y(Ge — B)t + ko (I = L) + ko(I — I..)?

Consideramos dos casos, el primero para cuando k2 = 0 es decir, sin el
mino polinomial, de donde el comportamiento del error es como se ilustra en
Figura 1

Se puede observar que el comportamiento es decreciente conforme el valor de
gananca k; se incrementa desde k; = 0.5 hasta k; = 10. Luego, para el caso
ue k1 = 0 y ko = [0.5,10], encontramos el comportamiento para el error
strado en la Figura 2.

Error para k1=0

2Comportamiento del error de estimacin conforme se incrementa el valor de k.

dos casos consideramos w = 3, ya que para valores pares de w el esti-
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mador diverge. Un punto interesante que es claro, es que el nuevo término reduce
considerablemente la magnitud del error con bajos valores de ganancias, como
se puede observar en la Figura 3.

Error para k=1 and k=1
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Fig. 3. Comportamiento del error (a) k1 =1, k2 =1, (b) k1 =1, k2 = 0.

5 Resultados y discusién

Como se observa, y en 'lggse a las definiciones previamente dadas, el modelo
matemético minimo de diabetes de Bergman se puede definir como un sistema
diferencialmente plano, ya que todos sus estados pueden ser expresados como una
dindmica sin la necesidad de la integracién de cualquier ecuacién diferencial, el
vector de estados y el vector de entradas pueden ser explécitamente express~
dos en términos de las salidas denominadas plenas y un ndmero finito de sus
derivadas temporales. En base a los resultados presentados se concluye que ¢!
sistema es observable.
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