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Glosario

R": Espacio euclidiano n-dimensional.

: lanorma 1 en R”.

I
B(0,8) = {x: ||x|| < d}: Bola cerrada con centro en cero y radio delta.

Punto interior: Sea A un subconjunto de un espacio métrico M. Un punto a en A, se llama punto
interior de A, si existe un abierto U que contiene a a, tal que U C A.

int(A): El conjunto de todos los puntos interiores de un conjunto A, denotado por int (A) se
llama el interior de A.

Combinacion conica: Dados los puntos xi,- - -, x,, € R” y los nlimeros no negativos pi,- - , Pm»
el punto x = X" | p;x; se llama una combinacion c6nica de los puntos xp, - -+, Xp.

Conjunto convexo: Un conjunto A C R”, se dice que es convexo si x € A, y € A implican que
Ax+ (1 —A)y € A para cualquier 0 <A < 1.

Cono: Un conjunto no vacié A C R” es llamado un cono si Aa € A, siempre que a € Ay A > 0.

gen: Es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores en el argumento. La
traduccion del término span.
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Resumen

En esta tesis se resolvieron algunos problemas de anélisis y control de una clase de sistemas
hibridos conocidos como conmutados. Estos sistemas son descritos por una familia de subsis-
temas y una ley de conmutacion que determina cual de ellos esta activo en cada instante de
tiempo. El tipo de sistemas conmutados que estudia esta tesis es aquel en que los subsistemas
no comparten puntos de equilibrio y donde no existe una retroalimentacién continua o conti-
nua por pedazos. En este caso la dnica opcidn de estabilizar al sistema es mediante la ley de
conmutacion, por consiguiente en este caso la conmutacion es inherentemente restringida y los
subsistemas pueden ser inestables.

En esta tesis se abordan dos problemas: i) el de estabilizabilidad conmutada, que consiste
en establecer condiciones para garantizar la existencia de una ley de conmutacion que estabilice
al sistema; y ii1) el de estabilidad conmutada que consiste en encontrar una ley de conmutacion
estabilizante. En particular, en esta tesis se extendieron algunos resultados en la literatura para
los dos problemas anteriores en el caso de sistemas inciertos. Con este fin, en esta tesis prime-
ro se estudian los asi llamados sistemas conmutados integrador, resultados en la literatura de
estabilizabilidad y estabilidad se extienden a sistemas conmutados inciertos y luego se muestra
como estos resultados pueden ser usados en la estabilizacion de sistemas conmutados lineales
y no lineales inciertos, Ademas se proponen leyes de conmutacion estabilizantes dependientes
del estado y de la salida. Finalmente se muestran algunos resultados experimentales obtenidos
de la aplicacion de los resultados tedricos a sistemas electronicos de potencia, en particular en
convertidores multi-celda de n etapas.

Palabras claves: Estabilidad; Estabilizabilidad; Sistemas conmutados; Sistemas inciertos.
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Abstract

In this thesis a class of hybrid systems known as switched is studied. Such systems are des-
cribed by a family of modes or subsystems and a switching law that defines the active mode at
every time. In particular, in this work I am focus in studying the stability properties of switched
systems that do not share a common equilibrium point or the equilibrium point does not exist. To
this end, in the first part of this document, integrator switched systems are studied, the role of un-
certainty on stability using time and state dependent switching actions are studied. Furthermore,
boundedness of switched linear and non linear systems are studied under time dependent swit-
ching designed on integrator switching systems. The results of this thesis are illustrated through
numerical simulations and experimental work in a boost interleaved converter. The application
of the results on power electronics, lead us to contribute with a novel current ripple control.

Key words: Stability; Stabilizability; Switched Systems; Uncertain Systems.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Sistemas dinamicos deterministicos

Los sistemas dinamicos deterministicos describen la evolucion de un estado sobre el tiempo
y se pueden clasificar en sistemas continuos, discretos y discontinuos. Algunos autores hablan
de sistemas en tiempo discreto si el tiempo sélo esta definido en ciertos instantes que forman un
conjunto contable U = {7,1,,...}; esto es cuando existe una equivalencia (vea [2]) entre el con-
junto U y el conjunto de los nimeros enteros positivos. Por otro lado, si el tiempo estd definido
en todo real r > 0 se dice que el tiempo es continuo [3]. También existen los llamados estados
discretos y continuos. Los estados discretos son variables que sélo estan definidos en ciertos
instantes de tiempo (generalmente fijos), mientras que los estados continuos son estados que
viven en un espacio por ejemplo R" y que estan definidos en todo tiempo ¢ > 0 [3]. En general,
se habla de sistemas continuos cuando estos sistemas admiten una descripciéon en términos de
ecuaciones diferenciales ! con campos vectoriales continuos (i.e. f(x,x,t) = 0, donde f es un
campo vectorial continuo en sus argumentos) [3]. Mientras que sistemas discretos, son aquellos
definidos en tiempo discreto pero ain pueden admitir una descripcion en términos de ecuaciones
en diferencias usando campos vectoriales continuos [3] i.e. f(x,+1,%n,2,)) = 0.

Por otro lado en [4] y [5] se habla de sistemas dinamicos discontinuos como aquellos que
admiten una descripcion en términos de ecuaciones explicitas diferenciables o en diferencias ta-
les que X = f(x,1) (6 xp+1 = f(xXn,1,) ) donde f € {fi, -, fm} paraalginm € Z* y x, x, y t, 1,
definidas apropiadamente. Se habla de un sistema discontinuo bien definido si V¢ > 0 existe un
tnico f;i € 1,2,--- ,m activado. En esta tesis solo se tratara el caso de sistemas discontinuos
bien definidos.

'En esta tesis sélo se trata el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias sin retrasos o adelantos en los estados



En Ia literatura, se usa el término de sistema hibrido como equivalente a sistema discontinuo.
En [1] se habla de un sistema hibrido como un sistema dindmico que consta de dindmicas conti-
nuas que interaccionan entre ellas mediante eventos de tipo discreto. La Figura 1.1 fue extraida
de [1] y presenta un esquema de esta conceptualizacion (vea también [4]).

Dinamica continua interaccion Dinamica discreta

Figura 1.1: [1] Conceptualizacion de sistema hibrido.

Un sistema hibrido describe trayectorias diferenciables por pedazos, las cuales pueden ser
continuas o continuas por pedazos. En el primer caso, al sistema hibrido se le llama conmuta-
do y los instantes de cambio del campo vectorial se le llaman instantes de conmutacion; mientras
que en el segundo, al sistema se le conoce como impulsivo y las trayectorias pueden presentar
brincos en ciertos instantes por medio de lo que se le conoce como efectos impulsivos, [3], [6],

[7] (Ver Figura 1.2).
x(1) 1

2

4 5 t !

Figura 1.2: Trayectoria de un sistema hibrido. En #1,#,,#3 las trayectorias son no diferenciables.
Observe que a los tiempos 71,3 €l sistema presenta comportamiento impulsivo (i.e. las trayecto-
rias son discontinuas), mientras que en f, comportamiento conmutado.




1.2. Sistemas conmutados

Esta tesis tiene como objetivos analizar y estabilizar sistemas conmutados. Como primer pa-
so en el estudio de estos sistemas se ganard precision en su descripcion a continuacién. Los
sistemas conmutados estdn compuestos por una familia de subsistemas o modos y cualquiera
de las siguientes: ley conmutacion, criterio de conmutacion, secuencia de conmutacion y sefial
de conmutacidn, las cuales tienen la misma funcion: determinar el modo activo. Generalmente
la ley de conmutacion estd dada por una funcién constante por pedazos que puede ser depen-
diente del tiempo y/o del estado. Se le llama criterio de conmutacion, a aquella descripcién
que no necesariamente estd dada por ecuaciones sino por reglas o algoritmos y que en general
usan palabras, mas que formulas matemadticas explicitas. La secuencia y la sefial de conmuta-
cién dependen inicamente del tiempo. Una sefial de conmutacion es una funcion constante por
pedazos dependiente del tiempo, mientras que la secuencia de conmutacion es el conjunto de
pares que describen los modos activos a lo largo del tiempo.

Considere la siguiente descripcién de sistemas conmutados invariantes en tiempo 2 dada por:
= Una familia de subsistemas o modos descritos a partir de funciones vectoriales continuas
en R”, fi(x):
X = filx) iclcZ" (1.1)
donde I es un conjunto indizado, por ejemplo, I = {1,--- M}y fi : R" - R", i € L.

= Una ley de conmutacion S que determina que subsistema esta activo en cada instante de
tiempo por medio de un funcién escalar de la forma:

S:R"x[0,00) = 1

Como se dijo anteriormente S es una funcion por lo que define de manera tnicael i € I, en
vista de lo que valga el estado (en R") y el tiempo

Observacion 1 Los modos del sistema conmutado (1.1) pueden o no tener puntos
de equilibrio y aiin cuando existan ellos pueden no ser iguales. En este trabajo
se asumird que no todos los subsistemas comparten o tiene puntos de equilibrio.
Ademds se asumird que no todos los subsistemas son estables alrededor del origen.

. J

2Se le llama a un sistema conmutado invariante en tiempo, a aquel en que los campos vectoriales que definen sus
modos o subsistemas no dependen del tiempo, incluso aunque pueda estar sujeto a una ley/criterio de conmutacién
dependiente del tiempo o a una secuencia o sefial de conmutacion.



Observe que dada la descripcion de la ley de conmutacion, ésta especifica a su vez a lo largo
del tiempo, una secuencia de conmutacién c(xo, 7)) en el intervalo [fo,7;) para cualquier par
(x0,10), donde

o(x0,t0) = {(i1,01), (i2,62),- -, (i, 0k) } (1.2)
y 0<K <o, donde K CZtU{0}, 10 <t; < <itg<tf, ix €lyOp=1t—1;_) para
k=1,---,K. Observe que 6 en general no es igual a 8;_; 0 8;,;. Asi, 6 > es una coleccién de

pares la cual indica que el subsistema i; permanecera activo un tiempo 6y, por esta razon 0y es
llamado tiempo de permanencia en el subsistema iy.

Observacion 2 Debido a lo anterior, en la literatura también se suele definir una
ley de conmutacion S como un mapeo de R" x [0,0) a Y, ,)={ secuencias de
conmutacion G en el intervalo [ty,tr) }, en vez del mapeo S : R" x [0,00) — I la cual
asigna a cada par de condiciones una secuencia de conmutacion G.

A su vez, una secuencia de conmutacion determina de manera inica una sefial
de conmutacion descrita como sigue:

ifp te [l‘(),l‘l)
ip teln,t

=4 "’ 1,22) (1.3)
ik tE[tg,tf)

Como se dijo anteriormente, la ley de conmutacion puede depender de los estados y/o del
tiempo. De especial interés son las leyes de conmutacion que s6lo son dependientes de los estados
o s6lo dependientes del tiempo. Estas se describen a continuacién. Cabe sefialara que de aqui en
adelante se llamara Ley de conmutacion dependiente del estado, a aquellas que s6lo dependen
del estado y leyes de conmutacién dependientes del tiempo a las que sélo dependen del tiempo.

Ley de conmutacion dependiente del estado En este caso, la conmutacion se realiza cuando
las trayectorias alcanzan una superficie conocida como superficie de conmutacion. Las
superficies de conmutacion dividen al espacio de estados en una cantidad finita o infinita
de regiones llamadas regiones de operacion a las cuales se asocia un sélo subsistema o
modo (Vea Fig 1.3).

3De aqui en adelante los argumentos de la secuencia de conmutacién se omitiran por simplicidad.
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Regiones de
operacion

x = f(x,u)

Superficids de
conmutacién

Figura 1.3: Conmutacién dependiente del estado.

ley de conmutacion dependiente del tiempo En este caso, la conmutacién se efectia por me-
dio de una seiial constante por pedazos i : [0,c0) — I (Ver Figura 1.4). Debido a que hay
una correspondencia biyectiva entre una secuencia de conmutacion y una seial de conmu-
tacion, una secuencia define una sefial y viceversa.

i) |

Ly I I3

Figura 1.4: Conmutacién dependiente del tiempo.

1.3. Problemas de estabilizacion

En contraste con los sistemas puramente continuos o discretos, los sistemas conmutados de
tipo

X = fip(x,u) (1.4)

se dicen completamente controlables (vea [8]) si existe tanto una i(f) como una entrada de
control continua por pedazos u, tal que el sistema conmutado puede ser llevado de cualquier con-
dicion inicial a cero (estabilizables al origen). El problema de control de sistemas conmutados
cuando existe una entrada de control u(t), que puede modificar completamente la dindmica de
cada modo, es relativamente simple; ya que es posible encontrar u(t) tal que cada modo comparta
un punto de equilibrio asintéticamente estable. Debido a lo anterior, el problema de estabilizacion
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de (1.4) bajo esta premisa, puede verse equivalente a estabilizar un sistema conmutado confor-
mado de subsistemas estables y por lo tanto es un caso particular de (1.1).

De lo anterior se deduce que (1.4) pudiera ser estabilizado usando (i) conmutacién arbi-
traria o (ii) conmutacion restringida. En la conmutacion arbitraria, no se busca modificar la
conmutacion sino las propiedades de estabilidad de los subsistemas; mientras que en la restrin-
gida nos preguntamos sobre la ley de conmutacion que estabiliza a un tipo de sistemas ya dados.

En la literatura al problema de estabilizabilidad bajo conmutacién restringida se le conoce
como problema de estabilizabilidad conmutada y se formula de la siguiente manera.

( 0

Problema: Estabilizabilidad Conmutada Considere la familia de modos dada
por (1.1), establezca condiciones de existencia de una ley de conmutacion depen-
diente de los estados y/o del tiempo, tal que el origen del sistema conmutado sea
estable.

En la literatura al problema de estabilizacion bajo conmutacion restringida se le conoce como
problema de estabilizacion conmutada y se formula de la siguiente manera.

( )

Problema: Estabilizacion Conmutada Considere la familia de modos dada por
(1.1), diserie una ley de conmutacion dependiente de los estados y/o del tiempo, tal
que el origen del sistema conmutado sea estable.

1.3.1. Estado del conocimiento

Algunos de los resultados en la literatura asumen que el punto de equilibrio de los subsis-
temas son estables. Esta condicion por si sola no es suficiente para garantizar la estabilidad del
origen del sistema conmutado: Por ejemplo, si en R? se tiene un sistema conmutado con dos
subsistemas con comportamiento asintéticamente estable, una eleccién de la sefial de conmuta-
cion puede derivar un comportamiento inestable en el sistema conmutado [1] como se describe
en la Figura 1.5, por lo anterior, condiciones adicionales deben ser impuestas para garantizar la
estabilidad del origen del sistema conmutado.

Daniel Lyberzon en [1], plantea condiciones suficientes para que un sistema conmutado cu-
yos subsistemas comparten el mismo equilibrio, sea asintéticamente estable cuando se usa una
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x = fi(x,u) x=f,(x,u) X = fi(t)(x’u)

S

origen estable origen estable origen inestable

Figura 1.5: El sistema conmutado puede ser inestable aunque todos los subsistemas sean estables.

sefal de conmutacion arbitraria. En [9] se mostrd que si existe una funciéon de Lyapunov comin
para todos los subsistemas, entonces el sistema podra ser asintéticamente estable independiente-
mente de la conmutacion.

A pesar de lo anterior, no siempre es posible encontrar una funcién de Lyapunov comun.
Para remediar esta situacion se establecié en [10] que en la ausencia de una funcién de Lya-
punov comun, la existencia de funciones de Lyapunov multiples son requeridas para garantizar
la estabilidad asintética del sistema conmutado; en este caso las propiedades de estabilidad del
sistema conmutado dependen de la sefial de conmutacién y se mostrd que si los valores de las
funciones de Lyapunov coinciden en el instante de conmutacion ver Figura 1.6 (a) entonces se
puede garantizar estabilidad asintdtica del sistema conmutado. Sin embargo las funciones de
Lyapunov generalmente no coinciden en el instante de conmutacion. Para relajar esta condicion
se mostré por otro lado, que si la secuencia de valores iniciales de cada funcion de Lyapunov, en
los instantes de conmutacion, son decrecientes (ver Figura 1.6) (b) entonces se podrd mostrar la
estabilidad asintética del origen.

El encontrar una secuencia de funciones de Lyapunov en principio, implicaria la existencia
de una secuencia de conmutacion que garantizaria la estabilidad del sistema. Sin embargo, esta-
blecer esta secuencia puede ser dificil ya que la secuencia queda de manera implicita y en general
no es Unica. Es decir, ain cuando la herramienta de multiples funciones de Lyapunov puede ser
util en algunas aplicaciones, no queda claro como se encontraria esta secuencia. Encontrar una
secuencia de conmutacion es esencial para aplicaciones de tipo practico. En la literatura, [9],
[1], [11], [12], [13], [14] [15], [16], e incluso en dos excelentes resenas (ver [17], [18]) avances
importantes con respecto a estabilidad de sistemas conmutados se han presentado; la mayoria de
ellos estan enfocados en sistemas conmutados estables y estdn enfocados en disefiar una entrada
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secuencia decreciente

Vi (0 Vv

secuencia

Figura 1.6: Mudltiples funciones de Lyapunov que garantizan estabilidad asint6tica global.

de control para garantizar la existencia de funciones de Lyapunov.

Observe que para garantizar estabilidad asintdtica se requiere tener un punto de equilibrio
en comun, ademads estos resultados requieren de la existencia de una Funcion de Lyapunov para
cada etapa. Sin embargo, si una de las etapas es inestable los resultados anteriores no se podrian
aplicar. Cabe mencionar que la existencia de etapas inestables es mas bien la regla que la ex-
cepcion en aplicaciones précticas. Por otro lado, son numerosas las aplicaciones en las que los
subsistemas no tienen un punto de equilibrio comun. Aun menos comuin que se disponga de
subsistemas estables. Es decir, para contar con resultados que sean relevantes en aplicaciones
industriales o que tengan relevancia desde un punto de vista practico, queda mucho por hacer.

1.4. Aplicaciones e importancia

Muchos sistemas dindmicos pueden ser descritos como conmutados, por ejemplo aquellos
que estan sujetos a cambios de parametros abruptos. Estos cambios repentinos pueden ocurrir
por ejemplo cuando falla un componente o cuando ocurre un cambio de operacién. Debido a lo
anterior, la solucién a problemas de estabilidad de esta clase de sistemas es de gran utilidad en
diversas ramas de la ciencia.

Los sistemas conmutados surgen de manera natural en aplicaciones de electronica de po-
tencia, donde el sistema de procesamiento de energia o convertidor de potencia se dota de un
dispositivo semiconductor que regula el flujo de energia de la fuente de manera alternante. De
esta manera limita o controla el comportamiento del sistema. Los sistemas conmutados también
surgen cuando sistemas continuos son controlados por leyes discretas, (p. ej. en plantas quimicas
con controles de tipo supervisores, o en ciertos esquemas de control para sistemas altamente no
lineales). Sistemas conmutados pueden existir también cuando sistemas continuos no pueden ser
controlados por retroalimentaciones continuas y se utilizan otras de tipo discreto, (p. ej. en robots



moviles o en automatizacién de vehiculos).

1.5. Motivacion

Como hemos visto en la seccion anterior, aunque existen resultados sobre estabilidad de sis-
temas conmutados, la mayoria de estos resultados no se pueden aplicar en una gran variedad
de sistemas en la practica, principalmente por las restricciones establecidas para su derivacion.
Es por ello que para obtener resultados que tengan relevancia en diversas aplicaciones, se hace
necesario suponer que los subsistemas que no comparten puntos de equilibrio y que no necesa-
riamente son estables.

Bajo leyes de conmutacion apropiada, sistemas conmutados e hibridos cuyos subsistemas
no tienen puntos de equilibrio en comun, pueden exhibir comportamientos similares a los de
sistemas convencionales estables al rededor de un punto de operacion, por lo que es posible
hacer extensiones a conceptos tradicionales de estabilidad como se verd mas adelante.

1.6. Objetivos

El objetivo general de la tesis es la investigacion y desarrollo de aspectos tedricos y experi-
mentales relacionados con el anélisis dindmico, la estabilidad y el control de sistemas conmuta-
dos. Los objetivos especificos son los siguientes:

1. Estudiar los problemas de estabilizabilidad y estabilizacién conmutada para sistemas con
modos descritos por (1.1), y profundizar en el entendimiento de las limitaciones de éstas.

= donde u=0y

= donde los fi(x),i € 1,--- ,M, no comparten el mismo equilibrio estable.

2. Proponer leyes de conmutacion para sistemas conmutados considerando incertidumbre pa-
ramétrica en el modelo.

3. Aplicar los resultados en problemas de sistemas electrénicos de potencia.

= Resolver el problema de estabilizaciéon de convertidores intercalados (interleaved)
con retroalimentacion de corriente.

= Proponer algoritmos de control con el fin de garantizar la regulacién del voltaje en
convertidores de potencia intercalados.



1.7. Aportaciones

Sistemas en ingenieria como mezcladores por lotes (batch) y sistemas en electronica como
convertidores pueden ser modelados mediante una clase de los sistemas conmutados, conocidos
como conmutado integrador. El estudio de este tipo de sistemas es el primer paso hacia el disefio
de leyes de conmutacidn para sistemas conmutados tanto lineales como no lineales. Estos siste-
mas no tienen puntos de equilibrio, sin embargo, dado que su comportamiento es muy simple,
nos permite ganar claridad en el efecto de la secuencia de conmutacion en un sistema conmutado
en general.

En la literatura hay algunos resultados con respecto al problema de estabilizabilidad conmu-
tada. Avances importantes han sido presentados en [9],[12], [13], [19], [20], [21]. Sin embargo,
aunque estos contienen contribuciones significativas, algunos no consideran el caso incierto o re-
quieren del conocimiento exacto del estado completo, la contribucion de esta tesis estd en estos
rubros.

Las aportaciones de esta tesis son la extension de algunos resultados en [9], [11] para el
caso de sistemas conmutado integrador con incertidumbre. Se estudia ademads el problema de
estabilizabilidad conmutada con uso de retroalimentacién de salida. Con base en estos resultados,
se establece el confinamiento de las trayectorias de sistemas conmutados lineales y no lineales
que no tienen o que no comparten puntos de equilibrio y donde los subsistemas o modos no
necesariamente son estables. A lo largo de esta tesis se utiliza la nocién de estabilidad e-practica
y de confinamiento en una bola de tamafio €.

Especificamene las aportaciones de esta tesis son las siguientes:

1. Probar que una ley de conmutaciéon dependiente del estado hace al origen del sistema
conmutado integrador nominal, €-prictica global asintéticamente estable.

2. Establecer condiciones suficientes para que el origen del sistema conmutado integrador
con incertidumbre sea e-practica global asintoticamente estable, usando una ley de con-
mutacion de pendiente del tiempo.

3. Proponer una ley de conmutacién dependiente del estado que evita la conmutacién rapida
entre las superficies de conmutacion.

4. Establecer condiciones suficientes para que el origen del sistema conmutado integrador
sea €-practicamente estable usando una retroalimentacion de salida y una conmutacion
dependiente del tiempo.

5. Mostrar que un sistema conmutado lineal incierto puede ser confinado en una vecindad
suficientemente pequefia del origen, usando una conmutacion dependiente del tiempo.

6. Mostrar que un sistema conmutado no lineal incierto puede ser confinado en una vecindad
suficientemente pequeiia del origen, usando una conmutacién dependiente del tiempo.
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7. Aplicar algunos de los resultados obtenidos en electronica de potencia, en particular en
convertidores intercalado (multi-celda) de 2 etapas.

1.8. Organizacion

Esta tesis estd organizada como sigue:

El Capitulo 1 estd dedicado a la introduccidn; en el Capitulo 2 se introducen algunas nocio-
nes de estabilidad que son empleadas a lo largo de la tesis; con el fin de poner en perspectiva la
contribucion de la tesis, en el Capitulo 3 se presentan resultados existentes en la literatura acerca
de sistemas conmutados integrador; en el Capitulo 4 se establecen condiciones suficientes para
garantizar la estabilidad asintética practica de sistemas conmutados integrador incierto, usando
una ley de conmutacion dependiente del tiempo. Ademads se propone una ley de conmutacién de-
pendiente del estado que evita la conmutacién rapida. En el Capitulo 5 se emplean los resultados
del Capitulo 4 para establecer algunas observaciones sobre el confinamiento de sistemas conmu-
tados lineales y no lineales inciertos; en el Capitulo 6 se resuelve el problema de estabilizacion de
sistemas conmutados integrador inciertos usando retroalimentacion de salida y conmutacién de-
pendiente del tiempo; el Capitulo 7 presenta la aplicacion de algunos resultados en convertidores
de potencia intercalados y finalmente el Capitulo 8 fue designado para exponer las conclusiones
y trabajos futuros de esta tesis.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan las diferentes nociones de estabilidad que seran usadas a lo
largo de este documento. En lo que sigue, por conveniencia y sin pérdida de generalidad, todas
las definiciones y resultados seran establecidos alrededor del origen de R". Otros puntos de
operacion se pueden obtener mediante un cambio de variables apropiado.

2.1. Estabilidad de sistemas conmutados

Considere el sistema (1.1) con condicién inicial x(0) = xo y tome en cuenta la Observacion
2 para establecer la generalidad de las definiciones de estabilidad usando la ley de conmutacion,
en vez de la sefial o la secuencia de conmutacidn.

En las nociones de estabilidad y estabilizabilidad que se presentan en esta seccion, se asume
que el origen es un punto de equilibrio comun, es decir,

fi(0)=0, Viel 2.1

Definicion 1 [22], [23], [24] Se dice que el sistema conmutado (1.1) es estable
alrededor del origen bajo una ley de conmutacion S, si para todo € > 0 existe
8 =0(g) > 0 tal que

1x(0)[| < &= [|x(r)]| < € Vi > 0.
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B(0,¢)

B(0,3)

Figura 2.1: Estabilidad de un sistema conmutado.

Definicion 2 [22], [23], [24] Dado € > 0, se dice que el sistema conmutado es
asintdticamente estable alrededor del origen bajo una ley de conmutacion S, si

(i) es estable
(i) existen > 0 tal que

(0)]| <= Jimx(s) =0 @2)

Cuando la condicion (2.2) se satisface para todo x(0) € R", el sistema conmutado
se dice que es global asintoticamente estable al rededor del origen bajo una S.

Figura 2.2: Estabilidad asintética de un sistema conmutado.
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Definicion 3 [22], [23], [24] Un sistema conmutado (1.1) se dice que es

estabilizable si existe una ley de conmutacion S tal que el sistema es €-estable
alrededor del origen bajo S.

asintoticamente estabilizable si existe una ley de conmutacion S tal que el sistema
es asintoticamente estable alrededor del origen bajo S.

global asintoticamente estabilizable si existe una ley de conmutacion S tal que el
sistema es global asintéticamente estable alrededor del origen bajo S.

Observacion 3 Note que en la Definicion 3, S es independiente de €.

Observacion 4 Note que en general los modos de sistemas no lineales conmutados
pueden tener varios equilibrios, y algunos de ellos pueden ser compartidos y otros
no. En este sentido, la clasificacion de arriba puede verse como incompleta; sin
embargo, la estabilizacion de algiin punto de interés (ya sea equilibrio conmiin,
no comin o algin otro) depende del problema particular de control que se desea
resolver.

2.2. Estabilidad e-practica de sistemas conmutados

Tres tipos de sistemas conmutados que no comparten puntos de equilibrio son posibles:

= [os subsistemas tienen puntos de equilibrio distintos. Estos se conocen como sistemas de
equilibrio multiple o (EM);

= [os subsistemas no tienen puntos de equilibrio;

= Combinacién de los dos primeros.
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Para estos tipos de sistemas, no es posible aplicar las definiciones de estabilidad de la Seccion
2.1, dado que no se tiene un tnico punto de equilibrio. Sin embargo, bajo leyes de conmutacién
apropiadas, se pueden exhibir comportamientos similares en algin punto de operacién. Estas
nociones de estabilidad son introducidas en [9] y [11] y se presentan a continuacion.

( N

Definicion 4 [9], [11] Dado € > 0, se dice que el sistema conmutado (1.1) es &-
prdcticamente estable alrededor del origen bajo una ley de conmutacion S, si existe
& =08(€) > 0 tal que

Ix(0)| <8 = [lx(2)|| <& vt > 0.

B(0,¢)

B(0,3)

Figura 2.3: Estabilidad €-practica de un sistema conmutado.

Observacion 5 Observe que las Definiciones 1y 4 requieren que las condiciones de
acotamiento se satisfagan para todo t > 0, dada la continuidad de las trayectorias
del sistema conmutado ello implica que & < €.

Observacion 6 La Definicion 1 puede verse equivalente a la Definicion 4 de esta-
bilidad e-prdctica; sin embargo la Definicion I presupone que el origen es punto de
equilibrio, mientras que la Definicion 4 no. Por otro lado en [9],[11], se menciona

- J
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que la diferencia entre estas nociones es que en la nocion de estabilidad €-prdctica,
€ es fijo. No obstante, en el andlisis del capitulo siguiente se verd que esto es irre-
levante para establecer que el sistema es o no estable bajo cualquiera de las dos
definiciones.

Definicion 5 /9] Dado € > 0, se dice que el sistema conmutado (1.1) es e-prdctica
asintdticamente estable alrededor del origen bajo una ley de conmutacion S si

(i) es e-prdcticamente estable
(ii) el origen es €-atractivo, esto es, si existe 1 ="(€) > O tal que

|x(0)|| <M =3IT=T()>0:|x(t)]| <e Vt>T (2.3)
Cuando la condicion (2.3) se satisface para todo x(0) € R", el origen es globalmente

€-atractivo, en este caso el sistema conmutado se dice que es e-prdctica global
asintoticamente estable al rededor del origen bajo S.

Observacion 7 En la definicion anterior, el término de asintético se usa en la lite-
ratura, sin embargo ello no implica que se tienda al origen asintéticamente.

Observacion 8 Note que en la nocion de estabilidad asintdtica, las trayecto-
rias tienden asintoticamente al origen, mientras que en la estabilidad €-prdctica
asintotica, las trayectorias son atraidas a una vecindad de tamario € alrededor del
origen.
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Figura 2.4: Estabilidad €-practica asintética de un sistema conmutado.

Observacion 9 e-atractividad no implica la estabilidad €-prdctica a todo tiempo,
solo a partir de algiin tiempo T (Vea el siguiente ejemplo).

Ejemplo 1 Considere quen =€y T > 0, en este caso, ||xo| < € no necesariamente implica que
lx(0)|| < € a partir de un tiempo T > 0, ya que en el tiempo que transcurre de 0 a T la trayectoria
puede salir de la bola de radio €, (ver Figura 2.5).

B(0,m)

NN

DN

Figura 2.5: Aunque el origen es €-atractivo el sistema no es €-practicamente estable.
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Definicion 6 [9], [11] El sistema conmutado (1.1) se dice que es

e-practicamente estabilizable si para todo € > 0 existe una ley de conmutacion
S(€) tal que el sistema es €-prdcticamente estable alrededor del origen bajo

S.

e-practica asintoticamente estabilizable si existe una ley de conmutacion S(g) tal
que el sistema es e-prdcticamente asintoticamente estable alrededor del ori-
gen bajo S.

e-practica global asintéticamente estabilizable si existe una ley de conmutacion
S(€) tal que el sistema es e-prdctica global asintdticamente estable alrededor
del origen bajo S.

Observacion 10 Note que en la Defincion 6, en general S depende de €. Note
ademds que en vista de la Observacion 3, se puede establecer si S depende de €
0 no, en funcion de el tipo de estabilidad a analizar.
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Capitulo 3

Estabilizacion e-Practica para Sistemas
Conmutados Integrador

Con el fin de poner en perspectiva la contribucion de la tesis, en este capitulo se presentan
algunos resultados acerca de la estabilizabilidad préictica para sistemas conmutados integrador
segun lo expuesto en [9]. Los sistemas conmutados integrador son un tipo de sistemas conmuta-
dos cuyo comportamiento es muy simple, por lo que nos abre la posibilidad de tener claridad en
el efecto que la secuencia de conmutacién tiene en un sistema.

Definicion 7 Un sistema conmutado integrador en R" consiste en una ley de con-
mutacion S 'y una familia de subsistemas:

x(t)=c; iel=A{1,--- M} (3.1)

donde c; € R" (¢; #£0), i € I son vectores constantes y x € R".

. J

Observe que los sistemas conmutados tipo integrador no tienen puntos de equilibrio. Ademas,
sean fo,11,l7,--- los instantes de conmutacion, observe que si el subsistema k esta activo en el
intervalo de tiempo [f;,;+1 ), el comportamiento del sistema conmutado integrador en tal intervalo
estara descrito por

x(t) =x(t;) + (t —t;)ck. (3.2)

Observacion 11 Note que debido a que solo esta activo, el subsistema k, por ende
no existe conmutacion en el intervalo [t;,t; ).
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Cuando el subsistema k estd activo, la trayectoria del sistema conmutado integrador se mueve en
direccion del vector ¢, (ver Figura 3.1).

x(ti+1)

<
£

Figura 3.1: Comportamiento de un sistema conmutado integrador en dimensién dos, cuando
estd activo el subsistema k.

De este modo, un ejemplo de como estaria descrita una trayectoria de un sistema conmutado
integrador se puede ver en la Figura 3.2

Figura 3.2: Ejemplo de la evolucion de la trayectoria de un sistema conmutado integrador. Las
etiquetas al lado de las trayectorias indican el modo o subsistema que esta activo. En este caso el
subsistema activo i es paralelo a c;. Los vectores ¢; se dibujan por conveniencia.
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Observacion 12 Observe que dada la naturaleza de la dindmica de cada subsis-
tema sistema, la vinica opcion para estabilizar al sistema conmutado es disefiando
una ley de conmutacion S.

- J

A continuacién, enunciamos uno de los resultados principales expuestos en [9], donde se
establecen condiciones necesarias y suficientes de estabilizabilidad practica para sistemas con-
mutados integrador.

Teorema 1 (Teorema 3.1.[9])

Un sistema conmutado integrador en R" que consiste de M subsistemas con campos
vectoriales cy,--- ,cy es €-prdctica global asintoticamente estabilizable si 'y solo si
C =R", donde C es el cono convexo: C={xeR" : x= Z?L Aici, donde A; > 0}.

. J

Para poder aplicar el Teorema 3.1, se necesita verificar la condiciéon C = R", una manera de
saber cuando C = R" se establece en el siguiente lema.

Lema 1l (Lema 3.1.[9])
C =R" si solo si existe un subconjunto {c;,,--- ,c; } de {c1,--- ,cm} que satisfaga:

a) gen {ci,, - ,c;} =R"donde iy, - ,ij CI

b) 3h;>0,j =1, tal que ¥_ Ajei, =0

Observacion 13 En el lema anterior la notacion el doble subindice se emplea para
denotar que {c;,,--- ,c; } es un subconjunto de {c1,--- ,cy}, donde l indica el indice
de los posibles elementos del conjunto.
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También en [9] se establece que debe haber al menos n + 1 subsistemas en el sistema (3.1),
es decir M > n—+ 1, en este caso siempre es posible seleccionar un sistema conmutado integrador
de (3.1) de n+ 1 subsistemas que sea €-practica global asintéticamente estabilizable.

Teorema 2 (Teorema 3.2 [9])

(i) Si un sistema conmutado integrador en R" es €-prdctica global asintoticamente
estabilizable entonces hay al menos n+ 1 subsistemas.

(ii) Ademds, existe un sistema conmutado integrador de n+ 1 subsistemas que es
€-prdctica global asintoticamente estabilizable.

Observacion 14 En vista del resultado anterior, puede asumirse por simplicidad
que M = n+ 1 ya que solo se necesitan n+ 1 subsistemas para resolver el problema
de estabilizabilidad.

. J

Finalmente se presentan dos corolarios que pueden ser inferidos de los teoremas anteriores y
el lema anterior.

Corolario 1 (Corolario 3.1 [9])

Un sistema conmutado integrador en R" que consiste de n+ 1 subsistemas con
campos vectoriales cy,--- ,c,+1 es €-prdctica global asintéticamente estabilizable
si y solo si

a) gen{cy, - ,cpr1} =R"

b) JA; >0, no todos cero, j=1,--- ,n+1 tal que Z?Z} Aici=0

k J

La condicién a) en el corolario 1 puede ser descrita de otra manera distinta, por lo que el
Corolario 1 también puede enunciarse de la siguiente manera:
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Corolario 2 (Corolario 3.2 [9])

Un sistema conmutado integrador en R" que consiste de n+ 1 subsistemas con

campos vectoriales cy,- - ,c,+1 es €-prdctica global asintéticamente estabilizable

siy solo si

a) Cualquier conjunto de n vectores del conjunto {cy,--- ,cp+1} son linealmente
independientes.

b) JA; >0, no todos cero, j=1,--- ,n+1 tal que Z;’I} Aici=0

Observacion 15 La condicion b) del Corolario 2 se puede reescribir como,
b) EI?»]- >0, no todos cero, j=1,--- ,n+1 tal que

7\‘n+1cn+l = Z kj(_cj)~

J=1

De aqui, una manera de escoger n+ 1 vectores que satisfagan

n+1
C= Zkicillizo =R"
i=1

es escogiendo primero n vectores que sean linealmente independientes y un vector
que sea una combinacion cénica ' de los n vectores escogidos linealmente indepen-
dientes pero negativos, ver Figura 3.3 para una representacion en RR3.
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Figura 3.3: ¢y, ¢, ¢3, ¢4 € R3 cumplen con la condicién C = R3, si ¢y, ¢3, ¢3 son linealmente
independientes y ¢4 es una combinacién conica de —cy, —cp, —c3, es decir, ¢4 estd en el cono
convexo descrito por —cy, —c2, —C3.

3.1.

Conmutacion dependiente del tiempo

El Teorema 3.1 en [9] da condiciones necesarias y suficientes para garantizar la existencia
de una ley de conmutacién que estabiliza e-practica global asint6ticamente el sistema (3.1). La
prueba de este hecho es constructiva (i.e. garantiza la existencia de una ley de conmutacién
proponiéndola), tal secuencia se calcula explicitamente y se reproduce aqui con fines de claridad

r

Ley de conmutacion 1 (Ley de conmutacion dependiente del tiempo)

Paso 1 Se inicia con t, =ty y x, = xo, entonces se escribe x, en la siguiente forma:

Xr="Y1c1+ - +Ymcu Y <0 (3.3)

Paso 2 Se usan estos y; para establecer la siguiente secuencia de conmutacion has-
ta un tiempo ty = t, + Zﬁ-‘il Wk

G:{(lawll),(27|72|),"'7(M’|YM|)}7 (3.4)

donde |Yi| =t;—t; 1 i=1,--- My

n=1t+|v
H=t+n+[vl

tm =t + Y1+ V2| + -+ M|

~
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Paso 3 Una vez que se llega al origen, (ver Observacion 16) se mantiene activo el

subsistema M por un tiempo Tew]] 9He €5 cuando la trayectoria del sistema

coincide con la frontera de la bola B|0,d)].

Paso 4 Se actualiza el tiempo de reinicio, t,, por

o
1 =t+ |+ 2+ 4 |+ —
llear]

y el estado de reinicio x,, por

o

x(tms1) = mCM,

el punto de interseccion con la bola.

Paso 5 Se repiten los pasos del 1 al 5.

Observacion 16 Sea la dindmica del sistema conmutado en el intervalo [to,ty),
denotando x; = x(t;), en vista de la ecuacion (3.2)

Xl — X k(i Gl
= X+ |Yir1lcirt

por consiguiente

X1 = Xxr+ \Yl\cl
X = x1+ple
xm = xm—1+|Ymlem.

De las expresiones anteriores, es posible observar que luego del tiempo ty; = t, +
M
i—1 |Yil,

M
XM =X+ Z il ci-
i=1
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Finalmente, de (3.3) se tiene que en el tiempo de conmutacion ty, la trayectoria
alcanza el origen.

Observacion 17 Observe que en el Paso 1, dado que hay un grado de libertad (i.e.
un |yx| puede escogerse arbitrariamente), hay infinitas maneras de expresar x, como
en (3.3), por consiguiente se pueden derivar infinitas secuencias de conmutacion
estabilizantes. En [9] se presenta una manera explicita de expresar x, como en
(3.3), en donde se deriva que los v; estdn dados por

2n
Y=Y Bl (3.5)
=1
con
B _ N, si Y <0
! 0, sin; >0
paral=1,---n,

B _ —MNi—n, SiMN—pn < 0
l 0, Si Ni—n <0

paral=n+1,--- 2n,y A;; > 0 que cumplen

M
o=y Mci (3.6)
i=1
donde,
él:el lZl,---,l’l
éeg=—e_, l=n+1,---,2n

con ej vectores en la base canonica en R".

Observacion 18 Note que si x es un estado inicial, las m;, | = 1,--- ,n, son las
coordenadas en la base candnica de x; esto es, M; € R es tal que x =Y} Me;, por
lo tanto, para cada estado inicial, x € B[0,8], (¥7", B7)'/? = (X1, nlz)l/z <d.
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Dado que la implementacion préctica de esta secuencia de conmutacion es laboriosa, en la
referencia mostrada anteriormente se propone también una ley de conmutacién dependiente de
los estados, como se describe en la siguiente seccion.

3.2. Conmutacion dependiente del estado

Como puede verse a partir de la Definicién 3 el problema de estabilizabilidad conmutada
consiste en encontrar leyes de conmutacion que aseguren la estabilidad préctica del sistema de
conmutado (3.1). En [9] se propuso la siguiente ley de conmutacion dependiente del estado:

Ley de Conmutacion 2[9] (Ley de conmutacion dependiente del estado).
Sea Cy, el cono generado por todos los vectores excepto el k-ésimo vector, es decir, el
cono generado por los vectores —c1,- -+ ,—Ck—1, —Ck+1,"** ,—Cn+1 definido como:

Cr, = {x eR" : x= 7»1(—6‘1) S OO —I—?uk,l(—ck,l)
+ M1 (=crr1) + -+ A1 (—cnr1), Mi > 0}

Criterio 1

» Six(t) € Cy, se activa el subsistema k+1, 1 <k <n.
» Six(t) € Cyy1 se activa el subsistema 1.

» Si x(t) estd en la frontera comiin de cualquiera de los conos, se activa el
subsistema correspondiente al cono donde la trayectoria entrard. Para una
representacion de este criterio en dimension 2 (Vea Figura 3.4).

Hasta aqui, s6lo se ha hablado acerca de resultados en [9], los cuales serdn usados para
extenderlos en el caso de sistemas inciertos. Dichos resultados consisten en proponer leyes de
conmutacién dependientes del tiempo asi como leyes de conmutacién dependientes del estado
considerando incertidumbres. En este punto es importante hacer notar que en [9] no se presenta
una prueba de que la Ley de Conmutacién 2 descrita por el Criterio 1 garantiza la estabilidad
e-practica asintotica global. Sin embargo, debido a las extensiones de los resultados en esta tesis,
se considerd necesario dar evidencia de que esta ley de conmutacion estabiliza e-practicamente
asintoticamente el sistema conmutado integrador (3.1).
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C, ¢

Subsigtema 3

Subsistema 2

Subsistema 1

Figura 3.4: Ley de conmutacién 2 descrita por el criterio 1, en dimension 2.

Una de las aportaciones de esta tesis es la prueba de que la ley de conmutacion dependiente
del estado asegura la estabilidad €-practica asintdtica global. Para probar este hecho se necesita
hacer uso de un hecho importante descrito en el siguiente lema.

Lema 2 Si (3.1) es e-prdcticamente estabilizable, C1,C,...Cy,41, como se definieron
en el Criterio 1, describen una particion de R"; esto es, cada uno de los C;, 0 < i <
n+ 1 satisfacen lo siguiente:

@ UZ'c=R"
(i) imtC;(imtC; =0 coni# j, 0<i,j<n+1

(iii) intC; # 0

Demostracion

Prueba de (i)

Dado que cualquier elemento Cy, esta en R”, se tiene que U?i]l Cr C R",
por lo tanto es suficiente probar que R" C U?ill Ck. Seax € R", dado que (3.1) es e-practicamente
estabilizable, usando el Teorema 3.1 en [9], R" =C,donde C={z : z= Z:’;Lll oci, a; > 0}, por
consiguiente

n+1
X = Z o;c; o; > 0. (3.7)
i=1
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Ahora, usando el Corolario 2 en [9], se tiene que existen p; > 0 tales que Z?jll pici =0 donde
pi > 0, por consiguiente,
pP1 Pr—1 Pr+1 Pn+1

Cr1— Cral— " —
Pr Pr Pr Pr

donde r se define como el indice que satisface —(;’ = Min|<i<p+1 {—Z’f } Multiplicando la ecuacién
r - = l
anterior por 0., y sustituyendo o,.c, en (3.7), se tiene que

X = {(Xl_?;_:pl}cl‘F““"{arfl_%prfl}crfl‘i‘

(o o,
{ar+1 - p_;pr+1 } Cry1t+ -+ {an+l - p_:anrl } Cntl-

Puesto que % < % para 0 <i <n+ 1, se cumple que o; — %pi <0. Sea A; = ‘(xi—%p,-

b

la ecuacién anterior puede ser escrita de la siguiente manera. Aj(—cy) + -+ Ag—1(—cx—1) +
Mer1(—cre1) + -+ Apg1(—cpy1), donde A; > 0. Luego x € C,, por lo tanto R” C U?ill Cy.

Prueba de (ii)

Ahora se prueba que Cip,---,C,y1 tiene interiores mutuamente disjuntos, esto es,
intC;(intC;j = O para i # j. La prueba se hard por contradiccién. Asumiendo que
intC;(intC;j # 0, entonces existe un x tal que x € intC; y x € intC; donde

ntC; = {x X= —7»16‘1 — . _ki—lci—l _ki—O—lCH—l — e _}\'I’H—IC}’H—l: 7»]( > O}
il’lth = {x X = —7\,1C1 — —7\.]‘,16‘]',1 —7\,_,'+1Cj+1 — e —7\.n+1€n+1, 7\.1 > 0}
de aqui
x = —Mer— = ANio1Cim1 = M1 Cip1l = — A1 Cnt
= —Mcr— = Ajm1¢jo1 = Ajr1Cipn — = M1 Cpp-

donde Ay >0, k=1,---,i—Li+1,-,n+1yA>0,1=1,-,j—1j+1,-,n+1 Ya
que i # j, A; =0y A =0, se sigue que x ¢ intC; y x ¢ intC;, esto es una contradiccién, por

consiguiente Cp, - - - ,C, 11 tiene interiores mutuamente disjuntos.
Prueba de (iii)
Esto se sigue claramente ya que se asume que ¢; # O parai € I = {1,--- ,M}.
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3.2.1. Conexion entre las secuencias estabilizables

Con el fin de probar que la ley de conmutacion descrita por el Criterio 1 garantiza la esta-
bilidad préctica del sistema conmutado integrador (3.1), estableceremos una conexidn entre las
secuencia de conmutacion descrita por la ley de conmutacion dependiente del tiempo y la se-
cuencia de conmutacion descrita por la ley de conmutacién dependiente del estado. Hasta ahora
sabemos que partiendo de que (3.1) es €-prdcticamente estabilizable, se puede cubrir R” con
n—+ 1 conos con interiores disjuntos. Asi que si algin x estd en R”, indudablemente estard en
algun cono C;. Como se puede ver, la ley de conmutacion descrita por el Criterio 1 es dependien-
te de los estados, por lo que se requiere saber en qué cono se encuentran un estado x dado. Una
manera de determinar si x estd en un cono Cy, es resolviendo la siguiente ecuacion

A
M1 |
[—c1, y =Che1, =Chg 1, "+, —Cnt1] A = X,
k+1
}\fn—',—l
dado que se sabe que n vectores cualesquiera de {cj,---,c,+1} son linealmente independientes
) s Cn+
(vea Corolario 2), la ecuacion anterior tiene solucién Unica. Ademas si x estd en el interior del
cono Cy, los A; son todos positivos. Ahora, si se define ¥; = —A; < 0 entonces x = Yjc1 + -+

Vi—1¢k—1+ Yer1Cke1 + - - +Vnr1¢nt1. De aqui se deriva que para cada estado inicial dentro del
cono Cy, se puede describir una secuencia de conmutacion de la siguiente manera

6= {(17 |’\Yl|); : 7(k_ la "\Yk—lbv(k—F 17 "\Yk—kll)?"' 7(M7 ”\YMD}v (38)

donde usamos M en vez de n+ 1 con el fin de comparar esta secuencia descrita por la ley de
conmutacion dependiente del estado con la secuencia descrita en el Paso 2 por la ley de con-
mutacion dependiente del tiempo. Como pudimos observar anteriormente, la clave para llegar al
origen consiste en expresar cada estado x, como en (3.3). Por consiguiente con la secuencia de
conmutacion G también se llega al origen en el M-ésimo tiempo de conmutacion, .

Con el fin de establecer una conexion entre las secuencias de conmutacién ¢ y G, se mos-
trard que el tiempo que la trayectoria tarda en llegar desde un estado inicial al origen usando la
secuencia descrita por el Criterio 1, 6, es mas corto que el tiempo que la trayectoria tarda en
llegar desde el mismo estado inicial hacia el origen usando la secuencia de conmutacion descrita
por la ley de conmutacién dependiente del tiempo. Esto serd descrito en el siguiente lema

Lema 3 Sean |y;| los tiempos de permanencia dados por la secuencia de conmuta-
cion dependiente del tiempo (3.4), y |Yi| los tiempos de permanencia dados por la
secuencia de conmutacion dependiente del estado (3.8), entonces
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Z|vz!+ Z |%|<Z|v, (3.9)

i=k+1

k J

Demostracion

Por un lado si y; = 0, por igualdad de coeficientes se tiene que y; = ¥;, para i # k, de donde
se sigue que Zf;ll Vil + X ) Wil = M, || Por otro lado, si Y, < 0, se tienen dos expresiones
distintas para un estado inicial, x

M k=1 M
x=Y Yici=Y Yici+ Y, Yici
i=1 i=1

i=k+1

Re escribiendo esta expresion como

M k—1 M
X = Z Vil (—ci) = Z Vil (—ci) + Z ¥il(—ci). (3.10)
i=1 i=1

i=k+1

En vista del corolario 2, [9], se puede ver que el k-ésimo término, |Yx|(—ci), puede ser escrito de
la siguiente forma |y |(—ck) = Zl | PiCi —l—Z?ikH pici, donde p; > 0. Usando la parte central de
(3.10), x puede ser escrita como:

k—1 M k—1 M
x=Y [l(=c)+ Y, l(—ci +szcz+ Z pici= Y ([Yil=p)(=c)+ Y, (Ivil—pi)(—ci)
i=1 i=k+1 i=k+1 i=1 i=k+1

Ahora, comparando los coeficientes del lado derecho de esta dltima expresion con los coefi-
cientes del lado derecho de (3.10), se tiene que |y;| — p; = |¥i|, de donde |y;| — |Vi| = pi. Lue-
g0 como p; /| > |¥i|, note que este ultimo hecho se cumple para todo i = 1, - M, ex-
cepto para k, por consiguiente se cumple la siguiente desigualdad, ):1 k L1Vl + ):1 - +1 Y| <

M il + XM Y], Ademés, dado que se cumple que ¥, | |y, M il < XM lvil, se
s1gue lo que deseamos.

O

Ahora estamos preparados para garantizar que la secuencia generada por los tiempos de per-
manencia |Y;| dados por el Criterio 1, garantiza el confinamiento de las trayectorias del sistema
conmutado integrador (3.1) en la bola B0, €], como se describe en el siguiente Teorema.
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Teorema 3 La ley de conmutacion dependiente del estado, descrita por el Crite-
rio 1, estabiliza €-prdctica global asintoticamente el sistema conmutado integrador

(3.1).

k J

Demostracion
Empleando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (3.5) y el hecho de que (¥, BIZ)I/ 2<%
como vimos en la Observacion 18, por el Lema 3 se obtiene que

k-1 M M M |2 M| /2 12 /9, 1/2 M [ 2n 1/2
Y Wil Y <Y l=Y ZMI <) (ZBIZ> (Z’Vii) <8), (Z’Lﬁi) 3.11)
i i—kr1 =1 =1 i=1| \i=1 = i=1 \U=1

Por otro lado, como vimos anteriormente, a partir de la ley de conmutacion dependiente de
los estados, descrita por el Criterio 1, se deriva la ley de conmutacion dependiente del tiempo &
descrita en (3.8). Luego, de manera similar como se ve en la Observacion 16, se tiene

j
xj=x0+ Y [Vilei j=1,--,k—1 (3.12)
i=1
Xji=Xj-1 j:k
k—1 J
Xj:X0+Z"\Yi|Ci—|— Z |’\Yl'|cl' ]:k+177M
i=1 i=k+1
s 0

Observacion 19 Note que es posible acotar la trayectoria de sistema en el intervalo
de tiempo [ty,tyr), por p donde p = max{||xo||, ||x1]l,-- -,

- J

De la observacion anterior los siguientes caso son posibles:
Caso 1 (u= ||xol|), el cual implica que

() [} < [|xoll
Caso 2 (u= |[x1]|) , el cual implica que

(@)1 < [lxoll + [V llenl]
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Figura 3.5: Una cota para x(¢) en el intervalo [fy, ), en dimension 2.

Caso n+1 (u = ||x,||), el cual implica que

k—1 n
()] < llxoll + Y., Willleill + Y. Willleill
i=1 i=k+1

Note que la cota en el caso n+ 1 es mas grande que la cota en todos los casos anteriores, por

consiguiente para t € [fo,ty) se tiene que

k—1 n
(@)l < lloll + Y., Willleill + Y. Fillleill

i=1 i=k+1
k=1 M

< ol + Y Fllledll + X Willledl
i=1 i=k+1

k—1 M
< |lxoll + maxi<i<mllcill | Y, Fil+ Y, %]
i=1 i=k+1

Sea x¢ € B[0, 9], definiendo

=1

M 2n 1/2
G 2 ; (Z xi,) ,

de (3.11) se tiene que
[x(@) | <8 (1 + (maxi<i<m|lcil]) G1).-

Por lo tanto, si
G £ 1+ (maxi<i<m||cil]) G1,

se puede definir § = §. De este modo se cumple que, ||x(¢)|| < e para 0 <7 <1y.
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posible garantizar el confinamiento para todo t > 0.

Observacion 20 Como se establecio anteriormente , la Ley de conmutacion 2 des-
crita por el Criterio 1, produce los tiempos de permanencia |Y;| mds cortos que
conducen cualquier condicion inicial hacia el origen. Sin embargo, una vez que
se llega al origen la posibilidad del comportamiento Zenon surge. Para evitar es-
te fenomeno, se mantiene activo el subsistema anterior hasta que las trayectorias
intercepten la frontera de la bola B|0,d]; cuando esto suceda, el Criterio I se pue-
de aplicar otra vez para dirigir nuevamente el sistema al origen, de esta forma es

Finalmente, si la condicion inicial xo € R", de acuerdo a como esta descrita la ley de conmu-
tacion dependiente de los estados, la trayectoria alcanza el origen después de M iteraciones. De
aqui que a partir del tiempo T = ):?il Vi, las trayectorias permaneceran en la bola cerrada de

radio €, de esta manera se garantiza la estabilidad €-practica global asintética del sistema.

0J
Ejemplo 2. Considere el sistema conmutado (3.1) donde x € R?, con c; = [2,1]T, ¢; = [-2,3],
c3 = [—1,-2]T. Si se escoge € = 1, entonces & = £/G donde:
G =1+ méx ([|c;[|)G1, (3.14)
1<i<m
M [ 2n 12
G2y [ YA (3.15)
i=1 \I=1
y
M
o=y Mci. (3.16)

Il
—

1

En dimensién dos, n =2y M = 3, por tanto existen cuatro é; dados por é, = [1,0]T, & = [0,1]7,

&3 =[—1,0T, 4 =[0,—1]7 por lo que resolviendo (3.16) se tiene que:
2]
é1==c1+=c
1= 361+ 363
.
ér=-c1+—c
2= g0t 0
53:2/762—{—3/7
12
é4=zc1+ 30
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de aqui,
Mi1=2/3, M2=0, A3=1/3,
7u271 =1/4, 7u272 =1/4, 7»273 =0,
M1=0, A32=2/7, A33=3/7,
Mi1=1/3, M2=0, A3=2/3,

lo que implica que G| = \/(%)2 + (;lt)z + (%)2—#— \/(}1)2 + (%)24— \/(%)2 + (%)2 + (%)2: 2.0256,
por consiguiente G = 1 +max;<j<y(||ci||)G1 = 8.3034, de donde se sigue que & = &JW =
0.1204. El resultado de aplicar la Ley de conmutacion 2, se muestra en la Figura 3.6 donde se
puede observar como las trayectorias son confinadas en una bola de tamario € ,(la Figura 3.7,
describe la serial de conmutacion descrita por la Ley de conmutacion 2.

0 0.5 1 1.5 2

Figura 3.6: Trayectorias de x| y x> del Ejemplo 2.

i I ]
0 0.5 1 1.5 2

Figura 3.7: Sefial de conmutacién en el Ejemplo 2.
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3.3. Resumen del Capitulo

En este capitulo se presentaron dos leyes de conmutacion, la Ley de conmutaciéon 1 depen-
diente del tiempo, y la Ley de conmutacion 2 dependiente del estado, dichas leyes serdn emplea-
das en el capitulo siguiente para proponer leyes de conmutacion dependientes del tiempo y del
estado en el caso incierto.
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Capitulo 4

Estabilizacion e-Practica para Sistemas
Conmutados Integrador Inciertos

En este capitulo se deriva una ley de conmutacion para un sistema conmutado integrador
incierto con conmutacion dependiente del tiempo, en este caso se se proponen condiciones
suficientes para garantizar que un sistema conmutado integrador incierto sea €-practica global
asintOticamente estable y se obtienen explicitamente regiones de confinamiento. Ademas se pro-
pone una ley de conmutacién dependiente del estado que evita castafieo. Con este fin considere
el sistema conmutado integrador incierto descrito por

X=c;+Ac iEI:{l,"',M} “4.1)

donde c¢;, Ac; € R" ,i € I, son vectores con coordenadas constantes, que cumplen con que

H.1 Ac; #0,
H.2 ¢;#0y
H.3 ||AC,'||1 S &,‘.

Observacion 21 Dado que todas las normas definidas en un espacio vectorial de
dimension finita son equivalentes, la convergencia de sucesiones de vectores en es-
pacios de dimension finita es independiente de la norma elegida. A partir de este
capitulo empleamos la norma 1. Sin embargo, para evitar una notacion pesada en
lo sucesivo, no escribiremos el subindice 1.

Los vectores ¢; constituyen la parte del sistema que se conoce, seran llamados en lo sucesivo
vectores nominales; mientras que los vectores Ac; representan la incertidumbre (i.e. los vectores
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Ac; son desconocidos ), debido a lo anterior el sistema (4.1) se le llama sistema real o sistema
incierto. Los rubros H.1 a H.3 constituyen las principales hipdtesis que nos ayudarédn a resolver
el problema de estabilidad practica de (4.1). H.1 es necesario para establecer que el problema de
estabilidad no es trivial (i.e. es el caso donde no existe incertidumbre). H.2 es una condicién ne-
cesaria para la estabilizabilidad practica del sistema nominal (3.1) vea [9]. Finalmente, la tercera
nos dice que la norma de la incertidumbre estéd acotada.

( 0

Formulacion del problema

Sean las hipotesis H.1-H.3 y sea el sistema nominal (3.1) €-prdctica global asintoti-
camente estabilizable, encuentre las condiciones de existencia de una ley de conmu-
tacion tal que el sistema incierto (4.1) sea €-prdctica global asintoticamente estable.

- J

Observe que conforme lo visto en el Capitulo 3, una condicion necesaria y suficiente para
estabilizar al sistema (4.1) seria que cada conjunto de n vectores de c; + Ac; sea linealmente in-
dependiente. Sin embargo, esta condicion no es verificable por la existencia de la incertidumbre
y aun mas, no es posible calcular los tiempos de permanencia en cada subsistema debido preci-
samente a que éstos son inciertos.

Una posible solucién al problema formulado anteriormente, es usar al sistema nominal como
el generador de las secuencias de conmutacién. Sin embargo, mientras que el sistema nominal si
puede llegar al origen, el sistema real (4.1) no necesariamente (una vez mds debido a la existencia
de la incertidumbre). En este punto dos preguntas son relevantes; luego de usar los tiempos de
permanencia del sistema nominal en el sistema real (4.1) ;a donde se llega?, ;es posible todavia
llegar al origen? en otras palabras ;es posible usar una conmutacién basada en los tiempos de
permanencia del sistema nominal para estabilizar practica global asintéticamente el sistema in-
cierto? En lo siguiente se responderdn estas preguntas y para ello comenzaremos con el siguiente
teorema, que nos dice que la secuencia basada en tiempos del nominal genera un sucesion de-
creciente y tendiente hacia el origen en el sistema real. Para mostrar esto haremos uso de los
siguientes resultados.

Observacion 22 Si el sistema nominal tiene M subsistemas, donde M > n+ 1, en-
tonces hay n—+ 1 vectores donde cada conjunto de n vectores son linealmente inde-
pendientes (vea Corolario 2).

Sea cualquier xo € R", debido al Lema 2, xo € Ci para algin k, 1 <k <n-+1,
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por consiguiente
k—1 n+1
xo= Y Yici+ Y, Yici Y <0
i=1 i=k+1
donde i, = 0.
. J
( N

Observacion 23 El equilibrio x, = 0 del sistema lineal discreto
x(l4+1) =Fx(1) [>0

es global uniforme asintoticamente estable si'y solo si la matriz F es Schur estable,
es decir, todos los eigenvalores de F estdn dentro del circulo unitario. (Vea Teorema
7.5.5, pdgina 288 de [25] )

4.1. Conmutacion dependiente del tiempo en el caso
incierto

Teorema 4 Asuma que el sistema nominal (3.1) es €-prdctica global asintéticamen-
te estabilizable y sea

1
A ) 4.2

donde A; = [ €l -+ Ck—1 Ck+1 ** CM } entonces existe una ley de conmu-
tacion dependiente del tiempo obtenida a partir del sistema nominal (3.1)tal que el
sistema incierto (4.1) es €-prdctica global asintoticamente estable.

k J

Demostracion. Primero construimos la siguiente ley de conmutacién basada en los tiempos
de permanencia del sistema nominal, de la siguiente manera.
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Ley de conmutacion 3 (Ley de conmutacion dependiente del tiempo para el
sistema incierto calculada usando el sistema nominal)

Paso 1 Se inicia con t, =ty y x, = xo.

Paso 2 En vista de la Observacion 22, se resuelve la siguiente ecuacion:

k—1 M
Xr= ) Yici+ Y, Yici Yi <0
i=1 i=k+1

Observe que la existencia de los y; < 0 estd garantizada por la propiedad de
estabilizabilidad prdctica del sistema nominal. Avin mds si se usan los || i =
l,---,k—1,k+1,--- ;M como tiempos de permanencia del sistema nominal
en él mismo, es claro que se llegaria al origen. Por otro lado, si se usan estos
en el sistema real o incierto (4.1) se obtiene lo siguiente:

Denotando x; = x(t;)

Xy = XQ+(t1—to)(Cl+A01):Xr—l—|'Yl|(Cl—|—Acl)
x2 = x1+(—t)(cat+Ac2) =x+y1](c1 +Act) + [12](c2 + Ac2)

k—1

Xy = xr—l—z 17| (¢i + Aci)
i=1

k—1 M
xu = %+ Y il(ci+Ac)+ Y, Vil (ci+Aci)
i=1 i—=k+1

De lo anterior es posible ver que

k—1 M
xu=Y IilAci+ Y, [vilAci (4.3)
i=1 i=k+1

Paso 3 Se define t, =ty y x, = xp1 y se repiten los pasos 2-3

Usando el procedimiento anterior es posible generar una sucesion de estados de reinicio dados
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por:

X0, XM X2M >, X3M 5" **

Vxo € R".
p
Observacion 24 Note que si xo € Cy,
k—1 M
X0 = Y via+ Y, v Y <0
=1 I=k+1
o T
— Ak Yk—1
Ve+1
L Y™
donde Ay = c1 Ck-1 Ckil '+ Cn ] Denote W =
[’Yl,...,’Yk,I,’YkJrl...,’YM] , entonces se tiene que
T = A, xo. (4.4)
Por otro lado en vista de (4.3)
k—1 M
xy = Y, ilAci+ Y, [vilAc
i=1 i=k+1
[ Inl ]
= [ Acq Acg—1 Ackyq Acy ] Vi1 , Vil = —vi
Ve+1
L |vml
F o T
_ Yie—1
= [—AC1 —Ack_l —ACk_H —ACM]
Yie+1
'\l[w J
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Sea ABj, = [ —Acy -+ —Ack—1 —Acky1 - —Acy ] se tiene que

xp = ABY.

Luego, por (4.4),
Xy = ABkAlzle.

Reiniciado el procedimiento de la Ley de conmutacion 3 en el Paso 2, si xp € Cj,
J # k, ahora resolvemos

j—1 M
1 1 1
AM = Z YiCi + Z Yici i <0,
i=1 i=j+1

donde 'Y; se usa para denotar los tiempos de permanencia descritos por el primer
estado de reinicio, de aqui que

T =A7x. 4.5)
y
Xom = ABjAjflxM.
En general, si los tiempos de reinicio son denotados como x(I) = xp, | =
1,2,3,---, entonces si x(1) € Cy, se tiene que
x(I+1) = ABA, 'x(1) ke{l,--- M} (4.6)
. N

Observacion 25 Note que si los puntos de la sucesion transcurren en un mismo
cono Cy entonces de la Observacion 17 es suficiente con asegurar que Ay = ABkA,;1
es Schur estable para probar la atractividad global. Sin embargo, no es el tinico
caso ya que en lo general podemos terminar en un cono diferente.

- J

Con el fin de garantizar que el sistema (4.6) es global asintéticamente estable primero nos
aseguraremos que las matrices ABkA,:1 son Schur estables.
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AB|| = méx {||Ac; 1, .M
a8 = max {laci) ke {1, M)
Ademds, como ||Ac¢;|| <&;

|ABi|| < mix {&;} Vke{l,-- M}

1<i<m

Luego por la hipétesis (4.2), tenemos que max;<;<p{&;} < minj<;<p { ﬁ }, por consiguiente
k

_— Vke{l,--- M},
es decir,

|ABy |4 ] < 1. (4.7)

Mas atin, el radio espectral de una matriz estd acotado por su norma (vea [26], pagina 18) por
consiguiente, si ki(ABkAljl ),i=1,--- k—1,k+1,--- M denotan los valores propios de ABkA,:1

‘ _ -1 -1
12%)](”{|7\'1(ABI<A1< I < |ABA, .

Finalmente, como la norma de un producto de matrices siempre esta acotada por el producto de
sus normas, se tiene que
~1 ~1
[ABLA || < [|AB[[|A; ],

de aqui que
. , -1 ~1
mix {A(ABAL ]} < a8 47
Por consiguiente, de (4.7) se sigue que

ix {IM(ABAT DY < 1.
lrgnl.%{l (AB A )|}

Luego entonces, las matrices ABkAk_1 son Schur estables.

Con el fin de probar la estabilidad asintdtica de (4.6), considere la siguiente funcién definida
positiva V (x;) = x] x;.

En lo siguiente se mostraré que si en cualesquiera tiempos consecutivos discretos se satisface
V(Ii+1)=V(l)<O.

donde V(I+1) =V(x;11) y V(1) = V(x;) entonces (4.6) es asintiticamente estable, para ello
considere lo siguiente:
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V(I+1) V() =x] 1 x51 —x] x.

Luego por el mapa (4.6), se tiene que

V{+1) V(1) =] AT Ky — 5,

donde A; = ABkAk_l. Ya que x”x = ||x||? (Vea [27], pag. 15), observe que

Por consiguiente

XITAI{A](XI = HAkleZ
< ARl
V(I+1)= V(1) < (JA]]> = 1) 112 (4.8)

Ademis de (4.7) se puede concluir que ||A;|| < 1, de donde se sigue que

V(I+1)—-V() <O0.

Ademas, por (4.8), existe v > 0 tal que

V(I4+1)=V() < —v|x]|* (4.9)

De lo anterior se deduce que la sucesion V(I) es estrictamente decreciente y acotada in-
feriormente por cero (debido a que es una funcién positiva definida), entonces existe un

numero ¢ > 0, tal que

Por lo tanto

IN

<

limV(l) =c.

[—oo

c—c=1mV(+1)—1limV(I)
1%00 lﬁoo
lim (V(1+1) = V(1))
[—o0
~v lim [Els (Por la desigualdad (4.9))
—>00

0

Observe que como se ha acotado por arriba y por abajo por cero, de lo anterior se concluye
que 1im;_,. [|x;]|> = 0, lo que implica la estabilidad asintética del origen de (4.6).

De acuerdo a la Definicién 5 ahora debemos mostrar que existe un tiempo 7 tal que ||x(7)|| <€
Vt > T esto se conseguird de la siguiente manera. Esta claro que debido a que el origen del siste-
ma conmutado (4.6) es asint6ticamente estable, existe un tiempo 7 tal que ||x(7")|| < d. Si en este
punto se demuestra estabilidad e-préctica, se demostraria €-atractividad del origen y al mismo
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tiempo estabilidad e-practica asintética. Con esta idea en mente, considere que ||x(7)|| <3y
observe que sin pérdida de generalidad el andlisis se puede hacer asumiendo que las condiciones
iniciales se encuentran en el cono C,. 1; se pueden usar los mismos argumentos para hacer un
andlisis equivalente en los otros conos.

Primero estableceremos una cota para ||x(z)|| transcurrido el tiempo Y | |v;|. Como veremos
a continuacion, es posible establecer tal cota de la siguiente manera

@)l < [T+ Y illlei + Acill.
i=1

Observacion 26 Note que es posible acotar la trayectoria de sistema en el intervalo
de tiempo [T,T +ty,), por u donde u = max{||x(T)||, [|x1],---,||xl|}, (ver Figura
4.1).

x(T+t)

|x(1)] < max{|x(T)

X(T+4,)  te[l,T+t,)

IEEEN

Figura 4.1: Una cota para x(¢) en el intervalo [T, T +1,), en dimension 2, (Caso incierto).

De la Observacion 26, los siguientes casos son posibles:
Caso 1 (u=|[x(T)])), el cual implica que

(@) < [lx(T)]]

Caso 2 (u=|[x(T+1t)])), el cual implica que

@I < [T+ nlller + Aci
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Cason+1 (u= ||x(T +1,)|)), el cual implica que
@)l < [T+ Y illlei + Acill
i=1

Note que la cota en el caso n+ 1 es mas grande que la cota en todos los casos anteriores, por
consiguiente parat € [T,T +1,) se tiene que

(@I < ()] + ) llei +Acill i
i=1

Recuerde que x(T') € B|0, 9],

()] <8+ ) llei +Acill [
j=1

1=

n
< ) . , .
<6+ lrglagxn(ﬂc, + Aci|) iZ—l d

n
- e , .
<8+ mix (leif| + I\Aczl\); il

n
<d 4 . . ;
<8 i (il +8) Y

Observe que, de las desigualdades en (3.11), se tiene que Y7, |v;| < 8G1, por consiguiente

)1 <8 (14 mix (e + 561 )

Luego definiendo G = 1+ maxi<;<,(||c;|| +&;).G1, para 8 = £/G, ||x(t)|| < € para todo ¢ €
[T,T +1,).

Hasta aqui se ha garantizado el confinamiento en la bola de tamafo € para el primer ciclo
de conmutacion luego de haber entrado a la bola de tamano §. Aplicando nuevamente y de
manera indefinida la ley de conmutacion 3 , se puede garantizar que ||x(¢)|| < € V¢ > T. Observe
que cada vez que se repite el proceso, se encuentra un sélo & descrito de la siguiente manera:
d==¢/(14+max;<;<py(||cil]| +&i).G1), (vea la siguiente observacion).
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Observacién 27 Note que Gy solo depende de A ;, ver (3.13), los cuales se derivan
de las expresiones de é;, | = 1,---2M, en (3.6). Mds aiin, los é; no varian, lo que
hace que los A ; tampoco varien. De aqui que 8 se puede usar para garantizar que
||lx(2)|| <€ paravt>T.

. J
Ejemplo 3. Considere el sistema conmutado (4.1) donde x € R, con ¢ = 2, I]T, c=[-2, 3]T,
c3 = [—1,-2]T. Primero verificaremos que las cotas de las incertidumbres satisfagan la condi-

cion del Teorema 4, esto es

1
ma < min { —— > =1,
1gk§)§w(§k> 1§k1§M{ ||A,;1|| }

de aqui que se puede considerar que & = 0.98, i = 1,---,3. Algunos casos de incertidumbre
que satisfacen ||Ac;|| < 0.98 son por ejemplo Acy = —[0.5,0]7, Ac; = —[0,—0.5]T y Acz =
—[0.5,0]7. Si se escoge € = 1, entonces 8 = €/G donde:
G=1+ lfgnigiw(HCiH +&i)Gr, (4.10)
M 2n 1/2
G2y (Y @.11)
i=1 \/=1
y
M
i=1
En dimensién dos, n =2y M = 3, por tanto existen cuatro é; dados por &, = [1,0]T, & = [0,1]7,
&3 =[—1,0T, 4 =[0,—1]T por lo que resolviendo (4.12) se tiene que:
2
€1 = §C1 + §C3
11
&= et g0
é3 :2/762+3/7
R 1
€4 = §Cl + 503
de aqui

Mi1=2/3, Mp=0, Ai3=1/3,
Mi=1/4, Mo=1/4, A3=0,

7\.3’1 =0, )\.3’222/7, )\.3’3 23/7,
Mi1=1/3, M2=0, A3=2/3,
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lo que implica que G| = \/(%)2+ (%)2 + (%)Z—F \/(}1)2 + (%)2+ \/(%)2 + (%)2 + (%)2: 2.0256,
por consiguiente G = 14+maxi<;<p(||ci|| +&))G1 = 10.2886, de donde se sigue que & = m =
0.0972. El resultado de aplicar la Ley de conmutacion 3, se muestra en la Figura 4.2 donde se
puede observar como el origen es €-atractivo y €-prdctica global asintoticamente estable (La
sefial de conmutacion descrita por la Ley de conmutacion 3 se puede observar en la Figura 4.3).

x(t)

Figura 4.2: Evolucién del sistema conmutado en el Ejemplo 3. Observe que los tiempos de con-
mutacién tienden a cero conforme el tiempo avanza

2.5F

i(t)
N

1.5

Figura 4.3: Seifial de conmutacién en el Ejemplo 3. Aqui se puede observar como se presenta el
fendmeno llamado castafieo.
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Observacion 28 Del ejemplo anterior es posible observar que cerca del origen la
estrategia de conmutacion anterior tiene castafnieo, por lo que es necesario cambiar
la ley de conmutacion para que las trayectorias estén, por ejemplo, en una vecindad
del origen de tamario €. Con esta idea en mente se propone la alternancia entre dos
leyes.

Ley de conmutacion 4 Se usa la Ley de conmutacion 3 'y una vez que se llegue a
la bola de tamario 8 se continuard por el mismo subsistema hasta que la trayectoria
salga de ésta. Hecho esto, se vuelve a aplicar la Ley de conmutacion 3 para caer
nuevamente dentro de la bola de tamario O y asi sucesivamente. Lo anterior no
cambia las propiedades de estabilidad de (4.1).

Ejemplo 4 Considere el sistema (4.1) donde

-1 0 0
Cc] = 1 s Cc) = 1 N Cc3 = —1 N C4 = 0
1 0 1 -1

y donde & = 0.18, & = 0.2, &3 = 0.15 y &4 = 0.19 satisfacen la hipdtesis del Teorema 4,
es decir, max)<j<a{&;} < 0.25. Algunos casos de incertidumbres acotadas por las cotas fija-
das anteriormente son por ejemplo Acy = ( —0.1 0.1 —0.05)7, Aco =(0 0 —0.2)7,
Acs=( —0.1 —0.1 0) yAcs=( —0.1 0 —0.15)7. Siseescogee =1, entonces$=¢/G
donde:

G =1+ mix (||c;||)G1, (4.13)
1<i<M
m 1/2
G & Y A (4.14)
i=1 \U=1
y
M
o=y Mci. (4.15)
i=1

En dimension tres n =3 y M = 4, por tanto existen seis ¢, dados por é; = [1,0,0]T, &, =1[0,1,0]7,
¢3=100,0,1]7, &4 =[~1,0,0]", é5 =[0,—1,0]7, é6 = [0,0,—1]" por lo que usando (4.15) se tiene
que:

él=c1+c3+2cy
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AR SR SR
é) = 2C1 202 26‘4
1 1 2

é3 = 3€1 + 32 + 363

éys=cr+c3+cey
és=c3+cy
éo=cu

de aqui,
Mi=1,  M2=0, M3=1, Ag4=2,
Mi=1/2, Mpo=1/2, M3=0, Ia=1/2,
Mi=1/3, hp=1/3, A33=2/3, A34=0,
A1=0, Mo=1 M3=1 Mg=1,
As1=0, Asp=0, Asz=1, Asyq=1,
A1=0, R2=0, QAe3=0, Agsa=1,

fo que implica que Gy =/ (3)"+ (§)"+ (5)+ /(1) + (4)7+ (5)+ /() + (4 + (3)+

VO +(2) + (1) = 6.8818. Por otro lado G = 1 +mixy <icp([leil] +&) = 14.1584, lo que

implica que 8 = m = Seaxo= (1 1 1), en(Fig. 4.4), se puede observar que las tra-
yectorias permanecen confinadas en la bola B|0,¢€] y sin castaiieo bajo la sefial de conmutacion
descrita por la ley de conmutacion 4 (vea Fig. 4.5).

Figura 4.4: Evolucién en el tiempo x para el Ejemplo 4.
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Figura 4.5: Sefial de conmutacion, descrita por la Ley de conmutacion 4 para el Ejemplo 4.

4.2. Conmutacion dependiente del estado en el caso incierto

En el Capitulo 3 se ha mostrado como una ley de conmutacién dependiente de los estados
puede estabilizar prictica y asintéticamente el origen del sistema conmutado integrado cuando
no hay incertidumbre. Sin embargo, para proponer una ley de conmutacién dependiente de los
estados en sistemas conmutados inciertos es necesario mostrar que cualquier condicidn inicial
puede ser expresada como una combinacion cénica de los vectores —(cj +Acy), —(c2+Ac2) -+ - —
(ck—1+Ack—1), —(Ck41+Acks1) -+ — (cpt1+Acyt1). Un primer hecho que es importante hacer
notar, es que en presencia de incertidumbre, los conos en el sistema incierto son desconocidos,
es decir, las superficies de conmutacion descritas por las fronteras de los conos son inciertas, por
consiguiente no es posible usar directamente la estrategia de conmutacién como en el Criterio
1. Una primera idea para resolver el problema es utilizar la particion del sistema nominal en
el sistema incierto; sin embargo, se puede ver que si se utiliza el sistema nominal para definir
la particién puede ocurrir castafieo. El castaiieo sucede cuando las trayectorias del sistema real
alcanzan las fronteras de los conos nominales, detonando una conmutacién y modificando el
comportamiento del sistema real de tal manera que las trayectorias regresan repetidamente a esa
frontera. Esto se verda mds claro en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5 Considere el sistema conmutado descrito en el Ejemplo 3. El resultado de usar la
particion del nominal y la Ley de conmutacion 2 descrita por el Criterio 1 se muestra en la parte
superior de la Figura 4.6 para condiciones iniciales en cada cono Cy. Sin embargo, si se hace un
acercamiento del rectdangulo mostrado en la figura de arriba (vea la parte de abajo de la Figura
4.6), se puede ver que el sistema evoluciona indefinidamente en los modos consecutivos 2 y 3,
haciendo que la trayectoria del sistema incierto que inicia en xo = [1,1]7 se deslice a lo largo
de la frontera descrita por el vector c3. La Figura 4.7 describe la sefial de conmutacion descrita
por la Ley de Conmutacion 2, usando el Criterio 1, ésta muestra el fenomeno de conmutacion
rdpida entre los modos 2 y 3.
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1.16

1.14

1.12

1.08

1.06

1.04

Figura 4.6: Trayectorias del sistema para el sistema incierto del Ejemplo 5 usando la particién
nominal. Los conos descritos por los vectores discontinuos y continuos representan la particién
incierta y la nominal respectivamente. Observe que las trayectorias tocan la frontera de un cono
repetidamente.

54



i(t)

Figura 4.7: Sefial de conmutacién del Ejemplo 5 usando la particién nominal. Observe que ocurre
una conmutacion rapida , entre los modos 2 y 3.

Observacion 29 Analizando el ejemplo anterior, se puede observar que la ley de
conmutacion define una y solo una direccion en la que las trayectorias se acercan
a la frontera del cono (i.e. en sentido contrario a las manecillas del reloj). Cuando
las superficies de conmutacion descritas por la particion nominal estdn a la izquier-
da del vector incierto, las trayectorias no pueden regresarse, por lo que no ocurre
el castarieo (ver Figura 4.8 (a)). Sin embargo, cuando las superficies de conmu-
tacion descritas por la particion nominal estdn a la derecha del vector incierto,
las trayectorias pueden regresarse lo que produce el castarieo (ver Figura 4.8 (b)).
Lo anterior sugiere que para evitar el castarieo, las superficies de conmutacion se
deben encontrar a la izquierda de los vectores inciertos, con este fin se describen
nuevos vectores ci,i = 1,--- ;M dados por una rotacion de los vectores nominales
en sentido contrario a las manecillas del reloj (ver Figura 4.8 (c)).
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(c)

Figura 4.8: Una nueva particion.

Con el fin de evitar esta conmutacion rapida, se define una nueva particion del espacio de
estados en conos Cj generados por los vectores —¢1,---,—Cnt1. En las siguientes subseccio-
nes (Subsecs. 4.2.2 y 4.2.2) definimos los vectores —¢; que generan una particion que evita la
conmutacion rapida. La idea detras de la definicion de estos vectores es la siguiente: Si la cota
superior de la norma de la incertidumbre es interpretada como un dngulo @ y se utiliza este &ngu-
lo para rotar los vectores nominales c;, entonces es posible proponer una ley de conmutacién
dependiente del estado que evite que el sistema conmute de manera rapida y se deslice a lo largo
de las fronteras de los conos. Con las definiciones de conos de las proximas subsecciones, la ley
de conmutacidn que se propone es la siguiente manera:

Ley de conmutacion 5 (Ley de conmutacion dependiente de estado)

Sea Cy el cono generado por todos los vectores excepto el k-ésimo vector, es decir, el
cono generado por los vectores —C1,- -+ ,—Ck—1, —Ck+1,"** ,—Cn+1 definido como:
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={xeR" : x :7_\,1(—51) SO0 +7_‘k—1(_5k—1)
+ Myt (<Ch1) + -+ Ang1 (—Cat), Ai 2 0}

Criterio 2

€ Cy, se activa el subsistema k+ 1, 1<k<n.
E C,,+1, se activa el subsistema 1.
€ CxNCr+1, se activa el subsistema k+ 1, 1<k<n

t

[
4]
=

~— N  ~—

€ C,,+1 ﬂC 1, Se activa el subsistema 1.

. J

A continuacion se encuentran los conos Cy definidos por los vectores nominales ¢ en dimen-
sién 2y 3.

4.2.1. ciparan=2

Figura 4.9: Diagrama esquematico de los vectores que definen la particion en el criterio 2. La
cota superior incierta es usada para definir el 4ngulo de rotacién @ del vector nominal —c; para
generar —c; parai=1,--- ,n+1.

Para obtener los vectores c; del Criterio 2, interpretemos la cota de la incertidumbre &; como

un 4ngulo. Con este fin definimos @; = arcseny=cy & Ty e= 2 méx;{@;}, entonces podemos usar

este dngulo para rotar el vector —¢; con el fin de obtener —c; (ver Figura 4.9). Observe que
de acuerdo al Criterio 2, en este caso las trayectorias del sistema conmutado giran siempre en
sentido contrario a las manecillas del reloj. Con esta observacion en mente, ahora es claro que
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para evitar la zona de incertidumbre completamente, tenemos que rotar el vector nominal ¢; en
sentido contrario a las manecillas del reloj.

e= ( cosQ —sen@ ) (—e)

sen®  cosQ

de este modo los vectores —c; definen una particiéon nueva. Puesto que cada vector es rotado un
angulo descrito por la maxima cota de la incertidumbre en este caso el castafieo o conmutacion
répida serd evitado a lo largo de las fronteras de los conos.

4.2.2. ciparan=3

En R3, también podemos definir una particién nueva desarrollando rotaciones consecutivas
en R3. Observe que al igual que en el caso de n = 2, en n = 3, el Criterio 2 define las trayectorias
del sistema conmutado en un sentido fijo. En este caso, si se conceptualiza una esfera como
generada por un radio con un giro doble (un primer giro de 360 grados y un segundo de 180),
se necesitarian dos giros consecutivos de los vectores c¢; para poder evitar la zona donde existe
incertidumbre. El primer giro es exactamente el definido en n = 2, mientras que el segundo lo
determina la direccién del negativo del otro vector que genera cada cono (recuerde que en n = 3
cada cono estd formado por 3 vectores).

Para establecer formalmente tales rotaciones, definimos una base ortonormal para cada su-
perficie de conmutacion descrita por el Criterio 1, dada por:

(=)t (=)  —c3(—cq) _ YaXa
Xa = yYa = = yZa = TT<
[(—c3) + (—ca)|l | —c3(—c4q)| [ Vaxall
(=) +(~c) _ —ci(—ca) WX
Xp = yYb = PN 3 <b = 7T~
[(—=c1) + (—ca)|l | —C1(—c4)| [ ypxp ||
4.16)
 (me)+ (=)  —a(=e) o Yexe
Xe = yYe = = 3 Le = T =<
| (—c1) + (—c2) || | —c1(—c2)] [ yaxe||
()t (=)  —af-c) _ YaXxq
xd - 7yd - -~ 7Zd - ~
| (—c2) + (—c3) || | —c2(—c3)]| | yaxall

donde p se usa para denotar la matriz anti-simétrica generada por el vector p! = [py, p2, p3], de
este modo p x ¢ = p(q). Note que la coordenada x;, 1 € {a,b,c,d} es dada por la suma de los
vectores que generan el plano que serd rotado, y, es ortogonal a tal plano y z; es ortogonal a x; y
w (ver Figura 4.10).

A A 2 . . .
Sean @; = arcsenH_é—é“ y ¢ = méax;{@;} definidos como se hizo anteriormente. Ahora, se
1

propone desarrollar la rotacion a través del eje z; como sigue:
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’
rayectoria  __ 03

Figura 4.10: Base ortonormal definida en (4.16) cuando 1 = a.

cos@ —sen® O
R, =1 sen@ cose O 4.17)
0 0 1

En este punto es importante notar que, cuando no hay incertidumbre, si x(0) € Cj, entonces el
sistema se desenvuelve en el Modo 2 hasta que alcanza el plano generado por —c3 y —c4 para
pasar al cono C,. Sin embargo, considerando incertidumbre, las trayectorias del sistema pueden
entrar y salir a través de cualquiera de las tres caras del cono. Para evitar esto, se propone una
nueva particién dada por una doble rotacién como de describe a continuacion:

—¢1 = A 'R AAL R, Ap(—c

(—c1)
e =A;'R,AdA; 'R Ac(—c2)
23 =A; 'R, AdAy 'R Au(—c3)
—es = A, 'R, ApA, 'Ry Au(—ca)

donde A, = [x; y, zi] describe la trasformacién de coordenadas correspondiente.
De este modo, puesto que la incertidumbre es acotada, no importa donde estén las condi-
ciones iniciales en el nuevo cono, la trayectoria saldrd a través de una sola cara evitando la

posibilidad de que el chattering ocurra. Note que la generalizacion de la rotacidn puede ser desa-
rrollada convenientemente definiendo la matriz de rotacion (4.17) y bases ortonormales.

Ejemplo 6 Considere el sistema (4.1) con

2 1
ci=|01], eo=| 3],
0 0



1 -2
c3=12 1], cu=| —-25
4 -2

y considere que las cotas de las incertidumbres estdn dadas por & = 0.2, §; = 0.32, &3 = 0.46,
€4 = 0.38, de aqui que @ = 0.1043, el cual nos permite definir una nueva particién dada por

—1.9946 ~1.2516
&= 00054 |, —&=| —2.8919 |,
—0.1428 —0.2655

~1.5858 2.0245
e = —1.6432 |, —&=| 22545
~3.9731 2.2514

A partir de este momento podemos usar el Criterio 2 para estabilizar el sistema. Observe que
debido a la presencia de incertidumbre y en contraste con el caso donde se conoce exactamente
el modelo, el sistema no presenta castaiieo alrededor del origen, la razon es precisamente la
presencia de incertidumbre.

La evolucion del sistema se muestra en la figura 4.11 donde se puede ver que las trayecto-
rias se contraen al origen y permanecen al rededor de la vecindad de tamario € (La sefial de
conmutacion descrita por el Criterio 2 se puede observar en la Figura 4.12).

20 : : :
20, 5 10 15 20
20 : : :
RN 0,/\/\W
205 5 10 15 20
20 : : :
=" or
20, 5 10 15 20
t

Figura 4.11: Evolucién del Sistema 4.1 para parametros en el Ejemplo 6, usando el Criterio 2.
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Figura 4.12: Sefial de conmutacion en el Ejemplo 6

4.3. Resumen del Capitulo

En este capitulo se estudio la estabilidad de una familia de leyes de conmutacién dependientes
del tiempo y se probd que el origen del sistema conmutado integrador incierto es €-prictica global
asintoticamente estable bajo estas. Ademads se propuso una ley de conmutacion dependiente del
estado en dimensidn 2 y 3 que evita el castafieo a lo largo de las superficies de conmutacion.
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Capitulo 5

Observaciones sobre la Estabilizacion de
Sistemas Conmutados Lineales y No
Lineales Inciertos

En este capitulo, se mostrard como las leyes de conmutacion obtenidas en el capitulo anterior
pueden ser usadas para confinar sistemas conmutados lineales y no lineales inciertos alrededor
del origen.

5.1. Sistemas conmutados lineales inciertos

Considere un sistema conmutado lineal incierto n-dimensional dado por los siguientes sub-

sistemas:
X =Aix+b;+AAjx+ Ab;, (5.1

donde AA;,A; € R™", b;,Ab; € R", b; £ 0, Ab; 0 y HAbiH < E_,,‘.

Considere que el tiempo se divide en intervalos [Ty, Tiy1), donde T = fxy y Tpr1 = Hkr1)M-
Esta claro que debido a que el término A;x + AA;x es proporcional a x, existe una vecindad sufi-
ciente pequeia alrededor del origen tal que este término puede ser despreciable en comparacién
al término b; + Ab;. La pregunta que surge en este momento es ;de qué tamafio es esa vecindad?
(bajo qué condiciones esa vecindad es de tamafio €? En las siguientes lineas se intentara respon-
der estas preguntas. Con este fin, considere ademads los sistemas auxiliares siguientes:

Xq = b+ Ab; 5.2)

con condicion inicial x,(Tx) = x(7x) bajo la misma secuencia de x(¢) y :

Xp = Aixp + AAjxy, (5.3)

con condicion inicial x;(Tx) = 0 bajo la misma secuencia de x(t).
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Teorema 5 Asuma que el sistema nominal
X, = b; (5.4)

es e-prdctica global asintoticamente estabilizable y que se cumple

1
A ) 5.5
donde By = [ by -~ br_1 bryr - by ],y
max {||A; + AA;||}G1E < 1 (5.6)
1<i<Mm

para algiin € donde Gy estd dada por (3.13), entonces el sistema incierto (5.1) puede
ser confinado dentro de una vecindad suficientemente pequeria del origen usando la
Ley de conmutacion 3 dependiente del tiempo.

Demostracion. Laidea que se usara en esta demostracion es la siguiente. Dado que la funcion
|Aixp +AAjxp || =~ 0 cuando ||xp || ~ 0, existe una vecindad suficientemente pequeiia alrededor del
origen tal que el sistema conmutado lineal se comporta como un conmutado integrador. En lo
siguiente se mostrara.

Por un lado, la condicién max;<x<p(&x) < ming<x<p {ﬁ }, asegura que la Ley de con-
k

mutacion 3 estabiliza al sistema conmutado integrador incierto descrito por (5.2), de esta manera,
dado € > 0 existe & > 0 tal que

xa(t)]| <€ v > 0.

Por otro lado, para cualquier ¢ € [Tg, Tg1 1),

Th+1
() 1< [ 4w + Ay
Tk

Ademds, asumiendo que x,(¢) € B[0,€|, dado que Tpy| — T = ?il 17il, de (3.11) y (3.13), se
tiene que

Ix() < max  {[|An,+AAx ||} -Z v < max {||A; + AA;||}€8G,
iel I<isM
Xp GB[O,E]
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Observe que max;<;<py{||A; + AA;||}€ ~ 0 cuando € ~ 0. Ademds, por la Condicién (5.6), se
tiene que

1
ix {||Ai+AA]|}E < —
jmax {14+ adiffe < =

por lo tanto x,(¢) < 8. De aqui se sigue que existe un €y = min{g,€} tal que ||x(r)|| < gy para
todot > 0,

( N

Observacion 30 Observe que la vecindad en la cual se pueden confinar las trayec-
torias del sistema (5.1) es de tamaiio €y = min{€,€}, donde € es el pardmetro de
diserio para el sistema nominal (5.4) y € satisface la condicion (5.6).

k J

Finalmente aplicando repetidas veces la Ley de conmutacion 3 es posible permanecer en una
vecindad del origen.

Observacion 31 Observe que la condicion (5.6) puede interpretarse de dos mane-
ras : i) restringe las matrices candidatas, A; y AA;, que pueden usarse para un €
o ii) limita los valores de € que pueden usarse. La iiltima aseveracion la podemos
observar mds claramente de la Ley de conmutacion 3, donde cuando € ~ 0 entonces
Z?il Vil = 0 lo que implica que siempre podemos encontrar un € suficientemente
pequerio que cumpla con la desigualdad (5.6).

Ejemplo Ilustrativo: Confinamiento

En esta seccion ilustramos el resultado anterior en un problema de confinamiento. Este con-
siste en confinar las trayectorias alrededor del origen en una vecindad de tamafio €, esto se lo-
grard usando la Ley de conmutacion 3.

Ejemplo 7 Considere el siguiente sistema conmutado lineal incierto (5.1) en dimension 3 don-
de by = [4,0,0]7, by = [0,-3,0]7, b3 = [0,0,-2]7, by = [-4,3,2]". Sean & = 0.7, & = 0.9,
€3 = 1.33, &4 = 1.22, éstas cotas satisfacen la hipotesis del Teorema, es decir, max<x<p(Ex) <
0.6667. De aqui que se puede considerar cualquier vector incierto Ab; donde ||Ab;|| < &;, i =
1,---,4. Sea € = 1, siguiendo el procedimiento en los ejemplos anteriores, dado que

. 1
ey = Zbl
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1 1 1
ér==b+=b3+=by

3 3 3
é3 = %bl + %bz + %b4
ey = ibz + %b3 + %bzl

és = %bz
é6 = %b:s

1/2 .
G =yM, (212217»12,,) =2.6034 y G = 1+ mix; <i<p (|| bi]| + &) = 18.19. Considerando

1 -2 0
Al =5h, Ay = 0O 1 1
-1 0 O
5 =20 00 3
-7 =2 0 00 -2
01 -02 O
AA| =0.15, AAy = 0 0.1 0.1
—-0.1 O 0
05 -02 O 0 0 03
AA3 = 0.3 0 -03 ,AA4=1 0 0.1 —-0.1
-0.7 =02 O 0 0 -02

- méX1§i§M{||f1*i+AAi)H}Gl )
tamario €y = min{€,€} = 0.1578, debemos considerar & = €y/G. En Figura 5.1. Se puede ver
que las trayectorias se contraen al origen y permanecen alrededor de este sin atravesar la bola
de tamario 0.1578. (La sefial de conmutacion descrita por la Ley de conmutacion 3, se puede
observar en la Figura 5.2).

= 0.1578, de aqui que para garantizar el confinamiento en la bola

Ejemplo ilustrativo: Confinamiento alrededor de una trayecto-
ria

En esta seccion ilustramos los resultados de este capitulo en un problema de seguimiento de
trayectorias. Este problema consiste en confinar las trayectorias del sistema alrededor de una ve-

cindad de tamafio € de la trayectoria deseada. Esta trayectoria esta por lo general parametrizada
en tiempo.
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0.02;

| 1
v —X
0.011 2
CONANNANNNANA 3
TR RV R R TR RV YR BT R VR R R
=
N—
=
-0.01
-0.02 -
00%""00s 01 o015 02 o025 03 035 04
t

Figura 5.1: Evolucién en el tiempo del sistema lineal conmutado incierto con xo = [0,0.01,0.02].
Ejemplo 7.

w
o
T

I

N
[$))
I

10 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
t

Figura 5.2: sefial de conmutacién en el Ejemplo 7.

Ejemplo 8 Considere el sistema conmutado descrito por la siguiente ecuacion en R3:

y=Ay+b;+ Ab; iel,--- M (5.7)
donde
—-0.5 0 0
A= 0.5 -0.5 0
0 0.5 -0.5
0.5 —-0.5
b=\ 05|, b= 0.5 ,
0.5 0
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0 0
bi=| 05 |, ba=| O
0.5 —0.5

y Ab; vectores que satisfacen ||Ab;|| < &;, donde &; satisfacen la condicion (5.5) del Teorema, por

ejemplo, considere que & = 0.18, &, = 0.2, £3 = 0.15 &4 = 0.19. Considere que € = 0.1.

Se desea diseriar una ley de conmutacion tal que y(t) siga la dindmica del sistema continuo
descrito por

7=Az

esto es, nuestro objetivo de control es | y(t) —z(t) ||< €0 V t > 0. Sea x(t) = y(t) — z(t) (con
y(0) = z(0) = [0.2,0.1,0]7), el problema de seguimiento se puede convertir a un problema de
estabilizacion conmutada del siguiente sistema

% = fi(x) + Afi(x) = Ax + b; + Ab; iel,--- .M
con x(0) = 0. Observe que Af;(0) = Ab; y £i(0) = b;. Por otro lado, de (3.6) se tiene que

é1 =2b1+2b3+4by
éy=b1+br+ by
é3 = 2/3[91 +2/3b2 +4/3b3
é4 = 2by+2b3+2by
é5 =2b3+2by
€6 = 2by;

porlotanto Gy =YY, (L7",A2) 12 137637 y 6 = 1+ mixi<icp(||bil| &) = 15.6724. esco-
giendo &€ = HA|1|GI = 0.0806, se puede escoger €y = min(g,€) = 0.0806, de aqui § = %9 =0.0026

garantiza el €y-confinamiento al rededor de la trayectoria deseada z(t). ver Figura 5.3.

5.2. Sistemas conmutados no lineales inciertos

Considere un sistema conmutado no lineal incierto n-dimensional dado por los siguientes
subsistemas:

x = fi(x) +Afi(x) icl={l,--- M} (5.8)

donde f;(x) : R" — R" y Afi(x) : R* — R" son funciones localmente Lipschitz continuas con

IA£(0)|| <&,y £:(0) # 0, Afi(0) # 0, vectores constantes. Sea el sistema nominal asociado a
(5.8)

%= fi(x) iel={1,- M} (5.9)

68



0.2 0.2
=0.15 =0.15
N ~—

N =~
0.1 0.1
0.050 1 5 0.050

Figura 5.3: Trayectoria de seguimiento (izquierda) y evolucion del sistema 5.7 (derecha).

Consideremos que el tiempo se divide en intervalos [T, T 1) dados por los tiempos de reini-
cio de la Ley de conmutacién 3 como en la seccion anterior, considere los sistemas auxiliares

dados por:

Xa = f;(0) +A£;(0)

(5.10)

con condicién inicial x,(Tx) = x(Tx) bajo la misma secuencia de x(¢), y

xp = fi(xp) +Afi(xp) — £i(0) — Afi(0) = Afi(xp)

con condicion inicial x;(Tx) = 0 bajo la misma secuencia de x(t).

Teorema 6 Asuma que el sistema nominal

donde A, = [f1(0) fi1(0)  fiy1(0)

Xz = fi(0) (5.12)
es €-prdctica global asintoticamente estabilizable y que se cumple
ix ()< min ¢ (513
max min .
1<kem > T 1<k<m 1A

fu(0) |, Considere ademds

que:
K(E)G <1 (5.14)
donde
K®= mix  {|Afi(w)]} (5.15)
iel
Xp € B[O,E]
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y donde G estd dada por (3.13), entonces el sistema incierto (5.1) puede ser confi-
nado dentro de una vecindad suficientemente pequena del origen usando la Ley de
conmutacion 3 dependiente del tiempo.

Demostracion.
Por un lado, por los resultados del Capitulo 4, la ley de conmutacién 3 estabiliza e-practica-
mente (5.10), de aqui, dado € > 0, existe d > 0 tal que

lxa(Te) || < 8= |Ixa(2)]| < & vt > 0.

Por otro lado, para cualquier 7 € [Tg, Ty 1),

|2 (1) [|< / A () |1dt.

Tk

Ahora, asumiendo que x,(¢) € B[0,€] para todo ¢ € [T, Tx+1]

[EAQNIS m€a>; {AfiGa) I} (T — )
beB[O,é]

dado que

K®= mix  {|Afi(x)[} (5.16)
iel
beB[O,é]

se tiene que

1x6(7) || < K(8) = [vi] < K(8)8Gh
Ya que f;(x) y Afi(x) son continuas localmente Lipschitz. Af;(x) también es continua Lipschitz

por consiguiente K(£€) ~ 0 cuando € ~ 0. Ademas, de la condicidn (5.14)

por lo tanto ||x,(2)|| < 8. De aqui se sigue que existe €y = min{e, &} tal que ||x(¢)|| < &y para todo
t > 0, aplicando repetidas veces la Ley de conmutacion 3.
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Ejemplo 9 (Sistema no lineal conmutado incierto en dimension 3) Consideremos un valor desea-
do € = 0.3 y el sistema conmutado no lineal (5.8) descrito por las siguientes funciones:

GG +5+2 e
filx) = 2x1 +x3 ; f(x) =1 3cosx,
2xp 4senxy
1
) S
flx) = tan ' +2 | falx) = __22'5
X% +4 x%—i—l
Acyy + x% Acy| + cosx| — cosxp
Afl (x) = Actp ; Afz (x) = Acar + 3X%
Acy3 Acoz + lj?x%
Acs1 +2x; Acyqy + senx;
Afs(x) = | Acaa+3x1+243 |5 Afa(x) = Acgy
Ac33 + senxy Acy3
Puesto que
2 1
[0)=(0 |, AO=]3],
0 0
1 -2
f3(0) = 2 ) f4(0) = —2.5
4 2

Dada la hipdtesis del Teorema de esta seccion, se debe satisfacer que max<;<4{&;} < 0.5, por
consiguiente, se puede considerar que & = 0.2, &, = 0.32, &3 = 0.46 y &4 = 0.38. Algunos
casos de incertidumbres acotadas por tales cotas son por ejemplo Acy = ( 02 0 0 )7, Acy =
(0.1 03 0),Ac3=(01 02 04)yAcsy=(02 025 0.2 )7, Seae=1, dado que
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t

Figura 5.4: Evolucién en el tiempo del sistema no lineal del Ejemplo 9.

5= 3 1(0)+ 35(0) + 2 £1(0)

1 5 1
26 = — f1(0) + — £>(0) + ~ f2(0
&6 = 5,f1(0) + 5. /2(0) + 5 f4(0)
se sigue que Gy =Y M, (£20,22)"> =3.7302y G = 1+ Gy (max; <j<p {|| i(0) | +&} = 18.6535.
Por otro lado, se puede ver que un € que satisface la desigualdad (5.14) es € = 0.3, por consi-
guiente €y = min{1,0.3} = 0.3. de aqui que se puede escoger a d =€9/G = 0.016. La evolucion

del sistemas se muestra en la Figura 5.4 donde se puede observar que las trayectorias permane-
cen localmente €y-acotadas alrededor del origen.

Ejemplo 10 Consideremos un valor deseado € = 0.1 y el sistema conmutado no lineal descrito
por las siguientes funciones:

4x2+1 ) B xz;
(353 e £

_ _ 2 3
=) = (#15374)

- Aby1 + 3X% - Abz1 +2x;
Afa(x) = ( Aby+ 22, |5 ABK) = ( Ab3; + senx; )

2
T4x7

Puesto que f1(0) =[1,1]7, £,(0) =[1,—1]T y £3(0) = [~ 1,0]”. Dada la hipétesis del Teorema de
esta seccion, se debe satisfacer que max<;<4{&;} < 0.2, por consiguiente, se puede considerar
€1 =0.19, & = 0.2, &3 = 0.15 . Algunos casos de incertidumbres acotadas por tales cotas son
por ejemplo Acy = ( 0.2 0), Aco=(0.1 03 ) yAcs=(0.1 02)T.
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Por otro lado, de (3.6) se tiene que

1 1
1 ==f1(0)+ = /2(0
é1=2f1(0)+5/(0)
&2 = f1(0) + £3(0)
&3 = f3(0)
é4 = f2(0) + £3(0)
porlotanto Gy =YY, (L3, A2) /" =3.9681y G = 1+ G (méxi<i<m{|| /;(0)|| +&} = 7.4054.
Se puede ver que si € = 0.1, K(€) = 0.1043 < 1/G| = 0.252, por consiguiente, se puede escoger
€ = 0.1 luego entonces €y = 0.1 de aqui & = & = 0.0068 garantizara el €y-confinamiento del

sistema. La evolucion del sistema se muestra en la Figura 5.5. Es posible ver que las trayectorias

permanecen €-acotadas al rededor del origen bajo la sefial de conmutacion descrita por la Ley
de conmutacion 3 que se ilustra en la Figura 5.6.

1/2

-3
6x10
h —X
.
4 T R T . S B i
A I I R A N
2'I 'll'lllllll":llllllll'lllII||"II|'1|‘|I:'lll"lllIl"'lllllII:l"lll'rlll:‘Il|III|
= 0
=
-2
-4
-6
_8 | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

t

Figura 5.5: Evolucién en el tiempo del sistema conmutado no lineal del Ejemplo 10.
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i(1)

1.5F :

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
t

Figura 5.6: Sefial de conmutacion del Ejemplo 10.

5.3. Resumen del Capitulo

En este capitulo se mostré como los resultados de sistemas integrador pueden ser usados pa-
ra garantizar la estabilidad sistemas lineales como no lineales. La condicion de ser localmente
Lipchitz alrededor del origen nos permite establecer que si las condiciones iniciales estan sufi-
cientemente cerca del origen, las trayectorias permanecerdn en una vecindad del origen.
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Capitulo 6

Retroalimentacion de Salida para Sistemas
Conmutados Integrador Inciertos

En este capitulo se dan condiciones suficientes para garantizar la estabilizacién practica de
sistemas conmutados integrador inciertos donde unicamente una parte del estado esta disponible
para propdositos de retroalimentacion.

Consideremos un sistema conmutado integrador incierto descrito de la siguiente manera.

%= c;j+Aci iel={1,- M} 6.1)

Sea x(t) = [y(¢),z(¢)]", donde y(¢) € R? la salida del sistema (la parte del estado disponible
para medicion), y sea z(¢) € RY la parte no observable, entonces es posible escribir al sistema
(6.1) como sigue:

y=a;+Aa; iel={l1,--- .M} (6.2)
2="Db;+Ab; (6.3)

donde y(t) € R?, z(t) € RY, ¢; = (a;,b;)T y Ac; = (Aa;, Ab;)T .

El problema en este capitulo se resume en establecer condiciones para garantizar la estabi-
lidad practica de (6.2)-(6.3) cuando sélo y(¢) estd disponible para retroalimentacion (i.e. y(t) es
la unica parte del estado que se puede medir). Considerando los resultados del Capitulo 4, para
resolver este problema, es suficiente resolver el problema de retroalimentacion de salida para el
sistema nominal asociado a (6.2)-(6.3) dado por:

y=a; (6.4)
2=Db; iel={1,-- M} (6.5)
cony € RP, zeRY, y M > max{p,q}+ 1, esto es, Sea (6.4) y (6.5) e-préctica global asintdtica-

mente estabilizable, y sea ¢ una secuencia que asegura que (6.4) es €-practica global asintética-
mente estable. Encontrar condiciones sobre el sistema (6.5) tal que los tiempos de permanencia
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se puedan usar para definir (al menos) una secuencia que estabilice €-practicamente al sistema
(6.5). Note que tal problema tiene dos posibles variantes: (i) la secuencia ¢ que estabiliza (6.4)
es parcialmente utilizada para estabilizar el sistema (6.5), y (ii) la misma secuencia se usa para
estabilizar (6.5).

6.1. Estabilizacion usando la secuencia del sistema medido

Sea yp una condicidn inicial, observe que después de aplicar la secuencia o, a (6.4) y (6.5),
y(ty;) alcanza el origen en R” mientras que z(#;;) no necesariamente alcanza el origen en RY.

Proposicion 1 Sea (6.4) e-prdctica global asintéticamente estabilizable. Si existen
valores no negativos ;i para i =1,---M (no todos cero) tales que

X1b1+ -+ Xwby = 0. (6.6)

donde y; = kia|vi| + -+ ki yg[Vizl, i = 1,--- M, entonces se puede construir al
menos una secuencia G para (6.5) en términos de los tiempos de permanencia del
sistema (6.4) |y1|,-- -, |Viz| tal que (6.5) es e-prdcticamente estable al rededor de

Z(IM).

Demostracion.
Asuma la existencia de valores no negativos ; parai = 1,---M (no todos cero) tales que

X1b1+ -+ Xigbyg = 0. (6.7)
donde x; = ki1 |[vi|+ - +k; gzlvazls i =1,--- , M, con k; j € Z" |U{0}, entonces la secuencia

(br ki), (b1 kg | vil)

(b2,ka11v11)s - 5 (b2, ko w7 |Vaz])

: (6.8)
(D> kg, D), -+ (b kg e Yoz )

conduce al sistema (6.5) hacia el origen.

Sea 0; > 0y &, > 0 las cotas superiores de las condiciones iniciales que aseguran el €-
confinamiento (como se definié anteriormente) para los sistemas (6.4) y (6.5) respectivamente.
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Definamos & = min(81,8,). Si z(0) € B[z(t;7), 8], entonces es claro que aplicando (6.8) en (6.5)
se tiene que

MM i
[l2(0) [ = [z (27 Z Y kijlvilbi <8
i=1j=1

Por lo tanto, aplicando (6.8) sucesivamente, se puede asegurar que las trayectorias permanecen
acotadas por 0 < €. Por lo tanto es claro que los tiempos de permanencia del sistema (6.4),

|Yl|7"'7 (IM)’

esto concluye la prueba.

6.2. Estabilizacion para la misma secuencia

Como se sefial6 anteriormente, un problema interesante es encontrar condiciones para la es-
tabilizacion de (6.5) bajo la misma secuencia de (6.4).

Podemos usar la propiedad de estabilizabilidad asintética global e-préctica de (6.4) para pro-
poner una secuencia ¢ provista de dos partes. Una primera (61) que comience desde la condicién
inicial, pase por el origen e intersecte la bola de radio B|0, §]. Una segunda (G5), que represente
las trayectorias de estado estacionario, que inicie precisamente en el punto de interseccién con la
bola B|0, 8], pase por el origen alcance la bola y asi sucesivamente.

Sean |yy,],i=1,--- ,M los tiempos de permanencia de 61,y |Y2,|,i = 1,--- ,M los tiempos de
permanecia de 6. Una condicion suficiente para la estabilizacion (6.5) bajo la misma secuencia
de (6.4) es dada en la siguiente proposicion:

Proposicion 2 Sean (6.4) y (6.5) €-prdctica global asintéticamente estabilizables,
y si

V2, [v1 +-- +(|72M|+H “) =0, (6.9)

entonces el sistema conmutado (6.5) es €-prdcticamente estable bajo G, donde ay; y
b; son dados como en (6.4) y (6.5) respectivamente, y v; € {b;, -+ ,by}.
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Demostracion. Para analizar la trayectoria del sistema (6.5) bajo tiempos de permanencia
Iv2,|, i = 1,---,M, observe que las trayectorias descritas por (6.5) bajo |yy,|, i = 1,---,M son
dadas por:

2(tyg) = vy i+ -+ iy vig + 2o (6.10)

Se puede observar que z(#;7) no necesariamente es el origen, ya que la secuencia fue disefiada
para (6.4). Una vez que el sistema (6.4) llegue a la bola B[0, d], el sistema (6.5) estd en z,:

A 8
zr = 2tygr) = Y v+ (g [+ Tamll Vi1 +20-
aplicando los tiempos [,], i = 1,--- , M, se tiene que
2(trpin) = W2 v+ + 1Yo lviz + 2 (6.11)

Una condicién suficiente para garantizar confinamiento es la siguiente z(fj7) = z(t,7). Ob-
serve que tal condiciéon puede se derivada igualando (6.11) y (6.10), la cual conduce a (6.9).
Usando los mismos argumentos en la Proposicioén 1, se puede mostrar que las trayectorias de
(6.5) permanecen €-acotadas.

0J

Ahora estamos preparados para resolver el problema de estabilizabilidad para el sistema con-
mutado integrador incierto aproximado descrito por (6.2)-(6.3). A partir de los resultados el
Capitulo 4 y de esta seccion, se pueden establecer condiciones suficientes las cuales se enuncian
formalmente en el siguiente resultado.

Corolario 3 Asuma que los sistemas nominales (6.4) y (6.5) son €-prdctica global
asintoticamente estabilizables. Sea
) ) 1
max (o) < min ¢ ——— (6.12)
1<k<M 1<k<M Hck ||
y
i () < it & — 6.13)
X i .
1<kem ¥ T 1<k<m ||Dk*1||
donde C, = [al c Qg1 Qky1 e agg ] y D, =
[bl oo b1 bryr - by ], entonces es posible construir dos secuen-
cias 6y G para (6.2) y (6.3) respectivamente, tales que:
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(I) © puede ser construido en términos de los tiempos de permanencia en G,

(D) (6.2) y (6.3) son e-prdcticamente estabilizables.

Demostracion. Dados los resultados en el Capitulo 4, es claro que podemos proponer una
secuencia de conmutacion ¢ para el sistema incierto (medido) (6.2) que garantice su estabi-
lidad global asintética e-practica. Por otro lado empleando los resultados en el Capitulo 4 se
puede mostrar que (6.3) es €-practica global asintéticamente estabilizable. Ahora, empleando
la Proposicion 1 se pueden usar los tiempos de permanencia en ¢ denotados anteriormente por
Iv1],- -+, |viz| para construir una secuencia G tal que (6.3) es e-practicamente estable. Esto con-
cluye la prueba.

OJ

Ejemplo: Sistemas conmutado integrador incierto usando retroalimenta-
cion en la salida.
Ejemplo 11 Asuma que 0. =0.18, 0 =0.2, a3 =0.15, 04 =0.19, ycada B; =0.3,i=1,2,3,4.

Considere el sistema (6.2)-(6.3) donde la parte medible del estado, y(t), estd en R® y la parte no
observable, 7(t), estd en R. Considere que

1 —1 0 0
1 1 —1 0

1 = 1 ) = 0 ) 3 = 1 ’ C4 = | )
-3 —1 2 0

donde ¢; = [a;,b;]T, Aa; = ( —0.1 0.1 —0.05)", Aax=(0 0 —0.2)7, Aaz = (-0.1 —
0.10)7, Aag =( —0.1 0 —0.15)7, Aby = Aby = 0.2, Ab3 = —0.2 y Aby = 0.2 claramente
a;, b;, Aa; y Ab; satisfacen a) y b) en el Corolario 1. Ademads, dado € = 1, podemos asegurar
estabilidad €-prdctica global de el sistema (6.2) usando 8 = 0.3. Se puede ver que la condicion
inicial en estado estacionario, yo, estd dada por [0,0,—0.3]T. De aqui se obtienen los tiempos de
permanencia del sistema medido |y1| = 0.1, [y2| = 0.1, |y3] = 0.2 y |y4] = 0.2121. Observe que
(b1 +Ab)) il = —2.8|Vil, (b2 +ADb2)|vi| = —0.8|vi| y (b3 +Ab3)|vi| = 1.8|yi| parai=1,..,4. Asi

(b1 +Aby) [Yi| + (b2 + Ab2)|yi| +2(b3 + Ab3)|Yi| = 0

para i = 1,..,4. Por | tanto se puede proponer al menos una secuencia de conmutacion que
estabiliza e-prdcticamente al sistema. Una puede ser la siguiente:

{(b1+Aby1,|v3]), (b2 + Aba, |v3]), (b3 4+ Ab3,2|73]) }.
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En la Figura 6.1 se puede observar la dindmica de 7z usando su secuencia de conmutacion;
Ademds podemos observar claramente que z(t) estd en B|0,€].

0.2

-0.2

)

-0.4

-0.6

—07l—i— —
Y317 2[7 t

Figura 6.1: Evolucion en el tiempo de z.

6.3. Resumen del Capitulo

En este capitulo se mostré6 como los resultados de sistemas integrador incierto pueden ser
usados para garantizar la estabilidad sistemas conmutados inciertos parcialmente medidos. Se
muestra que si los sistemas medidos y no medidos son estabilizables, es posible usar una se-
cuencia basada en los tiempos del sistema medido, tal que las trayectorias del no medido quedan
confinadas en una bola de tamafio €; sin embargo, no se tiene garantia de que sea alrededor
del origen. Los resultados son ilustrados con ejemplos numéricos, mientras que en la préxima
seccion se muestra evidencia experimental.
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Capitulo 7

Aplicaciones

Como mencionamos anteriormente, los convertidores multi-celda pueden ser descritos como
un tipo sistema hibrido llamado conmutado, el cual estd formado por una familia de subsistemas
que conmutan por virtud de un evento discreto. La conmutacion estd descrita por medio de un
conjunto de superficies definidas por las restricciones de la operacion (es decir, maximo rizo,
regulacion de voltaje, etc.) En este capitulo se describe como se utilizan los resultados en siste-
mas conmutados integrador para proponer un control hibrido que es capaz de realizar multiples
objetivos como limitar la corriente, asegurar el maximo rizo de voltaje y corriente y al mismo
tiempo regular el voltaje. Cabe mencionar que el controlador propuesto tiene la ventaja de tener
una estructura sencilla y una alta flexibilidad y adaptabilidad en un gran conjunto de condicio-
nes de funcionamiento. Evidencia experimental de las ventajas y caracteristicas de la estrategia
del control propuesto se presentan en este capitulo. Se comprobd que tal controlador tiene buen
desempefio en convertidores paralelo cd-cd tipo reductor Buck de hasta 3 celdas y elevador Boost
de hasta 2 celdas. La metodologia de control empleada también se puede implementar en otras to-
pologias independientemente del nimero de celdas, que tengan la siguiente descripcidon dindmica
continua diferenciable por pedazos:

x(t) = Ac(t)x(t) + Bc(z) (7.1)

donde x es el vector de estado, 6 es un evento discreto el cual describe la conmutacion y By, es
el vector de traslacion para la accién del voltaje de entrada.

7.1. Ejemplo: convertidor Boost de dos celdas

Consideremos el modelo lineal por pedazos del convertidor Boost de dos celdas que opera en
modo de conduccién continua (MCC), como sigue:

¥ =Ax+B (7.2)

donde x € R3, esta constituido por el vector de las corrientes en los inductores i = [x1,x3] y el
voltaje en la salida, (v = x3). El vector de traslacién B € R? para el voltaje en la entrada estd dado
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por B = [ E/Ly, E/L, 0O } " El sistema continuo estd sujeto a eventos de tiempo discreto / que

definen las matrices de estado A; € R3*3

sil=1
sil=2
sil=3 (7.3)
sil=4

donde / es un indice que establece las configuraciones diferentes de conmutacion. (ver Figura

Ay
As
A3
Ay
7.1).
L2
Dzl:
rv‘éwlr\ DIH
L ] 1
EQ) @ S2 +C §R
L2
th
- ,,LJ- DIN

EC) GE) L §R

E(D NV, %EC §R

Figura 7.1: Configuraciones de conmutacion.

y las matrices A; que describen cada configuracion estdn definida como:

0 O 0 0 0 —-1/L
Ai=|0 0 —1/L, |,Ay= 0 O -0 ,
0 1/C —1/CR 1/C 0 —1/CR
0 O 0 0 0 -—1/L;
Az=1[0 O 0 ,Ag = 0 0 —1/L, |,
0 1/C —1/CR 1/C 1/C —1/CR

donde E,L1,L,,C,R son los valores del voltaje en la entrada, las inductancias, la capacitancia y

la carga resistiva respectivamente.
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Observacion 32 Debido a consideraciones de diserio, la frecuencia nominal
(1/RC) es pequeiia comparada con la frecuencia de conmutacion (fs), por lo que
el voltaje en la salida permanece constante para tiempos pequeiios (O(1/ f5)). Bajo
esta consideracion, es posible ver de la solucion de (7.2), que la corriente en los in-
ductores evoluciona describiendo una trayectoria lineal por pedazos como se mues-

tra enla Figura 7.2, donde para el convertidor boost de 2-celdas m, . EL;ng >0,y

mj, = LEJ <0, para j = 1,2. Note que ya que n = niimero de inductores, hay 2" con-
figuraciones de conmutacion entre las etapas, en este caso n = 2 por consiguiente
las 4 configuraciones se pueden describir por los siguientes vectores.

m my m m

mzon mzoff mzoff mzon
modo, la evolucion de la corriente puede ser descrita como un sistema conmutado
integrador como en (7.4) donde el vector de las corrientes estd dado por i = [iy, ).

A
L)

»

Figura 7.2: La trayectoria de la corriente en los inductores para los estado encendido y apagado.

Observacion 33 Si cada corriente en el inductor ij, j=1,---,n, es confinada en
una region de medida B, e.g. B(i},B;), (i.e, en una bola centrada en i}y radio 3;) el
vector de las corrientes i = [iy,--- ,i,| puede ser confinado en una region de medi-

da fi =4/ B% + -+ P2. Ademds, observando la estructura de las ecuaciones.(7.2)-

(7.3), cuando el interruptor j estd apagado, la dindmica del voltaje de salida es
afectado por las corrientes de los inductores x1, x; de la siguiente manera:

2

; Xj X3
=) Ao
&~ C CR
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de este modo, el voltaje serd confinado en otra region acotada e.g. B(v,0), ya que
la dindmica actiia como un filtro estable [28], con tiempo constante (RC).

7.2. Estabilidad asintoética practica de las corrientes

Para proposito de andlisis asumimos que la dindmica de la corriente en (7.1) admite una
descripcion aproximada de la siguiente forma

di
dt
donde 7 es el namero de inductores.

m 1e{1,--,2"} (7.4)

Usando la descripcion (7.4) para sintesis de control, mostraremos que la dindmica de la co-
rriente y el voltaje es B-préctica global asintéticamente estable a pesar de incertidumbres,
inducidas por la aproximacion (7.4).

En esta seccién, se verd como se usan los resultados en los Capitulos 3 y 4 para probar
estabilidad asintética B—préctica global de las corrientes a pesar de la incertidumbre en el modelo
descrito por la observacion 32. Ademas se mostrard que como la dindmica del voltaje actia como
un filtro estable, estas trayectorias también estan confinadas. Para ello, en esta seccién vamos a
analizar primero las condiciones de estabilizacion para el caso de los pardmetros conocidos y
luego se analizaran en el caso cuando son inciertos.

7.2.1. Conocimiento exacto del modelo

Considerando el modelo cuando los pardmetros mostrados en (7.4) son conocidos, los re-
sultados del Capitulo 3 garantizan la estabilidad, asi como la existencia de un subconjunto

{mj,,---,mj,.,} de {my,--- ,;mm} que cumple con R" = {¥7* 1 }m;, : A > 0}. Ademds, ha-
biendo establecido esto, si Ci el cono generado por los vectores —mj, -+, —mj,_,, —mj,_ -+, —mj, |
(ver Figura 7.3) entonces R" = UZ;F} Cy donde Cy, k=1,--- ,n+ 1, tiene interiores mutuamente

disjuntos. De este modo, si i € R" estd dentro de un cono C para algin 1 < k < n entonces i se
puede expresar como

k—1 n+1
1= Z vi|(=mj,) + Z |Yl|(_mj1)' (7.5)
=1 I=k+1
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-1j

.

v =1y,
3

Figura 7.3: Tlustracién de la particién para n = 2.

Tal expresion es tUnica, ya que la dimension de la corriente es n. Ademas, (7.5) constituye
una combinacion cénica y puede ser interpretada como sigue: Sea |y;| el tiempo de permanencia
en el sistema m;,. A través de (7.5) nosotros podemos encontrar una sefial de conmutacién que
conduzca al vector de las corrientes, i, hacia el origen usando la secuencia descrita como sigue:

c = {(llv |Yl|); : 7(lk717 |’Yk71‘)7(lk+17 |Yk+l|)7"' ,(anrl? ”Yn+l|)}

7.2.2. Incertidumbre en el modelo

En la esta seccion se analiza la estabilidad en el caso incierto. Considere la descripcion real
de la dindmica de las corrientes dada por:

%:m,+Am, le{l,---,2"} (7.6)

donde m; describe el comportamiento nominal del sistema y Am; describe la incertidumbre.
Asumamos que la incertidumbre Am; cumple la siguiente condicion:

| Amy || < oy (1.7)

7.2.3. Resultado

De las discusiones descritas en las dos secciones anteriores y de los resultados en los Capitu-
los 3 y4 es claro que se puede establecer el siguiente resultado.
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Teorema 7 Si existen || tales que irer = Z;‘:_ll il (—mj,) + Z;’:le Vil (—=mj) y si

1
mdx (o) < min ¢ ——— (7.8)
1<I<M 1<k<M ||Ak— ||
donde A; = [ Mijy oo Mj_y Mj g o My } entonces las trayectorias de

la corriente (7.6) seran B—préctica global asintéticamente estables; esto es, existe un

A

tiempo T < oo tal que para todot > T, i € B(irer, ) Yy v € B(Vres, ).

7.2.4. TImplementacion del resultado

Como hemos visto en las secciones anteriores, el uso de la secuencia ¢ garantiza la esta-
bilidad asintética e-practica de las trayectorias del convertidor para una referencia deseada. Tal
secuencia corresponde a una secuencia de control para el sistema conmutado (7.6). Con el fin de
aplicar la estrategia de conmutacion en un convertidor real, la sefial de conmutacion tiene que ser
interpretada como acciones de encendido (on) y apagado (off) en cada uno de los interruptores.
Para ilustrar esto, partimos de la discusion en la Observacion 33. En este caso, cada subsistema
del sistema conmutado 7.2 fue derivado utilizando todas las combinaciones posibles de los esta-
dos on y off de los dispositivos de conmutacion. Es decir, cada subsistema de (7.4) corresponde
a una unica representacion del estado de dispositivos de conmutacion en el convertidor real.

Observacion 34 (Sistemas de primer orden) Es importante notar que en el caso de
sistemas de primer orden, las fronteras de los conos en el Criterio 1 son lineas y la
bola B(ires,P) es en realidad un intervalo cerrado [irey — B, irer + P|. Note también
que la condicion del Teorema 7, irer = Y01 [Ye|m;,, se reduce vinicamente a dos
posibilidades (i) )iyer = |Y1|m1 para condiciones iniciales abajo de iref — B o (ii)
Iref = |Y2|ma para condiciones iniciales arriba de iy, + B. Asi, aplicando tales ex-
presiones consecutivamente, se puede estabilizar el sistema. De este modo se puede
observar que la estrategia de control propuesta es realmente un control por histére-
sis para sistemas de primer orden, de aqui nuestra propuesta puede ser interpretada
como una generalizacion del control por histéresis para sistemas de orden mayor a

1.
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Observacién 35 (Secuencias estabilizantes) Sea € = max{ﬁ,(ﬁ} W i —
i Ve f]T, el resultado en este capitulo establece bdsicamente que todas las trayec-
torias del sistema serdn confinadas en una region B(x,.r,€) en tiempo finito t > T
con T £ max{T,1/RC}. De este modo, el conjunto B(xy.y,€) es globalmente atrac-
tivo y las trayectorias del sistema serdn conducidas a este conjunto asintoticamente.
Ademds, tal resultado también define una familia de secuencias de conmutacion
tal que las trayectorias descritas por el convertidor son confinadas ent > T, donde
el rizo en la corriente del convertidor debe ser como mdximo 2max{B,---,Bn}.
Por lo tanto se puede definir un conjunto acotado para cada corriente de referencia
tal que x1 € B(iref,1,B1), -+ ,Xn € B(irefn,Pn). Ademds, si se requiere que el siste-
ma opere a una frecuencia de conmutacion fija, entonces también se fija el valor
minimo de By, -, B, que se puede alcanzar.

Observacion 36 (Inductores idénticos) Cabe sefialar que se puede obtener cual-
quier corriente de referencia en un inductor dado, independientemente de la co-
rriente en otros inductores (siempre que se cumpla la ley de la conservacion de la
energia). Es decir, la secuencia de conmutacion G estd constituida por n secuencias
posiblemente asincronas de forma independiente, G1,--- ,G,. Sin embargo, cuando
los inductores son iguales, la secuencia de conmutacion de un inductor puede ser
utilizada para estabilizar los otros inductores (y por tanto asegurar confinamiento)
utilizando la secuencias de uno de ellos con un retardo de tiempo acotado T < Tyq.
Si el sistema estd operando bajo una frecuencia fija, tal retraso puede interpretarse
como la introduccion de una fase @ en la secuencia de conmutacion. Es interesante
notar que comivinmente, los convertidores multicelda son operados con una fase de
360/n entre las seiiales de conmutacion Por lo tanto, se puede conseguir la estabi-
lizacion del convertidor utilizando retroalimentacion en uno de los inductores y en
el voltaje de salida.
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Observacion 37 (Esquema del control propuesto) Hasta aqui, se ha asumido que el
mapa yef = ire f(vref) es conocido. Sin embargo en la mayoria de las aplicaciones
esto no siempre sucede. Para corregir esta limitacion, se puede usar un esquema
de control multi-lazo constituido de un lazo de voltaje ya sea discreto o continuo,
y un lazo de corriente descrito por el esquema de control conmutado propuesto,
como se ilustra en la Figura 7.4. En tal esquema, la corriente de referencia se fija
por virtud del lazo externo o lazo maestro y es utilizada como un centro de los
conjuntos de confinamiento B(iy.f;,Bi) para j =1,2---n. Si los inductores de los
convertidores son iguales, entonces tenemos el caso balanceado esto es, iy =
Iref2---Irefn- Sin embargo, note que el resultado en este capitulo, también asegura
estabilidad y equilibrio en el caso que Ly # Ly # Ls..., el cual es el caso real (ya
que se pueden presentar perturbaciones).

Control
(Corriente)

Control
(Voltaje)

Convertidor

—
‘}ref

Lazo de corriente interno

Lazo de voltaje externo

Figura 7.4: Diagrama de Bloques del controlador multi-lazo propuesto.
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7.3. Ejemplo ilustrativo

Con el fin de aplicar los resultados obtenidos, el objetivo de esta seccion es evaluar la ro-
bustez y el desempeiio de la estrategia de control propuesta. Para este fin, se desarroll trabajo
experimental en el convertidor elevador Boost de dos celdas de la Figura 7.5, el cual fue disefiado
y construido en el Laboratorio de Sistemas hibridos en IPICyT, para funcionar a un méximo de
2KW (100V, 20A), en esta figura se puede observar que la ley de control fue implementada em-
pleando circuiteria digital disefiada ad hoc debido a su simplicidad ; Sin embargo su ejecucion
también puede ser implementada en tarjetas comerciales como FPGA o DSP, lo cual es una ven-
taja de la metodologia propuesta. Los parametros de disefio de tal convertidor son los siguientes:
inductores L1 = L, = 330uH, capacitor C = 6.8uF, resistencia nominal R = 50€2, frecuencia no-
minal ' =40kHz y Voltaje en la entrada E = 20V, en donde se consider6 un tiempo de muestreo
de 200us.

Figura 7.5: Convertidor boost y control de corriente.

Para evaluar el desempefio del control propuesto se implemento el montaje descrito en la
Figura 7.6, el cual consiste de una computadora personal (Pentium IV con Windows 2000), una
tarjeta de adquisicion de datos DS1104 R&D de dSPACE y de un generador de funciones.

Como primer paso para ilustrar el funcionamiento del controlador, las corrientes en los in-
ductores fueron reguladas utilizando valores diferentes para el rizo. Los resultados se mues-
tran en la figura 7.7 para condiciones de estado-estable para dos condiciones diferentes (a)
01 =& = 0.5Amp y (b) 8; = &, = 0.25Amp respectivamente para los inductores en el caso
balanceado. Aqui se puede observar como el controlador propuesto es capaz de ajustar el rizo a
un valor deseado.

En la Figura 7.8 podemos observar que la corriente asi como su rizo son exitosamente regula-

dos al valor deseado. En el primer experimento de la Figura 7.8 de la izquierda, el voltaje de sali-
da de salida es de 30V, considerando como corriente de referencia i,y = [0.777,0.804]" (Amp),
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bbb f

CurrentL,

Outputvoltage

Figura 7.7: Evoluciéon experimental de las corrientes y el voltaje bajo condiciones de estado
estable para 8; = 8y = 0.5Amp (izquierda) y 8; = &, = 0.25Amp (derecha).

mientras que en el segundo experimento el voltaje en la salida es de 20V considerando como co-
rriente de referencia iror = [0.475,0.489] (Amp) en ambos casos se considerd un rizo maximo
de (0.350Amp).

Dado que el controlador no se basa en modelos promediados, el esquema de control de co-
rriente se puede aplicar a un amplio nimero de condiciones de operacion. Este hecho se ilustra
en la Figura 7.9 donde se obtiene el modo de conduccidn continuo y discontinuo controlando
la corriente de referencia (caso balanceado y no balanceado); por ejemplo en la figura se puede
observar que el controlador es capaz de regular la corriente en ambos casos. En el primer ex-
perimento (izquierda), se considerd que las corrientes entre los inductores no estd balanceada
iref = [0,871,0,614](Amp), mientras que en el segundo, se consider6 que las corrientes estdn
balanceadas i,y = [0.433,0.430]Amp; en este caso podemos observar que las corrientes en los
inductores se ven obligadas a operar en el limite del modo de conduccién discontinuo.
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Outputvoltage

CurrentL, ><><><><>

Chl  200maA Q% P4.00ps A Chl 5 764mA 200mA Q2 P4.00us A Chl 5 584mA

Figura 7.8: Evolucién experimental de las corrientes y el voltaje bajo condiciones de estado
estable para iref = [0.777,0.804)(Amp) (izquierda) y iref = [0.475,0.489]|Amp (derecha).

Disparado

Outputvoltage

NONON N

A Chl & 340mA

Figura 7.9: Caso no balanceado en modo de conduccidén continua, (izquierda); caso balanceado
cerca del modo de condicién discontinua (derecha).

Para ilustrar el uso de este controlador a través del lazo de regulacién de voltaje, se empled un
controlador PI continuo para establecer la corriente de referencia. En la Figura 7.10, se puede
observar la evolucion en el tiempo de la corriente y el voltaje de salida de un convertidor de dos
celdas en donde el sistema fue sometido a cambios en el voltaje de referencia. Como podemos
ver en la figura, la regulacion del voltaje se consigue con €xito para distintos voltajes de referen-
cia.

Ademads, empleando el controlador propuesto con un controlador PI en el lazo de voltaje, se
puede observar en la Figura 7.11 que el controlador puede limitar tanto el rizo de la corriente
como el del voltaje con éxito a pesar de perturbaciones en la carga al rededor de 50 %, en este
caso se considero el caso balanceado (i.e. ief,1 = irer,2). También se observa que la capacidad de
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Figura 7.10: Seguimiento de voltaje.

seguir el voltaje dependera de la eleccion del lazo exterior.
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Figura 7.11: Evolucién en el tiempo del convertidor con la retroalimentacién propuesta, bajo
cambios en la carga de 50 %.

Dado que una de las aplicaciones principales de los convertidores multi-celda es en vehicu-
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los eléctricos e hibridos, la principal preocupacién acerca de los controladores de corriente es su
robustez en presencia de cambios en el voltaje de entrada. Tal variacién en el voltaje de entrada
puede ser inducida por ejemplo por el funcionamiento de celdas de combustible. La figura 7.12
muestra el desempefio del controlador propuesto bajo cambios dramaticos en el voltaje de entra-
da. Aqui también podemos observar que el voltaje puede ser regulado con éxito.

V)

—

30.5 A

30.0 ‘

V)

295

Voltaje de Salida Corriente en la entrada  Voltaje en la entrade
(A)

0 10 20 30 40

Tiempo(s)

Figura 7.12: Evolucioén en el tiempo del convertidor bajo cambios en la fuente de voltaje de 65 %.

7.4. Conclusiones

En este capitulo se emplearon los resultados obtenidos en el Capitulo 4 para proponer un
controlador basado en un esquema de control conmutado para convertidores multi-celda de n

etapas, el cual
= utiliza una descripcion lineal por pedazos del controlador para propésitos de disefio,
= regula el voltaje,
= garantiza la distribucion de corriente en una forma equilibrada,
= asegura el maximo rizo de corriente y voltaje permitido,
= tiene adaptabilidad y aplicabilidad en modo de conduccion continuo o discontinuo.

= emplea una estructura simple y tiene la ventaja de que es facil de disefiar atn si el nimero
de celdas en el convertidor es alta.
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Conclusiones de la tesis

El estudio en esta tesis se ha centrado en sistemas conmutados integrador, debido a que son
sistemas relativamente sencillos y que aun captan las dificultades de estabilizacion de sistemas
conmutados que no tienen o no comparten puntos de equilibrio. Las contribuciones de esta tesis
han sido las siguientes:

= Establecer condiciones suficientes para que el origen del sistema conmutado integrador
con incertidumbre sea €-practica global asintéticamente estable, usando una ley de con-
mutacion de pendiente del tiempo.

= Probar que una ley de conmutacién dependiente del estado hace al origen del sistema
conmutado integrador nominal, €-practica global asintéticamente estable.

= Proponer una ley de conmutacion dependiente del estado para sistemas conmutado inte-
grador incierto que evita la conmutacion rdpida entre las superficies de conmutacion.

= Establecer condiciones suficientes para que el origen del sistema conmutado integrador
sea g-pricticamente estable usando una retroalimentacion de salida y una conmutacion

dependiente del tiempo.

= Mostrar que un sistema conmutado lineal incierto puede ser confinado en una vecindad
suficientemente pequeiia del origen, usando una conmutacién dependiente del tiempo.

= Mostrar que un sistema conmutado no lineal incierto puede ser confinado en una vecindad
suficientemente pequefia del origen, usando una conmutacion dependiente del tiempo.

= Aplicar algunos de los resultados obtenidos en electrénica de potencia, en particular en
convertidores intercalados (multi-celda) de 2 etapas.
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En particular, se han extendido resultados en la literatura para sistemas conmutados tipo in-
tegrador en [11] y [9], al caso en donde los pardmetros son inciertos. Se ha mostrado que si se
disefia una secuencia de conmutacion para el sistema nominal integrador, ésta puede estabilizar
globalmente, al sistema incierto. Ademas se ha mostrado que la ley de conmutacién basada en
estado o detonada por evento propuesta en [9], es €-practica global asintéticamente estable y se
han propuesto modificaciones que evitan el castafieo en sistemas inciertos.

Finalmente se dieron algunas observaciones acerca de la estabilizacion de sistemas conmuta-
dos lineales y no lineales. En particular se muestra como las leyes de conmutacion dependientes
del tiempo propuestas para sistemas conmutados integrador inciertos pueden emplearse para
garantizar el confinamiento de las trayectorias de sistemas conmutados lineales y no lineales
inciertos alrededor de una vecindad del origen suficientemente pequefia. Se han ilustrado estos
resultados en ejemplos muy variados que incluyen problemas de estabilizacioén alrededor de un
punto y de una trayectoria.

Esta tesis ademads, da evidencia experimental de que los resultados obtenidos pueden ser
aplicados en el control de una clase de sistemas electrénicos de potencia. En particular, se ha
mostrado como usando un control conmutado es posible resolver algunos de los problemas mas
importantes en la administracion de la energia de convertidores DC/DC; estos son, el de limitar
la corriente y regular el voltaje de manera robusta. Los experimentos ademads, nos dejan ver la
facilidad de la implementacion del control en circuitos analdgicos, asi como la viabilidad y el
buen desempefio del control propuesto.

8.2. Trabajo futuro

Existen un sin fin de extensiones de este trabajo. Entre los problemas mds importantes que se
pueden mencionar es encontrar, en el caso més general posible, condiciones para la €-atractividad
de las trayectorias de sistemas lineales y no lineales inciertos. Aunque es claro que en casos par-
ticulares estas condiciones se pueden encontrar (p.ej. cuando alguno de ellos es estable o cuando
la solucién de algin subsistema pasa por la bola de tamafio €), todavia hace falta la reflexion
y formalizacién de estas condiciones. Otro problema abierto es el de extender los resultados de
esta tesis a sistemas variantes en tiempo, lo que podria implicar secuencias variantes en tiempo
o leyes de conmutacién basadas en estado variantes en tiempo. El establecer condiciones nece-
sarias y suficientes para la existencia de retroalimentacion de salida es otro tema que pudiera ser
abordado.

Es importante mencionar que, la estrategia de control propuesta en el capitulo de aplicacio-
nes, se puede utilizar cuando se considera que la fuente en los convertidores es una celda de
combustible, hasta ahora se ha comprobado su desempefio mediante simulaciones, y se esta pre-
parando lo necesario para comprobar el desempeifio de esta estrategia de manera experimental.

96



8.3. Publicaciones
De esta tesis resultaron los siguientes documentos:
= Articulos de Revista

e A. Mendoza-Torres, I. Cervantes. “Remarks on the stabilizability of integrator swit-
ched systems”, International Journal of Robust and Nonlinear . Control, 2012. (Acep-
tado para publicacion el cual ya se encuentra publicado en linea en
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/rnc.2865/abstract. )

= Capitulos de Libro

e IIse Cervantes, Francisco-Perez Pinal and Angelica Mendoza-Torres “Hybrid Con-
trol of DC-DC Power Converters, Renewable Energy”, T J Hammons (Ed.), ISBN:
978-953-7619-52-7, INTECH Education and Publishing, Pp.114-148, Austria. 2009.
(Disponible en http://sciyo.com/articles/show/title/hybrid-control-of-dc-dc-power-converters).

= Articulos de Congreso

e Internacionales

o I .Cervantes, A. Mendoza-Torres, R. Garcia-Cuevas, J. Perez-Pinal “Switched
Control of Interleaved Converters”. En Proc. of IEEE Int. Vehicle Power and
Propulsion Conference. Dearborn, Michigan, USA. Del 7-11 de Septiembre del
2009, Pp. 1156-1161.

o Ilse Cervantes, Angelica Mendoza-Torres, Francisco J. Perez-Pinal “High Per-
formance Hybrid Control for Buck Converters”. En European Power Electronics
Conference, IEEE Barcelona, Espana. 8-10 de Septiembre del 2009.

o Ilse Cervantes, Francisco J. Perez-Pinal, Jesus Leyva-Ramos, Angelica Mendoza-
Torres “Hybrid Control Technique Applied in a FC-SC Electric Vehicle Plat-
form”. En Proc. of IEEE Int. Vehicle Power and Propulsion Conference. Lille,
France, 7-11 de Septiembre del 2010.

e Nacionales

o A.Mendoza-Torres, Ilse Cervantes, Irwin A. Diaz-Diaz “Switched Control of In-
terleaved Buck Converters”. En el Congreso Nacional 2010 de la Asociacion de
Meéxico de Control Automético (AMCA) que se llevé a cabo del 6-8 de Octubre
del 2010 en Puerto Vallarta, Jalisco.
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