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cional de Ciencia y Tecnologı́a (No. 160117) y del Instituto Potosino de Investigación Cient́ıfi-
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2.3.3. Śıntesis de controlador nominal y robusto . . . . . . . . . . . . . . 26
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2.2. Solucíon de la ecuación de sensibilidad paraḿetricaṠf parax3 y x4. El es-
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4.3. Solucíon de la ecuación (4.4), parte real de la raı́z V∗
A,c. . . . . . . . . . . . 55
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puesta en la frecuencia es capturada por la función de pesoWp,s. La planta

nominalPnom,s es construida mediante la linealización del modelo (4.1) en el

punto de equilibrio (4.3) y (4.4). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.8. Respuesta en la frecuencia de la planta nominalPnom,s(ω) y el conjunto de

modelos perturbadosPs(ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.9. Representación en la frecuencia deUrel,s y máx(Urel,s). . . . . . . . . . . . 66
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Concentracíon de la DQO a la salida del digestor. b) Concentración de la

DQO a la entrada del digestor (SO,in). c) Factor de dilucíon, la cual esta

relacionada con la entrada de control calculada por la ley de control (u=
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relacionada con la entrada de control calculada por la ley de control (u=

D−D∗). d) Variacíon paraḿetrica en el modelo (4.1). . . . . . . . . . . . . 70

A.1. Esquema representativo de un sistema con retroalimentación. . . . . . . . . 80

A.2. Esquema representativo de un sistema interconectado LFTTzw. . . . . . . . 82

A.3. Esquema representativo de un sistema interconectado LFTTuy. . . . . . . . 86

XVIII



Acrónimos
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Resumen

En esta investigación, se disẽnó un controlador para el proceso de digestión anaerobia

(DA) en fase acuosa y sólida orǵanica. A pesar que se diseñaron dos controladores, el princi-

pio de śıntesis fue el mismo. Se incluyeron elementos que pudieran comprometer las condi-

ciones normales de operación en t́erminos de magnitud y frecuencia. Dichos elementos (fun-

ciones de peso) contemplan: variación paraḿetrica, ruido en la medición, acotamiento del

error permitido y restricciones en la señal de control.

Se obtuvo un controlador que regula de manera robusta la demanda quı́mica de ox́ıgeno

(DQO) en un proceso DA para el tratamiento de vinazas mediante el factor de dilución co-

mo entrada de control. Los resultados de la implementación experimental del controlador

obtenido en una planta piloto ilustró la viabilidad de aplicar el controlador a nivel industrial.

Adicionalmente, mediante la modificación en las funciones de peso se logra un balance entre

regulacíon robusta y una acción de control acotada.

Se desarrolĺo una extensión de la teoŕıa del proceso de DA en fase lı́quida aplicada al

proceso de DA de la Fracción Orǵanica de Residuos Sólidos Municipales. Se propone un

sistema dińamico el cual permite la implementación de un controlador mediante el factor de

dilución como la entrada de control. A pesar que la DA en fase lı́quida y śolida orǵanica

son descritos por diferentes sistemas de ecuaciones diferenciales y cuyas cinéticas incluyen

diferentes feńomenos de inhibición, el controlador para fase sólida orǵanica: (i) fue disẽnado

por el mismo esquema de control para fase lı́quida, y (ii) logra la regulación robusta de DQO.
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Abstract

In this research, a controller for anaerobic digestion process in a liquid and a solid phase

was designed. Despite the two controllers that were designed, the principle of the synthesis

was the same. Elements which could have adverse effect on the normal operating conditions

were include in the design in terms of magnitude and frequency. Such elements (weighting

function) included: parametric variation, measurement noise, restriction in error and control

signal.

A robust controller was designed, such a controller accomplished the robust regulation of

chemical oxygen demand (COD) in anaerobic digestion process for wastewater treatment of

vinasses through dilution rate as control input. The result of an experimental implementation

of the controller in a pilot plant scale showed the viability of application on an industrial

scale. In addition, modification of the weighting function allows one address the tradeoff

between robust regulation and control constraint.

An extension of the AD liquid phase theory was performed for an AD process of organic

fraction of municipal solid waste. A dynamic system was proposed which allows one the

implementation of control law with a dilution rate as a control input. Despite of the fact the

AD process of liquid and solid organic phase are described in a different equation system

and kinetic growth includes different inhibition phenomena, the controller for AD of solid

organic phase: (i) was designed by the same scheme as AD of liquid phase, and (ii) accom-

plish robust regulation of COD.
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

En el caṕıtulo se explica porque es importante el estudio del proceso de digestión anaero-

bia (DA) como alternativa de mitigación de contaminantes generados en fase acuosa y sólida.

Se aborda la probleḿatica de dicho proceso en el proyecto de investigación desarrollado y

el beneficio de utilizar un controlador robustoH∞. Adicionalmente, se plantea el objetivo, la

justificacíon y la hiṕotesis del proyecto de investigación. Finalmente, se muestra la descrip-

ción del trabajo.

1.1. Tratamiento de aguas residuales industriales

El proṕosito principal de una planta de tratamiento de aguas residuales es remover los

contaminantes de una corriente acuosa (proceso continuo) proveniente de un proceso indus-

trial antes de ser descargados en cuerpos acuosos. La mayorı́a de estos contaminantes son

compuestos orǵanicos los cuales reaccionan con el oxı́geno disuelto (OD) del cuerpo acu-

oso ocasionando un consumo o reducción de dicho OD. Esta reducción de OD es conocida

como demanda quı́mica de ox́ıgeno (DQO). Los componentes demandantes de oxı́geno sir-

ven de alimento para un tipo de microorganismos acuáticos, los cuales utilizan oxı́geno en

su metabolismo y son capaces de sobrevivir a bajos niveles de OD. El consumo de OD por

parte de estos microorganismos evita la proliferación de formas ḿas complejas de vida que

requieren concentraciones mayores de OD [1]. Por lo que es necesario la reducción de conta-

minantes provenientes de un proceso industrial a fin de evitar un daño en los cuerpos acuosos

mediante una planta de tratamiento de aguas residuales.

Una planta de tratamiento de aguas residuales del tipo industrial está compuesta por

varios elementos [1, 2]:

1



• Tratamiento primario, el cual consiste en remover partı́culas suspendidas mediante

operaciones mecánicas.

• Tratamiento secundario, el cual consiste en remover componentes disueltos que con-

tengan elementos como carbono y nitrógeno.

• Tratamiento terciario, cuyo fin es mejorar los resultados de purificación de las etapas

pasadas.

Los procesos secundarios y terciarios por lo general involucran la actividad de microor-

ganismos. La reducción de contaminantes mediante la acción de microorganismos se puede

clasificar por el requerimiento de oxı́geno en sistemas aerobio y anaerobio. Tradicionalmente

a los procesos de tratamiento de aguas residuales mediante consorcio de microorganismos

anaerobio se le conoce como procesos de digestión anaerobia y a los equipos para dicho fin

como digestor anaerobio.

La digestíon anaerobia (DA) es un proceso que transforma materia orgánica en una mez-

cla gaseosa compuesta principalmente en metano y dióxido de carbono mediante la acción

de una serie de reacciones biológicas y enziḿaticas. El proceso de DA puede ser descrito

mediante cuatro etapas [1, 3]:

• Hidrólisis: en esta etapa la materia orgánica es transformada en moléculas ḿas simples

y solubles por medio de la ruptura de enlaces quı́micos mediante la acción del agua.

• Acidogénesis: los mońomeros orǵanicos producidos en la hidrólisis son convertidos

mediante la actividad del consorcio de microorganismos acidogénicos en acetato,áci-

dos grasos volátiles (AGV), díoxido de carbono, ası́ como hidŕogeno.

• Acetoǵenesis: durante esta etapa, la mayor parte de los productos de la etapa anterior

(AGV) son convertidos en acetato, dióxido de carbono, ası́ como hidŕogeno por el

consorcio de microorganismos acetogénicos.

• Metanoǵenesis: en esta etapa final, el producto de las etapas anteriores (acidogénesis

y acetoǵenesis) es convertido en metano y dióxido de carbono mediante la actividad

del consorcio de bacterias metanogénicas.

El proceso de DA ha sido utilizado para el tratamiento de aguas residuales debido a

que presenta las siguientes ventajas sobre otros procesos (proceso del tipo aerobio e incluso

fı́sico-qúımicos) de reducción de contaminantes [1, 3]:

• El metabolismo de los microorganismos anaerobios se realiza sin el requerimiento de

ox́ıgeno, es decir, el proceso de DA requiere menor consumo energético asociado a un

sistema de aireación comparado con procesos que requieren condición aerobia.
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• Produce bajas cantidades de lodo. Bajo condición aerobia el 50% del carbono orgá-

nico es convertido a biomasa. Bajo condición anaerobia solamente el 5% del carbono

orgánico es convertido a biomasa.

• Un proceso continuo de DA puede preservar la actividad de los microorganismos a

pesar de largos periodos de falta de alimentación al proceso.

• El proceso de DA es capaz de degradar materia orgánica compleja y concentrada in-

cluso en tiempos de retención relativamente cortos.

• El proceso de DA puede operar en condiciones que reducen niveles de agentes pató-

genos. Es decir, un digestor anaerobio puede operar bajo condiciones mesofı́licas o

termof́ılicas

• Los microorganismos involucrados en un proceso de DA producen una mezcla gaseosa.

Bajo condiciones adecuadas es posible obtener altas concentraciones de hidrógeno y/o

metano.

Actualmente existen aplicaciones del proceso de DA en el campo de tratamiento de aguas

residuales industriales; sin embargo, todavı́a no ha sido explotado todo su potencial debido

a las siguientes razones [3, 4]:

• El proceso de DA es sensible a compuestos tóxicos (NH4, Cromo, Mercurio, AGV).

La inhibición de la actividad microbiana es ocasionada por agentes quı́micos presentes

en el agua residual (inhibición por substrato) o bien por elementos producidos durante

la degradacíon de los compuestos contaminantes (inhibición por producto).

• La inhibición de los microorganismos también es ocasionada por una sobrecarga de

contaminantes (sobrecarga por substrato).

• El monitoreo en ĺınea de las variables claves en el proceso aún es dif́ıcil de lograr (de-

bido a que el medio daña algunos sensores). Adicionalmente, el monitoreo de algunas

variables puede ser de costo elevado.

La inhibición por substrato y/o producto pueden verse de la siguiente manera. Fluctua-

ciones en el flujo de alimentación o bien cambios elevados en la concentración del substrato

pueden provocar una acumulación de AGV y por consecuencia la inhibición del lodo anae-

robio. Si se preserva la estabilidad del lodo anaerobio, se dice que el digestor anaerobio

satisface la condición de estabilidad operacional.

Para aplicaciones industriales, también es necesario realizar el estudio del proceso de

DA a fin de maximizar las ventajas y minimizar las desventajas que presenta. Esto puede

3



llevarse a cabo mediante el análisis del sistema dińamico que describe el proceso de DA,

aśı como la propuesta de un sistema de control que mantenga la estabilidad operacional de

dicho proceso. La operación y control de este tipo de procesos no es trivial, debido a las

siguientes factores [5]:

• El agua residual varı́a en cantidad y composición.

• La actividad de la biomasa cambia bajo la influencia de agentes internos y externos.

• La falta de sensores para mediciones en lı́nea.

• Incertidumbre en los parámetros cińeticos.

Varios esquemas de control para el proceso contı́nuo de DA han sido propuestos en años

recientes. Mendez-Acosta y col. [5], Steyer y col. [6] han señalado que ḿetodos cĺasicos de

control (on-off, PI, PID) no son capaces de mitigar las dificultades que presenta el proceso de

DA. De hecho, estos ḿetodos muestran un desempeño insatisfactorio cuando el digestor es

sometido a perturbaciones (fluctuaciones en la composición de la DQO en la alimentación)

o cambios significativos de referencia (cambios en la referencia de la DQO u otra variable

de salida).

Mendez-Acosta y col. [7] propusieron un controlador con referencia lineal prealimentada

y con una salida retroalimentada; dicha propuesta es robusta ante incertidumbre paramétrica

y perturbaciones en la concentración de alimentación. Mediante el uso de herramientas de

geometŕıa diferencial los autores aglomeran los términos inciertos asociados a la cinética en

una funcíon que es estimada mediante un observador. Deéste esquema resulta en un obser-

vador de alta ganancia que requiere el acoplamiento de un esquema antisaturación. Aunque

el controlador propuesto presenta un desempeño adecuado, el controlador no está disẽnado

para mitigar perturbaciones con componentes en la frecuencia en el intervalo donde el pro-

ceso de DA responde.

Alcaraz y col. [8] propusieron un esquema basado en intervalos con el fin de mantener

las trayectorias del proceso de DA dentro de un intervalo de condiciones de operación de-

seado. A pesar que el objetivo del controlador es alcanzado, el desempeño del sistema de

control depende de la definición del intervalo de incertidumbres, lo cual es definido de man-

era heuŕıstica.

Esquemas del tipo adaptativo han sido incluso propuestos [9, 10], Monroy y col. [9]

propusieron e implementaron un esquema de control adaptativo robusto ante cambios en la

concentracíon de alimentación. Dicho esquema aborda la no linealidad del proceso de DA.
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Sin embargo, es requerido un conocimiento de la estructura delos paŕametros en el modelo

utilizado, adicionalmente que las entradas del proceso deben ser conocidas (o al menos las

variaciones son suaves) de tal forma que permitan la convergencia de los parámetros del mo-

delo o bien la fluctuación deéstos en un rango durante las variaciones en la operación. Es

decir, si las perturbaciones en la composición de alimentación al proceso de DA contienen

componentes en magnitud y frecuencia es posible que la convergencia de los parámetros no

se logre y el desempeño del controlador se degrade.

Guwy y col. [11] mostraron que un controlador basado en redes neuronales fue capaz

de regular un valor de alcalinidad sin sobretiro durante una sobrecarga por substrato. Sin

embargo, para implementar estrategias de control del tipo neuronal y lógica difusa es nece-

sario contar con una cantidad considerable de datos o amplia experiencia en el proceso. La

obtencíon de datos reales de un proceso de DA tiene un costo elevado incluso si estos son

desarrollados en una planta piloto.

1.2. Tratamiento de la fraccíon orgánica de residuos śoli-

dos municipales

Un tema de importancia a nivel nacional son los residuos sólidos municipales (RSM) o

bien residuos śolidos urbanos (RSU). Los RSU son aquellos generados en las casas habitación

como resultado de los materiales que se utilizan en las actividades domésticas. También pue-

den considerarse como RSU los que provienen de otra actividad que se desarrolla dentro de

establecimientos o en la vı́a ṕublica, con caracterı́sticas domiciliarias.

En México durante el 2007 se estimó una generación de RSU de 36.9 millones de

toneladas, lo que equivale a una producción de 101 mil toneladas al dı́a [12]. El manejo

de los RSU comprende diferentes etapas, que van desde su generación, almacenamiento,

transporte y tratamiento, hasta su disposición en diversos sitios. La disposición final de los

RSU consiste en su depósito o confinamiento permanente en sitios que permitan prevenir su

liberacíon al ambiente. En 2007 se reportó que el 67% de los RSU se dispuso en rellenos

sanitarios y sitios controlados. Entre 1995 y 2007 los rellenos sanitarios se incrementaron de

30 a 114 [12]. El uso de rellenos sanitarios ha sido una opción que pretende solucionar el

problema de los RSU que no califican para ser reciclados. En resumen, en cuestión de RSU,

en México únicamente existen polı́ticas y acciones para la separación, reciclado y disposi-

ción final.
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Actualmente la Uníon Europea (UE) tiene una producción de fraccíon orǵanica de resi-

duos śolidos municipales (FORSM) de 400,000 [ton/d] [13]. Debido al impacto que causa

los rellenos sanitarios al medio ambiente, no solamente se encuentran en proceso de clausura

sino que las directrices en polı́tica ambiental están en proceso de restringir esta práctica. Parte

de la FORSM (lodos) es tratada en 36,000 digestores anaerobios en la UE [13].

Debido a las ventajas que presenta el proceso de DA, el tratamiento mediante medios

biológicos de la FORSM es claramente una alternativa para reducción de dichos contami-

nantes. De hecho, la comunidad cientı́fica ha demostrado que la tecnologı́a de digestíon

anaerobia también puede ser aplicada en la reducción de contaminantes en la FORSM [13].

El proceso de DA para residuos sólidos es similar al efectuado en fase acuosa con algunas

diferencias. B́asicamente la materia orgánica es degradada mediante las siguientes etapas

[14, 15]:

• Hidrólisis. Esta etapa consiste en degradar tanto materia orgánica insoluble como ma-

teria soluble de alto peso molecular como: lı́pidos, polisaćaridos, protéınas yácidos

nucleicos. Estos compuestos son convertidos en compuestos orgánicos de menor com-

plejidad como:́acidos grasos y aminoácidos.

• Acidogénesis. En esta etapa los compuestos resultantes en la hidrólisis son conver-

tidos en AGV por las bacterias acidogénicas. Otros subproductos son formados como:

amoniaco (NH3), dióxido de carbono (CO2) entre otros.

• Acetoǵenesis. Durante esta etapa losácidos orǵanicos producidos en la etapa anterior

son degradados principalmente enácido aćetico, díoxido de carbono e hidrógeno.

• Metanoǵenesis. La etapa final se realiza mediante dos procesos; (i) un grupo consume

el acetato y lo convierte en metano y dióxido de carbono, (ii) el segundo grupo utiliza

el hidrógeno como donador de electrones y el dióxido de carbono como aceptor a fin

de producir metano.

Aunque las similitudes con el proceso de DA en fase acuosa son considerables, es im-

portante hacer notar que la inhibición se puede llevar a cabo bajo diferentes mecanismos.

Adicionalmente, las cińeticas abordadas en el proceso de DA en materia orgánica de fase

sólida pude presentar diferentes estructuras a comparación con el proceso de DA en fase

acuosa.
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Los principales componentes que producen la inhibición en el proceso de digestión de

materia orǵanica en fase śolida son [4, 16]:

• Amonio (NH4) y el amońıaco (NH3), producido como subproducto de la degradación

biológica de componentes que contienen nitrógeno, el amonio puede difundirse hacia

el interior de la ćelula causando un desbalance en los protones y/o una deficiencia de

potasio. Estudios sugieren que hasta el 55% de la actividad microbiana puede verse

afectada con la presencia de este componente.

• Sulfidro, en el caso de tratamiento de residuos orgánicos industriales es común en-

contrar estos componentes. Básicamente el sulfato es reducido a sulfito por bacterias

sulfato reductoras. Durante este procedimiento dos inhibiciones se lleva a cabo; una es

debida a la competencia entre la materia orgánica y estos compuestos, y la segunda se

lleva a cabo debido a la naturaleza tóxica del sufito en las bacterias.

• Iones met́alicos ligeros. Entre estos podemos mencionar el sodio, potasio, magnesio,

calcio y aluminio. Concentraciones considerables de estos elementos pueden causar

deshidratacíon de las ćelulas debido a la presión osḿotica. Mientras que bajas con-

centraciones de estos elementos estimulan el crecimiento microbiano, altas concen-

traciones pueden causar reducción en las tasas de crecimiento e incluso inhibición y

toxicidad.

• Compuestos orǵanicos. Algunos de los compuestos incluidos en este fenómeno son

los bencenos, fenoles y compuestos halogenados.

Aunque se considera que la digestión en fase śolida presenta altos tiempos de reten-

ción hidŕaulica, estudios recientes [16, 17] indican que mediante pretratamientos es posible

reducir la etapa de hidrólisis de manera considerable. Dos pretratamientos han sido estudia-

dos, el alcalino y el termoquı́mico. Otro aspecto importante para incrementar la eficiencia del

proceso de DA en fase sólida es la codigestión. Mediante un cosubstrato es posible aumentar

la reduccíon de materia orǵanica e incluso incrementar la producción de bioǵas. De hecho

hay estudios que indican un incremento en producción enerǵetica e incluso mitigar el efecto

de elementos inhibitorios mediante el tratamiento de la FORSM con algún otro substrato

orgánico [16, 17].

Los estudios en el proceso de DA en fase sólida se pueden clasificar en:

• Optimizacíon de procesos [18]

• Tecnoloǵıas de digestión con variacíon en contenido de humedad [19]
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• Mejora del proceso mediante pretratamiento [20]

• Codigestíon con otros substratos [21]

• Cinética y modelamiento: estudios se centran en la identificación de paŕametros y val-

idación de modelos mateḿaticos[22−27]de una o dos etapas [19, 28].

En la actualidad poco ha sido abordado el problema de control aplicado a procesos de

DA en fase śolida. Los modelos propuestos actualmente describen el proceso de manera

eficiente, sin embargo carecen de simplicidad para diseñar una ley de control en un proceso

continuo. Por lo que es necesario:

• Proponer de un modelo simple, pero que aborde los principales factores que determi-

nan el comportamiento dinámico del proceso de DA en materia orgánica śolida

• Disẽnar de una ley de control que mitigue efectos inhibitorios, incertidumbre en paráme-

tros cińeticos aśı como perturbaciones en la alimentación del proceso de DA.

1.3. Objetivo

Estudiar la dińamica y estabilidad del proceso continuo de digestión anaerobia isotérmica

caracterizado por balances de materia; diseñar e implementar una ley de control robusto ante

incertidumbres y perturbaciones, que permita una regulación robusta de la demanda quı́mica

de ox́ıgeno tomando en cuenta las principales limitaciones a escala industrial.

El objetivo general de esta tesis se divide en el siguiente conjunto de objetivos particu-

lares:

• Analizar la estabilidad del modelo a lazo abierto con el propósito de encontrar la región

estable de operación denominada como condición normal de operación.

• Disẽnar una ley de control robusto tomando en cuenta los elementos que pueden causar

la inestabilidad del proceso de digestión anaerobia en términos de magnitud y frecuen-

cia.

• Mostrar evidencia de la viabilidad en la implementación industrial del controlador

propuesto en esta clase de procesos.
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1.4. Justificacíon

Durante las pasadas décadas el proceso de DA aplicada a tratamiento de aguas resi-

duales ha sido controlado por esquemas de control del tipo proporcional integral derivativo

(PID). Debido a la naturaleza no lineal del proceso la aplicación de dichos esquemas se ve

restringida a un rango de operación. Aunque se han propuesto controladores (Sección 1.1)

que son robustos a incertidumbre paramétrica y perturbaciones en la concentración de la

alimentacíon, se requiere un controlador que adicionalmente incluya los siguientes aspectos:

• Las especificaciones en legislación ambiental son cada vez más restrictivos. A pesar

que un DA no es eĺunico responsable (en una planta de tratamiento de aguas residuales

a nivel industrial) de la reducción de la DQO a niveles acorde con la normatividad

(local, nacional o en su caso internacional), es importante mencionar que se requiere

una regulacíon de la DQO a fin de preservar las condiciones de operación de toda la

planta. Dicha regulación se debe llevar a cabo mediante una señal de control suave

que asegure la mitigación de las posibles fluctuaciones en la concentración de la DQO

en el agua residual proveniente del proceso industrial incluso con componentes en la

frecuencia.

• Para determinados procesos de transformación, se ha diversificado el tipo de perturba-

ciones a las cuales es sometido el proceso de DA. Si bien se pueden presentar pertur-

baciones con componentes en la frecuencia es posible que los mismos componentes

desechados en el proceso puedan causar una variación en los paŕametros cińeticos aso-

ciados al modelo dińamico. Tener un criterio para asegurar la estabilidad del proceso

de DA a pesar de la variación paraḿetrica es importante para saber si el controlador

seŕa capaz de mitigar dicha variación.

• Asegurar un desempeño a pesar de limitaciones en el proceso. Entre las limitaciones

más importantes a nivel industrial es la falta de acondicionamiento en la variable de

medicíon. Otro aspecto inevitable en las mediciones a nivel industrial es el ruido.

Para abordar perturbaciones con componentes en la frecuencia en un proceso de DA

considere primeramente las actividades de producción programadas en una industria. Dife-

rentes productos pueden ser fabricados dependiendo de la demandan en periodos de tiempo.

Estos periodos de tiempo pueden ser por lapsos de dı́as, semanas o incluso meses. Dichos

productos no necesariamente generan aguas residuales con las mismas propiedades, estos

ciclos productivos pueden ocasionar fluctuaciones tanto en composición como en cantidad

en periodos de tiempo (componente en frecuencia). Considere un segundo factor, un costo

importante en la industria actual es la asociada al consumo eléctrico. Actualmente el costo

debido al consumo eléctrico en Ḿexico est́a regido por dos factores:
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• Cantidad consumida. La tendencia actual es homogenizar el consumo de la energı́a

eléctrica a fin de evitar picos en el consumo eléctrico que derivarı́an en mayores costos.

• Horario a la cual es consumida la electricidad. Adicional a las polı́ticas de calidad y

produccíon de una industria, un factor para programar los procesos de transformación

son los horarios los cuales se consume la electricidad. Actualmente existe en México

horarios los cuales el costo por [Kw-h] es mayor (19:00 - 23:00 [h]) que otros horarios

(00:00 - 06:00 [h]). Atendiendo a la necesidad de reducir costos asociados al consumo

eléctrico la industria se ve en la necesidad de la programación de productos en periodos

de tiempo que genera agua residual que perturba el proceso de DA con componentes

en la frecuencia.

Actualmente son pocas las contribuciones en elárea de dińamica y control aplicados al

proceso de DA para el tratamiento de la FORSM. Proponer un sistema dinámico simple, pero

que capture el comportamiento del proceso de DA aplicado a la FORSM, contribuirá a una

descripcíon que permita una solución alternativa al problema de la FORSM a las ya cono-

cidas. Adicionalmente, proponer una ley de control permitirá la posibilidad de implementar

estos procesos a escala industrial.

Por lo que es necesario esquemas de control en procesos de DA en fase lı́quida y śoli-

da que cumplan con los requerimientos antes mencionados. Una alternativa adecuada es el

control robusto. Mediante la técnica de control robusto es posible asegurar la estabilidad del

proceso de DA a pesar de variaciones paramétricas y ante perturbaciones con componentes

en la frecuencia en la corriente de alimentación aśı como ruido y errores en la medición. Adi-

cionalmente, es posible incluir requerimientos de desempeño en sẽnales como por ejemplo

los actuadores o bien señales auxiliares que nos asegure una acción de control f́ısicamente re-

alizable. Actualmente, solo unos cuantos resultados han sido publicados en elárea de control

robusto aplicado a sistema biológicos [29].

1.5. Hipótesis

La aplicacíon de un controlador robusto al proceso de digestión anaerobia continua e

isot́ermica permitiŕa regular de forma robusta (ante variación paraḿetrica y perturbaciones

en la composicíon de alimentación incluso con componentes en la frecuencia) la DQO tanto

en sistemas acuosos como en sólidos orǵanicos, por medio de la manipulación (f́ısicamente

realizable y mediante un desempeño adecuado) del factor de dilución.
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1.6. Descripcíon del trabajo

Esta tesis está organizada en cinco capı́tulos y dos aṕendices. En el capı́tulo dos se pre-

senta un ańalisis del sistema dińamico seleccionado, el problema de control ası́ como la śınte-

sis del controlador robusto vı́a H∞ aplicado al proceso de DA para tratamiento de vinazas.

Tambíen se presentarán algunas simulaciones numéricas a lazo cerrado y se discute la ejecu-

ción del controlador propuesto con respecto a uno diseñado por otros autores. En el capı́tulo

tres se muestra evidencia de la viabilidad del controlador para ser implementado a escala

industrial, mediante la implementación experimental para vinazas provenientes de la indus-

tria tequilera. En el capı́tulo cuatro se aborda el diseño de un controlador robusto para el

tratamiento de la FORSM. Primero se presenta la propuesta de un sistema dinámico para

la digestíon de la FORSM, ası́ como un ańalisis del mismo. Adicionalmente, se expone el

problema de control ası́ como la śıntesis del controlador robusto vı́a H∞. El caṕıtulo finaliza

con algunos resultados numéricos a lazo cerrado. En el capı́tulo seis se exhiben las con-

clusiones del proyecto de investigación. En el Aṕendice A se incluyen algunos conceptos

básicos utilizados en control robusto. En el Apéndice B se resume el modelo de 6o propuesto

por Bernard y col. [30] ası́ como los resultados obtenidos (análisis del modelo) por Ḿendez-

Acosta y col. [7]. Finalmente se presenta un Anexo que muestra la producción cient́ıfica

obtenida hasta el momento.
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Caṕıtulo 2

Control H∞ en digestor anaerobio para el

tratamiento de aguas

En el caṕıtulo se describe la sı́ntesis de un controladorH∞ clásico. Dicho controlador

asegura la regulación robusta de la concentración de la demanda quı́mica de ox́ıgeno (DQO)

en un proceso de digestión anaerobia continua e isotérmica. El caṕıtulo est́a organizado de

la siguiente forma. Primero se aborda el modelo matemático no lineal el cual describe el

proceso de DA y se muestran algunos resultados orientados al análisis de dicho modelo.

Posteriormente se expone el planteamiento del problema de control y el procedimiento de

śıntesis. A continuación se muestran algunas simulaciones numéricas a lazo cerrado a fin

de ilustrar la implementación del controlador en el modelo no lineal del proceso de DA.

Adicionalmente, como una extensión de las simulaciones numéricas, se presenta una com-

paracíon entre el controlador propuesto y un controlador previamente reportado por otros

autores. Finalmente se exponen algunos comentarios acerca de este capı́tulo.

2.1. Modelo dińamico

Bernard y col. [30] propusieron un modelo de 6◦ orden el cual ha sido utilizado para

disẽnar y validar un esquema de control [7]. El modelo dinámico describe la dińamica de

un consorcio de bacterias acidogénicas y metanoǵenicas,́acidos grasos volátiles (AGV), la

alcalinidad y el carbono orgánico total(zi , i = 1, ...,6). En la seccíon B se muestra el modelo

6◦ orden a detalle. De acuerdo con los resultados de Mendez-Acosta y col. [7], el modelo de

6◦ orden tiene un punto de equilibrio (z∗ ∈ R6
+) tal que, existe condiciones de operación que

implican quez1 > 0, z2 > 0, zj,in > x j > 0, j = 3, 4, 5, 6 para todot ≥ 0 y cualquier condi-

ción inicial en el dominio f́ısicamente realizable. Esto significa que el digestor funciona bajo

condiciones normales de operación (CNO). Los resultados obtenidos por Mendez-Acosta y
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col. [7] pueden resumirse en las siguientes dos proposiciones:

Proposición 1 [7]. Considere el modelo de digestión anaerobia propuesto por Bernard y

col. [30]. Entonces, asumiendo que la concentración de alimentación zj,in es constante por

pedazos, existe uńunico punto de equilibrioz∗ ∈ R6
+ para cualquier par constante(α,D∗)

bajo condiciones normales de operación. Adicionalmente, tal punto de equilibrio está con-

tenido en un conjunto cerradoΩ ∈ R6
+ = {z∈ R6

+|zmin≤ z≤ zmax;zmin> 0 y zmax< ∞} ⊂ R6
+

el cual contiene todas las condiciones normales de operación; dondezmax es el vector de

concentraciones paraD mientras quezmin es obtenido paraD.

Proposición 2 [7]. Seaz∗ ∈ Ω el punto de equilibrio del modelo de digestor anaerobio

propuesto por Bernard y col. para cualquier dupla (α,D∗) tal queD∗ ∈
[
D,D

]
. Entonces,

bajo CNO tal punto de equilibrio es localmente estable.

Es importante mencionar que el modelo de 6◦ orden utilizado por Mendez-Acosta y col.

[7] en donde establecen lasProposiciones 1y 2, el espacio enR6
+ es posible dividirlo en dos

subespacios:

• h1 = zi ∈ R4, dondei = 1, 2, 4, 5 representan los estados de concentración de biomasa

acidoǵenica, metanoǵenica, concentración AGV y concentracíon de la DQO respecti-

vamente.

• h2 = zj ∈ R2, dondej = 3, 6 representan los estados de concentración de alcalinidad

y carbono inorǵanico total (TIC de Total Inorganic Carbon) respectivamente.

Los estados correspondientes al subespaciozi ∈R4 no dependen de los estados en el sube-

spaciozj ∈R2. Esto es posible demostrarlo mediante el cálculo de la derivada direccional del

campoh1 =
·
zi ∈ R4 con respecto a las componenteszj ∈ R2. Dado que∂h/zj = 0 entonces el

subespaciozi ∈R4 no depende dezj ∈R2. Es decir, los estados de alcalinidad y TIC (zj ∈R2)

no influyen en los estados de concentración de biomasa acidogénica, metanoǵenica, AGV y

DQO (zi ∈ R4). De hechozi ∈ R4 es un modelo reducido del proceso de DA el cual ha sido

utilizado para implementar controladores [31]. De igual forma que el modelo de 6o orden, es

posible extender los resultados obtenido en el sentido de laProposición 1y 2. El modelo de

4◦ reducido de Bernard es descrito como:

·
x1 = (µ1(x3)−αD)x1
·

x2 = (µ2(x4)−αD)x2
·

x3 = (x3,in −x3)D−k1µ1(x3)x1
·

x4 = (x4,in −x4)D+k2µ1(x3)x1−k3µ2(x4)x2

(2.1)
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dondex1 es la concentración de biomasa acidogénica [g/l]; x2 es la concentración de biomasa

metanoǵenica [g/l]; x3 es la DQO [g/l] y x4 la concentracíon de AGV [mmol/l ]. Los es-

calares reales positivosx3,in y x4,in [g/l ] representan las concentraciones de alimentación al

proceso continuo. El factor de dilución D [h−1] est́a definido como la relación del flujo de

alimentacíon Qin [lh−1], y el volumen operacional del reactorV [l ]. La fraccíon de biomasa

en la fase ĺıquida est́a determinada por el parámetro constanteα ∈ [0,1]; dondeα = 0 corre-

sponde a un régimen hidrodińamico ideal desarrollado por un reactor de cama fija y donde

α = 1 est́a dado para un reactor agitado de flujo continuo. El modelo de DA (2.1) incluye

el crecimiento de las bacterias acidogénicasµ1(x3) y metanoǵenicasµ2(x4), las cuales están

representadas por las cinéticas de Monod y Haldane [32] respectivamente. Las expresiones

son:
µ1(x3) = µ1,max

x3

x3+KS1

µ2(x4) = µ2,max
x4

x4+KS2+(x4/KI2)2

(2.2)

donde los paŕametros nominales del modelo (2.1) con cinética (2.2)π0 ∈ Π = {α, µ1,max,

µ2,max, KS1, KS2, KI2, k1, k2, k3} son reales, positivos e inciertos.

Para disẽnar una ley de controlH∞ por retroalimentación es necesario obtener resultados

en el sentido de laProposición 1 y la Proposición 2 para el modelo (2.1). Si los resultados

en el modelo de 6◦ pueden ser extendidos en el modelo de 4◦ orden, entonces el sistema

(2.1) tiene alguna correspondencia en el equilibrio. Esto significa que el diseño de una ley de

control robusto serı́a indistinguible para ambos modelos. Ası́ mismo, si laProposición 1 y

la Proposición 2 aplican al modelo (2.1), entonces las coordenadas del modelo (2.1) es una

proyeccíon del equilibrio del modelo de 6◦ orden sobre un subespacio de dimensión cuatro.

Es decir, dicha proyección captura la dińamica del modelo propuesto por Bernard [30]. De

esta forma es posible enunciar:

Definición 1. Considere el modelo de DA (2.1) con cinética (2.2). Asume que la com-

posicíon de alimentaciónx j,in para j = 3,4 es constante por pedazos. Entonces, existen con-

stantesα ∈ [0,1] y D∗ ∈
[
D,D

]
⊂ R+ tal queΩr ∈ R4

+ = {x∈ R4
+|xmin≤ x≤ xmax;xmin> 0 y

xmax< ∞} ⊂ R4
+ contiene todas las condiciones normales de operación (CNO); dondexmax

es el vector de concentraciones paraD mientras quexmin es obtenido paraD.

Proposición 3.Considere el modelo de DA (2.1) con cinética (2.2). Asume que la com-

posicíon de alimentaciónx j,in para j = 3,4 es constante por pedazos. Entonces, existen con-

stantesα ∈ [0,1] y D∗ ∈
[
D,D

]
⊂ R+ las cuales contienen CNOΩr , tal que el modelo (2.1)

tiene unúnico punto de equilibriox∗ ∈ Ωr = {x∗ ∈ R4
+ : x3 < x3,in, x4 < x4,in}, el cual es
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localmente estable.

Prueba. Se realiza de la siguiente manera: (i) cálculo de las coordenadas del equilibrio,

(ii) unicidad del equilibrio bajo CNO y (iii) estabilidad del equilibrio.

(i) Las coordenadas del equilibrio mencionado en laProposición 3 (x∗ ∈ Ωr ⊂ R4
+) para

el modelo (2.1) son:

x∗1 =

(
x3,in −x∗3

)
D

k1µ1
(
x∗3
)

x∗2 =

(
x4,in −x∗4−

)
D+k2µ1

(
x∗3
)

x∗1
k3µ2

(
x∗4−
)

x∗3 =
αDKS1

(µ1,max−αD)

(2.3)

y la solucíon de la siguiente ecuación:

αDx∗2
4 +x∗4

(
αDK2

I2−µ2,maxK
2
I2

)
+αDKS2K2

I2 = 0 (2.4)

donde los escalaresx∗4+ y x∗4− denotan la solución de laúltima ecuacíon de segundo orden.

(ii) Es posible observar quex∗1 y x∗3 sonúnicos para cualquier par(α,D∗). Es necesario

que se cumpla: (a)αD∗ < µ2,maxpara poder obtener soluciones parax∗4 con significado f́ısico

(real positivo). Adicionalmente, bajo CNO se deben satisfacer dos condiciones más: (b)

x4,in > x∗4; (c) x∗4 > 0. De esta forma, calculando las raı́ces de (2.4)x∗4+ y x∗4− para todo

αD∗ < µ2,max, únicamentex∗4− cumple con las condiciones (a), (b) y (c). De hecho bajo

CNO, se puede concluir quex∗4 tiene unúnico punto de equilibriox∗4−. De esta forma se

puede observar quex2 tambíen tiene uńunico punto de equilibriox∗2 bajo CNO. Bajo dichas

condicionesxmin ≤ x∗i ≤ xmax parai = 1,2,3,4 tiene como consecuenciax∗i ∈ Ωr .

(iii) Para demostrar la estabilidad local, considere el Jacobiano asociado al modelo (2.1):

J =




J1,1 0 J1,3 0

J2,1 J2,2 0 J2,4

J3,1 0 J3,3 0

J4,1 J4,2 J4,3 J4,4




(2.5)

dondeJi, j |x∗ = ∂ fi/∂x j para i, j = 1,2,3,4. Entonces, las expresiones que determinan los

valores propios de (2.5) están dados por:

λ =




J11/2+J33/2− (J2
11−2J11J33+J2

33+4J13J31)
(1/2)/2

J11/2+J33/2+(J2
11−2J11J33+J2

33+4J13J31)
(1/2)/2

J22/2+J44/2− (J2
22−2J22J44+J2

44+4J24J42)
(1/2)/2

J22/2+J44/2+(J2
22−2J22J44+J2

44+4J24J42)
(1/2)/2




(2.6)
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donde

J1,1 =
µ1,maxx∗3

(x∗3+KS1)−αD

J1,3 =
x∗1KS1µ1,max

(x∗3+KS1)2

J2,2 =
µ2,maxx∗4

x∗4+KS2+(x∗4/KI2)2 −αD

J2,4 =
µ2,maxx∗2(K

2
I2KS2−x∗2

4 )

x∗4+KS2+(x∗4/KI2)2

J3,1 =
−k1µ1,maxx∗3

x∗3+KS1

J3,3 =−D−
k1µ1,maxx∗1KS1

(x∗3+KS1)2

J4,1 =
k2µ1,maxx∗3
x∗3+KS1

J4,2 =
−k3µ2,maxx∗4

x∗4+KS2+(x∗4/KI2)2

J4,3 =
k2x∗1µ1,maxKS1

(x∗3+KS1)2

J4,4 =−D−
(k3µ2,maxx∗2)(K

2
I2KS2−x∗2

4 )

x∗4+KS2+(x∗4/KI2)2

(2.7)

Dado que(x3,in − x∗3)KS1D > µ1,maxx∗2
3 se cumple para todoD∗ ∈

[
D,D

]
⊂ R+, en con-

secuencia tenemos queλ1,2|J(x∗) < 0 para CNO. Adicionalmente,K2
I2Ks2 > x∗2

5 para to-

do D∗ ∈
[
D,D

]
⊂ R+, lo cual implica queJ4,4 < 0 para CNO. Aśı mismo, la condicíon

αD < µ2,max es satisfecha para CNO. Finalmente, para la solución general de la ecuación

cuadŕatica, dado queJ1,1 < 0 para todoD∗ ∈
[
D,D

]
⊂ R+ =⇒ Re (λ3,4|J(x∗)) < 0. Por lo

tanto los valores propios de la ecuación (2.7) Re(λi |J(x∗))< 0 dondei = 1,2,3,4 lo que im-

plica que el puntox∗ es localmente estable, con lo cual se completa la prueba.�

Nota 1. La funcíon µ1(∗) y µ2(∗) est́a definida como la cińetica de Monod y Haldane

respectivamente (de igual forma que en Mendez-Acosta y col. [7] para el modelo de 6◦ or-

den), por lo que el equilibriox∗ ∈ Ωr ⊂ R4
+ para el modelo (2.1) está determinado como una

proyeccíon del subespacioΩ ⊂ R6
+, es decirΩr ⊂ Ω [7, 30].

Nota 2. Las propiedades cinéticas de las funcionesµ1(∗) y µ2(∗) definen la existencia y

caracteŕısticas de el punto de equilibriox∗. Adicionalmente, para el caso del tratamiento de

aguas residuales aplicadas a vinazas,µ1(∗) y µ2(∗) est́an definidas para la cinética de Monod

y Haldane (2.2) respectivamente. Sin embargo, para otras caracterı́sticas de agua residual

con diferentes componentes como substrato,µ1(∗) y µ2(∗) pueden ser descritos de manera

tal que incluyan otros efectos de inhibición. De este modo, las ecuaciones (2.3) y (2.4) son

expresiones generales para el equilibrio presentado por el proceso de DA descrito por el
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modelo (2.1).

2.1.1. Análisis de sensibilidad paraḿetrica

Uno de los objetivos al diseñar un controladorH∞ es lograr que sea robusto ante varia-

ciones en los parámetros (variación paraḿetrica) del modelo no lineal (2.1). Para lograr dicho

objetivo es necesario caracterizar una familia de plantas lineales a fin de obtener un modelo

que capture la desviación (debida a la variación den paŕametros) entre la familia de plantas

y el modelo nominal. No todos los parámetros causan una variación significativa; por lo que

el primer paso es identificar los parámetros que provocan la mayor variación en la solucíon

de los estados mediante un análisis de sensibilidad paramétrica [33].

Dado un conjunto de parámetrosΠ= [α,µ1,max,µ2,max,KS1,KS2,KI2,k1,k2,k3], la funcíon

de sensibilidad paraḿetrica est́a dada por la siguiente expresión [33]:

Ṡf = AS fSf +BS f (2.8)

dondeSf = [∂x/∂π]π0, AS f = [∂ f (x)/∂x]x∗, BS f = [∂ f (x)/∂π]π0, los paŕametros nominales

sonπ0 ∈ Π; las cuales tienen como dimensiones:Sf ∈ R4×9, AS f ∈ R4×4, BS f ∈ R4×9.

En la Figura (2.1) y Figura (2.2) se muestra la solución de la funcíon de sensibilidad para

los estadosx1, x2, y x3, x4 respectivamente para el conjunto de parámetrosΠ. El subconjunto

de paŕametros que tienen un mayor efecto en el comportamiento dinámico para el sistema

no lineal (2.1) sonα, µ1,max y µ2,max. Esto es congruente con los resultados obtenidos por

Bernard y col. [30]. De este modo es posible determinar la familia de plantasΛ que capturen

la variacíon paraḿetrica entre la familia de plantas perturbadas, debida a la desviación de los

paŕametrosα, µ1,maxy µ2,maxcon respecto a los valores nominales, y la planta nominal en un

rango de variación que se considere apropiado para los cambios en la operación del proceso

real.

2.2. Formulación del problema de control

El principal objetivo del proceso de DA en el tratamiento de vinazas es la descomposición

de materia orǵanica disuelta en el agua residual proveniente de las fermentaciones de vinos

(tequila, vino, etc.). Es decir, la concentración a la salida del proceso de DA de los compuesto

orgánicos debe cumplir con regulación del tipo ambiental y legislativo. Estos contaminantes

son usualmente medidos en términos de la concentración de la DQO. Es por esto, que una

de las principales variables en tratamiento de aguas residuales mediante el proceso de DA es
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Figura 2.1: Solucíon de la ecuación de sensibilidad paraḿetrica Ṡf parax1 y x2. El esta-
do x1 es sensible a los parámetrosα y µ1,max, mientras que el estadox2 es sensible a los
paŕametrosα, µ1,maxy µ2,max. El efecto de los parámetros no mostrados, se puede considerar
despreciable.

la regulacíon de la DQO mediante control retroalimentado.

El problema de regulación de la DQO a la salida del proceso de DA como un problema

de control es enunciado como:encontrar un algoritmo de control tal que el comportamiento

de la concentracíon de la DQO en el digestor anaerobio sea regulado a una concentración

deseada a partir de mediciones de la DQO a la salida del proceso de DA en presencia de

perturbaciones en la concentración de la corriente de alimentación al digestor anaerobio.

Para esto se diseñaŕa un controlador robusto que calcule el factor de dilución el cual permi-

ta mantener la concentración deseada de la DQO a la salida del proceso de DA a pesar de

las variaciones en la concentración en la alimentación al digestor anaerobio y variaciones

paraḿetricas.

Nota 3: Es importante mencionar que el proceso de DA es continuo, adicionalmente el

factor de dilucíonD [h−1] est́a definido como la relación del flujo de alimentaciónQin [lh−1],

y el volumen operacional del reactorV [l ]. Por lo que, es necesario mantener el volumen del

digestor constante durante la operación del proceso de DA para poder calcular el flujo que

se introduciŕa al proceso de DA.

La Proposición 3 exhibe la existencia, unicidad y estabilidad del punto de equilibrio.

Dichas propiedades son importantes en el diseño de un esquema de control por retroali-
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Figura 2.2: Solucíon de la ecuación de sensibilidad paraḿetrica Ṡf parax3 y x4. El esta-
do x3 es sensible a los parámetrosα y µ1,max, mientras que el estadox4 es sensible a los
paŕametrosα, µ1,maxy µ2,max. El efecto de los parámetros no mostrados, se puede considerar
despreciable.

mentacíon. Es decir, bajo CNO el sistema tiene solución y ésta eśunica. Adicionalmente, al

ser el punto de equilibrio localmente estable, el sistema tendrá una tendencia a mantenerse

cercano al punto de equilibrio o al menos mantenerse en una región cercana áesta a pesar

de perturbaciones. LaProposición 3 permite bajo las consideraciones matemáticas la śınte-

sis de un control tal que, el factor de dilución (D = F/V) es determinada y la salida (DQO)

regulada a pesar de perturbaciones en la concentración de alimentación. Si dicho controlador

existe es posible entonces lograr la estabilidad nominal de dicha planta.

Mediante el ańalisis de sensibilidad paramétrica (Seccíon 2.1.1) fue posible determinar

que los paŕametrosα, µ1,maxy µ2,maxprovocan la mayor variación en la solucíon de los esta-

dos. Si consideramos un modelo que capture la variación entre la familia de plantasΛ, debida

a la desviacíon de los paŕametros, y la planta nominal, entonces serı́a posible verificar si el

controlador nominal cumple con el requerimiento de la estabilidad robusta (en el sentido de

variacíon paraḿetrica).

2.3. Śıntesis robusta v́ıa H∞

El procedimiento para el diseño de un controlador robusto vı́aH∞ clásico, para un sistema

no lineal, consiste en los siguientes pasos:
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(i) Linealizacíon del modelo no lineal en un punto de operación

(ii) Representación en espacio de estados del modelo nominal e incierto

(iii) Descripción de las especificaciones de desempeño requerido para el controlador en

términos de funciones de peso.

(iv) Sı́ntesis del controlador

La Figura 2.3 muestra el diagrama de bloques del sistema de control. Dado que el modelo

de DA (2.1) tiene uńunico punto de equilibriox∗ localmente estable, cuyas coordenadas

est́an dadas por (2.3) y (2.4), es posible encontrar una entrada de controlu= D−D∗, bajo

CNO, enx∗ ∈ Ωr ⊂ R4
+. Dicha sẽnal de control es diseñada para una planta nominalPnom(s),

la cual es una linealización del modelo de DA (2.1) en el punto de equilibrio con valores

nominales en sus parámetrosπ0 ∈ Π. Posteriormente,Pnom es excitada a través del cambio

en los paŕametros cińeticos y concentración en la alimentación con el fin de estimular la

respuesta en la frecuencia e identificar una familia de plantasΛ = [I +Wp(s)∆(s)]Pnom(s).

De este modo, es posible diseñar un controlador que mitigue las perturbaciones y sea robusto

ante incertidumbres.

Figura 2.3: Diagrama de bloques para la sı́ntesis del controlador.We,Wu y Wn son funciones
de peso para el diseño de control.Wp∆ representa la incertidumbre del tipo multiplicativa no
estructurada(‖∆‖∞ ≤ 1) cuya ḿaxima respuesta en la frecuencia es capturada por la función
de pesoWp. La planta nominalPnomes construida mediante la linealización del modelo (2.1)
en el punto de equilibrio (2.3) y (2.4).

En la Figura 2.3 se pueden observar las señales de entradau,n, y x3,in las cuales están

relacionadas con el factor de dilución D−D∗, ruido en la medicíon y concentración de a-

limentacíon de la DQO, respectivamente. La variable de saliday corresponde a la medición

de la DQOx3−x∗3 medido en la corriente de salida del digestor,z1 y z2 son sẽnales de salida

auxiliares usadas para especificar requerimientos en las señales de controlu y error (e). La

planta generalizadaG es obtenida mediante la relación de las sẽnales de entrada / salida tal

quez= Gd, donde el vector de salida esz= [z1 z2 e]T y el vector de entrada esd = [n u]T
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evaluado ens= ω j paraω ∈ [ω, ω̄]. De esta forma,G est́a dada por la siguiente relación:

G=




WeWn −WePnom

0 Wu

−Wn −Pnom


 (2.9)

dondeWu, We y Wn son definidos en la siguiente sección. El controlador es denotado como

K. Formalmente, el problema de control descrito puede ser abordado vı́a H∞ clásico [34].

De hecho, si existe uno,K puede ser parametrizado tal que la función de transferencia a lazo

cerrado es minimizada:

‖Tzd‖∞ = máxω σ
[
P1,1+P1,2K (I −P2,2K)−1P2,1

]



z1

z2

−−

e



=

[
P1,1 P1,2

P2,1 P2,2

]


n

−−

u




(2.10)

Al problema de seleccionar, tanto el orden, como el valor de los parámetros de los polinomios

deK(s) (numerador y denominador), se le conoce como parametrización de un controlador

H∞.

2.3.1. Planta nominal y familia de plantas inciertas

La Proposición 3 establece la existencia y unicidad delúnico punto de equilibriox∗ 6=

0 para cualquier conjunto de parámetros. Considere las siguientes variables de desviación

u = D−D∗ y la DQO como variable medida (y= x3− x∗3), entonces es posible obtener la

siguiente linealización del modelo nominal (2.1):

ẋ= Ax+Bu, x(t0) = x0

y=Cx
(2.11)

dondeA= [∂ fi/∂xk] |x∗, B= [∂ fi/∂u] |D∗, parai, k = 1,2,3,4, y C = [0,0,1,0]. Consideran-

do los siguientes parámetros nominalesπ0 ∈ Π [7, 32]: D∗ = 0.02(h−1), α = 0.5, k1 =

42.14, k2 = 116.5(mmol/g), k3 = 268(mmol/g), µ1,max= 0.05(h−1), µ2,max= 0.031(h−1),

KS1 = 7.1(g/l), KS2 = 9.28(mmol/l), KI2 = 16(mmol/l); aśı como las concentraciones de

alimentacíonx j,in = [16,68.78]dondej = 3, 4. Es importante mencionar quex3,in = 16[g/l]

y x4,in = 68.78[g/l] representan la concentración de DQO y AGV de alimentación nominal al

proceso de DA respectivamente. El sistema nominal (2.11), se expresa se como la realización
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del espacio de estados:

Pnom=

[
A B

C 0

]
(2.12)

Partiendo de laProposición 3es posible obtener una planta nominal en el puntox∗. Adi-

cionalmente, Si la realización (2.12) se obtiene de manera balanceada (Sección A.1) dado

que el puntox∗ es localmente estable entonces la planta nominalPnom∈ R H∞. Este es un

indicativo que la teorı́a deH∞ puede aplicarse de manera exitosa dado que los requerimientos

se cumplen al menos paraPnom.

Mediante el ańalisis de sensibilidad [33] del modelo (2.1) mostrado la Sección 2.1.1, se

determińo que los paŕametros que inducen una variación significativa en las soluciones son

: α, µ1,maxy µ2,max. Considerando una variación del±10% en el valor de los parámetros no-

minales enα,µ1,max, y µ2,max, se puede considerar como una variación paraḿetrica represen-

tativa en el disẽno robusto. Dicha variación se considera suficiente para abarcar variaciones

en el modelo debido a los cambios en la operación real del proceso de DA. A través de la

modificacíon del valor de los parámetros en el intervalo±10%, se obtendrán cada elemento

(2.11) de una familia de plantasΛ inciertas.

La incertidumbre paraḿetrica puede observarse (debido a los cambios en el valor de los

paŕametros) y compararse con respecto a la respuesta en la frecuencia de la planta nominal

Pnom enω ∈ [ω,ω] =
[
1×10−4,1×102

]
. De hecho, es posible representar la incertidumbre

paraḿetrica como una incertidumbre relativa:

Urel (ω) =
∣∣∣∣
P(ω)−Pnom(ω)

Pnom(ω)

∣∣∣∣ (2.13)

dondeP(ω) representa una planta para cada conjunto de valores en los parámetrosα,µ1,max

y µ2,max. Cabe aclarar queUrel puede aproximarse comoWp∆ donde‖∆‖∞ ≤ 1. En la Figura

2.4 se muestra la respuesta en la frecuencia de la planta nominalPnom(ω) y la familia de

plantasΨ = (I +Urel)Pnom la cual contiene cada una de las plantasP(ω). En la Figura 2.5 se

muestra la respuesta en la frecuencia de (2.13) ası́ como el valor superior de la incertidumbre

relativaUrel, la cual se puede calcular con la siguiente expresión:

máx
ω∈[ω,ω]

{Urel}= máx
ω

∣∣∣∣
P(ω)−Pnom(ω)

Pnom(ω)

∣∣∣∣ (2.14)

Obśervese en la Figura 2.4 que la variación paraḿetrica inducida enPnom provoca una res-

puesta en la frecuencia de los valores propios deP(ω) en un intervalo tanto superior co-

mo inferior con respecto aPnom en el rango de frecuencia de interés. Para los proṕositos de
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Figura 2.4: Respuesta en la frecuencia de la planta nominalPnom(ω) y el conjunto de modelos
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Figura 2.5: Respuesta en la frecuencia deUrel y máx(Urel).

disẽno no es necesario saber que valores deα,µ1,maxy µ2,maxprovocan la ḿaxima desviacíon

máx(Urel) bajo el modelo de incertidumbre propuestaUrel. De hecho, lo importante es deter-

minar una funcíon de pesoWp con la informacíon contenida en ḿax(Urel) de tal modo que

podamos expresar un modelo de incertidumbre no estructurada del tipo multiplicativo asoci-

ada a la familia de plantasΨ = (I +Urel)Pnom comoΛ = (I +Wp∆)Pnom donde‖∆‖∞ ≤ 1.

Existen varios modelos de incertidumbre no estructurada que capturan las desviaciones

paraḿetricas de una familia de plantasΛ y Pnom. Para proṕositos del presente trabajo se

selecciońo el modelo de incertidumbre multiplicativa no estructurada. Dicho modelo nos

permitiŕa mitigar los efectos asociados a errores de medición y dińamica en alta frecuencia

no contemplada asociada a la familia de plantasΛ.

2.3.2. Funciones de peso

Las funciones de peso, mostradas en el diagrama de bloques de la Figura 2.3,Wu y We

representan requerimientos en la frecuencia de las señales de salidaz1 y z2 respectivamente;
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mientras queWn contiene informacíon de la sẽnal de entradan. La funcíon Wp contiene

la informacíon sobre la incertidumbre paramétrica (Seccíon 2.3.1). La estructura de dichas

funciones de peso es la siguiente:

Wp(ω) =
Wp,N(ω)
Wp,D(ω)

Wu(ω) =
s+ωu/Mu

εus+ωu
=

s+100/0.1
0.05s+100

We(ω) =
s/Me+ωe

s+ωeεe
=

s/1+100
s+(100)(0.005)

Wn(ω) =
s+ωnεn

s/Mn+ωn
=

s+(1000)(0.01)
s/0.1+1000

(2.15)

donde los paŕametros depende del requerimiento asociado a cada función. A continuacíon se

explica brevemente cada una de estas funciones.

La informacíon contenida por máx
ω∈[ω,ω]{Urel} puede ser aproximada mediante una fun-

ción de pesoWp(ω). Es posible representarWp como una funcíon de transferencia, estable

y de fase ḿınima. Mediante un ḿetodo de b́usqueda iterativo de ajuste mediante mı́ni-

mos cuadrados es posible obtener un sistema matricial que capture la respuesta en la fre-

cuencia de (2.14). De esta forma es posible obtenerWp(ω) = Wp,N(ω)/Wp,D(ω); donde

Wp,N(ω) = 1.193×10−5s3+4.695×10−4s2+4.298×10−3s+5.971×10−5, y Wp,D(s) =

s3+0.237s2+0.015s+1.593×10−4.

Debido a que la sẽnal de control es ejecutada mediante un servo-mecanismo (servo-

válvula), el cual permite la manipulación del flujo de alimentación al DA, es deseable res-

tricciones en la frecuencia mediante una función de transferenciaWu(ω) conω ∈ [ω,ω]. Es

posible incluir un requerimiento en el desempeño mediante la siguiente expresión‖WuK(1+

PK)−1‖∞ ≤ 1 ⇒ ‖ 1
Wu

‖∞ ≤ ‖K(1+PK)−1‖∞. Wu tiene la estructura presentada en (2.15),

dondeεu = 0.05, ωb = 100 yMu = 0.1. Una posible interpretación f́ısica de la funcíon de

pesoWu es la siguiente.Wu est́a acotada mediante el valor deMu = 0.1 a frecuencias ba-

jas, la cual está relacionada con las limitaciones del esfuerzo del controlador ası́ como los

lı́mites de saturación en los actuadores. La gananciaMu deKSpuede ser en algunos casos de

valor elevado, sin embargo para esta aplicación su valor se relaciona con el máximo factor

de dilucíon esperadoD−D∗ = 0.1h−1. Aśı mismo, el valor deεu = 0.05 est́a relacionado

con la ganancia en altas frecuencias deKS. Es deseable que la ganancia en altas frecuencias

disminuya a partir de la frecuenciaωb a fin de que el ruido sea atenuado.

Para el siguiente criterio‖We(1+PK)−1‖∞ ≤ 1 ⇒ ‖ 1
We
‖∞ ≤ ‖(1+PK)‖∞, We tiene la

25



estructura presentada en (2.15) dondeMe= 10, ωe= 100 yεe= 0.005. Es importante notar

que la funcíon de sensibilidad a lazo cerrado(1+PK)−1 es un criterio asociado con el de-

sempẽno robusto ante la atenuación de perturbaciones.

La función de peso asociado a la señal de ruido en la medición tiene la estructura presen-

tada en (2.15) dondeωn = 103, εn = 0.01 y Mn = 0.1. A la funcíon de pesoWn es posible

darle la siguiente interpretación f́ısica. Una perturbación en la medicíon de la variable de

salida, en este caso la DQO, puede ser causada por la resolución y/o la respuesta en los

equipos de medición. En la actualidad, la tecnologı́a disponible en equipo de medición de

la DQO (o equipos en variables similares) tı́picamente responden en tiempos de 1.5 a 15

minutos (equivalente 25 a 250 [rad/h]) con una resolución de 10 a 0.2 [g/l] de la DQO re-

spectivamente. Sin pérdida de generalidad, es seleccionada de manera arbitraria en un valor

deεn = 0.01 y Mn = 0.1, cabe aclarar que dicho valor es posible ajustarlo según las especi-

ficaciones del equipo utilizado en la medición de la variable de salida.

2.3.3. Śıntesis de controlador nominal y robusto

El problema de control subóptimo (ver seccíon B) fue resuelto nuḿericamente mediante

la ecuacíon de Riccati [35, 36]. La aproximación del controladorK(s) fue obtenido mediante

un proceso nuḿerico iterativo (Toolbox control robusto Matlabr), asegurando la estabilidad

nominal conγ = 0.1517. Asumiendo que el modelo de plantas perturbadas es descrito me-

diante el siguiente conjuntoΛ = {(I +Wp∆)Pnom: ∆ ∈RH∞}. Entonces, la condición de esta-

bilidad robusta se cumple con‖WpPnomK(I +PnomK)−1‖∞ = 0.3482≤ 1 (Teorema 8.5 [36]).

El controlador de 8◦ orden obtenido esK8(s) =K8,N(s)/K8,D(s), dondeK8,N(s) =13.33s7

+2.8× 104s6 +2.677× 105s5 +1.03× 106s4 +1.38× 103s3 +7328s2 +115.6s+0.544 y

K8,D(s)=s8+1266s7+2.722×105s6+6.366×105s5+4.645×104s4+8.745×105s3+5.677×

104s2+975.5s+4.907. Los valores Hankel del controlador de 8◦ orden sonσ8 = [0.1946,

0.1530, 0.0211, 0.0041, 0.0032, 2.459×10−7, 1.636×10−8, 4.409×10−10].

Con el fin de obtener un controlador de orden menor, se aplicó una truncacíon ba-

lanceada al controlador (K8) de orden completo. El controlador de 4◦ orden esK4(s) =

K4,N(s)/K4,D(s), dondeK4,N(s)=20.57s3 +1232s2 +1233s+138.6 yK4,D(s)=s4 +147.6s3

+2947s2 +3977s+1180. Los valores Hankel del controlador reducido son:σ4 = [0.1946,

0.1530, 0.0211, 0.0041]. Es decir, la selección del nuevo orden del controlador es cuatro, da-

do que se puede considerar despreciable la contribución de lośultimos cuatro valores Hankel

en el rango de frecuencia de interés. Esto se puede observar en la respuesta en la frecuencia

de los valores singulares en la Figura 2.6. El comportamiento de la respuesta en la frecuencia
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Figura 2.6: Respuesta en la frecuencia del controladorK8 y K4.

para el controladorK8 y K4 es similar en el rango de frecuenciaω ∈ [10−4,104]. La Figura

2.7 muestra la respuesta en la frecuencia de la planta nominalPnom, el controladorK4 y la

función de transferenciaS.
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Figura 2.7: Respuesta en la frecuencia de la planta nominalPnom, controladorK4 y la función
de transferenciaS.

2.4. Resultados nuḿericos del controlador a lazo cerrado

En esta sección se presentan algunas simulaciones numéricas a lazo cerrado a fin de ilus-

trar la implementación del esquema de control en el modelo no lineal (2.1) del proceso de

DA para el tratamiento de aguas residuales en diferentes escenarios de regulación robusta.

Cinco casos fueron abordados, los cuales están representados como: (i), (ii), (iii), (iv) y (v).

En los casos (iii) y (iv) se presentan sub-casos, los cuales están representados por: (iii-1),

(iii-2) y (iv-1), (iv-2).

Caso (i) El objetivo del presente caso es ilustrar mediante la implementación nuḿerica a

lazo cerrado que el controlador es capaz de mitigar perturbaciones en la concentración de
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la DQO en la corriente de alimentación. En la Figura 2.8 se muestra los resultados del caso

(i). En la Figura 2.8a se presenta la concentración de la DQO a la salida del proceso de DA
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Figura 2.8: Resultados de la simulación para la evaluación del controlador caso (i). a) Con-
centracíon de la DQO a la salida del digestor. b) Concentración de la DQO a la entrada
del digestor (x3,in). c) Factor de dilucíon, la cual esta relacionada con la entrada de control
calculada por la ley de control (u= D−D∗)

DQOout [g/l] para un valor de referencia deDQOre f = 2[g/l]. En la Figura 2.8b se presenta

la variacíon en la concentración de alimentación al digestor anaerobioDQOin [g/l], puede

observarse que existen variaciones entre 17 y 15.5 [g/l]. En la Figura 2.8c se presenta el fac-

tor de dilucíon D [h−1] el cual est́a asociada con la señal de controlu = D−D∗; de hecho

puede apreciarse un componente de alta frecuencia la cual está asociada con la mitigación

del ruido que se adiciona a la señal de medicíon (sẽnal de saliday= x4−x∗4). La perturbacíon

debida al ruido es mitigada debido a que se contempló una sẽnal de ruido(n) mediante la

función de pesoWn durante la śıntesis del controlador (ver Figura 2.3). Los resultados del

caso (i) indican que el controlador es robusto ante perturbaciones en la concentración de la

DQO en la alimentación logrando una regulación en una referencia de la DQO.

Caso (ii) El objetivo del presente caso es ilustrar mediante la implementación nuḿerica a

lazo cerrado que el controlador es capaz de mitigar perturbaciones en la concentración de la

DQO en la corriente de alimentación incluso cuando existen cambios en escalón en la refe-

rencia. En la Figura 2.9 se muestra los resultados del caso (ii). En la Figura 2.9a se presenta

la concentracíon de la DQO a la salida del proceso de DA(DQOout [g/l]) para un cambio en

escaĺon en el valor de la referencia a la salida del digestor (DQOre f [g/l]. En la Figura 2.9b se
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Figura 2.9: Resultados de la simulación para la evaluación del controlador caso (ii). a) Con-
centracíon de la DQO a la salida del digestor. b) Concentración de la DQO a la entrada del
digestor (x3,in). c) Factor de dilucíon, la cual esta relacionada con la entrada de control cal-
culada por la ley de control (u= D−D∗). d) Entrada de control para el intervalo de tiempo
[674.5,676.5] h, nótese que la señal de control está acotada.

presenta la variación en la concentración de alimentación al digestor anaerobioDQOin [g/l],

puede observarse que existen variaciones entre 17 y 15.5 [g/l]. En la Figura 2.8c se presenta

el factor de dilucíonD [h−1] el cual est́a asociado con la señal de controlu=D−D∗de hecho

puede apreciarse un componente de alta frecuencia la cual está asociada a la mitigación del

ruido que es adicionado a la señal de medicíon (sẽnal de saliday= x4−x∗4). La perturbacíon

debida al ruido es mitigada debido a que se contempló una sẽnal de ruido(n) mediante la

función de pesoWn durante la śıntesis del controlador (ver Figura 2.3). La perturbación de-

bida al ruido es mitigada debida al elementon y la función de pesoWn durante la śıntesis

del controlador (ver Figura 2.3). Adicionalmente, en la Figura 2.8c se observa que los cam-

bios en escalón inducen un cambio abrupto en la señal de control, sin embargo esta señal

est́a acotada. El acotamiento en la señal de control puede observarse en la Figura 2.9d me-

diante un acercamiento en la escala de tiempo[674.5,676.5] [h]. Es importante mencionar

que el problema de control abordadoúnicamente fue para regulación y no para seguimiento,
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sin embargo debido a la inclusión de la funcíon de pesoWe es posible imponer un requeri-

miento en magnitud y frecuencia en la señal del errore la cual tiene como señal de salidaz1

(ver Figura 2.3). Adicionalmente, debido a la restricción en la sẽnal de entrada de controlu

mediante la funcíon de pesoWu es posible imponer en cierto sentido una restricción en mag-

nitud y frecuencia dando como resultado la señal z2, de hecho sin la restricciónWu la sẽnal

de control tendŕıa una magnitud mayor a la presentada en la Figura 2.9d. Los resultados del

caso (ii) indican que el controlador es robusto ante perturbaciones en la concentración de la

DQO en la alimentación logrando una regulación con variaciones en escalón en la DQO de

referencia mediante un factor de dilución acotado.

Caso (iii) El objetivo del presente caso es ilustrar mediante la implementación nuḿerica a

lazo cerrado que el controlador es capaz de mitigar perturbaciones en la concentración de la

DQO en la corriente de alimentación incluso con incertidumbres paramétricas en el modelo

no lineal. Dos conjuntos de variaciones en los parámetros son inducidas mediante el sub-caso

(iii-1) y sub-caso (iii-2). Dichas variaciones paramétricas se muestran en la Figura 2.10 y los

resultados del caso (iii) se muestra en la Figura 2.11. La concentración de la DQO de ali-

mentacíon al proceso de DA para este caso se presenta de igual forma en la Figura 2.9b. En
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Figura 2.10: Porcentaje de variación paraḿetrica con respecto al valor nominal presentada
en los paŕametrosα, µ1,max, y µ2,maxdurante el tiempo de simulación. Nótese que durante los
intervalos de tiempo[0,200]h y [800,1000]h el porcentaje de variación es cero, por lo que
el valor de los paŕametros en esos intervalos corresponde al valor nominal.

la Figura 2.10 se presenta la variación paraḿetrica a la cual es sometido el modelo no lineal

(2.1) del proceso de DA. Para este caso se conserva el valor nominal durante los intervalos
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Figura 2.11: Resultados de la simulación para la evaluación del controlador caso (iii). a)
Concentracíon de la DQO a la salida del digestor para el sub-caso (iii-1) y (iii-2). b) Factor
de dilucíon, la cual esta relacionada con la entrada de control calculada por la ley de control
(u= D−D∗) para el sub-caso (iii-1) y (iii-2).

[0,200] [h] y [800,1000] [h], sin embargo para el intervalo[800,1000] [h] se inducen varia-

ciones en los parámetrosα, µ1,max, y µ2,maxen un rango de±8% del valor nominal de dichos

paŕametros. De esta forma, para el sub-caso (iii-1), por ejemplo, el valor del parámetroα
vaŕıa en el intervalo de tiempo[200,500] [h] un+8% y durante el intervalo[500,800] [h] un

−8% de su valor nominal, manteniendose durante los periodos[0,200] [h] y [800,1000] [h]

en su valor nominal. Ası́ pueden describirse las demás variaciones en los parámetrosµ1,max,

y µ2,maxpara el sub-caso (iii-1). Para el sub-caso (iii-2), por ejemplo, el valor del parámetroα
vaŕıa en el intervalo de tiempo[200,500] [h] un−8% y durante el intervalo[500,800] [h] un

+8% de su valor nominal, manteniendose durante los periodos[0,200] [h] y [800,1000] [h]

en su valor nominal. En la Figura 2.11a se presenta la concentración de la DQO a la salida del

proceso de DA(DQOout [g/l]) para un valor de referencia deDQOre f = 2[g/l]. En la Figura

2.11b se presenta el factor de dilución D [h−1] el cual est́a asociado con la señal de control

u= D−D∗. En la Figura 2.9b se presenta la variación en la concentración de alimentación

al digestor anaerobioDQOin [g/l], puede observarse que existen variaciones entre 17 y 15.5

[g/l]. En este caso de estudio, se logra la regulación de la DQO(DQOout [g/l]) para un valor

de referencia deDQOre f = 2 [g/l] a pesar de las variaciones paramétricas. Esto se debe a que

el controlador cumple con el criterio de estabilidad robusta para la familia de plantasΛ la

cual incluye variaciones paramétricas en los parámetrosα, µ1,max, y µ2,max. Adicional a esto,

el controlador logra mitigar las fluctuaciones en la variación en la concentración de la DQO

a la entrada del proceso de DA(DQOin [g/l]). Los resultados del caso (iii) indican que el

controlador es robusto ante perturbaciones en la concentración de la DQO de la alimentación

y ante incertidumbres paramétricas logrando una regulación en la DQO de referencia.

Caso (iv) El objetivo del presente caso es ilustrar mediante la implementación nuḿerica a

31



lazo cerrado que el controlador es capaz de mitigar perturbaciones en la concentración de

la DQO en la corriente de alimentación incluso con incertidumbres paramétricas en el mo-

delo no lineal y cambios en escalón en la referencia. Dos conjuntos de variaciones en los

paŕametros son inducidas mediante el sub-caso (iv-1) y sub-caso (iv-2). Dichas variaciones

paraḿetricas se muestran en la Figura 2.10 y los resultados del caso (iv) se muestra en la

Figura 2.12. La concentración de la DQO de alimentación al proceso de DA para este caso

se presenta de igual forma en la Figura 2.9b. En la Figura 2.12a se presenta la concentración
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Figura 2.12: Resultados de la simulación para la evaluación del controlador caso (iv). a)
Concentracíon de la DQO a la salida del digestor para el sub-caso (iv-1) y (iv-2). b) Factor
de dilucíon, la cual esta relacionada con la entrada de control calculada por la ley de control
(u= D−D∗) para el sub-caso (iv-1) y (iv-2).

de la DQO a la salida del proceso de DA(DQOout [g/l]) para un cambio en escalón en el

valor de la referencia a la salida del digestor (DQOre f [g/l]. En la Figura 2.11b se presenta el

factor de dilucíon D [h−1] el cual est́a asociado con la señal de controlu= D−D∗. En este

caso de estudio, se logra la regulación de la DQO(DQOout [g/l]) con variaciones en escalón

en la DQO de referencia(DQOre f [g/l]) a pesar de las variaciones paramétricas. Esto se debe

a que el controlador cumple con el criterio de estabilidad robusta para la familia de plantas

Λ la cual incluye variaciones paramétricas en los parámetrosα, µ1,max, y µ2,max. Adicional

a esto, el controlador logra mitigar las fluctuaciones en la variación en la concentración de

la DQO a la entrada del proceso de DA(DQOin [g/l]). Los resultados del caso (iv) indican

que el controlador es robusto ante perturbaciones en la concentración de la DQO en la ali-

mentacíon e incertidumbre paraḿetrica logrando una regulación con variaciones en escalón

en la DQO de referencia.

Caso (v)El objetivo del presente caso es ilustrar mediante la implementación nuḿerica a la-

zo cerrado que el controlador es robusto ante perturbaciones en la concentración de la DQO

en la corriente de alimentación incluso con componentes en la frecuencia donde la planta es

sensible y robusto ante incertidumbres paramétricas en el modelo no lineal y cambios en es-

32



calón en la referencia. La variación en los paŕametros se muestra en la Figura 2.10 sub-caso

(1). Los resultados del caso (v) se muestra en la Figura 2.13. En la Figura 2.13a se presenta
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Figura 2.13: Resultados de la simulación para la evaluación del controlador caso (v). a)
Concentracíon de la DQO a la salida del digestor. b) Concentración de la DQO a la entrada
del digestor (x3,in). c) Factor de dilucíon, la cual esta relacionada con la entrada de control
calculada por la ley de control (u= D−D∗).

la concentracíon de la DQO a la salida del proceso de DA(DQOout [g/l]) para un cambio

en escaĺon en el valor de la referencia a la salida del digestor (DQOre f [g/l]. En la Figura

2.13b se muestra la concentración de la DQO de alimentación al proceso de DA; como se

aprecia en la figura, se presenta un perfil similar al mostrado en la Figura 2.9b pero con un

componente proporcional en magnitud y frecuencia, donde la planta nominal es sensible. En

la Figura 2.13c se presenta el factor de dilución D [h−1] el cual est́a asociado con la señal

de controlu = D−D∗. Es importante mencionar que aunque la Figura 2.13 no muestra el

acotamiento del factor de dilución, éste presenta un comportamiento similar al de la Figura

2.9d. Al igual que los casos (i) y (ii), una señal de ruido es adicionada a la variable medida

(Figura 2.13a). En este caso de estudio, se logra la regulación de la DQO(DQOout [g/l]) con

variaciones en escalón en la DQO de referencia(DQOre f [g/l]) a pesar de las variaciones

paraḿetricas. Adeḿas, el controlador logra mitigar las fluctuaciones en la variación en la

concentracíon de la DQO a la entrada del proceso de DA(DQOin [g/l]) incluso con com-

ponentes en la frecuencia donde la planta nominal y la familia de plantasΛ son sensibles.

Finalmente, para este caso, el controlador logra mitigar las componentes del ruido en la vari-

able medible y se mantiene la señal de control acotada incluso en cambios de referencia a

pesar que el controlador fue diseñado para un problema de regulación y no de seguimiento.
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Los resultados del caso (v) indican que el controlador es robusto ante: perturbaciones en la

concentracíon de la DQO en la alimentación con componentes en la frecuencia, incertidum-

bre paraḿetrica, ruido en la variable de medición.

Nota 4. Mientras ḿas elementos perturben al sistema, mayor será la degradación de la

sẽnal de salidaDQOout (Figuras 2.8a, 2.9a, 2.11a, 2.12a, 2.13a) con respecto a la referencia

dando como resultado un mayor error y en el caso de cambios de referencia un mayor esfuer-

zo de la sẽnal de control. Sin embargo, dependiendo de la perturbación que se desee mitigar

es posible decidir el correcto balance entre el requerimiento de regulación y esfuerzo en la

sẽnal de control. Esto no es necesariamente abordado durante la sı́ntesis por otras técnicas

de control ya propuestas. Para ejemplificar este hecho se presenta una comparación entre el

controlador propuesto y uno diseñado por otros autores.

2.5. Resultados nuḿericos de la comparacíon del contro-

lador a lazo cerrado

En esta sección se presenta la simulación nuḿerica a lazo cerrado a fin de comparar la

implementacíon del esquema de control en el modelo no lineal (2.1) del proceso de DA para

el tratamiento de aguas residuales entre el diseño obtenido y un controlador lineal del tipo

RFOF (por sus siglas en inglés robust reference-feedforward / output-feedback control) pre-

viamente reportado por Ḿendez-Acosta y col. [7] (L-RFOF).

La ley de control L-RFOF ha sido aplicada al modelo de Bernard y col. [30] (6◦ orden)

y ha demostrado ser robusta ante errores de modelado, perturbaciones en la concentración

e incluso aborda restricciones en el actuador a fin de evitar la saturación [7]. El controlador

L-RFOF es capaz de regular de manera robusta la DQO en el proceso de una manera precisa

(errores menores al 5% del valor de la DQO de referencia). Sin embargo, la acción de con-

trol (factor de dilucíon D) puede presentar altas magnitudes cuando el sistema es sometido

a perturbaciones con componentes en la frecuencia. Este efecto se debe al procedimiento

de śıntesis, en donde una inversión exacta de la planta puede provocar dicho efecto el cual

es mitigado mediante un esquema de antisaturación. Durante el disẽno de la ley de control

L-RFOF existe un balance de objetivos, por un lado existe el compromiso de la regulación

robusta y por otro se tiene el requerimiento de magnitudes de controlbajas(acotadas a va-

lores deseables que eviten efectos de saturación). Dichos objetivos no siempre pueden ser

abordados de manera natural durante la sı́ntesis.
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En la Figura 2.14 se presenta la simulación nuḿerica a lazo cerrado para la regulación

de la DQO(2 [g/l]) en el modelo no lineal (2.1) a la salida del proceso de DA. La con-

centracíon de alimentación es perturbada con una señal que contiene componentes en la

frecuencia menores a 10−1 [rad/h] en donde la planta nominalPnom presenta una respuesta.

En la Figura 2.15 se puede observar que el controlador L-RFOF presenta mayor magnitud

a frecuencias menores a 10−1 [rad/h]. Es decir, si una perturbación tiene una componente

en frecuencia menor a 10−1 [rad/h] (donde la planta nominal responderı́a a lazo abierto)

se esperarı́a a lazo cerrado una respuesta mayor en el caso del controlador L-RFOF que la

ley de controlH∞. Comparando los resultados en la Figura 2.14a y 2.14b, se obtiene un
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Figura 2.14: Resultados de la simulación para la comparación entre el controlador robusto
propuesto y el controlador lineal del tipo RFOF. a) Error presentado por la ley de control
H∞. b) Error presentado por la ley de control L-RFOF. c) Factor de dilución, la cual esta
relacionada con la entrada de control (u= D−D∗) calculada por la ley de control propuesta
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Figura 2.15: Respuesta en la frecuencia dePnom, el controlador robusto propuesto y el con-
trolador lineal del tipo RFOF.

mayor error en la ley de control propuestaH∞ que el obtenido por la ley de control L-RFOF.

Sin embargo, se obtiene una señal de control de menor magnitud en la ley de controlH∞
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que el obtenido por la ley de control L-RFOF. Este efecto presentado por la ley de control

control propuestaH∞ se debe a la estructura de las funciones de peso y los requerimientos

en las sẽnales que se desea abordar. A diferencia de la ley de control L-RFOF, durante la

śıntesis del controladorH∞ es posible balancear los requerimientos de regulación robusta y

restricciones en la acción de control mediante funciones de peso. El hecho que se presenten

perturbaciones en frecuencias superiores a 10−1 [rad/h] puede ser un criterio adicional en

la seleccíon de una de las dos leyes de control comparadas en esta sección (ya que la planta

nominal no presenta una respuesta significativa a frecuencias superiores a 10−1 [rad/h]).

2.6. Comentarios sobre el caṕıtulo

Se obtuvieron resultados del modelo reducido de Bernard y col. [30] (modelo (2.1) el cual

describe el proceso de DA para el tratamiento de vinazas) en el sentido de unicidad y estabi-

lidad local del punto de equilibrio (Proposición 3). Dicha caracterización sienta precedentes

para la śıntesis de un controlador robusto. Mediante un análisis de sensibilidad paramétrica se

identificaron los paŕametros que afectan las soluciones del sistema dinámico del digestor. Los

paŕametros están relacionados con la cinética y con el ŕegimen hidrodińamico del digestor.

Dichos paŕametros fueron considerados como la fuente de la incertidumbre paramétrica.

Mediante el modelo (2.1) y un conjunto de parámetros nominales fue posible obtener un

modelo nominal lineal el cual pertenece al espacio de funcionesR H∞. Mediante requerim-

ientos en el error y acotamiento en la acción de control, abordados mediante funciones de

peso la cual contienen información en magnitud y frecuencia, fue posible diseñar un contro-

lador nominalH∞ el cual asegura la estabilidad interna del sistema. El controlador nominal

cumplió con el requisito de estabilizar robustamente una familia de plantas que representan

el efecto de las posibles variaciones paramétricas que pudieran derivarse debido a un cambio

en las condiciones de operación.

Mediante simulaciones nuḿericas el controlador propuesto es capaz de lograr la regu-

lación robusta de la salida del proceso de DA (modelo (2.1) para condiciones que pudieran

presentarse en el tratamiento de aguas residuales provenientes de la industria del Tequila. A

pesar que el controlador fue abordado para un problema de regulación, éste es capaz de reg-

ular de manera robusta ante un cambio en escalón de la variable de salida. La compensación

de elementos como el ruido, perturbaciones en la concentración de la alimentación, varia-

ciones paraḿetricas y cambios en la referencia requieren de un esfuerzo mayor pero acotado

por parte del controlador, ası́ como una degradación gradual de la señal de salida mostrando

un incremento del error pero acotado a un nivel aceptable de desempeño.
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Mediante la comparación con otra ley de control se pudo dilucidar que la ley de control

propuesta aunque permite errores en la salida mayores, presenta un menor esfuerzo en su

ejecucíon. De hecho, durante la sı́ntesis del controlador puede manipularse las funciones de

peso a fin de obtener una ejecución del controlador atendiendo a un compromiso entre regu-

lación (error permitido) y una acción de control suave (acotamiento de la entrada de control).

Resultados en este sentido son presentados en el siguiente capı́tulo.
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Caṕıtulo 3

Implementación experimental de control

H∞ en planta piloto para tratamiento de

vinazas

En el caṕıtulo se describe la planta piloto donde se llevó a cabo la implementación ex-

perimental del controlador propuestoH∞, aśı como los equipos utilizados para la medición

y adquisicíon de datos. Posteriormente, se presenta el controladorH∞ utilizado y resultados

relevantes de la implementación experimental. Finalmente se presentan algunos comentarios

del caṕıtulo.

3.1. Antecedentes

Para implementar una ley de control por retroalimentación utilizando como salida la

DQO y/o AGV, es necesario realizar una medición. En el caso que dicha medición sea fuera

de ĺınea, el acondicionamiento de las muestras debe llevarse a cabo para evitar daños que

pueden ocasionarse al equipo o bien tener un error en la medición el cual repercute en el

desempẽno de la ley de control. Mediante la filtración a trav́es de un medio poroso se puede

evitar un error de medición en la DQO por una contribución por biomasa [37]. Incluso si

una ley de control es complementada con un sistema eficiente de monitoreo y supervisión,

el funcionamiento del sistema debe complementarse usando mediciones en lı́nea. De hecho,

un sistema de validación (usando mediciones en fuera lı́nea) debe asegurar la capacidad del

sistema de diagńostico [38].

Para leyes de control que utilizan mediciones en lı́nea se debe primero tener o extraer
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una muestra directa del proceso. Posteriormente, una etapa de purificacíon y finalmente una

etapa en donde se realice la medición. En algunos casos, para llevar a cabo la medición en

lı́nea se debe tomar en cuenta: (i) fallos en la operación de purificacíon (filtración y/o ultra-

filtración), (ii) costos asociados a la operación y mantenimiento de los equipos de medición

en ĺınea, (iii) costos asociados al daño en equipos por fallo en el proceso. Incluso si la ley de

control es complementada con una etapa en su diseño que acople la detección y diagńostico

de fallos, en ausencia de un equipo apropiado de procesamiento de la muestra, la regulación

de la salida es difı́cil o (en algunos casos) imposible de lograr [39].

Esquemas de control en el caso de errores moderados en la medición de variables claves

han sido reportados. Un ejemplo deésta es la presentada por Walker y col. [40], sin embargo

esta contribucíon se basa en la evaluación de la producción de bioǵas en un proceso de DA

y no se tiene un esquema claro para ser extendido a variables como DQO y/o AGV.

En este caṕıtulo se expondŕa que el disẽno de la ley de controlH∞ puede abordar de

manera adecuada el error de medición sin dejar de tomar en cuenta el balance en los requer-

imientos de regulación robusta y restricciones en la acción de control.

3.2. Planta piloto

El proceso de DA se llev́o a cabo en un digestor de flujo ascendente de cama fija escala

piloto. El material de construcción del digestor es de acero cuyo volumen efectivo es 445

litros. El soporte utilizado es Cloisonylr con una estructura la cual permite una mayor su-

perficie de adherencia de la biopelı́cula por unidad de volumen. El diagrama esquemático del

proceso de DA en la planta piloto se ilustra en la Figura 3.1.

La vinaza cruda proveniente de las aguas residuales de la industria del tequila es recibida

directamente de la plantaLa Laja, ubicada en Guadalajara México, y almacenada en con-

tenedores cerrados a temperatura ambiente. La vinaza almacenada es diluida en un tanque

de alimentacíon de 200 litros a fin de ajustar la composición de la DQO a 15[g/l] y el pH

entre 6.5−7.0. Dicho ajuste se lleva a cabo mediante la adición de agua (potable) y una solu-

ción de hidŕoxido de sodio (NaOHgrado industrial marca Mexichemr). El tanque de ali-

mentacíon se mantiene en agitación constante durante toda la prueba experimental. Mediante

una bomba peristáltica (Masterflex L/S Cole-Parmerr) conectada al tanque de alimentación

se introduce una corriente de alimentación el cual est́a relacionado con el factor de dilución

(D [h−1]) calculado por la ley de controlu= D−D∗. La corriente de alimentación es mez-
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clada con una corriente de recirculación (a fin de propiciar una corriente homogénea) y es

introducida al digestor. Una corriente de salida en la zona superior del digestor es colectado

por un divisor de dos corrientes, una corriente se recircula y la otra se desecha (efluente). Di-

cho divisor permite mantener el nivel del digestor constante debido a que la separación del

efluente se lleva a cabo por rebose de nivel. La corriente de recirculación es bombeada para

mantener una flujo de recirculación constante y mantener una presión mayor a la presión de

la corriente de alimentación con la cual se mezcla (como se mencionó previamente).

Figura 3.1: Diagrama esquemático del proceso de DA para el tratamiento de aguas residuales
de la industria del tequila. Los simbologı́a correspondiente es: (T) transmisor, (E) voltaje,
(FT) transmisor de flujo, (TT) transmisor de temperatura y (VV) variador de velocidad.

Un porcentaje del 15% de la corriente de recirculación es procesada en un equipo de

filtrado cuyo díametro de poro es de 50µm. El permeado del sistema de filtrado es analizado

por los equipos de medición en ĺınea y la corriente no permeada o concentrada es retornada a

la corriente de recirculación mediante un sistema de válvulas. El bioǵas producido durante el

proceso de DA era colectado en la zona superior del digestor y analizado de manera continua.

La temperatura del DA se mantuvo regulada a 36±1◦C mediante un intercambiador de calor

de chaqueta. En el interior de dicha chaqueta se utilizaba agua potable bombeada desde un

deṕosito el cual utilizaba como agente calefactor una resistencia eléctrica. La cantidad de

voltaje de la resistencia eléctrica necesaria para mantener la temperatura del digestor era

calculada mediante un controlador del tipo PI.
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3.2.1. Mediciones en lı́nea

La comunicacíon entre los sensores y actuadores del digestor y una computadora person-

al se realiźo mediante el dispositivo National Instrumentsr modelo cRIO9004. La progra-

macíon se llev́o a cabo mediante la plataforma LabVIEWr 8.2.

Mediante una corriente derivada del flujo de permeado del sistema de filtrado a la sali-

da del digestor se realizó la medicíon del TOC. Dicha medición se llev́o a cabo mediante

un analizador AppliTOC marca AppliTEKr. Posteriormente, mediante una relación lineal

entre el TOC y la DQO se obtuvo el valor de la DQO (previamente identificada para el eflu-

ente). Finalmente, el controlador robusto vı́a H∞ calcula la sẽnal de entrada (u= D−D∗) la

cual est́a relacionada con el flujo que se introduce al digestor.

Mediante un equipo deshumidificador marca M&Cr modelo ECP1000 se obtuvo una

corriente gaseosa libre de agua. Posterior al proceso de deshumidificación se llev́o a cabo

la medicíon de la producción de bioǵas, aśı como la composición de díoxido de carbono

y metano producido durante el proceso de DA. Las medición se llev́o a cabo mediante el

analizador marca Siemensr modelo Ultramat 23.

3.2.2. Mediciones fuera de lı́nea

El pH fue determinado mediante un equipo marca Thermo Scientificr modelo Orion 3

Star. Se utilizaron estándares marca Thermo Scientificr (buffer) de pH 4,7 y 10 para calibrar

el equipo.

Los AGV fueron determinados mediante cromatografı́a de ĺıquidos de alto rendimien-

to (HPLC, de high-performance liquid chromatography) mediante un equipo marca Utechr

modelo Alltech 9046.

La DQO es la cantidad de oxı́geno que es consumido por las sustancias contaminan-

tes que están en ese residuo durante un cierto tiempo, ya sean sustancias contaminantes

orgánicas o inorǵanicas. Para esto, se emplea un agente quı́mico en medioácido para la

determinacíon del equivalente de oxı́geno de la materia orgánica que puede oxidarse. La

cantidad de oxidante consumido es expresada en términos de su equivalencia de oxı́geno.

Esta variable se determinó por medio de un espectrofotómetro DR 2800 y un bloque de di-

gestíon DBR 200, ambos de la marca Hachr.

La medicíon de materia orǵanica a trav́es del carbono orǵanico total (TOC, de total or-

42



ganic carbon), a diferencia de otros métodos como demanda bioquı́mica de ox́ıgeno (DBO)

y la DQO, es independiente del estado de oxidación de la materia orǵanica. El TOC es la

cantidad de carbono unido a un compuesto orgánico y se usa frecuentemente como un indi-

cador no especı́fico de calidad del agua. Un análisis t́ıpico del TOC mide tanto el carbono

total (TC, de total carbon) y el carbono inorgánico total (TIC, de total inorganic carbon). El

carbono total comprende el carbono orgánico e inorǵanico. El carbono orǵanico se une con

hidrógeno u ox́ıgeno para formar compuestos orgánicos. El carbono inorgánico es estruc-

turado como carbonatos e iones de carbonato, y forma compuestos inorgánicos. El TIC lo

comprenden los carbonatos disueltos en la solución. Restando el TIC del CT obtenemos el

TOC. La medicíon del TOC se realiza mediante oxidación cataĺıtica de alta temperatura y se

llevó a cabo mediante el analizador Shimatzur modelo TOC-VCSH.

3.3. Implementacíon del controlador

Durante toda la implementación experimental fueron utilizadas aguas residuales diluidas

provenientes de la industria del tequila. La dilución fue necesaria para mantener una DQO

promedio de 15[g/l] (±0.5 [g/l]), la cual fue determinada de manera puntual fuera de lı́nea

por medio de un espectrofotómetro DR 2800 y un bloque de digestión DBR 200, ambos de

la marca Hachr. De este modo se consideró la robustez del controlador ante perturbaciones

en la DQO de alimentación.

El proceso de filtración se llev́o a cabo mediante un sistema de filtrado con diámetro de

poro de 50µm. Dicho proceso de filtrado inducı́a un error de medición debido a la contribu-

ción de la biomasa no retenida por el sistema de filtrado en la contabilización total del TOC.

Dicho error se consideró incierto al rededor de±0.25 [g/l]. De hecho,́este feńomeno fue

una prueba de robustez del controlador ante errores de medición.

Finalmente, un cambio en la referencia fue inducido durante el procedimiento experi-

mental a fin de comprobar la regulación de la DQO por parte del controlador.

3.3.1. Disẽno del controlador

Un ajuste en el controlador calculado se llevó a cabo debido a que los parámetros del

modelo ya hab́ıan sido identificados para el digestor [41]. Adicionalmente, las funciones de

peso fueron ajustadas a fin de abordar los errores en la variable de salida (DQO) (debidas al

error inducido por el sistema de filtrado en medición del TOC) y acotamiento de la señal de

43



control.

Wp(ω) =
Wp,N(ω)
Wp,D(ω)

Wu(ω) =
s+ωu/Mu

εus+ωu
=

s+100/0.02
0.005s+100

We(ω) =
s/Me+ωe

s+ωeεe
=

s/0.1+100
s+(100)(0.005)

Wn(ω) =
s+ωnεn

s/Mn+ωn
=

s+(1000)(0.01)
s/0.02+1000

(3.1)

dondeWp,N = 1.193×10−5s3+4.695×10−4s2+4.298×10−3s+5.971×10−5 y Wp,D =

1.193×10−5s3+4.695×10−4s2+4.298×10−3s+5.971×10−5.

Siguiendo el procedimiento presentado en el la sección 2.3 se obtuvo un controladorK4(s) =

KN(s)/KD(s), donde:KN(s) =7.73s3+186.7s2+239.1s+16.99 y KD(s) =s4+65.81s3+

767s2+1212s+416.8. El requerimiento de estabilidad nominal se cumple conγ = 0.2487 y

el requerimiento para estabilidad robusta‖WpPnomK(I +PnomK)−1‖∞ = 0.4088≤ 1 [36].

3.4. Resultados y discusión.

La Figura 3.2 muestra el comportamiento temporal del factor de dilución D durante la

implementacíon experimental, la cual está relacionada con la entrada de control (u=D−D∗)

calculada por la ley de controlH∞. El comportamiento del factor de dilución medido para la

corriente de alimentación se presenta en la Figura 3.2a y el calculado por la ley de control

en la Figura 3.2b. Como puede observarse existe una diferencia entreD calculado yD me-

dido, esto se debe a que existe una limitación en el actuador, la cual no excede el±5% con

respecto al valor calculado. Dicha diferencia puede observarse en la Figura 3.2c. De hecho,

la diferencia enD induce una perturbación en la cantidad de materia orgánica la cual se in-

troduce al proceso de DA.

En la Figura 3.3a se puede observar la respuesta de la DQO (x3), la cual est́a relaciona-

da con la variable de salida (y= x3− x∗3) bajo la accíon de la ley de control propuesta. El

controlador regula satisfactoriamente la salida mientras se atenúan las dos componentes de

perturbacíon asociadas a la variación de la DQO de alimentación; (i) Una componente se

debe a la variación de la composición del tanque de alimentación y (ii) la otra componente

est́a asociada a la ejecución del sistema de bombeo, la cual no introduce la cantidad de flujo

asociada a la calculada por el controlador.

El controlador regula la DQO a pesar de los errores de medición. Dichos errores podemos

clasificarlos en tres categorı́as:
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Figura 3.2: a) Factor de dilución medido a la entrada del digestor, b) factor de dilución
calculado por la ley de control, c) Factor de dilución medido a la entrada del digestor y
factor de dilucíon calculado por la ley de control en el intervalo de tiempo[0,5]h. Nótese que
existe una diferencia entre el factor de dilución calculado y el real alimentado por el sistema
de bomb́eo, lo cual induce una perturbación en la cantidad de materia orgánica introducida
al proceso de DA.

(i) La medicíon de la DQO no se lleva a cabo directamente, es decir, mediante una cor-

relacíon lineal se determińo una relacíon entre la DQO y la medición directa del TOC.

(ii) El modelo no lineal del proceso de DA (2.1) contempla la DQO disponible para el

consorcio de microorganismos acidogénicos y metanoǵenicos, sin embargo la técnica

de medicíon (TOC) degrada todo lo orgánicamente oxidable, por lo que existe una

contribucíon de la oxidacíon de un componente orgánico que no debe contabilizar

como DQO, este elemento es la concentración de AGV.

(iii) El error asociado por la biomasa que logra pasar al permeado en el sistema de filtrado.

Este error podemos verlo mediante dos componentes:

• La primera est́a asociada a la continua trasferencia de biomasa a través del poro

del filtro y del poro de la torta (de espesor constante) de biomasa que se retiene con-

tinuamente en la fase que se está filtrando.

• La segunda está asociada al cambio del espesor de la torta de biomasa retenida;

es decir, un cambio en las condiciones de operación del sistema de filtrado provoca

un cambio en el grosor y estructura de la torta de biomasa retenida. Los cambios en la
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operacíon son el flujo que ingresa al sistema de filtrado y la presión de operación. Estos

cambios de operación se asocian a los mezclados entre la corriente de recirculación y el

flujo alimentado (que viene del tanque de alimentación). Adicionalmente, las v́alvulas

de compuerta de la instalación hidŕaulica de la planta piloto no mitigan los cambios

de presíon. Por lo que, los cambios de flujo en la bomba de alimentación (Masterflex

L/S Cple-Parmerr) de desplazamiento positivo provocan fluctuaciones en la presión

del sistema hidŕaulico. Dichos cambios de operación provocan a su vez cambios en la

estructura de la torta de filtrado y permiten el paso debolosde biomasa al permeado

que perturban la medición del TOC.

La Figura 3.3b muestra la medición de los AGV durante el desarrollo experimental. En

la Figura 3.4 se presenta los resultados obtenidos para la la producción y composicíon del

biogás. Se observa que la concentración de AGV se mantiene en el intervalo de tiempo

(0,85) [h] con valores en promedio a 0.5 [g/lt]. Los niveles de producción de Bioǵas aśı co-

mo la composicíon se mantienen en un intervalo entre(20−30) [l/h] y 75%CH4,30%CO2.

El aumento en la referencia de la DQO induce en el intervalo de tiempo(85,120) [h]: (i) una

mayor concentración de AGV durante las primeras 40[h] ; y (ii) un aumento en la producción

de bioǵas acompãnado de una reducción en el porcentaje de composición de metano y au-

mento en el díoxido de carbono. Esto es un indicativo del aumento en la actividad de los mi-

croorganisnos tanto acidogénicos como metanogénicos, sin embargo la producción de AGV

(actividad acidoǵenica) es mayor que la degradación del mismo (actividad metanogénica)

durante esta ventana de tiempo comparado con las primeras 80[h] de operacíon. Durante el

intervalo de tiempo(120,135) [h] se registra: (i) un decremento en la concentración de AGV;

y (ii) un aumento en la producción de bioǵas acompãnado de una reducción en el porcentaje

de composicíon de metano y aumento en el dióxido de carbono. Esto es un indicativo que la

actividad acidoǵenica se mantiene, sin embargo la actividad de las metanogénicas aumenta a

un nivel que permite que la concentración de AGV sea similar al intervalo de tiempo de las

primeras 80[h] de operacíon. Adicionalmente, se presenta un aumento en la producción de

biogás acompãnado de una reducción en el porcentaje de composición de metano y aumento

en el díoxido de carbono con respecto a la ventana de tiempo anterior ((85,120) [h]). Nótese

que aunque se redujo un 10% la composición porcentual de metano durante toda la fase ex-

perimental, se aumentó un 100% la producción de bioǵas. Esto es una evidencia del cambio

en la actividad cińetica de los microorganismos, tanto acidogénicos como metanogénicos.

Lo que implica una variación paraḿetrica en el modelo nominal bajo los parámetros identi-

ficados para la planta piloto por Zárate y col. [41].

Errores de medición a t = 16, 62, 100, y 122[h] fueron provocados debido al manten-

imiento y limpieza del sistema de medición y filtración, sin embargo el controlador fue capaz
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Figura 3.3: a) Comportamiento de la DQO a la salida del digestor(x3), b) Comportamiento
de los AGV a la salida del digestor (x4).
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Figura 3.4: a) Flujo de bioǵas producido durante la implementación experimental, b) por-
centaje de concentración de díoxido de carbono y metano en el flujo de biogás producido
durante la implementación experimental.

de mitigar estas perturbaciones.

3.5. Comentarios sobre el caṕıtulo

La implementacíon experimental de un controlador robustoH∞ se llev́o a cabo para un

proceso de DA escala planta piloto. El controlador es evaluado en la regulación robusta de la

variable de salida en el tratamiento de aguas residuales provenientes de la industria del tequi-

la. Los resultados experimentales indican que el controlador es capaz de regular la DQO de

salida del proceso de DA escala planta piloto de manera robusta ante: (i) variación en la

cinética, (ii) perturbaciones en la DQO de alimentación, (iii) errores en la medición.

Modificaciones en los valores que conforman las funciones de peso, permitieron atender
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los requerimientos los cuales se presentaron en la planta piloto. Se pudo mitigar errores de

un 12% en la medición de la variable de salida, logrando una regulación robusta acotando el

error entre la referencia y la salida mediante un esfuerzo acotado de la señal de control. Este

es un caso donde es posible modificar los valores de las funciones de peso a fin de atender el

compromiso entre regulación (error permitido) y una acción de control suave (acotamiento

de la entrada de control).

El controlador propuesto es un candidato a ser implementado a escala industrial debido

a: (i) la estructura lineal del controlador, (ii) no son necesarios equipos de medición sofisti-

cados, (iii) errores de medición y variaciones en las condiciones de operación son compen-

sados, lo cual es coḿun en aplicaciones a escala industrial.
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Caṕıtulo 4

Control H∞ en digestor anaerobio para el

tratamiento de la fracción orgánica de

residuos śolidos municipales

En el caṕıtulo se describe la sı́ntesis de un controladorH∞ clásico para el control de un

digestor anaerobio para el tratamiento de la fracción orǵanica de residuos sólidos munici-

pales (FORSM). El controlador propuesto asegura la regulación robusta de la concentración

de la materia orǵanica soluble. El capı́tulo est́a organizado de la siguiente forma. Primero se

describe brevemente el modelo matemático que describe el proceso y se muestran algunos

resultados orientados al análisis de dicho modelo. Posteriormente se aborda el planteamiento

del problema de control y la sı́ntesis del controlador. A continuación se presentan algunas

simulaciones y finalmente algunos comentarios sobre el capı́tulo.

4.1. Modelo dińamico

El modelo dińamico propuesto en este trabajo se basa principalmente en los propuestos

por Hill [42] y Kiely [23]. El modelo est́a estructurado mediante ecuaciones que describen el

balance de materia de un proceso de DA continua. Los balances describen el comportamiento

en el tiempo de la concentración de microorganismos acidogénicos, metanoǵenicos, materia

soluble,ácidos grasos volátiles y amonio, mediante ecuaciones diferenciables ordinarias. El

modelo considera dos etapas de la degradación de la materia orǵanica soluble: la acidogéne-

sis y la metanoǵenesis.
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El modelo dińamico est́a dado por las siguientes ecuaciones:

dX1

dt
= (µ1(SO,VA)−KD1−D)X1

dX2

dt
= (µ2(VA,NH4)−KD2−D)X2

dSO

dt
= D(SO,in −SO)−

µ1X1

YX1
+

µ1X1

YX1SO
dVA

dt
= D(VA,in −VA)+

µ1X1

YX1VA
−

µ2X2

YX2VA
dNH4

dt
= D(NH4,in −NH4)+µ1X1YNH4−KLaNH3(KHNH3PNH3−NH4KNH4)

(4.1)

donde los estados y variables son:X1 es la concentración de bacterias acidogénicas [g/l];

X2 es la concentración de bacterias metanogénicas [g/l],SO es la concentración de materia

soluble,VA es la concentración deácidos grasos volátiles [g-l], NH4 es la concentración de

amonio [mg/l]. Los escalares reales positivosSO,in, VA,in y NH4,in representan la concen-

tración en la alimentación al digestor. El factor de dilución D es la raźon entre el flujo de

alimentacíon Q[lh−1] con respecto al volumen del digestorV[l ]. El sistema (4.1) incluye la

cinética de las bacterias acidogénicasµ1(SO,VA) y metanoǵenicasµ2(VA,NH4)

µ1(SO,VA) =
µ1,max

1+ KS1
SO

+ VA
KIa1

µ2(VA,NH4) =
µ2,max

1+ KS2
VA

+ VA
KIm1

+ NH4KNH4
KIm2

(4.2)

donde el valor de los parámetros nominalesπs,0 ∈ Πs= {µ1máx, µ2máx, KD1, KD2, YX1, YX1SO,

YX1VA, YX2VA, YNH4, KLaNH3, KNH4, PNH3, KS1, KS2, KIa1, KIm1, KIm2 } son constantes reales

positivas cuyo valor es incierto.

El modelo (4.1) contempla que los microorganismos acidogénicos(X1) y metanoǵenicos

(X2) dependen: (i) la relación entrada y salida del digestor asociada aD, (ii) la cinética de

crecimiento(µj) donde j = 1,2, y (iii) una tasa de mortandadKD j (donde j = 1 es para

acidoǵenicas y j = 2 metanoǵenicas). Para los microorganismos acidogénicos la cińetica

µ1(SO,VA) contempla la inhibicíon por producto debida a la concentración AGV (VA) y para

los metanoǵenicos la cińeticaµ2(VA,NH4) contempla la inhibicíon por producto debida a la

concentracíon AGV (VA) y (NH4). El modelo (4.1) contempla tres compuestos: (i) la materia

orgánica soluble(SO), (ii) la concentracíon de AGVVA y (iii) amonio NH4. La degradacíon

de la materia orǵanica soluble se considera la primera etapa de la degradación de la FORSM.

El balance de materia paraSO contempla: (i) la entrada y salida del digestor relacionada con

D, (ii) el consumo por parte de los microorganismos acidogénicos y (iii) la produccíon de

SO por la hidŕolisis de la materia no hidrolizada que está disponible dentro del digestor. El
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balance de materia paraVA contempla: (i) la entrada y salida del digestor relacionada con

D, (ii) la produccíon por parte de los microorganismos acidogénicos y (iii) el consumo por

parte de los microorganismos metanogénicos. El balance de materia paraNH4 contempla:

(i) la entrada y salida del digestor relacionada conD, (ii) la produccíon por parte de los mi-

croorganismos acidogénicos y (iii) el consumo mediante relacionado a la transferencia gas -

lı́quido de amoniaco.

Cabe mencionar que el modelo propuesto puede expresarse en el sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias (4.1) debido a que se consideran las siguientes simplificaciones:

(i) Existen dos consorcios de bacterias: acidogénicas(X1) y metanoǵenicas(X2). El con-

siderar dos grupos de microorganismos no resta generalidad al modelo (4.1).

(ii) La etapa de hidŕolisis no se contempla. Se inicia el proceso de degradación orǵanica

suponiendo materia orgánica soluble. Estudios previos indican que el pretratamiento

de la FORSM permiten la conversión de materia orǵanica no soluble a soluble en ran-

gos que están entre el 90% y 100% [16, 17]. El proceso considera que previamente se

ha realizado una hidrólisis que permite la disponibilidad de materia orgánica disuelta.

(iii) El modelo se considera isotérmicoT =T0. El modelo (4.1) no contempla un balance de

enerǵıa, es decir se considera que el proceso opera a temperatura constante. Adicional-

mente, algunas de las constantes dependen de la temperatura, por lo que la variación de

estas constantes con respecto aT puede considerarse despreciable. Esta consideración

es importante ya que la variación de los paŕametrosπs,0 ∈ Πs se debeŕa a cambios de

operacíon no asociados a la temperatura.

(iv) El pH se considera constantepH = 7. Estudios han demostrado que el rango de op-

eracíon de los procesos de DA operan en un rango de(6,8) de pH [23, 4]. De hecho

la tecnoloǵıa actual permite una regulación de pH en un valor de operación con una

precisíon de(±0.05[pH]). Esta consideración es importante ya que la variación de los

paŕametrosπs,0 ∈ Πs se debeŕa a cambios de operación no asociados al pH. Adicional-

mente, se considera que un pH constante permite un equilibrio iónico o al menos un

rango acotado en las concentraciones de los iones.

(v) El equilibrio iónico se conserva. Tomando en cuenta que se mantiene un pH constante,

permitiendo una concentración de ionesH+ manteniendo una relación proporcional

entre los iones presentes durante el proceso de DA de la FORSM.

(vi) La presíon se considera constanteP = Patm. Esta consideración implica que el di-

gestor que continuamente produce una mezcla deCH4, CO2 y NH3 desplace la mezcla
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gaseosa producida al exterior del digestor. Esta implicación significa tambíen que el

NH3 gaseoso está siendo desplazado de manera continua fuera del digestor. Por lo que

el equilibrio entre la fase lı́quida y gaseosa no se alcanza en tiempo finito. Es decir,

se puede considerar que la proporción entre elNH3 es menor en comparación a la

producida deCH4 y CO2 (NH3 sistema diluido). Por lo que el gradiente entre la fase

lı́quida y gaseosa para elNH3 est́a descrito por la constante de Henry.

Dado el modelo (4.1) es posible abordar las dos condiciones de operación del digestor

anaerobio de manera continua.

• Condicíon de lavado. Se dice que el reactor está operando en la condición de lavado

cuando la biomasaX∗
1 ,X

∗
2 = 0 para todot ≥ 0. Entonces, bajo tal condición los valores

del equilibrio de los restantes estados para el sistema (4.1) están dadas por las com-

posiciones de alimentación (por inspeccíon S∗O = SO,in, V∗
A = VA,in, NH∗

4 = NH∗
4,in);

donde∗ denota el valor en el equilibrio). Esta situación significa que los agentes con-

taminantes en la corriente de alimentación no son removidos. Esta es una condición de

operacíon indeseable y es necesario para evitarla acotar el factor de dilución. Esto es,

D ∈ [D,D]⊂ R+; dondeD > Dmin es el valor ḿınimo permisible, el cual corresponde

al factor de dilucíon ḿınimo que garantiza que alguna cantidad de materia es tratada,

y dondeD < Dmax es llamado valor ḿaximo permisible para evitar la condición de

lavado. De hecho, dadas estas restricciones es de importancia considerar una ley de

control con restricciones durante su diseño.

• Condicíon normal de operación (CNO). Se dice que el reactor está operando en CNO

cuando la actividad de la biomasa permanece activa. Esto significa queX1, X2 6= 0

para todot ≥ 0 y cualquier condicíon inicial. Esto significa que existe actividad micro-

biana la cual degrada parte de la materia orgánica en el digestor (S∗O < SO,in, V∗
A <

VA,in, NH∗
4 < NH∗

4,in). Esta condicíon es factible bajo la siguiente condición D ∈

[D,D]⊂ R+.

La condicíon de operación de inteŕes industrial es la CNO dado que el uno de los obje-

tivos del digestor es la reducción de la materia orǵanica. Bajo esta premisa se analizan las

coordenadas que describen el equilibrio del modelo (4.1), para determinar si sonúnicas, y

posteriormente clasificar si son estables o inestables. De hecho estas propiedades son nece-

sarias para el diseño de un controlador que permita mantener el digestor en CNO.

Las coordenadas del equilibrio para el sistema (4.1) con cinética (4.2) est́a dado por las
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siguientes expresiones:

X∗
1 =

E31−E32V∗
A,c

(E33−E34V∗
A,c)µ1(S∗O,V

∗
A,c)

X∗
2 =

1
YX1VAµ2(V∗

A,c,NH∗
4)
(DYX1VAYX2VA(VA,in −V∗

A,c)

+
E31−E32V∗

A,c
E33−E34V∗

A,c
YX2VAX∗

1µ1(S∗O,V
∗
A,c))

S∗O =
E11

E12−E13V∗
A,c

NH∗
4 =

−E21+E22V∗
A,c−E23V∗2

A,c

E24V∗
A,c

(4.3)

E52V
3
A +E53V

2
A +E54VA−E55 = 0 (4.4)

donde los escalaresV∗
A,a, V∗

A,b y V∗
A,c son las soluciones de la ecuación de tercer orden y

V∗
A,a ≥V∗

A,b ≥V∗
A,c. Adicionalmente, los t́erminosEi, j est́an dados por:

E11 = (KD1+D)KS1KIa1

E12 = µ1,maxKIa1− (KD1+D)KIa1

E13 = (KD1+D)

E21 = (KD2+D)KIm1KIm2KS2

E22 = µ2,maxKIm1KIm2− (KD2+D)KIm1KIm2

E23 = (KD2+D)KIm2

E24 = (KD2+D)KIm1KNH4

E31 =YX1YX1SOD(SO,inE12−E11)

E32 =YX1YX1SODSO,inE13

E33 = (YX1SO−YX1)E12

E34 = (YX1SO−YX1)E13

E51 = KLaNH3KNH4−D

E52 = E51E34E23

E53 =−DNH4,inE24E34+KLaNH3KHNH3PNH3E24E34

−YNH4E24E32−E51E34E22−E51E33E23

E54 = DNH4,inE24E33−KLaNH3KHNH3PNH3E33E24

+YNH4E24E31+E51E21E34+E51E33E22

E55 = E51E21E33

La ecuacíon (4.4) sugiere queV∗
A puede presentar multiplicidad de puntos de equilib-

rio. Sin embargo, es posible probar que solamenteV∗
A,c satisface la condición normal de

operacíon. Para probar la unicidad del punto de equilibrio (4.3), las raı́ces de (4.4) son

calculadas. En la Figura (4.1) se muestra la solución del equilibrio (4.3) de la raı́z V∗
A,a,

para un conjunto de parámetros nominales (πs,0 ∈ Πs [42, 23]: D∗ = 0.02[d−1], µ1máx =
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0.1[d−1], µ2máx = 0.2[d−1], KD1 = 0.05[d−1], KD2 = 0.02[d−1], YX1 = 0.2[mg org/mg SO],

YX1SO= 0.24[mg org/mg SO], YX1VA = 2.45[mg org/mg VA], YX2VA = 0.06[mg org/mg VA],

YNH4 = 0.1212[mg NH4/mg org], KLaNH3 = 0.5872[d−1], KNH4 = 1.0074×10−5, PNH3 =

20[mmHg], KS1= 25[mg/l], KS2= 150[mg/l], KIa1= 1000[mg/l], KIm1= 300[mg/l], KIm2=

5[mg/l].), donde puede observarse que paraS∗O no se tiene una solución con significado

fı́sico (S∗O > 0) para todoD. En la Figura (4.2) se muestra la solución del equilibrio (4.3)
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Figura 4.1: Solucíon de la ecuación (4.4), parte real de la raı́z V∗
A,a.

de la ráız V∗
A,b (para el conjunto de parámetrosπs,0 ∈ Πs), donde se muestra que paraS∗O no

se tiene una solución con significado fı́sico (S∗O > 0) para todoD. La solucíon del equilib-

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
−20000

−15000

−10000

−5000

0

5000

D [1/d]

E
qu

ili
br

io
 s

ol
(V

A
,b

)

NH
4

X
2

X
1

V
A,b

S
O

Figura 4.2: Solucíon de la ecuación (4.4), parte real de la raı́z V∗
A,b.

rio (4.3) de la ráız V∗
A,c (para el conjunto de parámetrosπs,0 ∈ Πs) cumple para CNO en el

intervaloD ∈ [D,D] ⊂ R+; dondeD > Dmin, dondeD est́a relacionado con la desigualdad

E12−E13V∗
A,c > 0 a fin de obtener valores tal queS∗O < SO,in, V∗

A < VA,in, NH∗
4 < NH∗

4,in

se cumple. Dado el valor deV∗
A = V∗

A,c, para que la coordenada del equilibrioS∗O cumpla

la CNO (dado que se siempre se cumple queE11 > 0) debe satisfacerse queE12 > 0. Esta
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Figura 4.3: Solucíon de la ecuación (4.4), parte real de la raı́z V∗
A,c.

última condicíon(E12> 0) significa que la cińetica de crecimiento debe ser mayor a la suma

de las ćelulas muertas y la cantidad de células que dejan el digestor, es decir, se debe cumplir

queµ1,max> (KD1+D). Adicionalmente, se debe cumplir queE12−E13V∗
A,c > 0 para que

S∗O > 0. Es claro que cuandoE12−E13V∗
A,c → 0 (Figura 4.4) el valor deS∗O → +∞ (Figura

4.3), por lo que existe un valor deD para la cualS∗O cumpla conS∗O < SO,in la cual es un

requisito para la CNO. La Figura 4.4 muestra los resultados numéricos para los elementos

E12, E13V∗
A,c, E12−E13V∗

A,c. Dado el valor deV∗
A =V∗

A,c, para que la coordenada del equilib-
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Figura 4.4: Evaluación nuḿerica de los elementosE12, E13V∗
A,c, E12−E13V∗

A,c.

rio X∗
1 cumpla la CNO se debe cumplir queE31−E32V∗

A,c > 0. Dado queSO,inE12 >> E11

se tiene que el requisitoE31−E13V∗
A,c > 0 se puede considerar comoE12−E13V∗

A,c > 0.

Considere en la coordenada del equilibrioX∗
1 el factor coḿun deE33 y E34 esYX1YX1SOD,

entoncesE33−E34V∗
A,c se puede considerar comoE12−E13V∗

A,c > 0. Es claro que cuando

E12−E13V∗
A,c → 0 (Figura 4.4) el valor deX∗

1 →−∞ (Figura 4.3), por lo que existe un valor

deD para la cualX∗
1 cumpla conX∗

1 > 0 la cual es un requisito para la CNO.
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Es posible notar que los términos en la parte inferior (segunda lı́nea de la ecuación) de la

coordenada del equilibrioX∗
2 , E31−E32V∗

A,c y E33−E34V∗
A,c tienen la misma estructura que

en coordenada del equilibrioX∗
1 , dado que el t́ermino superior (primera lı́nea de la ecuación)

en la coordenada del equilibrioX∗
2 es siempre positivo; se puede concluir que el requisito

para queX∗
2 cumpla CNO esE12−E13V∗

A,c > 0. Es claro que cuandoE12−E13V∗
A,c → 0

(Figura 4.4) el valor deX∗
2 →−∞ (Figura 4.3), por lo que existe un valor deD para la cual

X∗
2 cumpla conX2 > 0∗ la cual es un requisito para la CNO.

Dado el valor deV∗
A =V∗

A,c, para que la coordenada del equilibrioNH∗
4 cumpla la CNO

se debe cumplir queE22 > 0, esto es queµ2,max> (KD2+D). Considere(KD2+D)V∗
A,c fac-

tor coḿun en numerador y denominador en la coordenadaNH∗
4 , entonces dado queKIm1 >

KS2 > KIm2 y µ2,max> (KD2+D) se obtendŕan valoresNH∗
4 > 0 paraE22> E21+E23V∗

A , por

lo que existe un valor deD para la cualNH∗
4 cumpla conNH∗

4 > 0 y NH∗
4 < NH4,in la cual

es un requisito para la CNO.

Es claro que siµ1,max= (KD1+D) y µ2,max= (KD2+D) se tiene la condición operativa

de lavado, lo cual no pertenece a CNO. Los resultados de la unicidad del punto de equilibrio

bajo CNO pueden resumirse en la siguiente proposición:

Proposición 4. Considere el modelo de digestión anaerobia (4.1). Entonces, asumiendo

que la composición de alimentación SO,in, VA,in, NH4,in es constante por pedazos, es posi-

ble demostrar que existe unúnico punto de equilibrioΦ∗ = [X∗
1 , X∗

2 , S∗O, V∗
A , NH∗

4 ] ∈ R5
+

para cualquier(D∗) bajo condiciones normales de operación (X∗
1 ,X

∗
2 6= 0; D ∈ [D,D]⊂ R+;

SO,in > S∗O, VA,in >V∗
A , NH4,in > NH∗

4). Dicho punto de equilibrio está contenido en un con-

junto cerradoΩs ∈ R5
+ = {Φ ∈ R5

+|Φmin ≤ Φ ≤ Φmax;Φmin > 0 y Φmax< ∞} ⊂ R5
+ el cual

contiene todas las condiciones normales de operación; dondeΦmax es el vector de concen-

traciones obtenido cuandoD mientras queΦmin es obtenido paraD.

Prueba: Para la ecuación (4.4) el valor deV∗
A para todoD∗ tal que se cumple (i)µ1,max=

(KD1+D), (ii) µ2,max= (KD2+D), (iii) E12−E13V∗
A,c > 0 se tiene que deV∗

A,a >V∗
A,b >V∗

A,c

únicamenteV∗
A,c cumple con (i)V∗

A > 0 y (ii) V∗
A <V∗

A,in. Entonces las componentes (4.3) son

tambíen únicos bajo CNO. Dado que, bajo tales condicionesΦ∗ = [X∗
1 ,X

∗
2 ,S

∗
O,V

∗
A ,NH∗

4 ] ∈

R5
+, Φmin ≤ Φ∗ ≤ Φmax tiene como consecuenciaΦ∗ ∈ Ωs. �

La existencia y unicidad deΦ∗ ∈ Ωs es importante en el sentido que el sistema presenta

un único punto de equilibrio. El caracterizar este punto en el sentido de estabilidad permi-

tirá establecer bases que permitan saber si las trayectorias se mantendrán en este punto. Para
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esto es necesario obtener y clasificar las expresión de los valores propios del polinomio car-

acteŕıstico [33].

Calculando los valores propios del jacobiano del sistema no lineal (4.1) es posible deter-

minar la naturaleza del punto de equilibrio en el sentido de estabilidad local. Considere el

Jacobiano asociado al modelo (4.1):

J =




J11 0 J13 J14 0

0 J22 0 J24 J25

J31 0 J33 J34 0

J41 J42 J43 J44 J45

J51 0 J53 J54 J55




(4.5)

dondeJi, j est́a definido como:

J11 = µ1(S
∗
O,V

∗
A)−KD1−D

J13 = (d(µ1(S
∗
O,V

∗
A))/dSO)X

∗
1

J14 = (d(µ1(S
∗
O,V

∗
A))/dVA)X

∗
1

J22 = µ2(V
∗
A ,NH4)−KD2−D

J24 = (d(µ2(V
∗
A ,NH4))/dVA)X

∗
2

J25 = (d(µ2(V
∗
A ,NH4))/dNH4)X

∗
2

J31 = µ1(S
∗
O,V

∗
A)(Y

−1
X1SO−Y−1

X1 )

J33 = X∗
1 (Y

−1
X1SO−Y−1

X1 )(d(µ1(S
∗
O,V

∗
A))/dSO)−D

J34 = X∗
1 (Y

−1
X1SO−Y−1

X1 )(d(µ1(S
∗
O,V

∗
A))/dVA)

J41 = µ1(S
∗
O,V

∗
A)Y

−1
X1VA

J42 = µ2(V
∗
A ,NH∗

4)Y
−1
X1VA

J43 = (d(µ1(S
∗
O,V

∗
A))/dSO)X

∗
1Y−1

X1VA

J44 =−D+(d(µ1(S
∗
O,V

∗
A))/dVA)X

∗
1Y−1

X1VA− (d(µ2(V
∗
A ,NH∗

4))/dSO)X
∗
2Y−1

X2VA

J45 = (d(µ2(V
∗
A ,NH∗

4))/dNH4)X
∗
2Y−1

X2VA

J51 = µ1(S
∗
O,V

∗
A)YNH4

J53 = (d(µ1(S
∗
O,V

∗
A))/dSO)X

∗
1YNH4

J54 = (d(µ1(S
∗
O,V

∗
A))/dVA)X

∗
1YNH4

J55 =−D+KLaNH3KNH4

donded(µ1(S∗O,V
∗
A))/dSO, d(µ1(S∗O,V

∗
A))/dVA, d(µ2(S∗O,V

∗
A))/dVA, d(µ2(S∗O,V

∗
A))/dNH4 son

las derivadas de las funciones cinéticas (4.2) con respecto a los estados y están definidas co-

mo:

d(µ1)

dSO
=

(µ1,maxKIa1)(KI1SO+KS1KIa1+SOVA)− (µ1,maxKIa1SO)(KIa1+VA)

(KIa1SO+KS1KIa1+SOVA)
2
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d(µ1)

dVA
=

−µ1,maxKI1S2
O

(KIa1SO+KS1KIa1+SOVA)
2

d(µ1)

dNH4
=

−µ2,maxKIm1KIm2KI1KNH4VA(
KIm1KIm2VA+KIm1KIm2KS2+KIm2V2

A +KIm1KNH4NH4VA
)2

d(µ1)

dVA
=

(
(µ2,maxKIm1KIm2)

(
KIm1KIm2VA+KIm1KIm2KS2+KIm2V2

A +KIm1KNH4NH4VA
)

−(µ2,maxKIm1KIm2VA)(KIm1KIm2+2KIm2VA+KIm1KNH4NH4)

)

(
KIm1KIm2VA+KIm1KIm2KS2+KIm2V2

A +KIm1KNH4NH4VA
)2

Mediante la solucíon del siguiente polinomio caracterı́stico se obtienen las expresiones

de los valores propios:

λ5+β4λ4+β3λ3+β2λ2+β1λ+β0 = 0 (4.6)

donde los t́erminosβi est́an determinados por:

β0 =−J11J22J33J44J55+J11J22J33J45J54+J11J22J34J43J55−J11J22J34J45J53

+J11J24J33J42J55−J11J25J33J42J54+J11J25J34J42J53+J13J22J31J44J55

−J13J22J31J45J54−J13J22J34J41J55+J13J22J34J45J51−J13J24J31J42J55

+J13J25J31J42J54−J13J25J34J42J51−J14J22J31J43J55+J14J22J31J45J53

+J14J22J33J41J55−J14J22J33J45J51−J14J25J31J42J53+J14J25J33J42J51

β1 =+J11J22J33J44−J11J22J34J43−J11J24J33J42−J13J22J31J44

+J13J22J34J41+J13J24J31J42+J14J22J31J43−J14J22J33J41

+J11J22J33J55−J13J22J31J55+J11J22J44J55−J11J22J45J54

−J11J24J42J55+J11J25J42J54−J14J22J41J55+J14J22J45J51

−J14J25J42J51+J11J33J44J55−J11J33J45J54−J11J34J43J55

+J11J34J45J53−J13J31J44J55+J13J31J45J54+J13J34J41J55

−J13J34J45J51+J14J31J43J55−J14J31J45J53−J14J33J41J55

+J14J33J45J51+J22J33J44J55−J22J33J45J54−J22J34J43J55

+J22J34J45J53−J24J33J42J55+J25J33J42J54−J25J34J42J53

β2 =−J11J22J33+J13J22J31−J11J22J44+J11J24J42+J14J22J41−J11J22J55

−J11J33J44+J11J34J43+J13J31J44−J13J34J41−J14J31J43+J14J33J41

−J11J33J55+J13J31J55−J22J33J44+J22J34J43+J24J33J42−J11J44J55

+J11J45J54+J14J41J55−J14J45J51−J22J33J55−J22J44J55+J22J45J54

+J24J42J55−J25J42J54−J33J44J55+J33J45J54+J34J43J55−J34J45J53

β3 =+J11J22+J11J33−J13J31+J11J44−J14J41

+J22J33+J11J55+J22J44−J24J42+J22J55

+J33J44−J34J43+J33J55+J44J55−J45J54

β4 =−J22−J33−J44−J55−J11

Dado la complejidad del polinomio caracterı́stico, únicamente se obtuvieron las solu-
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ciones nuḿericas de las ráıces de (4.6). En la Figura 4.5a y 4.5d) se muestran las soluciones

de la ecuacíon (4.3) y (4.4). En la Figura 4.5b, 4.5c, 4.5e y 4.5f se muestra los resultados
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Figura 4.5: a) Solución nuḿerica de (4.4), b) parte real de los valores propios (4.6), c) parte
imaginaria de los valores propios (4.6), f) acercamiento de la parte imaginaria de los valores
propios, d) acercamiento en solución nuḿerica de (4.4) en rango deD donde se muestra el
detalle del cruce de raı́cesVA,b, y VA,c, e) acercamiento en rango deD donde se muestra el
detalle de la parte real de los valores propios en el mismo rango donde hay cruce de raı́ces,
nótese que antes del valorD en donde se da la intersección de ráıcesVA,b, y VA,c los valores
propios se mantienen negativos.

de la solucíon nuḿerica del polinomio caracterı́stico (4.6) donde 4.5e, y 4.5f representa un

acercamiento de las soluciones presentadas en la Fgirura 4.5b y 4.5c respectivamente. Se

puede observar en la Figura 4.5b y 4.5e que la parte real de los valores propios es negati-

vo hasta el valor donde coincide con el punto de intersección de las dos raı́ces (VA,b,VA,c)

cuyo valorD corresponde a un valor cercanoE12−E13V∗
A,c = 0+. Esto puede notarse mejor
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en el acercamiento de los valores en la Figura 4.5d y 4.5e. Adicionalmente se presenta la

parte imaginaria de los valores propios en la Figura 4.5c ası́ como un acercamiento en

4.5e en la misma escalaD. Por lo tanto, se puede considerar que el punto de equilibrio

Φ∗ = [X∗
1 , X∗

2 , S∗O, V∗
A , NH∗

4 ] ∈ R5
+ para cualquierD∗ bajo condiciones normales de op-

eracíon (X∗
1 ,X

∗
2 6= 0; D ∈ [D,D]⊂ R+; SO,in > S∗O, VA,in >V∗

A , NH4,in > NH∗
4) es localmente

estable, esto se puede resumir en la siguiente suposición (dado que no se obtuvieron las ex-

presiones de los valores propios a fin de generalizar):

Suposicíon 1. SeaΦ∗ ∈ Ωs el punto de equilibrio del digestor (4.1) para cualquier con-

stanteD∗ tal queD ∈ [D,D]⊂ R+. Entonces bajo CNO tal punto de equilibrio es localmente

estable.

Cabe mencionar que la suposición es v́alidaúnicamente para el conjunto de valoresπs,0∈

Πs [42, 23].

4.1.1. Ańalisis de sensibilidad paraḿetrica

Uno de los objetivos al diseñar un controladorH∞ es lograr que sea robusto ante varia-

ciones en los parámetros (variación paraḿetrica) del modelo no lineal (4.1). Para lograr dicho

objetivo es necesario caracterizar una familia de plantas lineales a fin de obtener un modelo

que capture la desviación (debida a la variación den paŕametros) entre la familia de plantas

y el modelo nominal. No todos los parámetros causan una variación significativa; entonces a

fin de identificar los parámetros que causan la mayor variación en la solucíon de los estados

es necesario realizar un análisis de sensibilidad paramétrica [33].

Dado un conjunto de parámetrosΠs= {µ1máx, µ2máx, KD1, KD2,YX1,YX1SO,YX1VA,YX2VA,

YNH4, KLaNH3, KNH4, PNH3, KS1, KS2, KIa1, KIm1, KIm2 } la función de sensibilidad paraḿetri-

ca est́a dada por la siguiente expresión [33]:

˙Ss,f = As,S fSs,f +Bs,S f (4.7)

dondeSs,f = [∂x/∂πs]πs,0, As,S f = [∂ f (Φ)/∂Φ]Φ∗, Bs,S f = [∂ f (Φ)/∂πs]πs,0, donde los paŕamet-

ros nominales sonπs,0 ∈Πs; adicionalmente con las dimensiones:Ss,f ∈R5×19, As,S f ∈R5×5,

Bs,S f ∈ R5×19.

En la Figura (4.6) se muestra la solución de la funcíon de sensibilidad para los estados

X1, X2, SO y VA, para el conjunto de parámetrosΠs. El subconjunto de parámetros que tienen

un efecto en el comportamiento dinámico para el sistema no lineal (4.1) sonµ1,max, µ2,max y
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KD1. Esto es congruente con los resultados obtenidos por Kiely y col. [23].
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Figura 4.6: Solucíon de la ecuación de sensibilidad paraḿetrica (4.7) para a)X1, b)X2, c)SO,
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De este modo es posible determinar la familia de plantasΛs que capturen la variación

paraḿetrica entre la familia de plantas perturbadas, debida a la desviación de los paŕametros

µ1,max y µ2,max (para proṕositos de este estudióunicamente se considerará los paŕametros

asociados a la cińetica de crecimiento y no la tasa de mortandadKD1) con respecto a los

valores nominales, y la planta nominal en un rango de variación que se considere apropiado

para los cambios en la operación del proceso real.

4.2. Formulación del problema de control

El principal objetivo del proceso de DA en el tratamiento de la FORSM es la descomposi-

ción de materia orǵanica. Gracias a los recientes avances en pretratamiento de la FORSM es

posible considerar que el 100% de la materia orgánica est́a disponible para la degradación
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microbiana, por lo que estos contaminantes es posible medirlos en t́erminos de la concen-

tración de la DQO. Aśı mismo, es posible la regulación de laSO medida en t́erminos de la

DQO mediante control retroalimentado considerando la existencia, unicidad y estabilidad de

las soluciones (incluyendo el punto de equilibrio). Las anteriores propiedades son consider-

adas en laProposición 4y la Suposicíon 1.

El problema de regulación de la DQO a la salida del proceso de DA para el tratamiento

de la FORSM como un problema de control es enunciado como:encontrar un algoritmo de

control tal que el comportamiento de la concentración de la DQO en el digestor anaerobio

sea regulado a una concentración deseada a partir de mediciones de la DQO a la salida del

proceso de DA en presencia de perturbaciones en la concentración de la corriente de ali-

mentacíon al digestor anaerobio. Para esto se diseñaŕa un controlador robusto que calcule el

factor de dilucíon (al mantener constante el volumen del digestor anaerobio podrá calcularse

el flujo que se introducirá al digestor anaerobio) el cual permita mantener la concentración

deseada de la DQO a la salida del proceso de DA a pesar de las variaciones en la concen-

tración en la alimentación al digestor anaerobio y variaciones paramétricas.

En las siguientes secciones se abordará de manera breve (el procedimiento es similar

al presentado en el Capı́tulo 2 (Seccíon 4.3), el problema de regulación de laSO tomando

en cuenta: (i) la presencia de fluctuaciones (perturbaciones), tal que la concentración de los

compuestos orǵanicos en la corriente de alimentación sea desconocida y no medida; (ii) la

complejidad del proceso de DA en el sentido de inhibiciones y la incertidumbre el modelo

cinético relacionado con las condiciones de operación.

4.3. Śıntesis robusta v́ıa H∞

El procedimiento para el diseño de un controlador robusto vı́aH∞ consiste en los siguien-

tes pasos: (i) linealización del modelo no lineal en un punto de operación y representación

en espacio de estados; (ii) representación en espacio de estados del modelo incierto; (iii) de-

scripcíon de las especificaciones de desempeño requeridos para el controlador en términos

de la respuesta en la frecuencia de funciones de peso; (iv) sı́ntesis del controlador.

La Figura 4.7 muestra el diagrama de bloques del sistema de control por retroalimentación.

Dado que el modelo de DA (4.1) tiene unúnico punto de equilibrioΦ∗ localmente estable,

cuyas coordenadas están dadas por (4.3) y (4.4), es posible encontrar una entrada de control

sub́optimau= D−D∗, bajo CNO, enΦ∗
s ∈ Ωs ⊂ R5

+. Dicha sẽnal de control se diseñó para

una planta nominalPnom,s(s) con valores nominales en sus parámetrosπs,0 ∈ Πs. Posterior-
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mente,Pnom,s se excita a trav́es del cambio en los parámetros cińeticos y concentración en la

alimentacíon con el fin de estimular la respuesta en la frecuencia y ası́ identificar una familia

de plantasΛs = [I +Wp,s(s)∆(s)]Pnom,s(s), de este modo, es posible diseñar un controlador

que mitigue las perturbaciones e incertidumbres.

Figura 4.7: Diagrama de bloques para la sı́ntesis del controlador.We,s,Wu,s y Wn,s son fun-
ciones de peso para el diseño de control.Wp,s∆ representa la incertidumbre del tipo multi-
plicativa no estructurada(‖∆‖∞ ≤ 1) cuya ḿaxima respuesta en la frecuencia es capturada
por la funcíon de pesoWp,s. La planta nominalPnom,s es construida mediante la linealización
del modelo (4.1) en el punto de equilibrio (4.3) y (4.4).

En la Figura 4.7 se pueden observar las señales de entradau,n, y SO,in los cuales están

relacionadas con el factor de dilución D−D∗, ruido en la medicíon y concentración de ali-

mentacíon de la DQO respectivamente. La variable de saliday corresponde a la medición de

la DQO (SO−S∗O) medido en la corriente de salida del digestor,z1 y z2 son sẽnales de salida

auxiliares usadas para especificar requerimientos en las señales de controlu y error (e). La

planta generalizadaG es obtenida mediante la relación de las sẽnales de entrada / salida tal

quez= Gd, donde el vector de salida esz= [z1 z2 e]T y el vector de entrada esd = [n u]T

evaluado ens= ω j for ω ∈ [ω, ω̄]. De esta forma,G est́a dada por la siguiente relación:

G=




We,sWn,s −We,sPnom,s

0 Wu,s

−Wn,s −Pnom,s


 (4.8)

dondeWu,s, We,s y Wn,s son definidos en la siguiente sección. El controlador es denotado

comoK. Formalmente, el problema de control descrito puede ser abordado vı́a H∞ clásico

[34]. De hecho,K puede ser parametrizado tal que la función de transferencia a lazo cerrado

sea minimizada:

‖Tzd‖= máxω σ
[
P1,1+P1,2K (I −P2,2K)−1P2,1

]



z1

z2

−−

e



=

[
P1,1 P1,2

P2,1 P2,2

]


n

−−

u




(4.9)
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4.3.1. Planta nominal y familia de plantas inciertas

La Proposición 4 ilustra la existencia y unicidad delúnico punto de equilibrioΦ∗ 6= 0

para cualquier conjunto de parámetros. Partiendo de laProposición 4 y la Suposicíon 1 se

obtiene una planta nominal en el puntoΦ∗
s. Considere las siguientes variables de desviación

u= D−D∗ y la DQO como variable medida (y= S0−S∗O), entonces es posible obtener la

siguiente linealización del modelo nominal (4.1):

ẋs = Asxs+Bsu xs(t0) = xs,0

y=Csx
(4.10)

dondeAs = [∂ fi/∂xk] |Φ∗, Bs = [∂ fi/∂u] |D∗, parai, k = 1,2,3,4,5; y Cs = [0,0,1,0,0]. Con-

siderando los siguientes parámetros nominalesπs,0 ∈ Πs [42, 23]:D∗ = 0.02[d−1], µ1máx =

0.1[d−1], µ2máx = 0.2[d−1], KD1 = 0.05[d−1], KD2 = 0.02[d−1], YX1 = 0.2[mg org/mg SO],

YX1SO= 0.24[mg org/mg SO], YX1VA = 2.45[mg org/mg VA], YX2VA = 0.06[mg org/mg VA],

YNH4 = 0.1212[mg NH4/mg org], KLaNH3 = 0.5872[d−1], KNH4 = 1.0074×10−5, PNH3 =

20[mmHg], KS1= 25[mg/l], KS2= 150[mg/l], KIa1= 1000[mg/l], KIm1= 300[mg/l], KIm2=

5[mg/l].

Las concentraciones de alimentaciónX1,in = 0[mg/l], X2,in = 0[mg/l], SO,in = 10000[mg/l],

VA,in = 5000[mg/l], NH4,in = 500[mg/l]. Entonces el sistema nominal (4.10), puede expre-

sarse como una realización del espacio de estados:

Ps =

[
As Bs

Cs 0

]
(4.11)

Partiendo de laProposición 4 y la Suposicíon 1 es posible obtener una planta nominal

en el puntoΦ∗
s. Adicionalmente, Si la realización (2.12) se obtiene de manera balanceada

(Seccíon A.1) dado que el puntoΦ∗
s es localmente estable (Suposición 1 con paŕametros

nominalesπs,0 ∈ Πs) entonces la planta nominalPnom,s ∈ R H∞.

Mediante el ańalisis de sensibilidad [33] del modelo (4.1) mostrado la sección (4.1.1), se

determińo que los paŕametros que inducen una variación significativa en las soluciones son :

µ1,max, µ2,maxy KD1, sin embargo para propósitos de este estudioúnicamente se considera los

dos primeros parámetros. Entonces, con una variación del±5% en el valor de los parámetros

nominales en ,µ1,max, y µ2,max, se puede considerar como una variación paraḿetrica repre-

sentativa en el diseño robusto. Es decir, mediante la modificación del valor de los parámetros

en el intervalo antes mecionado, se obtendrán los elementos de (4.10) las cuales pertenecen a

una familia de plantas perturbadasPs. En la Figura 4.8 se presenta la respuesta en la frecuen-

64



cia dePnom,s y la familia de plantas perturbadasPs. La incertidumbre paraḿetrica puede ob-
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Figura 4.8: Respuesta en la frecuencia de la planta nominalPnom,s(ω) y el conjunto de mod-
elos perturbadosPs(ω) .

servarse (a trav́es de los cambios en el valor de los parámetros) y compararse con respecto a

la respuesta en la frecuencia de la planta nominalPnom,s enω ∈ [ω,ω] =
[
1×10−4,1×102

]
.

Es decir, es posible representar la incertidumbre relativaUrel,s mediante la siguiente relación:

Urel,s(ω) =
∣∣∣∣
Ps(ω)−Pnom,s(ω)

Pnom,s(ω)

∣∣∣∣ (4.12)

dondePs(ω) representa una planta para cada conjunto de valores en los parámetrosµ1,max

y µ2,max. Cabe aclarar queUrel puede aproximarse comoWp,s∆ where‖∆‖∞ ≤ 1. En Figura

4.8 se muestra la respuesta en la frecuencia de la planta nominalPnom,s(ω) y la familia de

plantasΨs = (I +Urel,s)Pnom,s la cual contiene cada una de las plantasPs(ω). En Figura 4.9

se muestra la respuesta en la frecuencia de (4.12) ası́ como valor superior de la incertidumbre

relativaUrel,s, la cual puede calcular con la siguiente expresión:

máx
ω∈[ω,ω]

{Urel,s}= máx
ω

∣∣∣∣
Ps(ω)−Pnom,s(ω)

Pnom,s(ω)

∣∣∣∣ (4.13)

Si relacionamos un modelo de incertidumbre no estructurada del tipo multiplicativo asoci-

ada a la familia de plantasΨ = (I +Urel,s)Pnom entonces podemos representar la familia de

plantas como el siguiente modelo inciertoΛs = (I +Wp∆)Pnom,s donde‖∆‖∞ ≤ 1.

4.3.2. Funciones de peso

Las funciones de peso mostradas en la Figura 4.7 representan requerimientos en la fre-

cuencia de las señales de salida o bien entrada, la cual tiene una interpretación f́ısica. La

estructura de dichas funciones de peso es la siguiente:
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Wp,s(ω) =
Ws,p,N(ω)
Ws,p,D(ω)

Wu,s(ω) =
s+ωu/Mu

εus+ωu
=

s+100/0.5
0.05s+100

We,s(ω) =
s/Me+ωe

s+ωeεe
=

s/10+100
s+(100)(0.1)

Wn,s(ω) =
s+ωnεn

s/Mn+ωn
=

s+(1000)(0.01)
s/0.1+1000

(4.14)

donde los paŕametros de cada función de peso depende del requerimiento asociado a cada

sẽnal de entrada o salida en función de la frecuencia.

La informacíon contenida por máx
ω∈[ω,ω]{Urel,s} puede ser aproximada mediante una fun-

ción de pesoWp,s(ω). Es posible representarWp,s como una funcíon de transferencia de orden

n, estable y de fase mı́nima. Mediante un ḿetodo de b́usqueda iterativo de ajuste mediante

mı́nimos cuadrados es posible obtener un sistema matricial que capture la respuesta en la fre-

cuencia de (4.13). De esta forma es posible obtenerWp,s(ω) =Wp,s,N(ω)/Wp,s,D(ω); donde

Wp,s,N(ω) = 4.38×10−4s3+0.015s2+0.043s+3.45×10−3, y Wp,s,D(s) =s3+0.403s2+

0.052s+3.45×10−3.

Continuando con el procedimiento descrito en la sección 2.3.2 son descritas las funciones

de peso (4.14) aplicadas al proceso (4.1). Para el caso deWu,s los valoresMu = 0.5,εu = 0.05

y ωu = 100. ParaWe,s los valoresMe = 10, εe = 0.1 y ωe = 100. Finalmente, paraWn,s los

valoresMn = 0.1, εn = 0.01 y ωn = 1000.
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4.3.3. Śıntesis de controlador nominal y robusto

El problema de control suboptimo fue numéricamente resuelto mediante el Toolbox de

control robusto (Matlabr) utilizando la ecuación est́andar de Riccati [36]. La aproximación

del controladorK(s) fue obtenido mediante un proceso numérico iterativo (hinfsyn), asegu-

rando la estabilidad nominal conγ= 0.028. Asumiendo que el modelo de plantas perturbadas

est́a descrito mediante el siguiente conjuntoΛs= {(I +Wp,s∆)Pnom,s : ∆∈RH∞}. Entonces, la

condicíon de estabilidad robusta se cumple con‖Wp,sPnom,sK(I +Pnom,sK)−1‖∞ = 0.944≤ 1

(Teorema 8.5 [36]). El controlador de 11◦ orden obtenido esK11(s) =K11,N(s)/K11,D(s),

dondeK11,N(s) =10.706s10+2.15×104s9+3.13×105s8+1.06×106s7+7.88×105s6+

2.58×105s5+4.57×104s4+4.69×103s3+275.27s2+8.2883s+0.096319 yK11,D(s) =

s11+1.69×104s10+1.00×106s9+9.66×107s8,1.22×109s7+3.79×109s6+1.76×109s5+

3.37× 108s4+ 3.37× 107s3+ 1.75× 106s2,4.39× 104s+ 418.05. Los valores Hankel del

controlador de 11◦ orden sonσ11 = [0.012, 0.011, 0.001, 7.06×10−5, 1.04×10−5, 1.40×

10−7, 2.58×10−8, 1.02×10−11, 3.52×10−13, 1.76×10−13, 2.65×10−15.

Con el fin de obtener un controlador de orden menor, se aplicó una truncacíon balanceada

al controlador (K11) de orden completo. De este modo, se obtiene el controlador de 5◦ orden

K5(s) =K5,N(s)/K5,D(s), dondeK5,N(s) =10.706s4+2.14×104s3+8.86×104s2+3.14×

104s+2.24×103 y K5,D(s) =s5+1.68×103s4+9.89×105+ s3+8.62×107s2+3.20×

108s+ 9.74× 106. Los valores Hankel del controlador reducido son:σ5 = [1.29× 10−2,

1.16×10−2, 1.29×10−3, 7.06×10−5, 1.04×10−5].

En la Figura 4.10 puede observarse que el comportamiento de la respuesta en la frecuen-

cia para el controladorK11 y K5 es similar en el rango de frecuenciaω ∈ [10−4,104]. La

Figura 4.11 muestra la respuesta en la frecuencia de la planta nominalPnom,s, el controlador

K5 y la función de transferenciaS.

4.4. Resultados nuḿericos del controlador a lazo cerrado

El esquema de control fue evaluado numéricamente a lazo cerrado con el propósito de

ilustrar la implementación del esquema de control en el modelo no lineal (4.1) del proceso

de DA para el tratamiento de la FORSM. Dos escenarios de regulación robusta fueron estu-

diados.

Caso (i)El objetivo del presente caso es ilustrar mediante la implementación nuḿerica a lazo
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función de transferenciaS.

cerrado que el controlador es capaz de regular de manera robusta la DQO logrando mitigar

perturbaciones en la concentración de la DQO en la corriente de alimentación (incluso con

componentes en la frecuencia), ası́ como incertidumbres paramétricas asociados a la cinética

de los microorganismos en el modelo no lineal. Los resultados del caso (i) se muestra en la

Figura 2.12 En este caso de estudio, se logra la regulación de la DQO(DQOout [g/l]) (Figura

4.12a) en un valor de referencia(DQOre f = 1 [g/l]). Dicha regulacíon se lleva acabo a pesar

de las variaciones paramétricas en las constantes cinéticasµ1,max, y µ2,max (Figura 4.12c) in-

ducidas en el modelo no lineal (4.1). Esto se debe a que el controlador cumple con el criterio

de estabilidad robusta para la familia de plantasΛs la cual incluye variaciones paramétricas

en los paŕametrosµ1,max, y µ2,max. Adicional a esto, el controlador logra mitigar las fluc-

tuaciones en la variación en la concentración de la DQO a la entrada del proceso de DA

(DQOin [g/l]) con componentes en la frecuencia donde la planta nominalPnom,s es sensible

(Figura 4.12b). El comportamiento del factor de diluciónD (Figura 4.12c) relacionado con la

entrada de control (u= D−D∗) indica que la sẽnal de control se mantiene acotada a pesar de

introducir una sẽnal de ruido a la sẽnal de medida o de salida(y= SO−S∗O). Los resultados

del caso (i) indican que el controlador es robusto ante perturbaciones en la concentración de
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del digestor (SO,in). c) Factor de dilucíon, la cual esta relacionada con la entrada de control
calculada por la ley de control (u= D−D∗). d) Variacíon paraḿetrica en el modelo (4.1).

SO,in de la alimentacíon e incertidumbre paraḿetrica logrando una regulación robusta de la

SO. a la salida del proceso de DA para el tratamiento de la FORSM.

Caso (ii) El objetivo del presente caso es ilustrar mediante la implementación nuḿerica a

lazo cerrado que el controlador es capaz de regular de manera robusta la DQO, incluso con

cambios en escalón, logrando mitigar perturbaciones en la concentración de la DQO en la

corriente de alimentación (incluso con componentes en la frecuencia), ası́ como incertidum-

bres paraḿetricas asociados a la cinética de los microorganismos en el modelo no lineal.

Los resultados del caso (ii) se muestra en la Figura 4.13 En este caso de estudio, se logra

la regulacíon de la DQO(DQOout [g/l]) (Figura 4.13a) en un cambio en escalón de la re-

ferencia(DQOre f [g/l]). Dicha regulacíon se lleva acabo a pesar de que el controlador no

fue disẽnado para un problema de seguimiento. Loúltimo se debe a que la función de pe-

soWe,s permite un error acotado en el rango de frecuencia donde la planta nominalPnom,s

es sensible. El controlador regula a pesar de las variaciones paramétricas en las constantes
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Figura 4.13: Resultados de la simulación para la evaluación del controlador caso (ii). a)
Concentracíon de la DQO a la salida del digestor. b) Concentración de la DQO a la entrada
del digestor (SO,in). c) Factor de dilucíon, la cual esta relacionada con la entrada de control
calculada por la ley de control (u= D−D∗). d) Variacíon paraḿetrica en el modelo (4.1).

cinéticasµ1,max, y µ2,max (Figura 4.13c) inducidas en el modelo no lineal (4.1). Esto se debe

a que el controlador cumple con el criterio de estabilidad robusta para la familia de plantas

Λs la cual incluye variaciones paramétricas en los parámetrosµ1,max, y µ2,max. Adicional a

esto, el controlador logra mitigar las fluctuaciones en la variación en la concentración de la

DQO a la entrada del proceso de DA(DQOin [g/l]) con componentes en la frecuencia donde

la planta nominalPnom,s es sensible (Figura 4.12b). El comportamiento del factor de dilución

D (Figura 4.12c) relacionado con la entrada de control (u= D−D∗) indica que la sẽnal de

control se mantiene acotada a pesar de introducir un cambio en escalón en la referencia de

la DQO y adicionar una señal de ruido a la sẽnal de medida o de salida(y= SO−S∗O). Los

resultados del caso (i) indican que el controlador es robusto ante perturbaciones en la con-

centracíon deSO,in de la alimentacíon e incertidumbre paraḿetrica logrando una regulación

robusta de laSO. a la salida del proceso de DA para el tratamiento de la FORSM.
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4.5. Comentarios sobre el caṕıtulo

Se propuso un sistema dinámico el cual describe el proceso de DA para la FORSM. Dicho

modelo describe la degradación de la materia orǵanica solubleSO mediante la acción de dos

conjuntos de microorganismos (acidogénicos y metanoǵenicos). La cińetica de crecimiento

de los microorganismos incluye la inhibición por substrato y producto de los componentes

que han sido identificados en estudios experimentales. El modelo fue analizado en el senti-

do de unicidad (Proposición 4) y estabilidad local del punto de equilibrio (Suposición 1).

Mediante un ańalisis de sensibilidad paramétrica se determińo los paŕametros que afectan

las soluciones del sistema dinámico no lineal y están relacionados a la cinética de los mi-

croorganismos, siendo coherentes con los resultados experimentales presentados por otros

autores. Los parámetros identificados fueron considerados como la fuente de la incertidum-

bre paraḿetrica. Dicha caracterización sienta precedentes para la sı́ntesis de un controlador

robusto.

Mediante el modelo (4.1) y un conjunto de parámetros nominales fue posible obtener

un modelo nominal lineal el cual pertenece al espacio de funcionesR H∞. Un controlador

robusto v́ıaH∞ fue disẽnado para un proceso de DA para controlar la DQO en un proceso de

tratamiento de la FORSM. Funciones de peso fueron propuestas para abordar el ruido, acotar

el error tolerado ası́ como accíon de control. La estabilidad robusta fue abordada mediante

una funcíon de peso tal que los efectos de la incertidumbre paramétrica fuera compensado.

Mediante simulaciones nuḿericas el controlador propuesto es capaz de lograr la regu-

lación robusta de la DQO en el modelo no lineal a lazo cerrado del proceso de DA para el

tratamiento de la FORSM. El controlador es robusto ante (i) incertidumbre en los parámetros

cinética, (ii) perturbaciones en la DQO de alimentación y (iii) ruido en la medicíon.

Los resultados globales de este capı́tulo sugieren que el procedimiento descrito en el

presente trabajo puede ser extendido a otros sistemas biológicos en la mitigación de com-

puestos y/o generación de metabolitos los cuales requieran un balance entre regulación (error

permitido) y una acción de control suave (acotamiento de la entrada de control).
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

La digestíon anaerobia para la mitigación de materia orǵanica es una realidad, sin embar-

go todav́ıa presenta retos para mejorar los esquemas actuales para implementaciones a nivel

industrial. Esto es una motivación importante para generar conocimiento y tecnologı́a que

incluso puede aplicarse a otros procesos de digestión anaerobia.

En este trabajo de investigación, se consideró el control del proceso de DA para la re-

duccíon de la materia orǵanica en sistemas en fase acuosa y sólida. Dicha investigación se

centra en comprobar la hipótesis planteada: La aplicación del esquema de control robus-

to al proceso de digestión anaerobia continua e isotérmica permite obtener una regulación

robusta de la DQO tanto en sistemas acuosos como de sólidos orǵanicos, por medio de la

manipulacíon del factor de dilucíon. En este sentido se presentarán conclusiones relevantes;

adicionalmente, alternativas y mejoras para trabajo futuro.

5.1. Conclusiones

A pesar que se diseñaron dos sistemas de control, los principios de diseño son los mis-

mos. Es decir, se estudió los elementos que pudieran comprometer las condiciones normales

de operacíon del proceso de DA en términos de magnitud y frecuencia; los cuales son abor-

dados bajo el mismo esquema de diseño.

La aplicacíon del esquema de control robusto al proceso de DA continua e isotérmica per-

mite obtener una regulación robusta de la DQO tanto en sistemas acuosos como de sólidos

orgánicos, por medio de la manipulación del factor de dilucíon. El esquema de control per-

mite la regulacíon robusta ante: (i) variación paraḿetrica, (ii) perturbaciones en la DQO de

alimentacíon (incluso con componentes en la frecuencia), (iii) errores y ruido en la medición.
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Los resultados sugieren que el procedimiento descrito en el presente trabajo puede ser

extendido a otros sistemas biológicos en la mitigación de compuestos y/o generación de

metabolitos los cuales requieran un balance entre regulación (error permitido) y una acción

de control suave (acotamiento de la entrada de control).

El controlador propuesto es un candidato a ser implementado a escala industrial debido a:

(i) la estructura lineal de controlador, (ii) se aborda limitaciones en los actuadores durante la

śıntesis del controlador,(ii) no son necesarios equipos de medición sofisticados, (iii) errores

y ruido en la medicíon son compensados, lo cual es común en implementaciones a escala

industrial.

5.1.1. Comentarios finales para DA en fase lı́quida

El modelo utilizado en la modelación del proceso de DA para el tratamiento de aguas

residuales ha sido modificado partiendo del modelo inicial de Bernard y col. [30]. Dicha

modificacíon incluye la reducción del modelo de 6◦ orden para convertirse en uno de 4◦ or-

den. Se demostró que dicha reducción es en realidad una proyección del modelo de 4◦ orden

en sus correspondientes estados del modelo de 6◦. Esto puede ser comprobado por los resul-

tados obtenidos en el presente trabajo (Proposición 3). Por lo que es indistinguible utilizar

alguno de los modelos bajo la técnica de controlH∞.

El disẽno del controladorH∞ se llev́o acabo contemplando el problema de regulación

asegurando la estabilidad interna del sistema. Dado que se deseaba abordar el problema re-

al de control del proceso de DA para el tratamiento de aguas, se incluyeron funciones de

peso que contemplaran: (i) ruido en la medición (Wn), (ii) acotamiento del error permitido

(We), y (iii) restricciones en la sẽnal de control (Wu). Se obtuvo un controlador que estabiliza

nominalmente dicha planta. Adicionalmente, se demostró que el controlador es capaz de es-

tabilizar una familia de plantas que contemplan la incertidumbre en los parámetros cińeticos

del modelo nominal. Dado que los criterios nominal y robusto fueron cumplidos, se proce-

dió a ilustrar como estos criterios son exhibidos mediante un balance entre regulación (error

permitido) y una acción de control suave (acotamiento de la entrada de control).

Una implementación experimental se llev́o acabo a fin de ilustrar la posibilidad de imple-

mentar el controlador a nivel industrial. Dicha aplicación exhibío que las modificaciones en

las funciones de peso permiten la flexibilidad de abordar el balance entre regulación (error

permitido) y una acción de control suave (acotamiento de la entrada de control) a pesar de
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limitaciones en la medición de la salida de control.

5.1.2. Comentarios finales para DA en fase sólida

Mediante un estudio del proceso de la DA para el tratamiento de la FORSM se logró ex-

tender algunos resultados obtenidos en la teorı́a de DA en fase acuosa a este campo. De

hecho, el t́ermino de condiciones normales de operación se definío para el sistema de fase

sólida orǵanica. Adicionalmente, partiendo de un modelo para digestión de RSO ([42, 23])

se propone un sistema dinámico el cual permite la implementación de un sistema de control

mediante una entrada de control relacionada con el factor de dilución. El modelo dińami-

co contempla b́asicamente la descripción del proceso real como son: (i) dos consorcios de

microorganismos (metanogénicas y acidoǵenicas); (ii) un substrato (SO) y dos subproductos

(VFAy NH4); (iii) inhibici ón por substrato y producto, (VFAy NH4). Mediante un ańalisis de

sensibilidad paraḿetrica se determińo los paŕametros que afectan las soluciones del sistema

dinámico no lineal están relacionados a la cinética de los microorganismos, siendo coher-

entes con los resultados experimentales presentados por trabajos experimentales ([42, 23]).

El modelo propuesto fue analizado en el sentido de unicidad (Proposición 4) y estabili-

dad local del punto de equilibrio (Suposición 1). Los resultados permitieron el diseño de un

sistema de control para DA para el tratamiento de la FORSM.

El disẽno del controlador para el proceso de DA en fase sólida, permitío extender la

aplicabilidad del esquema propuesto para el tratamiento de la FORSM; esto a pesar que los

sistemas en fase lı́quida y śolida orǵanica son descritos de diferente forma y las cinéticas

contemplan feńomenos de inhibición diferentes. Dicho esquema logra la regulación robusta

de la DQO.

5.2. Trabajo futuro

En el presente trabajo abordó el control robusto en procesos de DA fase lı́quida y śolida.

A partir de dicho estudio es posible visualizar nuevas preguntas.

• Estudio del efecto de cambio de substrato en un proceso de DA fase lı́quida. Durante

la etapa final de la implementación experimental se procedió a realizar un cambio de

vinazas y el controlador no fue capaz de mitigar los efectos adversos debidos al cambio

de substrato. Se propone un estudio que aborde una transición en la dińamica de los

microorganismos debida a una aclimatación de un nuevo substrato. Una alternativa

es la propuesta de un controlador robusto que estabilice una familia de plantas que
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involucre un cambio paraḿetrico asociada a una transición o aclimatacíon a un nuevo

substrato.

• Dado el controlador propuesto para el proceso de DA en fase sólida, tomar en cuen-

ta en la implementación la modificacíon de los valores en las constantes que definen

las funciones de peso a fin de mitigar el efecto de alimentación mediante un tornillo

sin fin (para el caso de un flujo de alimentación con paŕametros no distribuidos). En

caso de contar con un pretratamiento que permita una alimentación con paŕametros

distribuidos corroborar si dicho pretratamiento reduce los efectos nocivos de la tasa

de mortandad en los microorganismos; en caso afirmativo se propone un estudio del

sistema dińamico el cual no contemple dichas constantes (KD1 y KD2).
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Apéndice A

Conceptos b́asicos en control robusto

En este aṕendice se expondrán los conceptos básicos en el disẽno de controladores ro-

bustos v́ıa H∞. Dicha teoŕıa fue tomada de tres fuentes las cuales es posible consultar para

mayor detalle [35, 36, 43]. Primero se abordarán conceptos b́asicos como: sistema lineal,

función de transferencia, y algunas propiedades básicas que presentan estos sistemas. Pos-

teriormente se introducirán algunos conceptos de análisis lineal, en especial y de manera

breve los espacios de Hardy, los cuales son requeridos para el desarrollo de la teorı́a b́asica

en control robusto. Se introducirá el concepto de norma, dicho concepto permite de manera

natural la cuantificación deltamãno de un sistema, la cual es un requerimiento fundamental

en la cuantificacíon de sistemas con incertidumbres. Adicionalmente se presentarán los con-

ceptos de estabilidad en el sentido de control robusto. Finalmente se abordará la solucíon del

problema de control en el sentido de la búsqueda del controlador y la reducción del mismo.

A.1. Sistemas lineales y realización en espacio de estados

Considere un sistema lineal invariante en el tiempo representado por:

ẋ= Ax+Bu; x(t0) = x0

y=Cx+Du
(A.1)

dondex ∈ Rn es el vector de estados,x0 ∈ Rn es la condicíon inicial, u ∈ Rm es la entrada

del sistema,y∈ Rp es la salida del sistema y las matrices son tales queA∈ Rn×n, B∈ Rn×m,

C ∈ Rp×n y D ∈ Rm. Un sistema dińamico con una entrada(m= 1) y una salida(p= 1) es

llamado sistema SISO (simple entrada - simple salida). La función de transferencia asociada

est́a definida comoY(s) =G(s)U(s); dondeU(s) y Y(s) son la transformada de Laplace

de u(t) y y(t) con la condicíon inicial de cero(x(0) = 0). De hecho, tenemos queG(s) =

C(sI−A)−1B+D. Podemos entonces usar la siguiente notación la cual involucra el ćalculo

de funciones de transferencia:
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[
A B

C D

]
=C(sI −A)−1B+D (A.2)

Ahora considere las siguientes propiedades:

• Controlabilidad. Si el par(A,B) es controlable, entonces la matriz de controlabilidad

C = [B AB A2B . . . An−1B] es de rango completo.

• Observabilidad. Si el par(C,A) es observable, entonces la matriz de observabilidad

O = [C CA CA2 . . . CAn−1]T es de rango completo.

• Estabilizabilidad. Si el par(A,B) es estabilizable, entonces la matriz[A−λI B] es de

rango completo para todoRe(λ)≥ 0; dondeλ es un valor propio de la matrizA.

• Detectabilidad. Si el par(C,A) es detectable, entonces la matriz[A− λI C]T es de

rango completo para todoRe(λ)≥ 0.

Asumiendo queG(s)es una funcíon de transferencia real racional y propia. Entonces un

modelo en el espacio de estados(A,B,C,D) tal que

G(s) =

[
A B

C D

]
(A.3)

es una realización deG(s).

Una realizacíon en el espacio de estados(A,B,C,D) deG(s)se dice ser una realización

mı́nima de(G(s))si A tiene la menor dimensión posible. Una realización en el espacio de es-

tados(A,B,C,D) deG(s)se dice ser una realización ḿınima si y śolo si(A,B)es controlable

y (C,A) es observable. Para más informacíon se le sugiere al lector consultar [35, 36, 43]

A.2. EspacioH∞

Uno de los objetivos ḿas importantes en control es alcanzar cierta especificación de de-

sempẽno. Las especificaciones de desempeño est́an relacionadas en términos deltamãno de

ciertas sẽnales de inteŕes. Existen varias formas de definir eltamãno de una sẽnal, sin em-

bargo la norma es la ḿas apropiada en el sentido de espacio métrico. Por lo que, primero se

introduciŕa de manera breve algunos conceptos para luego abordar el espacioH∞.

SeaV un espacio vectorial sobreC. Un producto interno enV est́a definido como:

〈·, ·〉 : V×V 7−→C; tal que para cualquierx,y,z∈V y α,β ∈C se cumplen las siguientes tres
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condiciones: (i)〈x,αy+βz〉 = α〈x,y〉+β〈x,z〉, (ii) 〈x,y〉 = 〈x,y〉, (iii) 〈x,x〉 > 0 si x 6= 0.

Un espacio vectorialV con un producto interno es llamado espacio de producto interno.

SeaV un espacio de producto interno y seax,y ∈ V; entonces se cumplen las siguien-

tes tres condiciones: (i)|〈x,y〉| 6 ‖x‖ ‖y‖, (ii) ‖x+y‖2+ ‖x+y‖2 = 2‖x‖2+ 2‖y‖2, (iii)

‖x+y‖2 = ‖x‖2+‖y‖2 si x⊥y. Una generalización matricial del producto interno enCm×n

est́a dado por〈A,B〉=Tr(A∗B), paraA y B∈ C
m×n.

Para definir los espacios de Hilbert es necesario abordar el concepto de convergencia.

Suponga queV es un espacio normado; una secuenciavk es una secuencia de Cauchy si,

para cadaε > 0, existeM ≥ 0 tal que‖vk+vl‖< ε para todok, l ≥ M. Esto significa que una

secuencia es Cauchy si satisface:‖vk+vl‖
k,l→∞
→ 0; lo que indica que la secuenciaaparente-

menteconverge. De hecho toda secuencia que converge es necesariamente una secuencia de

Cauchy, sin embargo no toda secuencia de Cauchy converge. Un espacio normado es com-

pleto si cada secuencia de Cauchy en el converge, tal espacio es conocido como espacio de

Banach. Un espacio completo de producto interno es llamado espacio de Hilbert.

Dados los conceptos anteriormente mencionados, es posible entonces abordar los espa-

cios de funciones matriciales complejas las cuales están acotadas en el eje imaginario.

L∞( jR) o simplementeL∞ es un espacio de Banach de funciones matriciales que son

(esencialmente) acotadas enjR con norma:‖F‖∞ = esssup
ω∈R

σ [F ( jω)], dondeesssup es

definido como esencialmente el supremo. El subespacio racional deL∞ es denotado co-

mo R L∞( jR) o simplementeR L∞, consiste de todas las matrices de transferencia reales

racionales y propias cuyos polos no se encuentran en el eje imaginario.

H∞ es un subespacio (cerrado) deL∞ con funciones que son analı́ticas y acotadas en el

plano abierto derecho. La normaH∞ est́a definida como:

‖F‖∞ = sup
Re(s)>0

σ [F (s)] = sup
ω∈R

σ [F ( jω)] (A.4)

El subespacio real y racional deH∞ es denotado comoR H∞( jR) o simplementeR H∞,

consiste de todas las matrices de transferencia reales racionales propias y estables.

Una vez abordadas las caracterı́sticas del espacioH∞ es posible introducir los conceptos

de estabilidad basados en elementos cuyas propiedades deriven de dicho espacio. Para más

informacíon se le sugiere al lector consultar [35, 36, 43]
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A.3. Estabilidad interna

En esta sección se aborda el concepto de estabilidad interna como un requisito previo que

debe cumplir un sistema a fin de saber si el controlador cumple con el criterio de estabilidad

nominal y robusta.

Considere el esquema de la Figura (A.1), dondeP es la planta yK̂ = −K el contro-

lador. Se dice que el sistema en la Figura (A.1) presenta buen comportamiento si y solo si

I − K̂(∞)P(∞) es invertible. Partiendo de la expresión e1 = w1 + K̂e2 y e2 = w2 +Pe1 es

posible ver que(I − K̂P)e1 = w1+ K̂w2, de hecho la condición de buen comportamiento es

equivalente a decir que(I − K̂P)−1 existe y es propia.

Figura A.1: Esquema representativo de un sistema con retroalimentacíon.

El sistema de la Figura (A.1) se dice ser internamente estable si la matriz (A.5) de trans-

ferenciaTwe pertenece aR H∞, dondew= [w1,w2]
T y e= [e1,e2]

T . De hecho la estabilidad

interna garantiza que todas las señales en un sistema sean acotadas, lo cual es un indicativo

que las sẽnales suministradas serán acotadas.

Twe=

[
I K̂

−P I

]−1

=




(
I − K̂P

)−1
K̂
(

I − K̂P
)−1

P
(

I − K̂P
)−1 (

I − K̂P
)−1


 (A.5)

A.4. Estabilidad nominal y robusta

En esta sección se presentan dos conceptos usados en teorı́a de controlH∞: (i) la esta-

bilidad nominal, y (ii) la estabilidad robusta. Para ambos casosúnicamente se presenta el

problema escalar. Para esto es necesario describir primero: (i) un modelo nominal, y (ii) un

modelo de incertidumbre. Para más informacíon se le sugiere al lector consultar [35, 36, 43]

En el disẽno de un sistema de control es necesario un modelo matemático que descri-

ba el comportamiento dinámico del sistema real a ser controlado. La calidad de un modelo
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dependeŕa de la diferencia entre la respuesta del modelo y la presentada por el sistema real.

Describir de manera precisa un proceso real mediante un modelo matemático puede ser com-

plejo. Por lo que un buen modelo deberı́a ser simple para facilitar el diseño de un controlador

pero lo suficientemente complejo para capturar los rasgos fundamentales del proceso real;

esto con el fin de se alcance el objetivo de control en el proceso real. Cuando se pierde pre-

cisión en la descripción del proceso real se dice que existen errores de modelado. Entre los

principales factores causantes de los errores de modelado pueden destacarse: (i) dinámica no

lineal no considerada, (ii) dinámica de alta frecuencia no modelada, (iii) retardos de tiempo

no contemplados, (iv) imprecisiones en los parámetros, debidos al ḿetodo de identificación

y/o modelado empleado, (v) modificaciones en el punto de trabajo de la planta con respecto

al modelo nominal.

El término de incertidumbre se refiere a la diferencia o error entre el modelo y el proce-

so real, al mecanismo usado para expresar dicho error es conocido como representación de

incertidumbre. La representación de la incertidumbre varı́a en t́erminos de la estructura que

contiene. Un ejemplo de la representación de incertidumbre no estructurada es expresada

como:P∆(s) =Pnom(s)+W1(s)∆(s)W2(s), σ = [∆( jω)] < 1, ∀ω ≥ 0, en dondePnom es la

planta nominal,W1 y W2 son matrices de transferencia estables las cuales capturan la magni-

tud y frecuencia de la incertidumbre. En el caso particular queW1 = I y W2 = w(s)I, donde

w(s)sea una función escalar, entonces el conjunto de plantasΛ describe un disco centrado

enPnom con radiow( jω). Otra forma de expresar la incertidumbre mediante una forma del

tipo multiplicativa es:Λ(s) = (I+W1(s)∆(s)W2(s))Pnom(s), la cual indica que la familia de

plantasΛ est́a confinada a un vecindario normalizado dePnom.

Es posible entonces, mediante los conceptos presentados en esta sección definir la estabi-

lidad nominal y robusta. Dado la descripción de un modelo de incertidumbreΛ, suponga que

Pnom∈ Λ es el modelo nominal yK es el controlador. Entonces el sistema retroalimentado

a lazo cerrado se dice tener: (i) estabilidad nominal siK estabiliza internamente el modelo

nominalPnom; (ii) estabilidad robusta siK estabiliza internamente cada planta deΛ.

La estabilidad nominal se puede interpretar como el objetivo de lograr que un sistema

sea estable a lazo cerrado para unas condiciones de trabajo dadas o nominales. Para el ca-

so de estabilidad robusta puede interpretarse como el requerimiento de la estabilidad a lazo

cerrado para el conjunto de posibles plantas que se puedan dar como consecuencia de la in-

certidumbre en el modelo de la planta.

Se han abordado los conceptos de estabilidad nominal y robusta partiendo del hecho que
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ya se cuenta con un controladorK. En las siguiente secciones se presenta el problema de

controlH∞ que permite establecer el criterio de búsqueda de dicho controlador, ası́ como en

secciones subsecuentes el método de solución para dicha b́usqueda.

A.5. Problema de controlH∞

Considere la configuración b́asica de un sistema presentado en la Figura (A.2). Dicha

configuracíon es conocida como una transformación lineal fraccionada (LFT, de lineal frac-

tional transformation), dondeG es la planta generalizada con dos entradas: (i) una entrada

exógenaw (la cual incluye perturbaciones), (ii) entrada de controlu; y dos salidas: (i) la

salida de medición (o sensor)y, (ii) salida reguladaz.K es el controlador a ser diseñado.

De la Figura (A.2) seanK y G funciones de transferencia reales racionales y propias.

Asuma que los modelos en espacio de estados deG y K est́an disponibles ası́ como su rea-

lización estabilizable y detectable. La función de transferencia a lazo cerrado cuya entrada

esw y salidaz est́a definida mediante la estructura LFT como:Tzw= Fl (G,K).

Figura A.2: Esquema representativo de un sistema interconectado LFTTzw.

Se dice que un controladorK es admisible síeste estabiliza internamente el sistema. De

esta forma se define el problema de controlóptimo y suboptimo:

Control óptimo H∞: Encontrar todos los controladores admisiblesK(s) tal que||Tzw||∞ sea

minimizada.

Control suboptimo H∞: Dado unγ > 0 encontrar un controladorK(s) admisible, si existe

uno, tal que||Tzw||∞ < γ.

Encontrar un controladoŕoptimo es nuḿericamente y téoricamente complicado [34]. La

búsqueda deĺoptimo requiere la minimización de la norma||Tzw||∞, lo cual no es necesario e

incluso indeseable en su aplicación. De hecho, replantear el problema como uno suboptimo

82



implica obtener un controlador cercano alóptimo en el sentido de norma mediante la pro-

puesta de unaγ cercana a laγopt tal queγ > γopt (dado queγopt es la ḿınima posible). Para

más informacíon se le sugiere al lector consultar [35, 36, 34].

Para el trabajo de tesis se consideraúnicamente el problema de control suboptimo y para

encontrar dicho controlador es necesario considerar antes la solución de la ecuación alge-

braica de Riccati (ARE, de algebraic Riccati equation).

A.6. Ecuaciones algebraicas de Riccati

SeanA, Q y L matrices definidas enRn×n, dondeQ y L son siḿetricas. Entonces una

ecuacíon algebraica de Riccati está definida por la siguiente ecuación matricial:

A∗X+XA+XRX+Q= 0 (A.6)

Se define ahora la siguiente matriz 2n×2nasociada a la ecuación de Riccati:

H =

[
A R

−Q −A∗

]
(A.7)

dondeH : R2n×2n → R2n×2n es unamatriz hamiltoniana. La matrizH en la ecuacíon (A.7)

seŕa usada para obtener las soluciones de la ecuación (A.6). Note que el espectro deH es

simétrico con respecto al eje imaginario. Para clarificar lo anterior, considere la siguiente

matriz:

J =

[
0 −I

I o

]
(A.8)

la cual tiene como propiedadJ2 =−I . entonces

J−1HJ =−JHJ=−H∗ (A.9)

de tal forma queH y H∗ son similares. De hechoλ es un eigenvalor si−λ lo es.

A fin de encontrar unasolucíon estabilizantede la ecuacíon (A.6) se realizan las siguien-

tes suposiciones: (i)H no tiene valores propios en el eje imaginario, (ii)H tienen valores

propios conRe(s)< 0 y n conRe(s)> 0. Ahora, considere unsubespacio espectral invariante

de dimensíonn, χH , el cual corresponde a los eigenvalores deH enRe< 0. Encontrando una

83



base paraχH , y ordenando los vectores de la base se obtiene una matriz particionada de la

siguiente forma:

χH = Im

[
X1

X2

]
(A.10)

X1 y X2 son elementos deRn×n. Si X1 es no singular, lo que equivale a que los dos siguientes

subespacios:

χH , Im

[
0

I

]
(A.11)

son complementarios. Entonces, se puede establecer la solución estabilizante de (A.6) co-

mo X := X2X−1
1 . Por lo tanto,X est́a determinada exclusivamente porH. Esto es,H → X

es una funcíon denotada comoRic cuyo dominio, denotado pordom(Ric), contiene a todas

las matrices hamiltonianasH con las siguientes dos propiedades: (i) estabilidad,H no tiene

valores propios en el eje imaginario; (ii) complementariedad, los dos subespacios definidos

en la ecuacíon (A.11) son complementarios.

A la solucíon X de la ecuacíon (A.6) se le llamasolucíon estabilizantey por lo tanto

X = Ric(H) y

Ric : dom(Ric)⊂ R2n×2n 7→ Rn×n (A.12)

Con los conceptos y definiciones antes mencionados es posible abordar la existencia de

un controladorH∞ admisible. Para consultar la prueba formal de los conceptos presentados

en esta sección se le sugiere al lector consultar [35, 36, 43].

A.7. Solucíon simplificada al problema de controlH∞

Considere la realización de la matriz de transferenciaG mostrada en la Figura (A.2):

G(s) =




A B1 B2

C1 0 D12

C2 D21 0


 (A.13)

Note que dos suposiciones son implı́citas en la realización deG(s): (i) D11 = 0 y (ii)

D22 = 0. Ahora, considere las siguientes suposiciones en (A.13):

(i) (A,B1) es controlable y(C1,A) es observable
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(ii) (A,B2) es estabilizable y(C2,A) es detectable

(iii) D∗
12[C1 D12] = [0 I ]

(iv) [B1 D21]
TD∗

21 = [0 I ]T

La solucíon del problema de controlH∞ requiere las siguientes matrices hamiltonianas:

H∞ =

[
A γ−2B1B∗

1−B2B∗
2

−C∗
1C1 −A∗

]
, J∞ =

[
A γ−2C∗

1C1−C∗
2C2

−B∗
1B1 −A∗

]
(A.14)

Con las suposiciones hechas sobreG(s), la estructura de mas matrices (A.14) es posible

enunciar:

Teorema[36] Existe un controlador admisible tal que||Tzw||∞ < γ si las siguientes condi-

ciones se cumplen:

(i) H∞ ∈ dom(Ric) yX∞ := Ric(H∞)> 0

(ii) J∞ ∈ dom(Ric) yY∞ := Ric(J∞)> 0

(iii) ρ(X∞Y∞)< γ2

cuando estas condiciones se mantienen, dicho controlador es representado por:

Ksub(s) :=

[
Â∞ −Z∞L∞

F∞ 0

]
(A.15)

donde

Â∞ := A+ γ−2B1B∗
1X∞ +B2F∞ +Z∞L∞C2

Z∞ := (I − γ−2Y∞X∞)
−1

F∞ :=−B∗
2X∞

L∞ :=−Y∞C∗
2

(A.16)

Por lo que, el conjunto de todos los controladores admisibles tal que||Tzw||∞ < γ es igual

al conjunto de todas las funciones de transferencia dey au representada en la Figura A.3:

M∞(s) :=




Â∞ −Z∞L∞ Z∞B2

F∞ 0 I

−C2 I 0


 (A.17)

dondeQ∈ RH∞, ||Q||∞ < γ.

Para consultar la prueba formal de los conceptos presentados en esta sección se le sugiere

al lector consultar [35, 36].

85



Figura A.3: Esquema representativo de un sistema interconectado LFTTuy.

A.8. Reduccíon de modelo por truncacíon balanceada

En la Seccíon (A.7) se abord́o la obtencíon de un controlador admisible. En algunos ca-

sos se obtienen, según sea el caso, controladores de orden elevado. Por lo que, es deseable

llevar acabo la reducción del controlador. Es decir, la reducción del orden de la función de

transferenciaK sin perder información en el sentido de magnitud y frecuencia. Para esto se

lleva acabo una truncación balanceada.

Considere una función de transferencia estableG∈ RH∞ y suponga queG es una reali-

zacíon balanceada (es decir los gramianos de controlabilidad y observabilidad son iguales)

como:

G=

[
A C

B D

]
=




A11 A12 B1

A21 A22 B2

C1 C2 D


 (A.18)

SeaΣ el gramiano balanceado, entonces se cumple: (i)AΣ+ΣA∗+BB∗, y (ii) A∗Σ+

ΣA∗+C∗C. Considere la partición del gramiano como:

Σ =

[
Σ1 0

0 Σ2

]
(A.19)

donde: (i)Σ1= diag(σ1IS1,σ2IS2, . . . ,σr ISr ), (ii) Σ1= diag(σr+1ISr+1,σr+2ISr+2, . . . ,σNISN), y

(iii) σ1>σ2> .. . >σr >σr+1>σr+2> .. .σN dondeσi tiene multiplicidadsi, i = 1,2, . . . ,N

y s1+s2+ . . .+sN = n. Entonces el sistema truncado

[
A11 B1

C1 D

]
(A.20)

es balanceado y asintóticamente estable. Adicionalmente se cumple que

||G(s)−Gr(s)||∞ ≤ 2(σr+1+σr+2+ . . .+σN) (A.21)
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Apéndice B

Modelo dinámico 6o Bernard y col. para

tratamiento de vinazas

El modelo de 6o orden fue propuesto y validado experimentalmente por Bernard y col.

[30] para un digestor anaerobio de cama fija para el tratamiento de vinazas. El modelo

dinámico est́a dado por:

·
z1 = (µ1(z4)−αD)z1
·

z2 = (µ2(z5)−αD)z2
·

z3 = (z3,in −z3)D
·

z4 = (z4,in −z4)D−k1µ1(z4)z1
·

z5 =
(
z5,in −z5

)
D+k2µ1(z4)z1−k3µ2(z5)z2

·
z6 =

(
z6,in −z6

)
D−qCO2+k4µ1(z4)z1+k5µ2(z5)z2

(B.1)

donde los estados son:z1, concentracíon de las bacterias acidogénicas[g/l]; z2, concen-

tración de las bacterias metanogénicas[g/l]; z3, alcalinidad total[mmol/l ]; z4, demanda

qúımica de ox́ıgeno (DQO,[g/l]); z5, ácidos grasos volátiles (AGV, [mmol/l ]); z6, carbono

inorgánico total (TIC,[mmol/l ]). Los t́erminoszin paraz3−6 representa la composición en

la corriente de alimentación. El factor de dilucíon (D, [h−1]), est́a definido como cociente

del flujo de alimentación (Qin, [lh−1]) y el volumen del digestor (V, [l ]). La fraccíon de

la biomasa en la fase lı́quida est́a determinada por la constanteα, la cual toma valores de

0≤ α ≤ 1 (dondeα = 0 corresponde a un reactor ideal de cama fija yα = 1 corresponde a

un reactor ideal agitado continuo). El términoqc es el flujo molar de dióxido de carbono.

El modelo (B.1) incluye el crecimiento de las baterias acidogénicasµ1(z4), metanoǵenicas

µ2(z5) [32], las cuales están representadas por las cinéticas de Monod y Haldane reapectiva-

mente.
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µ1(z4) = µ1máx
z4

z4+KS1

µ2(z5) = µ2máx
z5

z5+KS2+(z5/KI2)2

(B.2)

dondeµ1máx [h−1], KS1 [g/l], µ2máx [h−1+, KS2 [g/l], KI2 [g/l] son reales positivos e incier-

tos.

El modelo (B.1) fue analizado por Acosta y col. encontrando las coordenadas del equi-

librio (B.3). Los resultados ḿas importantes se pueden resumir en dos proposiciones [7].

z∗1 =
(z4,in −z∗4)D

k1µ1
(
z∗4
)

z∗2 =

(
z5,in −z∗5−

)
D+k2µ1(z∗4)z∗1

k3µ2
(
z∗5−
)

z∗3 = z3,in

z∗4 =
αDKS1

(µ1máx−αD)

αDz∗2
5 +z∗5

(
αDK2

I2−µ2máxK2
I2

)
+αDKS2K2

I2 = 0

z∗6 =
z6,inD−qCO2+k4µ1(z∗4)z∗1+k5µ2

(
z∗5−
)

z∗2
D

(B.3)

dondez∗5+ y z∗5− son las soluciones de la ecuación de segundo orden.

Proposición 1 [7]. Considere el modelo de digestión anaerobia propuesto por Bernard

y col. [30]. Entonces, asumiendo que la composición de alimentación zj,in es constante por

pedazos, existe uńunico punto de equilibrioz∗ ∈ R6
+ para cualquier par constante(α,D∗)

bajo condiciones normales de operación. Adicionalmente, tal punto de equilibrio está con-

tenido en un conjunto cerradoΩ ∈ R6
+ = {z∈ R6

+|zmin≤ z≤ zmax;zmin> 0 y zmax< ∞} ⊂ R6
+

el cual contiene todas las condiciones normales de operación; dondezmax es el vector de

concentraciones obtenido cuando es utilizadoD mientras quezmin es obtenido paraD.

Proposición 2 [7]. Seaz∗ ∈ Ω el punto de equilibrio del modelo de digestor anaerobio

propuesto por Bernard y col. para cualquier dupla (α,D∗) tal queD∗ ∈
[
D,D

]
. Entonces,

bajo CNO tal punto de equilibrio es localmente estable.

Como puede observarse las coordenadas del equilibrioz1, z2, z4, z5 del modelo (B.1)

coinciden con las coordenadas del equilibriox1, x2, x3, x4 del modelo (2.1) respectivamente.

Para ḿas informacíon sobre la prueba de las proposiciones y el modelo se le sugiere al lector

consultar [7, 30].
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ABSTRACT: A robust H∞ controller has been developed to regulate the chemical oxygen demand in an anaerobic digester from
the winery industry. A sensitivity analysis was performed, and the parameter set having the most significant effect on the process
behavior was identified. The parameters inducing the most sensitivity in the solutions were selected as uncertain; in addition,
they were related to kinetic terms and he hydrodynamic regime. Then, a control problem was formulated as robust regulation,
and a controller was designed using H∞ theory to ensure robust stability. The actions of the H∞ controller are illustrated through
numerical simulations. The controller was found to execute robust regulation facing parametric uncertainties and load
disturbances.

■ INTRODUCTION

Anaerobic digestion (AD) is a process that converts organic
matter into a gaseous mixture, composed of methane and
carbon dioxide, through the action of a series of complex
biological and enzymatic reactions. Although AD has distinct
applications, it has mainly been used for wastewater treatment.
Operating and controlling an AD process is not a simple task
for the following reasons:1,2 (i) wastewater varies continuously
in quantity and composition, (ii) biomass activity changes
under the influence of internal and external factors, (iii)
adequate sensors for online measurements are often lacking,
and (iv) there is uncertainty in kinetic parameters.
Several control methods have been proposed in recent years

for AD processes. Steyer et al.3 and Meńdez-Acosta et al.4

pointed out that classical control methods have not been able
to face the inherent difficulties presented in AD. Moreover,
classical control methods have been shown to yield
unsatisfactory performance when AD is subjected to
disturbances or significant set-point changes. Mendez-Acosta
et al.5 proposed a linear reference-feedforward/output-feedback
control that is robust in the face of parameter uncertainties and
piecewise time disturbances. Another feature is that, to diminish
the peaking phenomenon induced by a high-gain observer, an
antireset windup scheme can be taken into account to handle
saturation constraints by actuator restrictions. However, such a
controller was not designed to handle disturbances with
frequency components in the same interval as the AD
responses, which can occur under specific operating conditions.
Alcaraz et al.6 proposed an interval-based scheme to lead the
AD trajectories into a desired operating interval. However, the
performance of the control scheme depends on the definition
of the uncertainty interval, which is heuristically defined.
Adaptive schemes have also been proposed.7,8 For example,
Monroy et al.7 showed robustness against load changes using an

adaptive control scheme by taking into account the non-
linearities and nonstationary features of AD. However,
complete knowledge of the system parameter structure is
required. Moreno et al.9 developed optimal control strategies
for a biological sequencing batch reactor. The objective was the
maximization of the product output against varying inlet
substrate concentrations. Nevertheless, the efficiency per cycle
was found to depend strongly on the initial conditions, which
are often uncertain under continuous operating conditions.
Guwy et al.10 showed that a neural-network-based controller
was capable of maintaining stable bicarbonate alkalinity levels
without overshoot during process overload. However, to apply
fuzzy-based and neural network strategies, either a great deal of
information or expertise in the process is required.
To date, few results can be found in the open literature

regarding the proposal of robust H∞ control schemes for
biological processes. In fact, to the best of our knowledge, H∞
robust control has been explored only for a second-order
anaerobic digestion process.11 It should be noted that, although
AD processes are not effective enough for organic treatment for
specific operating conditions (for instance, in the presence of
suspended particles or phosphorus compounds), the AD
process is essential for treatment of modern wastewater.
Actually, in an overall perspective, a wastewater treatment plant
consists of primary treatment, in which suspended particles are
removed from the wastewater by mechanical operations such as
screening and sedimentation, and secondary treatment, in
which, in general, dissolved carbon- and nitrogen-containing
wastewater components are removed by microbial activity. In
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