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Resumen

En el presente trabajo de tesis se muestran algunos aspectos bésicos y definiciones im-
portantes sobre la teoria de grafos. Se muestra la definicion de un grafo y su representacion
pictogréfica. Igualmente, se ilustran los tipos de grafo y su representacion matricial como
matriz de adyacencia y matriz Laplaciana. Por otro lado, se explica la relacién del control
cooperativo y sistemas con multiples vehiculos auténomos. Se establecen condiciones para
que se logre la coordinacién y cooperacion entre los vehiculos como la disponibilidad de
informacion que debe tener un vehiculo con respecto al otro y el intercambio de informacién
como una necesidad para la cooperacion entre ellos. Enseguida, se plantea el protocolo de
consenso de primer orden y condiciones matemadticas para su estabilidad. Para finalizar, en
el Capitulo 2] se realizan algunas simulaciones numéricas bajo diferentes tipos de topolo-
gfas. En el Capitulo [3| encontraremos dos tipos de algoritmos de consenso basdndose en el
seguimiento de una referencia establecida por un agente lider, se muestra el consenso para un
estado de referencia constante y variable junto con algunas simulaciones numéricas. El Ca-
pitulo ] encontramos los modelos cinemdticos de un robot uniciclo y diferencial, asi como
también los algoritmos de control que resuelven el problema de formacién y seguimiento
de trayectorias para grupos de robots mdéviles tipo uniciclo y diferencial. El Capitulo [3] se
presentan resultados numéricos derivados del Capitulo ] para un conjunto de robots tipo uni-
ciclo. En particular, el algoritmo de control se calcula para tres robots moéviles tipo uniciclo
que siguen una trayectoria circular en una formacion triangular constante. El Capitulo [0] se
presenta la estructura mecanica de un robot diferencial Lego EV3 y sus limitaciones holo-
némicas. Por otra parte, se trata de implementar los algoritmos de control que resuelven el
problema de formacién y seguimiento de trayectoria para un grupo de robots tipo diferecial
y al mismo tiempo se muestran las limitaciones técnicas que impidieron la implementacion
de dichos algortimos. Asi pues, se plantea imitar el problema de seguimiento de formacién
y seguimiento de trayectoria por medio de poses. Finalmente, en el Capitulo [/| se dan las
conclusiones de la investigacion y una alternativa de solucién para la implementacion de los
controladores en robots diferenciales Lego EV3.



Abstract

In the present thesis work some basic aspects and important definitions about graph
theory are shown. The definition of a graph and its pictorial representation are shown. Like-
wise, the types of graph and their matrix representation as an adjacency matrix and Laplacian
matrix are illustrated. On the other hand, the relationship of cooperative control and systems
with multiple autonomous vehicles is explained. Conditions are laid down for coordination
and cooperation between vehicles such as the availability of information that one vehicle
should have with respect to the other and the exchange of information as a necessity for
cooperation between them. Next, the protocol of consensus of the first order and mathemati-
cal conditions for its stability is proposed. Finally, in Chapter 2, some numerical simulations
are carried out under different types of topologies. In Chapter 3 we will find two types of
consensus algorithms based on the following of a reference established by a leading agent,
the consensus is shown for a constant and variable reference state along with some numerical
simulations. Chapter 4 we find the kinematic models of a unicycle and differential robot, as
well as the control algorithms that solve the problem of formation and tracking of trajectories
for groups of mobile robots. Chapter 5 presents numerical results derived from Chapter 4 for
a set of unicycle-like robots. In particular, the control algorithm is calculated for three mobile
robots that follow a circular path in a triangular-conforming formation. Chapter 6 presents
the mechanical structure of a Lego EV3 differential robot and its holonomic limitations. On
the other hand, we try to implement the control algorithms that solve the formation and trac-
king problem for a group of differential robots, and at the same time we show the technical
limitations that prevented the implementation of these algorithms. Thus, it is proposed to
mimic the problem of formation and tracking problem by means of poses. Finally, Chapter
7 gives the conclusions of the research and an alternative solution for the implementation of
the controllers in Lego EV3 differential robots.
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Capitulo 1

Introduccion

En la naturaleza, se pueden observar grupos de animales que exhiben comportamientos
colectivos organizados, como por ejemplo: las aves en parvadas y los cardimenes de peces
que se mueven en grupos. Recientemente, estos comportamientos armonizados han sido de
interes por la comunidad cientifica. Por lo tanto, esto ha traido como resultado el disefio
de protocolos que permiten imitar estos comportamientos colectivos con diferentes tipos de
agentes moviles para trabajar de forma coordinada y cumplir con ciertos objetivos preesta-
blecidos, como por ejemplo una formacién [[1-3]].

Hoy en dia se han desarrollado una gran variedad de vehiculos no tripulados como por
ejemplo: robots mdviles con ruedas [1,4} 5], vehiculos aéreos [2,6]], satélites y naves espa-
ciales [3)7]. Estos sistemas complejos, estdn constituidos por sensores, procesadores, dispo-
sitivos de comunicacion, etc. Sin embargo, a pesar de la variedad de componentes que los
conforman, estos pueden ser vistos como un solo sistema, sin considerar la dificultad con la
que estdn disefiados.

Al considerar varios agentes méviles como robots con ruedas, drones y satélites traba-
jando de manera conjunta, se pueden resolver tareas mas complejas que serian dificiles e
inclusive imposibles de lograr para un solo agente. Esto, a su vez, también plantea algunos
retos y no solo ventajas, tanto tecnoldégicamente y tedricamente. Uno de los retos en este
contexto es analizar la conectividad que tienen los miembros del grupo entre si, y ademads,
como manipular y compartir informacion entre los miembros del grupo para cumplir con
una tarea. Otra de las complicaciones de estos problemas, es que la informacién podria ser
limitada y expuesta a ruido externo. Por ultimo, se debe considerar como se comparte in-
formacion y cudl es la informacién que se estd compartiendo. Este tipo de problema ha sido
llamado por la comunidad cientifica, en particular, como problema de consenso en multiples
agentes [6,/8,9].



Basandose en la teoria de grafos [10]], se ha observado que la topologia de interaccién
entre los agentes es un factor clave a considerar para el problema de consenso [11,/12]. Por
otra parte, también se han mostrado las condiciones suficientes y necesarias para que se logre
el consenso bajo una topologia de interaccion invariante en el tiempo, se ha establecido que
la topologia de interaccion del intercambio de informacién de los miembros del grupo debe
tener un arbol de expansion dirigido [6].

Ademas, también se ha demostrado que en una red con topologia de comunicacién cam-
biante en el tiempo el consenso puede ser logrado como en [|6], con la condicion de que la
topologia contenga un arbol de expansion [12,|13]. Estos trabajos han establecido las ba-
ses tedricas y analiticas para abordar el problema de consenso en sistemas compuestos por
diversos agentes. El objetivo principal del problema de consenso, es que, un grupo de agen-
tes que se encuentren interactuando entre si, logren llegar a un acuerdo sobre un pardmetro
de interés, todo esto usando interacciones locales entre los agentes del grupo. Usualmente,
lo que se busca es que se converja a una pardmetro de referencia o un valor de separacién
con respecto a una referencia establecida. El pardmetro de referencia estd establecido por
un agente, este agente puede ser llamado en la literatura como ‘“agente lider” y el resto de
los agentes son llamados “seguidores”. El agente “lider” o “maestro” es el encargado de es-
tablecer el pardmetro de referencia, mientras que los demas miembros del grupo llamados
“seguidores” deben converger al valor de referencia establecido por el “lider”. En diversas
investigaciones se ha estudiado el problema de consenso con diferentes tipos de referencia,
pero particularmente se pueden clasificar en dos tipos. El primer tipo de referencia estudia
el consenso en donde la referencia es una constante y muestra las condiciones matematicas
que se deben cumplir para lograr el consenso, como en [14}/15]. El segundo tipo de referen-
cia sucede cuando esta es variante en el tiempo y es la mas estudiada debido a sus diversas
aplicaciones en la ingenieria [[16-18]].

Una de las aplicaciones de sistemas compuestos por varios agentes, en el ambito de la
ingenieria, son los llamados robots méviles, que deben trabajar de manera conjunta para
cumplir con los objetivos deseados. Algunas de las aprovechamiento de este tipo de robots
moviles son: translado de cargas pesadas, vigilancia en lugares restringidos, inspeccion de
areas peligrosas o desconocidas, envios de objetos a lugares de dificil acceso, entre otras
aplicaciones [19,[20]. Diversos investigadores han abordado este problema de diferentes ma-
neras, como en [21]] donde se presentan controladores distribuidos para multiples vehicu-
los auténomos usando potenciales artificiales y la estructura de lider virtual. Por otro lado,
en [22]] se ha abordado el problema de formacién en multiples robots méviles usando estruc-
turas virtuales y en [23]] se ha estudiado de igual forma el problema de formacién usando la
estructura de lider-seguidor.

En investigaciones anteriores se ha abordado el problema de formacién y/o seguimiento
de trayectoria considerando principalmente la dindmica de los agentes moviles haciendo la
tarea de andlisis y disefio de los controladores mds compleja. De este modo, para este trabajo
se propone el disefio de controladores que resuelven el problema de formacién y seguimiento
de trayectoria considerando solo la cinemética de cada uno de los agentes haciendo el disefio
y andlisis de estos menos complejo. En particular, el problema de formacién y seguimiento
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de trayectoria es tratado como un problema de consenso.

El problema de formacién y seguimiento de trayectoria consiste en tener un arreglo de N
robots moviles tipo diferencial y uniciclo que son descritos por un su modelo cinematico. En
concreto, el problema radica en establecer algoritmos de control y condiciones matematicas
que le permitan a cada uno de los robots involucrados en el sistema cumplir con los objetivos
de control, es decir, estos robots deben llegar a un acuerdo entre ellos sobre un pardmetro
de interés, que para este trabajo son la posicién y orientacién (x,y, ) este pardmetro de in-
terés debe permitirle a cada robot mdvil mantenerse a una posicion y orientacién relativa
entre cada uno de ellos constante a lo largo del tiempo, y ademads, siguiendo una trayectoria
establecida. La trayectoria deseada y los pardmetros de interés para que los robots se sitien
a una distancia relativa entre ellos esta dado por un robot lider virtual que posee la misma
estructura mecdnica, y por lo tanto, la misma cinematica que los demas robot méviles que
conforman el sistema. Por otra parte, en cuanto a la parte matemadtica se debe establecer la
topologia de interaccion del intercambio de informacién entre los robots méviles para lograr
los objetivos de control de posicién y orientacion.

Al mismo tiempo, también es posible encontrar en la literatura diversos articulos relacio-
nados con este problema, como en [24] donde se presenta un disefio de control cooperativo,
que forzd a un grupo de robots moviles tipo uniciclo a seguir una formacién deseada ga-
rantizando que no colisionen entre ellos y ademds considerando la dindmica de los robots.
En [25]] se propone un nuevo esquema de control de seguimiento de formacién usando una
cadmara y sin considerar mediciones de posicién y velocidad. En [26] Se establecen leyes de
control para que un conjunto de agentes con restricciones no holondmicas converjan a un
punto de interés bajo diferentes tipos de topologias de comunicacion.

En particular, en este trabajo de tesis se propone disefiar algoritmos de consenso que le
permitan a un grupo de robots méviles seguir una trayectoria deseada en una formacion espe-
cifica. El principal trabajo relacionado con esta tesis se muestra en [4] en donde se presenta
una estructura de control disefiada con base en un lider y un seguidor. Este trabajo, junto con
las investigaciones citadas anteriormente, ayudaron a resolver el problema de formacion y
seguimiento de trayectoria para robot méviles considerando solo la cinematica del cada uno
de los robots moviles.



Capitulo 2

Fundamentos de teoria de grafos y redes
en consenso

En este capitulo se presentan de manera breve varias herramientas matemadticas, con-
ceptos y definiciones sobre la teoria de grafos [27]]. También, se presenta un protocolo de
consenso y su andlisis de convergencia.

2.1. Teoria de grafos

La teoria de grafos ha sido bastante util para representar a los sistemas en donde exis-
ten interacciones entre multiples agentes y la relacion entre las propiedades del grafo de la
red, ademds de diversos atributos de estos tipos de sistemas [28] como la estabilidad y la
velocidad de convergencia [29.30]] todo lo que se sabe estd firmemente establecido en la lite-
ratura. A continuacién enumeraremos varios conceptos y definiciones de la teoria de grafos
relevantes para el problema de consenso. Una parte fundamental para estudiar sistemas de
multiples agentes, es poder describir las interacciones entre los miembros del grupo. Para
ello, tomamos de la teoria de grafos el concepto de vértices para representar a los agentes
de un sistema y las aristas para representar la interaccion entre los agentes. Asimismo, estos
elementos pueden ser representados como puntos y lineas que unen los puntos. Los enla-
ces pueden o no tener una direccién especifica. Un grafo G es un conjunto finito no vacio
constituido por dos elementos llamados nodos y aristas § = (.47, €), donde .4 es el con-
junto de nodos A" = {A, N3,....,.M,} y € es la relacién que existe entre un par de nodos
e C & x /. En la Figura[2.1] se muestra una representacion genérica de un grafo junto
con su matriz de adyacencia, en donde se indica en cada renglén la conexién que hay entre
un nodo y otro. También se observa que el grafo tiene 7 nodos y 6 aristas. Por otra parte, un
grafo G puede ser dibujado en mds de una manera como se muestra en la Figura[2.2|donde a
pesar de que los dibujos son distintos, las conexiones entre los nodos se mantiene igual.
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(a) Grafo no dirigido con 7 (b) Matriz de adyacencia del
nodos. grafo.

Figura 2.1: Representacion genérica de un grafo con su matriz de adyacencia.

Ejemplo 1: Sea .4/ = {a,b,c,d} y € = {x,y,z,w} obtenga dos dibujos distintos para el
mismo grafo G, = (A, €).

d

d Z C d

Figura 2.2: Dos representaciones distintas para G, del Ejemplo 1.

Si hay una arista dirigida desde el nodo .4; al nodo .4/, entonces ./4; se define como el
nodo padre y .#; se define como el nodo hijo. Un camino dirigido del nodo i al nodo j que
es una secuencia de aristas ordenadas de la forma (A1, A5), (A5, A3)... (A, A}), donde
NijeN.



® ® ®
(a) Grafo no dirigido. (b) Grafo dirigido.

Figura 2.3: Representacién de los tipos de grafos.

Un grafo dirigido se conoce como fuertemente conexo si hay un camino dirigido para
cualquier par de nodos en el grafo. Un ejemplo de un grafo fuertemente conexo se muestra

en la Figura[2.4]

1 2

>-?

.

4 3

Figura 2.4: Representacion de un grafo fuertemente conexo.

Un arbol de expansion dirigido es aquel, donde cada nodo, excepto la raiz, tiene exacta-
mente un padre. Asimismo, un arbol de expansion de un digrafo es un arbol dirigido formado
por aristas del grafo que conectan todos los nodos del grafo. Decimos que un grafo contie-
ne un arbol de expansion, si existe un arbol de expansion que es un subconjunto del grafo.
Obsérvese que la condicién de que un digrafo tenga un drbol de expansion es equivalente al
caso de que existe un nodo que tiene un camino dirigido a todos los demds nodos.
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Figura 2.5: Grafo dirigido donde se puede observar mds de un arbol de expansion, y ade-
mas, no es fuertemente conexo.

Tener una representacion matricial del grafo es fundamental para este proyecto, por lo
tanto, la matriz de adyacencia es de gran utilidad para establecer relaciones entre los nodos
de un grafo. La matriz de adyacencia se define como &7 = [a;;] € R"*", donde a;; = 1 si hay
un enlace que conecta al nodo i con elnodo j y a;; = 0 si no estan conectados. Esta matriz es
tal que, una entrada distinta de cero a;; indica la presencia de una arista desde el vértice j al
vértice I y una entrada cero ;; implica que no hay una arista que conecta estos dos nodos.
Considere la figura siguiente de un grafo dirigido al cual se le calcula su matriz de adyacen-
cia. En la Figura 2.6 se muestra un grafo y su matriz de adyacencia asociada.

— e O
o = O O
o = O O

oS O O =

2 &

Figura 2.6: Grafo dirigido y su matriz de adyacencia asociada.

De igual relevancia, para este trabajo de tesis es necesario el uso de la matriz Lapla-
ciana de un digrafo, la cual estd definida de la siguiente manera . = [/;;] € R"*", donde
li=Y j+iaij y ademds, l;; = —a;; donde i # j. La matriz Laplaciana de un grafo no dirigido
es simétrica definida positiva.



En el siguiente ejemplo se calcula la matriz Laplaciana asociada al grafo mostrado en la

Figura[2.6]

2 3

Figura 2.7: Grafo dirigido y su matriz de Laplaciana asociada.

Es posible observar de la Figura[2.7|que la suma de los elementos de las filas de 1a matriz
Laplaciana . dan como resultado cero. Por lo tanto, . siempre tiene un eigenvalor A; = 0.

Este eigenvalor corresponde al eigenvector 1 = (1,...,1)7 esto debido a que 1 pertenece al
espacio nulo de .Z(£1=0) [31]].

2.2. Control cooperativo

El control cooperativo para un sistema de multiples vehiculos auténomos es de gran in-
terés para este trabajo, ya que trae consigo algunas complicaciones. La mds importante es el
andlisis del intercambio de informacién en el grupo de agentes, y como afecta la coordinacién
entre ellos para completar exitosamente una tarea. Por otra parte, el disefio de controladores
para cumplir con una tarea en especifico y estan involucrados multiples agentes se le conoce
como control cooperativo.

Los objetivos de control del equipo se acoplan a través de las tareas asignadas, en lugar de
las interacciones dindmicas o limitaciones fisicas. El control cooperativo, para un grupo de
vehiculos depende del medio en el cual se encuentran actuando. Por tanto, para caracterizar
los elementos de un entorno se define a X;, que representa de manera generalizada el espacio
de estados para un i-esimo vehiculo. Para la mayoria de problemas de control cooperativo,
el intercambio de informacién podria incluir la posicién de un vehiculo en el entorno en el
que esta situado y las acciones factibles para un vehiculo estan dadas por U;(X;), donde las
acciones afectan directamente la calidad y factibilidad para una buena cooperacién entre un
grupo de vehiculos.



De este modo, de acuerdo a [|15] se hacen 3 suposiciones importantes.

1. La disponibilidad de un conocimiento global de los miembros del equipo para algin
agente.

2. Una comunicacion perfecta e ilimitada entre los vehiculos de manera unidireccional o
bidireccional.

3. La capacidad de planificar las acciones del grupo de manera centralizada.

Un esquema de coordinacién centralizado se basa en la suposicién de que cada miembro
del equipo tiene la capacidad de comunicarse con una ubicacién central o de compartir in-
formacion a través de una red totalmente conectada.

Sin embargo, en la vida real, en ocasiones el esquema centralizado no se adapta bien
al nimero de agentes conectados, esto debido a que, si la comunicacién del agente central
encargado de enviar informacion hacia todos los demds agentes falla, el sistema completo
también fallard. De la misma forma, las topologias de comunicacién del mundo real no sue-
len estar totalmente conectadas. En muchos casos, dependen de las posiciones relativas de los
vehiculos y de otros factores ambientales, por lo que cambian dindmicamente en el tiempo.
Por consiguiente, el control cooperativo en presencia de las limitaciones de comunicacion
del mundo real se convierte en un reto importante.

Por tanto, este problema puede ser resuelto introduciendo un agente virtual, es decir, un
agente que no este fisicamente interactuando con los demds agentes y su entorno. De este
modo, con la adaptacion de este nuevo agente virtual que actia como el lider encargado de
enviar informacion a todos los demds agentes, es posible aumentar la robustez y fiabilidad
del intercambio de informacion del sistema completo, ya que el agente virtual no queda
expuesto a problemas técnicos como el fallo de dispositivos de comunicacion inaldmbrica.
Por lo tanto, en este trabajo de tesis se pretende utilizar un esquema de control centralizado
con un lider virtual. Por otro lado, para comprender las cuestiones fundamentales inherentes
a todos los problemas de control cooperativo, se establece el siguiente axioma fundamental.

Axioma 1. Compartir informacién es una condicién necesaria para la cooperacion.

Bajo este axioma, el intercambio de informacién se convierte en una cuestion central en
el control cooperativo. Por tanto, la cooperacion se producird si cada miembro del equipo
tiene acceso a una informacién de coordinacién coherente, precisa y completa.

2.3. Algoritmo de consenso en control cooperativo

Cuando varios agentes concuerdan con el valor de una variable de interés, se dice que se
ha logrado el consenso, en otras palabras el consenso es un pardmetro de interés en comuin
al cual el grupo de agentes que conforman un sistema buscan converger. Para llegar al con-
senso, debe existir un parametro de interés. El pardmetro es considerado como un estado de
informacion.



Las variables de estado representan una pieza clave para un buen desempeiio del algorit-
mo de consenso, esto debido a que los algoritmos de consenso estdn disefiados a ser distribui-
dos, asumiendo tnicamente la interaccion de vecino a vecino entre los agentes involucrados.
Los agentes actualizan su valor de estado instante a instante en funcién de la informacién
disponible por parte de sus vecinos o agentes que comparten informacion directamente con
él.

A continuacion se disefia un algoritmo de control, tal que, los estados de informacion de
los agentes miembros del grupo logren llegar al consenso [32].

2.4. Protocolo de consenso

Como ya se menciond anteriormente, la idea principal de un protocolo de consenso es
imponer una dindmica similar con respecto a los estados de los agentes que conforman una
red. Por otro lado, si la red de comunicacién entre lo agentes es conexa, es posible modelar el
comportamiento de la red con base en la informacion de los estados a través de una ecuacion
diferencial.

Supdngase que hay n agentes interactiando entre ellos, entonces la topologia de inter-
accion entre los agentes, puede ser representada por un grafo dirigido § = (.4, €) donde
las aristas son la relacion que hay entre un agente y otro agente € C .4~ x .4, entonces es
posible proponer un protocolo de consenso [|6,|12]. La dindmica del agente de primer orden
se muestra a continuacién en la Ecuacién 2.1l

E()=ui(t), i=1,2,....n (2.1)
con

wlt) = — flai,-m[éi(r) CE), i£)

Donde a;; = 0 si no existe intercambio de informacién del agente i hacia el agente j y
a;j = 1 si hay intercambio de informaci6n. De igual importancia, &;, &; € R son los estados
de informacion del i-ésimo y j-€simo agente, respectivamente. Si establecemos que a;; = 0
esto significa que el agente i-ésimo no recibe informacién de un angente j-ésimo, Vi # j.
Reciprocamente si a;; # 0 significa que el agente i-ésimo si recibe informacién de un angente
Jj-€ésimo, Vi # j. En términos simples la Ecuacién 2.1| nos dice la informacién que tiene
disponible el agente i-€simo por parte de uno u otros agentes que se encuentren en la red.
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Para este trabajo de tesis se asume que se tiene una topologia de comunicacion entre los
agentes fija, y ademads, se consideran las constantes g;; invariantes en el tiempo. De este mo-
do, al desarrollar la Ecuacion [2.1| obtenemos Observe que los elementos de la diagonal
del sistema [2.2{son igual a cero, ya que a;;(§;(t) — &;()) = 0.

Ei(1) 0 an(&i(t) = &) ... am(&(t)—én(t);

52@ _|a(&(n) = &) 0 azn(ﬁz(l):—én(f) 22

0 i (Ealt) = &) am(Eal) = &) .. 0

Desarrollando y simplificando los términos de cada fila del sistema de Ecuaciones [2.2]
podemos reescribirlo como se muestra a continuacion:

5:1 (z) ap+...+ai, —apn —din Gi1(7)
52.@) _ —721 a +. - + axp _C:ZZn 52;(” 2.3)
én([) —ap1 —ap cee Auit o tap| | &)

Nétese que la matriz es de tamafio n x n. Observe que la Ecuacién [2.3] cumple con la
definicién de una matriz Laplaciana expuesta en la Seccion ya que los elementos de la
diagonal es igual a la suma de los elementos de la fila, pero con signo contrario. Por lo tanto,
es posible reescribir la Ecuacion 2.1 como se muestra a continuacion:

§(t)=—-2¢(1) 2.4)

Donde & = [§y,...,&,]7 son los estados de informacién y £ = [I;;] € R"™" Vi # j con
Aj——Y,.a;; ©S la matriz Laplaciana asociada al grafo G que representa la comunicacién entre
los agentes. Se dice que el consenso es alcanzado por un grupo de agentes si |§; — ;| — 0,
cuando t — oo,

11



2.5. Analisis de convergencia del protocolo de consenso

Theorema 2.5.1. Sea o/ = [a;;] € R™", y sea R;(A) la suma de los valores absolutos de las
entradas que no estdn en la diagonal de la matriz <f

R,‘(A): Z |a,-j| i:1,2,...,n,
J=1j#i

Entonces, todos los eigenvalores de of se encuentran en la iinion de los n discos.

U{AeC: A —ay| <Ri(A)}

i=1

Demostracion. Se sabe del algebra lineal que:
AV = AV. (2.5)

Entonces, podemos reescribir la Ecuacién 2.5 de la siguiente manera.

Z aijvj+aiivi = Av;
J#
Despejando y tomando los valores absolutos obtenemos la Ecuacion Donde v; es la
magnitud de la entrada mds grande.

"
A —aijl = |} aill =] (2.6)
J# !
Por altimo, aplicando la desigualdad del tridngulo se demuestra que

A —aij] <Y |aij] (2.7)
J#
O

Se sabe de la literatura que la suma de las entradas de cada fila de .’ da como resultado
cero. Ademads, A; = 0 es un eigenvalor correspondiente a la matriz Laplaciana .Z obtenida
a partir de un grafo fuertemente conexo, véase la preposicion 3 de [31]. Donde A; = 0 es
un eigenvalor asociado con el eigenvector 1 = (1,...,1)7. Aplicando el Teorema ala
matriz Laplaciana obtenida a partir de un grafo fuertemente conexo, obtenemos que todos
los eigenvalores de . diferentes de cero, tienen parte real positiva [33]. Por consiguiente,
podemos concluir que los eigenvalores de —.% tiene parte real negativa y se pueden ordenar
como en [34].

0O=A>h>..>A
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Resulta, que si cero es un eigenvalor de la matriz Laplaciana .Z entonces |&; — &;| — 0,
cuando ¢ — oo. Sin embargo, tener un grafo fuertemente conexo, solo es una condicién de
suficiencia para que se cumpla lo anterior.

Considere la matriz Laplaciana %, y .%}, obtenidas de un grafo que no es fuertemente
conexo, y otro que si es fuertemente conexo.

Figura 2.9: Grafo fuertemente conexo y su matriz Laplaciana.

Los eigenvalores asociados a la matriz %, son A; = 1, A, = 1, A3 = 0. Igualmente, los
eigenvalores asociados a la matriz .%}, son A; = %(3 + l\/g) A= %(3 - z\/§) A3 = 0. Asi-
mismo, el eigenvector asociado con el eigenvalor A; =0de £, y Zes 1= (1,....1)T.

Observe que no se tiene un grafo fuertemente conexo en la Figura [2.8] Sin embargo, se
tiene que los eigenvalores de la matriz Laplaciana —.%, sonde laforma0=24; > A, > ... >
An. Donde A; = 0 es el maximo eigenvalor de todo los eigenvalores obtenidos de los grafos de
las Figuras[2.8]y[2.9] En consecuencia de lo mostrado en esta seccién, es de interés enunciar
el siguiente Teorema.

Theorema 2.5.2. Un grupo de agentes involucrados en un sistema alcanza el consenso glo-
bal asintéticamente si y solo si el grafo de comunicacion asociado G tiene un drbol de
expansion.

13



Demostracion. Sin pérdida de generalidad, se pueden enumerar los agentes sucesivamente
de acuerdo a su profundidad en el arbol de expansion, es decir, el nodo raiz es enumerado co-
mo Ay, el nodo hijo de A| es enumerado A,, el nodo hijo de A; como Az y Asi sucesivamente
hastaA, con p=1,2,3,...,q. Considérese el protocolo de consenso mostrado en la Ecuacion
y su representacion andloga mostrada en la Ecuacion Donde .Z recordemos que re-
presenta la matriz Laplaciana. En este caso, la matriz Laplaciana .Z estd asociada a un arbol
de expansion de un grafo G. Asi pues, la raiz A; no tiene padres, por lo tanto, la fila 1 de
la matriz Laplaciana . todas sus entradas seran igual a cero y para todas las demads filas se
tiene que las entradas de su diagonal serdn igual a 1 debido a que cada nodo A, para p # 1
tienen un padre por ser un arbol de expansion. De este modo, se puede concluir facilmente
por obtener una matriz triangular inferior que los eigenvalores de la matriz Laplaciana .Z
son igual a 1 y solo un eigenvalor es igual a cero. Finalmente, de acuerdo al Teorema 3.1
de [35] el grupo de agentes alcanza el consenso global de forma asintética. [

Lema 2.5.1. Suponga que z=[z1,...,2,|! conz € R,y &£, € RP*P es la matriz Laplaciana
que se presenta en la Seccion[2.5] Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. %, tiene un eigenvalor cero simple con un eigennvector asociado 1 = (1, ..., DTy
todos los demds eigenvalores tienen parte real positiva.

Zyz=0implicaque z1 =2 = ... = 2.

El consenso es alcanzado asintoticamente por el sistema z = — 2,z

N oW

El grafo dirigido de £, tiene un drbol de expansion.

5. Elrango de £, es p— 1.

Lema 2.5.2. Suponga que z 'y £, estdn definidos como en el Lema Entonces las 4
condiciones siguientes son equivalentes.

1. El grafo dirigido de £, tiene un drbol de expansion dirigido y el agente k no tiene
aristas entrantes.

2. El grafo dirigido de £, tiene un drbol de expansion y todas las entradas del agente k
de la fila de £, son igual a cero.

3. El consenso es alcanzado asintoticamente por el sistema 7 = —%)yz, donde z;(t) —
7z%(0),i=1,...,p, cuando t — oo.

4. El agente k es el tinico nodo que tiene un camino directo hacia todos los ademads
agentes del grupo.

14



Para ilustrar el Lema [2.5.1]y 2.5.2 consideraremos el grafo de la Figura[2.8] Observe que
el grafo de la Figura [2.§] tiene un drbol de expansion dirigido y su matriz Laplaciana tiene
una fila de ceros asociada al nodo uno que también tiene un camino dirigido hacia todos los
demds nodos del grafo. Por otra parte, la suma de todas sus filas son igual a cero. De este
modo, se cumplen las condiciones de los Lemas [2.5.1]y [2.5.2] Los resultados de consenso se
muestran a continuacion.

nodo1
nodo 2| |
nodo 3

Estados
|

0.9

0.7

0.6 |

05 . . . 1 .
0 5 10 15 20 25 30
t

Figura 2.10: Evolucién de los estados através del tiempo del grafo de la Figura

2.5.1. Consenso bajo diferentes topologias de comunicacion

Como resultado de lo anterior, se muestran 4 casos diferentes de topologias de comuni-
cacion entre agentes, con el objetivo de exhibir principalmente lo establecido en el Teorema
El primer y segundo caso muestran como no es posible que se logre el consenso global
entre los agentes debido a que no se cumplen las condiciones matematicas establecidas en
esta seccion. Por otro lado, el tercer y cuarto caso muestran como se logra el consenso global
por los agentes, esto debido a que se cumplen las condiciones matemadticas ya mencionadas.

Caso 1. Topologia de comunicacion con grupos separados.

En el caso donde la topologia de comunicacidn tiene grupos separados, como se muestra
en la Figura [2.11] el consenso global no puede ser alcanzado por el grupo de agentes que
componen la red del grafo, debido a que el par de agentes 1 y 2 no tiene informacién de los
estados de 3 y 4. Mas atin, la matriz Laplaciana .# asociada al grafo de la Figura tiene
dos eigenvalores iguales a cero, y ademas, no se cumple el Teorema [2.5.2]
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s 3

Figura 2.11: Topologia de comunicacién con dos grupos separados.

La dindmica de cada uno de los agentes de acuerdo a la Figura con &) =ui(r)y
i=1,2,3,4. Se muestra a continuacion:

Ei(1) 0 00 0]/[&@
&) -1 1.0 0| &)
A = — 2.8
E(1) 0 01 —1| |&0) (2:8)
E4(1) 0 0 0 0] [&i)
0.35
03 roonio 2| |
agente 3
0251 agente 4 1
02f
50.15»
0.1
o.osk
0
-0.05 . : . :
0 2 4 6 8 10

t

Figura 2.12: Evolucién de los estados de la Figura
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Error entre agente 1-2 Error entre agente 4-2
Error entre agente 1-3 0.3F Error entre agente 4-3

0.3 g
Error entre agente 1-4
0.25 1 0.25 -
0.2 1 0.2

-0.05 : * : : -0.05

(a) Error de los agentes i = 2,3,4 con respecto al ~ (b) Error de los agentes i = 2,3 con respecto al
agente 1. agente 4.

Figura 2.13: Errores entre los agentes de la Figura

De la Figura [2.13] se observa como solo el agente 2 llega al consenso con el agente 1,
mientras que el agente 3 llega al consenso con el agente 4. Por tanto, no se llega a un con-
senso global entre todos los agentes debido a que el error entre los agentes 1,2y 3,4 no es
cero o asintéticamente igual a cero.

Caso 2. Topologia de comunicacion con dos nodos raiz.

En el caso donde la topologia de comunicacion que presenta multiples lideres o dos nodos
raiz, como se muestra en la Figura el consenso global no puede ser alcanzado por el
grupo de agentes que componen la red, debido a que los dos nodos raiz 1 y 4 no se afectan
entre si y no conocen la informacién de estado del otro. Derivado de lo anterior, la matriz
Laplaciana del grafo de la Figura[2.14]tiene dos eigenvalores igual a cero, ya que dos de sus
filas son igual a cero y principalmente no se cumple el Teorema [2.5.2]

1 @ ® 2

2 @ @ 3

Figura 2.14: Topologia de interaccion con multiples lideres.

17



La dindmica de cada uno de los agentes de acuerdo a la Figura con &(t) = ui(1) y

i=1,2,3,4. Se presenta a continuacion:

Si(r) 0 0 0 07 /[&(®
S| __|-1 1 0 0 &)
)|~ |0 -1 2 1| |&(@)
&) 0 0 0 0] [&i)

0.35
agente 1
0.3 agente 2 |—
agente 3
agente 4
0.25 1
0.2
o 0151
0.1
008 k
0
-0.05 :
0 2 4 6 8 10

Figura 2.15: Evolucién de los estados de la Figura

Error entre agente 1-2
Error entre agente 1-3
Error entre agente 1-4

-0.05

(2.9)

Figura 2.16: Error de los agentes i = 2,3,4 con respecto al agente 1 de acuerdo a la Figura

E1%
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De la Figura [2.15]y [2.16] se observa como el consenso solo es alcanzado por dos miem-
bros del grafo de la Figura [2.14] que son el agente 1 y 2. El consenso global no se logra
debido a que en el grafo mostrado en la Figura[2.14]no hay un camino dirigido de un agente
hacia todos los demads agentes de la red. Por lo tanto, no se cumple el Teorema[2.5.2]

Caso 3. Topologia de comunicacion con un solo nodo raiz.

En este caso, se tiene una topologia en donde se tiene un solo agente o nodo raiz que
es el nodo 1. Es fécil observar que se cumple el Teorema [2.5.2] y también que se tiene un
solo eigenvalor igual a cero de la matriz Laplaciana del grafo. De ahi, se puede concluir
que el consenso global es alcanzado por todos los agentes del grupo (véase Figura[2.18). La
topologia de comunicacion con un solo agente raiz que es etiquetado con el numero 1, se
muestra a continuacion:

o e 3

Figura 2.17: Topologia de comunicacién con el agente 1 como raiz.

La dindmica de cada uno de los agentes de acuerdo a la Figura con &(1) = ui(1) y
i=1,2,3,4. Se presenta a continuacion:

5:1(0 0 0 0 0] [&()
é(t) |0 -1 10 éi(t) (2.10)
&(1) -1 0 0 1] [&()
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0.35 T T T T 0.35

agente 1
agente 2 | 03+

Error entre agente 1-2
Error entre agente 1-3 | |
agente 3 Error entre agente 1-4
agente 4

0.3

0.25 0.25

02} 02
SSRGS
B

0.15

0.1

-0.05 : : ! : -0.05

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 2,3,4 con respecto al
agente 1.

Figura 2.18: Evolucidn de los estados y error obtenidos del grafo de la Figura

Al observar la Figura se puede ver como los agentes 2,3 y 4 convergen al mismo
valor del agente 1. Por consiguiente, podemos decir que el consenso global es alcanzado por
todos los miembros de la red.

Caso 4. Topologia de comunicacion de un grafo no dirigido

Si la topologia de comunicacion es no dirigida como se muestra en la Figura Se
sabe de la literatura que la matriz Laplaciana .Z es positiva, semi-definida y tiene un tnico
eigenvalor igual a cero, si y sélo si, el grafo estd fuertemente conectado. Por lo tanto, el
consenso global es alcanzado por el grupo de agentes como se muestra en la Figura[2.20] La
diferencia entre las Figuras 2.19]y es que en la Figura [2.19]1a comunicacién entre los
agentes que estan conectados entre si, es bidireccional.

1 @ ?4

2 @ ® 3

Figura 2.19: Topologia de comunicacién de un grafo fuertemente conexo.

La dindmica de cada uno de los agentes de acuerdo a la Figura con &(t) = ui(1) y
i=1,2,3,4. Se muestra a continuacion:
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(t) 1 -1 0 0 glg)
(1) _ |- 2 -1 0 2 (1)
GO |0 -1 2 —1]|&(@) (2.11)
®) 0 0 1 1][&0)

0.35

agente 1
agente 2|
agente 3
agente 4

0.3

0.25 [

0.2

Z 015}
up

0.1

t

Figura 2.20: Evolucién de los estados del grafo de la Figura
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Capitulo 3

Consenso de seguimiento a una referencia

Este capitulo se proponen los algoritmos de seguimiento y consenso para la dindmica de
un solo integrador, donde los estados de los agentes se aproximan a un estado de referencia de
consenso el cual puede ser constante o variable en el tiempo. Primero se propone analizar el
algoritmo de seguimiento de consenso con un estado de referencia de consenso constante. A
continuacion, se propone un algoritmo de seguimiento de consenso a un estado de referencia
variable en el tiempo. Se muestran condiciones en las que se alcanza en consenso a un estado
de referencia constante y un estado de referencia variable en el tiempo. Para concluir, se
analizan cuatro casos diferentes, es decir, cuatro grafos con topologias de comunicacion
distintas.

3.1. Consenso de seguimiento para una referencia constan-
te

Con el protocolo de consenso mostrado en la Ecuacion de acuerdo al Teorema 2.8
de [15]] se sabe que el equilibrio de consenso es una media ponderada de todos los estados
de informacién iniciales de los agentes, y por tanto, es constante.

El equilibrio de consenso constante, que depende de la topologia de la comunicacién y
de los pesos ponderados a;; de la Ecuacion podria ser desconocido. La suposicion de
un equilibrio de consenso constante podria no ser apropiada cuando el estado de informa-
cién de cada agente evoluciona con el tiempo, como ocurre en los problemas de control de
formacidén, donde los estados evolucionan de manera variable en un espacio bidimensional
o tridimensional. Ademds, la Ecuacion [2.1] solo garantiza que los estados de informacién
convergen a un valor comun, pero no permite especificar un valor concreto como los re-
sultados mostrados en [[6]. En este caso, los problemas de convergencia incluyen tanto la
convergencia a un valor comun como la convergencia a un valor de referencia. Supdngase
que se tiene un grupo de n agentes que interactian entre si, y ademds, se adiciona un agente
virtual etiquetado como &, que actda como lider del grupo de n agentes. Al mismo tiempo,
los agentes son etiquetados de la siguiente manera 1,2, ...,n. La expresion del agente virtual
se representaria como:
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gr(t):f<t>§r) 3.1)

Donde &, representa el agente que impone una referencia constante, f(.,.) es una funcién
continua a trozos y el tiempo ¢ es localmente Lipchitz en &,.

Recuerde que el objetivo principal de esta seccién es proponer y analizar algoritmos
de consenso para garantizar que cada agente del equipo siga una referecia constante cuan-
do el agente &, s6lo comparte informacién para un subgrupo de los miembros del gru-
po. El problema de seguimiento de consenso con una referencia constante se resuelve si
|&i(t) — &(t)] — 0, cuando r — o0, i = 1,2,...,n. Asimismo, <7, = [¢;;] € R y £, € R™"
son las matrices de adyacencia y Laplaciana que estdn asociadas con el grafo G, = (.4, €)
que representa el intercambio de informacion entre el grupo de agentes 1,2,...,ny el nodo
que actua como referencia &,.

Considérese el caso donde el estado de referencia de consenso es constante, es decir,
E.(t) = 0 en la Ecuacién Por tanto, el protocolo de consenso para una referencia de
constante viene dado como:

E(1)=ui(t), i=1,2,....n (3.2)

con

U = — i‘,laij & — & —airl&i — &

Donde ¢, es el estado de la referencia y ;;, es la entrada (7, j) de la matriz de adyacencia

o

Theorema 3.1.1. Supongamos que <f es constante. El problema de seguimiento del con-
senso con un estado de referencia constante se resuelve con el protocolo de consenso de la
Ecuacion si y solo si, el grafo dirigido G tiene un drbol de expansion dirigido.

Demostracién. Observando que &, es constante se obtiene &,(r) = 0. Dado que &(r) = u;
como se muestra en la Ecuacion Por lo cual, puede reescribirse en su forma matricial
como:

() =~2 &)

donde & = [&1,...,&,,&]T y £ € R™" es la matriz Laplaciana no simétrica. Observe
que todas las entradas de la dltima fila de .Z son cero y que el grafo dirigido de .Z tiene un
arbol de expansion dirigido si y sélo si G tiene un drbol de expansion dirigido con el agente
&, como raiz.
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Por lo tanto, de acuerdo a los enunciados (2) y (3) del Lema[2.5.2]con .y & jugando el
rol de .Z), y z, respectivamente permite que |;(t) —&,(0)] — 0, cuandot — o0, i =1,2,...,n
si 'y s6lo si G tienen un arbol de expansién dirigido esto debido a la consideracién de que &,
€s constante.

[

3.1.1. Ejemplos de consenso a una referencia constante.

Considere un grupo de 4 agentes junto con un agente virtual que interactian entre si con
diferentes topologias. Observése de las Figuras que el nodo &, cumple con la
funcidn de establecer una referencia a la cual todos los demds agentes tiene que converger, es
decir, el agente &, es el lider y los demds agentes son seguidores, ya que tienen que converger
a una referencia preestablecida por el nodo &,. Ademds, Los elementos a;; representan los
coeficientes de la matriz Laplaciana asociada a las Figuras 3.1} [3.3][3.5]

La Figura muestra la topologia de comunicacién entre 5 agentes y su matriz Lapla-
ciana. Donde el nodo &, representa al lider y los demds nodos 1,2,3,4 representan a los
otros agentes involucrados en la red. Note que, en la Figura[3.1la;, = 1 y a; =0, Vi # 1 con
i=j=r1,2,3,4.. Se puede observar, que el agente lider solo comparte informacién con el
agente 1. Por otra parte, se observa que hay un camino directo del nodo &, hacia todos los
demds agentes de la red y es mediante ese camino que los demds agentes de la red pueden
recibir informacién del lider.

S e P 0 0 000
11 000

L==10 -1 100

0 0 -1 10

0 -1 0 01

Figura 3.1: Topologia de comunicacion entre los nodos y su matriz Laplaciana.
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15 nodo 1
nodo 2
nodo 3
nodo 4

Error del agente 1
Error del agente 2
Error del agente 3
Error del agente 4

0 5 10 15 20 25 30 0 2 4 6 8 10
t

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 1,2,3,4 con respecto a

&

Figura 3.2: Evolucidn de los estados y error obtenidos del grafo de la Figura

En la Figura[3.2]a) podemos observar como los agentes 1,2,3 y 4 bajo diferentes condi-
ciones iniciales, tienden a seguir al agente &, que actiia como una referencia constante igual
a uno. Por otro lado, en la Figura[3.2]b) se observa como el error de los estados de los agentes
1,2,3 y 4y el agente &, tiende a cero a medida que transcurre el tiempo.

Para la topologia de la Figura|3.3|se tiene que a;, = 1, a4, = 1 y a;; =0,Vi# 1 y 4 con
i=j=r1,2,3,4. En otras palabras, el estado del agente &, solo comparte informacién con
el agente 1 y el agente 4. Por otra parte, se observa que hay un camino dirigido del agente &,
hacia todos los demds agentes de la red, es decir, hay un arbol de expansion dirigido.

£ . : (0 0 0 0 0]
0 1 0 -10

=-10 -1 1 00

0 0 -1 1 0

-1 -1 0 0 2

Figura 3.3: Topologia de comunicacién entre los nodos y su matriz Laplaciana.
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Referencia
nodo 1
nodo 2
nodo 3
nodo 4

Error del agente 1
Error del agente 2| |
Error del agente 3
Error del agente 4 | |

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 1,2,3,4 con respecto a

£

Figura 3.4: Evolucién de los estados y error obtenidos del grafo de la Figura

En la Figura[3.4]a) podemos observar como los agentes 1,2,3 y 4 bajo diferentes condi-
ciones iniciales, tienden a seguir al agente &, que actia como una referencia constante igual
a uno. Por otro lado, en la Figura [3.4] b) se muestra como el error entre los estados de los
agentes 1,2,3 y 4 y el agente &, tiende a cero a medida que transcurre el tiempo.

Para la topologia de la Figura[3.5]se tiene que as, = 1 y a;» = 0, Vi # 4, es decir, el estado
del agente &, solo comparte informacion con el agente 4. Sin embargo, mediante el camino
dirigido que hay del agente &, hacia todos los demés agentes de la red, es posible que puedan
tener acceso a su informacion, y de este modo, puedan lograr el consenso con hacia una
referencia constante.

£ 000 0 0
0210 -

=100 1 -1 0

00 -1 2 -l

10 0 0 1)

Figura 3.5: Topologia de comunicacién entre los nodos y su matriz Laplaciana.
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Referencia Error del agente 1
151 nodo 1 1 Error del agente 2
nodo 2 Error del agente 3
nodo 3 Error del agente 4 | |
nodo 4

-0.5

051

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 1,2,3,4 con respecto a

&

Figura 3.6: Evolucidn de los estados y error obtenidos del grafo de la Figura

En la Figura [3.6]a) podemos observar como los agentes 1,2,3 y 4 bajo diferentes condi-
ciones iniciales, tienden a seguir al agente &, que actiia como una referencia constante igual
a uno. Por otro lado, en la Figura [3.6] b) se muestra como el error entre los estados de los
agentes 1,2,3 y 4 y el agente &, tiende a cero a medida que transcurre el tiempo.

Para la topologia de la Figura se tiene que a4, = 1y a; =0, Vi # 4. Por el contrario,
como en los casos anteriores, el agente nimero 4 no comparte informacién con los demads
agentes de la red, por lo tanto, no hay un camino dirigido del nodo del agente lider virtual
hacia todos los demads agentes de la red, es decir, no hay un arbol de expansion en el grafo

de[3.7

Figura 3.7: Topologia de comunicacion entre los nodos y su matriz Laplaciana.
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Error del agente 2| |
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(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 1,2,3,4 con respecto a

£

Figura 3.8: Evolucién de los estados y error obtenidos del grafo de la Figura

De acuerdo a la Figura [3.8]a) podemos observar como ninguno de los agentes 1,2,3 y 4
logran llegar al consenso con el agente &,.

Para finalizar, derivado del Lema [2.5.2]y el Teorema [3.1.1] el consenso se logra para las
topologias de interaccién de las Figuras [3.1] [3.3] [3.5] Por el contrario, para la topologia de
interaccién de la Figura[3.7]el consenso no se logra, debido a que no se cumple el Lema[2.5.2]
y el Teorema[3.1.1] ya que no hay un drbol de expansién dirigido en al grafo.

3.2. Consenso de seguimiento para una referencia variable
en el tiempo

En este apartado, se asume que el estado de referencia es variante en el tiempo o que la
sefal de referencia desarrolla una dindmica no lineal.

Suponga que satisface la dindmica dada por el protocolo de la Ecuacién[3.2] Primeramen-
te, se mostrard que usando dicho algoritmo no es posible que se logre el consenso con una
referencia que es variable en el tiempo. Tomando la referencia &, = cos(t) y considerando la
topologia de interaccion entre los agentes de las Figuras y Note que no es
posible resolver el problema de seguimiento de consenso en todos los casos para un estado
de referencia variable en el tiempo.

28



Referencia
agente 1 Error del agente 1
agente 2

| Error del agente 2
agente 3
agente 4

Error del agente 3
Error del agente 4

&)

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 1,2, 3,4 con respecto al
agente &,.

Figura 3.9: Resultados de consenso de la Figurausando como referencia &, = cos .

Referencia
agente 1 2r
agente 2
agente 3
agente 4

Error del agente 1
Error del agente 2
L Error del agente 3
1 Error del agente 4

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 1,2, 3,4 con respecto al
agente &,.

Figura 3.10: Resultados de consenso de la Figurausando como referencia &, = cos t.
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Referencia
agente 1 2r
agente 2 Error del agente 1
1 agente 3 i Error del agente 2
agente 4 Error del agente 3

[ Error del aente 4

05}

&)

-0.5

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 1,2,3,4 con respecto al
agente &,.

Figura 3.11: Resultados de consenso de la Figurausando como referencia &, = cos .

Referencia
agente 1 2r
agente 2 Error del agente 1
agente 3 Error del agente 2
agente 4 1k Error del agente 3
Error del agente 4

——

A A D5

05
s '
0.5
3k
L

t t

o

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 1,2,3,4 con respecto al
agente &,.

Figura 3.12: Resultados de consenso de la Figurausando como referencia &, = cos .

Observe de las Figuras [3.9)a [3.12] que el consenso global no puede ser alcanzado por
todos los agentes involucrados en la red con una referencia &, variable en el tiempo. El
consenso global no puede ser alcanzado incluso si se tiene una drbol de expansion dirigido
en la topologia de comunicacién de los nodos del grafo. En relacién con lo anterior, esto
sucede debido a que no se cumple el Teorema [3.2.1y ademds de acuerdo al Teorema [3.1.1]
el protocolo de consenso mostrado en le Ecuacién [3.2] solo funciona cuando se tiene una
referencia &, constante en el tiempo.
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Ahora considérese el siguiente protocolo de consenso que se muestra en la Ecuacion[3.3]

) =u(t), i=1,2,....n (3.3)
con

ui = anls — an () — & (1)) - ilaij[éi<z> &)
L

Donde o es una constante positiva, y a;; es la entrada (7, j) de la matriz de adyacencia
/. Observe que en la Ecuacion n hay un nuevo término a,r.ﬁr que no estd en la Ecuacion
B.2] Note que a medida que el error entre los estados |&;(1) — &(t)] = 0y |&(r) — &;(t)] = 0
entonces la dindmica de cada uno de los agentes seguidores tiende a la dindmica del agente
lider o referencia, es decir, é,- — 'g"r. Para ilustrar la dindmica de una red de agentes usando la
Ecuacion [3.3]se propone el siguiente ejemplo:

Considere una referencia variable en el tiempo &, = cos(r) y considere la topologia de
interaccién de la Figura[3.1]y la Figura[3.14]

Error del agente 1
Error del agente 2
Error del agente 3 |
Error del agente 4

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes i = 1,2,3,4 con respecto al
agente &,.

Figura 3.13: Resultados de consenso de la Figura [3.1{usando la Ecuacién

Observe de la Figura[3.13] que el consenso global para todos los estados con una referen-
cia variable en el tiempo no se logra. Note que el Unico estado que logra seguir al nodo de
referencia es el agente 1. Ademads, observe que es el inico que tiene un lazo de comunicacién
directo con el agente referencia &,.
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Referencia | |

1 4 nodo 1
nodo 2
t’ nodo 3
~nodo 4

GCr - I

2 3

(a) Topologia de comunicacién entre los agentes con (b) Evolucién de los estados con respecto al tiempo.
una referencia &, = cos (t).

Error del agente 1
Error del agente 2
Error del agente 3
Error del agente 4

-0.5

(c) Error de los agentes i = 1,2,3,4 con respecto al
agente &,.

Figura 3.14: Resultados de consenso y topologia de comunicacion.

Observe que en la Figura todos los agentes llegan al consenso establecido por la
referencia variable en el tiempo &, = cos(t). En contraste con lo anterior, la similitud que
se tiene, es que para ambas topologias, el consenso se logra para los estados que tienen una
conexi6n mediante una arista dirigida con el nodo de referencia &,. De lo anterior, se tiene el
siguiente Teorema para el consenso de seguimiento bajo un estado de referencia variable en
el tiempo usando la Ecuacion

Theorema 3.2.1. Suponga que </ es constante y ademds si a;; = 1, i=1,...,n. Entonces, el

problema de seguimiento de consenso con una referencia de consenso variable en el tiempo
es resuelto por la Ecuacion
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Demostracion. Dado que la Ecuacic’)n se puede reescribir a &,; = u; en su forma matricial
como

Et) = —(Z+0) Er)

Donde & = [51,...,5,1] coné=§—E,Q = diag(ay,....a,) e Ry £, € R es
la matriz Laplaciana no simétrica. Observe que .Z;, satisface el Lema y el Teorema
Entonces, se puede afirmar que todos los eigenvalores de — (%, + Q) tienen parte real
negativa. Por consiguiente, se tiene que |&;(¢) — &,(0)| — 0, cuando 7 — oo. O

3.3. Algoritmo de seguimiento de consenso fundamental

Como ya se observo anteriormente que en la Ecuacion[3.3] solo se puede resolver el pro-
blema de consenso de una referencia variable en el tiempo, solo si el nodo &, intercambia
informacion con todos lo agentes que estdn involucrados en la red. Por consiguiente, con-
siderese el siguiente algoritmo de consenso en donde el agente lider &, solo esta disponible
para unos cuantos agentes que conforman el grafo.

E()=ui(t), i=1,2,....n (3.4)
con

) L 0 1= )+ a0l & &)

Donde a;;(t) es la entrada (i, j) de la matriz de adyacencia .7, ¥ es una constante escalar
positivay (#) = Y7, a;;(t) en un tiempo ¢. Observe que las entradas de control, para cada
agente de la red, depende de tres parametros importantes, el primero es que depende de los
estados de informacidn de los nodos vecinos. La segunda, es que también depende de la de-
rivada de sus estados de informacion, y la tercera, pero no menos importante, es que depende
de los estados y derivadas de la referencia &,.

Al mismo tiempo, en esta seccidn, se mostraran condiciones bajo las cuales una tnica
solucién existe para cada entrada de control y para las cuales un consenso de seguimiento
puede ser alcanzado sobre una topologia de interaccion fija con una referencia variable en el
tiempo.

Theorema 3.3.1. Suponga que <7 es constante. Con el protocolo de consenso de la Ecuacion
una vinica solucion existe y el problema de consenso de seguimiento es resuelto, siy solo
si, el grafo dirigido de G tiene un drbol de expansion dirigido.
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Para ilustrar la aplicacion del Teorema [3.3.1] se resuelve el siguiente ejemplo.

Considere un grafo compuesto de 4 agentes y un agente lider del grupo &, es decir, un
agente que propondrd la referencia que tiene que seguir los demés miembros del grupo. La
topologia de comunicacién se muestra en la Figura con &, = cos(t) y una condicién
inicial de £,(0) = 0.5.

2z 3

Figura 3.15: Topologia de comunicacién entre 5 agentes con &, = cos(t).

Ref Error del agente 1
nodo 1 Error del agente 2
nodo 2 \4 Error del agente 3
nodo 3| 0.5 Error del agente 4| |
nodo 4| |

(a) Evolucién de los estados con respecto al tiempo. (b) Error de los agentes 1,2,3,4 con respecto al
agente &,.

Figura 3.16: Resultados de consenso con respecto a la topologia de comunicacion de la

Figura[3.15]

La diferencia que hay entre la topologia de comunicacién entre las Figuras [3.15]y [3.14]
es que en el agente &, tiene un enlace directo hacia todos los agentes de la red. Mientras
tanto, en & solo tiene un enlace directo para tres agentes de la red. En la Figura[3.16]
se ilustra como todos los agentes de la red convergen asintdticamente a la referencia que es
variable en el tiempo. El consenso para una referencia variable en el tiempo es alcanzado
debido a que se cumple el Teorema [3.3.1]

34



Capitulo 4

Control de formacion y seguimiento de
trayectoria de robots tipo uniciclo y
diferencial

4.1. Planteamiento del problema

Dentro de este capitulo de tesis, se aborda el problema de control de seguimiento de
trayectorias y formacién para sistemas de multiples agentes méviles que comparten una es-
tructura mecdnica similar.

Para el disefo del controlador que resuelve el problema de seguimiento de trayectoria
de un agente movil, se considerard el problema como un problema de consenso en sistemas
multi-agentes. De igual forma, se disefiardn los controladores y analizard la estabilidad de los
controladores. Por tultimo, se ejecutardn algunas simulaciones numéricas implementadas en
MATLAB. En particular, surgen algunas preguntas antes de abordar el problema en general,
,seré posible disefiar un controlador que le permita al agente mévil (Robot uniciclo) seguir
una trayectoria dada?, ;bajo qué condiciones se mantiene la estabilidad de controlador? ;se-
rd posible que un grupo de agentes logren establecer una formacién constante a través del
tiempo con el disefio del controlador?. Estas preguntas son las que han motivado el presente
trabajo de tesis.

En este trabajo de tesis se propone utilizar el protocolo de consenso de primer orden para
disefar los controladores que le permitan al grupo de agentes méviles (Robots uniciclo) se-
guir una trayectoria generada por un agente virtual que se encarga de establecer la formacion
del grupo de agentes manipulando el error de posicion que existe entre dicho lider virtual y
los miembros del grupo. Por otro lado, se propone una topologia de comunicacién entre los
robots del tipo drbol de expansion dirigido para que puedan llegar al consenso.
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4.2. Modelo cinematico de un robot mévil tipo uniciclo

En el campo de la ingenieria, una de las aplicaciones mds comunes Yy utiles es el uso
coordinado de un grupo de agentes méviles que se desplazan en el plano R? con el apoyo de
llantas. Algunos ejemplos de sus aplicaciones en la vida real puede ser en la industria y en
el area militar. Por ejemplo, para transportar objetos pesados de un lugar a otro, soldadura
de piezas de diferentes materiales y en misiones de rescate y reconocimiento del drea, entre
otras cosas mds [[19,20,36]. Una de las estructuras populares mds implementadas es la de
un robot movil tipo uniciclo debido a que es una de las més baratas y sencillas de construir
(véase la Figura 4.T). Ademads, el modelo matemadtico que describe su cinemdtica es mas
sencillo comparado con el de otros robots. La configuracion del robot mdvil tipo uniciclo
consta de un disco que se mueve en el plano (x,y) sin considerar los elementos mecéanicos
que hacen que se pueda trasladar de un lugar a otro.

()

\9

Figura 4.1: Representacion pictografica de un robot uniciclo.

En la Figura {.1] se observan algunas variables importantes en el modelo cinemdtico del
robot, las cuales son V, w, x, y y 6. Donde V Representa la velocidad global del robot, @
representa la velocidad angular global del robot, (x,y) representa las posiciones sobre el eje x
y y con respecto al sistema de referencia global y por dltimo, 6 que representa la orientacién
con respecto al sistema de referencia global.
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Los modelos cineméticos de un robot mdvil son usados dentro del disefio de controla-
dores cuando el robot desempefia tareas o misiones a baja velocidad y con poca carga en
relacion con su estructura. EI modelo cinemadtico del robot mévil tipo uniciclo puede ser re-
presentado por el conjunto de Ecuaciones

xi(t) = Vicos6(t)
Vilt) = Visin6i(t) @.1)
éi(l) = W

Donde x(z) es la velocidad lineal en x en el plano (x,y), y(¢) representa la velocidad
lineal en y en el plano (x,y), 6(t) representa la velocidad angular en el plano (x,y) y 6
es la orientacién del robot, con i = L, f1,..., fn. El subindice L representa las variables y
parametros de un robot lider virtual y fn representa a los robots seguidores, como se mostrara

a continuacion.

4.3. Problema de formacion y seguimiento de trayectoria
entre un lider virtual y robots seguidores

En esta seccion se plantea un esquema de disefio de consenso al problema de control
de formacién de multiples robots méviles. En particular, el control estd disefiado para ro-
bots moviles tipo uniciclo con un lider virtual. Se propone una arquitectura de control de
formacion centralizada que admite solo a un lider del grupo, el cual serd el que proponga
una trayectoria a seguir para los demds robots moéviles, y ademds, establezca una formacion
especifica. La arquitectura requiere que exista un intercambio de informacién entre el robot
lider virtual y los demads robots méviles del grupo. El problema radica en que el robot lider
virtual se encuentran moviéndose en el plano (x,y) y se desea tener un consenso de posicién
y orientacion con respecto a una trayectoria a seguir.

Se considera un robot mévil virtual cuya estructura es la misma que la de un robot uni-
ciclo, este robot virtual se encuentra posicionado a una distancia fija de un robot seguidor
uniciclo como se muestra en la Figura Suponemos que el robot virtual se sitia a una
posicion relativa de un robot movil seguidor (/,r), la cual serd el marco de referencia para
poder establecer una formacion entre el lider virtual y el robot seguidor. Una vez que el robot
logre posicionarse a una distancia constante, el problema de formacion estara resuelto.

Con la introduccién del robot lider virtual, el problema del control de la formacién en-

tre el robot lider y el robot seguidor también se transforma en un problema de control de
seguimiento entre el robot virtual y el robot lider.
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Robot lider virtual

rj'u

V_fu
X&:\ Robot seguidor
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Figura 4.2: Representacion pictografica de un robot lider virtual y un robot seguidor.

Donde [z, representa la distancia de separacion entre el robot lider y el robot seguidor
sobre el eje x, ry, representa la distancia de separacion entre el robot lider y el robot seguidor
sobre el eje y. Mientras que 6, y 6y, representan la orientacion angular del robot lider virtual
y el robot seguidor, respectivamente. La orientacion es tomada con respecto al eje x.

Sin perdida de generalidad, podemos escribir la cinemdtica del robot virtual como se
describi6 en la Ecuacién 4.1} debido a que el robot lider virtual se considera que tiene una
estructura igual a la de un robot mévil tipo uniciclo.

XL(I) = Vicos QL(Z‘)
)'{L(t) = Vrsin6g(t) (4.2)
GL(I) = .

Donde el subindice L denota al dnico robot lider virtual del grupo de robots y los demads
pardmetros son iguales a como se mostré en la Ecuacién 4.1 Al mismo tiempo, también
podemos escribir la cinemdtica de un robot seguidor como en la Ecuacién[4.1] Donde fn nos
ayuda a identificar que se trata de un robot seguidor como el de la Figura4.2]

an(l) = an Ccos an(l‘)
Yfa(f) Vinsin 07 (1) (4.3)
an (l‘) = O
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4.3.1. Diseiio de los controladores que resuelven el problema de forma-
cion y seguimiento de trayectoria

Las especificaciones de disefio para los controladores que resuelven el problema de for-
macion y seguimiento de trayectoria, son de tal forma que, contemple los estados del lider
virtual y el robot seguidor. El robot lider virtual y los robots seguidores deben moverse a
través de una trayectoria deseada 7" en una formacion F, es decir, se requiere disefar leyes
de control para el sistema de Ecuaciones de forma que (/,r) establezcan la distancia de
separacion para llevar a cabo la formacién deseada F entre el robot lider virtual y el robot
seguidor y la trayectoria deseada 7" esté dada por el propio robot lider virtual. La trayectoria
deseada T esta dada por la dinamica del robot lider virtual. A continuacion, se describe el
error de posiciones y orientacion entre ambos robots:

xe(t) — xpm(t) Lfn
lim | ye(t) = yp(0) | = |7 (4.4
OL(t) — Op(t) 0

Donde [x7(t) —xn(t)] = Lgn, [yL(t) — yfn(t)] = s son la distancia de separacion entre el
robot lider y el robot seguidor sobre el eje x y y, respectivamente. Asi mismo, [0 () — 07, (¢)]
es el dngulo de desfase entre el robot virtual y algin robot seguidor con respecto al eje x.

Las leyes de control que resuelven el problema de control de formacién y seguimiento
son de la forma u,f,(¢), uya(t), ugsa(t). Estan son inyectadas a la cinemdtica de cada uno
de los robots seguidores miembros del grupo dependiendo de lo que se requiera controlar
(véase la Ecuacién . Dicho de otra manera, se utiliza una estructura de la forma u, f,,(t)
para manipular la posicion en x a la que se desea que esté ubicado el robot seguidor. Al
mismo tiempo u,r,(¢) para manipular la posicion en y a la que se desea que esté ubicado el
robot seguidor. Por tltimo, se emplea ug s, (¢) para manipular la posicién angular 6 a la que
se desea que esté ubicado el robot seguidor.

an (l‘) = an cos an ([) + U fn ([)
)%fn(l‘) = an sin an (l) + Uyn (l) 4.5)
Ora(t) = Opn+ugp(t)

Sin perdida de generalidad, las leyes de control uyf,(t), tyfa(t), tesa(t) que obligan a
cada robot seguidor a moverse a través de una trayectoria 7 en una formacion especifica F
estdn dadas como se muestra a continuacion:

1
e fu(t) kefn O 0 expn(t) Eo (VL C(')S OL(t) — Vi Cf)s Orn(t) +1sn )
Uyfn (l‘) = 0 kyfn 0 €yfn (t) + K (VL sin QL(Z‘) — an Sin an (l‘) + ”fn)
Ug fn (t) 0 0  kosn ern(t) kglf (op — (Dfn)

(4.6)
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Donde cada k¢, € R y expn(t),eyf(1), €0 f4(t) son los errores que hay de posiciones x,
vy la orientacién 0 entre la trayectoria 7 generada por el lider virtual y el seguidor n-ésimo.
Matematicamente se puede escribir como se muestra a continuacion:

exfn(t) xp(t) — xpa(t)
eyr(t) | = |yL(t) — ypml(t) (4.7)
egsn(t) OL(t) — Os(t)

En ultimo lugar, queda por analizar las condiciones bajo las cuales la dindmica del error
del seguidor tiende a cero para la orientacion o alguna otra constante /s, 7, para la posicion,
como se expresa a continuacion:

exfn(t) )CL(I) - an(t) lfﬂ
tim |eysalt) | =lim {vi) ~ vsale) [ = |y @8
eosalt) o) — 6] |0

Sin perdida de generalidad, la dindmica del error queda expresada como se muestra a
continuacion:

xpn(t) VicosOp(t) — Vi, cos 0p,(1) — i fn(t)
éyfn (t) = | Vpsin OL(Z‘) — an sin an (l‘) — Uyfn (Z‘) (49)
éornlt) o (t) — Op(t) —ugpn(t)

Al reducir la Ecuacion 4.9| obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

éxfn(t) kyfn O 0 exfn(t)
bya) | =—| 0 kym O eyfn(t)
éo fn(1) 0 0 ko] |eosn(t)

Donde Ky, ky rn, ko o deben ser nimeros reales estrictamente positivos para que se cum-
pla la condicion de que el sistema de Ecuaciones [4.9]sea asintéticamente estable.
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4.4. Aproximacion del modelo cinematico de un robot mé-
vil tipo diferencial (Lego EV3)

El proceso mds bdsico para la navegacion de un robot mévil se basa en el modelo ci-
nematico del sistema de propulsion. Este sistema es el que permite al robot moverse dentro
de un determinado entorno. Uno de los sistemas mds usuales se basa en el uso de ruedas de
traccion diferencial, el cual es un sistema poco complejo y adecuado para la navegacion en
algunos entornos de desarrollo tipicos de actividades humanas, por ejemplo oficinas, bodegas
y otros. Las configuraciones de traccion diferencial, son muy populares y permiten calcular
la posicion del robot a partir de las ecuaciones geométricas, que surgen de la relacion entre
los componentes del sistema de propulsion y de la informacién de los codificadores rotativos
que usualmente llevan acoplados a sus ruedas. A este método, se le conoce como odometria.
Este método, es muy usado en el ambito de la ingenieria, debido a que entrega resultados
aceptables para la localizacién global de objetos que se mueven en distancias cortas y no es
muy complejo y caro comparado con otros métodos de localizacion global de objetos. Para
este trabajo de tesis, se utilizo un robot movil diferencial de la marca Lego EV3 como el que
se muestra en la Figura[4.3|

Figura 4.3: Robot movil tipo diferencial Lego EV3.
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Debido a que el modelo ideal de un robot uniciclo solo contempla las velocidades glo-
bales del robot, es decir, velocidad lineal y angular, es de gran importancia poder establecer
una relacion entre las velocidades, i.e. globales y proporcionadas por cada llanta de un robot
movil diferencial Lego EV3. Todo esto, considerando como punto del objetivo de control al
punto que se encuentra a la mitad del eje de las ruedas del robot Lego EV3 (véase la Figura

).

Hizq )
i
1%
/,uder
“R

p(x,y)

Rueda castor

‘36

X

Figura 4.4: Velocidades involucradas en la cinematica del robot mévil tipo diferencial Lego
EV3.

Donde V € Ry w € R son las velocidades globales lineal y angular, respectivamente.
Hger € Ry Uiy € R representan las velocidades lineales de la llanta derecha e izquierda,
respectivamente, del robot diferencial. R € R representa el radio de las llantas. D € R es la
distancia de separacion entre las dos llantas. El punto rojo p(x,y) es el punto central del eje
de las ruedas, y por ultimo, el circulo azul representa una rueda loca que sirve para mantener
el equilibrio del robot. Esta no es considerada en la cinemética del robot.

Para establecer una relacion entre la velocidad lineal global del robot diferencial V' y las
velocidades de cada una de las llantas g, y Wi €s necesario conocer como se obtienen
dichas velocidades de las llantas.

Hder = ROyer (4.10)

Donde o, y Q4 es la velocidad angular de la llanta derecha e izquierda, respectiva-
mente, y R es el radio de las llantas como se mecioné anteriormente. Asi pues, tomado la
Ecuacién.10]y . 11]es posible calcular la velocidad lineal global, que es el promedio de las
velocidades de cada una de las llantas.
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(ader + aizq>R
2

Al mismo tiempo, de acuerdo a [|37] podemos escribir la velocidad angular @ en funcién
de las velocidades de cada una de las llantas como:

V= (4.12)

0. )R
o — \Older — Gizg)R (4.13)
D

En conclusion, teniendo la Ecuacién @.12]y 4.13] que son las velocidades globales del
robot diferencial en funcion de las velocidades de cada llanta derecha e izquierda, se pueden
sustituir en las Ecuacioes 4.1} y asi de esta manera establecer la cinemética de un robot mévil
tipo diferencial.

fC,‘(l‘) = R—(ader;_aizq) Ccos 6,'(1?)
W) = R((xder2+(xizq) sin 6:(7) (4.14)
Gl<l,> — R(aderD_aizq)

Donde i =L, f1,..., fn. El subindice L representa las variables y pardmetros de un robot

lider virtual y fn representa a los robots seguidores como se mostro en la Ecuacién 4.1

4.4.1. Diseio de los controladores que resuelven el problema de forma-
cion y seguimiento de trayectoria

Igualmente, como se planteé en4.3.1]las especificaciones de disefio deben tomar en cuen-
ta los estados de posicion y orientacion del robot lider virtual y los seguidores. El robot lider
virtual y los robots seguidores deben moverse a través de una trayectoria deseada 7 en una
formacion F, es decir, se requiere disefiar leyes de control para el sistema4.14]de forma que
(1,r) establezcan las distancias de separacion para la formacién deseada F' entre el robot lider
virtual y el robot seguidor. Por otra parte, la trayectoria deseada T esté dada por el propio
robot lider virtual. De lo anterior, obtenemos a 4.15|

w) = x@®] [l
lim | ye() — yp(t)| = |rpm (4.15)
o) — 0u(n)] |0

Donde [x,(t) — x¢4(t)], [yL(t) — ¥ (2)] son la distancia de separacion en x y y. Asf mis-
mo, [0 () — 6¢,(1)] es el angulo de desfase entre el robot virtual y algin robot seguidor con
respecto al eje x. En otras palabras, d.15]describe el error de posiciones y orientacién entre
ambos robots.
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Las leyes de control que resuelven el problema de control de formacién y seguimiento
son de la forma uyf,(t), tty (), ug x(t). Estas son inyectadas a la cinemdtica de cada uno de
los robots seguidores miembros del grupo.

R(ader+aizq)

Xpa(t) = ——5—2c0sO0p,(t) + txpn(t)
Spalt) = RertO) G0 () + () (4.16)
éfn(f) _ R((XderD_aizq)+uefn(t)
En donde:
uxfn(t) kxfn 0 0 exfn(t) ﬁ
uyn(t) | = 0 kypa O eym(t) | — | ¥
u@fn(t) 0 0 kﬂfn eefn(t) 6

_ 1 MCOSQL(I) - IMCOSG]%O) +lfn>

T kg 2
y = b (Mot g g (1) - Mo ) g 1) 41y, )
_ L <R(ader_aizq) - R(aderfi_aizq))
= Fom D D
exfn(t) XL(Z‘) — Xf'n(t)
eyfn(t) = yL(t) — yfn(t) 4.17)

egf,,(t) QL([) — an(t)

Observando la Ecuacion 4.17| podemos notar, que es necesario conocer las posiciones
(x,y,0) en cada instante de tiempo, es decir, conocer cuanto se ha movido y rotado el robot
diferencial con respecto a un eje de coordenadas absoluto. Este problema se puede resolver
facilmente con las ecuaciones de odometria, como en [37]].

an(l‘) :xo_fn“r‘Dt(l) cos an(t) (4.18)
Yn(t) = Yopn -+ Dy (t) sinO,(¢) (4.19)
Ora(t) = Bopn + D"e’(t);Dizq ) (4.20)
D;(l) _ Dder(t);Dizq<t) (4.21)
Dyerizg(t) = 2mmR (4.22)
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Donde D; representa la distancia total recorrida en el plano (x,y). Dgerizg Tepresenta la
distancia recorrida por la llanta derecha e izquierda, respectivamente. (Xox,Y0n,60si) son
las condiciones iniciales para las posiciones (x 4,y fn,0ss) y m son las vueltas que dan las
llantas tanto derechas como izquierdas.
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Capitulo 5

Resultados numéricos

Para mostrar el funcionamiento de conjunto de controladores mostrados en 4.6 se propo-
ne el siguiente experimento numérico y sus resultados.

Sea un grupo de robots mdviles compuesto por un robot lider virtual y 3 robots movi-
les, cuyos pardmetros (Vy, @g, Vyi, @f;), y condiciones iniciales (xo,yo, 6o) se muestran en la
Tabla [5.1] Se propone establecer una formacién F triangular a la cual llegar eventualmente
para un tiempo ¢, donde (I, r) segtn la Tabla designan la posicién relativa a la que deben
de llegar y permanecer los robots seguidores, a partir de un tiempo ¢, con respecto al robot
lider virtual, para asi formar un tridngulo. Finalmente, la trayectoria deseada T esta dada por
el robot lider virtual.

Datos | Robot virtual | seguidor 1 | seguidor 2 | seguidor 3

% 2 1 2 4

O] 1 1 0 3
X0 0 4 -6 0
Y0 0 -1 -1 -1

6o 0 0 60 45

[ 0 -2 -2 0

r 0 1 -1 0

Tabla 5.1: Parametros de velocidades y condiciones iniciales de posicion y orientacion.
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5
-------- Lider virtual
seguidor 1
4 + seguidor 2
seguidor 3
-+ posicion final
3+ \
- 2+
-1 -
0 -
_1 1 - Il Il
-6 -4 -2 2

Figura 5.1: Muestra la trayectoria del movimiento de los robots en el tiempo vista en la

proyeccion de un plano (X,y).

_|_

Lider virtual
seguidor 1
seguidor 2
seguidor 3
posicion final

Figura 5.2: Muestra como la formacién se mantiene para un tiempo ¢ = 30.
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seguidor 1
seguidor 2| |
seguidor 3

error x
oL o
T -

Figura 5.3: Error a través del tiempo de las posiciones en x de los seguidores con respecto
al lider virtual.
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seguidor 1
seguidor 2| |
seguidor 3

251

error y

Figura 5.4: Error a través del tiempo de las posiciones en y de los seguidores con respecto
al lider virtual.

seguidor 1
seguidor 2
seguidor 3 | -

Figura 5.5: Error a través del tiempo de las orientaciones 0 de los seguidores con respecto
al lider virtual.
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De acuerdo a las Figura [5.1]y [5.2] es posible observar como los agentes logran una for-
macion triangular para un tiempo ¢, donde el seguidor 3 se encuentra en posicion relativa a
lo largo del tiempo (0,0) con respecto del robot lider virtual, mientras que el seguidor 2 se
encuentra a una posicion relativa del robot virtual de (—2,—1), y por ultimo, el seguidor 3 a
una posicién relativa de (—2,1). Las Figuras y[5.3|nos ayudan a corroborar que las
distancias de separacion (I, r) entre el robot lider virtual y los robots seguidores establecidas
en[5.1]se logran y mantienen a través del tiempo, con el objetivo de mantener una formacién
triangular. Finalmente, se puede concluir de los resultados numéricos que los objetivos de
control son satisfactorios.
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Capitulo 6

Implementacion del controlador para un
robot diferencial Lego EV3

En el capitulo anterior, se mostraron algunos resultados numéricos obtenidos directa-
mente de las leyes de control mostradas en[4.6] Estas leyes de control fueron inyectadas a la
cinemadtica de un robot moévil tipo uniciclo. De acuerdo a los resultados numéricos, quedo en
evidencia el buen funcionamiento de los controladores para resolver el problema de forma-
cién y seguimiento de trayectoria en la cinemadtica del robot uniciclo. Para este capitulo, se
pretende proceder de una manera similar, usar las ecuaciones calculadas en4.16]e inyectarlas
directamente en la cinematica de cada uno de los robots moviles tipo diferencial Lego EV3,
y asimismo, poder mostrar su funcionamiento.

6.1. Estructura mecanica del robot movil diferencial Lego
EV3

El robot Lego EV3 (véase Figura[4.3) es un robot mévil con dos ruedas delanteras trac-
toras conectadas a su respectivo motor DC, y una rueda trasera que se le conoce como rueda
loca o rueda castor que es una esfera metalica que gira libremente y no es dependiente de un
motor. Observe que el robot no puede mantenerse por si solo con las dos ruedas delanteras,
asi que la una rueda loca trasera sirve para mantener el equilibrio del robot. La configuracion
de las ruedas se muestra en la Figura [6.2] Mientras que los motores que impulsan las dos
ruedas tractoras se muestra en la Figura[6.1]

A este tipo de disposicién se le conoce como configuracién diferencial; en ella, los mo-
vimientos se realizan dando determinados sentidos de rotacidon a los motores. Por otro lado,
este tipo de sistemas contiene restricciones no holonémicas debido a que las dos ruedas im-
pulsadas por el motor DC solo pueden moverse de manera lineal, es decir, el robot mévil
no puede tener ninglin deslizamiento lateral, ya que estas ruedas naturalmente no pueden
resbalar ortogonalmente a su movimiento.
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Figura 6.1: Motor DC del robot Lego EV3.

Figura 6.2: Ruedas delanteras y traseras del robot Lego EV3.

Otros de los pardmetros importantes que se deben considerar para la implementacion de
los controladores son; el radio de las ruedas R = 2.8 cm que esta relacionado principalmente
con la velocidad lineal de cada robot. Igudlmente, otro pardmetro importante a considerar es
la distancia de separacion entre las ruedas delanteras D = 12.9 cm que estan mas relaciona-
das directamente con la velocidad angular con la que gira el robot Lego EV3.
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6.2. Implementacion de los controladores para un robot
movil tipo diferencial

Con estos datos establecidos es posible calcular las velocidades de cada una de las llantas
usando las Ecuaciones y Asimismo, es posible calcular la velocidad lineal global
del robot usando la Ecuacion{.12]y la velocidad angular global se puede calcular facilmente
con la Ecuacién [@.13] Por otra parte, de la Ecuacién que describe el error entre la po-
sicién deseada y la posicion real medida por el robot diferencial en un instante de tiempo.
Notemos que es necesario conocer la posicion y orientacion global del robot en cada instante
de tiempo. De este modo, tomando en consideracion los pardmetros de radio R =2.8 cm y
la distancia de separacion de las llantas D = 12.9 ¢m, el modelo cinematico con las leyes de
control que resuelven el problema de formacién y seguimiento de trayectoria quedan descri-
tas como se muestra a continuacion.

Velocidades lineales de las llantas considerando el radio “R”.

Hier = (2.8 Cm)OCder (6.1)
Uizg = (2.8 cm)Otizg (6.2)

Velocidad lineal y angular considerando el radio “R” y distancia de separacion de las
llantas “D”.

(ader + (X,‘zq) (2.8 cm)

V=
2

(6.3)

(Cger — Qlizg) (2.8 cm)
- 4
@ 12.9 cm, 64

donde 0ty y 074 son las velocidades angulares de la llanta derecha e izquierda, respectiva-
mente y Uger Y Hizg sOn las velocidades lineales derecha e izquierda de las llantas.

Por dltimo, la cinematica del robot diferencial y las leyes de control que resuelven el
problema de control de formacién y seguimiento quedan expresadas de la siguiente manera:

(2.8 cm)(ade,+aizq)

Xm(t) = co8 O, (1) +ucsn(t)
Vmlt) = 28 cm)(gtderJraizq) §in 0, (1) + tty (1) (6.5)
balt) = PG Lug, (1)
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En donde:

Uxfn (l‘) kxfn 0 0 €xfn (l‘) [3
Uyfn (l) = 0 kyfn 0 €yfn (l) — |7
ug rn(t) 0 0 ko] | [eara(t) 6

_ 1 (2.8 cm)(gder—i-ocizq) cos OL(I) . (2.8 Cm)(ader+aizq) cos efn (l) + lfn)

kxfn 2
— 1 (2.8 cm)(Otgerttizg) (2-8 cm) (Otgert+tizg)
= > sin O (1) — - sin O, (1) + 7y
o 1 (28 cm)(ade,—a,-zq) _ (28 Cm)(aderf,'—aqu)
T ke 12.9 cm 12.9 cm

Para este trabajo de tesis se buscé calcular la posicidon y orientaciéon global del robot
diferencial Lego EV3 utilizando las ecuaciones de la odometria 4.18] a[4.22] Sin embargo,
al realizar experimentos en el Laboratorio de Redes Complejas (LRC) en el IPICYT se ob-
servo que los sensores (enconders) encargados de medir las rotaciones de cada una de las
llantas para conocer el desplazamiento y por ende la posiciéon global del robot, no estaban
funcionando correctamente. Los datos obtenidos en el programa de MATLAB mostraban
datos incongruentes, de acuerdo al desplazamiento real que habia tenido el robot diferen-
cial Lego EV3. Por lo tanto, no fue posible obtener correctas mediciones en las posiciones
Xn(t), yra(t) y la orientacion Oy, (t), y de este modo, cerrar el lazo de retroalimentacion para
comparar las posiciones deseadas, es decir, generadas por un robot virtual con respecto de
las posiciones actualizadas de un robot seguidor i-€simo. Sin embargo, para poder obtener la
retroalimentacion de las posiciones (x,y) y orientacion 6 pudo haberse resuelto con el uso
de una cdmara y mediante el procesamiento de imagenes obtener la ubicacion real de cada
uno de los robots que conforman el sistema. No obstante, debido a la falta de tiempo para
resolver el problema por medio de procesamiento de imagenes y las falta de material, no fue
posible implementar lo anterior. De este modo, se deja como trabajo a futuro.

Derivado de lo anterior, sobre los problemas técnicos presentados con los enconders, no
fue posible realizar la implementacion de los controladores que se mostraron en el sistema
de Ecuaciones [6.5]sobre el robot diferencial Lego EV3.

Por consiguiente, se propuso que los robots diferenciales siguieran trayectorias por me-
dio de poses. No obstante, es importante sefialar que esta propuesta no resuelve el problema
de consenso de posicidn y orientacion entre n agentes, y ademads, no utiliza los controladores
presentados en [4.16] mds bien, la propuesta trata de imitar la solucién del problema de for-
macioén y seguimiento de trayectoria, orientando y posicionando al robot de un lugar a otro.
Los detalles se muestran en el siguiente Capitulo.
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6.2.1. Formacion y seguimiento de trayectorias por medio de poses

El problema de formacién y seguimiento de trayectoria por medio de poses consiste en
trasladar a cada uno de los agentes (robots) de un punto inicial a un punto final deseado,
siguiendo una trayectoria previamente determinada. Para esto, es necesario utilizar las Ecua-
ciones de[d.18|a[4.22] pero como ya se menciond anteriormente, conocer las posiciones x y y
no es posible. Asi que, el desplazamiento es controlado por la ecuacién v =d /t en donde v es
la velocidad en cm/seg, d 1a distancia en cm y ¢ el tiempo en segundos. Posteriormente, para
el andlisis del avance lineal de cada uno de los robots se inyect6 una potencia de 50 % a cada
una de las llantas para conocer la distancia recorrida en un intervalo de tiempo, donde 50 %
se refiere a la mitad del voltaje mdximo admisible en cada uno de los motores DC, que es
de 9 volts. Usando regresion lineal simple para dibujar una linea de tendencia con los datos
presentados en las Tablas de [6.1] a[6.3] se puede calcular la distancia que se quiere recorrer
dado un intervalo de tiempo, es decir, se controlard el tiempo de activacion de cada motor a
una potencia constante de 50 % para que recorra una distancia deseada.

Para lograr lo anterior, primero se establecieron las posiciones y trayectorias a seguir
para cada uno de los robots en el plano (x,y), como se muestra en la Figura En donde
los simbolos en forma de estrella de color azul representan las condiciones iniciales para cada
robot, es decir, su posicion y orientacion inicial (xo,yo, 6y). Por otro lado, los circulos rojos
representan las condiciones finales de posicién y orientacion (xr,yr,0y) y la orientacion
final e inicial es calculada con respecto al eje x del sistema de coordenadas mostrado a
continuacion.

40
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(-80,0) (0,0 (60,0)
0o =90 O = 45° 0, =/45°

\ 60 40 i 7 2 EQ) ‘ 0

bot 3 J?ob ot 2
40N

AN e (40, —40)

- 0
laid 0 = 243.43°

Robot
~50, =50

al i=~fal
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Figura 6.3: Las estrellas representan condiciones iniciales de posicion y orientacion y los
circulos los valores finales deseados de posicion y orientacion para cada robot en el plano

(x,y).
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De acuerdo a la Figura [6.3]los robots deben moverse desde su posicién inicial (estrellas)
hasta la posicidn final deseada (circulos) siguiendo una linea recta marcada por las flechas
de color negro. Como ya se explicé en parrafos anteriores, la distancia recorrida por el robot
diferencial serd controlado por la activacion de los motores y el uso de una herramienta
matemadtica llamada regresion lineal, en donde se pretende graficar una linea de tendencia
para predecir valores. Los datos necesarios para la implementacién de dicha herramienta
matematica se muestran en las siguientes tablas.

No. Experimento | segundos (s) | distancia (cm)
1 4 75.3
2 3 57.5
3 2.5 48
4 3.5 66
5 3.75 70.5
6 3.25 61.1

Tabla 6.1: Mediciones para el robot 1 a potencia constante de 50 % para cada llanta.

No. Experimento | segundos (s) | distancia (cm)
1 3 61.4
2 3.5 70.03
3 3.25 65.7
4 3.6 72.25
5 3.7 75.2
6 3.8 76.35

Tabla 6.2: Mediciones para el robot 2 a potencia constante de 50 % para cada llanta.

No. Experimento | segundos (s) | distancia (cm)
1 2 43.5
2 2.2 48.3
3 2.4 52.5
4 2.5 54.2
5 2.6 57.4
6 2.8 60.4

Tabla 6.3: Mediciones para el robot 3 a potencia constante de 50 % para cada llanta.
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Como se explicé en pdrrafos anteriores, los datos mostrados en las tablas nos ayudaran
en este trabajo a pronosticar el tiempo de activacion de los motores DC del robot Lego EV3
dependiendo de la distancia que se desea recorrer en centimentros. La expresion de regresion
lineal simple viene dada por la siguiente ecuacion.

y=mx+b (6.6)

Donde m es la pendiente de la recta de prediccion, b es el punto en donde la recta corta el
eje y, x es la variable dependiente y y es la variable independiente. Para este caso, la variable
y es igual a la distacia recorrida en centimetros por el robot y x representa el tiempo de
activacion de los motores. Por otro lado, m y b se calculan de la siguiente manera.

XXy —nky
m _—

= coni=1,2,....n (6.7)
Y x7 —ni?

b=y—mx (6.8)
donde ¥ y y son la media aritmética y n es el nimero de datos.

Ejemplo: Usando los datos de la Tabla[6.2] obtenga el tiempo de activacién de las llantas
del robot 2 para recorrer 50 cm.

Distancia (cm)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Segundos

Figura 6.4: Curva de regresion lineal simple usando la Tabla

De acuerdo a la Tabla [6.2] y la Ecuacién [6.8] tenemos que m = 17.601 y b = 8.493. La
variable independiente es y que corresponde a la distancia recorrida y x serd la variable a
calcular. De este modo, tenemos el tiempo de activacion de los motores x = 2.358 segundos.
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Por ultimo, dadas las posiciones iniciales y finales establecidas en la Figura [6.3]en con-
junto con las tablas 6.1} [6.2] [6.3] y las Ecuaciones [6.6] [6.8] fue posible implementar el
seguimiento de trayectorias por medio de poses propuesta en este Capitulo de forma exitosa.
Asimismo, los experimentos de este trabajo fueron realizados dentro del Laboratorio de Re-
des Complejas (LRC) del IPICYT. Al mismo tiempo, para la implementacion se utilizaron
tres robots diferenciales Lego EV3 como el que se mostré en la Figura4.3]
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo de tesis se abordo6 el problema de control de formacién y seguimiento de
trayectorias para robots moviles. En particular, se investig el problema utilizando los mo-
delos matematicos de la cinematica de los robots méviles tipo uniciclo y diferencial, basado
en una estructura del lider y seguidor. Por otro lado, se estableci6 una topologia de interac-
cién entre los agentes fija con respecto al tiempo que les permitié llegar a un consenso de
posicién y orientacion entre ellos. Asimismo, un robot virtual fue introducido, de tal forma
que este robot virtual estableciera la trayectoria deseada para los robots seguidores. Asi que,
eventualmente, el problema de seguimiento de trayectoria se transformé en un problema de
formacién. De este modo, se disefiaron leyes de control en base las posiciones (x,y) y orien-
tacion 6 que le permitieron al grupo de robots seguidores perseguir la trayectoria deseada
situados a una distancia constante del robot lider virtual a lo largo del tiempo. ademds se
redujo el nd mero de controladores requeridos para lograr el objetivo de control. Mediante
resultados numéricos ejecutados en MATLAB se mostré que los controladores disefiados
utilizando la cinemadtica de robots mdviles tipo uniciclo arrojaron los resultados esperados,
es decir, el grupo de robots en poco tiempo de simulacidn, lograron situarse a una distancia
constante de la trayectoria deseada. Ademas, estableciendo una formacién especifica entre
ellos previamente propuesta mediante las leyes de control disefiadas. Por otro lado, cabe re-
saltar que el disefio de los controladores es menos complejo considerando la cinemadtica de
cada uno de los robots, ya que el modelo matematico que describe el movimiento de los
robots es més sencillo y por ende el disefio de los controladores. Sin embargo, al no consi-
derar las fuerzas externas e internas que afectan en el movimiento del robot, el controlador
es menos robusto ante perturbaciones externas e internas.

Posteriormente, se busc6 implementar los controladores disefiados para robots tipo dife-
rencial en robots Lego EV3. Estos mostraron problemas en las métricas de sus posiciones
actuales, ya que los sensores que contienen, no hicieron posible la determinacién de las ubi-
caciones reales y, por lo tanto, no se podia tener un sistema con lazo cerrado para el control
propuesto. Sin embargo, se trabajé con un esquema de seguimiento de poses para los ro-
bots, usando aproximaciones lineales para la el cdlculo de las distancias y los dngulos de
movimiento.
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7.1. 'Trabajo a Futuro

Como se observé en capitulos anteriores, los resultados experimentales para la aplicacién
de los controladores que resuelven el problema de formacién y seguimiento de trayectoria
para un robot movil diferencial Lego EV3 no fue posible. Asi pues, a futuro se propone utili-
zar otras técnicas para la geolocalizacion de los robots Lego EV3 como el procesamiento de
imégenes para detectar objetos y moverlos de un lado a otro, de tal forma que podamos seguir
una trayectoria establecida, y ademads, poder hacerlo manteniendo una formacién especifica.
Para lograr esto, se utilizard principalmente una computadora con buena capacidad de pro-
cesamiento de datos y una cdmara que se encargara de identificar a cada uno de los robots
que se encuentren dentro del rango de vision de la cimara. Por otra parte, las trayectorias y a
seguir por cada uno de los robots deben ser dibujadas en el drea de trabajo, de tal forma, que
la cdmara pueda identificarlas y retroalimentar el sistema para corregir la posicién actual con
respecto de la deseada.
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