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Resumen

En este trabajo se compara varios métodos y modelos de identificacion para sistemas
mecanicos. En particular se consideran los métodos de (1) minimos cuadrados y (2) vari-
ables instrumentales, asi como cuatro modelos de regresion: (a) Modelo Dindmico Implicito
(MDI); (b) Modelo de Regresion de Dindmica Filtrada (MRDF); (¢) Modelo de Regresion
de Energia Proporcionada (MREP) y (d) Modelo de Regresion de Potenica Filtrada (MRPF).
El primer método se implementa con los cuatro modelos, mientras que el segundo s6lo con
los dos primeros, es decir, el MDI y el MRDEF. La comparacidn se realiza tanto mediante
simulaciones numéricas como con datos experimentales obtenidos mediante una platafor-
ma experimental que implementa un péndulo motorizado. Se definen cuatro criterios para la
comparacion cuantitativa de los métodos y modelos, a saber: (a) Promedio del error relati-
vo; (b) Médximo error relativo; (¢) Promedio del error absoluto de la posicién y (d) Tiempo
de convergencia. Se reportan los resultados de forma sintética y se obtienen, entre otras,
las siguientes conclusiones: (1) los modelos basados en el principio de la conservacién de
la energia son sensibles al tipo de entrada que excita al sistema; (2) el método de minimos
cuadrados, a pesar de ser Optimo dentro de la clase de estimadores linelaes sin sesgo, pre-
senta cierta sensibilidad al ruido y a entradas que no excitan lo suficientemente al sistema;
(3) el método de variables instrumentales es una alternativa ttil para contrarrestar el efecto
de ruido en las sefiales medidas.

Abstract

This work, in the framework of system identification techniques, presents a comparison
of several methods and models commonly used for the identification of mechanical systems.
In particular, the two methods used are (1) least squares and (2) instrumental variables, and
the four regression models considered are (a) Implicit Dynamics Method (IDM); (b) Fil-
tered Dynamics Regression Method (FDRM); (¢) Supplied Energy Regression Model; and
(d) Filtered Power Regression Model. The first method is implemented with all four models,
whereas the second is only implemented with the first two models, namely IDM and FDRM.
The comparisons are made both via numerical simulations and analysis of measured data
obtained from an experimental platform which implements an actuated (motorized) pendu-
lum. Four different criteria are employed to carry out the quantitative comparisons, to wit:
(a) Mean relative error; (b) Maximum relative error; (¢) Mean absolute value of position
errors; and (d) Convergence (or settling) time. The results are reported in a concise way and
conclusions are finally drawn. The results are presented in a synthesized manner and we
obtain, among others, the following conclusions: (1)the models based on the energy conser-
vation principle are sensible to the type of input that excites the system; (2) the least squares
method, despite being optimal within the class of estimadores lineales sin sesgo, shows cer-
tain sensibility to noise and input signals which don’t produce a significant excitation on the
system; (3) the instrumental variables method is a useful alternative for reducing the effect
of noise in the measured signals.
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Capitulo 1

Introduccion

El propésito de este capitulo es el de presentar los conceptos basicos para realizar el
estudio de las técnicas de identificacion paramétrica aplicados a sistemas mecdnicos. En
primer término se presentan los principios e importancia de la identificacion, seguido de los
antecedentes tedricos. Posteriormente se explica la identificacion del modelo y por tltimo se
dan los objetivos de la tesis.

1.1. Principios e importancia de la identificacion

Para simular o controlar los movimientos de un robot manipulador adecuadamente y
con precision, es necesario disponer de su modelo dindmico con tanta exactitud como sea
posible. Esto implica conocer los parametros del modelo dindmicos del sistema. Aunque
existen esquemas de control robusto que pueden tolerar algunos errores en la exactitud de
los parametros del modelo dindmicos, otros suponen su conocimiento preciso. Los valores
exactos de los pardmetros del modelo dindmicos normalmente son desconocidos, incluso
para el fabricante del robot manipulador. Una forma de resolver este problema es desman-
telar los componentes del robot manipulador y realizar una serie de medidas, para evaluar
los pardmetros del modelo dindmicos. Esta técnica no es féacil de implementar y podria ser
imposible para todo fin practico medir las cantidades relevantes [3, 6, 2].

Para estimar los pardmetros del modelo dindmicos de un robot manipulador, se utilizan
técnicas de identificacion paramétrica, en las cuales es importante mencionar que se consume
una cantidad considerable de tiempo y esfuerzo. Pero es necesario, ya que se debe recordar
que una buena identificacion lleva a un buen control o a una buena simulacién [12, 11].

1.2. Antecedentes tedricos

La finalidad de esta seccion es presentar los conceptos basicos necesarios para realizar el
estudio de la identificacion paramétrica aplicada a robots manipuladores. En primer término
se presenta el concepto de robot manipulador, seguido del modelo dindmico y cinematico,
posteriormente se comenta el modelado de la friccion. Por tltimo se menciona la propiedad
de linealidad en los parametros de la energia total y el modelo dindmico de un robot manip-
ulador.



1.2.1. Concepto de robot manipulador

En la literatura se cuenta con varias definiciones de robots manipuladores. En este trabajo
de tesis se adoptard la siguiente definicion: mecdnicamente un robot manipulador es un brazo
mecdnico articulado formado de eslabones conectados a través de uniones o articulaciones
que permiten un movimiento relativo entre dos eslabones consecutivos [13].

El mecanismo de un robot manipulador consiste de dos distintos subsistemas, uno es el
efector final y el otro es la estructura mecdnica articulada (ver figura 1.1). El primero consti-
tuye la interfaz con la cual el robot interactia con su ambiente; este dispositivo esta previsto
para manipular objetos o para transformarlos. El segundo traslada al efector final a una posi-
cion y orientacion dadas, con la velocidad y aceleracion deseadas [6].

Figura 1.1: Robot manipulador de cuatro grados de libertad [13].

El movimiento de cada articulacion puede ser traslacional o rotacional. Bajo considera-
ciones razonables, el nimero de articulaciones en un manipulador determina el nimero de
grados de libertad. Las variables g1, ¢2, g3 y g4 mostradas en la figura 1.1, se refieren a
las posiciones articulares del robot. Dichas posiciones articulares, previa definiciéon de un
marco de referencia adecuado, denotan en consecuencia las posiciones, ya sean angulares
o traslacionales, de cada una de las articulaciones del robot. Para propodsitos analiticos, las
posiciones articulares se agrupan para formar el vector de posiciones articulares g [13]:

q1

q= q:Z : (1.1)

dn

A cada articulacion del robot le corresponde un actuador, que puede ser de naturaleza
electromecdnica, neumaética o hidrdulica. Dichos actuadores tienen como objetivo generar
fuerzas o pares, produciendo el movimiento de los eslabones y, en consecuencia, el movimien-
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to del robot como un todo. El conjunto de fuerzas y pares generados por los actuadores del
robot son agrupados para fines analiticos en el vector 7T, esto es [13]:

T

1= 1:2 . (1.2)

Tn

1.2.2. Modelo cinematico

El modelo cinematico de un robot manipulador contiene la descripcion de las posiciones
del manipulador con respecto a un marco de referencia fijo pero ignorando las fuerzas que
causan el movimiento de la estructura. En la figura 1.2, se muestra un diagrama abstracto
de un robot manipulador de n grados de libertad. Tradicionalmente, se coloca un marco de
referencia Cartesiano de tres dimensiones en cualquier lugar de la base del robot, siendo
denotado aqui por [xg yo zO]T [2, 6].

@ / Zn
A 7o RN

. Eslabon n
Union2

Z3
E.“% ? Q-+
Al &=

N Eslab6n1l ()2

N

A :

Unién 1

v

Yo

Xo

Figura 1.2: Diagrama abstracto de un robot manipulador de n grados de libertad [13].

Cinematica directa: Esta consiste en el célculo de la posicion y orientacion del efec-
tor final con respecto al marco de la base, en funcién de los dngulos que existen entre las
articulaciones. Es una relacion de la forma:

x=f(q) (1.3)

donde ¢ es el vector de posiciones articulares y x es el vector de coordenadas cartesianas del
efector final, el cual esta representado por la siguiente ecuacion:



x=|"" (1.4)

fa(q)

Cinematica Inversa: El problema cinematico inverso consiste en calcular los posibles
conjuntos de dngulos entre las articulaciones a través de los cuales es posible llevar al efector
final del robot a una configuracién de posicion y orientacion dadas. La relacion entre la
posicion cartesiana x y la posicion articular g esta representada por la siguiente ecuacion:

~1
q=f"" (x). (1.5)
Este problema es mucho mas complejo que en el caso de la cinematica directa por las
siguientes razones:

= Las ecuaciones a resolver son en general no lineales, para las cuales no siempre es
posible encontrar una solucion que pueda expresarse explicitamente.

= Podrian existir multiples soluciones, incluso una infinidad de ellas.

= Podria no haber soluciones, dependiendo de la estructura cinematica del robot manip-
ulador.

1.2.3. Modelo dinamico

El modelado dindmico de un robot manipulador establece una relacién dindmica entre las
fuerzas ejercidas en la estructura y la posicion, la velocidad y la aceleracion de las uniones.
Existen dos métodos para obtener el modelo dindmico: el método de Lagrange y el método de
Newton - Euler. El primero es mas simple y sistematico. El ultimo se complica notablemente
cuando aumenta el ndmero de articulaciones del robot. Sin embargo, este Gltimo es més
eficiente desde un punto de vista computacional. En este trabajo de tesis se utiliza, para
obtener las ecuaciones dindmicas, el método de Lagrange [13, 2].

Considérese un robot manipulador que se compone de n eslabones como se muestra en
la Figura 1.2. El Lagrangiano L de un robot manipulador de n grados de libertad se define
como la diferencia entre su energia cinética K y su energia potencial U:

L(g.9) =K(9,9)—U(q). (1.6)
La ecuacion de movimiento de Lagrange para un robot manipulador de n grados de lib-
ertad, considerando fuerzas de friccion entre las uniones de los eslabones, es:

d [JL oL

7 {aq(q,q)] 3 (4,9) f(q) (1.7)
donde T es el vector de fuerzas y pares generados por los actuadores del robot (ecuacion
(1.2)). L(q,q) es el Lagrangiano (ecuacién (1.6)) y f(4) es el vector que representa la fric-
cion en las uniones, el cual se supone desacoplado en el sentido de que f; depende unica-

mente de g;:



=" (1.8)

El uso de las ecuaciones de Lagrange para el modelado dindmico de robots manipu-
ladores de n grados de libertad requiere el cdlculo de la energia cinética y la energia poten-
cial. La energia cinética K (¢, ¢) de un robot manipulador se expresa como:

1
K(q,9)=34'M(9)q (1.9)

donde M(q) de n x n es denominada matriz de inercia, la cual cumple con la propiedad de ser
simétrica definida positiva para todo g € R" y la energia potencial U(g) depende del vector
de posiciones articulares ¢. Por lo tanto, el Lagrangiano L(q,q) dado por la ecuacién (1.7),
es en este caso:

1
L(g:4) =54 M(9)4-U(q) (1.10)

y con esta forma para el Lagrangiano, la ecuacion de movimiento de Lagrange (ecuacion
(1.7)) puede expresarse como:

d[o]l ; d[1 U (q)
— = =g M | —=|=g M ; —=1—f(q). 1.11
p [aq' [261 (q)qH 3 [24 (q)q] + 3 " f(q) (1.11)
Tomando en cuenta las ecuaciones anteriores, la ecuacion de movimiento toma la forma:
SRR B 4 9U(q .
M(q)q+M(q,q)q—§g] [4"M (9)4] +% =1—f(q) (1.12)

o de modo compacto

M(q)§+C(q,4)q+g(q)+f(g) =7 (1.13)

donde ¢, ¢, § € R" son los vectores de posiciones, velocidades y aceleraciones articulares,
respectivamente, M (q) € R™ es la matriz de inercia del manipulador, y T, C(q,4) ¢, g(q),
f(g) € R" son vectores de fuerzas y pares externos, centrifugos y de Coriolis, de gravedad
y de friccion, respectivamente, con C (g,q) € R™ denominada matriz de Coriolis y g(q)
obtenido como el gradiente de la energia potencial del robot.

1.2.4. Modelado de la friccion

Cuando los eslabones de un robot manipulador entran en movimiento, se producen fuerzas
de friccién que se oponen a este movimiento. El estudio de estas fuerzas es algo complicado,
ya que depende de varios factores como la naturaleza de los materiales en contacto, lubri-
cancion entre ellos, temperatura, etc. Para modelar el vector de friccion en las uniones del
robot manipulador, representado por f(g) en la ecuacién (1.13), es comin ver en la liter-
atura modelos estdticos. Un modelo estatico clasico de friccién es aquél que combina los
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fendmenos de friccién viscosa y de Coulomb. La friccién viscosa representa una fuerza lin-
ealmente relacionada con la velocidad del eslabon. La friccion de Coulomb es una fuerza que
tiene una amplitud constante con respecto al cambio de velocidad del eslabdn, pero el signo
de la fuerza cambia al invertir la direccion de esta velocidad. En la figura 1.3 se muestra la
relacion funcional entre las fuerzas de friccion viscosa y la friccién de Coulomb con respecto
a la velocidad.

(a) Friccién viscosa {(a) Friccién de Coulomb

Figura 1.3: Gréfica de la friccién en funcién de la velocidad.

Una representacion que se encuentra frecuentemente en la literatura para el modelado de
las fuerzas de friccion es la siguiente:

f(4) = fvg+ fesign(q) (1.14)

donde f, y fc son matrices de n X n diagonales definidas positivas. Los elementos de la
diagonal de f, corresponden a los pardmetros de friccion viscosa mientras que los de fc a
los de friccion de Coulomb. La funcién signo viene dada por:

1 si x>0
sign(x)=¢ 0 six=0
—1 si x<0.

1.2.5. Propiedad de linealidad en los parametros de la energia total y el
modelo dinamico de un robot manipulador

Una particularidad importante de la energia total y el modelo dindmico de un robot
manipulador es que pueden expresarse en términos lineales de los pardmetros del modelo
dinamicos. Esta caracteristica es basica para realizar la identificacion de estos sistemas.

La energia total £ de un robot manipulador de n grados de libertad es la suma de sus
energias cinética K y potencial U:

E(q,9) =K(q,4)+U (q) (1.15)

donde g representa el vector de posiciones articulares dado por la ecuacién (1.1).

6



En el caso de las energias K y U la linealidad con respecto a los pardmetros del modelo
dindmicos se da de la siguiente forma:

K(q.9) =9k (3.9)" Ok (1.16)

Ul(q) =9u(q)" 6y (1.17)

donde @k y @y son funciones vectoriales de p; X 1y pp X 1 respectivamente, Ok y Oy vec-
tores de p; X 1y p X 1 que contienen los pardmetros del modelo dindmicos del robot ma-
nipulador.

Por lo tanto, la energia total (ecuacion (1.15)) puede escribirse como una regresion lineal
en los parametros del modelo dindmicos:

E(q.9)=0£(q.9)" Ok (1.18)
. . T
donde ¢z (¢,d)" = |9k (4.)" ¢u(9)"| y 6 = [0F 0F]".
Usando las ecuaciones (1.16) y (1.17), se tiene que el Lagrangiano L(q,q) del robot
manipulador puede expresarse como:

L(4,9) =¢1(q.9)" Ok (1.19)
donde

0L(a:0)" = |ox (2.0 —ou(@)']. (1.20)

Asi de las ecuaciones de Lagrange (ecuacion (1.7)) se obtiene:

dt g dq

Para la friccién de las uniones del robot manipulador, en este trabajo de tesis se consid-
eran la friccién de Coulomb y la friccion viscosa. Estas fricciones son lineales con respecto
a sus coeficientes, por lo tanto se tiene que:

]eE:r—ﬂq‘)- (1.21)

f(4) =or(q)0F (1.22)

donde @f es una matriz n X 2n dependiente de ¢ y O es un vector de 2n x 1, el cual contiene
los coeficientes de friccion de Coulomb y viscosa. Por lo tanto la ecuacion (1.21) se puede
escribir como:

H% {a(PLa(ZQ)} _acha(jci)} (PF(4>19:T (1.23)

donde

0=[oF oF]" (1.24)

denota el vector de los pardmetros del modelo dindmicos y de friccion.
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Finalmente comparando las ecuaciones (1.13), (1.23) se obtiene la propiedad fundamen-
tal de la dindmica de un robot de ser lineal con respecto a sus parametros del modelo dindmi-
cos [13]. Asi, se obtiene:

M(q)§+C(q,9)q+8(q)+f(4) =Y (4,4,§)0 =1 (1.25)
donde Y (q,4,¢) es una matriz n X p cuyos elementos estdn definidos por los términos del
lado izquierdo de la ecuacion (1.25), 0 es un vector p x 1 el cual contiene los parametros de
friccién y los pardmetros del modelo dindmicos del robot manipulador.

1.3. Identificacion del modelo

La identificacion de sistemas se define de varias formas en la literatura cientifica. La
definicion mds usada, es la que establece a la identificacién de un sistema como el proceso de
determinar los valores de los pardmetros que caracterizan sus propiedades fisicas de acuerdo
con un criterio determinado [12].

En el presente trabajo se estudian varios esquemas que han sido propuestos en la liter-
atura para identificar los parametros del modelo dindmicos de robots manipuladores. Estos
métodos presentan varias caracteristicas en comun:

1. La consideracién de la propiedad de linealidad en los parametros del modelo del robot.
2. Estimacion de los pardmetros analizando las salidas generadas por entradas conocidas.

3. La estimacion de los valores de los parametros usando técnicas de regresion lineal.
Una estructura posee regresion lineal cuando la salida estimada puede representarse
por la ecuacion:

y(t)=¢" ()6 (1.26)

donde @ (¢) estd determinado por los términos del modelo del sistema, el cual es cono-
cido como vector de regresion y 0 es el vector de pardmetros.

1.4. Objetivo de la tesis

El objetivo principal de este trabajo de tesis es documentar técnicas de identificacion
paramétrica aplicadas a sistemas mecdanicos y realizar un andlisis comparativo del cual se
pueda concluir cudles de tales técnicas resultan mas o menos eficientes y las razones que
conducen a ello.

Para poder llevar a cabo la identificacion paramétrica de un sistema mecdnico, es nece-
sario tener un modelo que represente con exactitud su comportamiento. Este modelo puede
ser dindmico o estar basado en el principio de la conservacion de la energia. En la mod-
elacion se suele evitar el uso directo del valor de la aceleracién de las uniones del robot y
para ello se suele sustituir este valor por medio de integrales o filtros que eviten su calculo.
En el presente trabajo se consideraran los siguientes modelos de identificacion de sistemas
mecanicos [6, 11, 3]:



Modelo dindmico implicito

Modelo de regresion de dindmica filtrada

Modelo de regresion de energia proporcionada

Modelo de regresion de potencia filtrada.

Los métodos de identificacion son los algoritmos que estiman los valores de los pardmet-
ros desconocidos del sistema. En este trabajo se considerardn los siguientes métodos de
identificacion paramétrica:

» Método de minimos cuadrados

s Método de variables instrumentales



Capitulo 2

Identificacion

El objetivo de este capitulo es presentar los métodos y los modelos de identificacién que
se documentaran y analizardn en este trabajo de tesis. En la primera parte se presentan dos
métodos de identificacion: el método de minimos cuadrados y variables instrumentales. En
la segunda parte se presentan cuatro modelos de identificacion: modelo dindmico implicito,
modelo de regresion de dindmica filtrada, modelo de regresion de energia filtrada y modelo
de regresion de potencia filtrada. Por dltimo, en la tercera parte se especifica como se evita
calcular el valor de la aceleracién realizando los desarrollos de los modelos de identificacion
utilizando la dindmica de un péndulo simple.

2.1. Meétodos de identificacion

La identificacion paramétrica se lleva a cabo a través de un algoritmo matemaético que
asume una modelacién especifica del sistema. Dos métodos serdn presentados en esta sec-
cion.

2.1.1. Minimos cuadrados

El método de minimos cuadrados es una técnica basica para estimacion de parametros.
Consiste en buscar los pardmetros desconocidos de tal forma que la suma de los cuadrados de
las diferencias entre los valores observados y calculados, sea un minimo. El método puede ser
aplicado a una gran variedad de casos de estudio en muy diversas dreas del conocimiento.
Es particularmente simple si el modelo tiene la propiedad de ser lineal en los pardmetros.
Consideremos el siguiente modelo de regresion [S]:

$(k)y=¢(k)o 2.1)

donde § (k) representa la variable de salida calculada, @ (k) un vector p x 1 del sistema el cual
estd formado por elementos plenamente determinados, y 0 es el vector p x 1 de pardmetros
desconocidos. El modelo es indexado por la variable k, que toma valores en N y denota el
tiempo de muestreo. El problema consiste en determinar los pardmetros de tal manera que la
salida del modelo en la ecuacion (2.1) sea lo mds cercana posible a la variable medida y (k)
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de acuerdo al criterio de minimos cuadrados. Asi pues, los pardmetros desconocidos 0 son
estimados de tal forma que se minimice una la siguiente funcién de “costo” [5]:

()= ¢’ (i)6)’ 2.2)

k
V(0,k) =

| =

1

Algoritmo fuera de linea

El célculo fuera de linea de los pardmetros del modelo dindmicos de un sistema por el
método de minimos cuadrados, es utilizado en aquellas aplicaciones en que no se requiere un
ajuste continuo del modelo. Para poder expresar la solucién analitica al problema de minimos
cuadrados, se define la siguiente notacion [5]:

Y (k) =[(1) y(2) .. y(K)]" (2.3)
E(k)=[e(1) e(2) ...e(k)]" (2.4)
@i(l)
® (k) = ? :(2) (2.5)
o7 (k)
f -1
Pk) = (@7 (k)@ (k) ' = (Z(p(i)cpT (i)) : (2.6)
i=1

donde k es el indice que corresponde a la lectura “actual”, €(i) es el error residual en el
muestreo i definido como

e(D)=y@i)—9(@)=y(i)— ¢ (i)6 2.7)

siendo 8 € R? el vector de pardmetros estimados. Nétese que P (k) estd definida si y sélo si
&7 (k)P (k) es invertible, i.e., las columnas de ®(k) son linealmente independientes.
Habiendo definido esta notacidn, la funcién de costo (ecuacidn (2.2)) puede escribirse como:

k
Y& () = 5E (E® =5 |E® 23)
i=1

V(0,k) =

Y

donde ||x|| = \/x% +x3+...+x2 y E(k) se define mediante

A

E(k)=Y (k)—Y (k) =Y (k) —® (k)6 (2.9)

La solucioén al problema de minimos cuadrados es dada por el siguiente teorema.
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Teorema 1 (Minimizacion de la funcion V, [5]) Para todo k € N, la funcién 6 — V (0,k)
admite un minimo en todo vector 0 tal que

&7 (k)®(k)6 = @7 (k)Y (k) (2.10)
Ms atin, si ® (k)®(k) es no singular, entonces el minimo 8 es tinico y estd dado por:

0= (@ (k)D(k)) ' (k)Y (k) 2.11)

Algoritmo en linea

Existen aplicaciones para las cuales es necesario hacer la identificacion de los pardmetros
del sistema en tiempo real. El método de minimos cuadrados fuera de linea requiere de una
memoria que aumenta con el nimero N de muestras, ya que se requiere almacenar N vectores
¢ (k). Esto hace que aumente el nimero de renglones N de la matriz ®. Para solucionar este
problema se utiliza un algoritmo recursivo. La idea principal de los algoritmos recursivos es
que las ecuaciones pueden ser arregladas de tal manera que los resultados obtenidos para el
muestreo k — 1 puedan ser usados para obtener la estimacién en el muestreo k.

Sea 0 (k — 1) la estimacién de minimos cuadrados basada en la muestra k — 1. Asumiendo
que la matriz ®T (/)®(i) es no singular para i = 1,...,k, y considerando la ecuacién (2.6),
podemos escribir que [5]:

‘ ~1
P(k) = (@7 ()@ (k) ' = (Z@(z‘)@T (i)) (2.12)
i=1
k k—1
P (k) =" (k)@ (k) = ;W) o' (i) = ; 0 (i) 0" (i) + ¢ (k) o" (k) (2.13)
Pl (k) =P ' (k=1)+@(k)o" (k) (2.14)

De la ecuacion (2.11) se tiene que

k -1/ k
0 (k) = (;(P(i)(PT (i)> (;(P(i))’(i)) = P (k) (Z(P(i)y(i)) (2.15)

lo cual se puede escribir de la siguiente forma

k—1
0 (k) =P (k) (Zl (p(i)y(i)+(p(T)y(k)> (2.16)
k—1 R
Z(P(i))’(i):P*I(k—l)G(k—l) (2.17)

De la ecuacidn (2.14) obtenemos
P (k=1) =P (k) =@ (k) o" (k) (2.18)
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Sustituyendo la ecuacion (2.18) en (2.17)

T 0050~ (7 (-9 ()84~ .19

La estimacion en el muestreo k puede ser escrita como:
O(k) =P (k) [P (k) (k—1) =@ (k) 0" (k)& (k— 1)+ (k)y (k)] (2.20)
0(k)=0(k—1)=P(k) @ (k)" (k)6 (k—1)+P (k)¢ (k)y (k) (2:21)
0(k) =0(k—1)+P(k) (k) (y(k) — " (k)8 (k—1)) (2.22)
0(k)=0(k—1)+K (k)e(k) (2.23)

donde

K (k) =P(k)o(k) (2.24)
e(k) =y (k)—o" (k)6 (k—1) (2.25)

Para terminar de obtener el método recursivo, es necesario obtener una ecuacion recursiva
para P (k) y se utiliza el siguiente Lema de Inversion del dlgebra matricial.

Lema 1 (Inversion Matricial, [S]) Sean A,B,C y D matrices cuadradas k X k tales que A, C
y C~' 4+ DA™ B sean invertibles. Entonces A + BCD es invertible, y

(A+BCD) ' =A'—A"'B(C"'+DA'B) ' DA™ (2.26)
Demostracion: Multiplicando de manera directa se encuentra que [5]

(A+BCD) YA ' —A'B(C'+DA"'B) DA™

—I+BCDA™' —B(C '+ DA™ 'B)"'DA™' —BCDA"'B(C"' +DA™'B)"'DA™!  (2.27)

=I+BCDA™' —BC(C"'+DA™'B)(C"'+DA™'B)"'DA™! (2.28)

=10 (2.29)

Usando la ecuacién (2.14) se obtiene:

P(k)= (P~ (k=1)+o (k) o7 (k)" (2.30)

Aplicando el Lema de inversion matricial a P(k), considerando que C en la Eq. (2.26) es la
matriz identidad, se tiene que:
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-1

Pk)y=Pk—1)—Pk—-1)ok) (I+o" (k)P(k—1)o(k)) o' (K)P(k—1) (231

Esto implica que:

K(K)=P(R)Q(K) =P(k—1D)o(k) (I+¢" MP(-Do®) " (232)

Los calculos recursivos son resumidos en el siguiente teorema.

Teorema 2 (Estimacién por minimos cuadrados recursivo, [5]). Suponga que la matriz ® (k)
es de rango completo, i.e., ®' (k) ® (k) es invertible para todo k > ko. Dados 0 (k) y P (ko) =
(@7 (ko)d)(ko))*l, el vector (k) = (®7 (k)®(k))~'®T (k)Y (k) satisface también las sigu-
lentes ecuaciones recursivas

0(k)=0(k—1)+K (k) (y(k)—¢" (k)8 (k—1)) (2.33)
K(k)=P(K)o(k)=Pk—1)@(k) I+ () P(k—1)o (k)" (2.34)
Pk)=(I1-K(k)o" (k))P(k—1) (2.35)

2.1.2. Variables instrumentales

El método de variables instrumentales se puede utilizar cuando no se estd interesado
en modelar las perturbaciones. La forma del algoritmo es similar al de minimos cuadrados
sustituyendo el vector ®7 (N) por otro ®7 (N) que no estd correlacionado con £(k). En su
version recursiva, se suele inicializar con los parametros estimados por el método de mini-
mos cuadrados, debido a que una inadecuada eleccion de los pardmetros iniciales puede dar
lugar a una identificacion defectuosa. Este método proporciona mejores resultados que el
algoritmo de minimos cuadrados en aquellos casos en que existe algtn tipo de correlacion
entre el ruido y la salida del sistema [8].

Algoritmo fuera de linea

Consideremos nuevamente el modelo dado por la ecuacion (2.1):

N T
J(k) =0 (k)" 6

La estimacién de 6 por el método de minimos cuadrados queda determinado, para cada

valor del indice de muestreo k, por la ecuacién (2.11):
A -1
0(k) = (@' (k)@(k)) @' (k)Y (k)

Debido a la correlacion entre @(k) y el error de prediccion €(k), la estimacién por el
método de minimos cuadrados no tiende a 0 en casos tipicos. Lo que se hace para re-
solver este problema es que se sustituye @7 en la ecuacién (2.11) por &7 = &7 (k) =
(@(1) ®(2) ... ¢(k)) donde (k) esta correlacionada con las variables de regresion pero
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no esta correlacionada con el ruido de medicién. A @ se le llama variable instrumental. Asf,
la estimacion de 6 para el método de variables instrumentales queda determinado por:

B(k) = (BT (k)@ (k) "' oK) Y. (2.36)

Existen diferentes maneras para calcular ®(k) [7]. En este trabajo de tesis se obtiene de
un modelo auxiliar que calcula las salidas del sistema sin ruido y esta representado por la
ecuacion que modela el comportamiento del sistema [7].

Algoritmo en linea

Alternativamente una representacion recursiva del método de variables instrumentales,
estd dada de la siguiente manera [4]:

0(k)=06(k—1)+K (k) (y(k) —¢" (k)6(k—1)) (2.37)
K(k)=P(K)o(k)=Pk—1)o(k) (I+o" () P(k—1)§(k) " (2.38)
Pk)=(I-K(k)o" (k))P(k—1) (2.39)

2.2. Modelos de identificacion

Como se menciond en el Capitulo 1, el modelo dindmico de un robot manipulador de n
grados de libertad puede ser representado por la ecuacion:

T=Y(4.4,4)8 (2.40)

la cual cuenta con la propiedad de linealidad en los pardmetros del modelo dindmicos.
Ademés, los métodos de minimos cuadrados y variables instrumentales, pueden ser apli-
cados al modelo matematico de esta ecuacidon como ya se menciond anteriormente.

Existe un inconveniente cuando se quiere aplicar directamente el método de minimos
cuadrados o el de variables instrumentales a la ecuacion (2.40), y es que se necesita conocer
el valor de la aceleracion de las uniones del robot manipulador. Esto es complicado, puesto
que tipicamente no se cuenta con acelerémetros, pues resultan muy costosos, y la alternativa
para estimar las aceleraciones, a saber, la difereciaciéon numérica es muy sensible al ruido.
Para resolver este inconveniente en la literatura se han propuesto varios modelos de identi-
ficacion. En este trabajo de tesis se consideran cuatro modelos, dos de los cuales utilizan la
propiedad de linealidad del modelo dindmico en el vector de pardmetros 0 y los otros dos
utilizan la propiedad de linealidad de la funcion de la energia mecénica en los parametros
del modelo.
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2.2.1. Modelo dinamico implicito

En el modelo dindmico implicito se parte de la propiedad de linealidad en los pardmetros
del modelo dindmico de un robot manipulador de n grados de libertad, el cual esta repre-
sentado por la ecuacién (2.40). Esta ecuacién, como ya se menciond, es equivalente a la
ecuacion (1.23), de donde tenemos:

H% {E)(PLB(;‘LQ')} _a(PLa(qu')} QF(Q):|6=’C. a1

A través de este modelo es posible realizar la identificacion sin necesidad de calcular la
aceleracion de las uniones del robot manipulador. Para lograrlo, se integran ambos lados de
la ecuacién (2.41), obteniendo:

[ 26 | Setatoraon] ao- [ Peta(o)atonas] [ ortatonas] o=

/Otr(cs)dc (2.42)

/t‘c(c)dc (2.43)
0

Considerando aa—q;L (¢(0),4(0)) = 0, se obtiene

u=Y1(q,4)0 (2.44)
donde
T = /Ott(c) do (2.45)
0 1o
(e = || Peta0.a0) - [ Beatehaondo] [ orlalodo]o (o)

La ecuacion (2.44) representa el modelo dindmico implicito, el cual, ya no depende de la
aceleracion de la uniones del robot manipulador.

Considerando el método de minimos cuadrados, el error de prediccion para este modelo
estd definido como:

e(k) = 1(k) — ¥;(q,4) (k)B(k—1). (2.47)
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2.2.2. Modelo de regresion de dinamica filtrada

La idea principal de este modelo de regresion de dindmica filtrada consiste en aplicar un
filtro de primer orden a ambos lados de la ecuacién (2.41), con el objetivo de evitar calcular
la aceleracion de las uniones del robot manipulador. La funcién de transferencia del filtro se
muestra en la ecuacion (2.48), donde A > 0:

A
fs)= s+A

Aplicando este filtro de primer orden a ambos lados de la ecuacién (2.41) obtenemos:

(2.48)

0= L’c (2.49)

S+A

Hsix%[awa(;’q)} _sixa%a(j’qw sjfx‘pF(‘”}

As [99L(q,9) A 99L(g,9) A N
Hs—k?»{ Y, }_s—l—?» Y, ] S+7»(pF(Q)1e_s+xT (2.50)

Por lo tanto, el modelo de regresion de dindmica filtrada puede ser escrito como:

T =Yr(q,9)0 (2.51)
donde
A
=T (2.52)
o [[ As [90L(q,9)] A 99L(q,9) A :
Yf(q,q)e—HHk{ % P s+x(PF(q> 0 (2.53)

Tomando en cuenta el método de minimos cuadrados, mencionado anteriormente, pode-
mos obtener la expresion del error de prediccion para este modelo de regresion:

e(k) =ts (k) =Yz (q,9) (k)B (k—1) (2.54)

2.2.3. Modelo de regresion de energia proporcionada

El modelo de regresion de energia proporcionada se basa en el principio de conservacion
de la energia, que establece que la energia mecénica total suministrada a un robot manipu-
lador es igual al cambio de la energia interna del sistema.

La energia mecénica del sistema se define como la suma de la energia potencial y la
energia cinética. Como se vio en el Capitulo 1, la energia cinética de un robot manipulador
depende de la posicién y la velocidad de las uniones y la energia potencial depende sélo de
la posicion. Asi pues, la energia mecédnica del robot manipulador se puede expresar con la
siguiente ecuacion:

E(q,9) =K(q,9)+U (q) (2.55)
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Aplicando el principio de la conservacion de la energia a un robot manipulador con-
siderando fuerzas disipativas (friccién), se obtiene que la energia suministrada al sistema,
menos la energia disipada, es igual al cambio interno de la energia del mismo:

t t
[ 1@ d@)do~ [ 4(0)" f(a(e))do = Ela(1).4()) ~E(@(0).4(0))  2:56)
En el instante ¢ = 0, se considera que la energia interna del sistema es cero, asi que:

E(q(0),4(0))=0 (2.57)

y por lo tanto se obtiene:

[+ a@do=E@0.a)+ [ 40 flae)ds. @5

Como se comento en el Capitulo 1, sabemos que la energia total y las fuerzas de friccion
de un robot manipulador son lineales con respecto a sus pardmetros del modelo dindmicos,
por lo tanto la Ecuacién (2.58) se puede escribir como:

t .
| 1(0) 4(0)do = 0c(q(0).a(1))" 05+ ¢F (4(1))6r 259
y finalmente de esta propiedad fundamental se obtiene:

t

/O "2(0)7 () do = [¢E<q(r>,q(r>>T /0 (o) ¢r(q(c))do| 6 (2.60)

Esta ecuacion representa el modelo de regresion de energia proporcionada, donde 6 = [Gg 9;] T
Cabe hacer la observacion de que este modelo no depende de las aceleraciones de las uniones
del robot manipulador.

El error de prediccion usando el algoritmo de minimos cuadrados para este modelo de
regresion se define por la ecuacion:

e = [ 2(0) 4(0)d5 - |ela.0)” 1) [ a0 ora(oas|8k-1) @61

donde & denota el periodo de muestreo.

2.2.4. Modelo de regresion de potencia filtrada

El modelo de regresion de potencia filtrada utiliza, al igual que el modelo de regresion
de energia proporcionada, el principio de conservacion de energia. Este dltimo establece que
la energia mecdnica total aplicada a un robot manipulador, es igual al cambio interno de la
energia del sistema.

La idea principal del modelo de regresion de potencia filtrada es filtrar ambos lados del
modelo de regresion de energia proporcionada, con la finalidad de remplazar las integrales.
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La funcién de transferencia para el filtro utilizado en este modelo de regresién es dado por
la ecuacion (2.62), donde A > 0.

A
1) ="

Aplicando el filtro a ambos lados de la ecuacion (2.60), se tiene:

(2.62)

As [! T . ] As L onT AT 7 .
e a@do = | Feca a0 2 [ae eraonas|o e
y finalmente se obtiene:
A A A
S0 a0 = | S0 Sder@]e o

Esta ecuacion representa el modelo de regresion de potencia filtrada, el cual es lineal en los
parametros del modelo dindmicos y no depende de la aceleracion de las uniones.

El error escalar de prediccion para el modelo de regresion de potencia filtrada, aplicada
al método de minimos cuadrados estd definido por la siguiente ecuacién (2.65).

)= 5 () 0| Zee @ 0, 5w @0 86-1) 269

Notese que un filtro pasa altas se comporta similarmente a un diferenciador numérico
para bajas frecuencias pero el filtro debido al factor s+ A no tiene la sensibilidad al ruido que
tiene el diferenciador.

2.3. Modelos de identificacion aplicados a un péndulo sim-

ple.
Sea
I si x>0
s(x) = { 0 six<0 (2.66)
1
la dindmica del péndulo simple estd definida por la siguiente ecuacion:
JG+mgl.sin(q) + fug+ fe18(q) — fras(—¢) =7 (2.67)

donde g denota la posicion angular del eslabon, m la masa del péndulo, /. 1a longitud desde la
unién al centro de masa del eslabon (ver figura 2.1), J = mlf +1, I es el momento de inercia

'Nétese que s (x) = 1 —u(—x), donde u(x) es la funcién escalén, i.e.

() = 1 six>0
MY~ 0 six<0
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con respecto al centro de masa, g la aceleracion de gravedad, f, el término de la friccién
viscosa, f.1 y fe2 son los valores de fuerza de friccion seca (i.e. de Coulomb) que se oponen
al movimiento en sentido positivo y negativo, respectivamente del péndulo. Los pardmetros
dindmicos y de friccion quedan determinados por: 01 =J, 0, =mgl., 03 = f,, 04 = fc1 y
05 = foo.

g

Figura 2.1: Péndulo simple.

Debido a que se puede realizar una parametrizacion de las energias cinética y potencial,
el vector de pardmetros estimados para el caso del péndulo simple queda definido por:

0 =[0; 67 (2.68)
0r =[0; 64 0s)" (2.69)
0=1[oL of] . (2.70)

Por lo tanto, la ecuacion (2.67) puede ser escrita de la siguiente forma:

Y(g,4,4)0=1 (2.71)

donde Y (¢,4,4) = [¢ sin(q) ¢ s(¢) —s(=4)l.

Modelo dinamico implicito

Como ya se ha mencionado en el modelo dindmico implicito para no utilizar el valor
de la aceleracion de la unién del péndulo simple en el proceso de identificacion se integran
ambos lados de la ecuacion (2.71).

kh
/ Tdo =
0
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[/Okhq(cs)dc /Okhsin(q(cs))dc /Okhq(c)dc /Okhs(q(c))dc _ /Okhs(_q-(c))dsle

(2.72)

donde se ha considerado que ¢(0) = 0, y asi se obtiene la ecuacion (2.73) la cual ya no
depende de la aceleracion de la unién del péndulo.

kh
/ Tdo =
0

v [snatonas [Mitwys [ sepo - /khs<—q<o>>do] 0. @73

0

Al aplicar este método de identificacion al péndulo simple, el error de prediccion queda

definido como:

donde

Mg =|a [ sinta(o)ao

1 (k) —Yi(q,q)(k)B(k—1)

kh

0

Modelo de regresion de dinamica filtrada

(2.74)

(2.75)

oo [ staonas | khs(—q<c>>dc]

(2.76)

En el modelo de regresion de dindmica filtrada, se aplica a ambos lados de la ecuacion
(2.71) el filtro dado por la ecuacién (2.48), obtenemos:

A T= A 2 sin
st |s+al s+

A ‘c— [ As . A L
s+A _s+7uq s

Ao
(9) s+—7ﬂ
A

(9) mq

A
s+A

) A
3(9) TN

) A
s(q) _S—f—?\,

De esta manera se evita usar la aceleracion de la unién del péndulo simple.
Utilizando este método de identificacién al péndulo simple, el error de prediccion se

define como:

donde

e(k) =1y (k) —Yr(q,9) (k)

21

B(k—1)

) (2.77)

qufe (2.78)

(2.79)



T (k) = T (2.80)

As A in(q) A A A
s+7»q S+}Lsmq s+7Lq

Yr(q,q) (k) =

Modelo de regresion de energia proporcionada

La energia mecanica del péndulo simple se expresa como E(g,q) = 1J¢* 4+ mgl.(1 —

cos(q)), aplicando el principio de la conservacién de la energia dado por la ecuacién (2.56)
y recordando que se considera E (¢ (0),¢(0)) = 0, se obtiene:

[ w07 d(0)do =

kh kh kh
S+ mel(1—cos(@)+1, [ 4(0)a(@)do+a [ a(@)s(d(@)do—fa [ 4(0)s(~q(0))do:
(2.82)
Como se ha mencionado, la energia total y las fuerzas de friccion son lineales respecto a
sus parametros del modelo dindmicos, por lo tanto la ecuacion (2.82) se puede escribir como:

[ w0 (o) do =

kh kh kh
57 1-esl) [ aPdo [ ao)satonds — [ ato)s(-qto)do] o
(2.83)
la cual no depende de la aceleracion de la union del péndulo simple.
El error de prediccion para este método aplicado al péndulo simple se define como:

kh

e = [ 0" 4o [0c@a W) [ a0 arla(oNas|sE-1) 24

kh

{(PE(CI,CZ)T(/C)/O Q(G)T(pp(q(c))dc} —

2 1eoste) [ afords [ de)statoNds — [ d(o)s(~qfo))do| 285)
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Modelo de regresion de potencia filtrada

Como ya se ha mencionado el modelo de regresion de potencia filtrada también se basa en
el principio de la conservacion de la energia. Por lo tanto, se realizan los mismo desarrollos
que en el modelo de regresion de energia proporcionada para llegar a la ecuacién (2.83). La
diferencia entre estos dos modelos es que en el modelo de regresion de potencia filtrada con
la finalidad de eliminar las integrales se utiliza el filtro dado por la ecuacion (2.62) y se aplica
en ambos lados de la ecuacién (2.83), de esta forma se obtiene:

As M T . B
= [T 30" d(0)do =
As |1 ki kh K
S—:X licﬂ 1 —cos(q) /0 j(c)*do /0 4(o)s(¢(o))do _/o (](G)s(—q’(c))dc}e
(2.86)
Ao
T
As 1 5 As Ao, A o .
Lmiq “ialmeos(a) T mas@) —H—kqs<—q>}e (2.87)

Asi la ecuacion (2.87) no depende de la aceleracion de la union del péndulo simple y tampoco
es necesario integrar.
El error de prediccién para este modelo aplicado a un péndulo simple se define como:

. VTR .
W)= 5 () 0~ | Z0e @ 0, 5 0 @0 86-1) @8y
donde
A A
2000 . S or (@) -
}\«S 1.2 7\«S }\« .2 }\4 . . 7\« . .
s —s_l_x(l—COS(CI)) g qu(Q) —mqs(—Q)} (2.89)
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Capitulo 3

Simulaciones

En el presente capitulo se presenta la simulacion de los métodos de minimos cuadrados y
variables instrumentales para determinar los pardmetros dindimicos de un robot manipulador
de un grado de libertad (péndulo simple). Los cuatro modelos lineales utilizados en cada uno
de los métodos son los citados en el capitulo 2. Como ya se ha mencionado, la finalidad es
realizar una comparacion de estas técnicas de identificacion. Para no restar claridad, dnica-
mente se presentan en forma general cada una de las técnicas implementadas en un sistema
mecdanico simple (péndulo actuado) y en el siguiente capitulo se hard un estudio comparativo
entre los resultados obtenidos bajo diferentes criterios.

3.1. Entorno de Simulacion

Se realizaron simulaciones numéricas de las técnicas de identificacion para un péndulo
simple. Con la finalidad de que los resultados simulados sean un poco mas cercanos a la real-
idad, a las salidas de la posicién y velocidad del modelo del péndulo se les agregd senales de
ruido blanco, el cual se genera por medio de una distribucién normal de niimeros aleatorios.
En la figura 2.1 se muestra el diagrama esquemaético de un péndulo.

Como ya se mencioné en el Capitulo 2 la dindmica del péndulo simple estd definida por
la ecuacién (2.71):

Y(q,4,4)0=1
donde

Y(q,4,4) =[G sin(q) ¢ s(q) —s(=4)]

0=[61 0 63 04 65" =[J mgle fo fu fal
y s(-) fue definida en la Ecuacién (2.66). Para poder llevar a cabo las simulaciones, los
valores de los pardmetros quedaron determinados como: 8; = 1.4639 Kg - m?, 6, = 21.31
N-m,03=2.288 N, 04 =0.198 Ny 05 = 0.257 N (estos valores fueron tomados de [13]).
Para realizar una buena identificacion es importante elegir cuidadosamente las trayecto-
rias de entrada que van a estimular al sistema. Estas deben ser tales que lo exciten lo sufi-
ciente, para poder obtener toda la informacién posible de sus salidas. En este trabajo de tesis
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no se profundiza en este punto. Por lo tanto, para realizar la seleccion de las entradas que
excitan el sistema no se utiliz6 ninguna metodologia analitica. Se probaron varias entradas
para realizar las simulaciones y las que se implementaron en este trabajo son (las entradas
seleccionadas se tomaron o se inspiraron de [13, 10, 1]):

T, = 1.55in (61) (3.1)
T = 2.5sin (t) — cos (41) (3.2)
73 = (1 —exp 2¥)29.0+ 68sin(167 +0.1) 4+ 9sin(20z +0.15) (3.3)

En todas las simulaciones se tomé el mismo tiempo de muestreo, el cual fue de h =
0.005s. Las condiciones iniciales del péndulo, midiendo el dngulo con respecto a su posicion
en el eje vertical hacia abajo (ver figura 2.1), fueron tomadas como g =0,y g = 0.

3.2. Minimos cuadrados

Empleando el método de minimos cuadrados recursivo, se utilizaron las siguientes condi-
ciones iniciales: P(0) = diag(10° 10% 10 10° 10%) y para el vector de pardmetros estima-
dos (0) = [20 20 20 20 20]”. A continuacién, para cada uno de los métodos se muestra:
el vector de regresion y la grafica de 8 con las entradas 1, T y T3. La amplitud de la potencia
de la densidad espectral del ruido blanco agregada a la posicion y velocidad del péndulo es
de 1078.

Modelo dinamico implicito.

Para este modelo el vector de regresion estd determinado por:

YI(qu) =

o [ singondo [“aas [“sao)  ["s-atonas]. G

En la figura 3.1a se presenta una grafica de los resultados simulados para la estimacion
del vector 8, con el modelo dindmico implicito, para las entradas T;, T y T3. Las simulaciones
se efectuaron en un tiempo de 50s. En esta figura se puede observar que al excitar el sistema
con la entrada 71, los parametros 04 y 05 convergen de manera aceptable a los valores de 04
y 05, mientras que 61,6, y 63 no presentan una evolucién convergente deseable y presentan
considerables oscilaciones. Al excitar el sistema con la entrada T, todos los pardmetros con-
vergen adecuadamente a excepcién de 63 que presenta pequeiias oscilaciones. Por dltimo, al
excitar el sistema con la entrada T3 se observa que los que presentan problemas de convergen-
cia son los parametros correspondientes a la friccion seca (i.e. Coulomb), ya que muestran
una aparente divergencia con respecto a los valores de 04 y 05, incluso 65 es negativo.
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Figura 3.1: Vector estimado é(k) con las entradas T, Tp y T3 para los modelos: (a) MDI (modelo dindmico
implicito) y (b) MRDF (modelo de regresion de dindmica filtrada).
Modelo de regresion de dindmica filtrada.

Se escogi6 a prueba y error el valor de A = 5Hz y el vector de regresion para este caso
es:

As
s+A

A si
s+A

A
s+A

A
s+ A

A
s+A

Yr(q,9) = q n(q) q s(4) s(—4) (3.5)

En la figura 3.1b se presenta las graficas de 6 de las simulaciones para el modelo de re-
gresion de dindmica filtrada para las entradas T, T2 y T3, en un tiempo de ¢ = 50s. Cuando se
excita el sistema con la entrada T; se observa una buena convergencia en todos los paramet-
ros que corresponden a las fricciones (viscosa y Coulomb), pero 8; y 8, se alejan de manera
considerable de 0; y 6;,. Con la entrada T, se observa una convergencia aceptable para to-
dos los parametros. Finalmente, usando T3 como entrada se observa que a pesar de que se
logra una buena estimacion de 61, 6, y 85, los parametros 04 y 05 presentan una aparente

divergencia con respecto a 04 y 0s.
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Modelo de regresion de energia proporcionada.

En el caso de este modelo el vector de regresion queda definido como:
r [ T
a0’ [ a(0) or(a(o)do] -

kh

2
{% L—costa) [ dtepds [ d(@)sae)do ~ [ d)s(~ite)do| 36
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Figura 3.2: Vector estimado (k) con las entradas T;, Ty y T3 para los modelos: (a) MREP (modelo de
regresion de energia proporcionada) y (b) MRPF (modelo de regresion de potencia filtrada).

En la figura 3.2a se muestra las graficas del vector de pardmetros estimados 6 para el
modelo de regresion de energia proporcionada para las entradas Ty, T2 y T3, en un tiempo de
t = 50s. Se observa que en este modelo de identificacion las entradas T; y T2 no excitan lo
suficiente al sistema ya que el parametro 6, tiende a cero. Excitando el sistema con la entrada
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T3 se puede observar que él, éz y é3 convergen de manera aceptable a los valores de 61, 0;
y 03. Sin embargo, 64 y 05 convergen pero no a los valores de 04 y 0s.

Modelo de regresion de potencia filtrada.

Se escogio el valor de A = 5Hz. El vector de regresion esta definido por:

As A

s+ATE (4:4") s+qu(pF<q> -
s G2 S
si—k% Sik—cos(q) H%q‘(c)z ijkq'(c)s(q(c)) —SikQ(G)S(_Q(G))l

(3.7)

En la figura 3.2b se presenta la grifica de 8 para este modelo de regresion; al igual que en

los modelos anteriores usando las entradas Ty, T y T3. El tiempo de simulacion es de t = 50s.

En el modelo de regresion de potencia filtrada se obtuvo un resultado similar al modelo de

regresion de energia proporcionada ya que también se observa que las entradas T y T no

excitan lo suficiente al sistema puesto que el parametro 6, tiende a cero. Al excitar el sistema

con la entrada 73 todos los pardmetros estimados convergen adecuadamente, a excepcion de
05 que converge pero no al valor de 6s.

3.3. Variables instrumentales

En esta seccion se presentan las simulaciones numéricas para los modelos dindmico im-
plicito y el de regresién de dindmica filtrada utilizando el método de variables instrumen-
tales. Se da una breve explicacién de la razén por la cual, para este método, se descartan los
modelos de regresion de energia proporcionada y potencia filtrada.

De la seccion 3.1, se observa que al realizar la estimacion del vector de parametros 6 con
el método de minimos cuadrados, los modelos de regresion de energia proporcionada y el de
potencia filtrada son muy sensibles al tipo de entrada que se escoge para excitar al sistema.
Para un adecuado funcionamiento de estos modelos es necesario escoger una entrada de
excitacion persistente.

La eleccién de una entrada de excitacion persistente no es un asunto trivial, es un prob-
lema de optimizacién no lineal, en el cual se tienen que considerar los grados de libertad del
robot manipulador, las velocidades y aceleraciones mdximas de las uniones, etcétera. Por ello
para cada sistema es necesario crear su propia entrada de excitacion persistente, pues una en-
trada que funciona bien en un sistema dado no necesariamente trabajara bien en otro sistema.
Encontrar una entrada de excitacion persistente para los modelos basados en el principio de
la conservacion de la energia es mucho més complicado en comparacién al MDI y al MRDF,
ya que son mucho mads sensibles a las entradas que excitan al sistema. Como ya se menciono,
la eleccion de la entrada de excitacion persistente no se trata en este trabajo de tesis. Por lo
tanto, se ha decidido descartar los modelos basados en el principio de la conservacion de la
energia del método de variables instrumentales y de la parte experimental.
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Se utilizaron las siguientes condiciones iniciales para el método de variables instrumen-
tales: P(0) = diag(10* 10* 10* 10* 10%), para el vector de pardmetros estimados
6(0) = [20 20 20 20 20]". Como ya se menciond, durante la fase inicial, este método es
muy sensible a las condiciones iniciales de 8(0) y P(0). Por lo tanto, en todas las simula-
ciones efectuadas, de 0 a 1 segundo se utiliz6 el método de minimos cuadrados, conmutando
al de variables instrumentales en t = 1 segundo. La duracion de las simulaciones es de t = 50
segundos. El vector de regresion para los dos modelos es el mismo que en el caso del método
de minimos cuadrados, al igual que el vector de regresion para los modelos auxiliares. Con
la finalidad de poder comparar los dos métodos de identificacion, en las siguientes graficas
se muestra los pardmetros estimados para los modelos dindmico implicito y el de regresion
de dindmica filtrada con los métodos de VI y MC para las entradas Ty, To y T3 presentadas
en la seccion 3.1 (Ecs. (3.1)-(3.3)). La amplitud de la potencia de la densidad espectral del
ruido blanco agregada a la posicién y velocidad del péndulo es de 107°.
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Figura 3.3: Vector estimado 6(k) con el MDI para el método de minimos cuadrados (MC) y variables instru-
mentales (VI) con las entradas: (a) T; y (b) T2.

Modelo dindamico implicito.
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En las figuras 3.3a, 3.3b y 3.4 se muestra la evolucidn del vector de pardmetros estimados
6 para el modelo dindmico implicito con las entradas T, T» y T3 respectivamente. Se simu-
laron simultdneamente los métodos de minimos cuadrados y variables instrumentales con la
finalidad de poder compararlos. Es importante mencionar que los dos métodos se simularon
respetando las condiciones iniciales mencionadas en la seccién 3.2.
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Figura 3.4: Vector estimado 8(k) con el MDI para el método de minimos cuadrados (MC) y variables instru-
mentales (VI) con la entrada T3

La sefial de ruido blanco introducida al sistema es mayor que en el caso de las sim-
ulaciones realizadas con el método de minimos cuadrados en la seccién ??. Utilizando el
método de minimos cuadrados se observa en las figuras 3.3a, 3.3b y 3.4 que al cambiar las
condiciones iniciales y aumentar la sefial de ruido blanco introducida al sistema, el vector de
parametros estimados 6 se desvia del valor del vector 0. Al excitar el sistema con la entrada
71 los pardmetros estimados 6, y 83 son negativos. Usando la entrada T, todos los pardmetros
estimados son positivos, pero como ya se menciond, se alejan de manera considerable del
valor del vector 0. Por tltimo, con la entrada T3 los pardmetros estimados correspondientes
a la friccion de Coulomb son negativos. Por lo tanto, se puede decir que al aumentar el ruido
blanco introducido al sistema el método de minimos cuadrados ya no es tan exacto al realizar
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la estimacidn paramétrica.

Analizando las figuras 3.3a, 3.3b y 3.4 se observa que al utilizar el método de variables
instrumentales con este modelo (modelo dindmico implicito), todos los pardmetros conver-
gen a valores bastante alejados del valor del vector 8. Con las tres entradas la estimacion del
vector de pardmetros estiamados 6 es mejor utilizando el método de minimos cuadrados que
utilizando variables instrumentales.

Modelo de regresion de dindmica filtrada.

Se escogié A = 5Hz. El vector de parametros estimados 6 para este modelo con las en-
tradas Ty, T2 Y T3, se muestra en la figura 3.5a, 3.5b y 3.6 respectivamente. Con la finalidad
de comparar los métodos de variables instrumentales y minimos cuadrados se realizaron las
simulaciones simultineamente
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Figura 3.5: Vector estimado é(k) con el MRDF para el método de minimos cuadrados (MC) y variables
instrumentales (VI) con las entradas: (a) t; y (b) T».

Al igual que en el modelo dindmico implicito los dos métodos se simularon respetando
las condiciones iniciales mencionadas en la seccion 3.2. El método de minimos cuadrados
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no es tan eficiente cuando se aumenta la sefial de ruido blanco introducida al sistema. Al
comparar de manera grafica los métodos de minimos cuadrados y variables instrumentales,
se observa que con las tres entradas el método de variables instrumentales es mas eficiente.
Es decir, el vector de parametros estimados 6 se acerca més al valor del vector 0 utilizando
el método de variables instrumentales.
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Figura 3.6: Vector estimado (k) con el MRDF para el método de minimos cuadrados (MC) y variables

instrumentales (VI) con la entrada T3
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Capitulo 4

Implementacion experimental

En este capitulo se presentan los desarrollos experimentales de los métodos de minimos
cuadrados y variables instrumentales para determinar los pardmetros del modelo dindmicos
de un péndulo actuado (Mechatronics Kit). Se utilizaron estos dos métodos para los modelos:
dindmico implicito y de regresion de dindmica filtrada. Los modelos de regresion de energia
proporcionada y de potencia filtrada no se incluyen en la parte experimental. Como ya se
mencioné en el Capitulo 3, son mds sensibles a la entrada que se escoge para excitar el sis-
tema. Se muestran de forma general cada una de las técnicas implementadas y en el capitulo
5 se hara un estudio comparativo entre los resultados obtenidos bajo diferentes criterios.

4.1. Entorno Experimental

Para poder aplicar los métodos de minimos cuadrados y variables instrumentales de man-
era experimental se utiliz6 el Mechatronics Kit (Quanser Consulting Inc.), el cual es un sis-
tema fisico que se puede montar como un péndulo actuado. Esta configuracién consta de una
barra rigida que estd sujeta por uno de sus extremos por medio de un motor CD. El Mecha-
tronics Kit se conecta a una computadora por medio del puerto paralelo a través del cual se
comunica. El sistema de control se implementa mediante una tarjeta de la compania Texas
Instruments. Este dispositivo estd desarrollado para la ensefianza e investigacion del control
e identificacion en tiempo real.

Para poder llevar acabo la identificacion de los parametros del modelo dindmicos del
péndulo implementado a través del Mechatronics Kit, se optd por excitar el sistema y alma-
cenar en disco duro los vectores de posicion, velocidad y la entrada (excitacion del sistema).
Estos datos después fueron analizados fuera de linea por medio de Simulink en Matlab, uti-
lizando los métodos y modelos ya mencionados.

Para medir la posicion del péndulo simple, el Mechatronics Kit utiliza un encoder 6ptico.
La velocidad del eslabdn es estimada en tiempo real a partir de su posicion por la siguiente
ecuacion de diferencias:

oy~ 4k) —g(k—1)
q(k) = ., :

La entrada que se utiliz6 para excitar el sistema es T; = 1.5sin (6¢). El tiempo de muestreo
para guardar los vectores de posicion y velocidad del péndulo fue de & = 0.005s. El tiempo

.1
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de muestreo en las simulaciones usando el método de minimos cuadrados fue de 4 = 0.005s
y para el método de variables instrumentales de 4 = 0.015s. El intervalo de tiempo durante el
cual se almaceno los vectores de posicion y velocidad fué ¢ = 44s. De manera similar al caso
del capitulo anterior, las condiciones iniciales del péndulo, midiendo el dngulo con respecto
a su posicion en el eje vertical hacia abajo, fueron tomadas como ¢(0) = ¢(0) = 0.

4.2. Minimos cuadrados

Las condiciones iniciales que se utilizaron en el método de minimos cuadrados son:
P(0) = diag(10°> 10> 10® 10° 10%) y para el vector de pardmetros estimados 8(0) =
(20 20 20 20 20). El vector de regresion para cada uno de los modelos queda determinado
de la misma forma que en el capitulo 3. A continuacién, se muestran las graficas de los
parametros estimados para el péndulo subactuado con el método de minimos cuadrados para
los modelos dindmico implicito y de regresion de dindmica filtrada.

Modelo dinamico implicito.

En la figura 4.1 se presentan las graficas de los pardmetros estimados del péndulo ac-
tuado, utilizando el modelo dindmico implicito. Se puede observar que los parametros 0,
83, 64 y 5 no convergen a los valores adecuados, mientras que 8, si lo hace. Es importante
mencionar que 03 se desia hacia valores negativos. Este pardmetro corresponde al valor de
la friccién viscosa y normalmente es positivo. Con lo cual se puede decir que este modelo
de identificacion no es adecuado para la estimacion paramétrica. En el capitulo 5 se aplican
criterios de evaluacion para este modelo.

Modelo de regresion de dindmica filtrada.

Se observa en la figura 4.1 que a diferencia del modelo dindmico implicito, en el modelo
de regresion de dindmica filtrada todos los pardmetros convergen. Sin embargo, es necesario
hacer notar que al igual que en el modelo anterior, el parametro 63 es negativo. Como ya se
menciond, deberia tener un valor positivo ya que representa la friccion viscosa del péndulo
actuado. En el capitulo 5 se aplican criterios que determinan con qué tanta exactitud se
estimaron los parametros del modelo dindmicos del sistema.

4.3. Variables instrumentales

Para realizar la estimacion paramétrica de manera experimental con el método de vari-
ables instrumentales se utilizaron las siguientes condiciones iniciales: P(0) = diag(10* 10*
10* 10* 10%) para el vector de pardmetros estimados 6(0) = (20 20 20 20 20). De
igual manera que en las simulaciones, de 0 a 1 segundo se utilizé el método de minimos
cuadrados, conmutando al de variables instrumentales en = 1 segundo. La duracién de las
simulaciones es de t = 44 segundos. Los vectores de regresion para los dos modelos y los
vectores de regresion de los modelos auxiliares quedan determinados de la misma forma que
en el Capitulo 3. En seguida se muestran las graficas de los pardmetros estimados para el
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Figura 4.1: Vector estimado é(k) con la entrada t; para los modelos MDI (modelo dindmico implicito) y
MRDF (modelo de regresion de dindmica filtrada).

péndulo actuado por el método de variables intrumentales para los modelos dindmico im-
plicito y el de regresion de dindmica filtrada.

Modelo dinamico implicito.

En la figura 4.2 se muestran las gréficas del vector de pardmetros estimados del péndulo
actuado para los métodos de minimos cuadrados y variables instrumentales, usando el mod-
elo dindmico implicito. Se puede observar que con el método de variables instrumentales
todos los pardmetros convergen, pero 63 es negativo. Utilizando las mismas condiciones ini-
ciales con el método de minimos cuadrados se observa que ningtin estimador presenta una
evolucién convergente deseable y 3 también es negativo. En el Capitulo 5 se presentan
criterios de evaluacion para verificar con qué tanta exactitud se ha realizado la estimacion
paramétrica con el método de variables instrumentales.

Modelo de regresion de dindmica filtrada.

Para este modelo se muestra en la figura 4.3 las graficas del vector de pardmetros esti-
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instrumentales utilizando el MDI (modelo dindmico implicito).

mados del péndulo actuado usando los métodos de minimos cuadrados y variables instru-
mentales. Analizando la gréfica 4.3 se puede observar que utilizando el método de minimos
cuadrados todos los parametros logran una buena convergencia, pero nuevamente el valor de
63 que corresponde a la friccién viscosa del péndulo actuado, es negativo. Por otro lado, al
utilizar variables instrumentales todos los pardmetros logran una buena convergencia. En el
Capitulo 5 se discute a detalle qué tan efectivo es utilizar el método de variables instrumen-

tales con el modelo de regresion de dindmica filtrada.
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Figura 4.3: Vector estimado (k) con la entrada t; para los métodos de minimos cuadrados y variables
instrumentales utilizando el MRDF (modelo de regresién de dindmica filtrada)
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Capitulo 5

Estudio Comparativo

El objetivo de este capitulo es presentar un estudio comparativo de los resultados simula-
dos y experimentales para los modelos utilizando los métodos de minimos cuadrados y vari-
ables instrumentales. En la primera seccion se definen los criterios de evaluacién sobre los
cuales serdn analizados cada uno de los modelos con su respectivo método de identificacion.
En la segunda seccion se presenta el andlisis para los resultados simulados y por dltimo, en
la tercera seccidn se presenta el estudio comparativo de los resultados experimentales.

5.1. Criterios de evaluacion

Para evaluar el desempefio de los diferentes métodos y modelos se utilizaron cuatro cri-
terios: promedio del error relativo, maximo error relativo, promedio del error absoluto de
la posicion y tiempo de convergencia. Los dos primeros (promedio del error relativo y el
maximo error relativo) requieren el conocimiento del vector de pardmetros reales 6 del sis-
tema, a diferencia de los dos ultimos criterios (promedio del error absoluto de la posicion y
tiempo de convergencia). Por lo tanto, en las simulaciones se utilizardn los cuatro criterios
para evaluar la eficiencia de la estimacion del vector de pardmetros del modelo dindmicos
del péndulo simple. Por otro lado, en la implementacién experimental sélo se utilizaran el
promedio del error absoluto de la posicion y el tiempo de convergencia, ya que se desconocen
los parametros del modelo dindmicos del péndulo implementado a través del Mechatronics
Kit.

1. Promedio del error relativo [9]. Es el promedio del error relativo de los parametros
estimados con respecto a los pardmetros exactos, 0*:

1 Y |er—8;(k)
SGER=— ) |/—=—|;

i=1,..5 (5.1)

donde O representa el vector de pardmetros reales, 8; el vector de pardmetros esti-
mados y N el nimero total de muestras. Este criterio representa un promedio de la
inexactitud relativa en la estimacion de los parametros; mientras mds pequefio sea este
valor, mas préximos estardn los parametros a los valores reales.
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2. Mdximo error relativo [9]. El maximo error relativo de los pardmetros queda determi-
nado como:

0; — 0;(k
El,max:méx{le—*()kzl,,]v}, l:l,,5 (52)
i

donde 07 representa el vector de pardmetros reales, 8; el vector de pardmetros estima-
dos y N el nimero total de muestras. Este criterio representa el maximo valor de la
inexactitud en la estimacién de los parametros. Al igual que el promedio del error rel-
ativo, mientras mds pequefio sea este valor, se estard realizando una mejor estimacion
de los parametros.

3. Promedio del errror absoluto de la posicion [9]. El promedio del error absoluto se cal-
cula simulando el vector de salida ¢ usando los parametros estimados y comparandolo
con el g real del modelo, el cual proporciona una alternativa significativa para validar
la exactitud de la estimacién paramétrica. El promedio del error absoluto entre estas
posiciones es definido como:

1 N
PEA =) la"(k) = (k) (5.3)
k=1

donde ¢ es la posicion real del actuador, g es la posicion simulada y N el nimero
total de muestras. En el presente trabajo, para calcular este criterio de evaluacion se
utiliza la siguiente entrada en lazo abierto:

T =10sin(r) 4+ 11 cos?(3r) 4 8 sin®(5¢) (5.4)

4. Tiempo de convergencia [9]. El tiempo de convergencia se evalia por medio de la
diferencia entre los parametros estimados en los tiempos ¢ y t — 1. Se considera que el
parametro estimado ha llegado a la convergencia cuando el valor absoluto de esta difer-
encia es menor a 1] = 0.01. Asi, se obtiene la siguiente ecuacion para obtener el tiempo
de convergencia:

tei2min{n e N:Vk>n,|6; (k) —8;(k—1)| <m;}, i=1,....5 (55)

donde . representa el tiempo de convergencia, 6 (k) el vector de parametros estimados
en el tiempo ¢, 0 (k— 1) el vector de parametros estimados en el tiempo k— 1y N el
numero total de muestras.

5.2. Resultados simulados

En esta seccion se realiza un estudio comparativo de los resultados simulados para los cu-
atro modelos (MDI, MRDF, MREP y MRPF) utilizando los métodos de minimos cuadrados
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y variables instrumentales. Para realizar el estudio comparativo se utilizan los cuatro crite-
rios de evaluacién mencionados en la seccion anterior (promedio del error relativo, maximo
error relativo, promedio del error absoluto de la posicidon y tiempo de convergencia). Las
condiciones iniciales para los métodos de minimos cuadrados y variables instrumentales son
las mencionadas en las secciones 4.2 y 4.3, respectivamente.

5.2.1. Minimos cuadrados

Para facilitar la comparacion de los cuatro modelos con el método de minimos cuadra-
dos, se presenta en el Cuadro 5.1 los valores del vector de pardmetros estimados © para el
modelo dindmico implicito y el modelo de regresion de dindmica filtrada. En el Cuadro 5.2
se muestran los valores del vector de pardmetros estimados 6 para el modelo de regresion de
energia proporcionada y el modelo de regresion de potencia filtrada. En los Cuadros 5.3, 5.4
y 5.5 se muestran los valores de los criterios de evaluacién obtenidos para los cuatro modelos
con las entradas T, T2 y T3 respectivamente.

Modelo dinamico implicito.

Se observa en el Cuadro 5.1 que al comparar el vector de pardmetros estimados  por las
entradas Ty, T2 y T3, se realiza una mejor estimacion de 94 y §5 con la entrada 1;; 6 1y éz con
la entrada T, y 03 por la entrada T3. Estos resultados no proporcionan suficiente informacién
acerca de cudl entrada realiza la mejor estimacion del vector de pardmetros 0, por ello la
importancia de presentar los criterios de evaluacion.

MDI MRDF

valor real T T T3 T T 13

0, 1.4639 1.4688 | 1.4679 | 1.4691 1.4379 | 1.4542 | 1.4513
0, 21.31 21.1386 | 21.2931 | 21.2832 | 20.6900 | 21.3175 | 21.3237
03 2.288 23112 | 2.3523 | 2.2937 | 2.3222 | 2.3383 | 2.3226
04 0.198 0.2038 | 0.1915 | 0.1261 | 0.2027 | 0.1988 | -0.2289
05 0.257 0.2629 | 0.2509 | 0.0638 | 0.2599 | 0.2577 | -0.1895

Tabla 5.1: Estimaciones del vector de pardmetros 8 para el MDI y el MRDF con las entradas T;, T y T3.

MREP MRPF

valor real T1 T T3 T T 13

0, 1.4639 0.9015 | 0.7029 | 1.4601 | 0.8740 0 1.4506
0, 21.31 -0.0173 | -0.1097 | 20.4163 | -0.0045 | 0.0859 | 20.9354
03 2.288 2.1764 | 1.3156 | 2.3909 | 2.6720 | 2.1896 | 2.2734
04 0.198 0.2297 | 0.4845 | -1.4562 | 0.1423 | 0.2418 | 0.0640
05 0.257 0.2370 | 0.5029 | 11.8376 | 0.1440 | 0.2875 | -2.3695

Tabla 5.2: Estimaciones del vector de pardmetros  para el MREP y el MRPF con las entradas T;, T, y 3.
De los Cuadros 5.3, 5.4 y 5.5 se observa que la entrada que presenta un menor promedio
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del error relativo (PER) es la entrada T, después T; y por ultimo 73. La entrada que presenta
un menor valor del maximo error relativo (MER) es 13, le sigue T; y finalmente 7.
Los parametros 6, y 63 no alcanzan convergencia con la entrada T y el tiempo de con-
ergenc1a para el resto de los parametros es grande. Con la entrada 1, el parametro estimado
63 no alcanza convergencia, 6, converge hasta t = 42 s, mientras que 8;, 64 y 85 logran con-
vergenciaentre t =2 syt =5 s. Por dltimo, con T3 todos los pardmetros logran convergencia
y el promedio del tiempo de convergencia con esta entrada es de t = 8.4 s.

En las Figuras 5.1(a), 5.2(a) y 5.3(a) se observa la respuesta en lazo abierto del modelo
dindmico implicito para las entradas Ty, T2 y T3 respectivamente. En los tres casos se observa
que la simulacién con los pardmetros estimados sigue de manera visiblemente cercana la
forma de la respuesta de la simulaciéon con los parametros reales. El promedio del error
absoluto de la posicion para la entrada T es de 0.5634, para T es de 0.1382 y para T3 es de
0.3248.

Tomando en cuenta los criterios de evaluacion se llega a la conclusién de que la entrada
que realiza una mejor estimacion paramétrica para este modelo es 5.

Modelo de regresion de dindmica filtrada.
Al comparar el vector de pardmetros estimados 6 calculado por las entradas Ty, T2 y 13,
se observa en el Cuadro 5.1, que se realiza una mejor estimacion de 01, 0,, 64 y 05 con la

entrada T, y de 63 con la entrada 7.

MDI MRDF MREP MRPF

PER | MER | 7. |PER | MER | 7, | PER | MER | #. | PER | MER | ¢,

6;0.01 | 082 | 19.00.02 | 1.05 |3.0| 040 | 053 | 120|043 | 1.10 | 5.0
6, | 0.02 | 0.36 - (003|162 | - |1.00| 1.00 | 40 | 1.00 | 1.00 | 2.0
63 | 0.08 | 0.10 - 1005|003 |79024| 1.75 |32.0 023 | 1.34 -
04 | 0.17 | 10.78 | 47.0 | 0.07 | 3.74 | 3.0 | 0.68 | 15.07 | 9.0 | 0.58 | 1459 | 22
65 | 0.15| 0.96 | 47.0 | 0.06 | 2.38 [ 3.0 | 1.22 | 3.04 | 11.0 | 1.34 | 2.41 | 24.01

Tabla 5.3: Criterios de evaluacién: promedio del error relativo (PER), maximo error relativo (MER) y tiempo
de convergencia (t.). Para los cuatro modelos se utiliz6 la entrada T;.

Se observa de los Cuadros 5.3, 5.4 y 5.5 que la entrada que presenta un menor promedio
del error relativo (PER) es la entrada T, después T; y por ultimo T3. La entrada que presenta
un menor valor del maximo error relativo (MER) es 11, le sigue 7, y finalmente T3.

Al excitar el sistema con la entrada T, se observa que los pardmetros 6, y 3 no alcanzan
convergencia, los pardmetros 6, 8, y 65 alcanzan convergencia en tiempos considerable-
mente grandes. Al realizar la estimacion paramétrica con la entrada T, el pardmetro que no
alcanza convergencia es 63. Por ltimo, todos los parametros logran convergencia con la
entrada 73 y el promedio del tiempo de convergencia es de 7.033 s.

En las Figuras 5.1(b), 5.2(b) y 5.3(b) se observa la respuesta en lazo abierto del modelo de
regresion de dindmica filtrada para las entradas Ty, T, y T3 respectivamente. En los tres casos
se observa que la simulacién con los parametros estimados sigue de manera visiblemente
cercana la forma de la respuesta de la simulacion con los parametros reales. El promedio del
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error absoluto de la posicion para la entrada T es de 2.0768, para T, es de 0.1463 y para T3
es de 0.9906.

Por todo lo mencionado anteriormente se llega a la conclusion que la entrada que realiza
una mejor estimacion paramétrica para el modelo de regresion de dindmica filtrada es ;.
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Figura 5.1: Respuesta en lazo abierto de la posicién del péndulo utilizando los pardmetros reales y los esti-
mados para (a) MDI, (b) MRDF, (c) MREP y (d)MRPF; con la entrada t;.

Modelo de regresion de energia proporcionada.

Para este modelo en el Cuadro 5.2 se muestra el vector de pardmetros estimados 6 por
las entradas Ty, T2 y T3. Se observa que este modelo no es tan eficiente ya que cuando se ex-
cita el sistema con las entradas 71 y T, el paradmetro 6, es negativo, ademas de que se desvia
considerablemente del valor de 0,. Al excitar el sistema con la entrada T3 los pardmetros cor-
respondientes a la friccién de Coulomb se alejan demasiado de su valor real, 8,4 es negativo
mientras que 65 toma un valor grande y diverge con respecto al valor de 5.

Analizando la informacion de los Cuadros 5.3, 5.4 y 5.5 es evidente que este modelo
presenta un promedio del error relativo y un maximo error relativo mayor en comparacion
con el modelo dindmico implicito y el modelo de regresion de dindmica filtrada. Esto se debe
a que el vector de pardmetros estimados 6 se aleja considerablemente del valor del vector 6
para las tres entradas que excitan al sistema.

Excitando el sistema con la entrada T el promedio del tiempo de convergencia es de 13.6
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MDI MRDF MREP MRPF
PER | MER | ¢ | PER | MER | ¢ | PER | MER |¢ | PER | MER | ¢,

6;| 001 | 032 | 3.0 | 001 | 096 | 3.0 | 057 | 1.12 | - | 1.00 | 1.40 | -
6, 0003 | 0.19 | 45 | 001 | 1.90 |10.0| 1.00 | 1.00O | - | 0.99 | 1.00 | -
63 | 0.05 | 0.16 - 1004 | 479 |575)1069 | 237 | - 1045| 199 | -
04| 0.07 | 11.94 | 5.00 | 0.06 | 7.73 | 40 | 285 | 486 | - | 1.79 | 458 | -
65 | 0.06 | 1.70 | 2.00 | 0.04 | 0.001 | 2.0 | 1.77 | 13.33 | - | 1.67 | 14.42 | -

Tabla 5.4: Criterios de evaluacién: promedio del error relativo (PER), maximo error relativo (MER) y tiempo
de convergencia (f.). Para los cuatro modelos se utiliz6 la entrada ;.

s, utilizando T, ninguno de los pardmetros converge y con la entrada T3 todos los pardmetros
convergen a excepcién de 8, y 0.

En las Figuras 5.1(c), 5.2(c) y 5.3(c) se observa la respuesta en lazo abierto del modelo de
regresion de energia proporcionada para las entradas Ty, T2 y T3 respectivamente. En los tres
casos se observa que la simulacién con los pardmetros estimados difiere notablemente de la
respuesta de la simulacion con los parametros reales. Esta situacion es de esperarse porque,
como ya se menciond, el vector de pardmetros estimados 6 se aleja considerablemente del
valor del vector 0. Esto provoca que el promedio del error absoluto de la posicion sea muy
grande para las tres entradas, para la entrada T es de 1345.8, para T, es de 2152.7 y para T3
es de 38.4322.

Es importante mencionar que para el modelo de regresiéon de energia proporcionada
ninguna de las entradas realiza una buena estimacion, pero tomando en cuenta los crite-
rios de evaluacion, la entrada T3 es la que produce valores estimados mds cercanos a los del
vector 0.

Modelo de regresion de potencia filtrada.

En el Cuadro 5.2 se muestra el vector de pardmetros estimados 3 por las entradas T1, T2
y t3. Cuando se excita el sistema con las entradas T; y T, el modelo no es eficiente ya que
los pardmetros él y éz no son cercanos a 0; y 0,. Utilizando la entrada T3 se realiza una
buena estimacién de los parametros 81, 6, y 3. Sin embargo, no sucede lo mismo con los
pardmetros que corresponden a la fricciéon de Coulomb donde incluso 65 es negativo.

MDI MRDF MREP MRPF

PER | MER | 7. | PER | MER | 7. | PER | MER | 1. | PER | MER | ¢,
9, |0.005| 1.91 | 20 | 0.01 | 1.80 | 20 | 002 | 089 | 12 | 0.01 | 1.07 8
9, | 0.002 | 0.13 | 7.0 | 0.001 | 025 | 14.1| 0.17 | 1.00 | - |0.09| 1.00 |34.99
0; | 0.01 | 0.06 | 6.0 | 001 | 092 | 50 | 0.14 | 323 | 12 | 0.09| 245 | 10
04| 032 | 037 [ 123 ] 1.24 | 1823 | - |[14.19| 3438 | 406 | 673 | 59.44 | -
Os | 122 | 0.88 | 147 | 1.41 | 1.81 | - |44.17|24821| - | 134 |573.42| -

Tabla 5.5: Criterios de evaluacién: promedio del error relativo (PER), maximo error relativo (MER) y tiempo
de convergencia (¢.). Para los cuatro modelos se utiliz6 la entrada Ts.

Debido a que el vector de pardmetros estimados 6 se aleja considerablemente del valor
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Figura 5.2: Respuesta en lazo abierto de la posicién del péndulo utilizando los parametros reales y los esti-
mados para (a) MDI, (b) MRDF, (c) MREP y (d)MRPF; con la entrada T,.

del vector 0 cuando se excita el sistema con las entradas T y T2, en los Cuadros 5.3,5.4y 5.5
se observa que el promedio del error relativo y el maximo error relativo es mayor en com-
paracion con la entrada t3. Cuando se excita el sistema con la entrada T todos los pardmetros
alcanzan convergencia a excepcion de 03, al utilizar la entrada T, ningtin pardmetro converge
y con T3 solo los pardmetros que corresponden a la fricciéon de Coulomb no convergen.

En las Figuras 5.1(d), 5.2(d) y 5.3(d) se observa la respuesta en lazo abierto del modelo
de regresion de potencia filtrada para las entradas Ty, T y T3 respectivamente. Al excitar
el sistema con las entradas T; y T, se observa que la simulacién con los pardmetros esti-
mados no sigue la forma de la respuesta de la simulacion con los pardmetros reales. Esta
situacion es conforme a lo esperado ya que el vector de parametros estimados 0 se aleja con-
siderablemente del valor del vector 6. Esto provoca que el promedio del error absoluto de la
posicion sea muy grande para las dos entradas, para la entrada T; es de 1117.6 y para T, es
de 1459.6. Sin embargo, utilizando los pardmetros estimados por la entrada T3 la respuesta
en lazo abierto para este modelo logra un mejor seguimiento de la forma de la respuesta que
la correspondiente al MREP.
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Figura 5.3: Respuesta en lazo abierto de la posicién del péndulo utilizando los pardmetros reales y los esti-
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mados para (a) MDI, (b) MRDF, (c) MREP y (d)MRPF; con la entrada 3.

5.2.2. Variables instrumentales

J
1500

En el Cuadro 5.6 se muestran los valores del vector de pardmetros estimados 6 para

el modelo dindmico implicito y el modelo de regresion de dindmica filtrada utilizando el
método de variables instrumentales. En los Cuadros 5.6, 5.7 y 5.8 se muestran los valores

de los criterios de evaluacion obtenidos para los dos modelos con las entradas Ty, T2 y T3

respectivamente.
MDI MRDF
valor real T1 T2 T3 T1 T2 T3
0; | 1.4639 | 0.2069 | -4.4750 | 1.4055 | 1.2142 | 1.4712 | 1.4639
0, | 21.31 -1.5583 | -6.1741 | 9.4647 | 12.2334 | 21.3831 | 21.3131
03 2.288 12.5285 | 3.5417 | 1.8467 | 2.2654 | 2.2220 | 2.2882
0, | 0.198 -2.0606 | 4.1192 | 5.8347 | 0.2215 | 0.2189 | 0.1957
05 0.257 -2.1001 | 4.1439 | -10.1269 | 0.2439 | 0.2781 | 0.2568

Tabla 5.6: Estimaciones del vector de pardmetros ¢} para el MDI y el MRDF con las entradas T, T2 y 13.

Modelo dindamico implicito.
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Se observa del Cuadro 5.6, que utilizando el modelo dindmico implicito el vector de

A

pardmetros estimados 0 se aleja del valor del vector 6. Es evidente que se realiza una muy
mala estimacion paramétrica, ya que con las tres entradas hay pardmetros estimados que
incluso son negativos.
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Figura 5.4: Respuesta en lazo abierto de la posicién del péndulo utilizando los parametros reales y los esti-
mados para (a) MDI, (b) MRDF, (c) MREP y (d)MRPF; con la entrada 7.

MDI MRDF
PER | MER | 7. | PER | MER | ¢,
0, |0.849 | 1.12 | 29 [0.17 | 470 | 9.7
0, | 1.07 | 131 | 29 | 043 | 134 | -
0| 3.00 | 1.17 | 29 | 006 | 127 | -
04 | 1059 | 11.51 | - | 0.15]| 2.48 | 10.0
Os | 8.99 | 18.13 | 41.0 | 0.20 | 2.47 | 11.0

Tabla 5.7: Criterios de evaluacién: promedio del error relativo (PER), maximo error relativo (MER) y tiempo
de convergencia (z.). Para los cuatro modelos utilizando la entrada 7.

De los Cuadros 5.7, 5.8 y 5.9 se observa que para el método de variables instrumentales
se obtiene valores grandes del promedio del error relativo y del méximo error relativo. Esto
es debido a que no se realiza una buena estimacion paramétrica con este modelo.

Con la finalidad de comparar la diferencia entre los métodos de minimos cuadrados y
variables instrumentales, en las Figuras 5.4(a)(b), 5.5(a)(b) y 5.6(a)(b) se observa la respues-
ta en lazo abierto usando ambos métodos con el modelo dindmico implicito para las entradas
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MDI MRDF
PER | MER | 7, | PER | MER | ¢,
0, | 397 | 7.82 |29 002 | 349 | 9.0
0, | 128 | 147 [39]003| 145 | -
0| 058 | 1.31 [5.0]009| 274 | -
04 | 1996 | 3.74 | - | 0.12 ] 19.39 | 16.9
0s | 1329 | 3.61 | - | 0.13| 0.68 | 159

Tabla 5.8: Criterios de evaluacién: promedio del error relativo (PER), maximo error relativo (MER) y tiempo
de convergencia (f.). Para los cuatro modelos utilizando la entrada ;.

T1, T2 y T3 respectivamente. En la figura 5.4(a)(b) se observa que ninguno de los dos métodos
sigue la respuesta en lazo abierto para este modelo. Por lo tanto, con la entrada T; el prome-
dio del error absoluto de la posicion es grande para los dos métodos: para minimos cuadrados
es de 4.0 x 108 y para variables instrumentales es de 252.97. En la Figura 5.5(a)(b) podemos
ver que utilizando el valor de los pardmetros estimados por el método de variables instru-
mentales, no sigue la respuesta en lazo abierto de la posicion. Sin embargo, usando el valor
de los parametros estimados por el método de minimos cuadrados, se observa que si sigue
la respuesta en lazo abierto de la posicion. Esto lleva a obtener los siguientes promedios del
error absoluto de la posicion con la entrada T: para minimos cuadrados es de 4.54 y para
variables instrumentales 1.2 x 108. Por dltimo, la respuesta en lazo abierto de la posicién con
los parametros estimados con la entrada T3, se comporta de una manera similar que con Ty,
como se observa en la Figura 5.5(a)(b). Obteniendo los siguientes valores para los promedios
del error absoluto de la posicion con esta entrada son: para minimos cuadrados es de 16.93
y para variables instrumentales 580.69.

Modelo de regresion de dindmica filtrada.

En el Cuadro 5.6 se observa que a diferencia del modelo dindmico implicito, para el mod-
elo de regresion de dindmica filtrada el vector de pardmetros estimados 6 es bastante cercano
al valor del vector 0. Es importante mencionar que para este modelo al realizar la estimacion
paramétrica con las tres entradas ninguno de los parametros estimados es negativo.

Comparando los dos modelos utilizando el método de variables intrumentales, se observa
de los Cuadros 5.7, 5.8 y 5.9 que los valores del promedio del error relativo y del maximo
error relativo son pequeiios para el modelo de regresion de dindmica filtrada. Evidentemente
estos se debe a que se realiza una mejor estimacion paramétrica con este modelo que con el
modelo dindmico implicito.

En las Figuras 5.4(c)(d), 5.5(c)(d) y 5.6(c)(d), se observa la respuesta en lazo abierto
usando ambos métodos con el modelo regresion de dindmica filtrada para las entradas Ty, T
y T3 respectivamente. En la figura 5.4(c)(d) se observa que ninguno de los dos métodos sigue
la respuesta en lazo abierto para este modelo. Por lo tanto, con la entrada t; el promedio
del error absoluto de la posicion es grande para los dos métodos: para minimos cuadrados
es de 938.4146 y para variables instrumentales es de 1.09 x 103. En la Figura 5.5(c)(d)
podemos ver que para los dos métodos se obtiene un seguimiento de la respuesta en lazo
abierto, se aprecia que el seguimiento es mejor para el método de variables instrumentales.
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Figura 5.5: Respuesta en lazo abierto de la posicién del péndulo utilizando los pardmetros reales y los esti-
mados para (a) MDI, (b) MRDF, (c) MREP y (d)MRPF; con la entrada T,.

Los promedios del error absoluto de la posicién con la entrada T,: para minimos cuadrados
es de 2.37 y para variables instrumentales es de 0.22. Por dltimo, la respuesta en lazo abierto
de la posicién con los parametros estimados con la entrada T3, se comporta de una manera
similar que con Ty, pero en este caso en la Figura 5.5(c)(d) no se alcanza apreciar en cual se
realiza un mejor seguimiento de la respuesta en lazo abierto de la posicion. Se obtienen los
siguientes valores para los promedios del error absoluto de la posicion con esta entrada son:
para minimos cuadrados es de 0.03 y para variables instrumentales 0.0065.

5.3. Resultados experimentales

En esta seccién se presenta un estudio comparativo de los resultados experimentales
para los métodos de minimos cuadrados y variables instrumentales, utilizando los modelos
dinamico implicito y el de regresion de dindmica filtrada. Como ya se menciond, en la im-
plementacion experimental se descartan los modelos de regresion de energia proporcionada
y el de potencia filtrada. El estudio comparativo se realiza entre los resultados obtenidos bajo
dos criterios de evaluacidn: el promedio del error absoluto de la posicién y el tiempo de con-
vergencia. Debido a que se desconocen los valores de los pardmetros del modelo dindmicos
del péndulo implementado a través del Mechatronics Kit, se descartan los criterios de eval-
uacion del promedio del error relativo y el méximo error relativo. Las condiciones iniciales

48



MDI MRDF
PER | MER | 7, | PER | MER | ¢,
0, | 397 | 7.82 |29 002 | 349 | 9.0
0, | 128 | 147 [39]003| 145 | -
0| 058 | 1.31 [5.0]009| 274 | -
04 | 1996 | 3.74 | - | 0.12 ] 19.39 | 16.9
0s | 1329 | 3.61 | - | 0.13| 0.68 | 159

Tabla 5.9: Criterios de evaluacién: promedio del error relativo (PER), maximo error relativo (MER) y tiempo
de convergencia (f.). Para los cuatro modelos utilizando la entrada t3.
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— — — q parametros estimados

MDI-VI
q (grados)
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1
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o
o o
5

()

tiempo (escala 5ms)

Figura 5.6: Respuesta en lazo abierto de la posicién del péndulo utilizando los pardmetros reales y los esti-
mados para (a) MDI, (b) MRDF, (c) MREP y (d)MRPF; con la entrada Ts.

para los métodos de minimos cuadrados y variables instrumentales son las mencionadas en
las secciones 4.2 y 4.3, respectivamente.

5.3.1. Minimos cuadrados

Para el método de minimos cuadrados, en el Cuadro 5.11 se muestran los tiempos de
convergencia y las estimaciones del vector de parametros 6 para los modelos dindmico im-
plicito y de regresion de dindmica filtrada con la entrada t;. Se observa que la estimacion del
pardmetro correspondiente a la friccién viscosa es negativo para ambos modelos.
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MDI MRDF
PER | MER | 7. | PER | MER | ¢,
9, | 0.04 | 599 | 2.9 | 0.001 | 2.00 | 1.98
9, | 055 | 1.12 | 50 | 0.003 | 1.17 | 7.01
9; | 020 | 1.08 |20.8|0.0046 | 1.41 | 3.99
04 [28.00| 7.04 | 5 | 006 | 2.54 | 7.01
0s | 4025|5736 | - | 049 | 0.69 | 5.0

Tabla 5.10: Criterios de evaluacién: promedio del error relativo (PER), mdximo error relativo (MER) y
tiempo de convergencia (7.). Para los cuatro modelos utilizando la entrada 73.

MDI MRDF
T1 te T1 t.
0; | 0.0459 | 2.005 | 0.0283 | 2.005
0, | 5.7225 | 43.79 | 5.0389 | 23.995
03 | -0.1621 | 7.985 | -0.0233 3
04 | 0.4232 | 21.925 | 0.1728 | 9.305
05 | 0.6419 24 0.3631 | 5.875

Tabla 5.11: Tiempo de convergencia (.) y 8 para el MDI y el MRDF con la entrada ;.

En la Figura 5.7 se muestra la comparacion de la respuesta en lazo abierto de la posi-
cion real del péndulo implementado a través del Mechatronics Kit y la posicion simulada
utilizando los parametros estimados por los modelos dindmico implicito y el de regresion
de dindmica filtrada. Recordemos que la entrada en lazo abierto para aplicar el criterio del
promedio del error absoluto de la posicion viene dada por:

T =10sin(r) 4 11 cos*(3t) 4 8 sin*(5¢)

Ninguno de los dos modelos realiza una buena estimacién paramétrica. En la figura 5.7
se observa que la simulacion con los pardmetros estimados no sigue la forma de la respuesta
en lazo abierto obtenida experimentalmente. El promedio del error absoluto de la posicion
para el modelo dindmico implicito es de 3.1191 y para el modelo de regresion de dindmica
filtrada es de 4.8120, en ambos es un valor grande debido a que idealmente deberia de ser
cero.

5.3.2. Variables instrumentales

Para el método de variables instrumentales, en el Cuadro 5.12 se muestran los tiempos
de convergencia y las estimaciones del vector de pardmetros 8 para los modelos dindmico
implicito y de regresion de dindmica filtrada con la entrada ;. Usando el modelo de regresion
de dindmica filtrada todos los pardmetros estimados son positivos; con el modelo dindmico
implicito el pardmetro correspondiente a la friccion viscosa es negativo.

La Figura 5.8 muestra una comparacion entre la posicion real del péndulo implementado
por el Mechatronics Kit y la posicion simulada con los pardmetros identificados obtenidos
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Figura 5.7: Respuesta en lazo abierto para el MDI y el MRDF

con los modelos dindmico implicito y el de regresion de dindmica filtrada. La entrada uti-

lizada en este caso es la misma que se usé para el método de minimos cuadrados.

El modelo dindmico implicito no realiza una buena estimacion paramétrica; como ya se
menciond, el parametro que corresponde al valor de la friccién viscosa es negativo y la re-
spuesta en lazo abierto simulada no sigue la forma obtenida experimentalmente. El promedio
del error absoluto para este modelo es de 1.6032.

La figura 5.8 ilustra que la simulacion con los pardmetros estimados por el modelo de re-
gresion de dindmica filtrada, sigue la forma de la respuesta experimental obtenida del péndu-
lo implementado a través del Mechatronics Kit. El promedio del error absoluto de la posicion
es de 0.0424 y el promedio del tiempo de convergencia de los pardmetros es de 14.772 se-

gundos.

MDI MRDF
T1 te T1 te
0, | 0.0277 0 0.0299 0
0, | 4.7257 | 2.025 | 5.4200 | 43.005
03 | -0.1791 | 3.015 | 0.0143 | 8.01
04 | 0.5631 | 8.235 | 0.1223 | 13.515
05 | 0.7448 | 3.015 | 0.3261 | 9.33

Tabla 5.12: Tiempo de convergencia (z.) y 8 para el MDI y el MRDF con la entrada T, .
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Figura 5.8: Respuesta en lazo abierto experimental y simulada para el MDI y el MRDF
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis se presentan los resultados obtenidos de las simulaciones numéri-
cas de esquemas de identificacion aplicados a un péndulo. Los esquemas de identificacion
estdn compuestos por dos algoritmos: minimos cuadrados y variables instrumentales. Para
el algoritmo de minimos cuadrados se consideraron cuatro modelos: modelo dindmico im-
plicito, modelo de regresion de dindmica filtrada, modelo de energia proporcionada y el
modelo de regresion de potencia filtrada. Para el algoritmo de variables intrumentales se
consideraron dos modelos: modelo dindmico implicito y modelo de regresion de dindmica
filtrada.

Un aspecto muy importante en la identificacion de sistemas mecdnicos es la eleccion
de una sefial de entrada que excite lo suficiente al sistema. A tales sefiales se les conoce
como entradas de excitacion persistentes, las cuales mejoran la tasa de convergencia y la
inmunidad al ruido en la estimacion de minimos cuadrados y variables instrumentales. Como
ya se ha mencionado, en este trabajo de tesis no se trata este importante tema. Sin embargo,
se probaron los métodos y modelos de identificacion con varias sefiales.

De los cuatro criterios de evaluacion utilizados en este trabajo de tesis, el promedio del
error absoluto de la posicion es el que evalia de manera mas efectiva el desempefio de los
diferentes métodos y modelos. En el Cuadro 6.1 se muestra el promedio del error absoluto de
la posicidn para el método de minimos cuadrados con las entradas T, T2 y T3. En el Cuadro
6.2 se presenta el promedio del error absoluto de la posicién para los métodos de minimos
cuadrados y variables instrumentales con las entradas Ty, T2 y T3. En el Cuadro 6.3 se dan
los valores del promedio del error absoluto de la posicién para los métodos de minimos
cuadrados y variables instrumentales con la entradas T, utilizando datos experimentales.

Minimos cuadrados
Modelo T T T3
MDI | 0.5634 | 0.1382 | 0.3248
MRDF | 2.0768 | 0.1463 | 0.9906
MREP | 1345.8 | 2152.7 | 38.4322
MRPF | 1117.6 | 1459.6 | 4.3265

Tabla 6.1: Promedio del error absoluto de la posicién para el método de minimos cuadrados con las entradas
T1, T2 ¥ T3. La amplitud de la potencia de la densidad espectral del ruido blanco agregada a la posicién y
velocidad del péndulo es de 10~5.
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Analizando el Cuadro 6.1 se encuentra que para el método de minimos cuadrados cuando
las sefiales de ruido no son significativas (La amplitud de la potencia de la densidad espectral
del ruido blanco agregada a la posicién y velocidad del péndulo es de 107%), el modelo que
se acerca mas a los valores del vector 6 es el dindmico implicito, esto se cumple para las tres
entradas. De estas entradas, la que realiza una mejor estimacion de los parametros del modelo
dindmicos es T>. Los modelos basados en el principio de la conservacién de la energia son
los que presentan un mayor valor en el promedio del error absoluto de la posicidn, esto se
debe a que son mads sensibles al tipo de entrada que se escoge para excitar el sistema.

Minimos cuadrados Variables instrumentales

Modelo T1 T T3 T1 T2 T3
MDI 4x10% | 45463 | 169 | 2529 | 1.2x10° | 580.69

MRDF | 1.09 x 10? | 2.3775 | 0.0307 | 938.14 | 0.2218 | 0.0065

Tabla 6.2: Promedio del error absoluto de la posicién para los métodos de minimos cuadrados y variables
instrumentales con las entradas T, T2 y 3. La amplitud de la potencia de la densidad espectral del ruido blanco
agregada a la posicién y velocidad del péndulo es de 107°.

Los resultados del Cuadro 6.2, fueron obtenidos con una amplitud de la potencia de la
densidad espectral del ruido blanco mayor que los resultados mostrados en el Cuadro 6.1. Se
observa que cuando el ruido aumenta el modelo de regresion de dindmica filtrada es superior
al modelo dindmico implicito con ambos métodos. El método de minimos cuadrados es
muy sensible al ruido, sobre todo cuando la entrada de excitacion persistente no es del todo
adecuada para el sistema. Cuando se utiliza una entrada que excita lo suficiente al sistema, el
método de minimos cuadrados se hace un poco mas inmune a las sefiales de ruido. Lo anterior
se comprueba con la entrada T3 utilizando el modelo de regresion de dindmica filtrada, donde
el promedio del error relativo de la posicidn es pequefio en comparacion con las entradas Ty
y 1.

El método de variables instrumentales ayuda cuando las sefiales de ruido no permiten
realizar una buena identificacion. Esto se observa comparando en el Cuadro 6.2 los métodos
de minimos cuadrados y variables instrumentales, ya que este ultimo método presenta un
promedio del error relativo de la posicion menor que en el caso de minimos cuadrados.
Analizando el Cuadro 6.2, se concluye que el modelo regresion de dindmica filtrada con el
método de variables instrumentales son los que presentan los mejores resultados cuando las
sefales de ruido son grandes.

Minimos cuadrados | Variables instrumentales
Modelo T1 T1
MDI 3.1191 1.6032
MRDF 4.8120 0.0424

Tabla 6.3: Promedio del error absoluto de la posicién para los métodos de minimos cuadrados y variables
instrumentales con la entradas T, utilizando datos experimentales.

En el Cuadro 6.3 se comprueban los resultados obtenidos por medio de simulaciones
numéricas, ya que, se observa que al utilizar datos experimentales de la posicién y la ve-
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locidad del péndulo, el método de variables instrumentales con el modelo de regresion de
dindmica filtrada es el que presenta un menor promedio del error absoluto de la posicion.

Las posibles causas por las que algunos métodos o modelos no realizan una buena esti-
macién paramétrica son:

= Las variables que representan velocidades en los regresores no son medidas de manera
directa por un sensor, sino que son estimadas por diferenciacion numérica.

= Para el modelo considerado, la entrada puede no ser lo suficientemente persistente-
mente excitante.

s En el caso de minimos cuadrados, las sefales de ruido en las mediciones son demasi-
ado grandes y sesgan la estimacién de los parametros.
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