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Resumen

En el ano 2009, Zhang et al, publican un circuito simple de compuertas ldgicas no regu-
ladas por una senal de reloj que muestra un comportamiento cadtico. La red que presentan
consta de tres nodos, los cuales implementan con compuertas 16gicas comerciales. Como re-
sultados obtienen que la evolucién temporal del voltaje en cualquier nodo presenta un patrén
no repetitivo con claras transiciones binarias y sensibilidad a las condiciones iniciales. La to-
pologia de la red contiene lazos de retroalimentacion con retardos inconmensurables lo que
produce que la dinamica de los estados tengan pulsos de muy corta duracién, un régimen en
el cual las variaciones de los retardos producen caos. El estudio de este tipo de red es im-
portante debido a que puede ser utilizado en la generacion de secuencias pseudo-aleatorias,
sistemas de comunicacion, entre otros.

En la presente tesis se estudia la red Booleana presentada por Zhang et al, implementada
con compuertas logicas de estructura flexible, es decir, un circuito capaz de ejecutar cualquier
tipo de operacion logica. Se modela la red Booleana por medio de Ecuaciones Booleanas
con Retardo, que son una clase de sistemas dindmicos en la cual las variables de estado son
discretas y el tiempo en que evolucionan es continuo. Ademads, se propone una forma de
sincronizar dos redes Booleanas bajo el esquema de sincronizacion forzada.
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Abstract

In 2009, Zhang et al, published a simple circuit of logic gates not regulated by a clock
signal which shows chaotic behavior. The network consists of three nodes, which they im-
plement with commercial logic gates. Results they obtained that the temporal evolution of the
voltage at any node has a non-repeating pattern with clear binary transitions and sensitivity
to initial conditions. The topology of the network contains feedback loops with incommen-
surate time delays, it produces dynamics states with very short duration pulses, a regime in
which variations of delays produce chaos. Studing this type of network is important becau-
se it can be used in the generation of pseudo-random sequences, communications systems,
among others.

In this thesis we study the Boolean network by Zhang et al, implemented with flexible
structure logic gates, i.e. a circuit capable of running any type of logical operation. Boolean
network is modeled using Boolean Delay Equations, which are a class of dynamical system
in which state variables are discrete and time is continuous. Also, we propose a method to
synchronize two Boolean networks under forced synchronization scheme.
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Capitulo 1

Introduccion

Un sistema complejo es una coleccidn de elementos interactuando cuyo comportamiento
y propiedades en conjunto no son claros. Las redes complejas pueden ser representadas por
un grafo matematico en la cual cada elemento es representado por un nodo, y la influencia
que un elemento tiene sobre otro es representada por un enlace entre los nodos correspon-
dientes. Los elementos en una red compleja puede tener propiedades individuales uniformes
o diversas, es decir, los nodos pueden ser idénticos o diferentes. Las interacciones entre los
elementos pueden tomar la misma o varias formas. Esta vaga definicién de redes complejas
aplica a sistemas estudiados en una gran variedad de disciplinas cientificas. Por ejemplo, los
circuitos electronicos, las redes de regulacion genética, el sistema nervioso, los mercados
econdmicos pueden ser considerados redes complejas. Estudiar los modelos matematicos de
las redes complejas puede aclarar la estructura de los sistemas del mundo real. Los modelos
matematicos pueden involucrar herramientas como la teoria de dindmica no lineal, estadisti-
ca, probabilidad, teoria de la informacion, etc. Tradicionalmente, los cientificos han utilizado
estas herramientas para estudiar varios tipos de sistemas fisicos y matematicos, y en las ulti-
mas dos década ha habido un notable interés en el estudio de las redes complejas [1].

El estudio de las redes complejas tiene dos aspectos importantes: la estructura y la dindmi-
ca del estado. Los objetivos pueden incluir una descripcion cualitativa adecuada de los patro-
nes de conexion, el entendimiento de la dindmica de la formacién de la red y la construccion
de estrategias de reconexion que sean capaces de mejorar el desempefio de la red. Por ejem-
plo, Watts y Strogatz propusieron un modelo para las redes de mundo pequefio que emula
el alto agrupamiento y la longitud de camino pequefio que se ve en las redes sociales [2].
Otro ejemplo es el modelado de las redes de escala libre, las cuales presentan la caracteristi-
ca de que una pequefia porcion de sus nodos estd conectada a una gran ndmero de nodos
mientras que la mayoria tiene escasas conexiones. El nimero de conexiones que cada nodo
tiene, es decir su grado de nodo, sigue una distribucion en ley de potencias. Varios modelos
matematicos han tenido éxito en la construccion de redes de escala libre utilizando procedi-
mientos iterativos simples, como el propuesto por Barabasi y Albert [3]. Tanto el trabajo de
Watts y Strogatz como el de Barabdsi y Albert han sido fundamentales en la investigacion de
la ciencia de las redes.

El segundo aspecto del estudio de redes es la dindmica de las variables de estado asociadas
con los nodos de la red. Estas variables pueden describir, por ejemplo, la expresion de un gen
en una red de regulacidn, el estadio de infeccidon de una persona en una red de transmision



de una enfermedad, o la excitacion de una neurona en el sistema nervioso. Las interacciones
exactas que presentan estos sistemas del mundo real son desconocidas, por lo tanto, la teoria
de la dinamica de las redes complejas requiere de un modelo simple pero lo suficientemente
rico que modele el comportamiento complejo de los sistemas del mundo real.

Stuart Kauffman propuso una red Booleana aleatoria (RBNs) sincrona como un modelo
para las redes de regulacion genética [4]. En este modelo cada nodo estd asociado con una
variable de estado binario, determinada por una funcién légica. Kauffman encontré eviden-
cia numérica de que las RBNs pueden ser clasificadas en fases ordenadas, desordenadas y
criticas segun el nimero de sus atractores, el tamafio del atractor y la respuesta a pequefias
perturbaciones. Kauffman ademas supuso que las redes bioldgicas deberian ser robustas a
pequeiias perturbaciones, pero lo suficientemente flexibles para responder a algtn estimulo.
El trabajo de Kauffman inspiré a muchos investigadores a estudiar las propiedades y aplica-
ciones de las redes Booleanas.

Se han utilizado las redes Booleanas en el modelado de sistemas que exhiben un compor-
tamiento de conmutacion, tales como los circuitos 16gicos y las redes de regulacion genética,
en los cuales es muy util asumir que las variables de estado del sistema toman sé6lo dos va-
lores, 0 16gico y 1 16gico, determinados por funciones Booleanas. Los modelos Booleanos
sincronos incluyen un proceso externo como un reloj que actualice las variables de estado o
un dispositivo que seleccione el orden en que cada estado se actualice. El espacio de estados
de tales modelos sincronos es discreto y finito y el tiempo en que evolucionan es discreto.
Por lo tanto, estos modelos s6lo pueden tener atractores periddicos [5]. Por otro lado, en mu-
chos sistemas del mundo real, la informacién entre elementos se propaga con retardos que
pueden ser diferentes para cada enlace. Este tipo de sistemas pueden modelarse como una
red Booleana asincrona, también llamada red Booleana autonoma. En estas redes, el com-
portamiento futuro es determinado por las transiciones del estado en el pasado, por lo tanto
el tiempo en que evoluciona es continuo.

El presente trabajo de tesis se enfoca en el estudio de la red Booleana auténoma propuesta
en [5],[6]. Esta red consiste de tres nodos realizados con compuertas l6gicas comerciales
de alta velocidad. La evolucion temporal del voltaje en cualquier nodo de la red presenta
un patrén no repetitivo con transiciones booleanas. Esta red presenta ademds sensibilidad
a las condiciones iniciales. Ya que la red presenta ciclos de retroalimentacion con retardos
inconmensurables, ésta evoluciona hacia estados dindmicos con anchos de pulso muy cortos,
un régimen en la cual los retardos generan caos.

El objetivo general de la tesis consiste en construir una red booleana capaz de generar
comportamiento complejo por medio de introducir retardos en la interconexion entre sus
nodos. Es decir, la investigacion se basa en la construccion y estudio de la red propuesta en
[5]. A diferencia de lo presentado por los autores donde cada nodo es una compuerta légica
comercial, en este trabajo cada nodo estd construido con un circuito de estructura flexible
capaz de comportarse como una compuertas légica variable dependiendo de un pardmetro de
configuracion. Otra diferencia importante respecto al trabajo publicado en el que los retardos
son generados incluyendo un nimero par de compuertas negadoras (NOT), en este trabajo
los retardos pueden tomar cualquier valor dentro de los reales positivos. Por otro lado, el
parametro de bifurcacion utilizado en [5] es el voltaje de alimentacién de las compuertas
l6gicas, mientras que en esta tesis el voltaje de alimentacion de las compuertas se mantiene
fijo y se toma como parametro de bifurcacion alguno de los retardos. También se tiene como



objetivo sincronizar un par de redes Booleanas. Como objetivos particulares se tienen:

1. Implementar electronicamente compuestas logicas reconfigurables.
2. Construir la red Booleana con compuertas l6gicas reconfigurables.
3. Caracterizar la red Booleana en base a sus retardos.

4. Sincronizacion de dos redes Booleanas.

El contenido de esta tesis esta estructurado de la siguiente manera. El capitulo 2 aborda los
preliminares tedricos sobre teoria de grafos, sistemas dindmicos y ecuaciones Booleanas con
retardo que serdn ttiles para el entendimiento del tema de investigacion principal descrito en
el capitulo posterior. El capitulo 3 presenta la red Booleana auténoma que motiva el trabajo
de tesis y su caracterizacion basada en la teoria de las ecuaciones Booleanas con retardo. El
capitulo 4 trata la teoria acerca del fendmeno de sincronizacion en sistemas dindmicos y su
implementacidn en la sincronizacion de redes Booleanas. Finalmente, el capitulo 5 resume
las conclusiones acerca de la tesis.



Capitulo 2

Preliminares teoricos

2.1. Teoria de grafos

2.1.1. Grafos y digrafos

Un grafo G = (V, E) es un par ordenado de conjuntos. Los elementos de V' son 1lamados
vértices o nodos. Los elementos de £/ C V' x V son llamados enlaces o aristas. Al conjunto
V' se le llama el conjunto de los vértices o nodos, mientras que a £ se le llama el conjunto
de los enlaces o aristas [7].

Se puede etiquetar los vértices del grafo [7]. Si (v1,v2) € E es un enlace de un grafo
G = (V, E), se dice que v; y v, son vértices adyacentes. Por notacion, se suele escribir el
enlace (vy,v2) como vvs. El enlace vyvy se dice ser incidente con los vértices vy y vs. En
la Figura 2.1 se muestra el ejemplo del grafo que utiliz6 Eiiler para representar el problema
de los puentes de Konigsberg. En este grafo los nodos representan algin lugar, ya sea tierra
continental o una isla, mientras que los enlaces representan los siete puentes con que contaba
Konigsberg.

Un enlace dirigido es un enlace tal que uno de sus nodos es el nodo de partida y el otro
nodo es el nodo de llegada. Un grafo dirigido o digrafo es aquel grafo que presenta al menos
un enlace dirigido [7]. En la Figura 2.2, (a) se muestra un ejemplo de grafo no dirigido ya que
sus enlaces no presentan direccion. Mientras que (b) representa un grafo dirigido o digrafo
ya que posee enlaces dirigidos.

Es importante distinguir si un grafo G es dirigido o no dirigido. Si G' es un grafo no

Figura 2.1: Grafo utilizado por Eiiler para visualizar el problema de los puentes de Konigs-
berg



(1 a
("/\b c/\b
(a)

(b)

Figura 2.2: Tipos de grafo. (a) Grafo no dirigido. (b) Grafo dirigido o digrafo

[
a
/\ a b d
c b c /\ b a
(a) (b) (c)

Figura 2.3: Distintos tipos de grafo. (a) Grafo no simple. (b) Grafo dirigido simple. (c) Mul-
tigrafo. Multigrafo

dirigido y v1vy € E(G), entonces vvy y vov; representan el mismo enlace. En el caso de
que GG es un grafo dirigido, entonces v1v2 y vov1 representan un enlace distinto [7].

En un grafo no dirigido se define al grado de un nodo k(v) como el nimero de enlaces que
dicho nodo tiene. Un grafo no dirigido en el cual cada nodo tiene el mismo grado, es decir,
el mismo nimero de enlaces, se llama grafo regular. Si G es un digrafo entonces cada nodo
tiene dos grados de nodo. El grado de nodo de entrada de v es el nimero de enlaces tales
que v es el nodo de llegada de tales enlaces. El grado de nodo de salida de v es el nimero
de enlaces tales que v es el nodo de salida de tales enlaces [7].

Un grafo simple es un grafo que no tiene autociclos ni multiple enlaces. Se define autociclo
cuando en un nodo se conecta consigo mismo. Por multiple enlaces se entiende cuando un
nodo tiene enlaces repetidos [7]. Cuando un grafo posee multiple enlaces se le conoce como
multigrafo. En la Figura 2.3, en (a) se representa a un grafo no simple o complejo ya que
presenta un autociclo. (b) muestra un grafo dirigido simple ya que no presenta ni autociclos
ni enlaces repetidos. (¢) es un multigrafo dirigido ya que posee enlaces dirigidos repetidos.

Dos grafos, GG; y GG, se dice que son isomorficos, si existe una correspondencia uno a uno
entre los nodos de GG y los nodos de GG, con la propiedad de que el nimero de enlaces que
uniendo cualquier par de nodos de (G; es igual al nimero de enlaces uniendo cualquier par
de nodos de G5.
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Figura 2.4: Caminata a lo largo de un grafo

2.1.2. Caminata, recorrido y camino

Si u y v son dos vértices de un grafo (G, una caminata v — v es una secuencia de nodos
que comienza en u y termina en v. Para el grafo mostrado en la Figura 2.4, un ejemplo de
caminata a — e es a, b, ¢, b, e. Debe notarse que los nodos consecutivos en una caminata son
adyacentes. En una caminata se pueden tener vértices repetidos. El nimero de enlaces en una
caminata se llama la longitud de la caminata [7]. Por ejemplo, la caminata a, b, c, b, e tiene
longitud 4.

Un recorrido es una caminata sin enlaces repetidos [7]. Por ejemplo, en la Figura 2.4, la
caminata a — b : a,b,c,d, f, g,b es un recorrido. Este recorrido no tiene enlaces repetidos,
pero contiene un nodo repetido. Una caminata que no contiene nodos repetidos se llama
camino.

2.1.3. Representaciones de grafos por medio de matrices

Sea G un grafo no dirigido con vértices V' = {vy,...,v,} y conjunto de enlaces E. La
matriz de adyacencia de G es la matriz de n x n, A = [a;;] definida por

1, sivw; € B
r—
K 0, de otra manera.

Como G es un grafo no dirigido, entonces A es una matriz simétrica. Esto es, A es una
matriz cuadrada tal que a;; = ajt.

Para el caso en que GG es un grafo dirigido con vértices V' = {vy,...,v,} y conjunto de
enlaces E. La matriz de adyacencia de G es la matriz de n x n, A = [a;;] definida por

1, sivv; € B,

a; = —1, sivju € B
0, de otra manera.
Sea G un grafo dirigido con conjunto de enlaces £ = {ey, ..., e, } y conjunto de vértices

V = {v1,...v,}. Lamatriz de incidencia de G es la matriz de n x m, B = [b;;] definida por



—1, siwv; es el nodo inicial de e;;

b — 1, si v; es el nodo final de e;;
u 2,  see; esun autociclo en v;;
0, de otra manera.

Debe notarse que cada columna de B corresponde a un enlace, mientras que cada renglén
corresponde a un vértice.

En el caso de un grafo no dirigido con conjunto de enlaces £ = {ey, ..., e, } y conjunto
de vértices V' = {vy,...v,}. La matriz de incidencia no orientada de G es la matriz de
n x m, B = [b;;] definida por

1, siw; esincidente a e;;
bij = 2, sie;esunautociclo en v;;
0, de otra manera.

La matriz de grado de un grafo G = (V, E) es una matriz diagonal D de n X n cuya
entrada i-ésima es el grado del ¢-ésimo nodo en V. La matriz Laplaciana L de G es la
diferencia entre la matriz de grado y la matriz de adyacencia:

L=D-A

En otras palabras, para un grafo simple no dirigido, £ = [[;;] estd dada por

-1, sii#jywvv; € B
lij = di, sit = ],
0, de otra manera.

2.2. Teoria de Sistemas Dinamicos

2.2.1. Nociones historicas

El anélisis de los sistemas dindmicos es un tema estudiado por muchas disciplinas, pero
originalmente fue estudiado inicamente por la Fisica. Este estudio comenzé en el siglo X VII,
cuando Newton inventé las ecuaciones diferenciales, descubri6 las leyes del movimiento y
gravitacion universal y las combiné para explicar las leyes de Kepler para el movimiento pla-
netario. Especificamente, Newton resolvi6 el problema de dos cuerpos, es decir, el problema
de calcular el movimiento de la Tierra alrededor del sol. Las generaciones subsecuentes de
matematicos y fisicos trataron de extender los métodos analiticos de Newton al problema de
tres cuerpos pero fueron incapaces de obtener formulas explicitas para el movimiento de tres
cuerpos [8].

Un avance decisivo lleg6 con el trabajo de Poincaré a finales de los 1800s. Poincaré in-
trodujo un nuevo punto de vista que enfatizaba las cuestiones cualitativas en lugar de las
cuantitativas. Por ejemplo, en lugar de preguntarse por las posiciones exactas de los planetas
en cualquier tiempo, Poincaré se pregunt6 si es sistema solar era estable para siempre, o si
algunos planetas se irian al infinito. Poincaré desarroll6 una herramienta geométrica pode-
rosa para analizar estas preguntas. Poincaré fue también la primer persona en vislumbrar la



posibilidad de caos, en el cual un sistema deterministico exhibe comportamiento no periddi-
co que presenta sensibilidad a las condiciones iniciales, haciendo imposible la prediccion a
largo plazo [8]. En 1892, con el trabajo de tesis doctoral de Lyapunov, The General Pro-
blem of Motion Stability, se establecieron los conceptos fundamentales para determinar la
estabilidad de sistemas y de trayectorias.

Posteriormente, en la segunda mitad del siglo XX, el estudio de los sistemas dindmicos se
concentr en los osciladores no lineales y en sus aplicaciones en Fisica e Ingenieria. Estos
osciladores no lineales fueron fundamentales en el desarrollo de tecnologias como radios,
radares y lasers. Por el lado tedrico, los osciladores no lineales impulsaron la invencion de
nuevas técnicas matematicas, pioneros de esta actividad fueron Andronov, Cartwright, van
der Pol y Levinson. Mientras tanto, los métodos geométricos de Poincaré fueron extendidos
gracias a los trabajos de Birkhoff y posteriormente de Kolmogorov, Arnol’d y Moser [8].

La invencion de computadoras en los 1950s permitié experimentar con ecuaciones en
una forma no antes hecha. En 1963, Lorenz descubrié caos en un modelo climatico. Lorenz
encontrd que las soluciones de sus ecuaciones nunca convergian a un punto de equilibrio o
a un estado periddico para cierto conjunto de valores de pardmetros, es decir, las soluciones
continuaban oscilando en una forma irregular y no periddica. El trabajo de Lorenz tuvo
impacto hasta 1970s. Ruelle y Takens propusieron una nueva teorfa para la turbulencia en
fluidos basada en el estudio del espacio de estados y definen el surgimiento de atractores
extrafios. Afios mds tarde, May encontr6 ejemplos de caos en mapas iterados. En la misma
década, Feigenbaum descubrié que existen indicios de regularidad en el comportamiento de
transicion del comportamiento regular al comportamiento cadtico. Winfree aplicé métodos
geométricos a las oscilaciones bioldgicas, especialmente a ritmos circadianos. A finales de
los 1970s y principios de 1980s, Mandelbrot programé una computadora para visualuzar los
resultados de la iteraccion de los mapas y produjo impresionantes grificas de los fractales
[8].

A partir del afio 1990, con el trabajo de Pecora y Carrol [9], el estudio del fenémeno de
sincronizacién usando sistemas dindmicos con comportamiento cadtico se dispard, dando
origen a diferentes tipos de sincronizacion.

2.2.2. Definicion de sistema dinamico

Se puede pensar en un sistema dindmico como un sistema que tiene una evolucion tempo-
ral. Los sistemas dindmicos son sistemas cuyas variables de estado siguen una serie de reglas
temporales. La representacion del espacio donde se desenvuelven las variables de estado se
conoce como espacio de estados o espacio de fase.

Sea M el espacio de estados y z € M un estado inicial del proceso, y g'x denota el estado
del proceso en en tiempo ¢, gada que su estado inicial es x. Cada cada real ¢ esto define un
mapa:

g M — M

del espacio de estados en si mismo. El mapa g*, llamado el mapa t-avance, mapea cada estado
x € M auna nueva etapa g'z € M. Por ejemplo, ¢° es el mapa identidad el cual deja a cada
punto de M en su posicion original. Mds atin



gt+s — gtgs
partiendo de que el estado y = g¢°z, al cual va x después de un tiempo s, posterior a un
tiempo ¢ va al estado z = g'y como el estado z = ¢'**x al cual va = después de un tiempo
t+s.

Una familia {¢'} de mapas del conjunto M en si mismo, etiquetado por el conjunto de to-

dos los nimeros reales (¢t € R), es llamado un grupo monoparamétrico de transformaciones
de M si

gt+8 —_ gtgs (21)

para todo s,t € Ry ¢° es el mapa identidad.

Un par (M, {g'}) que consiste de un conjunto M y de un grupo monoparamétrico {g*} de
transformaciones de M en si mismo es llamado un flujo. El conjunto M es lamado el espacio
fase del flujo, y sus elementos son llamados puntos fase.

Sea x € M cualquier punto fase, y considere el mapa

¢:R— M, o) =g (2.2)

de la recta real al espacio fase. Entonces el mapa 2.2 es llamado el movimiento del punto z
bajo la accién del flujo (M, {g'}).

La imagen de R bajo la acciéon del mapa (2.2) es llamada la curva de fase del flujo
(M, {g¢'}). Por lo tanto la curva de fase es un subconjunto del espacio de fase.

Un sistema dindmico es un grupo monoparamétrico de transformaciones g actuando sobre
un espacio M. Esto es, hay un mapa

g: RxM-—>M

g(t,z) = g'z, (23)

2.2.3. Una clasificacion de los sistemas dinamicos

Es posible clasificar a los sistemas respecto al tipo de variables de estado que poseen, esto
es, si las variables de estado pertenecen a un espacio de fase continuo o discreto; de igual
manera un sistema dindmico puede ser de tiempo discreto o continuo.

En un sistema dindmico cuyas variables de estado son continuas, el espacio de estados es
un continuo de puntos, generalmente descrito por un conjunto de nimeros reales. En el caso
de un sistema dindmico cuyas variables de estado son discretas, el espacio de estados es un
conjunto de puntos aislados, generalmente descrito por un vector de enteros.

Una clase de sistemas dindmicos que evolucionan en el tiempo continuo son expresados
por medio de ecuaciones diferenciales. Esta clase de sistemas es de tiempo continuo y estados
continuos. Por otro lado, esta la clase de sistemas dindmicos de tiempo discreto que son
representados por medio de ecuaciones en diferencias, también conocido como mapas o
mapeos iterados. Esta clase de sistemas son de tiempo discreto y estados continuos. En la
Ecuacién (2.3) si el sistema evoluciona en tiempo continuo, entonces ¢ € R™. Si el sistema
evoluciona en tiempo discreto, entonces ¢ € Z.
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Flujos

X continuo, t continuo

Ax (discretizacion, umbrales,
saturacion)

At (P-map)

Suspension Interpolacion

BDEs

x discreto, t continuo

Mapeos

x continuo, t discreto

Interpolacion Suspension
At (P-map)
Ax (discretizacion, umbrales,

saturacion)

Automatas
x discreto, t discreto

Figura 2.5: Clasificacion de los sistemas dindmicos. La discretizacion de ¢ se puede lograr
mediante el mapeo de Poincaré que lleva de los Flujos a los Mapeos. La conexion opuesta se
conoce como suspension. Para ir de los Mapeos a los Automatas se utiliza la discretizacion
de z. La interpolacion y el suavizamiento se usa para el caso opuesto. Conexiones similares
llevan de las Ecuaciones Booleanas con retardo (BDEs) a los Automatas y a los Flujos,
respectivamente.

Existen dos clases mas de sistemas dindmicos de acuerdo a la clasificacion que se esté tra-
tando, dando en total de cuatro tipos de sistemas dindmicos, como se muestra en la Figura
2.5. Los sistemas en los cuales tanto las variables de estado como el tiempo son continuos son
llamados Flujos, a esta categoria pertenecen los campos vectoriales, las Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias, Ecuaciones Diferenciales Parciales, Ecuaciones Diferenciales Funcionales
y Ecuaciones Diferenciales con Retardo. Los sistemas con variables de estado continuas y
tiempo discreto son conocidos como Mapas o Mapeos e incluyen Ecuaciones en Diferencias
Ordinarias y Ecuaciones en Diferencias Parciales. Asi, se tiene que la tercer clase de siste-
mas dindmicos son los Autématas tienen variables de estado discretas y tiempo discreto, a
este grupo pertenecen los automatas celulares y las maquinas de Turing. La clase restante lo
conforman los sistemas dindmicos que tienen variables de estado discretas y tiempo continuo
[10], a esta clase pertenecen la Ecuaciones Booleanas con Retardo. Las Ecuaciones Boolea-
nas con Retardo (BDEs) se tratardn de manera particular en la préxima seccion del presente
capitulo.
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2.2.4. Comportamiento de los sistemas dinamicos

La evolucion de un sistema que parte de una condicién inicial se puede dividir en dos
partes: la respuesta al estado transitorio y la respuesta al estado estacionario. Esta tltima es
utilizado cominmente para caracterizar el comportamiento del sistema si estas terminan en
un conjunto invariante. El comportamiento puede ser:

= Estacionario: El sistema evoluciona a un estado particular y ahi permanece.
= Oscilatorio: El sistema se cicla alrededor de un conjunto fijo de estados (ciclo limite).

= Cadtico: El sistema se mueve a través de los estados sin aparente orden.

Un estado estacionario es también llamado un punto de equilibrio. Un sistema perma-
necerd en un punto de equilibrio a menos que sea perturbado, es decir, sea movido a un
estado cercano. Existen tres tipos principales de equilibrio, dependiendo de la respuesta a
una perturbacion.

= Equilibrio estable: Es cuando cualquier perturbacién ocasiona que el sistema sea lleva-
do a una condicién inicial alrededor del punto de equilibrio y la oscilacién finalmente
converge al punto de equilibrio.

= Equilibrio inestable: Cualquier perturbacion lleva a la trayectoria a una condicion ini-
cial alrededor del punto de equilibrio y ésta se aleja del punto de equilibrio.

= Equilibrio condicionalmente estable: El sistema muestra comportamiento estable o
inestable, dependiendo de la forma de la perturbacion.

Un atractor que consiste de un estado solo cuyo tnico sucesor es él mismo, es un estado
de equilibrio. Un atractor que consiste de un ciclo de estados es llamado un ciclo limite. El
conjunto de los estados que eventualmente llevardn a un atractor es conocido como cuenca
de atraccion. Lo contrario a un atractor es un repulsor, que es una region del espacio de
estados cuyas trayectorias salen pero no entran. Un punto repulsivo es un estado de equilibrio
inestable.

2.3. Ecuaciones Booleanas con Retardo

2.3.1. Origen

Las Ecuaciones Booleanas con Retardo, BDEs por sus siglas en inglés (Boolean Delay
Equations), fueron propuestas en el aiio 1984 por Dee y Ghil en [11], utilizdndolas para
modelar el clima de la era cuaternaria. Dee y Ghil utilizaron tres variables de estado, siendo
éstas, la temperatura global del aire 7', el volumen de hielo en el hemisferio norte V' y la
intensidad C' de las corrientes submarinas que provocan que haya agua fria en la superficie
de los océanos. Estas variables pueden tomar s6lo valores 0 6 1. En este marco, un periodo
glacial puede ser representado por V' = 1 y un periodo interglacial por V' = 0. En este
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Glacial Maximo

Océano Artico

Mar Subpolar

Polo Norte Polo Sur

Figura 2.6: Modelo del clima en la era cuaternaria propuesto por Ghil [11].

modelo, las relaciones entre estas tres variables estd expresada en términos de Ecuaciones
Booleanas con Retardo. Las ecuaciones de este modelo del clima son:

V(t) = Tt — Tace)
T(t) V(t—1i5) NC(t — Taw)
Ct) = V({t—Ta) ANV(t)

donde la unidad del tiempo ¢ es 1 kiloano, es decir, 1000 afos. Este conjunto de ecuaciones
representan las relaciones logicas entre las tres variables y describen la operacion de los
mecanismo de retroalimentacion. Por ejemplo, del sistema de ecuaciones anterior se puede
ver que el incremento en las temperaturas produce un ciclo hidrolégico activo, el cual, entre
otros efectos, produce un incremento en la acumulacién del hielo. En la Figura 2.6 se muestra
un diagrama esquematico del modelo propuesto por Dee y Ghil, de la figura se puede ver la
interaccion de las tres variables que forman el modelo (V, 7', C').

A pesar de lo simplificado que se puede ver el modelo del clima de la era cuaternaria, este
modelo fue atractivo por dos razones principales. En primer lugar, el marco de ecuaciones
Booleanas con retardo provee de un método riguroso para modelar una red de mecanismo
de retroalimentacion que caracterizan las interacciones en el sistema del clima. En segun-
do lugar, el requerimento de informacion detallada sobre los procesos fisicos considerados
se reduce significativamente al utilizar ecuaciones Booleanas con retardo. La teoria de las
Ecuaciones Booleanas con Retardo fue formulada por estos autores con el fin de dar preci-
sién matemadtica a su modelo conceptual del cambio climético, y para permitir el andlisis de
estos sistemas.

En el modelado clasico de sistemas basado en ecuaciones diferenciales, los parametros
de interaccién comunmente son dificiles de determinar a partir de las leyes fisicas basicas y
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éstos parametros tienen una influencia importante en la solucién. Esta dificultad no aparece
en el modelo de sistemas basado en Ecuaciones Booleanas con Retardo ya que sélo se requie-
re tener el conocimiento de las escalas de tiempo y de los mecanismo de retroalimentacion
relevantes. Se debe hacer la aclaracion de que las BDEs pueden resultar utiles si se quie-
re tener una respuesta preliminar, pero esto no significa que reemplazaran a las ecuaciones
diferenciales.

A partir de este momento en esta tesis se podra referir a la Ecuaciones Booleanas con
Retardo o BDEs de manera indistinta.

2.3.2. Introduccion a las BDEs

En varios sistemas de la vida real, como lo son los sistemas bioldgicos y los sistemas fisi-
cos, las interacciones entre las variables del sistema son altamente no lineales. Para algunas
de estas variables, se pueden asociar umbrales. Entonces se puede describir el estado del
sistema usando un vector de variables Booleanas, es decir, variables que s6lo pueden tomar
valores de 0 y 1. Las interacciones pueden ser descritas por funciones con valores booleanos.

Las BDEs representan una herramienta de modelado especial creada para la formulacién
matematica de modelos conceptuales de los sistemas que exhiben un comportamiento basa-
do en umbrales, multiples retroalimentaciones y distintos retardos. Las BDEs son sistemas
dindmicos semi-discretos, donde las variables de estado son discretas, generalmente Boolea-
nas, mientras que el tiempo en que evolucionan es continuo. En otras palabras, las BDEs son
ecuaciones de evolucion continua para un conjunto de variables discretas. De acuerdo a la
clasificacion de los sistemas dindmicos segun sus variables de estado y el tiempo en que evo-
lucionan son continuos o discretos, como se mostrd en la Figura 2.5 que consiste de cuatro
grandes clases:

= Flyjos: Tienen sus estados x continuos y el tiempo ¢ continuo.
= Mapeos: Tienen sus estados = continuos y el tiempo ¢ discreto.
= AutOmatas: Tienen sus estados x discretos y el tiempo ¢ discreto.

= BDEs: Tienen sus estados x discretos y el tiempo ¢ continuo.

2.3.3. Definicion formal de BDEs

Considerando un sistema con n variables de estado continuas y evaluadas en los reales
U = (v1,v2,- - ,v,) € R" para el cual existen umbrales ¢; € R, entonces a cada variable
v; € R se le asocia una variable Booleana, z; € B = {0, 1}, es decir, una variable que puede
ser un 0 Iégico 6 1 l6gico, dada por

0,v; < ¢
xl(vl) - 7i: ]-727'” y T (24)
17 Vi > g;
El conjunto de variables Booleanas {1, xs, - - - , z,,} da una descripcién cualitativa simple

del sistema original, y reduce el numero de posibles estados a 2".
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Las ecuaciones que describen la evolucidn del vector de estado booleano & = (1, X, -+ ,x,) €
B™ debido a las interacciones retardadas entre las variables Booleanas x; € B tiene la forma

Ty = fl(xl(t_611)7x2(t_912)7"'7xn(t_91n>)7
ry = fo(@1(t — On), Ta(t — O), -+ 20 (t — 02n)), 2.5)

Tp = fn(xl(t_6n1)7x2(t_6n2>a7xn(t_8nn))

Aqui, cada variable Booleana x; es una funcién del tiempo ¢, x; : R — B, y las funciones
fi :B" — B,1 < i < n, son las ecuaciones Booleanas que involucran operadores 16gicos
y retardos. Para cada valor de 0;; € R, donde 1 < ¢,5 < n, es el tiempo que le toma a la
variable x; en afectar a la variable ;. Siempre se puede normalizar los retardos 6;; para que
se encuentren en el intervalo (0, 1] de manera que el valor mas grande que un retardo pueda
tener es la unidad.

Abhora se definird la topologia adecuada para el estudio de las BDEs. Se denota por B"[0, 1]
el espacio del vector de funciones Booleanas constantes a pedazos.

el sistema puede ser considerado como un endomorfismo

Fr:B"[0,1] — B"[0, 1] 2.7)

Se desea extender este endomorfismo a uno que actie sobre las soluciones de x () de (2.5)

Frox ‘[t,t+1]_> x |[t+1,t+2] (2.8)

Por lo tanto, B"[0, 1] es el espacio fase en el cual F; actia. En el caso booelano, B =
{0,1} y F actda sobre B"[0, 1]. La métrica L' sobre B*[0, 1], estd definida como

i) = | (alt) @ y(6))dt — JRECRCIE 29)

donde el simbolo & representa la operaciéon OR-exclusiva (XOR), definida como p & ¢ =
pAQ V(DA

2.3.4. Propiedades importantes en la BDEs

Los principales resultados acerca de las BDEs obtenidos por Ghil y Mullhaupt en [12]
son:

= Existencia y unicidad de las soluciones. Considere un sistema de BDEs y las condi-
ciones iniciales constantes en un intervalo igual en tamafio que el mayor retardo. Se
puede entonces probar por construccion la existencia de una solucién tnica mostrando
la ausencia de soluciones con un nimero infinito de saltos entre 0 y 1 en cualquier
intervalo de tiempo finito.
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Teorema. Sea x(t) € B"[0, 1] la condicién inicial con saltos en un nimero finito de
puntos. Entonces el sistema tiene una tnica solucién para todo ¢ > 1y para retardos
arbitrariamente elegidos © = (6;;) € (0,1]™".

= Continuidad. El endomorfismo F; : X — X es continuo para retardos dados. Mas
atin, el endomorfismo Fj : X x [0,1]" — X x [0,1]" es continuo, donde el espacio
de los retardos [0, 1] tiene topologia euclidiana usual.

= Lema Pigeon-hole o lema del casillero. Todas las soluciones del sistema (2.5) con
retardos racionales son eventualmente periddicos. Por eventualmente se debe entender
que un transitivo de longitud finita puede ocurrir antes de que la periodicidad aparezca.

Todos los sistemas de BDEs que poseen sélo retardos racionales pueden ser vistos como
un autémata celular finito. La conmensurabilidad de los retardos crea una particion en el
tiempo en segmentos sobre los cuales las variables de estado permanecen constantes y cuya
longitud es un multiplo entero del comin denominador de los retardos. Como existe s6lo un
numero finito de dos valores posibles para estos segmentos, la repeticion debe ocurrir, y el
comportamiento asint6tico posible, serd un valor eventual constante o la periodicidad.

2.3.5. Clasificacion de las BDEs

Basados en el lema del casillero, Ghil y Mullhaupt clasificaron los sistemas de BDEs en
conservativos y disipativos.

= Conservativos. Todos los sistemas con soluciones que son inmediatamente periddi-
cas, para cualquier conjunto de retardos racionales y cualquier condicién inicial, son
conservativos. Es decir, un sistema de BDEs es conservativo para un conjunto abierto
Q c (0, 1]”2 de retardos si todos los retardos en {2 son racionales y para cualquier
condicion inicial el sistema no presenta transitorios.

= Disipativos. Todos los sistemas que no son conservativos, son disipativos.
Un ejemplo simple de un sistema conservativo es
z(t) = z(t—1) (2.10)

donde la barra sobre la x representa la operacion logica negacion. Las condiciones iniciales
de este sistema son z(¢) = 0 parat < 0.

La evolucidn en el tiempo de este sistema se muestra en la Figura 2.7. Aunque en la figura
s6lo se muestra la simulacién para un periodo corto de tiempo, la evolucion del sistema se
mantiene oscilando entre 0 y 1. De la figura se puede observar que inmediatamente aparece
la periodicidad.

Un ejemplo de un sistema disipativo es

z(t) = z(t—1)Az(t—0),0<6<1. (2.11)

La Figura 2.8 muestra la evolucién temporal de este sistema disipativo. Las condiciones
iniciales para este sistema son z(¢) = 0 para ¢t < 0. A partir de ¢ = 3 el sistema permanece
en 0 infinitamente. Debido a que no existe periodicidad inmediata es que se clasifica a este
sistema como disipativo.
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x(r) =Xx(r—1)

X h 1 1 1
1 | s |
0 1 2 8
Figura 2.7: Sistema conservativo.
x(D) =x(-3) A X(-1)
x i 1 | |
1 — |
0 1 3 3t

Figura 2.8: Sistema disipativo.

2.3.6. Comportamiento asintotico

Los siguientes tipos de comportamiento asintdtico se pueden observar en los sistemas de
BDE:s:

= Punto fijo. La solucion llega a uno de los posibles puntos de estado finitos y permanece
ahi.

= Ciclo limite. La solucién se convierte en periddica después de transcurrido un tiempo
finito.

= Complejidad creciente. El nimero de cambios de estado por unidad de tiempo se in-
crementa. Este nimero crece como una potencia positiva y fraccional del tiempo.
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Capitulo 3

Red Booleana

En el estudio de sistemas dindmicos se pueden encontrar sistemas en los cuales sus estados
adquieren un gran nimero de valores. El comportamiento dindmico resultante de estos siste-
mas puede ser muy complicado. Por eso es importante contar con herramientas que ayuden
a simplificar y a comprender el comportamiento de los sistemas dinamicos. Unas de estas
simplificaciones o aproximaciones son las redes Booleanas.

El concepto de red Booleana fue propuesto originalmente a finales de los 1960s por Stuart
Kauffman para modelar la regulaciéon genérica a nivel celular. Este tipo de modelos puede
capturar la dindmica general de sistemas cuyos estados son continuos. Las redes Boolea-
nas son utilizadas en diferentes disciplinas como lo son la Electrénica, las Ciencias de la
Computacion, la Teoria de Control, entre otras.

3.1. Definicion

Una red Booleana consiste de un numero de nodos conectados uno con otro a través de
enlaces dirigidos o no dirigidos. Cada nodo esta asociado con una variable de estado binaria
y su valor estd determinado por una funcién l6gica Booleana que evalia los argumentos de
todos los nodos que son entrada del nodo en cuestion.

En base a lo anterior, se define una red Booleana en general como una terna

donde:
= (5 es un grafo dirigido o no dirigido.

= () es el conjunto de los estados.

= F'es el conjunto de las funciones de activacion local o también llamadas tablas de
verdad.

3.2. C(lasificacion de las redes Booleanas

Existen algunas clasificaciones de las redes Booleanas, algunas de ellas son:
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= Redes Booleanas Aleatorias (RBN). A este tipo de redes Booleanas corresponde la
propuesta por Kauffman en 1969. Consiste de N nodos, los cuales pueden tomar valo-
res Booleanos. El estado de cada nodo estd determinado por /& conexiones que vienen
del mismo o de otros nodos. Las conexiones son hechas de manera aleatoria y perma-
necen fijas durante la dindmica de la red. La manera en que los nodos se afectan unos
a otro no solamente es determinada por sus conexiones, sino también por funciones
l6gicas, que también son generadas de manera aleatoria y permanecen fijas durante la
dindmica de la red.

= Redes Booleanas Sincronas (SBN). Consiste en una red Booleana en la cual todos los
estados de sus nodos se actualizan de manera simultanea. Es decir, la actualizacion de
los estados se realiza en paralelo.

» Redes Booleanas Asincronas o Redes Booleanas Auténomas (ABN). También cono-
cidas como Redes Booleanas en Tiempo Continuo (CTBN). Son un conjunto de nodos
con valores Booleanos acoplados por enlaces con retardos de tiempo asociados. Cada
nodo se actualiza de acuerdo a una funcién Booleana de los valores de sus entradas
en instantes previos. Son modeladas por medio de Ecuaciones Booleanas con Retardo
(BDEs).

La red Booleana objeto de estudio de esta tesis pertenece a las Redes Booleanas Asincro-
nas, misma que se modelara por medio de Ecuaciones Booleanas con Retardo y cuyo anélisis
se detalla en secciones posteriores.

3.3. Red Booleana en estudio

En [5], Zhang et al. presentan un dispositivo electrénico digital simple que presenta un ti-
po de caos deterministico, un estado dindmico caracterizado por un espectro de banda ancha,
una rdpida divergencia de trayectorias cercanas y tiene un amplio espectro de potencia que se
extiende a mas de 2 GHz. Esta ultima caracteristica se muestra en la Figura 3.1 (c). Ademas,
muestran un modelo para este dispositivo electronico basado en transiciones de estado Boo-
leano, en el cual los tiempos de actualizacion estdn determinados por la propagacién de la
sefal, dando lugar a lo que denominaron caos Booleano.

La topologia de la red propuesta se muestra en la Figura 3.1 (a). Consiste de una red
Booleana Auténoma con tres nodos, cada uno de los cuales tiene dos entradas y una salida
que se propaga a dos nodos diferentes. El tiempo que le toma a una sefial propagarse al
nodo j desde el nodo i se denota por 7;;, (i,j = 1,2,3). Los nodos 1 y 2 ejecutan la
operacion logica OR-exclusiva (XOR), mientras que el nodo 3 ejecuta la operaciéon OR-
exclusiva negada (XNOR). Cada retardo del tiempo viene de una combinacién de un retardo
intrinseco asociado con cada compuerta y del tiempo de la sefial de propagacion a lo largo
del enlace. Para aumentar el tiempo de propagacion, los autores incorporan un nimero par de
compuestas negadoras (NOT) o Schmitt triggers en serie, cualquiera de los dos se comporta
como un retardo en tiempo.

La red presentada consiste de tres nodos realizados con compuertas 1dgicas comerciales
de alta velocidad. La evolucion temporal del voltaje en cualquier nodo del circuito tiene un
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patrén no repetitivo con transiciones de estado Booleanas y muestra sensibilidad exponencial
a las condiciones iniciales. Estas transiciones se muestran en la Figura 3.1 (b). Debido a
que el circuito incluye lazos de retroalimentacion con retardos inconmensurables de tiempo,
éste evoluciona instantineamente a estados dindmicos con ancho de pulso muy cortos, un
régimen en el cual las variaciones en los retardos generan caos.

En el mismo articulo, reportan haber encontrado que la dindmica de la red depende del
voltaje de alimentacion V. de las compuertas l6gicas, y lo consideran su pardmetro de bi-
furcacion. Su hipdtesis es que la dindmica observada cambia con el voltaje de alimentacion
debido a los tiempos caracteristicos de las compuertas l6gicas, como son el retardo de la
transicion, los tiempos en cambiar de 0 a 1 (tiempos de subida), y los tiempos en cambiar
de 1 a 0 (tiempos de bajada) ya que todos éstos dependen directamente del voltaje de ali-
mentacion. Para hacer la grafica del diagrama de bifurcacién de la red, juntaron una serie de
tiempo con duracién de 1us en el voltaje del nodo 2 para un valor fijo de V.. y lo transforma-
ron en una serie de tiempo de la variable Booleana z(t) € {0, 1} al comparar con un umbral:
z(t) = 0, para V(t) < %=; z(t) = 1, para V() > Y. Esto anterior queda representado
en la Figura 3.1 (b), la linea roja punteada representa el voltaje de umbral VT Posterior-
mente, analizaron la serie de tiempo Booleano para determinar el tiempo entre transiciones
sucesivas de bajo a alto y graficaron los intervalos de transicién observada. Luego, fueron
variando V. en incrementos de SmV, iniciando en V.. = 0.9 V y finalizandoen V.. = 3.3 V.
El diagrama de bifurcacion obtenido se muestra en la figura 3.2, de €l se puede observar que
existen regiones de comportamiento complejo, es decir, la franja casi continua de puntos,
intercaladas con ventanas de comportamiento periddico.

El objetivo general de la tesis consiste en la construccién de una red booleana capaz de
generar comportamiento complejo por medio de introducir retardos en la interconexion entre
sus nodos. Es decir, la investigacion se basa en la construccion y estudio de la red propuesta
en [5]. A diferencia de lo presentado por los autores donde cada nodo es una compuerta 16gi-
ca comercial, en este trabajo cada nodo esta construido con un circuito de estructura flexible
capaz de comportarse como una compuertas légica variable dependiendo de un pardmetro de
configuracion. Otra diferencia importante respecto al trabajo publicado en el que los retardos
son generados incluyendo un nimero par de compuertas negadoras (NOT), en este trabajo
los retardos pueden tomar cualquier valor dentro de los reales positivos, es decir, 7;; € RT.
Por otro lado, el parametro de bifurcacién utilizado en [5] es el voltaje de alimentacion de las
compuertas légicas, mientras que en esta tesis el voltaje de alimentacién de las compuertas
se mantiene fijo y se toma como parametro de bifurcacion los retardos 7;;.

3.4. Celda léogica reconfigurable

La dindmica no lineal es una fuente importante de una gran variedad de patrones los cua-
les pueden ser utilizados en dispositivos para representar sistemas naturales o para realizar
tareas de computo. Es de gran interés desarrollar un tipo de arquitectura que complemente
o incluso que sustituya a las arquitecturas estdticas [13]. La tarea principal entonces en es-
te caso, es conseguir compuertas logicas reconfigurables, también llamadas celdas 16gicas
reconfigurables o células l6gicas reconfigurables.

La celda légica reconfigurable es un circuito electrénico basado en amplificadores ope-
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Figura 3.1: (a) Topologia de la red Booleana cadtica propuesta por Zhang et al. en [5] (b)
Evolucién temporal del voltaje en algun nodo de la red. (c) Densidad espectral de la potencia
(PSD) de la red cadtica para un voltaje V.. = 2.75 V.

22



no
o
L 1 L

—y
o
L |

4]
1 L

time between rises (ns)
—
?

o

Figura 3.2: Diagrama de bifurcacion de la red Booleana [5]. La flecha que aparece indica el
valor de V. que da el comportamiento complejo mostrado en (b) de la Figura 3.1.

racionales, con la caracteristica principal de ser un circuito capaz de cambiar su salida de
acuerdo con un parametro de control. Al variar este parametro de control, la celda légica se
reconfigura de modo que puede comportase como cualquier compuerta ldgica.

El disefio de una celda l6gica reconfigurable se basa en un sistema lineal como el siguiente
[14]:

FX)=AX +b (3.2)

donde A = (A1, Ay) € R% X = (z1,22)" € B? y bes un pardmetro en R. X es el vector
de entrada, donde cada z; € {0,1} coni = 1,2y f € R es la suma del vector de entrada
mads un offset dado por b. La salida del sistema esta dada por

0, si|f] < K;
Y(f) = 3.3
(/) {1, en otro caso. (3-3)

donde K € R. Entonces, la ecuacién (3.2) puede tomar los resultados mostrados en la tabla
3.1

1 | X2 f AND | OR | NAND | NOR | XOR
00 b 0 0 1 1 0
01 Ay +b 0 1 1 0 1
110 Ay +b 0 1 1 0 1
1|1 ]|A+A+D 1 1 0 0 0

Tabla 3.1: Valores que puede tomar f de (3.2), y tablas de verdad para la salida Y (f) de
(3.3).

La ecuacion de salida (3.3) s6lo puede tomar valores del conjunto {0, 1}, esto depende
de si el valor absoluto de f es menor que el valor de K. El sistema dado por (3.2)-(3.3) se
puede comportar como compuertas AND, OR, NAND, NOR y XOR, dependiendo del valor
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Figura 3.3: Diagrama esquemadtico de la Celda Légica Reconfigurable

de los parametros Ay, Ay, by K. Existen de parametros A;, As, by K que satisfacen las
ecuaciones (3.2) y (3.3).

El circuito con estructura flexible basado en las ecuaciones (3.2) y (3.3) se muestra en
la Figura 3.3. Este es el circuito de la celda 16gica reconfigurable, que puede comportarse
como cualquier compuerta légica, excepto como la compuerta XNOR. El circuito consiste
de cuatro comparadores LM311, un amplificador operacional TLO81, resistencias y fuentes
de voltaje. Su funcionamiento se basa en la primicia que un 0 l6gico es representado por un
potencial de 0 Volts, mientras que un 1 1égico, es representado por 5 Volts.

El diagrama de la celda 16gica reconfigurable puede ser visto en tres bloques principales.
Un bloque comparador, un bloque sumador inversor y un bloque detector de ventana. Un pri-
mer comparador, denotado en la figura por LM311a, tendra a su salida un voltaje aproximado
al valor de Ay, siy s6lo si z; > 4.5 V. En otro caso, su salida sera 0 V. De igual manera, otro
comparador, denotado en la figura por LM311b, tendrd a su salida un voltaje aproximado al
valor de A,, siy sélo si x5 > 4.5 V. Si esta condicidén no se cumple, su salida serd 0 V. La
salida de los comparadores LM311a y LM311b, junto con un voltaje, denotado b, son las
entradas de un amplificador operacional, en la figura denotado por TLO81, en configuracién
sumadora-inversora. De tal forma, que la salida de este circuito es el negativo de la suma de
A1 + Ay + b. Es decir, —A; — Ay — b. Finalmente, un detector de ventana formado por dos
comparadores, denotados LM311c y LM311d, determina si la salida del sumador inversor
se encuentra en el intervalo cerrado [— K, K. Si se encuentra en este intervalo, la salida Y
tendrd un voltaje de 5 V. En caso contrario, la salida Y serd 0 V.

Como ya se menciond anteriormente, los parametros de la celda légica configurable son
A1, As, by K, por motivos de simplificacion, se hace la siguiente sustitucién A; = A = A,
de modo que ahora sélo se tienen tres pardmetros por configurar. Debe notarse que la suma
Ay + As + b depende directamente de los valores z; y x5. Las variables x; y x5 son las
entradas de la compuerta légica, por lo tanto cada una de ellas s6lo puede tomar el valor de
0 6 1. Tomando en cuenta lo anterior, la suma y la salida Y serd determinada por los valores
que tomen z; y 2 y los nuevos valores estdn mostrados en la Tabla 3.2.

24



1 | T2 f AND | OR | NAND | NOR | XOR
010 b 0 0 1 1 0
0| 1] A+0b 0 1 1 0 1
1 {0 A+b 0 1 1 0 1
1|1 ]24+0 1 1 0 0 0

Tabla 3.2: Valores que puede tomar f después de la sustitucion A; = A; = A, y tablas de
verdad para la salida Y'(f).

Sise fijael valorde A = 1.5y de K = 1, entonces el siguiente paso es determinar el valor
que debe tener el pardmetro b para obtener cada una de las compuertas 16gicas posibles con
este circuito. Por ejemplo, para obtener una compuerta AND se debe resolver un sistema de
desigualdades como el que se muestra en la Tabla 3.3.

Ty | To AND
0|0 b¢[-1,1]=(b<—-K)AN(b>K)
0|1 |154+b¢[-11]=(b<—-K)A(b>K)
110 |154b¢[-1,1]=(b<—-K)A(b>K)
1] 1]304+be[-11]=(b>—-K)A(b<K)

Tabla 3.3: Sistema de desigualdades para obtener una compuerta AND en la salida Y'(f)
luego de la sustitucion A; = A, = A = 1.5.

Después de hacer las operaciones convenientes para la solucion de las desigualdades para
cada compuerta, se obtuvieron los valores para b mostrados en la Tabla 3.4.

A b | Compuerta obtenida
1.5-1.8 AND
1.5]-1.2 OR

1.5 -1.1 XOR

1.5] 00 NAND
1.5]03 NOR

Tabla 3.4: Valores de b para obtener las posibles compuertas ldgicas.

En las Figuras 3.4-3.8, se muestra el comportamiento de la celda l6gica reconfigurable
para las compuertas AND, OR, NAND, NOR, XOR, respectivamente. La sefial superior en
cada una de las figuras corresponde a la entrada x, la sefal intermedia corresponde a la
entrada xo, mientras que la sefial inferior corresponde a la salida de la compuerta Y. La
frecuencia de la senal x; es el doble de la frecuencia de la sefial z-.
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3.5. Construccion de la Red Booleana con celdas légicas re-
configurables

El objetivo de tener un circuito con una misma estructura capaz de comportarse como
cualquier compuerta légica es poder implementar la red booleana propuesta por Zhang et al.
Como puede notarse, el nodo 3 de la red propuesta es una compuerta XNOR, y esta compuer-
ta no se puede implementar directamente con la celda 16gica reconfigurable. Para solucionar
este problema se tienen dos alternativas. La primera alternativa consiste en obtener la com-
puerta XNOR a partir de la compuerta NAND. La segunda opcién consiste en obtener la
compuerta XNOR a partir de la compuerta XOR.

Para obtener la compuerta XNOR a partir de la compuerta NAND se parte de la tabla
de verdad de esta ultima compuerta. La compuerta NAND es la negacion de la compuerta
AND. La tabla de verdad de la compuerta NAND se muestra en la Tabla 3.5. De la tabla de
verdad se puede ver que si x; = x5, entonces la salida de la compuerta NAND equivale a la
negacion de x; = x5, es decir una compuerta NOT. Entonces la compuerta XNOR puede ser
construida negando la salida de una compuerta XOR mediante una compuerta NAND. En la
Figura 3.9 (a) se muestra de manera grafica la forma de obtener la compuerta XNOR a partir
de la compuerta NAND.

1 | To | (21 A x)
010 1
011 0
10 0
1 1 0

Tabla 3.5: Tabla de verdad para la compuerta NAND.

La otra alternativa que se tiene para construir una compuerta XNOR consiste en agregar
una nueva compuerta XOR. Esta nueva compuerta XOR tendrd en una de sus entradas la
salida de una XOR con los argumentos originales y en la otra entrada un 1 légico. Al ha-
cer esto, se niega la compuerta XOR con los argumentos originales. Es decir, se obtiene la
compuerta XNOR con la siguiente funcion booleana

(X1 B X)) =21 D 22D 1

En la Figura 3.9 (b) se muestra la manera de obtener una compuerta XNOR a partir de un
par de compuertas XOR.

En la Figura 3.10, se muestra el comportamiento de la celda 16gica reconfigurable para
la compuerta XNOR. La sefal superior corresponde a la entrada z;, la sefial intermedia
corresponde a la entrada x,, mientras que la sefial inferior corresponde a la salida de la
compuerta Y. La frecuencia de la sefial x; es el doble de la frecuencia de la sefial z5.

Una vez obtenida cada una de las compuertas que conforman la red booleana estudiada, el
siguiente paso consiste en generar los retardos. Existen diversos métodos para implementar
un elemento de retardo. La manera de construir un elemento de retardo en este trabajo es
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mediante un circuito RC en configuracién de un filtro pasa-bajas. Este circuito opera de la
siguiente manera, se asume que el capacitor C' estd completamente descargado y que en
el tiempo ¢ = 0 una corriente comienza a circular por el capacitor via la resistencia. Ya
que el voltaje inicial del capacitor es cero, Vi = 0, el capacitor esta en corto circuito y
la corriente maxima que fluye a través del circuito estd limitada por la resistencia 1. Esta
corriente es conocida como la corriente de carga y se calcula utilizando la férmula: ¢ =
Ven/R. El capacitor entonces se comienza a cargar, el tiempo que le toma al capacitor en
alcanzar el 63 % del voltaje maximo posible, es decir, 0.63V.,,, es conocido como la constante
de tiempo 7. Entonces el valor del retardo es equivalente a esta constante de tiempo 7 y se
calcula como:

7= RC

El valor del voltaje a través del capacitor, V- en cualquier instante de tiempo durante el
periodo de carga estd dado por:

VC _ ‘/en<1 . e—t/RC)

En la Figura 3.11 (a) se muestra la manera de implementar un retardo por medio de un
circuito RC en configuracién pasa-bajas. La Figura 3.11 (b) muestra la curva de carga del
capacitor, el tiempo que le lleva al capacitor para cargarse hasta el 63 % del voltaje aplicado
es la constante de tiempo que se retardara la sefial de entrada.

Periodo transitorio Periodo estacionario
R Ven | =

Ven ._MN_ 0.99Ven F——————=

«— — — — —

T

Voltaje de carga

0.63Ven en el capacitor

Voltaje del capacitor

I
I
¢ == vc |
0.5Ven I I
| |
[ I
— | |
L 1 S
0 077 1T 2T T 4T 5T Tiempot
Constantes de tiempo T
a) b)

Figura 3.11: Circuito de retardo. a) Circuito de retardo implementado con un filtro pasa-
bajas. b) Curva de carga en el capacitor

3.6. Analisis de la red Boolena

3.6.1. Modelo con Ecuaciones Booleanas con Retardo

El sistema de Ecuaciones Booleanas con Retardo (BDEs) que describen el comportamien-
to de la red Booleana en estudio son:
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l'l(t) = :EQ(t — 7'12) &) 33'3<t — T13)
[L’Q(t) :Il(t—Tgl) @I‘Q(t—’ng) (34)
l’3(t> = l‘l(t — ’7'31) 2, ZL’3(t — ’7'33) (o2, 1

Aqui, x;(t) representa el valor del i-ésimo componente del vector de estados binarios en el
tiempo ¢ y 7;; es el tiempo necesario para que un cambio en la variable de estado j afecte a
la variable 7. Es decir, se puede ver a las variables z;(t — 7;;) como elementos de memoria,
los cuales representan los estados de los nodos de la red en instantes anteriores.

Para definir las condiciones iniciales es necesario especificar la serie de tiempo de todos
los nodos para una cierta duracion de tiempo. Por ejemplo, para determinar la serie de tiempo
de un nodo ¢ a partir de un tiempo ¢ = 0 requiere del conocimiento de todas las senales que
comenzaron a viajar hacia el nodo 7 y que partieron del nodo j en ¢t = —7;;. Por lo tanto,
una condicion inicial para (3.4) es la serie de tiempo para todos los nodos en el intervalo
[— méx{nl, Ti2y « - - 77'1‘”}, O]

3.6.2. Retardos racionales e irracionales

A continuacién se probaran las propiedades de las BDEs publicadas por Dee, Ghil y Mull-
haupt en [11]. Se sabe que si todos los retardos en una red Booleana asincrona son racionales,
entonces el sistema se puede ver como una red Booleana sincrona en cuyo caso la dinami-
ca serd eventualmente periddica. El comportamiento no periddico aparece si hay retardos
inconmensurables en la red.

Cuando todos los retardos son racionales, debido a que la conmensurabilidad de los re-
tardos divide el eje del tiempo en segmentos sobre los cuales las variables de estado perma-
necen constantes y cuya longitud es un multiplo entero del minimo comiin denominador de
los retardos. En la Figura 3.12 se muestra la grafica experimental de la evolucién temporal
del voltaje en la red Booleana cuando posee retardos racionales unicamente. De la figura
se puede notar que para el nodo 1 y el nodo 2 la periodicidad es evidente, mientras que el
nodo 3 presenta algunos disparos no periodicos. Estos disparos se deben a la forma en que
estd construida la compuerta XNOR, al estar compuesta por dos compuestas XOR, el tiem-
po de respuesta caracteristico de la compuerta XNOR es aproximadamente el doble que en
las compuertas de los nodos 1 y 2. El tiempo de respuesta caracteristico de la compuerta
XNOR es aproximadamente de 158.8 ns. La grafica del tiempo de respuesta de la compuer-
ta se muestra en la Figura 3.13. La diferencia entre los dos cursores, marcados en la figura
como 1 y 2, determina el tiempo de respuesta caracteristico.

Si se desea la supresion de los disparos inducidos por el tiempo de respuesta de la com-
puerta XNOR, se pueden ajustar los retardos 7;3. De esta manera, los retardos en conjunto
con el tiempo de respuesta de la compuerta inducen la periodicidad. Esto se muestra en la
Figura 3.14.

En el caso de que los retardos sean irracionales, debido a que no existe conmensurabilidad
en los retardos, el nimero de cambios de estado aumenta por unidad de tiempo. En la Figura
3.15 se muestra la grafica experimental de la evolucion temporal del voltaje en los tres nodos
de la red Booleana cuando posee retardos irracionales inicamente. Es importante hacer notar
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Figura 3.12: Evolucién temporal del voltaje de los 3 nodos de la red para cuando presenta
retardos racionales. La gréfica superior corresponde al nodo 1, la intermedia al nodo 2 y la
inferior al nodo 3.
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Tiempo (200ns/Div)

Figura 3.13: Tiempo de respuesta caracteristico de la compuerta XNOR. La grafica en azul
corresponde a la entrada de la compuerta, mientras que la salida se muestra en color rojo.
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(AIpIAZ) aleyjon

(mpiAz) sleyon

Tiempo (1us/Div)

Tiempo (1us/Div)

(mpiAZ) aleyion

Figura 3.14: Evolucién temporal del voltaje de los 3 nodos de la red para cuando presenta
retardos racionales. La gréfica superior corresponde al nodo 1, la intermedia al nodo 2 y la
inferior al nodo 3. El retardo compensa el tiempo de respuesta de la compuerta para evitar
disparos no periddicos.
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(mpiAZ) slejion

Tiempo (1us/Div)

(MpIAZ) aleyion

T

(MpiAz) alejion

Tiempo (1us/Div)

Figura 3.15: Evolucion temporal del voltaje de los 3 nodos de la red para cuando presenta
retardos irracionales. La grafica superior corresponde al nodo 1, la intermedia al nodo 2 y la
inferior al nodo 3.

que cuando se referiere a retardo irracionales se estd considerando una aproximacion a ellos
ya que numéricamente o experimentalmente no hay manera de garantizar un nimero irracio-
nal. En la figura se puede apreciar que no existe periodicidad en los voltajes de salida de los
nodos, de manera que el nimero de cambios de estado va aumentando considerablemente.

Se realizaron ademds simulaciones numéricas de la red Booleana. En estas simulaciones,
las compuertas l6gicas son ideales, es decir, el tiempo de respuesta es casi inmediato. Para el
caso en que se tienen solamente retardos periddicos se obtuvo la grafica mostrada en la Figura
3.16, mientras que para el caso de los retardos irracionales, se obtuvo la grifica mostrada en
la Figura 3.17.

3.6.3. Diagramas de bifurcacion

Como se explico en la seccion 3.3, en [5], los autores utilizan el voltaje de alimentacion de
las compuertas como parametro de bifurcacion. Cuando se adquiere una circuito comercial,
el fabricante especifica en la hoja de datos el rango de valores de voltaje de alimentacién en
los que la compuerta funciona correctamente. Al variar el voltaje de alimentacién, interna-
mente en el circuito se modifican pardmetros como corrientes, tiempos de respuesta, entre
otros. Entonces, si se construye una red Booleana con compuertas ldgicas comerciales y se
hace variar el voltaje de alimentacidn, se puede llegar a un punto en que el voltaje de la com-
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Figura 3.16: Simulacién numérica de una red Booleana con retardos racionales. La grafica
superior corresponde al nodo 1, la intermedia al nodo 2 y la inferior al nodo 3.

Estado del nodo 1

Estado del nodo 2

Estado del nodo 3

E3
Tiempo <)

Figura 3.17: Simulaciéon numérica de una red Booleana con retardos irracionales. La grafica
superior corresponde al nodo 1, la intermedia al nodo 2 y la inferior al nodo 3.
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Figura 3.18: Diagrama de bifurcacion en el caso de tener solamente retardos racionales.

puerta suministrado no sea el adecuado y se tenga un comportamiento incorrecto. En esta
tesis, el voltaje de alimentacion de las celdas l6gicas reconfigurables se mantiene constante,
garantizando que esta en el nivel correcto para el funcionamiento de la compuerta. En esta
tesis, los pardmetros de bifurcacion serdn los retardos entre las conexiones de los nodos.

Si se toma la sefial de salida en cualquiera de sus nodos, se puede definir el tiempo en
que sucede un disparo, es decir, el tiempo en que ocurre un cambio de 0 l6gico a 1 légico
o viceversa. Si el cambio se da de 0 a 1, se dice que es un disparo en flanco positivo, y el
tiempo en que sucede recibe el nombre de tiempo del flanco positivo. En caso contrario, se
dice que es un disparo en flanco negativo, y el tiempo en que sucede se llama tiempo del
flanco negativo. Si la red se comporta de manera periddica, entonces el conjunto de tiempos
de disparo tendrd un numero finito y distinguible de elementos. Sin embargo, si la red se
comporta de manera compleja, entonces el conjunto de tiempos de disparo tendra un nimero
no distinguible.

Con base en lo anterior, se realizaron numéricamente los diagramas de bifurcacion. Para
la red estudiada, se fijaron cinco de los seis retardos que tiene y se fue variando el retardo
restante el cual es el parametro de bifurcacion. Para cada valor de retardo se ejecuto la simu-
lacion de la red, y se fueron almacenando los tiempos de los flancos positivos para cada uno
de los nodos. Posteriormente, se graficaron el tiempo de los flancos positivos contra el valor
del retardo variable.

Para una red con unicamente retardos racionales se obtuvo el diagrama de bifurcacién
mostrado en la Figura 3.18. En este caso los retardos fijos fueron 73; = %, T2 = % Tog =
%, Ti3 = 1—11, T33 = % y el parametro que se vari6 fue 751, comenzando en 0.1 y terminando
en 20 en incrementos de 0.01. Todas las unidades de estos retardos estdn en segundos. En esta
figura se puede apreciar que el conjunto de los tiempos de disparo es un conjunto distinguible
que se puede contar facilmente, esto es debido a la periodicidad. Para el caso de una red con
retardos irracionales se obtuvo la grifica de la Figura 3.19, en ella se ve que existen valores
en que hay periodicidad, pero también se puede ver una nube de puntos en los tiempos de
disparo, lo que hace pensar en la posibilidad de un comportamiento cadtico. Aqui, los valores
de los retardos fijos fueron 737 = \/5, Tio = V5 Tag = \/7, T3 = \/ﬁ, 733 = V/13. El
retardo que fue variando fue 751, comenzando en % y terminando en 20 en incrementos de

ﬁi' De igual manera, las unidades de estos retardos estan en segundos.
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Tiempo entre disparos (s)

Figura 3.19: Diagrama de bifurcacion en el caso de tener solamente retardos irracionales.

3.6.4. Puntos fijos

Respecto a la forma de calcular los puntos fijos de la red Booleana en estudio, se propone
lo siguiente:
Se parte del supuesto de que existen, x7, x5, 25 puntos de equilibrio del sistema tal que:

2y (t) = 21 (t —7)
(1) = ot — 7) (3.5)
23(t) = w3(t — 1)

donde 7 = méx(712, 713,721, 722, 731, 733.
Entonces, se reescriben las BDEs que describen la red Booleana como:

zi(t) = a3(t—7)Dag(t—71) (3.6)
xy(t) = zj(t—T1)Day(t—71) (3.7)
z3(t) = 2t —7)dasz(t—7)B1, (3.8)

De la ecuacién (3.6), suponiendo que z}(¢) = 0 implica que z3(t — 7) = x5(t — 7). Para
el caso en que z3(t — 7) = x%(t — 7) = 0, al sustituir en la ecuacién (3.7), se tiene que
0 = 0 & 0y sustituyendo también en la ecuacién (3.8),0 =0& 06 1 = 1 con lo que se cae
en una contradiccion. Ahora, para el caso en que x3(t — 7) = x5(t — 7) = 1, sustituyendo
en la ecuacion (3.7), se tiene que 1 = 0 & 1, lo cual cumple, pero al sustituir en la ecuacion
(3.8),1 =061 ¢ 1y nuevamente se cae en una contradiccion.

Para cualquier combinacién posible de estados se obtiene una contradiccion de manera
que se concluye que la red Boolena no tiene puntos fijos, por lo tanto para cualquier valor de
retardos 7;; y cualquier condicidn inicial, la red permanece oscilando de manera indefinida.

3.6.5. Derivadas Booleanas y Matriz Jacobiana

De acuerdo con [15] y [16]. La derivada Booleana parcial de primer orden de una funcién
Booleana f(z1,z2,...,x,) conrespectoa x;, j = 1,2,...,n estd definida como:
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of

= f(z1,22,..., 2, ..., x,) B f(21,22,...,%j,...,2,) (3.9)
8xj
donde z; es el complemento Booleano de ;.
El gradiente de una funcién Booleana f(z1, x5, ..., x,), denotado por V f estd definido

como el vector de las n derivadas Booleanas parciales de primer orden de la funcién con
respecto a las n variables de entrada en el orden adecuado, es decir:

af of af
Oxy Oxy’ 7 Oz,
La matriz Jacobiana de un sistema de n funciones Booleanas estd definida como una ma-
triz binaria de dimension n x n, denotada por J, cuyo 7j-€simo término es J;; = % Vi €
J
{1,2,...,n}, Vj €{1,2,...,n}.
Asi, por ejemplo para calcular la matriz Jacobiana del sistema de BDEs se parte de la
ecuacion 3.4 y se renombra de la siguiente manera:

V= (3.10)

fi= x1(t) = xo(t — T12) ® 23(t — 713)
fa= xa(t) = 21(t — T21) @ 2o(t — Ta2) (3.11)
f3 = .T3(t) = .lel(t — 7'31) @D $3(t — T33) @1

Posteriormente, se definen funciones auxiliares, siendo éstas:

fo = Dot —7i2) D w3(t — 713)
fo = xo(t — T12) ® T3(t — T13)
fe = ZT1(t —T91) ® xo(t — T22)
fo = x(t —721) @ Tt — 7o)
fo = Tt —731) Das(t —733) D1
fr = 1t —731) B T3(t —733) &1

Por lo tanto, la matriz Jacobiana del sistema esta definida como:

0 1®fa [1Dfe
J=| LDfe LD/ 0 (3.12)
3@ fa 0 3@ fe

Por la naturaleza de la red que se estd estudiando, se debe notar que al evaluar la matriz
Jacobiana en cualquier punto se obtiene que cualquiera de las operaciones f; & f,, para: =
1,2,3y z €{a,b,..., f} dacomo resultado un 1. Por lo tanto, la matriz Jacobiana evaluada
en cualquier posible estado de la red es igual a:

011
J=11120 (3.13)
1 01
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Y los valores propios de esta matriz son \; = —1, A\, = 1, A3 = 2. Se sabe que los expo-
nentes de Lyapunov son una medida cualitativa de la sensibilidad de un sistema a cambios
en las condiciones iniciales. Estos exponentes miden la separacion exponencial de orbitas
cercanas de un sistema. En general, el calculo de los exponentes de Lyapunov se hace pro-
mediando los valores propios de la matriz Jacobiana a lo largo de la 6rbita. Es natural pensar
que si los valores propios de la red Booleana para todo ¢ tienen el mismo valor, entonces
al hacer el promedio, esto implicaria que los exponentes de Lyapunov y los valores propios
son los mismos. El sistema cuenta con Orbitas divergentes confinadas a tomar valores en un
espacio de fase discreto y finito.
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Capitulo 4

Sincronizacion

La palabra sincronizacion a menudo es encontrada tanto en el &mbito cientifico como en el
ambito coloquial. La palabra sincronizacién proviene de dos palabras griegas, syn y cronos,
que significan, comun y tiempo, respectivamente. Tomando en cuenta lo anterior, se puede
inferir que el significado que tuvo para los griegos fue: al mismo tiempo. Este significado se
ha conservado coloquialmente hasta la actualidad y por sincronizacion se entiende entonces,
a una correlacién en tiempo de procesos diferentes.

El fenémeno de sincronizacién es un fendémeno que aparece en los sistemas dindmicos
que estan interactuando entre si. Los procesos de sincronizacioén estdn presentes en la na-
turaleza y juegan un papel importante en diferentes contextos como la Biologia, Ecologia,
Climatologia, Sociologia, e inclusive en las artes, como la Danza y la Musica. En la Figura
4.1 se muestran dos ejemplos del fendmeno de sincronizacion en dos contextos diferentes.
La Figura 4.1-a) se trata de un marcapasos electrénico que funciona en manera conjunta con
las células del corazén para sincronizar el ritmo cardiaco. La Figura 4.1-b) es un ejemplo
de sincronizacién en la industria, se trata de dos robots manipuladores trabajando de ma-
nera conjunta para la obtencion de un fin especifico. La sincronizacion se ha estudiado en
sistemas electronicos, mecanicos, bioldgicos, por citar algunos. Sin embargo, en el estudio
del fenémeno de sincronizacién han surgido algunos casos particulares en los cuales no es
evidente el estado de sincronizacion ni la forma de mantener este estado de sincronizacion.

4.1. Antecedentes historicos

Histdéricamente, la nocidn de la sincronizacion data del siglo I'V a. de C. cuando Androste-
nes, escriba de Alejandro Magno, da testimonio de un sistema bioldgico ritmico. En su re-
porte describe como en una expedicién hecha a la India, las hojas de los drboles de tamarindo
se mantenian abiertas durante el dia, mientras que en la noche permanecian cerradas [17].
Sin embargo, un analisis mas formal del fendmeno de sincronizacion se realiza hasta el si-
glo XVII, cuando en 1665, el matematico y fisico, inventor del reloj de péndulo, Huygens,
descubri6 un extrafio tipo de comportamiento entre dos péndulos conectados uno con el otro
mediante un marco. Los péndulos oscilaban exactamente a la misma frecuencia pero con
un desfasamiento de 180 grados. Cuando los péndulos eran perturbados, el estado de desfa-
samiento desaparecia y continuaba asi indefinidamente. Huygens dedujo que la interaccion
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Figura 4.1: Ejemplos de sincronizacion. a) Marcapasos electrénico para sincronizar el ritmo
cardiaco. b) Robots manipuladores trabajando de manera sincronizada en una tarea especifi-
ca.

Figura 4.2: Dibujo de Huygens ilustrando sus experimentos con dos péndulos colocados en
un soporte comun.

crucial para este efecto se debia a los movimientos imperceptibles del marco comiin que
sostenia a los dos péndulos. A partir de ese momento, el fendmeno de sincronizacién se
convirtié en un tema de interés para los cientificos.

Posteriormente, a mediados del siglo XIX, John William Strutt, Lord Rayleigh, describe
en su tratado La Teoria del Sonido el fendmeno de sincronizacion en sistemas acusticos. Ray-
leigh observé sincronizacién mutua en los 6érganos cuando dos tubos diferentes comenzaban
a sonar al unisono, también observo el efecto de extincidon cuando el acoplamiento llevaba a
la supresion de las oscilaciones [18].

A partir del afio 1990, con el trabajo de Pecora y Carroll, la investigacion del fendmeno
de sincronizacion se ha enfocado a los sistemas cadticos. Un sistema dindmico es llamado
cadtico cuando presenta una gran sensibilidad a las condiciones iniciales. Esto significa que
dos trayectorias que surgen de dos condiciones iniciales diferentes muy cercanas, se separan
exponencialmente al transcurrir el tiempo. Por esta razoén, los sistemas cadticos intrinseca-
mente se oponen a la sincronizacion, por lo tanto, aunque dos sistemas idénticos comien-
cen en condiciones iniciales muy cercanas, éstos evolucionaran en el tiempo de una manera
desincronizada, es decir, las diferencias en los estados de los sistemas crecerdn exponencial-
mente.

Los objetivos principales del presente capitulo son: primeramente, resumir los descubri-
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SUBSISTEMA MAESTRO SUBSISTEMA ESCLAVO

Figura 4.3: Diagrama esquemético de dos circuitos de Chua acoplados en configuraciéon
unidireccional.

mientos recientes respecto al estudio de la sincronizacién de sistemas cadticos acoplados.
Posteriormente, explicar la forma que se implemento la sincronizacién de dos redes Boolea-
nas.

4.2. Sincronizacion de caos

Debido a su alta sensibilidad a las condiciones iniciales, dos sistemas cadticos aislados,
aunque sean idénticos, no permaneceran en sincronia. A pesar de esto, Pecora y Carroll [9]
mostraron que los sistemas cadticos idénticos con una sefial comun de acoplamiento si pue-
den evolucionar en sincronia. Sin embargo, en su estudio, Pecora y Carroll no garantizaban
sincronizacién en forma robusta, porque aun siendo sistemas dindmicos idénticamente repli-
cados, en la practica existen inexactitudes e incertidumbres en los pardmetros y componentes
de cada sistema, lo cual provocaria divergencia en su evolucion dindmica.

Como una definicion preliminar, se entiende por sincronizacion de caos al proceso en el
cual dos 0 mads sistemas cadticos equivalentes o no equivalentes alcanzan un comportamiento
comun, debido a un acoplamiento o forzamiento. El proceso de sincronizacién abarca desde
una concordancia completa de trayectorias hasta un aseguramiento de fases.

Un primer aspecto a destacar es que la forma en que se conseguird la sincronizacién de-
pende de la configuracién del acoplamiento. En este contexto, se pueden distinguir tres casos
principales: el acoplamiento unidireccional, el acoplamiento bidireccional y el forzamiento
por una sefial externa [19]. En el acoplamiento unidireccional, un sistema global estd forma-
do por dos subsistemas, que se comportan como maestro o como esclavo. Esto implica que
uno de los subsistemas se desarrolla libremente y dirige la evolucion del otro. Como resulta-
do, el sistema esclavo es obligado a seguir la dindmica o una funcidn propia de la dindmica
del sistema maestro, el cual actiia como una fuerza externa sobre el subsistema esclavo.

En el caso del acoplamiento bidireccional, una situacién muy diferente se presenta. En esta
configuracién ambos subsistemas estdn acoplados, produciendo un factor de acoplamiento
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Figura 4.4: Diagrama esquemético de dos circuitos de Chua acoplados en configuraciéon
bidireccional

que lleva a un comportamiento mutuo de sincronizacion. Este tipo de acoplamiento se puede
ver fisiologicamente entre el sistema cardiaco y el respiratorio.

El tercer método de acoplamiento consiste de un sistema esclavo forzado por una sefial ex-
terna. La fuerza externa puede ser originada tanto por un sistema lineal como por un sistema
no lineal.

4.3. Tipos de sincronizacion

De acuerdo con [20], entre sistemas cadticos diversos tipos de sincronizacion han sido
descubiertos, estudiados y reportados. Entre estos tipos de sincronizacién estan: La sincro-
nizacién completa (CS), la sincronizacién generalizada (GS), la sincronizacién de fase (PS),
la sincronizacion con retardo (LS), la sincronizacion intermitente con retardo (ILS), la sin-
cronizacion imperfecta de fase (IPS), etc.

4.3.1. Sincronizaciéon completa (CS)

Cuando se trata con sistemas idénticos acoplados de manera unidireccional, la sincroni-
zacion aparece como una total igualdad de las variables de estado. A este tipo de sincroniza-
cion se le conoce como sincronizacion completa, aunque existen otros nombres con los que
se puede encontrar en la literatura, tales como, sincronizaciéon convencional o sincronizacién
idéntica. La existencia de la sincronizacién completa implica que el sistema esclavo olvide la
dinamica impuesta por sus condiciones iniciales y evolucione siguiendo al sistema maestro.
Establecen que este tipo de sincronizacion puede ser alcanzada al hacer negativos todos los
exponentes de Lyapunov del sistema esclavo bajo la accion del sistema maestro.

4.3.2. Sincronizacion generalizada (GS)

Un comportamiento dindmico interesante es el que se conoce como sincronizacion ge-
neralizada (GS), donde dos sistemas cadticos se dice que estan sincronizados si existe una
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Figura 4.5: Posibles regimenes de sincronizacion de dos relojes de péndulo. (a) Sincroniza-
cion en fase, g2 — @1 =~ 0, (b) Sincronizacion en antifase, g — ¢1 =~ 7.

relacién funcional entre los estados de los dos sistemas [20]. Se debe notar que en la GS
los dos sistemas cadticos pueden ser diferentes. Por ejemplo, se puede lograr GS entre un
sistema de Lorenz y un sistema de Rossler.

4.3.3. Sincronizacion de fase (PS)

La sincronizacién en fase se utiliza para sistemas de osciladores no idénticos que pue-
den alcanzar un régimen intermedio donde se produce una union de las fases, mientras la
correlacion entre las amplitudes permanece débil, es decir, amplitudes descorrelacionadas.
La idea principal de la sincronizacion en fase es que la frecuencia puede ser empujada por
una fuerza periddica externa, o al ser acoplada con otro oscilador cadtico. Es decir, se dice
que existe una sincronizacién en fase cuando ¢o — ¢1 ~ 0y cuando ¢ — @1 ~ 7 se dice

que existe sincronizacion en antifase. La Figura 4.5 muestra estos dos posibles regimenes de
sincronizacion.

4.3.4. Sincronizacion de retardo o Lag (LS)

Esta sincronizacion es un paso entre la sincronizacion de fase y la sincronizacion com-
pleta. La cuestion radica en que existe un limite asintético entre el tiempo ¢, de salida de un
sistema y la salida del otro, esto hace que las fases y las amplitudes vayan unidas, pero con
la presencia de un tiempo de retardo [20].

4.3.5. Sincronizacion de retardo intermitente (ILS)

En este tipo de sincronizacion, los sistemas la mayor parte del tiempo verifican la sincroni-
zacion de fase, pero existen estallidos intermitentes de comportamientos no sincronizacion,
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Figura 4.6: Esquema de la sincronizacion forzada.

debido a que la trayectoria pasa por una region del atractor donde el exponente local de
Lyapunov se acorta en alguna direccidn y se vuelve positivo [20].

4.3.6. Sincronizacion imperfecta de fase (IPS)

Esta sincronizacion ocurre cuando estando fuera del régimen de sincronizacion de fase,
las fases se ajustan.

4.4. Sincronizacion forzada

La idea general de la sincronizacion consiste en considerar sistemas esclavos forzados
como se muestra en la Figura 4.6. Bajo este esquema, el fendmeno de sincronizacion for-
zada ocurre cuando las oscilaciones de varios sistemas xV(¢), x(?)(¢), ..., x*) () muestran
con comportamiento correlacionado debido a que una senal exterma es aplicada a estos os-
ciladores [19]. La sincronizacion forzada puede ser detectada revisando el comportamiento
asintStico de los sistemas esclavos de la siguente manera:

lim 1x9(t) + (=1)xD (=)t = 7)[ =0 (4.1)
—00
Parai # j,yi,7 € {1,2,...,k}. Los regimenes de sincronizacion forzada se muestran a

continuacion:

1. La sincronizacién forzada idéntica ocurre cuando las 6rbitas x( (¢) y xU)(¢) satisfacen
la ecuacién (4.1) con xV(0) # xU)(0),n = 1,7 = 0y x(t) es el flujo de la érbita en
el tiempo ¢. Es decir, después de un transitorio, las trayectorias de dos orbitas son
idénticas e independientes de las condiciones iniciales.

2. La sincronizacién forzada con retardo ocurre cuando las 6rbitas x(¥(t) y x\9)(t) sa-
tisfacen la ecuacién (4.1) con x(0) # xU)(0),n = 1,7 # 0. Las 6rbitas xV(t) y
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x)(t) estdn retardadas un tiempo 7 y se desarrollan asintéticamente. Las 6rbitas con
este comportamiento entran en el mismo atractor, donde una 6rbita sigue a la otra con
un retardo 7.

3. La sincronizacidon forzada de fase se encuentra cuando las 6rbitas oscilan alrededor de
un valor constante c. Para poder entender este tipo de sincronizacién forzada, primero,
se requiere definir la fase de una d6rbita como:

(1)
2 (t)

¢;(t) = arctan e M), 20) e xD(t), vH#u 4.2)

¢; y ¢; coni # j corresponden a la fase de las 6rbitas x(¥) (t) y x\/) (), respectivamen-
te. La sincronizacion de fase ocurre cuando la siguiente desigualdad se satisface:

|m1gz5z(t) — m2¢](t)| < ¢, paramy,mg € 7. 4.3)

La sincronizacion forzada tiene aplicacion en sistemas de comunicacidn cadticos, donde
siempre hay, al menos, dos sistemas forzados involucrados: (1) el transmisor, el cual tiene la
sefal con la informacidn y la sefial forzadora y (2) el receptor, el cual es forzado por la sefial
portadora del transmisor. El objetivo de los sistemas de comunicacién es logrado cuando el
transmisor forza al receptor a sincronizarse. Como resultado, se puede ver al receptor como
un filtro porque su respuesta depende de la salida del transmisor. Por otro lado, el transmisor
es forzado por la sefal de informacion, pero debe preservar su autonomia, su comportamiento
cadtico y no comportarse como un filtro [19].

4.5. Sincronizacion de redes Booleanas

La idea principal de la sincronizacién forzada consiste en considerar sistemas esclavos
forzados por una sefial externa. El esquema de sincronizacion para las redes Booleanas utili-
zado en esta tesis se muestra en la Figura 4.7. Bajo este esquema la sefial forzadora externa
que se propone debe ser un tren de pulsos cuadrados, esto es debido a la naturaleza discreta
de los estados de la red. Respecto a la forma de acoplar esta sefial forzadora externa con las
dos redes Booleanas se parte de la red de estudio original mostrada en la Figura 4.8 (a). Para
hacer el acoplamiento se introduce un par de nodos a la red. Estos nodos adicionales ejecutan
la funcién Booleana OR. La manera de interconectarlos con los nodos originales de la red se
muestra en la Figura 4.8 (b).

De esta nueva topologia de red es importante destacar que al agregar los nodos denotados
por 4 y 5 si la sefial forzadora es un 0 16gico, entonces la nueva red se comporta como la
red original propuesta en [5]. Esto se debe a que la compuerta OR con una entrada en cero,
entrega a su salida el valor 16gico que tiene en su otra entrada.

Para el caso en que la sefial forzadora es un pulso cuadrado, cuando el pulso esté en alto,
es decir, es un 1 16gico, éste entra al nodo 4 y al nodo 5, como ejecutan la funcién OR, este
1 se ve reflejado en su salida. El nodo 4 propaga el 1 hacia el nodo 1 y hacia el nodo 2, con
un retardo en su propagacion de T y Tog, respectivamente. Cuando el 1 llega a los nodos
1 y 2, éstos cambia su estado por su complemento. El mismo procedimiento sucede con el
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Figura 4.7: Esquema de sincronizacion forzado propuesto para dos redes Booleanas.
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Figura 4.8: Topologia para la sincronizacién de dos redes Booleanas.
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Figura 4.9: Comparativo de los estados de cada red Booleana.

nodo 35, el cual propaga la sefal hacia el nodo 1 y hacia el nodo 3. En otras palabras, cuando
la senal forzadora se encuentra en 1, los nodos 2 y 3 son forzados a tener el valor de 1. Este
procedimiento ocurre simultineamente en las dos redes, de manera que llega un instante
en que las redes tienen el mismo comportamiento. La evolucién temporal de los estados se
muestra en la Figura 4.9, las flechas sobre las gréficas denotan el instante en que la sefial
forzadora comienza a actuar.

Partiendo de que la distancia entre dos trayectorias en el espacio de estados Booleano B"
estd dado como d(z,y) fo ))dt = fo | z(t) — y(t) | dt y con la finalidad de
detectar el fendmeno de sincronizacion forzada entre dos redes booleanas esclavas, se utili-
zaron compuertas 16gicas XOR auxiliares. La salida de estas compuestas serd un 1 cuando
los estados sean diferentes y serd un O si los estados son iguales. Cuando las dos redes boo-
leanas sincronizan, las salidas de las compuertas 16gicas XOR auxiliares tienden a cero. En
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Figura 4.10: Errores entre los estados.

este caso la sincronizacién que alcanzan se trata de una sincronizacién completa.

50



Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1. Conclusiones

En esta tesis se estudié una red Booleana que presenta un comportamiento complejo de-
bido a que las interacciones entre sus nodos presentan retardos de tiempo y debido también
a los lazos de retroalimentacion en la red. Esta red no puede ser modelada como una red
Booleana sincrona porque la actualizacion de sus estados se realiza de manera secuencial, y
no de manera paralela como en el caso de una red sincrona. Por esta razén se model6 con
Ecuaciones Booleanas con Retardo.

El sistema de Ecuaciones Booleanas con Retardo (BDEs) que se utilizé para modelar la
red Booleana, resulté ser una buena aproximacion para identificar lo que estd sucediendo
en una red Booleana en la cual no existen perturbaciones, es decir, una red Booleana ideal.
Basados en la teoria de BDEs propuesta por Dee, Ghil y Mullhaupt, se logr6 comprobar
que si se tienen solamente retardos irracionales la red se comporta de manera compleja, esto
es debido a que los retardos irracionales afectan directamente en nimero de transiciones de
estado por unidad de tiempo. Sin embargo, en la realidad la red Booleana implementada
electronicamente presenta comportamientos no ideales como el rechazo a pulsos cortos, la
asimetria entre estados ldgicos y el efecto de degradacion.

En cuanto a la sincronizacion de dos redes Booleanas, se propuso una forma de sincronizar
las redes bajo el esquema de sincronizacion forzada. Utilizando una métrica adecuada para
calcular la distancia entre las trayectorias se observo que la diferencia entre los estados de la
red tiende a cero, es decir, se logra la sincronizacion completa que es el caso mds sencillo de
encontrar.

5.2. Trabajo a futuro

El trabajo a futuro referente a la caracterizacion de la red Booleana introduciendo va-
riables que describan el comportamiento no ideal presente en el circuito. Es decir, plantear
mecanismos para el modelado de los tres comportamientos no ideales que presenta en la
realidad la red Booleana estudiada.

En esta tesis se presentaron diagramas de bifuracién numéricos para la red Booleana en
el caso de que todos los retardos son racionales e irracionales. Sin embargo, no se hicieron
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de manera experimental. Una propuesta para trabajo a futuro incluye la manera de realizar
un diagrama de bifurcacién experimental tomando como pardmetro de bifurcacién alguno de
los retardos de la red.

Respecto a la sincronizacion de dos redes Booleanas, en esta tesis se utilizé el esquema
de sincronizacion forzada. Como trabajo futuro se puede estudiar la manera de sincronizar
redes Booleanas con un acoplamiento unidireccional o con un acoplamiento bidireccional.
También seria importante saber bajo qué condiciones se puede lograr sincronizacién genera-
lizada, es decir, buscar la manera de lograr sincronizacion en fase, antifase, etc.

Por el comportamiento cadtico que presenta esta red Booleana experimental, ésta puede
ser utilizada en la generacién de secuencias pseudo-aleatorias, y estas secuencias serian una
buena manera de lograr algoritmos de encriptacion de informacién o utilizados en sistemas
de comunicacidn.
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