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Resumen

Buscando extender propiedades particulares de los nudos alternantes se han hecho gene-
ralizaciones del concepto. En [8] Kawauchi introdujo el número de alternancia de un enlace
L y se denota como alt(L), el cual mide qué tan lejos esta L de los enlaces alternantes con el
mismo número de componentes.

En esta tesis se encontraron nudos de 2-puentes a partir de los cuales se generaron con-
juntos infinitos de nudos no alternantes. Tales nudos tienen la caracterı́stica de tener número
de alternancia igual a uno, es decir, con el cambio de un determinado cruce se vuelven
alternantes. Para mostrar que los conjuntos generados son infinitos y no alternantes, se cons-
truyeron fórmulas para calcular los polinomios de Conway y de Alexander de los habitantes
de un 3-cuarto dado y de los enlaces formados con ellos. Para el caso particular de calcular el
polinomio de Alexander de los conjuntos infinitos se proporcionan fórmulas, no recursivas,
mediante las cuales es fácil determinar el polinomio de los nudos en los conjuntos.
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Abstract

In order to extend particular properties of non alternating knots, generalizations of the
concept had been made. In [8] Kawauchi introduced the alternation number of a link, de-
noted by alt(L), which measures how far is L of alternating links with the same number of
components.

In this thesis, certain 2-bridge knots, from which infinity sets of non-alternating knots
have been generated, are shown. These non-alternating knots have the characteristic of ha-
ving alternation number one, i.e., by changing one crossing an alternating knot is obtained.
In order to demonstrate that the generated knots are different and non alternating, formulas
are derived. With these formulas it is posible to calculate the Conway and Alexander poly-
nomials of the knots that are formed. In the case of the Alexander polynomials no recursive
formulas are supplied.
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Introducción

Dos preguntas fundamentales de la teorı́a de nudos son: ¿Se pueden clasificar a los nu-
dos? y dados dos nudos K1 y K2, ¿Se puede determinar si son equivalentes o no? Como se
estudia a los nudos con diagramas, conviene tener una noción de equivalencia basada en
diagramas. Las movidas de Reidemeister son operaciones en diagramas de un nudo, las cua-
les cambian a un diagrama pero preservan el tipo de nudo que representan. Para distinguir
dos nudos se usan invariantes de nudos, es decir, se asocia un número, propiedad, grupo o
polinomio a un diagrama, de modo que se preserve bajo movidas de Reidemeister. Esto im-
plicará que tal invariante no depende del diagrama, y es por lo tanto un invariante del tipo de
nudo.

Los enlaces se han clasificado en enlaces alternantes y no alternantes. Además, con el
propósito de extender las propiedades particulares de los enlaces alternantes a algunas clases
de enlaces no alternantes se han hecho generalizaciones del concepto de enlaces alternantes.
Por ejemplo, en 1992 Colin C. Adams y colaboradores en [2] introdujeron la noción de
nudos casi alternantes, los cuales son nudos no alternantes que tienen una proyección, con
la propiedad de volverse alternante al cambiar un cruce. En el 2010 Horiuchi y Ohyama en
[6] definen para un nudo alternante K, Alm(K), como el número de nudos casi alternantes,
los cuales tienen una proyección que al cambiar un cruce producen una proyección del nudo
K. En 2010 Kawauchi en [8] introdujo el número de alternancia de un enlace, el cual mide
qué tan lejos está de enlaces alternantes con el mismo número de componentes y se denota
como alt(L). Sobre éstas ideas, para un nudo alternante K se puede determinar el número de
nudos no alternantes, los cuales tienen una proyección que al cambiar un cruce producen el
nudo K. Dicho de otra forma, determinar el número de nudos K′ con alt(K′) = 1.

Dado que los nudos de 2-puentes son alternantes y están completamente clasificados [10,
Teo. 9.3.1, 9.3.2], en el presente trabajo se busca determinar el número de nudos no alter-
nantes tales que al cambiarles un cruce generen un cierto nudo de 2-puentes. Para realizar
dicha cuestión se construyen nudos no alternantes y se utilizan invariantes polinomiales. El
contenido de la tesis se organiza de la siguiente forma: En el capı́tulo 1 se exponen algu-
nos conceptos de la teorı́a de nudos que serán necesarios para el desarrollo del texto. En
el capı́tulo 2 se expone un 3-cuarto, R1, que será útil para la construcción de diagramas no
alternantes. En el capı́tulo 3 se exponen algunas fórmulas para el cálculo de invariantes po-
linomiales de habitantes de R1, para el caso particular del polinomio de Alexander dichas
fórmulas no son recursivas. En el capı́tulo 4 se usan los resultados de los capı́tulos 2 y 3 para
construir una familia infinita de nudos no alternantes distintos tales que al cambiar un cruce
generen determinados nudos de 2-puentes. Por último, en el capı́tulo 5 se muestran algunos
ejemplos del polinomio de Alexander de algunos enlaces formados por habitantes del cuarto
R1.
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Capı́tulo 1

Preliminares

En el presente capı́tulo se expondrán algunos conceptos de la teorı́a de nudos, para pro-
fundizar se recomienda revisar [1], [4] y [10].

1.1. Enlaces e invariantes
Definición 1.1. Un enlace de m componentes es un subconjunto de S3, o de R3, que consiste
de m curvas disjuntas, lineales a pedazos, cerradas y simples. Un enlace de una componente
es un nudo.

Definición 1.2. Dos nudos K1 y K2 son isotópicos ambientalmente si existe una función
continua H : R3× [0,1]→ R3 tal que

h0 = H(−,0) de R3→ R3 es la identidad.

Para toda t ∈ [0,1],ht = H(−, t) de R3→ R3 es un homeomorfismo.

Si h1 = H(−,1) entonces h1(K1) = K2

A h se le llama isotopı́a ambiente.

La isotopı́a ambiente es una relación de equivalencia en nudos: dos nudos son equivalen-
tes si, y sólo si, pueden ser deformados, mediante una isotopı́a ambiente, el uno en el otro.
Cada clase de equivalencia es llamada un tipo de nudo; dos nudos equivalentes tienen el
mismo tipo.

Se trabaja con las proyecciones de los nudos en el plano yz. A tales proyecciones se les
denomina diagramas regulares si no tienen puntos de tangencia ni puntos triples y en los
puntos dobles se marcan los segmentos que pasan por abajo con una discontinuidad, véanse
Figuras 1.1 y 1.2. Se les llamará cruces a los puntos dobles y a las componentes conexas
de los diagramas regulares cuerdas. El nudo más simple de todos es el nudo trivial (véase
Figura 1.2 (c)).

Figura 1.1: Diagramas no regulares.
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(a) Diagrama regular de
un nudo.

(b) Diagrama regular
de un enlace.

(c) Diagrama regular
del nudo trivial.

Figura 1.2: Diagramas regulares.

Definición 1.3. Si se puede deformar un diagrama regular D en uno D′ mediante un número
finito de movidas de Reidemeister o sus inversas (véase Figura 1.3), entonces se dice que D
y D′ son equivalentes y se denota D∼= D′.

(a) Movida Ω0. (b) Movida Ω1. (c) Movida Ω2. (d) Movida Ω3.

Figura 1.3: Movidas de Reidemeister.

Nótese que cada movida de Reidemeister es una isotopı́a ambiente.

Teorema 1.1. [10, Teo. 4.1.1] Dados dos diagramas regulares D y D′ de nudos (o enlaces)
K y K′, respectivamente. Entonces

K ∼= K′⇐⇒ D∼= D′.

A lo largo del texto, se trabajará sólo con diagramas regulares. Cuando dos diagramas
D, D′ se pueden obtener, uno a partir del otro usando únicamente movidas de Reidemeister
del tipo Ω2 y Ω3 se dicen que son regularmente equivalentes. Del hecho de no conocer el
número de movidas para poder determinar si dos nudos son equivalentes es necesario el uso
de invariantes.

Definición 1.4. [4] Un invariante es una función del conjunto de enlaces a algún otro con-
junto cuyos valores dependen sólo de la clase de equivalencia del nudo. Cualquier repre-
sentante de la clase puede ser escogido para calcular el invariante. No hay restricción en la
clase de objetos. Por ejemplo, pueden ser enteros, polinomios, matrices o grupos.

El primer trabajo en tabulación de diagramas de nudos fue hecho, alrededor de 1880,
por Reverend Thomas P. Kirkman y desde entonces se busca completar dicha tabla. Algunas
familias de enlaces son definidas en términos de las propiedades de sus diagramas. Enseguida
se definen algunos enlaces con los que se trabajará.

Definición 1.5. Un diagrama regular D de un enlace que es una composición de los diagra-
mas regulares de dos enlaces sin puntos en común se dice ser dividido, véase Figura 1.4. Un
enlace que tiene un diagrama regular dividido se dice ser un enlace dividido.
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Figura 1.4: Enlace dividido.

Definición 1.6. Tómese un punto arbitrario P en un diagrama A de un nudo K y recórrase
sobre A. Si P en los puntos de cruce de A, se mueve alternadamente entre un segmento que
pasa por encima y un segmento que pasa por debajo, entonces se dice que es un diagrama
alternante. Un nudo que tiene al menos un diagrama alternante se llama nudo alternante,
véase Figura 1.5.

(a) (b)

Figura 1.5: Ejemplo de nudos; alternante (a) y no alternante (b).

Definición 1.7. [2] Un diagrama de un enlace es n-casi alternante si n cambios de cruce
hacen la proyección alternante. Un enlace es n-casi alternante si éste tiene un diagrama
n-casi alternante y no tiene proyecciones (n− 1)-casi alternantes. Si un enlace L es n-casi
alternante, se dice que tiene un número de dealternancia n. Si n = 0 corresponde a enlaces
alternantes. Se dice que un enlace es casi alternante si éste es 1-casi alternante, véase Figura
1.6.

(a) (b)

Figura 1.6: En (a) se muestra un nudo casi alternante y en (b) un nudo alternante.

Se denota el número de dealternancia de un enlace L por dalt(L) y puede ser definido
como el mı́nimo sobre todas las proyecciones de un nudo del número de cambios de cruces
necesarios para llevar la proyección a una alternante. Se sabe que todos los nudos no alter-
nantes de once o menos cruces son casi alternantes excepto 11n95 y 11n118 los cuales tienen
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proyecciones 2-casi alternantes [2]. Nótese que un enlace m-casi alternante tiene proyeccio-
nes l-casi alternantes para todo l ≥ m, las cuales pueden ser fácilmente obtenidas aplicando
repetidamente la movida Ω2 de Reidemeister. De manera análoga, todo nudo alternante tiene
una proyección casi-alternante, ya que si se toma una proyección alternante y se le aplica una
movida de Reidemeister del tipo Ω2, se genera una proyección casi alternante, véase Figura
1.7.

Un cruce en una proyección casi alternante que produce una proyección alternante es
llamado el alternador. Además el cambio de un cruce en una proyección casi alternante
puede generar distintos nudos, lo cual depende del cruce que se cambie, véase Figura 1.7 (c)
y (d).

(a) (b) (c) (d)

Figura 1.7: (a) Un diagrama alternante. (b) Una proyección casi alternante del nudo en (a). En (c) y
(d) dos nudos generados por un cambio de cruce de la proyección en (b).

Existen nudos no alternantes que no tienen proyecciones casi alternantes, y sin embargo
con un cambio de cruce se vuelven nudos alternantes. Kawauchi en [8] introdujo el número
de alternancia de un enlace, el cual mide qué tan lejos está éste de los enlaces alternantes.
Para dos enlaces L y L′, la distancia Gordian dG(L,L′) entre L y L′, con el mismo número
de componentes, es el mı́nimo número de cambios de cruces necesarios para deformar un
diagrama de L a uno de L′, donde el mı́nimo es tomado sobre todos los diagramas de L. El
número de alternancia alt(L) de un enlace L es el mı́nimo número de dG(L,L′) entre todos
los enlaces alternantes L′. Por definición, se tiene alt(L)≤ dalt(L) para todo enlce L.
Nótese que el número de alternancia es distinto del número de dealternancia. Por ejemplo,
el nudo mostrado en la Figura 1.8 es 2-casi alternante y tiene número de alternancia igual a
uno.

(a) Proyección no alternante (b) Proyección 2-casi alternante

Figura 1.8: Dos proyecciones de un mismo nudo.

Dadas dos proyecciones de nudos, se define un nuevo nudo obtenido por remover un
pequeño arco de la proyección de cada nudo y después conectar los cuatro puntos finales con
dos nuevos arcos como muestra la Figura 1.9. El nudo resultante será la composición de dos
nudos. Si se denotan dos nudos como J y K, entonces su composición es denotada por J]K.

5



Si un nudo no es la composición de nudos no triviales, se le llama nudo primo. Ejemplo de
ellos son los nudos J y K de la Figura 1.9. Las tablas de clasificación de nudos que existen
enumeran a los nudos primos hasta 16 cruces [7].

(a) J (b) K (c) J]K

Figura 1.9: Composición de nudos.

A un enlace se le puede dotar de una orientación. Esto se realiza asignándole una di-
rección en cada componente y se coloca una flecha sobre ella para denotarlo (véase Figura
1.10).

Figura 1.10: Un nudo orientado.

El primer polinomio que surgió asociado a nudos y enlaces fue debido a J. Alexander en
1928. Este invariante polinomial era definido en conceptos relativamente abstractos. En 1969
John H. Conway encontró una forma de calcular el polinomio de Alexander de un enlace
usando la llamada relación de madeja. Ésta es una ecuación que relaciona el polinomio de
un enlace con el polinomio de enlaces obtenidos por cambios de cruces en una proyección del
enlace original. El polinomio de Alexander, se denota como ∆(L) o ∆L(t), donde ∆(L) ∈
Z[t−1, t]. El polinomio de Conway es un polinomio de Laurent en Z[z], donde Z[z] es el
anillo de polinomios en z con coeficientes enteros, y es denotado como ∇(L) o ∇L(z).

Definición 1.8. El polinomio de Conway de un enlace orientado L es definido por los si-
guientes tres axiomas.

1. Invariante: ∇(L) es invariante bajo isotopı́a ambiente de L.

2. Normalización: si K es el nudo trivial entonces ∇(K) = 1.

3. Relación de madeja: ∇(L+)−∇(L−) = z∇(L0) donde (L+,L−,L0) es una madeja tri-
ple, esto es, una terna ordenada de enlaces orientados los cuales son idénticos excepto
en un cruce especı́fico, éstos son ilustrados en la Figura 1.11.

(a) L+ (b) L− (c) L0

Figura 1.11: Madeja triple.
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Nótese que la relación de madeja es recursiva, esto quiere decir que, dado un nudo K con
n cruces tenemos que aplicar la relación de madeja 2n veces. Un resultado importante es que
existe una relación entre los polinomios de Conway y de Alexander. Dicha relación muestra
que en realidad son el mismo invariante, esto es fácil de ver al hacer el cambio de variable
z = (t−

1
2 − t

1
2 ).

Teorema 1.2. [10, Teo. 6.2.1] Sea L un enlace orientado, entonces ∆L(t) = ∇L(t−
1
2 − t

1
2 ).

Se cuenta con las siguientes propiedades.

Proposición 1.1. [10] Si un enlace orientado L es un enlace dividido, entonces ∇(L) = 0.

Proposición 1.2. [10] Si K es un nudo orientado, entonces ∆K(1) = 1.

Una relación entre los polinomios de Alexander de dos enlaces y su composición es la
siguiente:

Teorema 1.3. [10, Teo. 6.3.5] Si un enlace orientado puede ser factorizado como L1]L2
entonces ∆(L1]L2) = ∆(L1)∆(L2).

Una manera de generar nudos es por medio de “bloques” llamados n-ovillos. En la si-
guiente sección son definidos de manera formal y para una mayor información se recomien-
da consultar [6] y [10]. En el capı́tulo 2 se construirán nudos no alternantes por medio de
3-ovillos.

1.2. 3-ovillos
Conway, desde 1970 persiguió el objetivo de formar una tabla completa de los nudos.

Los invariantes de nudo que se habı́an descubierto hasta ese momento no eran suficientes
para lograr este objetivo. Por lo tanto, Conway introdujo el concepto de ovillo y con él, los
nudos algebraicos [10]. Mediante el estudio de esta clase de nudos, se resolvieron diversos
problemas, lo que ayudó a una mejor comprensión de la teorı́a de los nudos. Un tipo especial
de nudos algebraicos son los nudos de 2-puentes.

Definición 1.9. Un n-ovillo es un par (B3,T ) donde B3 es una 3-bola y T es un conjunto de
n arcos disjuntos propiamente encajados en B3.

Se trabajará con 3-ovillos y se escribirá sólo T en lugar de (B3,T ). Adémas se traba-
jará con su proyección en el plano yz. Se define el denominador de un 2-ovillo T , D(T ),
como el enlace obtenido de cerrar el 2-ovillo como muestra la Figura 1.12.

(a) (b)

Figura 1.12: Diagrama de un 2- ovillo y la cerradura D del 2-ovillo T .
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Definición 1.10. Un n-ovillo es llamado racional si existe un homeomorfismo de pares de
(B3,T ) a (D,P)× I donde D es el disco unitario y P es un conjunto de n puntos en el interior
de D, e I es el intervalo unitario cerrado.

Análogo al caso de los nudos, a los n-ovillos también se les puede dotar de una orienta-
ción.

Definición 1.11. Un n-ovillo orientado es un n-ovillo (B3,T ) tal que cada componente de T
es orientada.

Para trabajar con 3-ovillos orientados y calcular el polinomio de Conway de ellos se
usarán algunos conceptos introducidos por Giller en [5].

1.2.1. 3-cuartos
Siguiendo la adaptación de [9] generada de [5], se tienen las siguientes definiciones.

Definición 1.12. Sea P un conjunto ordenado de n puntos en el interior de D2, el disco
unitario cerrado en R2 y sea S ⊂ P. La terna R = (D2× I,P,S) es llamada n-cuarto. Los
puntos en P×{0} son llamados puertos izquierdos y aquellos en P×{1} como puertos
derechos; los puertos en S× {0,1} se dicen ser positivamente orientados y aquéllos en
(P \ S)×{0,1} son llamados negativamente orientados. Un n-cuarto R = (D2× I,P,S) se
dice tener la orientación estándar si S = P.

Definición 1.13. Un n-ovillo orientado T = (B3,T ) es llamado un habitante de un n-cuarto
R si existe un homeomorfismo ϕ : B3→ D2× I, con ϕ(∂T ) = P×{0,1}, tal que para cada
arco t ∈ T se cumplan las siguientes condiciones:

ϕ mapea ∂t a un puerto izquierdo y a uno derecho, ambos con la misma orientación,
o ϕ mapea ∂t en dos puertos derechos (o dos izquierdos) con diferente orientación.

La orientación de t coincide con la inducida por R en la manera obvia.

Definición 1.14. La madeja de un n-cuarto es el conjunto de todos los habitantes de R y se
denota S(R).

Dadas s1,s2 ∈ S(R), diremos que s1 = s2 si existe una isotopı́a ambiente que lleve s1 en
s2, dejando ∂(D2× I) fija. Los n-cuartos y sus habitantes serán representados con diagramas
de forma análoga a los enlaces (véase Figura 1.13).

(a) Un 3-cuarto con un puerto positiva-
mente orientado.

(b) 3-cuarto con un habitante.

Figura 1.13: Diagramas de un 3-cuarto y un habitante del cuarto.
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Para el cuarto de la Figura 1.14 se define en S(R) una operación binaria por yuxtaposi-
ción, la cual mapea habitantes S y T de R al habitante S ·T de R (véase Figura 1.14).

(a) T (b) S (c) T ·S

Figura 1.14: Operación definida en S(R).

Sea R un 3-cuarto, T+,T−,To habitantes del cuarto R, (T+,T−,To) una madeja triple (i.e.
una terna triple de 3-ovillos orientados los cuales son idénticos excepto en un especı́fico
cruce, véase Figura 1.11) y F el campo de cocientes de Z[z]. Se denota V (R) el espacio
vectorial libre generado por S(R) sobre F y N(R) el subespacio vectorial generado por los
elementos de la forma T+−T−−zTo. Se define el espacio vectorial cociente L(R), por L(R)=
V (R)�N(R). Donde L(R) es un espacio vectorial y además es un álgebra bajo la extensión,
a L(R), de la operación binaria “·”.

Como ya se mencionó anteriormente se usarán los 3-ovillos para formar nudos no alter-
nantes pero en especial se usará un tipo de 3-ovillos denominados 3-trenzas.

1.2.2. 3-trenzas
En los inicios de 1930, E. Artin introduce el concepto de trenza, para realizar el estudio

de nudos. Sin embargo, fue V. Jones en 1984 quien consiguió el objetivo original de Artin al
aplicar el concepto de trenza a la teorı́a de nudos. Una n-trenza es un ejemplo particular de
un n-ovillo: En la parte superior y en la base de un cubo, B, se marcan n puntos, A1,A2, ...,An
y A′1,A

′
2, ...,A

′
n, respectivamente. Se representan en la Figura. 1.15.

Figura 1.15: Los puntos A1,A2, ...,An y A′1,A
′
2, ...,A

′
n en el cubo B.

Ahora uniendo los puntos A1,A2, ...,An a los puntos A′1,A
′
2, ...,A

′
n mediante n curvas po-

ligonales en B, de tal manera que estas curvas no se intersequen entre sı́, no es necesario
que se junten Ai con A′i, pero no puede juntarse Ai con A j. A estas curvas poligonales se les
denominará cuerdas. Supóngase ahora que se divide en dos partes al cubo B, por un plano
arbitrario, E, que es paralelo a la base del cubo. Entonces si E interseca cada cuerda en uno
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y sólo en un punto, se dirá que estas n cuerdas en B son una n-trenza. Es de interés el caso
de las 3-trenzas que son con las que se trabajará.

En forma similar al caso de 3-ovillos, se puede obtener un diagrama regular de una 3-
trenza por la proyección de ella en el plano yz, como en la Figura 1.16.

Figura 1.16: Diagrama regular de una 3-trenza.

Para mayor comodidad se trabajará con las 3-trenzas en forma horizontal, usando la
notación T (a1,a2, ...,an) donde ai ∈ Z con i = 1, . . . ,n y n ∈ N para denotar la 3-trenza de
la Figura 1.17.

(a) T (a1,a2, ...,an) con n impar.

(b) T (a1,a2, ...,an) con n par.

Figura 1.17: 3-trenza con n impar y n par.

Se tiene la siguiente definición para los ai de la Figura 1.17.

Figura 1.18: Nomenclatura de 3-trenzas.

Ejemplos de 3-trenzas son: E = T (1,−1,1) y E−1 = T (−1,1,−1), las cuales se mues-
tran en la Figura 1.19 (b) y (c).

(a) (b) (c)

Figura 1.19: En (a) la 3-trenza T (3,2,2), en (b) y (c) son ejemplos de 3-trenzas no alternantes.
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Es mostrado en [3] que toda 3-trenza T admite un diagrama estándar, es decir, un diagra-
ma de la forma T = A ·Ek donde A es un diagrama alternante y k ∈ Z.

Por medio de diagramas de 3-trenzas se construirán tanto nudos no alternantes como
nudos de 2-puentes. En la siguiente sección se muestra cómo con una 3-trenza se puede
construir un nudo de 2-puentes.

1.3. 3-trenzas y nudos de 2-puentes
Los nudos de 2-puentes son una familia de nudos que están muy estrechamente relacio-

nados con los ovillos racionales. Se sabe que el nudo trivial es el único nudo de 1-puente.
Los nudos de 2-puentes tienen la caracterı́stica de ser siempre primos y tener a lo más dos
componentes [10].

El siguiente Teorema muestra la relación entre nudos de 2-puentes y 2-ovillo racionales.

Teorema 1.4. [10, Teo. 9.3.1]

1) Un nudo (o enlace) de 2-puentes es el denominador de algún 2-ovillo racional.

2) Por el contrario, el denominador de un 2-ovillo racional es un nudo (o enlace) de 2-
puentes.

Gracias a este teorema, un diagrama regular estándar de un nudo de 2-puentes puede ser
representado como lo muestra la Figura 1.20. Sea T (a1,a2, ...,an) una 3-trenza, se define la
cerradura de T (a1,a2, ...,an), del tipo A, como el nudo o enlace obtenido de cerrar como se
muestra en la Figura 1.20 que se denotará como A(T (a1,a2, ...,an)). Por lo tanto un nudo de
2-puentes puede ser considerado como la cerradura A de una 3-trenza. En [3] se muestra: Si
un nudo de 2-puentes es de cierto tipo denotado por b(a,b), donde a y b son primos relativos,
se tiene que si a

−b = [a1,a2, · · · ,a2n+1] es una expansión de fracción continua, con a1 6= 0 y
ai > 0 o ai < 0 para todo i, entonces b(a,b)∼= A(T (a1,a2, ...,an)).

Figura 1.20: Enlace de 2-puentes generado por la cerradura, tipo A, de T (a1,a2, ...,an).

Se considerarán nudos de 2-puentes con diagrama regular estándar para determinar nudos
no alternantes tales que al cambiarles un cruce generen nudos de 2-puentes.
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Capı́tulo 2

Nudos y el cuarto R1

Considérese el 3-cuarto mostrado en Figura 2.1 (a), el cual se denotará como R1.

(a) 3-cuarto R1. (b) 3-cuarto con
puertos enumerados.

Figura 2.1: 3-cuarto no estándar.

Derivado de [5] se tiene que una base para L(R1) es B = {χ1,χ2,χ3,χ4,χ5,χ6}, veáse
Figura 2.2. Ası́ todo elemento en L(R1) admite una única expresión como combinación de
elementos en B. Lo cual implica que para T ∈ L(R1) existen polinomios p1, · · · , p6 tal que

∇(T ) =
6
∑

i=1
pi∇(χi).

(a) χ1 (b) χ2 (c) χ3 (d) χ4 (e) χ5 (f) χ6

Figura 2.2: Elementos básicos.

Se enumeran los puertos de R1, con a j los que entran y los que salen con b j, como se
muestra en Figura 2.1 (b). Se denota al conjunto de los puertos a j por A y a los b j por B.
Nótese que el número de funciones de A sobre B son seis. Para cada habitante T ∈ S(R) las
conexiones entre los puertos, que son hechas por los arcos, determinan una única función
T̂i : A→ B, para i = 1,2, . . . ,6, la cual es biyectiva. Por lo tanto, para cada elemento χi sus
conexiones determinan una función χ̂i, véase la Figura 2.2. Las cuales son definidas de la
siguiente manera:

χ̂1 : A→ B
a1 7→ b1
a2 7→ b2
a3 7→ b3

χ̂2 : A→ B
a1 7→ b1
a2 7→ b3
a3 7→ b2

χ̂3 : A→ B
a1 7→ b2
a2 7→ b1
a3 7→ b3

χ̂4 : A→ B
a1 7→ b2
a2 7→ b3
a3 7→ b1

χ̂5 : A→ B
a1 7→ b3
a2 7→ b1
a3 7→ b2

χ̂6 : A→ B
a1 7→ b3
a2 7→ b2
a3 7→ b1

12



Nótese que cada función definida por algún habitante de S(R1) es igual a alguna función
χ̂i con i = 1, · · · ,6; por lo cual las conexiones de T ∈ S(R) pueden ser representados por
un habitante χi. Además una 3-trenza T es habitante de la madeja S(R) si todos los puertos
izquierdos de R, son conectados con todos los puertos derechos de R; por lo tanto T ∈ S(R1)
si, y sólo si, T̂ (a3) = (b3).

Definición 2.1. Sea T ∈ S(R), se define el numerador de T , N(T ) como el enlace obtenido
de la siguiente forma:

Se denotará por c al 3-ovillo orientado mostrado en la Figura 2.3, nótese que c define a
la función ĉ que, por sus conexiones, es igual a χ̂2.

Figura 2.3: El habitante c.

Los siguientes resultados serán usados para determinar diagramas de nudos no alternan-
tes que al cambiar un cruce generen nudos de 2-puentes. Esto determinando el número de
componentes de algunos enlaces formados por 3-ovillos.

Lema 2.1. Sea t una 3-trenza habitante del 3-cuarto R1. Entonces N(t · c) es un nudo si, y
sólo si, las conexiones de t definen la función χ̂3.

Demostración: Supóngase que las conexiones de t definen la función χ̂3, por ello sus
conexiones pueden ser representadas por χ3. El 3-ovillo c define χ̂2 y sus conexiones serán
representadas por χ2, usando esto se calculará el número de componentes del enlace N(t ·c).
Las conexiones del 3-ovillo t · c serán representadas por el 3-ovillo χ3 · χ2, por lo tanto la
función que define t · c es χ̂4. Además nótese que se puede considerar el enlace N(t · c)
como la unión de los 3-ovillos t · c y χ1. Debido a que χ̂4(ai) 6= bi y χ̂1(ai) = bi para todo
i, entonces N(t · c) sólo tiene una componente y por lo tanto es un nudo. Ahora supóngase
que las conexiones de t no definen la función χ̂3, como t es una 3-trenza habitante de R1
entonces definen la función χ̂1. Se calcula la función que define el 3-ovillo t · c con χ1 ·χ2,
como χ̂2(a1) = b1 el número de componentes de N(t · c) es dos, de modo que N(t · c) es un
enlace de más de una componente.

�

Lema 2.2. Sea T (2a1 + 1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k una 3-trenza, con ai números enteros y
k ∈ Z, entonces la función que define T (2a1 +1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k es χ̂3.

Demostración: Supóngase m impar, el caso m par es análogo. Se reescribe la 3-trenza
T (2a1 +1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k,
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T (2a1 +1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k

= T (2a1) ·T (1) ·T (0,2a2) ·T (2a3) · · ·T (2am) · (E ·E)k

= (T (2))a1 ·T (1) · (T (0,2))a2 · (T (2))a3 · · ·(T (2))am · (E ·E)k

Es claro que T (1) define la función χ̂3, y T (2), T (0,2) y (E ·E) definen la función
χ̂1, por ello T (2)l , T (0,2)n y (E ·E)k para todo l,n y k ∈ Z definen la función χ̂1. Por lo
tanto las conexiones de T (2a1 + 1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k pueden ser representados por el
3-ovillo χ3 y definen la función χ̂3. �

Teorema 2.1. Dada T (2a1+1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k una 3-trenza, con ai números enteros
y k ∈ Z, entonces N(T (2a1 +1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k · c) es un nudo.

Demostración: Por el Lema 2.2 la 3-trenza T (2a1 +1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k define la
función χ̂3. Como χ̂3(a3) = (b3), la 3-trenza T (2a1+1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k es habitante
de S(R1) y por el Lema 2.1 se concluye que N(T (2a1 +1,2a2,2a3, · · · ,2am) ·E2k · c) es un
nudo. �

Lema 2.3. Si t es una 3-trenza tal que define la función χ̂3 con t 6= T (±1), entonces A(t) es
un nudo de 2-puentes.

Demostración: El enlace A(t) puede ser considerado como t · χ2. Si t es una 3-trenza
tal que define la función χ̂3, entonces las conexiones de t ·χ2 pueden ser representadas por
χ3 ·χ2 y definen la función χ̂4. Como χ̂4(ai) 6= bi para todo i, entonces A(t) tiene una sola
componente. Por el Teorema 1.4 y por la definición de la cerradura A, se tiene que A(t) es un
nudo de 2-puentes. �

Nota 1. Nótese que t ·E2k · c∼= t · c ·E2k (véase Figura 2.4).

(a)

(b)

(c)

Figura 2.4: En (a) el 3-ovillo t ·E2k · c, en (b) se muestra el 3-ovillo obtenido de girar 2k veces el
3-ovillo c dejando fijo el 3-ovillo t ·E2k, en (c) el 3-ovillo t ·c ·E2k que es obtenido de anular E2k con
E−2k.
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Capı́tulo 3

Invariantes polinomiales

Se calculará el polinomio de Alexander con ayuda del polinomio de Conway, tomando
z = x−1− x para trabajar con exponentes enteros. Por lo tanto los polinomios de Alexander
se presentarán con potencias pares.

Nota 2. Se trabajará en el resto del texto con 3-ovillos orientados que sean habitantes del
3-cuarto R1, véase Figura 2.1 y sólo se escribirá 3-ovillos para denotarlos.

3.1. Polinomio de Conway
Se calculará el polinomio de Conway tanto de 3-ovillos como de enlaces y se denotará en

ambos casos por ∇. Además se colocará un punto en el diagrama sobre el cruce al cual se le
aplica la relación de madeja.

3.1.1. 3-ovillos
Se recuerda que, como se mencionó en el capı́tulo anterior, si T es un 3-ovillo habitante

del 3-cuarto R1 entonces ∇(T ) =
6
∑

i=1
pi∇(χi). Teniendo el polinomio de Conway de dos 3-

ovillos, será de utilidad el polinomio asociado al diagrama de la yuxtaposición de ellos. Para
lo cual se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sean T1 y T2 dos diagramas de 3-ovillos, tales que

∇(T1) =
6
∑

i=1
pi∇(χi) y ∇(T2) =

6
∑

i=1
qi∇(χi), entonces

∇(T1 ·T2) = (p1q1 + p3q3)∇(χ1)

+(p1q2 + p2q1 + p2q4 + p3q4 + p5q2 + p5q3 + zp5q4)∇(χ2)

+(p1q3 + p3q1 + zp3q3)∇(χ3)

+(p1q4 + p3q2 + p4q1 + p4q4 + p6q2 + zp3q4 + p6q3 + zp6q4)∇(χ4)

+(p1q5 + p2q3 + p2q6 + p3q6 + p5q1 + p5q5 + zp5q3 + zp5q6)∇(χ5)

+(p1q6 + p3q5 + p4q3 + p4q6 + p6q1 + p6q5 + zp3q6 + zp6q3 + zp6q6)∇(χ6)
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Demostración:
∇(T1 ·T2) =

p1q1∇

( )
+ p1q2∇

( )
+ p1q3∇

( )
+ p1q4∇

( )
+p1q5∇

( )
+ p1q6∇

( )
+ p2q1∇

( )
+ p2q2∇

( )
+p2q3∇

( )
+ p2q4∇

( )
+ p2q5∇

( )
+ p2q6∇

( )
+p3q1∇

( )
+ p3q2∇

( )
+ p3q3∇

( )
+ p3q4∇

( )
+p3q5∇

( )
+ p3q6∇

( )
+ p4q1∇

( )
+ p4q2∇

( )
+p4q3∇

( )
+ p4q4∇

( )
+ p4q5∇

( )
+ p4q6∇

( )
+p5q1∇

( )
+ p5q2∇

( )
+ p5q3∇

( )
+ p5q4∇

( )
+p5q5∇

( )
+ p5q6∇

( )
+ p6q1∇

( )
+ p6q2∇

( )
+p6q3∇

( )
+ p6q4∇

( )
+ p6q5∇

( )
+ p6q6∇

( )
.

A los 3-ovillos, que bajo isotopı́a ambiente no son equivalentes a algún elemento de la base,
se les calcula su polinomio de Conway. Para ello se usa la relación de madeja ∇(L+) =
∇(L−)+ z∇(L0),

∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
.

Análogamente se obtienen:

∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
, ∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
,

∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
, ∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
,

∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
, ∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
,

∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
, ∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
.

Por la Proposición 1.1 el polinomio de Conway de diagramas divididos son cero, por ejem-
plo ∇

( )
= 0, por lo tanto:

∇

( )
= z∇

( )
, ∇

( )
= z∇

( )
,

∇

( )
= z∇

( )
, ∇

( )
= z∇

( )
.
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Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuación anterior y factorizando se obtiene lo desea-
do. �

Para obtener el polinomio de Conway de un nudo o enlace, obtenido al aplicar la cerradura
N a un 3-ovillo, se tiene el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea T un 3-ovillo, si ∇(T ) =
6
∑

i=1
pi∇(χi), entonces

∇(N(T )) = p4 + p5 + zp6.

Demostración: Supóngase que ∇(T ) =
6
∑

i=1
pi∇(χi), entonces ∇(N(T )) =

6
∑

i=1
pi∇(N(χi)).

Ahora obsérvese que N(χi) para i = 1,2,3 son enlaces divididos, N(χi) cuando i = 4,5 son
equivalentes al nudo trivial, véase Figura 3.1. Además es fácil ver que N(χ6)∼= A(T (2)).

(a) N(χ1) (b) N(χ2) (c) N(χ3) (d) N(χ4) (e) N(χ5) (f) N(χ6)

Figura 3.1: Cerradura N de elementos básicos.

Se calcula el polinomio de Conway a N(χi) para i = 1, ...,6: por la Proposición 1.1 se
obtiene que ∇(N(χ1)) = ∇(N(χ2)) = ∇(N(χ3)) = 0, por la propiedad de normalización del
polinomio de Conway ∇(N(χ4)) = ∇(N(χ5)) = 1, y

∇(N(χ6)) = ∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
= z

Por lo tanto ∇(N(T )) = p4 + p5 + zp6. �

Lema 3.2. Si S y T son dos 3-ovillos, entonces

∇(N(S ·T )) = ∇(N(T ·S)).

Demostración: Es claro que N(S ·T ) ∼= N(T · S), véase Figura 3.2. Por lo cual ∇(N(S ·
T )) = ∇(N(T ·S)). �

(a) N(S ·T ). (b) N(S ·T ). (c) N(T ·S).

Figura 3.2: Cerradura N de S ·T y T ·S.

Se trabajará con 3-ovillos formados con 3-trenzas; por lo cual es importante calcular para
una 3-trenza T , ∇(E2k), ∇(T ·E2k) y ∇(N(T ·E2k)).
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Teorema 3.2. Sea D = E2k con k ∈ N∪{0}, entonces ∇(D) =
6
∑

i=1
αik∇(χi), donde:

α1k = 1−α4k ,
α2k = −α3k− zα4k ,
α3k = z(1−α4k−1)+(1+ z2)α3k−1,
α4k = −zα3k−1 +α4k−1,
α5k = α4k ,
α6k = −α3k .

Con α30 = α40 = 0.

Nota 3. Nótese que α3k y α4k estan definidas como relaciones de recurrencia y α1k ,α2k ,α5k

y α6k en términos de ellas.

Demostración: Se hará por inducción sobre k. Para k = 1, se calculará ∇(E2),

∇

( )
= ∇

( )
− z∇

( )
= ∇

( )
− z∇

( )
= ∇

( )
− z∇

( )
− z∇

( )
= ∇

( )
− z∇

( )
− z∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
− z∇

( )
− z∇

( )
= ∇

( )
+ z∇

( )
− z∇

( )
− z∇

( )
= ∇

( )
− z∇

( )
+ z∇

( )
− z∇

( )
.

Entonces α11 = 1, α21 =−z, α31 = z, α41 = α51 = 0 y α61 =−z, lo cual verifica las fórmulas
para α31 y α41 , ası́ como α11 = 1−α41 , α21 =−α31− zα41 , α51 = α41 y α61 =−α31

Para k. Aplicando el Teorema 3.1 se tiene:
∇(E2k) = ∇(E2(k−1) ·E2) =
[α1k−1α11 +α3k−1α31]∇(χ1)
+[α1k−1α21 +α2k−1α11 +α2k−1α41 +α3k−1α41 +α5k−1α21 +α5k−1α31 + zα5k−1α41]∇(χ2)
+[α1k−1α31 +α3k−1α11 + zα3k−1α31]∇(χ3)
+[α1k−1α41 +α3k−1α21 +α4k−1α11 +α4k−1α41 +α6k−1α21 + zα3k−1α41 +α6k−1α31

+zα6k−1α41]∇(χ4)
+[α1k−1α51 +α2k−1α31 +α2k−1α61 +α3k−1α61 +α5k−1α11 +α5k−1α51 + zα5k−1α31

+zα5k−1α61]∇(χ5)
+[α1k−1α61 +α3k−1α51 +α4k−1α31 +α4k−1α61 +α6k−1α11 +α6k−1α51 + zα3k−1α61

+zα6k−1α31 + zα6k−1α61]∇(χ6).
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Recuérdese que αik es el coeficiente de ∇(χi) en la descomposición de E2k. Sustituyendo
los valores correpondientes a ∇(E2), se obtiene:

α1k = α1k−1 +α3k−1z,
α2k = α1k−1(−z)+α2k−1 +α5k−1(−z)+α5k−1(z),
α3k = α1k−1(z)+α3k−1 + zα3k−1(z),
α4k = α3k−1(−z)+α4k−1 +α6k−1(−z)+α6k−1(z),
α5k = α2k−1(z)+α2k−1(−z)+α3k−1α61 +α5k−1 + zα5k−1(z)+ zα5k−1(−z),
α6k = α1k−1(−z)+α4k−1(z)+α4k−1(−z)+α6k−1 + zα3k−1(−z)+ zα6k−1(z)+ zα6k−1(−z).

Reacomodando y agrupando resulta:

α1k = α1k−1 +α3k−1z,
α2k = α1k−1(−z)+α2k−1,
α3k = α1k−1(z)+α3k−1(1+ z2),

α4k = α3k−1(−z)+α4k−1,
α5k = α3k−1(−z)+α5k−1

α6k = α1k−1(−z)+α6k−1− z2α3k−1.
(a)

Por hipótesis de inducción se tiene:
α1k−1 = 1−α4k−1,
α2k−1 = −α3k−1− zα4k−1,

α5k−1 = α4k−1 ,
α6k−1 = −α3k−1 .

(b)

Sustituyendo las ecuaciones de (b) en las ecuaciones de αik en (a) para i = 1,2,5,6, se
obtiene:

α3k = z(1−α4k−1)+(1+ z2)α3k−1,
α4k = −zα3k−1 +α4k−1 ,
α1k = 1−α4k ,
α2k = −α3k− zα4k ,
α5k = α4k ,
α6k = −α3k .

Lo cual verifica que la propiedad se satisface para k. �

Teorema 3.3. Sea T un 3-ovillo. Si

∇(T ) =
6
∑

i=1
pi∇(χi) y ∇(E2k) =

6
∑

i=1
αik∇(χi), entonces

∇(T1 ·E2k) = (p1α1k + p3α3k)∇(χ1)+(p1α2k + p2 + p3α4k)∇(χ2)

+(p1α3k + p3α1k + zp3α3k)∇(χ3)+(p4 + p1α4k− p3α3k)∇(χ4)

+(p5− p3α3k + p1α4k)∇(χ5)+(p6− p1α3k + p3α4k− zp3α3k)∇(χ6).

Demostración: Por el Teorema 3.1 se tiene

∇(T1 ·E2k) =
(p1α1k + p3α3k)∇(χ1)
+(p1α2k + p2α1k + p2α4k + p3α4k + p5α2k + p5α3k + zp5α4k)∇(χ2)
+(p1α3k + p3α1k + zp3α3k)∇(χ3)
+(p1α4k + p3α2k + p4α1k + p4α4k + p6α2k + zp3α4k + p6α3k + zp6α4k)∇(χ4)
+(p1α5k + p2α3k + p2α6k + p3α6k + p5α1k + p5α5k + zp5α3k + zp5α6k)∇(χ5)
+(p1α6k + p3α5k + p4α3k + p4α6k + p6α1k + p6α5k + zp3α6k + zp6α3k + zp6α6k)∇(χ6).
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Factorizando,

∇(T1 ·E2k) =
(p1α1k + p3α3k)∇(χ1)
+(p1α2k + p2(α1k +α4k)+ p3α4k + p5(α2k +α3k)+ zp5α4k)∇(χ2)
+(p1α3k + p3α1k + zp3α3k)∇(χ3)
+(p1α4k + p3α2k + p4(α1k +α4k)+ p6(α2k +α3k)+ zp3α4k + zp6α4k)∇(χ4)
+(p1α5k + p2(α3k +α6k)+ p3α6k + p5(α1k +α5k)+ zp5(α3k +α6k))∇(χ5)
+(p1α6k + p3α5k + p4(α3k +α6k)+ p6(α1k +α5k)+ zp3α6k + zp6(α3k +α6k))∇(χ6).

Además debido al Teorema 3.2:

α1k = 1−α4k ,
α2k = −α3k− zα4k ,

α5k = α4k ,
α6k = −α3k .

Usando estas relaciones se obtiene:

∇(T1 ·E2k) = (p1α1k + p3α3k)∇(χ1)
+(p1α2k + p2 + p3α4k + p5(−zα4k)+ zp5α4k)∇(χ2)
+(p1α3k + p3α1k + zp3α3k)∇(χ3)
+(p1α4k + p3α2k + p4 + p6(−zα4k)+ zp3α4k + zp6α4k)∇(χ4)
+(p1α5k + p3α6k + p5)∇(χ5)
+(p1α6k + p3α5k + p6 + zp3α6k)∇(χ6).

Llegando ası́ a lo deseado. �

Corolario 3.1. Sea T un 3-ovillo y k ∈ N∪{0}.

Si ∇(T ) =
6
∑

i=1
pi∇(χi) y ∇(E2k) =

6
∑

i=1
αik∇(χi), entonces

∇(N(T ·E2k)) = α3k(−zp1− p3(2+ z2))+α4k(2p1 + zp3)+(p4 + p5 + zp6).

Demostración: Usando el Teorema 3.3,

∇(T ·E2k) = (p1α1k + p3α3k)∇(χ1)+(p1α2k + p2 + p3α4k)∇(χ2)

+(p1α3k + p3α1k + zp3α3k)∇(χ3)+(p4 + p1α4k− p3α3k)∇(χ4)

+(p5− p3α3k + p1α4k)∇(χ5)+(p6− p1α3k + p3α4k− zp3α3k)∇(χ6).

Por el Lema 3.1 ∇(N(T ·E2k)) = (p4 + p1α4k − p3α3k) + (p5− p3α3k + p1α4k) + z(p6−
p1α3k + p3α4k− zp3α3k), reacomodando

∇(N(T ·E2k)) = α3k(−zp1− p3(2+ z2))+α4k(2p1 + zp3)+(p4 + p5 + zp6).

�
Para 3-ovillos del tipo de 3-trenzas se tienen los siguientes resultados.
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3.1.2. 3-trenzas
En esta sección se muestran algunas fórmulas para obtener los polinomios de Conway de

3-trenzas, las cuales están basadas en las relaciones de recurrencia (3.1) y (3.2). Nótese que
estas relaciones también se usan para calcular ∇(E2k).

α3k = z(1−α4k−1)+(1+ z2)α3k−1 , (3.1)
α4k = −zα3k−1 +α4k−1. (3.2)

Donde α30 = α40 = 0. Estas relaciones son reescritas tomando α1k = 1−α4k , donde α30 = 0
y α10 = 1.

α3k = zα1k−1 +(1+ z2)α3k−1 , (3.3)
α1k = zα3k−1 +α1k−1. (3.4)

Teorema 3.4. Sea t ∈ N∪{0}, entonces

i) ∇(T (2t)) = α1t ∇(χ1)+α3t ∇(χ3).

ii) ∇(T (2t +1)) = α3t ∇(χ1)+(α1t + zα3t )∇(χ3).

iii) ∇(T (−2t)) = (α1t + zα3t )∇(χ1)−α3t ∇(χ3).

iv) ∇(T (−(2t−1)) =−α3t ∇(χ1)+α1t ∇(χ3)

v) ∇(T (0,2t)) = ∇(χ1)+ tz∇(χ3).

vi) ∇(T (0,−2t)) = ∇(χ1)− tz∇(χ3).

Demostración:

i) Se usará inducción sobre t. Para t = 0, ∇(T (0)) = ∇(χ1). Como α30 = 0 y α10 = 1,
entonces ∇(T (0)) = α10∇(χ1)+α30∇(χ3).
Para t = 1, ∇(T (2)) = ∇(χ1)+z∇(χ3). Como α11 = 1 y α31 = z, entonces ∇(T (2)) =
α11∇(χ1)+α31∇(χ3).
Se calcula para t, usando el Teorema 3.1. Sea ∇(T (2)t−1) = p1∇(χ1)+ p2∇(χ2)+
p3∇(χ3)+ p4∇(χ4)+ p5∇(χ5)+ p6∇(χ6) , entonces

∇(T (2)t−1 ·T (2)) = (p1 + zp3)∇(χ1)+(p2 + zp5)∇(χ2)

+(p1z+ p3 + z2 p3)∇(χ3)+(p4 + p6z)(χ4)

+(p2z+ p5 + z2 p5)∇(χ5)+(p4z+ p6 + z2 p6)∇(χ6).

Por hipótesis de inducción ∇(T (2)t−1) = α1t−1∇(χ1)+α3t−1∇(χ3), sustituyendo

∇(T (2)t−1 ·T (2)) = (α1t−1 + zα3t−1)∇(χ1)

+(α1t−1z+α3t−1(1+ z2))∇(χ3).

Ahora debido a las ecuaciones (3.3) y (3.4) se obtiene ∇(T (2t))=α1t ∇(χ1)+α3t ∇(χ3).
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ii) Por el Teorema 3.1 y el resultado en i), se obtiene

∇(T (2t +1)) = ∇(T (2)t ·T (1)) = α3t ∇(χ1)+(α1t + zα3t )∇(χ3).

iii) Se usará inducción sobre t. Para t = 0, ∇(T (0)) = ∇(χ1). Como α30 = 0 y α10 = 1,
entonces ∇(T (0)) = (α10 + zα30)∇(χ1)−α30∇(χ3).
Para t = 1, ∇(T (−2)) = (1+ z2)∇(χ1)− z∇(χ3). Como α11 = 1 y α31 = z, entonces
∇(T (−2)) = (α11 + zα31)∇(χ1)−α31∇(χ3).
Se calcula para t, usando el Teorema 3.1. Sea ∇(T (2)t−1) = p1∇(χ1)+ p2∇(χ2)+
p3∇(χ3)+ p4∇(χ4)+ p5∇(χ5)+ p6∇(χ6) , entonces

∇(T (−2)t−1 ·T (−2)) = (p1(1+ z2)− p3z)∇(χ1)+(p2(1+ z2)+ p5(−z))∇(χ2)

+(p1)(−z)+ p3∇(χ3)+(p4(1+ z2)+ p6(−z))(χ4)

+(p2(−z)+ p5)∇(χ5)+(p4(−z)+ p6)∇(χ6).

Por hipótesis de inducción ∇(T (−2)t−1) = (α1t−1 + zα3t−1)∇(χ1)− zα3t−1∇(χ3), sus-
tituyendo

∇(T (−2)t−1 ·T (−2)) = [(α1t−1 + zα3t−1)(1+ z2)+ zα3t−1 ]∇(χ1)

+(α1t−1 + zα3t−1)(−z)−α3t−1∇(χ3)

= ((α1t−1 + zα3t−1)+ z(α1t−1z+α3t−1(1+ z2)))∇(χ1)

−(α1t−1z+α3t−1(1+ z2))∇(χ3).

Ahora debido a las ecuaciones (3.3) y (3.4) se obtiene ∇(T (−2t))= (α1t +zα3t )∇(χ1)−
α3t ∇(χ3).

iv) Se usará el Teorema 3.1 y iii),

∇(T (−2)t ·T (1)) = p3∇(χ1)+(p1 + zp3)∇(χ3)

= (−α3t )∇(χ1)+((α1t + zα3t )− zα3t )∇(χ3).

Entonces ∇(T (−(2t−1))) = (−α3t )+α1t ∇(χ3).

v) Se usará inducción sobre t. Para t = 0, ∇(T (0,0)) = ∇(χ1). Para t = 1, ∇(T (0,2)) =
∇(χ1)−z∇(χ2). Se calcula para t, usando el Teorema 3.1. Sea ∇(T (0,2)t−1)= p1∇(χ1)+
p2∇(χ2)+ p3∇(χ3)+ p4∇(χ4)+ p5∇(χ5)+ p6∇(χ6) , entonces

∇(T (0,2)t−1 ·T (0,2)) = (p1)∇(χ1)+(p1(z)+ p2 + p5)∇(χ2)

+p3∇(χ3)+(p3z+ p4 + p6(z))(χ4)

+(p5)∇(χ5)+(p6)∇(χ6).

Por hipótesis de inducción ∇(T (0,2)t−1) = ∇(χ1)+(n−1)zα3t−1∇(χ3), sustituyendo

∇(T (−2)t−1 ·T (−2)) = ∇(χ1)+(z+(t−1)z)∇(χ2)

Por lo tanto ∇(T (0,2t)) = ∇(χ1)+ tz∇(χ3).

22



vi) Demostración análoga a v).

�

Nota 4. Nótese que con las fórmulas del Teorema 3.4 y el Teorema 3.1 se puede calcular el
polinomio de Conway de 3-trenzas conociendo sus componentes. Además por la naturaleza
del polinomio de Conway las fórmulas del Teorema 3.4 son recursivas.

Dado un nudo K, se busca calcular el polinomio de Alexander de dicho nudo.

3.2. Polinomio de Alexander
El polinomio de Alexander será de utilidad para determinar si ciertos nudos son no al-

ternantes. Para calcular el polinomio de Alexander, con base en el polinomio de Conway, se
hace un cambio de variable, z = (x−1− x). Se recuerda que x = t

1
2 .

Nota 5. Nótese que las ecuaciones (3.1) y (3.2) son relaciones de recurrencia, y se usan
para calcular el ∇(E2t) y ∇(T ). En esta sección son numeradas como (3.5) y (3.6). Es-
tas ecuaciones ya no serán presentadas como relaciones de recurrencia ya que al hacer el
cambio de variable z = (x−1− x) pueden ser ahora representadas como sumatorias, lo cual
facilitará su cálculo.

Teorema 3.5. Sea z = (x−1− x) y α30 = α40 = 0, si para toda k ∈ N, se tiene:

α3k = z(1−α4k−1)+(1+ z2)α3k−1 , (3.5)
α4k = −zα3k−1 +α4k−1. (3.6)

Entonces, para toda k ∈ N, se tiene:

α3k =
k

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)k−i, (3.7)

α4k =

[
k

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)k+1−i

]
+(−1)k+1 +1. (3.8)

Demostración: Usando inducción sobre k. Para k = 1, se verifica

α31 = z(1−α40)+(1+ z2)α30

= z
= (x−1− x)(−1)1−1

= ∑
1
i=1(x

−(2i−1)− x2i−1)(−1)1−i.

α41 = −zα30 +α40

= 0
= ∑

1
i=1(x

−(2i−2)+ x2i−2)(−1)1+1−i

+(−1)1+1 +1.

Se calcula para k, α3k = (x−1− x)(1−α4k−1)+ (1+(x−1− x)2)α3k−1 . Por hipótesis de
inducción,

α3k = (x−1− x)

(
1−

([
k−1

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)k−1+1−i

]
+(−1)k−1+1 +1

))

+(1+(x−1− x)2)

(
k−1

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)(k−1)−i

)
.
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Operando,

α3k = (x−1− x)−

[
k−1

∑
i=1

(x−(2i−1)+ x2i−3)(−1)k−1+1−i

]
− x−1(−1)k−1+1− x−1

+

[
k−1

∑
i=1

(x−(2i−3)+ x2i−1)(−1)k−1+1−i

]
+ x(−1)k−1+1 + x

+

(
k−1

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)(k−1)−i

)

+

(
k−1

∑
i=1

(x−(2i+1)− x2i−3)(−1)(k−1)−i

)

−2

(
k−1

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)(k−1)−i

)

+

(
k−1

∑
i=1

(x−(2i−3)− x2i+1)(−1)(k−1)−i

)

=

(
k−1

∑
i=1

(x−(2i+1)− x2i+1)(−1)(k−1)−i

)
+(−1)(k−1)(x−1− x)

=

(
k−1

∑
i=1

(x−(2(i+1)−1)− x2(i+1)−1)(−1)(k−1)−i

)
+(−1)(k−1)(x−1− x)

Tomando r = i+1, se reescribe.

α3k =

(
k

∑
r=2

(x−(2r−1)− x2r−1)(−1)(k−1)−(r−1)

)
+(−1)(k−1)(x−1− x)

=

(
k

∑
r=2

(x−(2r−1)− x2r−1)(−1)k−r

)
+(−1)k−1(x−1− x)

=
k

∑
r=1

(x−(2r−1)− x2r−1)(−1)k−r.

Para α4k , α4k(z) =−zα3k−1 +α4k−1 . Por hipótesis de inducción,

α4k = −(x−1− x)

(
k−1

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)(k−1)−i

)

+

([
k−1

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)k−1+1−i

]
+(−1)k−1+1 +1

)
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Operando,

α4k =
k−1

∑
i=1

(x−(2i−2)− x2i)(−1)(k−1)−i−
k−1

∑
i=1

(x−(2i)− x2i−2)(−1)(k−1)−i

+

[
k−1

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)k−1+1−i

]
+(−1)k−1+1 +1

= −

(
k−1

∑
i=1

(x−(2i)+ x2i)(−1)(k−1)−i

)
+(−1)(k−1)+1 +1

= −

(
k−1

∑
i=1

(x−(2(i+1)−2)+ x2(i+1)−2)(−1)(k−1)−i

)
+(−1)k−1+1 +1

= −

(
k

∑
r=2

(x−(2r−2)+ x2r−2)(−1)(k−1)−(r−1)

)
+(−1)k−1+1 +1

=

(
k

∑
r=2

(x−(2r−2)+ x2r−2)(−1)((k−1)+1)+1−r)

)
+(−1)k−1+1 +1

=

(
k

∑
r=1

(x−(2r−2)+ x2r−2)(−1)((k−1)+1)+1−r

)
+(−1)k−1+1 +1−2(−1)(k−1)+1

Agrupando se obtiene

α4k =

[
k

∑
i=1

(x−(2r−2)+ x2r−2)(−1)k+1−r

]
+(−1)k+1 +1.

�
Para obtener el polinomio de Alexander de 3-trenzas, usando el Teorema 3.5, se puede

reescribir el Teorema 3.4 con fórmulas no recursivas. Nótese que por ser fórmulas no recursi-
vas, el polinomio de Alexander de 3-trenzas y de enlaces formados con ellas es más sencillo
de calcular y se facilita su programación.

Teorema 3.6. Sea t ∈ N∪{0}, entonces

i) ∆(T (2t)) = α1t ∆(χ1)+α3t ∆(χ3).

ii) ∆(T (2t +1)) = α3t ∆(χ1)+βt∆(χ3).

iii) ∆(T (−2t)) = βt∆(χ1)−α3t ∆(χ3).

iv) ∆(T (−(2t−1))) =−α3t ∆(χ1)+α1t ∆(χ3)

v) ∆(T (0,2t)) = ∆(χ1)+ t(x−1− x)∆(χ3).

vi) ∆(T (0,−2t)) = ∆(χ1)− t(x−1− x)∆(χ3).
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Donde

βt =

[
t

∑
i=1

(x−(2i)+ x2i)(−1)t−i

]
+(−1)t ,

α30 = α40 = 0 y α1t = 1−α4t . Para todo t ∈ N α3t y α4t están definidas en las ecuaciones
(3.7) y (3.8) respectivamente.

Demostración: Por el Teorema 3.4 se obtiene el resultado en términos del polinomio de
Conway con α3t y α4t definidas en las ecuaciones (3.5) y (3.6), y βt = (α1t + zα3t ). Tanto
α3t como α4t están en forma recursiva y dependen de z. Se calcula βt , haciendo el cambio de
variable z = (x−1− x) y usando las ecuaciones (3.7) y (3.8),

βt = (α1t + zα3t )

=
[
−∑

t
i=1(x

−(2i−2)+ x2i−2)(−1)t+1−i
]
− (−1)t+1

+z∑
t
i=1(x

−(2i−1)− x2i−1)(−1)t−i

=
[
−∑

t
i=1(x

−(2i−2)+ x2i−2)(−1)t+1−i
]
− (−1)t+1

+∑
t
i=1(x

−(2i)+ x2i− x−(2i−2)− x2i−2)(−1)t−i

= (−1)t +∑
t
i=1(x

−(2i)+ x2i)(−1)t−i.

Por el Teorema 3.5, tomando z = (x−1− x), se reescriben α3t y α4t como las ecuaciones
mostradas en (3.7) y (3.8) respectivamente. Además por el Teorema 1.2, ∆L(t) = ∇L(t−

1
2 −

t
1
2 ), tomando x = t

1
2 se obtiene lo deseado. �

Nota 6. Se recuerda que ∆L(t) =∇L(t−
1
2 −t

1
2 ), y se está tomando z= (x−1−x) donde x= t

1
2 .

Por lo tanto, cuando el polinomio de Alexander está definido con base en el polinomio de
Conway tomando z = (x−1− x) todos sus exponentes son pares.

Se usarará el polinomio de Alexander para buscar determinar si un nudo es o no es
alternante.
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Capı́tulo 4

De nudos no alternantes a alternantes

Dado un nudo alternante K un problema que surge es calcular el número de nudos no
alternantes los cuales tengan una proyección tal que, al cambiar un cruce, se genere el nudo
K. O bien otro más restrictivo, calcular el número de nudos casi alternantes los cuales tengan
una proyección tal que, al cambiar un cruce, se genere una proyección alternante del nudo
K. Para determinar el número de nudos no alternantes los cuales con un cambio de cruce
generen un cierto nudo K es necesario generar proyecciones no alternantes con las siguientes
condiciones: la proyección debe ser de un nudo y no de un enlace, el nudo al cual represente
debe ser no alternante y al cambiarle un cruce genere una proyección del nudo K. Se usará el
polinomio de Alexander para determinar si los diagramas de ciertos nudos son de nudos no
alternantes, usando para ello el resultado del Teorema 4.1 que aplica para nudos alternantes.

4.1. Nudos no alternantes
El Teorema 4.1 se aplica para nudos y puede ser aplicado para determinar nudos no

alternantes.

Teorema 4.1. [10, Teo. 11.5.2] Supóngase que K es un nudo alternante y

∆K(t) = a−mt−m +a−m+1t−m+1 + . . .+amtm

es su polinomio de Alexander (am 6= 0 6= a−m). Entonces

1. a−m,a−m+1, . . . ,am son distintos de cero;

2. el signo de dos coeficientes consecutivos alterna, i.e.,

aiai+1 < 0 (i =−m,−m+1, . . . ,m−1).

En particular, si K es un nudo tal que en su polinomio de Alexander alguno de sus coefi-
cientes es cero o los signos no alternan, entonces es no alternante.
Debido a que todo nudo alternante tiene proyecciones no alternantes, se verificará que los
diagramas construidos en el capı́tulo 2 sean de nudos no alternantes.
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Teorema 4.2. Para todo l ∈ N∪{0}, y para todo k ∈ N el nudo N(T (2l +1) · c ·E2k) es no
alternante.

Demostración: Por el Teorema 2.1 N(T (2l + 1) · c ·E2k) es un nudo y por el Teorema
3.6 se obtiene que ∇(T (2l + 1)) = α3l ∇(χ1) + (α1m + zα3k)∇(χ3). Además se tiene que
∇(c) = z∇(χ1)+∇(χ3). Por el Teorema 3.1 se obtiene

∇(T (2l +1) · c) = zα3l ∇(χ1)+α3l ∇(χ2)+(zα1l + z2
α3l)∇(χ3)+(α1l + zα3l)∇(χ4).

Debido al Corolario 3.1,

∇(N(T (2l +1) · c ·E2k))

= α3k(−z(zα3l)− (zα1l + z2
α3l)(2+ z2))+α4k(2(zα3l)+ z(zα1l + z2

α3l))+(α1l + zα3l)

= z2
α1l α4k− (2z+ z3)α1l α3k− (3z2 + z4)α3l α3k)+(2z+ z3)α3l α4k +α1l + zα3l

= z(zα1l α4k− (2+ z2)α1l α3k− (3z+ z3)α3l α3k +(2+ z2)α3l α4k)+α1l + zα3l .

Haciendo el cambio de variable z = (x−1−x) se obtiene el polinomio de Alexander. Sustitu-
yendo en la expresión anterior,

∆(N(T (2l +1) · c ·E2k)) =

(x−1− x)

{
(x−1− x)

[
−

[
l

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)l+1−i

]
− (−1)l+1

]
[[

k

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)k+1−i

]
+(−1)k+1 +1

]

−(x−2 + x2)

[[
−

l

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)l+1−i

]
− (−1)l+1

][
k

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)k−i

]

−(x−3− x3)

[
l

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)l−i

][
k

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)k−i

]

+(x−2 + x2)

[
l

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)l−i

] [[
k

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)k+1−i

]
+(−1)k+1 +1

]}

−

[
l

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)l+1−i

]
− (−1)l+1 +(x−1− x)

[
l

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)l−i

]
Operando,

∆(N(T (2l +1) · c ·E2k)) =

(x−1− x)

{
(x−1− x)

[
−∑

it
(+x−(2(i+t)−4)+ x2(i+t)−4 + x−2(i−t)+ x2(i−t))(−1)l+k+2−(i+t)

−
k

∑
t=1

(x−(2t−2)+ x2t−2)(−1)l+k+2−t +
l

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)l−i(1+(−1)k+1)

+(−1)(l)(1+(−1)k+1)

]
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−(x−2 + x2)

[
−∑

it
(x−(2(i+t)−3)− x2(i+t)−3− x−(2(i−t)−1)+ x2(i−t)−1)(−1)l+k+1−(i+t)

−
k

∑
t=1

(x−(2t−1)− x2t−1)(−1)l+k+1−t

]

−(x−3− x3)

[
∑
it
(x−(2(i+t)−2)+ x2(i+t)−2− x−2(i−t)− x2(i−t))(−1)l+k−(i+t)

]

−(x−2 + x2)

[
∑
it
(x−(2(i+t)−3)− x2(i+t)−3 + x−2((i−t)+1)− x2(i−t)+1)(−1)l+k+1−(i+t)

+
l

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)l−i(1+(−1)k)

]}

−

[
l

∑
i=1

(x−(2i−2)+ x2i−2)(−1)l+1−i

]
− (−1)l+1 +(x−1− x)

[
l

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1)(−1)l−i

]

= (x−1− x)

{[
−∑

it
(−x−(2(i+t)−5)+ x2(i+t)−5 + x−(2(i+t)−3)− x2(i+t)−3

− x−(2(i−t)−1)+ x2(i−t)−1 + x−(2(i−t)+1)− x2(i−t)+1)(−1)l+k+2−(i+t)
]

−

[
k

∑
t=1

(x−(2t−1)− x2t−1− x−(2t−3)+ x2t−3)(−1)l+k+2−i

]

+

[
l

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1− x−(2i−3)+ x2i−3)(−1)l−i

]
(1+(−1)k)

+(x−1− x)(−1)(l)(1+(−1)k+1)

+

[
∑
it
(x−(2(i+t)−5)− x2(i+t)−5 + x−(2(i+t)−1)− x2(i+t)−1

− x−(2(i−t)−3)+ x2(i−t)−3− x−(2(i−t)+1)+ x2(i−t)+1)(−1)l+k+1−(i+t)
]

+

[
k

∑
t=1

(x−(2t+1)− x2t+1 + x−(2t−3)− x2t−3)(−1)l+k+1−t

]

+

[
∑
it
(−x−(2(i+t)−5)+ x2(i+t)−5 + x−(2(i+t)+1)− x2(i+t)+1

− x−(2(i−t)+3)+ x2(i−t)+3 + x−(2(i−t)−3)− x2(i−t)−3)(−1)l+k+1−(i+t)
]

+

[
∑
it
(x−(2(i+t)−5)− x2(i+t)−5 + x−(2(i+t)−1)− x2(i+t)−1

+ x−(2(i−t)+3)− x2(i−t)+3 + x−(2(i−t)−1)− x2(i−t)−1)(−1)l+k+1−(i+t)
]
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+

[
l

∑
i=1

(x−(2i+1)− x2i+1 + x−(2i−3)− x2i−3)(−1)l−i

]
(1+(−1)k)

}

+

[
l

∑
i=1

(x−(2i)+ x2i)(−1)l−i

]
+(−1)l

= (x−1− x)

{[
∑
it
(x−(2(i+t)+1)− x2(i+t)+1 +2x−(2(i+t)−1)−2x2(i+t)−1

+ x−(2(i+t)−3)− x2(i+t)−3)(−1)l+k+1−(i+t)
]

+

[
k

∑
t=1

(x−(2t−1)− x2t−1 + x−(2t+1)− x2t+1)(−1)l+k+1−t

]

+

[
l

∑
i=1

(x−(2i−1)− x2i−1 + x−(2i+1)− x2i+1)(−1)l−i(1+(−1)k+1)

]

+(x−1− x)(−1)l(1+(−1)k+1)

}[ l

∑
i=1

(x−(2i)+ x2i)(−1)l−i

]
+(−1)l

=

[
∑
it
(x−(2(i+t)+2)+ x2(i+t)+2 + x−2(i+t)+ x2(i+t)− x−(2(i+t)−2)− x2(i+t)−2

− x−(2(i+t)−4)− x2(i+t)−4)(−1)l+k+1−(i+t)
]

+

[
k

∑
t=1

(x−(2t+2)+ x2t+2− x−(2t−2)− x2t−2)(−1)k+l+1−t

]

+

[
l

∑
i=1

(x−(2i+2)+ x2i+2− x−(2i−2)− x2i−2)(−1)l−i((−1)k+1 +1)

]

+

[
l

∑
i=1

(x−2i + x(2i))(−1)l−i

]
+(−1)l− (x−2−2+ x2)(−1)l+1((−1)k+1 +1)

Haciendo las sumatorias la expresión se reduce a:

∆(N(T (2l +1) · c ·E2k))

=
[
(2− x−2− x2)(−1)l+k +(−x−(2l)− x2l + x−(2l+2)+ x2l+2)(−1)k

+(−x−(2k)− x2k + x−(2k+2)+ x2k+2)(−1)l +(−x−2(l+k)− x2(l+k)− x−(2(l+k)+2)+ x2(l+k)+2)
]

+
[
(2− x−2− x2)(−1)l+k+1 +(−x−(2k)− x2k + x−(2k+2)+ x2k+2)(−1)l+1

]
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+
[
((2− x−2− x2)(−1)l +(−x−(2l)− x2l + x−(2l+2)+ x2l+2))(1+(−1)k+1)

]
+

[
l

∑
i=1

(x−2i + x(2i))(−1)l−i

]
+(−1)l− (x−2−2+ x2)(−1)l+1((−1)k+1 +1)

= (−x−2l− x2l + x−(2l+2)+ x−(2l+2))

+(−x−2(l+k)− x2(l+k)+ x−(2(l+k)+2)+ x(2(l+k)+2))

+

[
l

∑
i=1

(x−2i + x(2i))(−1)l−i

]
+(−1)l

Entonces,

∆(N(T (2l +1) · c ·E2k)) =

[
l

∑
i=1

(x−2i + x(2i))(−1)l−i

]
+(−1)l

+(−x−2l− x2l + x−(2l+2)+ x(2l+2))

+(x−2(l+k)+ x2(l+k)− x−(2(l+k)+2)− x(2(l+k)+2))

Haciendo el cambio de variable x = t
1
2 se obtiene para todo l,k ∈ N∪{0} la ecuación 4.1.

∆(N(T (2l +1) · c ·E2k)) =

[
l

∑
i=1

(t−i + t i)(−1)l−i

]
+(−1)l

+(−t−l− t l + t−(l+1)+ t(l+1))

+(t−(l+k)+ t(l+k)− t−((l+k)+1)− t((l+k)+1)) (4.1)

Para l > 0, la expresión se puede reescribir usando el hecho que (t−l + t l) se elimina cuando
i = l. Por ello,

∆(N(T (2l +1) · c ·E2k)) =

[
l−1

∑
i=1

(t−i + t(i))(−1)l−i

]
+(−1)l

+(+t−(l+1)+ t(l+1))

+(t−(l+k)+ t(l+k)− t−((l+k)+1)− t((l+k)+1)) (4.2)

Se probará que para todo k, l ∈N el nudo N(T (2l+1) ·c ·E2k) es no alternante. De la ecua-
ción 4.2 se tiene que ∆(N(T (2l+1) ·c ·E2k)) es un polinomio en t cuyos exponentes varı́an
entre 0 y ±((l + k)+ 1). Además los coeficientes de los términos con exponentes ±l son
cero. Y para k ≥ 3 los coeficientes de ∑

k−1
r=2(t

−(l+r)+ t(l+r)) son cero. Por ello, para todo
l,k ∈ N se tiene que ∆(N(T (2l + 1) · c ·E2k)) tiene coeficientes cero y por el Teorema 4.1
N(T (2l +1) · c ·E2k) es no alternante.
Ahora se probará que para todo k ∈N y l = 0, el nudo N(T (2l+1) ·c ·E2k) es no alternante.
Por la ecuación 4.1 se tiene que ∆(N(T (1) ·c ·E2k)) = (−1+t−1+t+t−(k)+t(k)−t−(k+1)−
t(k+1)). Sustituyendo k = 1, se obtiene ∆(N(T (1) · c ·E2)) = −1+ 2(t−1 + t)− (t−2 + t2),
además su diagrama tiene 9 cruces. Por la clasificación ya existente de nudos es una proyec-
ción del nudo 942, que es no alternante. Para k = 2, se tiene que ∆(N(T (1) · c ·E4)) =−1+
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t−1 + t + t−2 + t2− (t−3 + t3) los coeficientes no alternan. Para k ≥ 3, se tiene ∆(N(T (1) ·
c ·E2k)) tiene coeficientes cero, debido a ello y por el Teorema 4.1, para todo k ∈ N y l = 0,
el nudo N(T (2l +1) · c ·E2k) es no alternante. Por lo tanto para todo l ∈ N∪{0} y k ∈ N el
nudo N(T (2l +1) · c ·E2k) es no alternante. �

Corolario 4.1. Para todo k ∈ N y l ∈ N∪{0}, los nudos N(T (2l +1) · c ·E2k) son distintos
entre sı́.

Demostración: El polinomio de Alexander es un invariante de enlaces orientados y por
la ecuación 4.1 se tiene que

∆(N(T (2l +1) · c ·E2k1)) 6= ∆(N(T (2l +1) · c ·E2k2))

para todo k1,k2 ∈N con k1 6= k2; por lo tanto para cada k ∈N, los nudos N(T (2l+1) ·c ·E2k)
son distintos. �

Teorema 4.3. Para todo l ∈ N y para todo k ∈ N∪{0}, el nudo N(T (2l + 1,2,2) · c ·E2k)
es no alternante.

Demostración: De manera análoga al Teorema 4.2, para todo l,k ∈ N∪{0} se obtiene la
ecuación 4.3

∆(N(T (2l +1,2,2) · c ·E2k)) =

[
l

∑
i=1

(t−(i−1)+ t(i−1))(−1)l−i

]
+(−1)l

+2(−t−(l+1)− t l+1 + t−(l+2)+ t l+2)

+(t−(l+k+1)+ t l+k+1− t−(l+k+2)− t l+k+2)

(4.3)

Nótese que para todo l ∈ N y k ∈ N∪ {0}, se tiene ∆(N(T (2l + 1,2,2) · c ·E2k)) es un
polinomio en t cuyos exponentes varı́an entre ±0 y ±(l + k + 2), los coeficientes de los
términos con exponentes ±l son cero. Además para k≥ 3 los coeficientes de ∑

k
r=3(t

−(l+r)+
t l+r) son cero. Debido a ello para todo l ∈N y k∈N∪{0} se obtiene que ∆(N(T (2l+1,2,2) ·
c ·E2k)) tiene coeficientes cero y por el Teorema 4.1 el nudo N(T (2l+1,2,2) ·c ·E2k) es no
alternante. �

Corolario 4.2. Para todo k ∈ N∪ {0} y l ∈ N, los nudos N(T (2l + 1,2,2) · c ·E2k) son
distintos entre sı́.

Demostración: El polinomio de Alexander es un invariante de enlaces orientados y por
la ecuación 4.3, para todo k1,k2 ∈ N con k1 6= k2, se tiene que

∆(N(T (2l +1,2,2) · c ·E2k1)) 6= ∆(N(T (2l +1,2,2) · c ·E2k2))

Por lo tanto para cada k ∈ N, los nudos N(T (2l +1,2,2) · c ·E2k) son distintos. �
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4.2. Nudos con alt(K)=1
Dado un diagrama de un nudo con n cruces, se tiene que existen n posibilidades para

cambiar un cruce y el nudo resultante dependerá de qué cruce se cambie. En particular para
los nudos N(T (2l +1,2,2) · c ·E2k) y N(T (2l +1) · c ·E2k) se hará un cambio de cruce en
el 3-ovillo c, véase la Figura 4.1 a), tal cambio será en un cruce mostrado en Figura 4.1 b).
Note que al cambiar el cruce se obtiene el 3-ovillo en la Figura 4.1 c).

(a) 3-ovillo c. (b) Cruce que se cam-
bia.

(c) 3-ovillo generado al
cambiar el cruce.

Figura 4.1: 3-ovillo c y un cambio de cruce.

Los siguientes resultados muestran nudos no alternantes que con un cambio de cruce
generan un nudo de 2-puentes.

Teorema 4.4. Para todo k ∈ N y para todo l ∈ N∪{0}, el nudo N(T (2l +1) · c ·E2k) es no
alternante y al cambiar un cruce en el 3-ovillo c se vuelve el nudo A(T (2l +1)).

Demostración: Por el Teorema 4.2, para todo k ∈ N y para todo l ∈ N∪{0} N(T (2l +
1) · c ·E2k) es no alternante. El 3-ovillo c se convierte en el 3-ovillo χ2 al cambiar un cruce
(véase Figura 4.1); por lo tanto los cruces que forman E2k se contraen y se genera el diagrama
A(T (2l +1)), véase Figura 4.2. �

(a) (b)

Figura 4.2: En (a) N(T (2l +1) · c ·E2k) y en (b) A(T (2l +1)).

Teorema 4.5. Para todo l ∈ N y k ∈ N∪{0}, el nudo N(T (2l +1,2,2) · c ·E2k) es no alter-
nante y al cambiar el cruce en el ovillo c se vuelve el nudo A(T (2l +1,2,2)).

Demostración: Análoga a la del Teorema 4.4 usando el Teorema 4.3, véanse Figuras 4.3
y 4.4.

�

Figura 4.3: N(T (2l +1,2,2) ·E2k).
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Figura 4.4: A(T (2l +1,2,2)).

Corolario 4.3. Si K es un nudo N(T (2l+1,2,2) ·c ·E2k) para l ∈N y k ∈N∪{0} o el nudo
N(T (2l +1) · c ·E2k) para l ∈ N∪{0} y k ∈ N, entonces alt(K) = 1.

Demostración: Por los Teoremas 4.4 y 4.5, los nudos N(T (2l + 1) · c ·E2k) con k ∈ N
y l ∈ N∪{0} y N(T (2l + 1,2,2) · c ·E2k) con l ∈ N y k ∈ N∪{0} son no alternantes que
al cambiar un cruce en el 3-ovillo c generan los nudos A(T (2l + 1)) y A(T (2l + 1,2,2))
respectivamente. Los cuales por ser nudos de 2-puentes tienen la propiedad de ser alternantes.

�
El siguiente resultado muestra la cantidad de nudos no alternantes que con un cambio de
cruce producen nudos de 2-puentes.

Corolario 4.4. Si K es un nudo de los siguientes:

1. A(T (2l +1)), con l ∈ N∪{0}

2. A(T (2l +1,2,2)) con l ∈ N

Entonces el número de nudos no alternantes que al cambiar un cruce los genere es infinita.

Demostración: Por los Teoremas 4.4 y 4.5, los nudos N(T (2l + 1) · c ·E2k) con k ∈ N
y l ∈ N∪{0} y N(T (2l + 1,2,2) · c ·E2k) con l ∈ N y k ∈ N∪{0} son no alternantes que
al cambiar un cruce en el 3-ovillo c generan los nudos A(T (2l + 1)) y A(T (2l + 1,2,2))
respectivamente. Además por el Corolario 4.1 para todo k ∈ N, con l ∈ N∪ {0} fija, los
nudos N(T (2l +1) · c ·E2k) son distintos y por el Corolario 4.2 para todo k ∈ N∪{0}, con
l ∈ N fija, los nudos N(T (2l +1,2,2) · c ·E2k) son distintos. �

Corolario 4.5. Para todo n ∈ N existen n nudos no alternantes tal que al cambiar un cruce
se obtiene el nudo trivial.

Demostración: Por el Teorema 4.4 en la parte 1, tomando l = 0, se obtiene el resultado.
�
Los nudos no alternantes N(T (2l+1,2,2) ·c ·E2k) tienen número de alternancia igual a uno
y cuentan con diagramas 2k+1 casi alternantes.

Teorema 4.6. El diagrama del nudo N(T (2l+1,2,2) ·c ·E2k) para todo k ∈N∪{0} y l ∈N
fija, es (2k+1)-casi alternante.

Demostración: Por inducción sobre k, para k = 0 el diagrama del nudo N(T (2l+1,2,2) ·
c ·E0) es el siguiente
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Puede ser transformado al siguiente diagrama, donde se marca el cruce alternador.

Por lo tanto N(T (2l + 1,2,2) · c ·E0) es un diagrama casi alternante. Para k = 1, el nudo

N(T (2l +1,2,2) · c ·E2) tiene el diagrama:

Con el movimiento de una cuerda se obtiene el diagrama siguiente

Se marcan los cruces alternadores, que muestran que es un diagrama 3-casi alternante. Para

k, se tiene el diagrama:

Por hipótesis de inducción el diagrama del nudo N(T (2l +1,2,2) · c ·E2k) es 2(k−1)+1-

casi alternante

Por lo tanto el número de cruces alternadores es [2(k− 1)+ 1] + 2 = 2k+ 1 y el diagrama

N(T (2l +1,2,2) · c ·E2k) es (2k+1)-casi alternante. �

Nótese que cualquier diagrama de la forma N(T (a1,a2, · · · ,an) ·c ·E2k), con ai ∈N, n impar
y k ∈ N∪{0}, tienen un diagrama (2k+1)-casi alternante.
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Capı́tulo 5

Aplicaciones

Las fórmulas obtenidas en el capı́tulo 3 sirven para calcular tanto el polinomio de Con-
way como el de Alexander de 3-ovillos habitantes del 3-cuarto R1, ası́ como también para
enlaces formados por la cerradura N de tales 3-ovillos. Nótese que en el presente trabajo
se calcularon los invariantes polinomiales para 3-ovillos que con la cerradura N formarán
nudos y no enlaces. Además se expusieron los casos donde el polinomio de Alexander de
tales nudos tuvieran coeficientes cero, esto para poder usar el Teorema 4.1. Se calculará el
polinomio de Alexander para el nudo N(T ·c ·E2k), usando el Teorema 4.2 y el Teorema 4.3.
Se expresarán en términos de la variable x, pero con el cambio x = t

1
2 se pueden reescribir.

Ejemplo 5.1. ∆(N(T (1) · c ·E2)) =−1+2(x2 + x−2)− (x4 + x−4)
∆(N(T (1) · c ·E4)) =−1+(x2 + x−2)+(x4 + x−4)− (x6 + x−6)
∆(N(T (1) · c ·E6)) =−1+(x2 + x−2)+(x6 + x−6)− (x6 + x−6)
∆(N(T (3) · c ·E2)) =−1+2(x4 + x−4)− (x6 + x−6)
∆(N(T (5) · c ·E2)) = 1− (x2 + x−2)+2(x6 + x−6)− (x8 + x−8)
∆(N(T (7) · c ·E2)) =−1+(x2 + x−2)− (x4 + x−4)+2(x8 + x−8)− (x10 + x−10)

Ejemplo 5.2. ∆(N(T (3,2,2) · c)) = 1− (x4 + x−4)+(x6 + x−6)
∆(N(T (5,2,2) · c)) =−1+(x2 + x−2)− (x6 + x−6)+(x8 + x−8)
∆(N(T (3,2,2) · c ·E2)) = 1−2(x4 + x−4)+3(x6 + x−6)− (x8 + x−8)
∆(N(T (5,2,2) · c ·E2)) =−1+(x2 + x−2)−2(x6 + x−6)+3(x8 + x−8)− (x10 + x−10)
∆(N(T (9,2,2)·c·E2))=−1+(x2+x−2)−(x4+x−4)+(x6+x−6)−2(x10+x−10)+3(x12+
x−12)− (x14 + x−14)
∆(N(T (9,2,2)·c·E4))=−1+(x2+x−2)−(x4+x−4)+(x6+x−6)−2(x10+x−10)+2(x12+
x−12)+(x14 + x−14)− (x16 + x−16)

Usando las fórmulas de el Teorema 3.6 y el Teorema 3.1 se obtiene el polinomio de
Alexander de 3-trenzas de la forma T (a1,2a2,a3,2a4,a5, . . . ,2an−1,an). Con el Corolario
3.1 se obtiene el polinomio de enlaces N(T (a1,2a2,a3,2a4,a5, . . . ,2an−1,an) · c ·E2k).

Ejemplo 5.3. ∆(N(T (−3,2,2) · c)) = 3−2(x2 + x−2)+(x4 + x−4))
∆(N(T (3,2,−2) · c)) =−5+4(x2 + x−2)− (x4 + x−4)
∆(N(T (3,4,4) · c)) =−5+3(x2 + x−2)+(x4 + x−4)−3(x6 + x−6)+2(x8 + x−8)
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∆(N(T (5,4,4) · c)) = 9− 7(x2 + x−2)+ 3(x4 + x−4)+ (x6 + x−6)− 3(x8 + x−8)+ 2(x10 +
x−10)
∆(N(T (3,4,2) · c) = 1+(x2 + x−2)−3(x4 + x−4)+2(x6 + x−6)
∆(N(T (3,2,4) · c ·E2)) =−3+2(x2 + x−2)− (x6 + x−6)+3(x8 + x−8)− (x10 + x−10)
∆(N(T (3,2,6) · c ·E2))) = 3− 3(x2 + x−2)+ 2(x4 + x−4)− 2(x8 + x−8)+ 3(x10 + x−10)−
(x12 + x−12)

Nótese que:

∆(N(T (3,2,2) · c)) = 1− (x4 + x−4)+(x6 + x−6) = ∆(819)
∆(N(T (−3,2,2) · c)) = 3−2(x2 + x−2)+(x4 + x−4) = ∆(820)
∆(N(T (3,2,−2) · c)) =−5+4(x2 + x−2)− (x4 + x−4) = ∆(821)
∆(N(T (1) · c ·E2)) =−1+2(x2 + x−2)− (x4 + x−4) = ∆(942)

Donde 819,820,821 y 942 son los nombres de los primeros nudos no alternantes en las ta-
blas de nudos.
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Capı́tulo 6

Conclusiones

Una de las metas de la teorı́a de nudos es la clasificación de los mismos. En esta tesis
se mostraron nudos de 2-puentes con los cuales se generaron conjuntos infinitos de nudos
no alternantes, tales que al cambiar un único cruce se vuelven el nudo de 2-puentes origi-
nal. Para lo cual se construyeron diagramas no alternantes formados con la cerradura N de
la yuxtaposión de una 3-trenza en forma estándar y un 3-ovillo. Al asignarle una orienta-
ción a dichos diagramas, formados con 3-trenzas particulares, se genera de forma natural el
3-cuarto R1. Se plantearon fórmulas para obtener los polinomios de Conway y Alexander
de los diagramas formados y en el caso del polinomio de Alexander son no recursivas. Se
probó con el polinomio de Alexander que las familias de nudos N(T (2l + 1,2,2) · c ·E2k)
y N(T (2l + 1) · c ·E2k), mostradas en el capı́tulo 4, son no alternantes y se proporcionan
fórmulas para calcular sus polinomios. Tales nudos no alternantes tienen la caracterı́stica de
tener número de alternancia igual a uno, es decir, con un cambio de cruce se vuelven al-
ternantes y tienen diagramas (2k+ 1)-casi alternantes. En particular, dado un nudo K que
pertenece a las familias A(T (2l + 1)) o A(T (2l + 1,2,2)), se probó que existe un conjunto
infinito de nudos no alternantes tales que con un cambio de cruce generan el nudo K.
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