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Resumen

Buscando extender propiedades particulares de los nudos alternantes se han hecho gene-
ralizaciones del concepto. En [8] Kawauchi introdujo el nimero de alternancia de un enlace
Ly se denota como alt(L), el cual mide qué tan lejos esta L de los enlaces alternantes con el
mismo nimero de componentes.

En esta tesis se encontraron nudos de 2-puentes a partir de los cuales se generaron con-
juntos infinitos de nudos no alternantes. Tales nudos tienen la caracteristica de tener nimero
de alternancia igual a uno, es decir, con el cambio de un determinado cruce se vuelven
alternantes. Para mostrar que los conjuntos generados son infinitos y no alternantes, se cons-
truyeron férmulas para calcular los polinomios de Conway y de Alexander de los habitantes
de un 3-cuarto dado y de los enlaces formados con ellos. Para el caso particular de calcular el
polinomio de Alexander de los conjuntos infinitos se proporcionan férmulas, no recursivas,
mediante las cuales es facil determinar el polinomio de los nudos en los conjuntos.
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Abstract

In order to extend particular properties of non alternating knots, generalizations of the
concept had been made. In [8] Kawauchi introduced the alternation number of a link, de-
noted by alt(L), which measures how far is L of alternating links with the same number of
components.

In this thesis, certain 2-bridge knots, from which infinity sets of non-alternating knots
have been generated, are shown. These non-alternating knots have the characteristic of ha-
ving alternation number one, i.e., by changing one crossing an alternating knot is obtained.
In order to demonstrate that the generated knots are different and non alternating, formulas
are derived. With these formulas it is posible to calculate the Conway and Alexander poly-
nomials of the knots that are formed. In the case of the Alexander polynomials no recursive
formulas are supplied.
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Introduccion

Dos preguntas fundamentales de la teoria de nudos son: ;Se pueden clasificar a los nu-
dos? y dados dos nudos K; y K>, {Se puede determinar si son equivalentes o no? Como se
estudia a los nudos con diagramas, conviene tener una nocidon de equivalencia basada en
diagramas. Las movidas de Reidemeister son operaciones en diagramas de un nudo, las cua-
les cambian a un diagrama pero preservan el tipo de nudo que representan. Para distinguir
dos nudos se usan invariantes de nudos, es decir, se asocia un nimero, propiedad, grupo o
polinomio a un diagrama, de modo que se preserve bajo movidas de Reidemeister. Esto im-
plicara que tal invariante no depende del diagrama, y es por lo tanto un invariante del tipo de
nudo.

Los enlaces se han clasificado en enlaces alternantes y no alternantes. Ademas, con el
proposito de extender las propiedades particulares de los enlaces alternantes a algunas clases
de enlaces no alternantes se han hecho generalizaciones del concepto de enlaces alternantes.
Por ejemplo, en 1992 Colin C. Adams y colaboradores en [2] introdujeron la nocién de
nudos casi alternantes, los cuales son nudos no alternantes que tienen una proyeccion, con
la propiedad de volverse alternante al cambiar un cruce. En el 2010 Horiuchi y Ohyama en
[6] definen para un nudo alternante K, Alm(K), como el nimero de nudos casi alternantes,
los cuales tienen una proyeccion que al cambiar un cruce producen una proyeccién del nudo
K. En 2010 Kawauchi en [8] introdujo el nimero de alternancia de un enlace, el cual mide
qué tan lejos estd de enlaces alternantes con el mismo ndimero de componentes y se denota
como alt(L). Sobre éstas ideas, para un nudo alternante K se puede determinar el nimero de
nudos no alternantes, los cuales tienen una proyeccion que al cambiar un cruce producen el
nudo K. Dicho de otra forma, determinar el nimero de nudos K’ con alt(K') = 1.

Dado que los nudos de 2-puentes son alternantes y estan completamente clasificados [10,
Teo. 9.3.1, 9.3.2], en el presente trabajo se busca determinar el nimero de nudos no alter-
nantes tales que al cambiarles un cruce generen un cierto nudo de 2-puentes. Para realizar
dicha cuestion se construyen nudos no alternantes y se utilizan invariantes polinomiales. El
contenido de la tesis se organiza de la siguiente forma: En el capitulo 1 se exponen algu-
nos conceptos de la teoria de nudos que serdn necesarios para el desarrollo del texto. En
el capitulo 2 se expone un 3-cuarto, Ry, que serd util para la construccion de diagramas no
alternantes. En el capitulo 3 se exponen algunas formulas para el célculo de invariantes po-
linomiales de habitantes de Ry, para el caso particular del polinomio de Alexander dichas
férmulas no son recursivas. En el capitulo 4 se usan los resultados de los capitulos 2 y 3 para
construir una familia infinita de nudos no alternantes distintos tales que al cambiar un cruce
generen determinados nudos de 2-puentes. Por ultimo, en el capitulo 5 se muestran algunos
ejemplos del polinomio de Alexander de algunos enlaces formados por habitantes del cuarto
R;.



Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se expondrin algunos conceptos de la teoria de nudos, para pro-
fundizar se recomienda revisar [1], [4] y [10].

1.1. Enlaces e invariantes

Definicién 1.1. Un enlace de m componentes es un subconjunto de >, o de R3, que consiste
de m curvas disjuntas, lineales a pedazos, cerradas y simples. Un enlace de una componente
es un nudo.

Definicion 1.2. Dos nudos K| y K, son isotopicos ambientalmente si existe una funcion
continua H : R? x [0,1] — R3 tal que

s hy=H(—,0) de R? — R? es la identidad.
» Paratodat € [0,1],h, = H(—,t) de R? — R> es un homeomorfismo.

w Sihy =H(—,1) entonces hi(K;) = K;
A h se le llama isotopia ambiente.

La isotopia ambiente es una relacion de equivalencia en nudos: dos nudos son equivalen-
tes si, y solo si, pueden ser deformados, mediante una isotopia ambiente, el uno en el otro.
Cada clase de equivalencia es llamada un tipo de nudo; dos nudos equivalentes tienen el
mismo tipo.

Se trabaja con las proyecciones de los nudos en el plano yz. A tales proyecciones se les
denomina diagramas regulares si no tienen puntos de tangencia ni puntos triples y en los
puntos dobles se marcan los segmentos que pasan por abajo con una discontinuidad, véanse
Figuras 1.1 y 1.2. Se les llamard cruces a los puntos dobles y a las componentes conexas
de los diagramas regulares cuerdas. El nudo mas simple de todos es el nudo trivial (véase
Figura 1.2 (c)).

Figura 1.1: Diagramas no regulares.



(a) Diagrama regular de (b) Diagrama regular  (c) Diagrama regular
un nudo. de un enlace. del nudo trivial.

Figura 1.2: Diagramas regulares.

Definicion 1.3. Si se puede deformar un diagrama regular D en uno D' mediante un niimero
finito de movidas de Reidemeister o sus inversas (véase Figura 1.3), entonces se dice que D
y D' son equivalentes y se denota D = D'.

(a) Movida Q. (b) Movida Q;. (c) Movida Q. (d) Movida Q3.

Figura 1.3: Movidas de Reidemeister.

Notese que cada movida de Reidemeister es una isotopia ambiente.

Teorema 1.1. [10, Teo. 4.1.1] Dados dos diagramas regulares D y D' de nudos (o enlaces)
K y K', respectivamente. Entonces

K=K «<—D>~=D'.

A lo largo del texto, se trabajard s6lo con diagramas regulares. Cuando dos diagramas
D, D' se pueden obtener, uno a partir del otro usando tinicamente movidas de Reidemeister
del tipo Q, y Q3 se dicen que son regularmente equivalentes. Del hecho de no conocer el
nimero de movidas para poder determinar si dos nudos son equivalentes es necesario el uso
de invariantes.

Definicion 1.4. [4] Un invariante es una funcion del conjunto de enlaces a algiin otro con-
Jjunto cuyos valores dependen solo de la clase de equivalencia del nudo. Cualquier repre-
sentante de la clase puede ser escogido para calcular el invariante. No hay restriccion en la
clase de objetos. Por ejemplo, pueden ser enteros, polinomios, matrices o grupos.

El primer trabajo en tabulacién de diagramas de nudos fue hecho, alrededor de 1880,
por Reverend Thomas P. Kirkman y desde entonces se busca completar dicha tabla. Algunas
familias de enlaces son definidas en términos de las propiedades de sus diagramas. Enseguida
se definen algunos enlaces con los que se trabajara.

Definicion 1.5. Un diagrama regular D de un enlace que es una composicion de los diagra-
mas regulares de dos enlaces sin puntos en comiin se dice ser dividido, véase Figura 1.4. Un
enlace que tiene un diagrama regular dividido se dice ser un enlace dividido.



Figura 1.4: Enlace dividido.

Definicion 1.6. Témese un punto arbitrario P en un diagrama A de un nudo K y recdrrase
sobre A. Si P en los puntos de cruce de A, se mueve alternadamente entre un segmento que
pasa por encima y un segmento que pasa por debajo, entonces se dice que es un diagrama
alternante. Un nudo que tiene al menos un diagrama alternante se llama nudo alternante,
véase Figura 1.5.

(a) (b)

Figura 1.5: Ejemplo de nudos; alternante (a) y no alternante (b).

Definicion 1.7. [2] Un diagrama de un enlace es n-casi alternante si n cambios de cruce
hacen la proyeccion alternante. Un enlace es n-casi alternante si éste tiene un diagrama
n-casi alternante y no tiene proyecciones (n — 1)-casi alternantes. Si un enlace L es n-casi
alternante, se dice que tiene un ntimero de dealternancia n. Si n = 0 corresponde a enlaces

alternantes. Se dice que un enlace es casi alternante si éste es 1-casi alternante, véase Figura
1.6.

(a) (b)

Figura 1.6: En (a) se muestra un nudo casi alternante y en (b) un nudo alternante.

Se denota el nimero de dealternancia de un enlace L por dalt(L) y puede ser definido
como el minimo sobre todas las proyecciones de un nudo del nimero de cambios de cruces
necesarios para llevar la proyeccion a una alternante. Se sabe que todos los nudos no alter-
nantes de once o menos cruces son casi alternantes excepto 11,95 y 11,118 los cuales tienen
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proyecciones 2-casi alternantes [2]. N6tese que un enlace m-casi alternante tiene proyeccio-
nes [-casi alternantes para todo [ > m, las cuales pueden ser facilmente obtenidas aplicando
repetidamente la movida Q; de Reidemeister. De manera andloga, todo nudo alternante tiene
una proyeccion casi-alternante, ya que si se toma una proyeccion alternante y se le aplica una
movida de Reidemeister del tipo €, se genera una proyeccion casi alternante, véase Figura
1.7.

Un cruce en una proyeccion casi alternante que produce una proyeccion alternante es
llamado el alternador. Ademads el cambio de un cruce en una proyeccion casi alternante
puede generar distintos nudos, lo cual depende del cruce que se cambie, véase Figura 1.7 (c)

y (d).

() (b) (© (d

Figura 1.7: (a) Un diagrama alternante. (b) Una proyeccion casi alternante del nudo en (a). En (¢) y
(d) dos nudos generados por un cambio de cruce de la proyeccién en (b).

Existen nudos no alternantes que no tienen proyecciones casi alternantes, y sin embargo
con un cambio de cruce se vuelven nudos alternantes. Kawauchi en [8] introdujo el nimero
de alternancia de un enlace, el cual mide qué tan lejos esta éste de los enlaces alternantes.
Para dos enlaces L y L', la distancia Gordian dG(L,L’ ) entre L'y L', con el mismo ndmero
de componentes, es el minimo nimero de cambios de cruces necesarios para deformar un
diagrama de L a uno de L', donde el minimo es tomado sobre todos los diagramas de L. El
nimero de alternancia alf(L) de un enlace L es el minimo ndmero de dG(L,L’) entre todos
los enlaces alternantes L'. Por definicion, se tiene alt(L) < dalt(L) para todo enlce L.
Notese que el nimero de alternancia es distinto del nimero de dealternancia. Por ejemplo,
el nudo mostrado en la Figura 1.8 es 2-casi alternante y tiene nimero de alternancia igual a
uno.

(a) Proyeccion no alternante (b) Proyeccién 2-casi alternante

Figura 1.8: Dos proyecciones de un mismo nudo.

Dadas dos proyecciones de nudos, se define un nuevo nudo obtenido por remover un
pequeiio arco de la proyeccion de cada nudo y después conectar los cuatro puntos finales con
dos nuevos arcos como muestra la Figura 1.9. El nudo resultante serd la composicion de dos
nudos. Si se denotan dos nudos como J y K, entonces su composicion es denotada por JHK.
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Si un nudo no es la composicioén de nudos no triviales, se le llama nudo primo. Ejemplo de
ellos son los nudos J y K de la Figura 1.9. Las tablas de clasificacién de nudos que existen
enumeran a los nudos primos hasta 16 cruces [7].

(@) J (b) K (c) JIK

Figura 1.9: Composicién de nudos.

A un enlace se le puede dotar de una orientacion. Esto se realiza asignandole una di-
reccion en cada componente y se coloca una flecha sobre ella para denotarlo (véase Figura
1.10).

Figura 1.10: Un nudo orientado.

El primer polinomio que surgi6 asociado a nudos y enlaces fue debido a J. Alexander en
1928. Este invariante polinomial era definido en conceptos relativamente abstractos. En 1969
John H. Conway encontr6 una forma de calcular el polinomio de Alexander de un enlace
usando la llamada relacion de madeja. Esta es una ecuacién que relaciona el polinomio de
un enlace con el polinomio de enlaces obtenidos por cambios de cruces en una proyeccion del
enlace original. El polinomio de Alexander, se denota como A(L) o Az(t), donde A(L) €
Z[t~1,1]. El polinomio de Conway es un polinomio de Laurent en Z[z], donde Z[z] es el
anillo de polinomios en z con coeficientes enteros, y es denotado como V(L) o V1 (z).

Definicion 1.8. El polinomio de Conway de un enlace orientado L es definido por los si-
guientes tres axiomas.

1. Invariante: V(L) es invariante bajo isotopia ambiente de L.
2. Normalizacion: si K es el nudo trivial entonces V(K) = 1.

3. Relacion de madeja: V(Ly) —V(L_) =zV(Ly) donde (L+,L_,Ly) es una madeja tri-
ple, esto es, una terna ordenada de enlaces orientados los cuales son idénticos excepto
en un cruce especifico, éstos son ilustrados en la Figura 1.11.

(a) Ly () L (c) Lo

Figura 1.11: Madeja triple.



Nétese que la relacion de madeja es recursiva, esto quiere decir que, dado un nudo K con
n cruces tenemos que aplicar la relacion de madeja 2" veces. Un resultado importante es que
existe una relacion entre los polinomios de Conway y de Alexander. Dicha relacion muestra
que en realidad son el mismo invariante, esto es féacil de ver al hacer el cambio de variable

=1 —12).

B—
=

Teorema 1.2. [10, Teo. 6.2.1] Sea L un enlace orientado, entonces Ap(t) = V(172 —t

).
Se cuenta con las siguientes propiedades.

Proposicion 1.1. [10] Si un enlace orientado L es un enlace dividido, entonces V(L) = 0.

Proposicion 1.2. [10] Si K es un nudo orientado, entonces Ag(1) = 1.

Una relacion entre los polinomios de Alexander de dos enlaces y su composicion es la
siguiente:

Teorema 1.3. [10, Teo. 6.3.5] Si un enlace orientado puede ser factorizado como LifL,
entonces A(Ll ]jLz) = A(Ll)A(Lz).

Una manera de generar nudos es por medio de “bloques” llamados n-ovillos. En la si-
guiente seccion son definidos de manera formal y para una mayor informacién se recomien-
da consultar [6] y [10]. En el capitulo 2 se construirdn nudos no alternantes por medio de
3-ovillos.

1.2. 3-ovillos

Conway, desde 1970 persigui6 el objetivo de formar una tabla completa de los nudos.
Los invariantes de nudo que se habian descubierto hasta ese momento no eran suficientes
para lograr este objetivo. Por lo tanto, Conway introdujo el concepto de ovillo y con él, los
nudos algebraicos [10]. Mediante el estudio de esta clase de nudos, se resolvieron diversos
problemas, lo que ayudé a una mejor comprension de la teoria de los nudos. Un tipo especial
de nudos algebraicos son los nudos de 2-puentes.

Definicién 1.9. Un n-ovillo es un par (B*,T) donde B> es una 3-bola y T es un conjunto de
n arcos disjuntos propiamente encajados en B.

Se trabajar4 con 3-ovillos y se escribird sélo T en lugar de (B>, T). Adémas se traba-
jard con su proyeccion en el plano yz. Se define el denominador de un 2-ovillo T, D(T),
como el enlace obtenido de cerrar el 2-ovillo como muestra la Figura 1.12.

(a) (b)

Figura 1.12: Diagrama de un 2- ovillo y la cerradura D del 2-ovillo T.



Definicion 1.10. Un n-ovillo es llamado racional si existe un homeomorfismo de pares de
(B3,T) a (D,P) x I donde D es el disco unitario y P es un conjunto de n puntos en el interior
de D, e I es el intervalo unitario cerrado.

Analogo al caso de los nudos, a los n-ovillos también se les puede dotar de una orienta-
cion.

Definicién 1.11. Un n-ovillo orientado es un n-ovillo (B>, T) tal que cada componente de T
es orientada.

Para trabajar con 3-ovillos orientados y calcular el polinomio de Conway de ellos se
usardn algunos conceptos introducidos por Giller en [5].

1.2.1. 3-cuartos

Siguiendo la adaptacion de [9] generada de [5], se tienen las siguientes definiciones.

Definicién 1.12. Sea P un conjunto ordenado de n puntos en el interior de D?, el disco
unitario cerrado en R? y sea S C P. La terna R = (D? x I, P, S) es llamada n-cuarto. Los
puntos en P x {0} son llamados puertos izquierdos y aquellos en P x {1} como puertos
derechos; los puertos en S x {0,1} se dicen ser positivamente orientados y aquéllos en
(P\ S) x {0,1} son llamados negativamente orientados. Un n-cuarto R = (D> x I, P,S) se
dice tener la orientacion estdndar si S = P.

Definicién 1.13. Un n-ovillo orientado T = (B3, T) es llamado un habitante de un n-cuarto
R si existe un homeomorfismo @ : B> — D? x I, con ¢(dT) = P x {0,1}, tal que para cada
arcot € T se cumplan las siguientes condiciones:

= Q mapea ot a un puerto izquierdo y a uno derecho, ambos con la misma orientacion,
0 @ mapea ot en dos puertos derechos (o dos izquierdos) con diferente orientacion.

» La orientacion de t coincide con la inducida por R en la manera obvia.

Definicion 1.14. La madeja de un n-cuarto es el conjunto de todos los habitantes de R y se
denota S(R).

Dadas 51,52 € S(R), diremos que s; = s; si existe una isotopia ambiente que lleve s; en
52, dejando d(D? x I) fija. Los n-cuartos y sus habitantes serdn representados con diagramas
de forma andloga a los enlaces (véase Figura 1.13).

(a) Un 3-cuarto con un puerto positiva- (b) 3-cuarto con un habitante.
mente orientado.

Figura 1.13: Diagramas de un 3-cuarto y un habitante del cuarto.



Para el cuarto de la Figura 1.14 se define en S(R) una operacion binaria por yuxtaposi-
cion, la cual mapea habitantes S'y 7 de R al habitante S- 7 de R (véase Figura 1.14).

(@ T (b) S () T-S

Figura 1.14: Operacién definida en S(R).

Sea R un 3-cuarto, T, T, T, habitantes del cuarto R, (T, T-,T,) una madeja triple (i.e.
una terna triple de 3-ovillos orientados los cuales son idénticos excepto en un especifico
cruce, véase Figura 1.11) y F el campo de cocientes de Z[z]. Se denota V(R) el espacio
vectorial libre generado por S(R) sobre F y N(R) el subespacio vectorial generado por los
elementos de la forma T’y — T_ —zT,,. Se define el espacio vectorial cociente L(R), por L(R) =
V(R),/N(R). Donde L(R) es un espacio vectorial y ademds es un dlgebra bajo la extension,
a L(R), de la operacion binaria “-”.

Como ya se menciond anteriormente se usaran los 3-ovillos para formar nudos no alter-
nantes pero en especial se usara un tipo de 3-ovillos denominados 3-trenzas.

1.2.2. 3-trenzas

En los inicios de 1930, E. Artin introduce el concepto de trenza, para realizar el estudio
de nudos. Sin embargo, fue V. Jones en 1984 quien consigui6 el objetivo original de Artin al
aplicar el concepto de trenza a la teoria de nudos. Una n-trenza es un ejemplo particular de
un n-ovillo: En la parte superior y en la base de un cubo, B, se marcan n puntos, A,Az,...,A,
y A}, A}, ..., A}, respectivamente. Se representan en la Figura. 1.15.

Figura 1.15: Los puntos A ,As, ..., A, y A}, A}, ...,A), en el cubo B.

Ahora uniendo los puntos Aj,A»,...,A, a los puntos A],A}, ...,A), mediante n curvas po-
ligonales en B, de tal manera que estas curvas no se intersequen entre si, no es necesario
que se junten A; con A, pero no puede juntarse A; con Aj. A estas curvas poligonales se les
denominara cuerdas. Supongase ahora que se divide en dos partes al cubo B, por un plano
arbitrario, E, que es paralelo a la base del cubo. Entonces si E interseca cada cuerda en uno
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y s6lo en un punto, se dird que estas n cuerdas en B son una n-trenza. Es de interés el caso
de las 3-trenzas que son con las que se trabajara.

En forma similar al caso de 3-ovillos, se puede obtener un diagrama regular de una 3-
trenza por la proyeccion de ella en el plano yz, como en la Figura 1.16.

Figura 1.16: Diagrama regular de una 3-trenza.

Para mayor comodidad se trabajard con las 3-trenzas en forma horizontal, usando la
notacién 7 (ay,a,...,a,) donde a; € Z coni=1,...,ny n € N para denotar la 3-trenza de
la Figura 1.17.

(a) T(ay,ay,...,a,) con n impar.

(b) T(a1,az,...,a,) con n par.

Figura 1.17: 3-trenza con n impar y n par.

Se tiene la siguiente definicion para los a; de la Figura 1.17.

Figura 1.18: Nomenclatura de 3-trenzas.

Ejemplos de 3-trenzas son: £ =T (1,—1,1)y E~! = T(—1,1,—1), las cuales se mues-
tran en la Figura 1.19 (b) y (c).

(a) (b) (©)

Figura 1.19: En (a) la 3-trenza 7(3,2,2), en (b) y (c) son ejemplos de 3-trenzas no alternantes.
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Es mostrado en [3] que toda 3-trenza 7" admite un diagrama estandar, es decir, un diagra-
ma de la forma 7 = A - EX donde A es un diagrama alternante y k € Z.

Por medio de diagramas de 3-trenzas se construirdn tanto nudos no alternantes como
nudos de 2-puentes. En la siguiente seccidn se muestra cOmo con una 3-trenza se puede
construir un nudo de 2-puentes.

1.3. 3-trenzas y nudos de 2-puentes

Los nudos de 2-puentes son una familia de nudos que estdn muy estrechamente relacio-
nados con los ovillos racionales. Se sabe que el nudo trivial es el unico nudo de 1-puente.
Los nudos de 2-puentes tienen la caracteristica de ser siempre primos y tener a lo mas dos
componentes [10].

El siguiente Teorema muestra la relacion entre nudos de 2-puentes y 2-ovillo racionales.

Teorema 1.4. [10, Teo. 9.3.1]
1) Un nudo (o enlace) de 2-puentes es el denominador de algiin 2-ovillo racional.

2) Por el contrario, el denominador de un 2-ovillo racional es un nudo (o enlace) de 2-
puentes.

Gracias a este teorema, un diagrama regular estindar de un nudo de 2-puentes puede ser
representado como lo muestra la Figura 1.20. Sea 7 (ay,as, ...,a,) una 3-trenza, se define la
cerradura de 7 (ay,ay, ...,a,), del tipo A, como el nudo o enlace obtenido de cerrar como se
muestra en la Figura 1.20 que se denotard como A(Z (ay,ay, ...,ay)). Por lo tanto un nudo de
2-puentes puede ser considerado como la cerradura A de una 3-trenza. En [3] se muestra: Si
un nudo de 2-puentes es de cierto tipo denotado por b(a,b), donde a y b son primos relativos,
se tiene que si 4 = [aj,a2,- -+ ,az,+1] €s una expansion de fraccién continua, con a; # 0y
a; > 00 a; < 0 para todo i, entonces b(a,b) = A(7T (ay,az,...,an)).

Figura 1.20: Enlace de 2-puentes generado por la cerradura, tipo A, de T (ay,ay, ...,ay).

Se considerardn nudos de 2-puentes con diagrama regular estandar para determinar nudos
no alternantes tales que al cambiarles un cruce generen nudos de 2-puentes.
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Capitulo 2

Nudos y el cuarto R,

Considérese el 3-cuarto mostrado en Figura 2.1 (a), el cual se denotard como R;.

(a) 3-cuarto R;. (b) 3-cuarto con
puertos enumerados.

Figura 2.1: 3-cuarto no estandar.

Derivado de [5] se tiene que una base para L(R;) es B = {X1,%2,%3, X4, X5, X6 }> vease
Figura 2.2. Asi todo elemento en L(R;) admite una tnica expresién como combinacion de
elementos en B. Lo cual implica que para T € L(R;) existen polinomios pj,--- , pe tal que

V(1) = X piV(L)

(@) %1 (b) %2 ©) X3 (d) x4 ©) xs ) X6

Figura 2.2: Elementos bésicos.

Se enumeran los puertos de Rj, con a; los que entran y los que salen con b;, como se
muestra en Figura 2.1 (b). Se denota al conjunto de los puertos a; por A y a los b; por B.
Notese que el nimero de funciones de A sobre B son seis. Para cada habitante T € S(R) las
conexiones entre los puertos, que son hechas por los arcos, determinan una tnica funcién
T::A— B, parai=1,2,...,6, la cual es biyectiva. Por lo tanto, para cada elemento 7; sus
conexiones determinan una funcién ¥;, véase la Figura 2.2. Las cuales son definidas de la

siguiente manera:

XW:A—B J2:A—B ¥3:A—B Ju:A—B §s5:A—B Hc:A—B

a1»—>b1 ap%bl a1|—>b2 a1»—>b2 a1|—>b3 aleg
a2|—>b2 azr—>b3 a2|—>b1 a2|—>b3 a2|—>b1 aszz
az — bz az — by az — b3 az — b az — by az — by

12



Notese que cada funcidén definida por algin habitante de S(R;) es igual a alguna funcién
%i coni=1,---,6; por lo cual las conexiones de T € S(R) pueden ser representados por
un habitante ;. Ademds una 3-trenza T es habitante de la madeja S(R) si todos los puertos
izquierdos de R, son conectados con todos los puertos derechos de R; por lo tanto 7' € S(R;)
si, y s6lo si, T'(a3) = (b3).

Definicion 2.1. Sea T € S(R), se define el numerador de T, N(T') como el enlace obtenido
de la siguiente forma:

Se denotaré por c al 3-ovillo orientado mostrado en la Figura 2.3, nétese que ¢ define a
la funcién ¢ que, por sus conexiones, es igual a ¥>.

Figura 2.3: El habitante c.

Los siguientes resultados serdn usados para determinar diagramas de nudos no alternan-
tes que al cambiar un cruce generen nudos de 2-puentes. Esto determinando el nimero de
componentes de algunos enlaces formados por 3-ovillos.

Lema 2.1. Sea t una 3-trenza habitante del 3-cuarto Ry. Entonces N(t - c) es un nudo si, y
solo si, las conexiones de t definen la funcion §3.

Demostracion: Supongase que las conexiones de ¢ definen la funcién §3, por ello sus
conexiones pueden ser representadas por X3. El 3-ovillo ¢ define %, y sus conexiones seran
representadas por ), usando esto se calculard el nimero de componentes del enlace N(¢ - ¢).
Las conexiones del 3-ovillo ¢ - ¢ serdn representadas por el 3-ovillo X3 - %2, por lo tanto la
funcién que define 7 - ¢ es {4. Ademds nétese que se puede considerar el enlace N(z-c)
como la unién de los 3-ovillos 7- ¢ y %;. Debido a que {4(a;) # b; y %1(a;) = b; para todo
i, entonces N(z - c) sdlo tiene una componente y por lo tanto es un nudo. Ahora supéngase
que las conexiones de ¢ no definen la funcién §3, como ¢ es una 3-trenza habitante de R
entonces definen la funcidn §;. Se calcula la funcién que define el 3-ovillo ¢ - ¢ con X - X2,
como %2 (aj) = by el nimero de componentes de N(t - ¢) es dos, de modo que N(f-c¢) es un
enlace de mas de una componente.

t

Lema 2.2. Sea T (2a; + 1,2a3,2a3,--- ,2ay,) - E% una 3-trenza, con a; niimeros enteros y
k € Z, entonces la funcién que define T (2a; + 1,2a3,2a3,--- ,2ay) - E** es 3.

Demostracion: Supongase m impar, el caso m par es andlogo. Se reescribe la 3-trenza
T(2a;+1,2ar,2a3,--- ,2ay) - E*,

13



T(2a1+1,2as,2a3,--- ,2a,) - E*
=T (2a1)-T(1)-T(0,2a;)- T (2a3)---T(2a,) - (E-E)*
= (T(2)-T(1)-(7(0,2))2-(T(2))---(T(2))* - (E-E}

Es claro que 7 (1) define la funcién %3, y 7(2), 7(0,2) y (‘£ - E) definen la funcién
1, por ello T(2)!, 7(0,2)" y (‘E-E)* para todo I,n y k € Z definen la funcién §;. Por lo

tanto las conexiones de T (2a; + 1,2a;,2a3, -+ ,2a;,) - E2k pueden ser representados por el
3-ovillo (3 y definen la funcién 3. 0
Teorema 2.1. Dada ‘T (2a,+1,2a3,2a3,- -+ ,2a,,) - E%* una 3-trenza, con a; niimeros enteros

y k € 7, entonces N(T (2a; + 1,2a,2a3,- - ,2ay) - E** - ¢) es un nudo.

Demostracion: Por el Lema 2.2 la 3-trenza 7 (2a; + 1,2ay,2a3,- -+, 2a,,) - E%k define la
funcién §3. Como {3(a3) = (b3), la 3-trenza T (2a; + 1,2ay,2a3,- - ,2a,,) - E** es habitante
de S(R;) y por el Lema 2.1 se concluye que N(7 (2a; + 1,2a,2a3,--- ,2a,,) - E* - ¢) es un
nudo. UJ

Lema 2.3. Sit es una 3-trenza tal que define la funcion {3 cont # T (1), entonces A(t) es
un nudo de 2-puentes.

Demostracion: El enlace A(t) puede ser considerado como 7 -%5. Si ¢ es una 3-trenza
tal que define la funcion §3, entonces las conexiones de ¢ - x> pueden ser representadas por
X3 - X2 y definen la funcion §4. Como §4(a;) # b; para todo i, entonces A(¢) tiene una sola
componente. Por el Teorema 1.4 y por la definicion de la cerradura A, se tiene que A(z) es un
nudo de 2-puentes. 0

Nota 1. Nétese que t - E**-c = t-c- E* (véase Figura 2.4).

(a)

(b)

(©)
Figura 2.4: En (a) el 3-ovillo ¢ - E%* - ¢, en (b) se muestra el 3-ovillo obtenido de girar 2k veces el

3-ovillo ¢ dejando fijo el 3-ovillo ¢ - £%*, en (c) el 3-ovillo - ¢ - £2* que es obtenido de anular £%* con
£k,
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Capitulo 3

Invariantes polinomiales

Se calcularé el polinomio de Alexander con ayuda del polinomio de Conway, tomando
z = x~ ! — x para trabajar con exponentes enteros. Por lo tanto los polinomios de Alexander
se presentaran con potencias pares.

Nota 2. Se trabajard en el resto del texto con 3-ovillos orientados que sean habitantes del
3-cuarto Ry, véase Figura 2.1y solo se escribird 3-ovillos para denotarlos.

3.1. Polinomio de Conway

Se calcularé el polinomio de Conway tanto de 3-ovillos como de enlaces y se denotara en
ambos casos por V. Ademds se colocard un punto en el diagrama sobre el cruce al cual se le
aplica la relacién de madeja.

3.1.1. 3-ovillos

Se recuerda que, como se menciond en el capitulo anterior, si 7 es un 3-ovillo habitante
6

del 3-cuarto R; entonces V(T) = ¥ p;V(x;). Teniendo el polinomio de Conway de dos 3-
i=1

ovillos, seré de utilidad el polinomiz) asociado al diagrama de la yuxtaposicion de ellos. Para
lo cual se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sean T1 y T, dos diagramas de 3-ovillos, tales que

6 6
v(h)= _Zl piVii) y V() = 'Zl qiV(xi), entonces

V(T1-T) = (p1g1+p3q3)V(X1)
+(P1g2 + P21 + p2g4 + P3qa + psq2 + psqs +z2p5q4)V(X2)
+(p1g3+ p3q1 +zp3q3)V(X3)
+(p1g4+ P3q2 + paq1 + paqa+ peqz +2p3q4 + peqs + z2peq4) V (X4)
+(P1g5 + P2g3 + 296 + P3g6 + P5q1 + Psqs +zP5q3 +2P5q6)V (Xs)
+(p196 + P3q5 + Paqs + Pags + Peq1 + Peqs + 20396 + 2peq3 + 2646) V (Xs)
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Demostracion:
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A los 3-ovillos, que bajo isotopia ambiente no son equivalentes a algin elemento de la base,
se les calcula su polinomio de Conway. Para ello se usa la relacion de madeja V(L) =

V(L-)+zV(Lo),
)oso( Jee( )

o)

Anélogamente se obtienen:

()

) v )

Por la Proposicion 1.1 el polinomio de Conway de diagramas divididos son cero, por ejem-
plo V (

o)
o )=

= (0, por lo tanto:

)
). ¥



Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacién anterior y factorizando se obtiene lo desea-
do. O

Para obtener el polinomio de Conway de un nudo o enlace, obtenido al aplicar la cerradura
N aun 3-ovillo, se tiene el siguiente lema.

6
Lema 3.1. Sea T un 3-ovillo, si V(T) = Y. piV(i), entonces
i=1
V(N(T)) = pa+ ps +2zpe-

6 6
Demostracion: Supéngase que V(T) = Y, p;V(xi), entonces V(N(T)) = ¥ piV(N(¥))-
i=1 i=1

Ahora obsérvese que N(y;) parai=1,2,3 son enlaces divididos, N (%) cuando i = 4,5 son
equivalentes al nudo trivial, véase Figura 3.1. Ademads es facil ver que N(y¢) = A(T(2)).

@ Nx1) ®)Nx2) ©Nx) DN (@ Nxs) @O Nxe)

Figura 3.1: Cerradura N de elementos basicos.

Se calcula el polinomio de Conway a N();) para i = 1,...,6: por la Proposicion 1.1 se
obtiene que V(N(x1)) = V(N(x2)) = V(N(x3)) = 0, por la propiedad de normalizacién del
polinomio de Conway V(N(x4)) =V(N(xs)) =1,y

V<N<x6>>=v< ):v( )w( )

Por lo tanto V(N(T)) = p4+ ps + zpe- O
Lema 3.2. Si Sy T son dos 3-ovillos, entonces
V(N(S-T))=V(N(T-S)).

Demostracion: Es claro que N(S-T) = N(T - S), véase Figura 3.2. Por lo cual V(N(S -
T))=V(N(T-S)). O

(@) N(S-T). (b) N(S-T). (©) N(T-S).
Figura 3.2: CerraduraNde S-Ty T -S.

Se trabajara con 3-ovillos formados con 3-trenzas; por lo cual es importante calcular para
una 3-trenza T, V(E>*), V(T - E*) y V(N(T - E*)).
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6
Teorema 3.2. Sea D = E* con k € NU{0}, entonces V(D) = Y. o, V(;), donde:
i=1

o, = I- Oy,
Oz, = —03, —204,,
a3, = z(l—oy,_ )+ 1+
3k < 4y )03y,
Oy = —203, , +04 4,
(X’Sk = a‘4k7
Qg, = —03,.

Con 03, = 04, = 0.

Nota 3. Notese que 03, y O, estan definidas como relaciones de recurrenciay o, 0o, ,0s,
Y O, en términos de ellas.

Demostracion: Se haré por induccion sobre k. Para k = 1, se calculara V(Ez),

“ ) )= )

I
<

|
<

s )l )s( )
s ) )s( )
o) el )( )

Entonces o, =1, 0y, = —z, 043, =z, 04, = 05, = 0y Olg, = —z, lo cual verifica las féormulas
para 03, y O4,, asi como o, = 1 —0lg, , 0o, = —0(3, —20l4,, Ol5, = Olg, ¥ Olg, = —O3,

=V

I
<
TN TN T N N N
N———
|
A\
<]
VR
N——
|
N
<
VR
N———

Para k. Aplicando el Teorema 3.1 se tiene:

V(ZZk) — V(fz(k—l) . £2) —

[alkqall +a3k71a31]V(X1>

+[0°1k710°21 + 0, 0y + 0, Oy + O3, Oy + Os, Oy + s, O3, +Z0°5k710°41]v(x2)
+ou, 03, + 03, 0, +2053, 03,1V (X3)

+[a1k—l Olg) + O3, O + Oy Oy + Oy, Olgy + Ol O, + 2063, Olgy + Olg,_, O3,
+20t6,_, 04, |V (X4)

+[0€1k_10651 + 0z, _, 03, +0Olp,_, Olg, + O3, Qg, + Qs, O, + Olsg—10ls; + 205, |, O3,
+20s5,_, O, V(xs)

+[O°1k710('61 103, 0s; + 0y, 03, + 04y, O, + Olgy_; 01y + Olgy_; Os; + 203, Ol
+206;_, 03, +Za6k710('61]v(X6)-
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Recuérdese que a;;, es el coeficiente de V();) en la descomposicion de 2. Sustituyendo
los valores correpondientes a V(‘E?), se obtiene:

oy = Oy, +03,,7,

o, = 0y, (—z)+0a_, + s, _, (—2)+ A5, (2),

o3, = O, (Z) + 03, +203,_, (Z)v

Ol4, 03, (—2) + 04y, + 0, (—2) + s, (2),

Os5, = 0O, (z)+ 02 (—z)+ 03, Olg; + Ols,_; +20s;_, (2) + 205, (=2),

Og, = O, (—2) + 0y (2) + 04, (—2) + 06, +203, ,(—2) + 206, ,(2) +206, ,(—2).

Reacomodando y agrupando resulta:

oy = oy, +03,7, O = 03, (—2) + 0y,
o, = o, (_Z) + 0, s, = 03, (_Z) + 05, (a)
o3, = alk—](z)+a3k—l(1 +Zz)7 Qe = Oclk—l(_z)—'_océk*1 —120€3k_1.

Por hipétesis de inducciodn se tiene:
o, = l—og |, U5, = Oy, (b)
Qo = —03 =204y, Qe = —O03; .

Sustituyendo las ecuaciones de (b) en las ecuaciones de o, en (a) para i = 1,2,5,6, se
obtiene:

o3, = Z(l _0‘4k71)+(1 +Z2>(x’3k717
Oy = —203,; +04 |,
o, = l—oy4,
O, = —03, —204,
U5, = Oy,
g, = —03.
Lo cual verifica que la propiedad se satisface para k. U

Teorema 3.3. Sea T un 3-ovillo. Si

6 6
V(T)=Y piVx) yV(E*}) = ¥, o, V(Xi), entonces
i=1 i=1

V(T -E*) = (prou, +p3os,) V() + (P10, + p2 + p3ocs, )V (x2)
+(p103, + p3oi, +2p303,)V(X3) + (pa + p1o, — p303,)V(xa)

+(ps — p30i3, + p104,)V(X5) + (ps — 103, + P304, —zp30i3,)V(Xs)-
Demostracion: Por el Teorema 3.1 se tiene
V(T - E*) =
(p1ovu, + p303, )V(X1)
+(p10g, + p20u, + P20, + P304, + ps50ip, + ps50i3, +2pstia, )V (X2)
+(p1o, + p3ai, +2p303,)V(X3)
+(p104, + p30a, + patit, + pala, + peOo, +z2p30, + P03, +2pc04, )V (X4)
+(p10s, + p203, + paQis, + P30, + s, + ps0is, +zps03, +2ps50e, ) V(X5)
+(p10s, + p30s, + pa03, + palis, + peOi, + peOis, + zp30is, +2pe03, + 2P, )V (X6)-

19



Factorizando,

V(T - E*) =

(p1ov, + p303,)V(X1)

+(p10, + pa(ou, + 04, ) + p30is, + ps(0a, + 03, ) +2zps504, )V (X2)

+(p103, + p3ou, +zp303,)V(X3)

+(p104, + p30o, 4 pa(0i, +0ly,) + pe(0, + 03, ) +2p30t, +2pe0ia, )V (X4)
+(p10s, + p2 (03, + O, ) + p30ig, + ps(0iy, +0is, ) +zps(03, + 0, ))V(X5)

+(P10e, + p30is, + pa(03, + 0, ) + po (01, + s, ) +2p30ke, +2P6 (03, + O, ) )V (X6)-

Ademas debido al Teorema 3.2:

o, = I- Oy, a’Sk = 0Oy,

azk = _(X'?)k - Z(x4k 3 (X‘6k = _(x?)k .

Usando estas relaciones se obtiene:

V(Ti-E*) = (piou, + p303,)V(x1)
+(p102, + p2 + P304, + ps(—z04, ) +zps0, )V (X2)
+(p103, + p3ou, +2zp30i3,)V(x3)
+(p104, + p30o, + pa+ pe(—z04, ) +2p304, +2p60la, )V (X4)
+(p105, + p30s, + ps)V(xs)
+(p10s, + p30is, + pe +2zp30e, ) V(X6)-

Llegando asi a lo deseado. 0

Corolario 3.1. Sea T un 3-ovillo y k € NU{0}.
6 6
SiV(T)=Y, piV(%i) y V(fzk) = Y o V(xi), entonces
i=1 i=1

V(N(T - E%*)) = 03, (—zp1 — p3(2+2%)) + 04, (2p1 +2p3) + (pa+ ps + zpe).-

Demostracion: Usando el Teorema 3.3,

V(T-E*) = (prou, +p303,)V(X1) + (102, + p2+ p3ois, )V (x2)
+(p103, + p3ou, +2p303,)V(X3) + (P4 + p10a, — p30i3,)V(X4)
+(ps — p303, + p10u4, )V (xs) + (pe — p103, + P304, —z2p303,)V(X6)-

Por el Lema 3.1 V(N(T - £%)) = (p4 + p1ou, — p303,) + (ps — p30iz, + p1ou,) +z(pe —
P10, + P304, —zp303, ), reacomodando

V(N(T - E™)) = 03, (—zp1 — p3(2+22)) + 0, (2p1 +2p3) + (pa + ps +zpe).-

Para 3-ovillos del tipo de 3-trenzas se tienen los siguientes resultados.
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3.1.2. 3-trenzas

En esta seccion se muestran algunas formulas para obtener los polinomios de Conway de
3-trenzas, las cuales estdn basadas en las relaciones de recurrencia (3.1) y (3.2). Notese que
estas relaciones también se usan para calcular V(E).

o3, = z(l—ayg )+ (1+2)as, ,, 3.1)
Oy, = —203,_,+04,,. 3.2)

Donde a3, = oy, = 0. Estas relaciones son reescritas tomando o;, = 1 — 0y, , donde a3, =0
y 0, = 1.

o3, = zou, ,+(1+2%)os, (3.3)

o, = 203, , +0, . (3.4)
Teorema 3.4. Sea t € NU{0}, entonces
i) V(T(2t)) = o, V(x1) +03,V(x3)-

ii) V(T (2+1)) = 05,V (1) + (01, +203,)V(13):

iil) V(T (=21)) = (o, +205,)V (1) — 03, V(3):
iv) V(T(=(2t =1)) = =03, V(x1) + 01,V (x3)
v) V(T(0,2t)) = V(x1) +1z2V(x3)-

vi) V(T(0,~26)) = V(1) — 12V (x3).

Demostracion:

i) Se usara induccién sobre ¢. Parat =0, V(7 (0)) = V()1). Como o3, =0y o, = 1,
entonces V(7(0)) = o1, V(x1) +03,V(X3)-
Parar=1,V(7T(2))=V(x1)+zV(x3). Como oy, = 1 y a3, =z, entonces V(7 (2)) =

o, V(1) + 03, V(X3).
Se calcula para ¢, usando el Teorema 3.1. Sea V(7 (2)'~1) = p1V(x1) + p2V(x2) +

p3V(x3) +paV(xa) + psV(xs) + psV(Xs) » entonces

VT2 TQ2) = (p1+2zp3)V(x1)+ (p2+2p5)V(x2)
+(p1z+p3+22p3)V(x3) + (pa + pez) (xa)
+(paz+ps+22ps)V(xs) + (paz+ pe +2°p6)V (X6)-

Por hipétesis de induccién V(7' (2)""!) = oy, , V(x1) +03,_, V(X3), sustituyendo

VT 7(2) = (o, +z03,_,)V(x1)
(o, 2+ 0, (14+2%))V(x3).

Ahora debido a las ecuaciones (3.3) y (3.4) se obtiene V(7' (2t)) = oy, V(1) + a3, V(x3).
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ii)

iii)

iv)

v)

Por el Teorema 3.1 y el resultado en i), se obtiene
V(T(@2t+1))= V(T(2)-T(1))= a3 V(x1)+ (o, +2z05,)V(X3)-

Se usard induccién sobre ¢. Parat =0, V(7(0)) = V()1). Como o3, =0y oy, = 1,
entonces V(7 (0)) = (o, +20:3,)V(X1) — 03, V(X3)-

Parat =1, V(T (-2)) = (1+22)V(x1) —zV(x3). Como @y, = 1 y a3, = z, entonces
V(T(~2)) = (01, + 206,V (1) — 03,V (13).

Se calcula para ¢, usando el Teorema 3.1. Sea V(T (2)'~1) = p1V(x1) + p2V(x2) +
p3V(X3) +paV(xa) +psV(xs) +peV(Xe) , entonces

V(T(=2)""T(=2)) = (p(1+2°) =p32)V (1) + (p2(1+2°) + ps(—2))V(x2)

(P1)(=2)+p3V(13) + (pa(1 +2°) + ps(—2)) (Xa)
)+ (pa(

+(p
+(p2(=2) + ps5)V(xs) + (pa(—2) + pe)V(X6)-

_I_
+
Por hipétesis de induccién V(T (—2)""1) = (o, , +2z03,_,)V(x1) —z03,_,V(X3), sus-
tituyendo

V(T(=2)""-T(-2)) = [(ou, , +205, ,)(1+2°) 205, ,]V(x1)
+(oy, | +z083, ) (—z) —03, ,V(x3)
= ((ou,, 208, ) +2(ou, 2405, (14+2%))V(x1)
—(ou,_,z+03,_, (1+25)V(x3).

Ahora debido a las ecuaciones (3.3) y (3.4) se obtiene V(7 (—21)) = (o1, +z03,) V(1) —
a3zV(X3) .

Se usara el Teorema 3.1 y iii),
V(T(-2)"-7(1)) = psV()+(p1+2zp3)V(x3)
= (—a3,)V(x1) + ((ou, +z0i3,) —z03,)V(X3)-
Entonces V(7 (—(2t—1))) = (—o3,) +ay, V(X3)-

Se usard induccién sobre ¢. Parat =0, V(7(0,0)) = V(x1). Parar =1, V(7(0,2)) =
V(x1)—2zV(x2). Se calcula para ¢, usando el Teorema 3.1. Sea V(7 (0,2)"~!) = p1 V(x1) +
P2V (x2) + 3V (%3) +paV(x4) + psV(xs) + PV (Xe) » entonces

V(T(0,2)7"7(0,2)) = (p1)V(X1)+ (p1(z) +p2+ps)V(x2)
+p3V(x3) + (p3z+ pa+ps(z)) (X4)
+(p5)V(xs) + (ps)V(Xe)-

Por hipétesis de induccién V(7'(0,2) 1) = V(x1) + (n—1)z03,_, V(X3), sustituyendo

V(T(=2)""-T(=2)) = V() +(+{—1)2)V(xe)

Por lo tanto V(7(0,2t)) = V(x1) +1zV(x3)-
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vi) Demostracion anédloga a v).
O

Nota 4. Notese que con las formulas del Teorema 3.4 y el Teorema 3.1 se puede calcular el
polinomio de Conway de 3-trenzas conociendo sus componentes. Ademds por la naturaleza
del polinomio de Conway las férmulas del Teorema 3.4 son recursivas.

Dado un nudo K, se busca calcular el polinomio de Alexander de dicho nudo.

3.2. Polinomio de Alexander

El polinomio de Alexander serd de utilidad para determinar si ciertos nudos son no al-
ternantes. Para calcular el polinomio de Alexander, con base en el polinomio de Conway, se

) ) _ 1
hace un cambio de variable, z = (x ' —x). Se recuerda que x = ¢2.

Nota 5. Notese que las ecuaciones (3.1) y (3.2) son relaciones de recurrencia, y se usan
para calcular el V(E*) y V(T). En esta seccién son numeradas como (3.5) y (3.6). Es-
tas ecuaciones ya no serdn presentadas como relaciones de recurrencia ya que al hacer el
cambio de variable 7 = (x~! —x) pueden ser ahora representadas como sumatorias, lo cual
facilitard su cdlculo.

Teorema 3.5. Seaz= (x"'—x)y 03, = 04, = 0, si para toda k € N, se tiene:

o3, = Z(l _O(‘41<71)+(1+Z2)0{‘3k,17 (3.5)
04, = —zO3, ,+04, . (3.6)

Entonces, para toda k € N, se tiene:

(xf(Zi—l) _x2i71)(_1)k7i, 3.7)

-

(X3k =
1

(x~@=2) L 22y (DR ()R (3.9)

~-

04, =

i=1

Demostracion: Usando induccidn sobre k. Para k = 1, se verifica

o3, = z(1—oy)+(1+2%)ag, 04, = —2z03,+ 04,
= — O
z
= (x'—x)(-D'! = YL (@) 22y )41
= X (D=2 (=t (=D 41,

Se calcula para k, a3, = (x ! —x)(1 —a4,_,) + (1 + (x~! —x)?)as,_,. Por hipétesis de

induccion,
k—1

o3, = (x—l _x) <1 . <[ (X—(Zi—Z) _|_x2i—2)(_1)k—1+1—i + (_l)k—l—H + 1))

(x—(Zi—l) _xZi—l)(_l)(k—l)—i> '

i=1
k—1

+(1+ (' =x)?) (

i=1
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Operando,

k—1
o3, = (xfl_x)_ [Z(x(2il)+x2i3)<_l)kl+li _x71<_1)k71+1_x71
i=1
k=1 . . 1
+ (x7(2173)+x2171)(_1)k71+171 _|_x<_1)k71+1_|_x
i=1 ]
k—1
+ < (x7(2i71) _x2i71)( 1>(k71)71
i=1
k—1
+ < (x7(2i+1) _x2i73)(_1>(k71)7i
i=1

Tomando r =i+ 1, se reescribe.

o3, = (zk"(x—(%—l)_x2r—l)(_1)(k—l)—(r—l)>+(_1)(k—1)(x—1_x)

ey
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Operando,

oy, = Z(x*(zlfz)_x21)(_1)(k*1)*l_Z(x*(Zl)_x2172)(_1)(k71)—1

i=1 i=1

T
L

+ (xf(ZifZ) +x2i72>(_1)k71+171’ +(_1)k71+1 +1

bl Il
[N
—_

_ (X(Zi)+x2i)(_1)(kl)i) Jr(_1)(k71)+1+1

T
,l_.r—‘

= — (x(2(i+1)2)+x2(i+1)2)(_1>(k1)i) +(_1);H+1+1

N
I
—_

I
|
=

I
IS}

(x(2r2)_|_x2r2)(_1)(k1)(r1)> +(_1)k71+1+1

I
<
M=~ <

(x(2r2)+x2r2)<_1>((k1)+1)+1r)> _}_(_1)k71+1_|_1
2

I
—
1M~

(x7(2r72) +x2r2)<_1>((k1)+1)+1r> + (_1)k71+1 41— 2(_1)(k71)+1
Agrupando se obtiene

k
a4k _ [ (x—(Zr—Z)+x2r—2)(_1)k+l—r _’_(_1)/(—0—1_{_1.
i=1

0
Para obtener el polinomio de Alexander de 3-trenzas, usando el Teorema 3.5, se puede
reescribir el Teorema 3.4 con férmulas no recursivas. Notese que por ser formulas no recursi-
vas, el polinomio de Alexander de 3-trenzas y de enlaces formados con ellas es méds sencillo
de calcular y se facilita su programacion.
Teorema 3.6. Seat € NU{0}, entonces
i) A(T(2t)) = o, A(x1) + 03,A(X3)-
i) A(T (2t +1)) = a3, A(x1) + B A(X3)-
i) A(T(—2t)) = B:A(X1) — 03,A(%3)-
iv) A(T(—(2t—1))) = —o3,A(x1) + 1, A(X3)
v) A(T(0,2)) = A1) +1(x~" = x)A(x3)-
vi) A(T(0,-21)) = A(x1) —1(x~" —x)A(x3)-
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Donde

B = (7@ 4 2 (= 1) |+ (1),

-

i=1

03, = 04, = 0y oy, = 1 —0lg,. Para todot € N 03, y s, estdn definidas en las ecuaciones
(3.7) y (3.8) respectivamente.

Demostracion: Por el Teorema 3.4 se obtiene el resultado en términos del polinomio de
Conway con a3, y 04, definidas en las ecuaciones (3.5) y (3.6), y B; = (o, +z03,). Tanto
03, como 04, estdn en forma recursiva y dependen de z. Se calcula [3;, haciendo el cambio de
variable z = (x~! —x) y usando las ecuaciones (3.7) y (3.8),

Br = (ou, +2z03,)
_ [_ §:l(x—(2i—2)+x2i—2)(_1)t+1—z}_(_1)t+1
byl (G 2ty y
_ [_ ﬁzl(x_( z—2)+x2i—2)(_1)t+1—z}_(_l)t—H
Y (@) a2y (i) 22y py
= (S B 1y

Por el Teorema 3.5, tomando z = (x~!

—x), se reescriben 03, y 04, como las ecuaciones
mostradas en (3.7) y (3.8) respectivamente. Ademas por el Teorema 1.2, Az (1) = VL(t*% —

| 1 )
t2), tomando x =12 se obtiene lo deseado. O

Nota 6. Se recuerda que Ar(t) = VL(I’% —t%), y se estd tomando 7 = (x~' —x) donde x = %3
Por lo tanto, cuando el polinomio de Alexander estd definido con base en el polinomio de

Conway tomando 7 = (x~' — x) todos sus exponentes son pares.

Se usarard el polinomio de Alexander para buscar determinar si un nudo es o no es
alternante.
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Capitulo 4

De nudos no alternantes a alternantes

Dado un nudo alternante K un problema que surge es calcular el nimero de nudos no
alternantes los cuales tengan una proyeccion tal que, al cambiar un cruce, se genere el nudo
K. O bien otro mas restrictivo, calcular el nimero de nudos casi alternantes los cuales tengan
una proyeccion tal que, al cambiar un cruce, se genere una proyeccion alternante del nudo
K. Para determinar el nimero de nudos no alternantes los cuales con un cambio de cruce
generen un cierto nudo K es necesario generar proyecciones no alternantes con las siguientes
condiciones: la proyeccion debe ser de un nudo y no de un enlace, el nudo al cual represente
debe ser no alternante y al cambiarle un cruce genere una proyeccion del nudo K. Se usara el
polinomio de Alexander para determinar si los diagramas de ciertos nudos son de nudos no
alternantes, usando para ello el resultado del Teorema 4.1 que aplica para nudos alternantes.

4.1. Nudos no alternantes

El Teorema 4.1 se aplica para nudos y puede ser aplicado para determinar nudos no
alternantes.

Teorema 4.1. [10, Teo. 11.5.2] Supongase que K es un nudo alternante y
Ak (1) = amt "+ apmprt " a™
es su polinomio de Alexander (a,, # 0 # a_y,). Entonces
1. a_p,a_pmi1,...,a, son distintos de cero;
2. el signo de dos coeficientes consecutivos alterna, i.e.,

aiaiy1 <0 (i=—-m,—m+1,....m—1).

En particular, si K es un nudo tal que en su polinomio de Alexander alguno de sus coefi-
cientes es cero o los signos no alternan, entonces es no alternante.
Debido a que todo nudo alternante tiene proyecciones no alternantes, se verificara que los
diagramas construidos en el capitulo 2 sean de nudos no alternantes.
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Teorema 4.2. Para todo | € NU{0}, y para todo k € N el nudo N(T (21 + 1) - ¢ - E*) es no
alternante.

Demostracién: Por el Teorema 2.1 N(Z (214 1) -¢-E*) es un nudo y por el Teorema
3.6 se obtiene que V(7 (21 +1)) = o3, V(x1) + (o1, +z03,)V(X3). Ademds se tiene que
V(c) =2zV(x1)+ V(x3). Por el Teorema 3.1 se obtiene

V(‘T(Zl + 1) 'C) = ZO(,3[V(X1) + a31V(X2) + (Zalz —1—220(31)V(X3) + (all —|—ZOL3I)V(X4).
Debido al Corolario 3.1,
V(N(T (2L +1)-c-E*))

= a3, (—2(z0g,) — (2o, +2°06,) (24 2%)) + 0 (2(20,) +2(zou, +2703,)) + (0, +20t3,)
= Z20611064/< - <2Z+Z3)alla3k - (32 +Z4)(x’3l(x’3k) +(22 +Z3>(X’3I(X’4k + 0, +203,
= 2(zou, 0, — (2 +Z2)a’lla’3k —(3z +Z3)(x’3la3k +(2 +Z2)a’3l(x’4k) + 0, + 203,

Haciendo el cambio de variable z = (x~! — x) se obtiene el polinomio de Alexander. Sustitu-

yendo en la expresion anterior,
AN(T (20 +1)-c-E*)) =
[
(x—l —X) {(X_l —)C) [_ [ (x—(Zi—Z) +x2i—2)(_1)l+l—i] _ (_1)l+1]
=1

1

+ (_l)k—H +1

k
[ [ (x—(Zi—Z) _|_x2i—2)(_1)k+l—i
i=1

—(X_Z +X2) (x—(Zi—Z)+x2i—2)(_1)l+1—i

M-

_ (_l)l—i-l] [i"(x—(Zi—l) _x2i—1)<_1)k—i]

i=1 i=1

-

~
—_

—(X_3—X3) | (x—(Zi—l) _x2i—1)(_1)l—i_ [ (x—(2i—1)_x2i—l)(_1)k—i]

It~

(x—(Zi—Z)+x2i—2)(_1)k+1—i +(_1>k+1+1

-
~-

~
—

+(X_2 +X2) | (x—(Zi—l)_XZi—l)(_l)l—i_ [

}

i=1

l
_ )3
i=1 i=

—_

o [i(x—(Zi—Z) +x2i—2)(_1)l+l—i] i (_l)l—i-l + (x—l —X)

(X—(2i—l) _ x2i—1)(_1)l—i]

Operando,

AN(T(21+1)-c-E*)) =
(x—l _x) {(x—l _x) _Z(+x—(2(i+t)—4) +x2(i+z)—4 +x—2(i—t) +x2(i—t))(_1)l+k+2—(i+l)

i

k l
N (x7(2t72)+x2t72)(_1>l+k+271+Z(xf(2i72)+x2i72)(_1)lfi(1_|_<_1)k+1)
=1

t i=1

+<—1><’><1+<—1>k“>]
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Y (=3 _ 20073 = (i) 2=ty (k=)

it

k
. Z(xf(thl) _x2t1)(_1)l+k+lt]

—(7? %)

_<x73 _x3) Z(xf(Z(ith)fZ) +x2(i+t)72 _fo(ift) _x2(it))(_1)l+k(i+t)]

it

_<x72 +x2) Z(xf(Z(ith)fli) _x2(i+t)f3 +x72((i7t)+l) _x2(ift) + 1)(_1)l+k+lf(i+t)

it

1
l
. [Z (x7(2i72) +x2i72) (_1)14’171'

N (_1)l+1 + (xfl _x) [i(x(%l) _x2i1)(_1)li]

i=1

(x!—x) { [_ Z(_x—(z(i—i—z)—s) L2005 (G -3) 20043

it

QU= 201 (R4 20y 1)l+k+2—(i+t)]

— Zk:(x(z’l) el (2-3) +x2z—3)(_1)l+k+27i

+ i(x—(Zt—H) — Al _|_x—(2t—3) —th_3)(—1)l+k+1—f]

X Z(_x—(Z(i—H)—S) 2005 QDD 20+
i

_x—(z(i—z)+3) +X2(z’—z)+3 _|_x—(2(i—t)—3) _x2(i—t)—3)(_1)l+k+1—(i+t)}

n Z(x—(z(m)—S) _ 20 =5 = Qi) =1) 21
it

+x—(2(i—t)+3) _xz(i—z)+3 _|_x—(2(i—t)—1) _x2(it)1)(_1)l+k+1(i+t)}
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(x7(2i+1) it _'_x7(2i73) _x2i73)<_1)lfi

-

_|_

(1+ (—1)")}

~.
—

1~
—~~
=
R
»
=
_|_
=
IS
"
S
|
—
N—
T

~.
—

it

= ('-x) { [Z(x—(z(i+z)+l) _ AT |~ () 1) gy 2(i) -1

L 20H0)-3) _x2(i+t)3)(_1)l+k+1(i+t)]

+ Zk:(x(Zzl) _xztfl _I_x7(2t+1) _x2t+1)(_1>l+k+lz]

l
4 Z(x—(Zifl) _x2i71 +x7(2i+1) _x2i+1)(_1>lfi(1 + (_1)k+1)]

+(x1—X)(—1)l(1+(—1)"“)} [ZI:(X(Zi)+x2i)(—1)’i +(=1)

i=1

— Z(x—(Z(i+t)+2) +x2(i+t)+2 _|_x—2(i+t) _|_x2(i+t) _x—(2(i+t)—2) _xz(i+t)—2
it

_x—(2(i+t)—4) _x2(i+t)—4)(_1)l+k+1—(i+t):|

M=

+ (x—(21+2) +x2t+2 _x—(Zt—Z) _x2t—2)(_ 1)k+l+l—t]

N
I
—_

(x—(2i+2) +x2i+2 _x—(2i—2) _x2i—2)(_1)l—i(<_1)k+l + 1)

_|_

~
—

(x—2i+x(2i))(_1)l—i +(_1)l_(x—2_2+x2)(_1)l+1(<_1)k+1+1)

_|_

~
—

Haciendo las sumatorias la expresion se reduce a:

AN(T (21 +1)-c-EX))
_ [<2_x—2_xz)(_1)1+k+(_x—(2z)_x21+x—(2z+2)+x21+2)(_1)k

(@0 2Ky —Re2) kD) gy (20 2048 —O0+2) x2(1+k)+2)]

I [(2 2 _xz)(_l)l+k+1 4 (_xf(Zk) 2k (2k42) +x2k+2)(_l)l+1
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+ |:((2_x—2_x2)(_1)l+(_x—(ZI)_x21+x—(21+2)+x2[+2))(1+(_1)k+1)]
/

Y @2 B (=)
i=1
— (_foI x21+x—(2l+2)+x7(21+2)>

(—x~ 2(14k) _ 2004k) 4~ (2 (1+k)+2)+x(2(l+k)+2))

Z —21 l)l—i

+ + (=1 = (=240 (DT (=D )

+(-1)

Entonces,

+ (-1

i —21 l)l—i

( 2 —er (21+2) +X(2H—2))
+(x 2(I+k) —|—x 2(1+k) _ —(2(1+k)+2) _x(2(1+k)+2))

AN(T (2L +1)-c-EX))

Haciendo el cambio de variable x = £2 se obtiene para todo [,k € NU{0} la ecuacién 4.1.

AN(T (214 1)-c- EX)) (=1

( 4 1+1)_H(1+1))
(r (1K) 4 (k) _ p=((+h)+ )_t((l+k>+1)) 4.1)

Para [ > 0, la expresion se puede reescribir usando el hecho que (t_l + tl) se elimina cuando
i = 1. Por ello,

Z (7 D) (=)

( l+1)+t(l+1))
(R U0 = (UHR+1) (R 4D) (4 2y

AN(T (21 +1)-c-E*)) +(=1)!

Se probara que para todo k,! € N el nudo N(T (21 + 1) - c- E%*) es no alternante. De la ecua-
cién 4.2 se tiene que A(N(T (21 +1) - c- E?})) es un polinomio en ¢ cuyos exponentes varfan
entre 0y £((/+k)+ 1). Ademas los coeficientes de los términos con exponentes +/ son
cero. Y para k > 3 los coeficientes de Z’;;; (t_(Hr ) 4 pl+r )) son cero. Por ello, para todo
1,k € N se tiene que A(N(T (21 + 1) - c- E?K)) tiene coeficientes cero y por el Teorema 4.1
N(T (21 +1)-c-E%*) es no alternante.

Ahora se probard que para todo k € Ny /=0, el nudo N(‘T (2] + 1)-c-E?) es no alternante.
Por la ecuacién 4.1 se tiene que A(N(T(1)-c- E*)) = (=141 4141~ K 40 —p=(k+1) _
+1)). Sustituyendo k = 1, se obtiene A(N(Z (1) -c-E?)) = —1+2(t" ' +1) — (172 +1?),
ademas su diagrama tiene 9 cruces. Por la clasificacion ya existente de nudos es una proyec-
cién del nudo 947, que es no alternante. Para k = 2, se tiene que A(N(Z(1)-c- E*)) = -1+
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t~ 14t 4172412 — (t73 +13) los coeficientes no alternan. Para k > 3, se tiene A(N(‘T(1)-
c-E?K)) tiene coeficientes cero, debido a ello y por el Teorema 4.1, paratodo k € Ny [ =0,
el nudo N(7 (21 +1) - c- E%) es no alternante. Por lo tanto para todo / € NU{0} y k € Nel
nudo N(7 (21 + 1) -c- E*) es no alternante. O

Corolario 4.1. Para todo k € Nyl € NU{0}, los nudos N(T (21 + 1) - ¢ - E**) son distintos
entre si.

Demostracion: El polinomio de Alexander es un invariante de enlaces orientados y por
la ecuacion 4.1 se tiene que

AN(T(2141)-c- E* ) £AN(T Q2L +1)-c- E*))

para todo ki, k> € N con k| # ky; por lo tanto para cada k € N, los nudos N(Z (214 1) -c- E?K)
son distintos. [

Teorema 4.3. Para todo | € N y para todo k € NU{0}, el nudo N(T (21 +1,2,2) -c- E*)
es no alternante.

Demostracion: De manera andloga al Teorema 4.2, para todo [,k € NU{0} se obtiene la
ecuacion 4.3

AN(T (21 +1,2,2)-c- E*)) i Y= + (=1

=

1
—l—2( —(I+1) l+1+t (l+2)_|_tl+2)
+(t (l+k+1)+tl+k+1_t—(l+k+2)_tl+k+2)

(4.3)
Nétese que para todo [ € Ny k € NU {0}, se tiene A(N(T (21 +1,2,2) - c- E*)) es un
polinomio en ¢ cuyos exponentes varian entre £0 y +(/ + k + 2), los coeficientes de los
términos con exponentes £/ son cero. Ademads para k > 3 los coeficientes de Zk:3 (t_(l+’) +
t'+7) son cero. Debido a ello para todo [ € Ny k € NU{0} se obtiene que A(N (T (2/+1,2,2)-

c-E?%)) tiene coeficientes cero y por el Teorema 4.1 el nudo N(7'(21+1,2,2)-c- E*) esno
alternante. O

Corolario 4.2. Para todo k € NU{0} y I € N, los nudos N(T (21 +1,2,2) - ¢ - E*) son
distintos entre s.

Demostracion: El polinomio de Alexander es un invariante de enlaces orientados y por
la ecuacion 4.3, para todo k1, k, € N con k| # kp, se tiene que

AN(T(2141,2,2)-c- E*)) £AN(T (21 +1,2,2) - c- E*2))
Por lo tanto para cada k € N, los nudos N (7 (2[4 1,2,2) - c- £%) son distintos. O
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4.2. Nudos con alt(K)=1

Dado un diagrama de un nudo con n cruces, se tiene que existen n posibilidades para
cambiar un cruce y el nudo resultante dependerd de qué cruce se cambie. En particular para
los nudos N(7 (21 +1,2,2)-c- E*) y N(T (21 + 1) - c- E**) se hard un cambio de cruce en
el 3-ovillo ¢, véase la Figura 4.1 a), tal cambio serd en un cruce mostrado en Figura 4.1 b).
Note que al cambiar el cruce se obtiene el 3-ovillo en la Figura 4.1 c).

(a) 3-ovillo c. (b) Cruce que se cam- (c) 3-ovillo generado al
bia. cambiar el cruce.

Figura 4.1: 3-ovillo ¢ y un cambio de cruce.
Los siguientes resultados muestran nudos no alternantes que con un cambio de cruce
generan un nudo de 2-puentes.

Teorema 4.4. Para todo k € Ny para todo | € NU{0}, el nudo N(T (2141)-c- E?}) es no
alternante y al cambiar un cruce en el 3-ovillo ¢ se vuelve el nudo A(‘T (21 +1)).

Demostracion: Por el Teorema 4.2, para todo k € N y para todo [ € NU {0} N(7T (2] +
1) - c- E?) es no alternante. El 3-ovillo ¢ se convierte en el 3-ovillo , al cambiar un cruce

(véase Figura 4.1); por lo tanto los cruces que forman £ se contraen y se genera el diagrama
A(T(21+1)), véase Figura 4.2. O

(a) (b)

Figura 4.2: En (a) N(T (214 1) -c- E**) y en (b) A(T (21 +1)).

Teorema 4.5. Para todo ! € Ny k € NU{0}, el nudo N(T (21 +1,2,2) -c- E*) es no alter-
nante y al cambiar el cruce en el ovillo c se vuelve el nudo A(T (214 1,2,2)).

Demostracion: Anédloga a la del Teorema 4.4 usando el Teorema 4.3, véanse Figuras 4.3
y 4.4.
U

Figura 4.3: N(T (21 +1,2,2) - E?).
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Figura4.4: A(T(21+1,2,2)).

Corolario 4.3. Si K es un nudo N(T (2141,2,2)-c- E?) paral € Ny k € NU{0} o el nudo
N(T(20+1)-c-E*) paral e NU{0} y k €N, entonces alt(K) = 1.

Demostracion: Por los Teoremas 4.4 y 4.5, los nudos N(7 (20 +1)-c- E*) con k € N

y 1 € NU{0} y N(T(21+1,2,2)-c-E*) conl € Ny k € NU{0} son no alternantes que

al cambiar un cruce en el 3-ovillo ¢ generan los nudos A(7 (214 1)) y A(T (21 +1,2,2))

respectivamente. Los cuales por ser nudos de 2-puentes tienen la propiedad de ser alternantes.

0J

El siguiente resultado muestra la cantidad de nudos no alternantes que con un cambio de
cruce producen nudos de 2-puentes.

Corolario 4.4. Si K es un nudo de los siguientes:
1. A(T(21+1)), conl e NU{0}
2. A(T(21+1,2,2))conl €N
Entonces el niimero de nudos no alternantes que al cambiar un cruce los genere es infinita.

Demostracion: Por los Teoremas 4.4 y 4.5, los nudos N(7 (214 1)-c-E*) con k € N
yl e NU{0} y N(T(201+1,2,2)-c-E*) conl € Ny k € NU{0} son no alternantes que
al cambiar un cruce en el 3-ovillo ¢ generan los nudos A(‘7(21+1)) y A(7 (21 +1,2,2))
respectivamente. Ademds por el Corolario 4.1 para todo k € N, con I € NU {0} fija, los
nudos N(T (21 + 1) - ¢ - E**) son distintos y por el Corolario 4.2 para todo k € NU {0}, con
I € N fija, los nudos N(7 (21 +1,2,2) - ¢ - £?*) son distintos. O

Corolario 4.5. Para todo n € N existen n nudos no alternantes tal que al cambiar un cruce
se obtiene el nudo trivial.

Demostracion: Por el Teorema 4.4 en la parte 1, tomando / = 0, se obtiene el resultado.
O
Los nudos no alternantes N (‘T (2/+1,2,2) - ¢ - £2¥) tienen nimero de alternancia igual a uno
y cuentan con diagramas 2k + 1 casi alternantes.

Teorema 4.6. El diagrama del nudo N(T (21 +1,2,2)-c-E*) para todok e NU{0} yl € N
fija, es (2k + 1)-casi alternante.

Demostracion: Por induccién sobre k, para k = 0 el diagrama del nudo N(7(2/+1,2,2)-
c-EY) es el siguiente
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Puede ser transformado al siguiente diagrama, donde se marca el cruce alternador.

Por lo tanto N(T (21 +1,2,2) - c- ‘E®) es un diagrama casi alternante. Para k = 1, el nudo

N(T(21+1,2,2)-c-‘E?) tiene el diagrama:

Con el movimiento de una cuerda se obtiene el diagrama siguiente

Se marcan los cruces alternadores, que muestran que es un diagrama 3-casi alternante. Para

k, se tiene el diagrama:

Por hipétesis de induccién el diagrama del nudo N(7'(21 +1,2,2)-c- E*) es 2(k— 1) +1-

casi alternante

Por lo tanto el nimero de cruces alternadores es [2(k— 1) + 1] +2 =2k + 1 y el diagrama

N(T(21+1,2,2)-c-E*) es (2k + 1)-casi alternante. O

Nétese que cualquier diagrama de la forma N(7 (ay,az,--- ,a,) -c- E*), con a; € N, n impar
y k € NU{0}, tienen un diagrama (2k + 1)-casi alternante.
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Capitulo 5

Aplicaciones

Las férmulas obtenidas en el capitulo 3 sirven para calcular tanto el polinomio de Con-
way como el de Alexander de 3-ovillos habitantes del 3-cuarto R;, asi como también para
enlaces formados por la cerradura N de tales 3-ovillos. Nétese que en el presente trabajo
se calcularon los invariantes polinomiales para 3-ovillos que con la cerradura N formarin
nudos y no enlaces. Ademads se expusieron los casos donde el polinomio de Alexander de
tales nudos tuvieran coeficientes cero, esto para poder usar el Teorema 4.1. Se calculara el
polinomio de Alexander para el nudo N (7T -c¢-E?¥), usando el Teorema 4.2 y el Teorema 4.3.

Se expresardn en términos de la variable x, pero con el cambio x =2 se pueden reescribir.

Ejemplo 5.1. A( T(1 ) c- Zz)) —142(?+x72) - (x* +x7Y)

(
AN(T(1)-c-E )): 2 a2+ (0 a ) = (0 +x70)
AN(T(1)-c-E )>=—1+< 2 x )+ (10 +x70) — (20 +x70)
A(N(T(3)-c- Ez)):—l—i—Z(x +x74) ( 6+ x76)
AN(T(5)-c-E%)) =1—(x*+ )+2( 04170 = (x* +27%)
AN(T(7)-c-E?))=—1+(x* —l—x D208+ 178 - (104 x710)
Ejemplo 5.2. A(N(7(3,2,2)- )) =1- (x +x’ )+( 6+ x76)

A(N(T(5,2,2)-¢)) = =1+ (x° ) (x° ) (2 +x~%)
A(N(T(3,2,2)-¢-E%)) =1~ ( )+ ( 6)—(x8+x_8)
AN(T(5,2,2)-c-E?)) = 1+( +x 2)— 2( +x ) +3(x8 +x78) — (x10 4 x710)
A(N(T(9,2,2)-c-E?)) = — 1+ (x> 4+x72) = (x4 + (O +x70) = 2(x1 0427 10) 4 3(x12 +
X —-12 ) (x14_|_x714)

A( (7(9,2,2)-c-EH)) =1+ +x2) = (F+x )+ (O +x70) —2(x10+x710) 4 2(x12 +
)

—12 +(x14+x—14) (x +x—16)

Usando las férmulas de el Teorema 3.6 y el Teorema 3.1 se obtiene el polinomio de
Alexander de 3-trenzas de la forma 7 (ay,2a;,a3,2a4,as,...,2a,_1,a,). Con el Corolario
3.1 se obtiene el polinomio de enlaces N(7T (a,2az,a3,2a4,as, . .., 2a,_1,a,) - ¢ - E*).

Ejemplo 5.3. A(N(7(-3,2,2)-¢)) =3 -2(x> +x72) + (x* +x7%))
A(N(T(3,2,-2)-¢)) = =5+4(x*+x72) = (x* +x74)
AN(T(3,4,4)-¢)) = =5+3( +x72) + (&* +27) =30 +x70) +2(x% +x7%)
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AN(T(5,4,4)-¢)) =970 +x2) +3(* + x4 + (0 +x70) =303 +x78) +2(x10 +

x—]O)

A(N(‘T(3,4,2)-c):1—|—x2+x_)— () 4+ 2(x +x—6)
A(N(T(3,2,4)-c-E?)) = -3 +2(x* +x*2) (x® +x~ )+3( x8) — (2104 x710)
A(lzzf(f(sl,zz,6)-c-z:2))):3—3(x +x72) 4 2(x* x4 = 2(x8 —l—x 8 4 3(x10 4 x710) —
(x“+x79)

Nétese que:

AN(T(3,2,2)-¢)) =1—(x*+x~ )+( 6 4+ x70) = A(8)9)
A(N(T (- 322) ) =322 +x2)+ (x*+x7) = A(8)
A(N(T(3,2,-2)-¢c))=-5 +4(x +x’2)—(x4+x’4) =A(821)
AN(T(1

1)-c-E2) = —14+2(2 +x2) = (¢ +x4) = A(942)

Donde 819,820,821 ¥ 942 son los nombres de los primeros nudos no alternantes en las ta-
blas de nudos.
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Capitulo 6

Conclusiones

Una de las metas de la teoria de nudos es la clasificacion de los mismos. En esta tesis
se mostraron nudos de 2-puentes con los cuales se generaron conjuntos infinitos de nudos
no alternantes, tales que al cambiar un tnico cruce se vuelven el nudo de 2-puentes origi-
nal. Para lo cual se construyeron diagramas no alternantes formados con la cerradura N de
la yuxtaposion de una 3-trenza en forma estandar y un 3-ovillo. Al asignarle una orienta-
cién a dichos diagramas, formados con 3-trenzas particulares, se genera de forma natural el
3-cuarto R;. Se plantearon férmulas para obtener los polinomios de Conway y Alexander
de los diagramas formados y en el caso del polinomio de Alexander son no recursivas. Se
probé con el polinomio de Alexander que las familias de nudos N(7 (21 +1,2,2) - ¢ - E*)
y N(T (21 +1) - c- E**), mostradas en el capitulo 4, son no alternantes y se proporcionan
formulas para calcular sus polinomios. Tales nudos no alternantes tienen la caracteristica de
tener nimero de alternancia igual a uno, es decir, con un cambio de cruce se vuelven al-
ternantes y tienen diagramas (2k + 1)-casi alternantes. En particular, dado un nudo K que
pertenece a las familias A(7(2/+ 1)) o A(Z (214 1,2,2)), se probé que existe un conjunto
infinito de nudos no alternantes tales que con un cambio de cruce generan el nudo K.
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