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Resumen

El tema de esta tesis abunda en las propiedades de las ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes periddicos y sus soluciones. Ecuaciones de este tipo empezaron a surgir
desde la mitad del siglo XVIII cuando dAlembert publicé un estudio sobre la trayectoria
de un punto arbitrario de una cuerda en movimiento vibracional. Sin embargo, el primer
estudio analitico de una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes periddicos
lo realiz6 E. Mathieu en su trabajo de 1868 sobre las vibraciones de las membranas elipticas.

En el primer capitulo de la tesis se presentan varias definiciones y conceptos basicos
para este tipo de ecuaciones que servirdn en el segundo capitulo en el desarrollo de uno
de los métodos principales de construccion de soluciones periodicas mas generales, llama-
das inicialmente de segunda especie siguiendo el trabajo fundamental de Floquet publicado
en 1883. Este andlisis se hace para un orden arbitrario, m € N, de la ecuacion diferencial.
Ademas, estas soluciones de tipo Floquet se presentan de manera equivalente a través del
formalismo de las matrices en forma candnica de Jordan. Una parte de la contribucion del
trabajo de tesis versa sobre una presentacion detallada de algunos resultados olvidados de
Floquet que podrian tener impacto en la actualidad si fueran mds conocidos. Entre estos,
mencionamos la reduccién del orden de la ecuacién a través de un ingenioso cambio de la
variable dependiente. En el mismo capitulo, se construyen las soluciones de Floquet para el
caso del oscilador arménico, uno de los ejemplos ilustrativos mas sencillos.

Finalmente, el capitulo tres contiene otros casos utiles de sistemas fisicos regidos por
ecuaciones diferenciales de coeficientes periddicos para los cuales se escribe la forma de las
soluciones de Floquet. Otros conceptos fundamentales se incluyen en la parte de apéndices
para la completitud y autoconsitencia del trabajo.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales lineales, coefcientes periddicos, exponentes de
Floquet, soluciones periddicas de segunda especie, ecuacion de Mathieu.
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Abstract

The main subject of this thesis refers to the properties of the linear differential equations
with periodic coefficients and their solutions. Equations of this kind occurred for the first time
towards the middle of the 18th century when dAlembert published a work on the trajectory
of an arbitrary point of a string in vibrational motion. However, the first analytic study of
a linear differential equation of the second order with periodic coefficients belongs to E.
Mathieu in 1868 on the vibrations of elliptic membranes.

In the first chapter of the thesis, we present the basic definitions and concepts required for
this type of equations, which will be used in the second chapter to develop one of the most
important methods to build more general periodic solutions, initially called periodic solutions
of the second kind, on the lines of the seminal paper of G. Floquet published in 1883. The
analysis is performed for an arbitrary order m € N of the differential equation. Moreover,
the Floquet solutions are obtained by the equivalent formalism of matrices in the canonical
Jordan form. Another part of the contributions in the thesis refers to some of the forgotten
results in the work of Floquet, which nevertheless could still have an impact in the literature if
they were better known. Among them, we mention the reduction of the order of a differential
equation with periodic coefficients by a remarkable change of the dependent variable. In the
same chapter, the Floquet solutions of the harmonic oscillator are built explicitly as one of
the simplest illustrative examples.

Finally, the third chapter contains other useful cases of physical systems whose dynami-
cal behavior is described by differential equations with periodic coefficients, for which the
form of the Floquet solutions is written down. Some other fundamental concepts are inclosed
in the appendices of the thesis to assure the selfconsistency of the work.

Key words: Differential equations, periodic coefficients, Floquet multipliers, periodic
solutions of second kind, Mathieu equation.
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Prefacio

Si conociésemos exactamente las leyes de la naturaleza
y la situacion del universo en el instante inicial,
podriamos predecir con exactitud la situacion del
universo en un instante ulterior.

Henri Poincaré.

Las matemaéticas han contribuido al desarrollo de la humanidad desde sus origenes; dis-
ciplinas matematicas como la artimética y la geometria son ramas que tienen una aplicacién
directa en muchas dreas, entre ellas economia, arquitectura, etc. Sin embargo la teoria de
ecuaciones diferenciales, teoria de control 6ptimo y optimizacion son ramas que han tenido
un desarrollo considerable en las ultimas décadas. Las ecuaciones diferenciales son una he-
rramienta que se utiliza para el modelado de fendmenos fisicos. Por lo tanto su uso es comtin
en las ciencias aplicadas, como fisica, quimica y biologia.

Dentro de la clase de las ecuaciones diferenciales lineales, encontramos el caso en donde
los coeficientes pueden ser no constantes entonces, no es posible en general determinar una
base del espacio de soluciones. Sin embargo, cuando los coeficientes son periddicos y tienen
el mismo periodo, es posible si no encontrar una base de soluciones, al menos predecir una
serie de propiedades de éstas, y sobre todo hablar de la existencia de soluciones periddicas.
Un caso general de este tipo de ecuaciones recibe el nombre de ecuacion de Hill, la cual
podemos escribir de la siguiente manera:

u"(t) +a(t)u(t) =0, (1)

donde a(t) es una funcién periddica. G. W. Hill en 1887 realiz6 su investigacién de esta
ecuacion relacionada con el perigeo lunar, dando valiosas contribuciones en el area de la
astronomia. Esta ecuacion modela numerosos fendmenos en fisica e ingenieria, como es el
caso de los sistemas que se modelan mediante un oscilador. En particular el estudio de las
propiedades de estabilidad de dicha ecuacién es de gran interés. De forma particular po-
demos mencionar: el problema de la vibracion de la membrana eliptica (problema original
enunciado por Mathieu en 1868), la variacion de la 6rbita lunar debido a la atraccion del sol
(problema de los tres cuerpos de Hill), la difraccién de la luz alrededor de un cilindro elipti-
co, el modelado en la mecanica cuantica del electron de un cristal, rotaciones de moléculas
de un cristal, la vibracién tensorial de algunas moléculas en el grupo de los etilenos o étanos.

Desde el punto de vista tedrico en 1883 Gaston Floquet propone una forma candénica para
las solucién de una ecuacion diferencial con coeficientes periddicos. Es importante mencio-
nar que G. Floquet fue el primero en escribir una teoria mas completa para las ecuaciones
diferenciales con coeficientes periddicos. En un articulo de Floquet [ 1] se estudian las formas
analiticas de las soluciones en ecuaciones diferenciales lineales homogéneas.

En el presente trabajo haremos un andlisis cualitativo de las ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes periddicos, es decir, partiendo de la existencia de soluciones pe-
riddicas, llegaremos a describir la forma que tendra el sistema fundamental de soluciones.



En donde surge la principal dificultad, ya que en general, no es posible encontrar las expre-
siones exactas correspondientes a dichas soluciones, es decir no se pueden escribir usando
funciones elementales. Por otra parte analizaremos la parte de existencia de soluciones, por
que es bien sabido que el hecho de que la ecuacion diferencial tenga coeficientes periddicos
no implica que sus soluciones sean periddicas, caso andlogo podemos encontrar que las so-
luciones son periddicas en ecuaciones con coeficientes constantes.

Una de las dreas en donde la teoria de Floquet es importante es en el estudio de estabilidad
de los sistemas dindmicos, ya que nos permite hacer un andlisis de la estabilidad mediante los
eigenvalores de un arreglo matricial, que llamamos matriz de monodromia, la cual conserva
las propiedades del sistema para el caso donde los coeficientes son periddicos.



Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes periodicos

Se presentan varias definiciones y conceptos basicos referentes a las ecuaciones diferen-
ciales lineales con coeficientes periddicos, comenzando con las definiciones de funciones
periddicas y continuando con algunos conceptos generales sobre las ecuaciones diferencia-
les lineales con coeficientes periddicos. La parte central de este capitulo es la construcciéon
de una clase de soluciones llamadas soluciones periddicas de segunda especie, las cuales
cumplen ciertas propiedades mismas que también son expuestas con detalle. Finalmente, pa-
ra ejemplificar lo anterior veremos el caso del oscilador arménico y la contruccion de las
soluciones periddicas de segunda especie segun la terminologia de Floquet.

1.1. La funcién periodica

Definicion 1.1 (funcién periddica de primera especie). Una funcion f(t) se dice periddica o
periddica de primera especie, si existe ®, € R tal que para todo t, f(t+®,) = f(t), a ®, se
le llama el periodo fundamental de la funcion.

Dicho en otras palabras una funcién f(z) es periddica, si después de cada intervalo de
tiempo fijo vuelve a adquirir el mismo valor. Algunas funciones periddicas de las mas co-
nocidas son las funciones trigonométricas, sen(t), cos(t) y tan(t). En la siguiente figura 1.1
se muestra la grafica de las funciones periddicas seno y coseno: Por otro lado también pode-
mos hablar de funciones periddicas las cuales satisfacen otra propiedad, y las definimos de
la siguiente manera:

Definicion 1.2 (funcién periddica de segunda especie). Una funcion F(t) es peridica de
segunda especie si existe un € € C, Q € R, tal que la funcion F (t) cumple con la propiedad
F(t+Q) =¢f(t) tal que |g| = 1.

Noétese que una funcién periddica de primera especie es un caso particular cuando € = 1.

Ejemplo 1. La funcion sen(t) por naturaleza notamos que es periédica de periodo 2, por
lo tanto es de primera especie por que cumple sen(t) = sen(t + 2m).
En cambio eligiendo Q = T, notamos que sen(t + m) = —sen(t) es periddica de segunda
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Figura 1.2: Graéfica de sen(r)

especie.

Por otro lado, cuando tenemos una funcion constante f(t) =k, sea k = 3, dicha funcién
es periddica para cualquier valor de ®,, f(t+ ®,) = f(t) = 3, en este caso siempre es
periodica de primera especie y de ninguna manera puede ser de segunda especie.

Una propiedad especial de las funciones periddicas es que:
Teorema 1. Toda funcion f continua y periddica es acotada.

Demostracion. Siuna funcién f(x) es continua en un intervalo cerrado [0, @], entonces f(x)
alcanza un maximo en el intervalo [0,®]. Es decir, existe &, tal que 0 < & < ® entonces
|f(x)] < |f(h)| para todo x € [0, ®]. Suponiendo que f es una funcién no acotada, entonces
para k = | f(x)| existe x; € D tal que |f(xg)| > k pero como x; = X +y® con 0 < x; < ®,
donde 7y € Z. Por hipétesis f es periddica, entonces k < f(xx) = f(xx +7y0) = | f(Xx)| <k, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto toda funcién periddica y continua es acotada. [

La historia de las funciones periédicas comienza con los estudios de D‘Alembert (1747)
en su tratado sobre las oscilaciones de las cuerdas del violin, y es ahi en donde se empieza
a trabajar con una ecuacion diferencial usando una funcién impar de periodo 2, para es-
to Leonhard Euler (1777) propuso que la solucién de tal ecuacion podia ser expresada en
términos de series y propone una férmula para calcular sus coeficientes. Mas adelante, Jean-
Baptiste-Joseph Fourier (1807) contribuye con sus estudios del problema del flujo del calor,

5
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Figura 1.3: Gréfica de —sen(r)

en donde demostré que toda funcién periddica puede ser expresada como una suma de fun-
ciones trigonométricas de senos y cosenos del mismo periodo. Posteriomente Emile Léonard
Mathieu (1868) hace uso de ciertas funciones especiales utiles, referentes a la ecuacion de
la onda para un cilindro eliptico, dando con ello una ecuacion lineal de segundo orden con
coeficientes periddicos, en general con soluciones no periddicas. La importancia y una de las
aplicaciones de las funciones periddicas la podemos encontrar en fisica clasica en el proble-
ma de los n—cuerpos, el cual consiste en describir el movimiento de una particula de masa
despeciable, sujeta a la fuerza de atraccidn gravitatoria provocada por n — 1 masas que se
mueven en Orbitas conocidas, las cuales son periddicas. Dicha descripcién del movimiento
de la particula es modelado mediante un sistema de ecuaciones diferenciales, en donde tiene
sentido encontrar soluciones periddicas del mismo periodo. En mecanica celéste, las solucio-
nes periddicas ayudan a explicar el posicionamiento de asteroides, u otros cuerpos celéstes
para describir 6Orbitas satelitales.

A continuacién veremos una introduccion a los conceptos basicos de las ecuaciones diferen-
ciales, asi como algunas definiciones que nos serdn necesarias mas adelante.

1.2. Generalidades acerca de las ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes periodicos

Se consideran ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales, homogéneas de tipo:

dmy dmfly dy
P(y) =— t —1(t)—= t)y=0 1.1
) = o+ PO o P () 4 pn(1)y =0, (1.1)
en donde los coeficientes pi,p2,...,py, son funciones periddicas del mismo periodo ®,.

El sistema asociado de esta ecuacion diferencial 1o podemos escribir como un conjunto de
m ecuaciones diferenciales, de tal manera que (1.1) puede ser transformado en el siguiente
sistema:

x(t) =A(t)x(t) , (1.2)



siendo A(f) una matriz en cuyas entradas estdn los coeficientes periddicos de (1.1). Para
poner la ecuacién (1.1) en forma del sistema (1.2), hacemos un cambio de variable:

B B dy B dmfly
X1 —y, XQ—E, ...,Xm—W y
obtenemos el sistema:
xl =X2,
Xz = X3,
&m = —p1(O)xXm — p2(t)Xm—1 — p3(t)Xm—2 — ... — pm(t)x1 ,

que es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. De aqui, lo ponemos
en su forma matricial

“ 0 1 .0 x1
o 0 0 1 .0 X
= : : : : REI (1.3)
o 0 0 0 1 :
—pi1(t) —p2(t) —p3(2) —pm(t) X
donde

0 1 0 0

0 0 1 0

A(l): : : : .. :

0 0 0 1

—pi(t) —p2(t) —p3(t) ... —pm(t)

Dado el sistema (1.3) es natural que nos preguntemos sobre la naturaleza de sus soluciones,
en este caso, conocer si las soluciones son necesariamente siempre periddicas. Uno de los
procedimientos generales para encontrar soluciones a una ecuacién diferencial, es mediante
la integracién, pero no toda funcién puede integrarse de forma sencilla, lo cual no significa
que no exista solucién a esta ecuacion, existe por el hecho de que se pueda integrar, mas no
la podemos expresar analiticamente como una funcién conocida.

Por otra parte, cuando transformamos la ecuacién (1.1) en forma de ecuacién matricial es
decir, del tipo (1.3), nos serd mas util utilizar el concepto de matriz fundamental, que defini-
mos a continuacion.

Sea {fi(t), f2(t),..., fm(t)} un conjunto de soluciones linealmente independientes de (1.3),
es claro que este conjunto genera, mediante una combinacion lineal, todas y cada una de las
soluciones del sistema.

Definicion 1.3. Se llama matriz fundamental a la matriz cuyas columnas son los vectores

soluciones {f1(t), f(t),..., fm(t)}:

fun(t)  fralt) oo fim(2)

fu(t) f2(t) o famg

D(1) = (1.4)

Pt e (@)



Siendo cada vector columna f;(¢) linealmente independientes, es decir, f;(r) = o f1;(¢) +
02 f2i(t) + 03 f3i(t) + ... 4 QU fini(t) = 0 si y s6lo si o; = 0.
Se sigue entonces que la matriz fundamental ®(¢) es no singular, por consecuencia tiene una
matriz inversa ®(¢)~!. La matriz fundamental no es tnica, hay un nimero infinito de ellas y
cada una satisface la ecuacion diferencial matricial:

4P) _ 4 (ao(r).

dt
Por otro lado, como diferentes conjuntos de soluciones linealmente independientes, nos
dan diferentes matrices fundamentales, ya que las componentes de un conjunto se pueden
expresar como combinacién lineal de las componentes del otro conjunto. Es decir que si
®(1) y Dy(t) son matrices fundamentales, entonces existe una matriz no singular C tal que
g, (t) = ®(t)C. Podemos entonces escribir C = @, ()~ (1).

La ventaja de transformar una ecuacion diferencial lineal en un sistema de m ecuaciones
de primer orden, reside en la formulacién de las condiciones de Cauchy, las cuales resultan
ser mas sencillas para el caso de un sistema de la forma (1.3). Es necesario precisar la exis-
tencia de soluciones, mediante el problema del valor inicial o problema de Cauchy, asociado
al sistema de ecuaciones diferenciales:

X=A(t)x,
x(t()) =xo€cU,

para U C R abierto y A una matriz con entradas funciones continuas. Decimos que una
curva parametrizada
x:I1—=U,

definida en un intervalo / C R que contiene al instante inicial 7 es una solucién del proble-
ma de Cauchy, si x es continuamente diferenciable en I, satisface la condicion inicial y la
ecuacion diferencial para todo # € 1. De aqui podemos concluir que el sistema puede no tener
soluciones, tener exactamente una solucidon o tener mas de una solucion, lo cual lleva a reali-
zarnos las siguientes preguntas, bajo que condiciones un problema de Cauchy tiene al menos
una solucion y tiene solucion tnica. A los teoremas que establecen dichas condiciones se les
llama teoremas de existencia y unicidad.

Por otra parte, cuando tenemos una ecuacién diferencial como (1.1) hay que tener en
cuenta que sus soluciones no necesariamente son siempre periddicas. Lo cual mostramos en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Analicemos la ecuacion:

d—y—(l—l—sen(t))y:(), (1.5)
dt

en este caso p1(t) = 1+ sen(t) es un coeficiente periédico. Podemos ver que la solucion
general de la ecuacion (1.5), es y1 (t) = ce'e™°, la cual no es periddica, ya que y|(t) tiende
a infinito cuando t tiende a infinito, y|(t) no puede ser acotada. La grdfica de la solucion
anterior, cuando yg = 0, se muestra en la figura 1.4.



200 T

150 T

100 T

I
I t t t t t t t t
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 1.4: Grifica de la solucién y; (1) = ce'e™“*", tomando ¢ = 1

Hablemos ahora de una propiedad importante que podemos encontrar en el caso en donde
consideramos que la ecuacién diferencial (1.1) es lineal, obtenemos que la suma de solucio-
nes es también solucion. Comenzamos con la definicién de funcidn lineal.

Definicion 1.4. Una funcion f:V — K, donde V es un espacio vectorial sobre K, es llamada
una funcion lineal si para todo x,y € V y para todo o, 3 € K, satisface:

i) f(x+y) = fx)+f(y)
i) f (o) = ouf (x)

Es equivalente a pedir que la funcion f satisfaga:

flox+By) = af (x) +Bf () -

Ejemplo 3. Consideremos la ecuacion (1.1)
dmy dm—ly dy
P(y):_+p1()dtm Tt tPm 1 (t )Z'i'pm(t)ya

es fdcil demostrar que P es una funcion lineal. En efecto, sean o, € R y x,y € R", usando
la definicion anterior tenemos:

m m—1
P(ox+By) = dt—m(wcﬂiy) +pi(t )d — (o +By) +
..+pm_1(t)%(ax+ﬁy)+pm(t)(ax+l3y),

por la propledad de la derivada, dt(OOH' By) = dtOCx—F & 4By = Ocd

general de ¢4 & ~(ox+PBy) = Z:w%— o By escribimos que:

; Bdt, para el caso

dm dm dm—l dm—l

dt'" drm
oot pm—1 (1) [(ox + By)],

] +...



agrupando, tenemos:

o qd" dx
P — o[ —=
d"y dm—ly dy
Ahora sean fi(t) (i =1,2,...,m) soluciones para P(y) = 0 es decir, P(fi(t)) = 0, tenemos

pues que, por la llnealldad a’e P:

Z o fi(f) P(0yfi(t))

= 10

~
—_

8
ac}
=

I
s
2
)
]
o

De aqui concluimos que la linealidad de la ecuacion diferencial (1.1) garantiza el principio
de superposicion, el cual asegura que la suma de soluciones es una nueva solucion y enun-
ciamos el siguiente teorema.

Teorema 2. Si tenemos que fi(t), f>(t),..., fm(t
entonces la suma o fi(t) + 0 fo(t) + ...+ Oy fin(

Definicion 1.5. El conjunto {fi(t), f2(t),..., fm(t)}, se dice que es linealmente indepen-
diente si la combinacion lineal o fi(t) + Oczf( )+ ...+ Qufm(t) =0, solo se satisface si
O] =0 =...= 0y =0. De lo contrario, se dice que es linealmente dependiente.

) son m soluciones de la ecuacion (1.1),
t), es también solucion de (1.1).

Ejemplo 4. Las funciones fi(t) = sen(t) y f2(t) = cos(t) son linealmente independientes
pues si existiesen unas constantes reales 0.1 y 0 tales que para todo t € R:

oysen(t) +apcos(t) =0, para todo t,

se seguiria que, para t = % tenemos o,y =0y ent = 0 se tendria 0 = 0, por lo tanto con-
cluimos que son linealmente independientes.

Ahora si tomdramos el conjunto {sen(t),cos(t),3sen(t)}, es fdcil verificar que este conjun-
to es linealmente dependiente ya que si tomamos 0. = 3, 0y =0, 03 = —1 tenemos que
o sen(t) 4+ apcos(t) + az3sen(t) = 0, para todo t € R.

A continuacién definiremos el concepto de Wronskiano, el cual es necesario ya que a
partir del Wronkiano podemos contruir un sistema fundamental de soluciones.

Definicion 1.6 (Wronskiano). Sean fi(t), f2(t),..., fm(t) un conjunto de m funciones. Se
denomina Wronskiano al determinante que estd dado por:

N ét% fZE? e fmgtg
(¢ (t " (1
W[fl(t)va(t)w--afm(t)] = fl; fzg f : (1.6)

TR O N A Gl (3 IO A ()
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El Wronskiano puede usarse para determinar si un conjunto de soluciones es linealmente
independiente.

Teorema 3. Sean fi(t), f2(t),..., fm(t) mfunciones, continuas y diferenciables hasta m — 1,
definidas en un intervalo 1. Tales que si existe un to € I para el cual

W(fi(to), f2(to),-- -, fm(t0)] # 0,

entonces fi(t), f2(t),..., fm(t) son linealmente independientes.
Demostracion. Supongamos por contradiccion que fi(t), f2(t),..., fm(t) son linealmente
dependientes, entonces existen constantes ai,as, . ..,a,, distintas de cero tales que

arfi(t) +arfo(t)+...+amfm(t) =0 para todo te€l,
derivando sucesivas veces esta igualdad tenemos,

arfiit) +arfa(t)+...+anf,,(t) =0,
arf{(t) +af) (t) + ...+ anfy,(t) =0,

af" @)+ a6+ anfi @) =0,
En particular, para 79 y de manera matricial tenemos,

f1(to) falto) .. fulto) a

fll(:l()) fé(to) f1;1(t0) 61:2 —0. (1.7)

A Vw) A V@) e V) )\ am

El determinante de (1.7), es por hipétesis, W |fi(t), f2(t0), - - -, fin(to)] # 0 lo que implica que
ar=ay=...,=a,; =0, lo cual es una contradiccion. ]

Definicion 1.7 (Sistema fundamental de soluciones para P(y) = 0). Si dadas m funciones
f1(2), f2(t), ..., fin(t) las cuales son soluciones de (1.3) y ademds son linealmente indepen-
dientes, entonces estas funciones {fi(t), f2(t),..., fu(t)} constituyen un sistema fundamen-
tal de soluciones.

Teorema 4. Si las soluciones de una ecuacion diferencial lineal fi(t), f2(t),..., fm(t) son
linealmente independientes para algiin ty, entonces son linealmente independientes para
todo t.

Demostracion. Siay,ay,...,a, € R, al menos una distinta de cero, satisfacen que:
aifi(th) +arfa(ti) +...+amfu(ti) =0,

para algin t;, t; # fy. Por el teorema (2) la combinacién lineal a; fi(t) + axfo(t) + ... +
am fn(t) es solucion de (1.1). Por otro lado la funcién fy(r) = 0 es también solucién de (1.1)
y en particular fy(7;) = 0. Por unicidad de las soluciones se tiene que

a1fi(t) +acfa(t) + ... +amfm(t) = fo(t) para todo t.

11



En particular para 79 tenemos,

arfi(to) +azfa(to) + ... +amfm(to) =0,

lo cual es una contradiccion, por el hecho de suponer que al menos una de las constantes
ai,a,...,a, es distinta a cero. ]

Teorema S. El conjunto de todas las soluciones del sistema (1.3) forma un espacio vectorial
m-dimensional, cuya base puede ser cualquier sistema fundamental de soluciones.

Demostracion. Sean { fi(t), f2(t),..., fm(t)} un sistema fundamental de soluciones de (1.3),
entonces

fO)=arfi(t) +arfo(t)+... +anfn(t) (1.8)
con aj,as,...,a, constantes arbitrarias, representa en virtud del Teorema 2, una solucion

de (1.3). La suma de dos soluciones y el producto escalar también es solucién de (1.3). Por
consiguiente, el conjunto de todas las soluciones del sistema (1.3) forma un espacio vectorial
de dimensién m, cuya base puede ser cualquier sistema fundamental de soluciones. [

Por el teorema anterior tenemos que si { f1(%), f2(to), - - -, fin(?0), fm+1(t0) }, son m+1 so-
luciones evaluadas en #y € R entonces el conjunto anterior es linealmente dependiente, por
lo tanto {f1(2), f2(t),..., fm(t), fm+1(t)} es también linealmente dependiente, esto demues-
tra que s6lo pueden existir a lo mucho m soluciones para la ecuacion diferencial de orden m.

1.3. Construccion de soluciones periodicas de segunda es-
pecie

En el articulo de 1883 [1], Floquet expone una clase de soluciones periddicas generaliza-
das, que llamé soluciones periddicas de segunda especie, en el cual partiendo de un conjunto
fundamental de soluciones periddicas, de una ecuacién diferencial ordinaria del tipo (1.1)
construye ahi estas soluciones periddicas que cumplen la propiedad mencionada en Defi-
nicién 1.2. En esta seccion seguimos esta idea de construir las soluciones a partir de las
soluciones periddicas con las que se cuenta.

Teorema 6. Sean {fi(t), f2(t),..., fm(t)} un conjunto de m soluciones periédicas de prime-
ra especie de (1.1). Si fi(t) es solucion de (1.1) entonces fi(t + ®,) también es solucion.

Demostracion. Definamos la funcién fi(t + ®,) : R — R de manera que, fi(t + ®,) =
f1(g1(t)) = f1(t) o g1(¢) la podemos escribir como una composicién de funciones, donde
g1(t) : t— (t+ o)) como partimos del hecho de que f;(¢) es una solucién de (1.1), entonces
sabemos que satisface:

m—1

dm
—hi(t) +p1<t>dtm,1

drm

f1(1)+---+1?m1(I)%f1(1)+pm(t)f1(t) =0.
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Ahora veamos si fi(g1(t)) = fi(t + ®,) es solucion. De aqui que debe de satisfacer:

am m—1 d
dt—mfl(gl(f)) +P1(f)dtm,1f1(g1(l)) +---+Pm71(f)af1(g1(f)) +pm(t) f1(1(2)) =0,
(1.9)
podemos ver que:
d d d d d
L) =000 B0 _ L) porgee B0
d? d? d?
a0 = @)= T3+ o)
dm am am
hilai) =S e ()= i+ o)

Por lo tanto (1.9) satisface:

m m—1

d
Wfl(f+wp)+Pl(f)dtm_1

d
filt+@p) ot pr1 (6) 2 fi (8 0p) + pn() fi (1 4+ @) = 0.

Nétese que cada uno de los coeficientes p;(r) de (1.9) es periédico de periodo ®,, de aqui to-
mamos el mismo periodo ®, para fi(t + ®,), la cual concluimos que también es solucidn,
mismo que ocurre para cualquier fi(f+ ). O

Por otro lado cada componente del conjunto { f;(t + ®,) }, como ya se vid, es solucién de
(1.1), entonces el conjunto también forma un sistema fundamental. Como tanto { f;(r +®,)}
y {fi(t)} son una base, entonces cada elemento de { f;(r + ®,)} se puede expresar como una
combinacion lineal de la base { fi(¢)}, es decir,

fit+op) =ai fi(t) +anfo(t) tanfst)+...+aimfn(t),
fLt+wp) =axfi(t) tanfa(t) +anfst)+...+amfu(t)

fm(t+60p) = am f1 (l) —i—amzfz(t) ~|—am3f3(t) +... +ammfm(t) .

Por lo tanto, existe una matriz 4 de m x m € R tal que,

filt+op) = Afi(t) ,

que es lo mismo de manera matricial:

filt+wp) ail ap ... aim fit)
Rl oo | am e R0 (1.10)
fm(t+®p) aml Am2 .. Qmm Jm(2)

La matriz A4 es una matriz de cambio de base (ver Apéndice B.1), cumple con la propiedad
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det(A) # 0, esto debido a que las columnas de la matriz A son linealmente independien-
tes. De esta manera, al calcular la ecuacion caracteristica, det(A4 — €l) = 0, obtenemos las
raices o eigenvalores de 4. Los eigenvalores de A4 representan una parte importante para la
teoria aqui desarrollada, mismos que mds adelante obtienen el nombre de multiplicadores de
Floquet. Por otro lado los eigenvalores son independientes de la eleccion de la matriz fun-
damental, por lo tanto son una propiedad del sistema y no de cualquier solucién particular.
Dependiendo de como sean los eigenvalores de dicha matriz podemos escribir las soluciones
de cierta manera, veamos qué forma toman las soluciones dependiendo de las caracteristicas
que guardan cada uno de los eigenvalores de la matriz 4.

Teorema 7. Sean €1,...,¢, € R las raices de la ecuacion caracteristica, las cuales son
todas distintas entre ellas 'y a la vez €; # 1. Entonces hay m soluciones periddicas de segunda
especie Fi(t),...,Fy(t) de periodo Q.

Demostracion. Partimos del hecho de que las soluciones periddicas { fi(¢)} las podemos es-
cribir de la forma (1.10). De aqui al calcular los eigenvalores de la matriz 4, observamos que
por hipétesis admite m raices distintas. Nos planteamos por ello el problema de encontrar una
base en la que la matriz de dicha expresion matricial sea diagonal. Sabemos que una condi-
cién necesaria y suficiente para que el endomorfismo (ver apéndice B.4) sea diagonalizable,
es que el nimero de vectores propios linealmente independientes sea igual a la dimensién
del espacio vectorial. Por lo tanto, la matriz 4 al admitir m raices distintas la podemos llevar
a su forma diagonal, es decir, por la forma de Jordan existe una matriz C tal que

clac=p,

siendo C una matriz no singular y D una matriz diagnonal. Por otra parte despejando 4 =
CD~!Cy al sustituir en (1.10) tenemos que

flt+@,) =CDC (1),
multiplicando por C~!
Clf(t+wy) =CDC' f(r) ,
si hacemos, Fi;(t + ®,) = C~ 1 f(t +p) y Fi;(t) = C~ ' f(¢), tenemos:
Fi(t + ®) = DF(t) .

Por lo tanto podemos escribir:

g 0 ... O
0 & ... 0
0 0 ... g,

Entonces, tenemos que existen m soluciones periddicas de segunda especie:

Fl(l‘—f—(x)) = SlFl(l‘) ,
B(t+o)=ek(),

Fu(t + ®) = €, F,(1) .
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Lo anterior muestra que cuando tenemos m raices distintas de la ecuacidn caracteristica
det(A —el) = 0, podemos construir un conjunto de eigenvectores {g(¢),g2(¢),...,gm(t)}
que son linealmente independientes y sus elementos pueden utilizarse como base, por lo tan-
to, estas m funciones forman un sistema fundamental. Pasamos ahora al caso de eigenvalores
repetidos de la matriz 4.

Raices Multiples

Abhora para el caso de tener raices repetidas o multiples, no se puede generar una base para
el conjunto de soluciones de (1.3) usando el procedimiento anterior. Notamos que es posible
que no tengamos una representacion diagonal de 4 como en el caso anterior, sin embargo,
se puede llevar la matriz 4 a una forma de Jordan, dicha matriz tiene una forma particular
(ver Apéndice B.5).

Usando (1.10), considerando que estamos en el caso de raices multiples y tomando en cuenta
que la matriz 4 tiene una matriz semejante J, entonces existe una matriz C tal que

clac=1,

donde ahora la matriz J tiene la forma especificada en (Apéndice B.5). Entonces al despejar
A tenemos:
a=cic!,

sustituyendo en (1.10):
fe+wp)=CICT f(1)

multiplicando ambos lados por C~:
Clf(t+ ) =JC f(1),
si hacemos C~!f(t+ ®,) = Fii(t + ®) y C~ ! f(t) = Fi;(t), tenemos:
Fi(t+ o) =JF;(t) . (1.11)

Entonces las soluciones se escribiran dependiendo de la forma que tenga la matriz semejante.
Supongamos que tenemos una matriz 4 de 5 X 5, con 3 eigenvalores distintos, dos de ellos
de multiplicidad 2, entonces la matriz 4 es semejante a:

g 0 0 0 O
0 & 0 0 O
J=]1 0 1 & 0 O ,
0 0 0 & O
0 0 0 1 &
escribimos (1.11) de forma matricial:
egg 0 0 0 O
0 & 0 0 O
Fit+o0)=]1 0 1 & 0 0 [F(t)- (1.12)
0 0 0 & O
0 0 0 1 &



Tenemos que las soluciones son:

Fi(t+o) =g F(t),

Fio(t+ o) =&2F2(t) ,

G3(t+w) = Fao(r) +£2G3(1) ,

Fa(t + o) = e3F14(1) ,

Gis(t+ o) = Fy(t) +&3Gs(t) ,
donde podemos observar cuédles soluciones son periddicas de segunda especie, tal es el caso
de Fi1(1),F1,(t) y F4(t).

Por otra parte tenemos el caso en donde tenemos una tnica raiz €; de multiplicidad m, su-
pongamos que la matriz J es de la forma:

e 1 0 ... O
0 &g 1 ... 0
J= e
S S |
0 0 0 ... g
en este caso las soluciones seran de este forma:
Fii(t+o)=F(t)e2+ Fia(2)
Fio(t+ o) = Fia(t)e) + Fi3(1)

F]m(t+0)) = 81F]m(l‘) ,

Raices complejas

Procedemos de manera similar que en los casos anteriores donde teniamos raices con mul-
tiplicidad, la diferencia aqui es que la matriz semejante J tiene una forma particular (ver
Apéndice B.7) y se hace consideracion de que las raices complejas vienen en pares conju-
gados. Usando (1.10), tomando en cuenta que la matriz A4 tiene una matriz semejante D,
entonces existe una matriz C tal que C~!4C = J. Por otra parte despejando 4 tenemos que
4=cJjc! sustituyendo en (1.10):

flt+wp) =CICTHf(1),
al igual que el caso anterior, multiplicando ambos lados por C~!:
Clflt+wy) =JC ' f(1)
haciendo C~!f(t+ ®,) = H(t + ®) y C~ ' f(¢) = H(t), tenemos:
H(t+w)=JH(t) . (1.13)

Entonces las soluciones se escribirdn dependiendo de la forma que tenga la matriz semejante.
Supongamos que tenemos una matriz 4 de 2 X 2 con una raiz compleja € = o+ i y su

conjugado, entonces:
_ (o B
J_<l3 oc)’ (1.14)
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de manera similar como hemos hecho en los casos anteriores de raices repetidas, de manera
general podemos escribir las soluciones como:

H(t+w)=JH(t) .
Considerando la forma de la matriz J, podemos escribir las soluciones de la siguiente manera:
Hy(t+ ) = ol (1) — PHa(1)
HQ(I + (1)) = BHI (t) + O(Hz(t) .

Otro caso particular es cuando tenemos raices complejas y reales, para esto supongamos que
la matriz 4 de 3 x 3 tiene una raiz real €, y otra raiz compleja €, = ot + iy con correspon-
diente par conjugado €3 = o — if}. Podemos escribir las soluciones:

g 0 0
Hit+w)=| 0 a —B |H(),
0 B o

es decir,
Hi(t+w)=¢H (1),

Hy (1 +w) = aHy(r) — BH3(t) ,
H;(t+®) = BH>(t) + oH3(t) .

En esta parte pudimos describir la forma que tienen las soluciones, segin las caracteristi-
cas de las raices de la matriz semejante a 4, ya sea que tengan multiplicidad, sean reales o
complejas. A continuacion presentamos la forma en como G. Floquet construye dichas so-
luciones partiendo de que se tienen raices distintas con multiplicidad, concluyendo la forma
general que tienen dichas soluciones y mencionando, bajo ciertas restricciones, cuando son
periddicas de segunda especie.

Considerando el caso de raices multiples distintas donde las raices son €1,¢€;,...,€, y las
multiplicidades de cada raiz son uy, o, ..., u,. Podemos construir una solucion periddica de
segunda especie Fj; () de periodo ® y de multiplicador €1, si consideramos que la multipli-
cidad de €; > 1. El primer subindice de F; representa el subindice de la raiz €; y el segundo
esta asociado al grado de multiplicidad de la raiz €;. Mds delante se mencionard como se
construyen las demds soluciones Fi,(t), u = 2,3,...,u1.

Representando Fi; () en términos de la base { f;(¢)}, escribimos pues:

Fll(l‘) = ulfl(l‘) —l—uzfz(t) —l—...—l—umfm(t) ,

donde las u; no todas nulas, y tomando u; # 0. Notamos que Fi;(¢), f2(t),..., fiu(t) es tam-
bién un sistema fundamental, entonces tenemos que:

Fll(l‘—l—(l)) = 81F11(l‘) ,
fo(t+®) =B Fi1(t) + B fo(t) + -+ Bomfu(t) ,
[t +®) =B31F11(t) + B3 fa(t) + -+ + Bamfu(t) , (1.15)

fm<t-|—0)) = BmlFll(t) -I-Bmzfz(l) +--- +Bmmfm(t) .
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Escribiéndolo en forma matricial:

Fi1(t+ o) e 0 ... 0 F1(1)
fz(f:+03) _ 3:21 B:22 B?m fzft) | 1.16)
fm(t4w> But Buz .. Bum fm'(t)
de (1.16) nombramos a la matriz de cambio de base:
€ 0o ... 0
B = B:ZI B:22 B?'" (1.17)
But Buz - Bun

Aplicando operaciones elementales a las filas, podemos convertir en ceros todos los elemen-
tos situados debajo de €; en la primera columna, dejando invariables los demds elementos.
Por ejemplo, si multiplicamos la primera fila de B, por —B>; y sumamos el resultado a la
segunda fila, la nueva segunda fila serd (0,By1,B2,...,Bay). Por medio de una sucesion de
esas operaciones elementales con las filas obtenemos una nueva matriz que tiene la forma:

€1 0 0

0 By ... By,
BIl: . . :

0 By ... Bum

Puesto que las operaciones elementales de filas no modifican el determinante, tenemos:
detB) = detB] ,

pero como B) es una matriz diagonal en bloques y en virtud del teorema de matrices dia-
gonales en bloques (ver Apéndice C.1), el cual dice que si tenemos dos matrices cuadradas
cualesquiera C y C’ tales que

c 0\ ,
det( 0 ¢ ) = (detC)(detC") ,

entonces, tenemos:
322 Bzm

detB)| = € det S . (1.18)
B> ... Bum

Por hipétesis, se sabe la parte derecha de (1.18), que llamaremos B;, admite nuevamente a
€; como raiz. Es decir, la ecuacion caracteristica de B, satisface:

By —¢; ... By,
det : : =0, (1.19)
B,» eo. Bum— €1
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por lo tanto existen u5, . .., u), constantes no todas nulas, tales que:

u/(Bz — 811) =0 R

es decir,

u/Bz = 81u/ . (1.20)
donde B es la matriz de (1.18) y ' es el vector {u},...,u),}.
A partir de aqui podemos construir una segunda solucidn, la cual no necesariamente va a ser
de segunda especie. Usando las constantes u), ..., u,,, entonces escribimos:

F]Z(l) = I/tlzfz(t) —|—u/3f3(t) +...+ M;nfm(l‘) ,

donde las u}, . .., u,, no son todas nulas, y tomando u), # 0. Cambiando el argumento de ¢ a
I+ o:

Fo(t+0) =ubfr(t +0) +usf3(t+0) +...+u, fin(t +O), (1.21)

usando (1.15) y sustituyendo en (1.21):

FIQ(I + O)) = l/tlz[leFll([) +Bzzf2(l‘) + - +Bszm(t)]
+u5[B31F11 (1) + Bao fo(t) + -+ + Bamfou (1) ]+

—I—u;n[Bman(t) —|—Bm2f2(l‘) +--- +Bmmfm(t>] ,

agrupando,
B2 Bom fo(t)
B3, B; (1)
Flz(t+oo) =F [u'sz1 —i—u’3331 +.. .—i—u;anl] + (ulz, .. ,u:n) :m
Bm2 Bmm fm(t)

Separando la suma Fj;(f + ®) en dos términos, en el primer término hacemos
/ / /
[3211/!2 —|—B31u3 —+... —|—Bm1um] =81,

y en el segundo término considerando que €1 es raiz y que se cumple (1.20), entonces

fa(t)
Fio(t+®) =1 F11(t) + €1 (u, ..., uy,) f3:(t)
()
Usando la definicion de Fy,(¢), cumple con la propiedad:
Fio(t+o) =€ F1(t) + €1 Fio(1) . (1.22)
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Siguiendo el procedimiento anterior ahora con el sistema fundamental

{F11(2), Fia(t), f3(t), ..., fn(2) }

es posible obtener una solucién Fy3(t) que satisface:
Fi3(t + ) = €31F11 (1) +€3F12(t) + €1 F13(1) . (1.23)

Donde €31 y €37 son constantes que se construyen de manera similar a €1, ahora el conjunto
{F11(t),F12(t), F13(t),. .., fin(t) } es otro sistema fundamental.
Siguiendo el procedimiento anterior u; — 1 veces llegamos al conjunto fundamental

{Fll(t)vFl2(t)7“'7F1H1(l)=f,u1+17‘"7frn(t)} )

tenemos pues existen u; soluciones asociadas a la raiz €1, ahora en el caso de €, usando
el procedimiento anterior, obtenemos u soluciones F>1(t),F2s(t),. .., Fy,(t), donde Fi, es
solucidn periddica de segunda especie. En conclusion para las multiplicidades de €1, €, tene-
mos que el sistema fundamental es:

Fii(t), F12(t), ..., Fipy  Fo1 (), Fo2(t) s - - o s Fouy ()5 g a0 (8) 5 - -5 S (2)

Si repetimos este procedimiento para las demds raices €3,€4,...,€, llegamos a un sistema
fundamental de soluciones compuesto por n conjuntos, los cuales gozan de las siguientes
propiedades:

Fi(t+ o) =eF (1), (1.24)
Fip(t + ) = €;F; (1) +&Fp(t) , (1.25)
Fa(t + ) = &3F1 (1) +&3:Fn(t) +&F3(t) (1.26)

: (1.27)
F,'Hi(t—l-(!)) = e,uilFil(t) —’riiyizFiz(t) +... —|—8#i,'F,'M._1(I) +8,'Fiyi(t) . (1.28)

En donde Fj; (¢) es periddica de segunda especie. De manera general concluimos que si te-
nemos 7 raices distintas, entonces va a admitir al menos n soluciones periddicas de segunda
especie de periodo ®.

Observemos también que se pueden calcular soluciones de segunda especie para t + k@,
donde k es cualquier numero entero. Si cambiamos el argumento ¢ + ® por ¢ +2® en

Fll(l‘—l—(l)) = 81F11(t) ,
tenemos:

Fll(l‘—l—ZO)) :Fll(l—l—(,l)—f—O)) ,
Fll(t—l-Z(D) :81F11([—|—0)) ,
:E%Fll(l‘).

En general para calcular la solucién en 7 4+ k® tenemos:

F]l(t-l-k(,t)) = SlfFll(l‘) .
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En particular, si la ecuacion caracteristica de (1.17) admite como raiz una k—ésima raiz de
la unidad, se obtiene una solucién periddica de periodo k.

Considerando la forma que tienen las y; soluciones correspondientes a la raiz €; y haciendo
referencia a (1.24), tenemos que:

F]](l‘—i—kﬂ)) :SlfFll(t),
€
Fia(t+ ko) = Slf [k%Fll(t) —l—Flz(l‘)} ,

k(k — 1) €32821 k €31 k €32
Fis(t+ko) =€ | [ =——2 —— | F11(t) + -—F(t) + Fi3(¢t
st + k) elK 2 e i1 )0t RO+Rs0]

Fli(l‘—i-k(l)) = Slf [kl;lFH(l) —|—ki,2F12(t)—I—...—l—kjFl(i,j)(Z‘)—l—...—|—k1Fl(i,1)(x) —|—F1i(t>] ,

donde k;_1,k;—2,...,k; son polinomios en k, de grado i — 1, i—2, ..., 1, respectivamente,
sin que tengan términos independientes de k. Los coeficientes de las potencias en k en estos
polinomios incluso pueden ser nulos.

1.4. Caso del oscilador armonico.

En esta seccion mediante un ejemplo veremos la contruccion anterior para el oscilador
armonico, el cual es uno de los sistemas mds estudiados en la fisica, ya que todo sistema que
oscila alrededor de un punto de equilibrio estable, se puede estudiar en una aproximacion
como si fuera un oscilador arménico.

La caracteristica principal de un oscilador armoénico es que estd sometido a una fuerza re-
cuperadora, que tiende a devolverlo a su punto de equilibrio estable, con una intensidad
proporcional a la separacion respecto de dicho punto, dicha fuerza la escribimos,

F =—k(y—y0) . (1.29)

donde k es la constante de recuperacion y yq es la posicion de equilibrio, la cual podemos
tomar como yg = 0. Es decir, las condiciones iniciales son yo = 0y yp = 0.
El oscilador arménico simple, es el caso més sencillo, donde Gnicamente se considera la
fuerza recuperadora, es decir, teniendo en cuenta que F' = ma = m% de la ecuacién (1.29),
nos da una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden:

d?y

ﬁ—f—pZy:Oa (1.30)

donde p; = % = p?, es la frecuencia natural de la vibracién, teniendo como coeficiente
periddico de la ecuacion diferencial del tipo (1.1) a pj, el cual al ser constante se considera
de periodo arbitrario.

Para resolver la ecuacion del movimiento del oscilador armonico, observamos que se trata de
encontrar una funcion cuya segunda derivada sea proporcional a la propia funcion. Es facil
hallar dos funciones que cumplan esta condicidn:

yi(t) = cos(wr) ,
y2(t) = sen(wr) .
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Ninguna de estas dos soluciones particulares puede ser general, por que no cumplen con las
condiciones iniciales del movimiento, es decir que, no cumplen:

3(0) =0.

Verificando, tenemos que y; () = cos(®t) no cumple las condiciones iniciales antes mencio-
nadas, por que y;(0) = cos(0) = 1, lo mismo pasa cuando verificamos la segunda condicién
inicial en y,(¢) = sen(wt) donde, y,(0) = cos(0) = 1. Sin embargo, corroboremos que una
combinacion lineal de ellas si es una solucidon general y cumple las condiciones iniciales,
escribamos pues la combinacién lineal:

y(t) = acos(wt) + bsen(wt) .

Donde las constantes a y b se imponen mediante las condiciones iniciales. De la condicion
inicial de posicidn yg tenemos:

y(0) = acos(0) + bsen(0) = a , (1.31)
y de la velocidad inicial:
y(0) = —awsen(0) + bwcos(0) = bw . (1.32)

De aqui tenemos que el valor de a =yg y el de b = yao Por lo tanto la solucién general, en
funcion de las condiciones iniciales es:
Yo
y = yocos(ot) + asen((;)t) : (1.33)

Una vez que vimos las caracteristicas de la ecuacion del oscilador arménico, ahora vamos
a hacer la construccion de soluciones periddicas de segunda especie para dicha ecuacion,
como se vid en la seccion anterior. Haciendo referencia al punto (1.10), es decir, y; (¢t + ®)
y ¥2(t + ®) son soluciones de (1.30), donde ®, = 27 es el periodo de las soluciones y;(¢) y
y2(t). Por lo tanto, podemos escribir y; ( + ®) y y2(t + ®) como combinacion lineal de los
elementos del sistema fundamental de soluciones {y(¢),y2(¢)}:

yi{t+ o) =anyi(t) +ay(t) ,

V2t + ) = anyi(t) +axnys(t) .

Aplicandolo al ejemplo del oscilador armoénico y por conveniencia tomando p = 1:
cos(t + ) = ayjcos(t) +apsen(t) , (1.34)

sen(t + ®) = apjcos(t) + axpsen(t) , (1.35)

Para obtener el valor de los coeficientes de la matriz A, usamos (1.34) y en (1.35) para
t=0,

cos(®) = ayy,
sen(®) = ayy,
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_ T
y parat = 5,

T
cos(z + ) = ajy,

L
sen(z +®) = ap.

Ahora podemos contruir la matriz

Agse = ( cos(®) - —sen(©) ) . (1.36)

sen(®) cos(®)

Calculando la ecuacion caracteristica det (A,sc — €I) = 0 para obtener sus eigenvalores, tene-
mos
&% — (2cos(w))e+ (cos* (®) + sen*(®)) =0 . (1.37)

calculando las raices de (1.37), obtenemos:

€1 = cos(®) + isen(),
€ = cos(®) —isen(®) .

Haciendo referencia a la parte en donde hablamos de la forma que toman las soluciones
cuando las raices son complejas, como se dice en (1.14) podemos escribir la matriz de Jordan

de la siguiente manera:
[ cos(w) —sen(w)
~\ sen(®) cos(w) )

Analizando los eigenvalores de A, notamos que la norma de los eigenvalores € = cos(®) +
isen(®) = €3 = cos(®) — isen(®) = 1, para que la ecuacién diferencial (1.30) admita 2 so-
luciones periddicas de primera especie, es necesario y suficiente que los eigenvalores sean
iguales a la unidad. En este caso la norma de los eigenvalores es igual a 1, por lo tanto, la
ecuacion diferencial para el oscilador arménico admite 2 soluciones periddicas de primera
especie, las cuales escribimos de la siguiente manera:

yi(t) = cr1cos(t) — ciasen(t),
y2(t) = ca1cos(t) + caasen(t) .

A continuaciéon mostramos la manera en como segtn el articulo publicado en 1883, G. Flo-
quet contruye las soluciones periddicas de segunda especie, es importante mencionar que en
el articulo se habla de manera general de la forma que toman estas soluciones, mds nunca se
propone un ejemplo.

Sean y; y y2 soluciones que corresponden a la ecuacion diferencial (1.30) es necesario asumir
que existe una solucién periddica de segunda especie. Tenemos pues que:

Fii(t) = w1 (t) +uzya(t)

cambiando el argumento de f at + ®
Fii(t+ o) =u1yi (t + 0) +uzy (1 + 0)
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tenemos pues:

F11(t +®) = u[cos(®)cos(t) — sen(w)sen(t)]+ (1.38)
+ up[sen(w)cos(t) + cos(w)sen(t)] . (1.39)

Escribiendo (1.38) en forma matricial, de acuerdo a (1.10), F(z + ®) obtiene de la siguiente
forma: () () 0
cos(®) —sen(w cos(t

Fulr+ o) = (u,u) ( sen(®) cos(m) ) ( sen(t) ) ' (1.40)

Por otro lado, para que se satisfaga la propiedad de ser una solucién periddica de segunda
especie, escribimos:

Fi(t+ o) = e(ur,u) ( cos(t) ) . (1.41)

sen(t)
Calculando de (1.40) la ecuacidn caracteristica de det (A5 —€l) = 0, tenemos:

cos(®)—¢e —sen(m)

sen(®)  cos(®)—¢€ =0, (1.42)

lo que nos lleva a calcular sus raices:
(cos(®) —€)* + (sin*(®)) =0,
despejando para encontrar los valores de €:
cos*(®) — 2ecos(w) + &> 4 sen*(®) =0,

de aqui obtenemos:
e —2ecos(®)+1=0.

Las soluciones de esta ecuacién algebrdica son:

€ =cos(®) £ 1/cos?(w)— 1,

lo que también se puede escribir de la forma:
€12 = cos(®) £/ —sen*(®) ,
de la forma trigonométrica compleja;
€12 = cos(®) L isen(),

o como exponencial de Euler:
€12 = eil(ﬂ'
Ahora nos proponemos a encontrar los valores de u; y u», los cuales son faciles ver que no

influyen para la existencia de €. Es importante resaltar que en el articulo de G. Floquet no
se habla de como son las u;, sin embargo se consideré que puede ser de utilidad el realizar
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su cdlculo. Considerando los valores de €] = €@ y &5 = ¢~ (P9) construimos el siguiente

sistema de ecuaciones:

uiail +uzxaz = €1uy,
uiaip +uxaz = &uy.

ui(e1—ai)

Como det(Aysc — €l) = 0, vemos que upy = o

, u; queda en funcién de u,. Si esco-

gemos up = 1 resulta u; = i. Es fécil verificar que se cumple la identidad anteriormente

mencionada, tenemos pues:
Fl(t-i-(!)) = SFl(Z‘) ,

de donde
Fi(t+®) = uj cos(t + ®) +sin(r + o) ,

de (1.43) y (1.44)
ujcos(t+ o) +sin(w+1) =€F(t) ,

recordando el valor de
€] = cos(m) +isin(m) ,

llegamos a la conclusion que
Fi(t+o)=¢eF (1) .

Por lo tanto las soluciones alternativas de segunda especie estdn dadas por:
Fi(t) = icos(t) + sen(t) = ie"

B (t) = —icos(t) + sen(t) = —ie" .

Una forma diferente de abordar el problema se puede ver en en el apéndice A.
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Capitulo 2

Exponentes de Floquet como raices de la
ecuacion fundamental

En la primera parte de este capitulo se expone un resultado importante de las ecuacio-
nes diferenciales lineales con coeficientes periddicos, el cual habla de que los eigenvalores
estan bien definidos, en otras palabras, la matriz de cambio de base conserva los mismos
eigenvalores independientemente de la base elegida. La parte central de este capitulo es la
presentacion detallada de algunos resultados publicados en el articulo de Floquet [ 1], entre
ellos se describe una forma distinta de escribir las soluciones periddicas de segunda espe-
cie y la reduccion del orden de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes periddicos
mediante un cambio de variable.

2.1. Independencia de los eigenvalores de 4

A continuacién veamos que los eigenvalores de la matriz A4, son independientes de la
eleccion de la base del espacio de soluciones que elijamos. Sea A4 matriz tal que se cumple
la siguiente relacion

f(r+w) = A4af(r) (2.1)

donde f(¢) = {fi(¢)} conforma una base del espacio de soluciones. Ahora sea g(¢) = {g;(¢)}
otra base que genera el mismo espacio de soluciones, tenemos pues que existe una matriz B
tal que

g7 +o) = Bg(r) .

Como {g;(t)} y {fi(¢)} generan cada uno una base, podemos concluir que existe una matriz
P tal que

f(t) = Pg(7) ,

donde P es una matriz de cambio de base. Cambiando a (¢ + ®), tenemos:
f(r+w)=Pg(t+0),

por (2.1)
Pg(r+ o) = Ag(r)
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entonces
gt +) =P ' APg(r)

por lo tanto concluimos que
B=plap. (2.2)

Para verificar que las matrices 4 y ‘B tienen los mismos eigenvalores calculamos el determi-
nante caracterStico de B:

det(B—el) = det(P~' AP —¢l) ,
—det(P~'aP —eP'IP)
=det(P~ (A —el)P) ,
=det(A—¢l) .

Por lo tanto de aqui concluimos que independientemente de la base de soluciones que se
elija, los eigenvalores van a ser los mismos.

2.2. Caso de los exponentes de Floquet degenerados

Vamos a analizar el caso de raices simples, hablamos de la existencia de m soluciones de
segunda especie distintas entre si, denotaremos dichas soluciones:

Fli(t +('0) = 8iFl'(t) > (2.3)

en donde el primer subindice hace referencia al eigenvalor €; y el segundo subindice esta aso-
ciado al grado de multiplicidad de dicho eigenvalor.

Por otro lado cuando tenemos el caso de las raices multiples, se pueden construir conjuntos
de soluciones compuestas de n grupos segun el grado de multiplicidad, estos n grupos los
obtenemos de restar el total de elementos menos el grado de multiplicidad (las raices repe-
tidas), en otras palabras n = m — u, donde u es el grado de multiplicidad, dichos conjuntos
de ecuaciones gozan las propiedades mencionadas en (1.24). Partiendo de este conjunto de
propiedades tomamos la segunda ecuacion, es decir, Fi2(f + ®) = €1F11(¢) + €1 F12(¢), la
cual no es necesariamente periddica y dividimos ambos lados de la ecuacién entre Fyj (7 + o)

obteniendo: Fin Finl
r+ o t €
21+ 0) _ Fiot) | e (2.4)
Fll(l‘—i—O)) Fll(l‘) €1

Si nombramos:

)= Fio(t) _ent

0,(t) = —
( Fi1(t) g

) (2.5)

la cual al cambiar su argumento ¢ por ¢ + ® notamos que es una funcién periddica:

_ Fpit+o) & (t+w)
92(t+(0) - Fﬁg‘_‘_m) - 21(.08] )
— &1 Fip(t) & (t+o)

€ ()Fll(t) e )
Fio(t 11
= Fni  oe = 020)



Concluimos 6>(¢) = 82(f + ®). Definamos ahora las siguientes funciones periddicas de se-
gunda especie @1 (), y ¢22(¢) las cuales tienen periodo o :

&
€21 (1) = F11(1)62(1) ,  @2(t) = m—glan(t) : (2.6)
entonces ahora podemos escribir Fi»(7) como una sumatoria polinomial, Fi(7) = @21 () +

1@ (t), de manera andloga para la solucion Fj3(t), en donde al obtener el valor de las @3;(7):

2€1€31 — €32€21 €32€21
P o 933(1) =55 Fu(r)
(O3 2m°€]

031 (1) = Fu(1)03(t) ,  9nat) = %Fll(f)([)zl(f) +

tenemos F13(¢) = @31(¢) +1@32(¢) +1>@33(¢). Si por simetria de las notaciones hacemos,
F11(t) = ¢11(¢) en general tenemos:

Fii(t) =on(t),
Fia(t) = @21 (t) +19a(t) ,
Fi3(t) = @31 (t) +1932(t) +2@33(1) | (2.7)

Flu(t) = Qui (t) +t(Pu2(t) ‘HZ(PyS(t) +... +tﬂ_l(Puy(t) )
Donde las funciones @(z) son continuas, peridédicas de segunda especie, de periodo ® y
del mismo multiplicador €;. Estas funciones @(¢) se pueden expresar como funciones li-
neales, homogéneas, de coeficientes constantes, de aquellas de las que tienen un segundo
subindice igual a 1, en particular, las funciones @(¢) con los dos subindices iguales, es decir,
Q11(1),922(2), ..., Quu(t), difieren entre ellas solamente por factores constantes.

2.3. Reduccion del grado de una ecuacion diferencial de
coeficientes periodicos
Sean Fi(t), f2(t),..., fin(t) soluciones de P(y) = 0, con F(t) # 0, una funcién periédica

de segunda especie, de periodo ® con multiplicador €;. Haciendo el siguiente cambio de
variable:

y=F () /zdt (2.8)
y sustituyendo en (1.1) vemos que:
dm—lZ dm—ZZ
= —1z2=0. 2.
0(z) St Ty et an-12=0 (2.9)

Verificaremos que Q(z) efectivamente tiene la forma (2.9), basta con sustituir las derivadas
de y en (1.1). Hagdmoslo para el caso de m = 3:

‘% — Fl() / 2di+ Fi(0)z(1)
j% = F{’(t)/zdt+2F{(t)z(t) +FR(0) (1),
% =F"(t) / zdt +3F{'(1)2(t) + 3F/ (1) (1) + Fi (1) (¢).
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sustituyendo en (1.1) y agrupando, tenemos que:

0(z) = Fi(t)"(t) + [3F{ (1) + prFy (1)< (1) +

+[3F](t) +2p1F{(t) + p2F1(1)]z(t) = 0
Lo cual podemos escribir de la siguiente manera:
dm—l dm—Z
=0. 2.10
0(z) = T 1+Q1dtm 2+ A Gm-12= (2.10)

en donde; g = %[3& () +piFi()]y q2= %([)[3F1 (1) 4+ 2p1F{(t) + p2F1(1)], de manera

general tenemos

ql(t):Fll(t)[ dIZ;UJrPlFl() ;
_ 2
qz(t):Fll(t)[ (1-21)d$2<)+(m_1)p1d2t(t) 1))

Son los primeros coeficientes que estamos buscando, de manera andloga podemos encontrar
los restantes. De aqui logramos obtener una ecuacion Q(z) con m — 1 soluciones, ahora para
obtener una raiz de Q(z) =0, de y = Fi(¢) [ zdt, despejamos:

=LY 2.11)

Por lo tanto Q(z) admite m — 1 soluciones distintas:

(52 (2)...3(59).

denotamos un sistema fundamental generado por {Fj(z), f>(t),..., fin(t)}. Suponiendo que

€1,8,€3,...,&, son las raices de la ecuacion fundamental, entonces las m — 1 raices asocia-
: & &3 €

das a Q(z) son los cocientes: eoE e

Ejemplo 5. Sea

dt dt '

& p) & p0 A L6 (2.13)

Q(Z) dt3 (;) a1 dtzF (l‘) qzdt Fl(t) B
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Ahora calculando el valor de sus derivadas:

( (l)> HOFR(1) - f()F (@)
Fi(1)

t F2 (1) ’
(fz(f)) _HORO-LOF(@)  2H0OS0OFR @) - HO)F @)
df2 Fi(t) Fi (1) Fy (1) ’
( 2(1) ) 5 (OF1 (1) + 5 (0)F (1) = O F' (1) — ()" (1)
d3 \ Py (t F2(t)
2RO )R - HOF ()]
F{ (1)
2R ()[fH,0)R() — H(0)F ()] = 2F @) [ ()F (1) — () F'(1)]
F (1)
2 2 (O)F1(t) = f(t)F{(1)]
+6F|“(1) FH0) :
Sustituyendo las derivadas en (2.13)se verifica que es igual a cero, entonces 7 = %1{%—8 es
solucion.

Para el caso para m raices distintas, usando el sistema fundamental {F (¢), f>(¢), ..., fm(t)},
con €1,€y,€3,...,&, raices de det (A — €l ) = 0, entonces las m — 1 raices asociadas a Q(z) son
los cocientes zz , (fj 8’” . Si fueran {R;(t),R3(t),...,Ru(t)} soluciones para Q(z) = 0, te-
nemos que se cumple que Ri(t+m) = EiR (t) parai=23,....m
2.4. Propiedades de la integral [ {(¢)dt

Sean {F1i(t),F1(t),...,Fu1(t)} los elementos de un sistema fundamental de solucio-

nes, en donde, el primer subindice corresponde al subindice del multiplicador y el segundo
subindice corresponde numera la de multiplicidad, todas son periddicas de segunda especie,
con su respectivo multiplicador, €1,€3,...,€,. Como se hizo anteriormente en P(y) = 0 ha-
cemos el cambio de variable y = Fy1(t) | zdt obtenemos una ecuacién Q(z) = 0 de orden
m — 1 la cual satisface las mismas condiciones de (1.1). Suponiendo que [ zdt es periddica
de segunda especie de periodo ® y de multiplicador €, estudiaremos las propiedades de esta

integral. Sea
/ C(r)dt = / zdt, (2.14)

donde {(7) es una funcidn periddica de segunda especie, tenemos entonces que

St + o) =ed(r)

suponiendo que € = 1, es decir, {(¢) es de primera especie. Entonces
Clr+w) =C(r).
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Ahora representemos H (¢) una de las soluciones de {(z)dt, es decir,

H(O = [,
de otra manera podemos decir que:

dH(t)
dt

= (1)
por lo tanto también ocurre que,

dH (1 + )

L g+ w) =L

De aqui concluimos que H (t + ®) y H(t), al ser ambas soluciones, difieren por una constante,
es decir,
H(t+®)=H(t)+C.

Propongamos ahora
Ct

H(t) — — =h(t).

1)~ = ho)

Veamos que efectivamente A(t) es periddica, por lo tanto se satisface la propiedad A(t) =
h(t + ®), de aqui que:

h(r+m):H(z+m)—@,

Ct Cw

:H(Z“i‘(ﬂ))—a—K,

como H(t + ®) = H(t) + C, tenemos:

Ct
h(t + o) :H(t)+C—6—C7

Ct_

= H(r)— = = h(0).

Entonces A(t) es periddica.
Si utilizamos o = %, para simplificar h(t + ®), tenemos

H(t)=h(t)+os,

asumiendo que o puede ser cero, esto por que cuando la constante C = 0 la relacién H(r +
®) = €H (t) se cumple para e = 1.
Consideremos ahora el caso para € # 1, a diferencia del caso anterior aqui tenemos que las
funciones €H (t) y H(t + ) tiene la misma derivada, y entonces difieren por una constante
de la siguiente manera:

H(t+w)=¢H(t)+C, (2.15)

y para la integral indefinida tenemos

H(t+o)=¢eH()+C,
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con C' constante arbitraria. Para verificar se satisface, sumamos C’ a (2.15) y tenemos:

H(t+o)+C =¢,

H(t)+C+C' =¢H(t)+C1+C—-C(e—1),
eH(t)+C+C' =¢[H(t)+C|+C—-C'(e—1),
H(t+o)+C =—eH()+C+C' .

Por otro lado si tomamos
p C
C=——-
e—1’
lo cual cumple por que es un valor admisible para la condicién de € # 1. Designamos la

variable c

lm:H@+U=H@+;T, (2.16)
nos preguntamos si [(¢) es periddica de segunda especie, para comprobarlo, escribimos(2.16)
cambiando ¢ por t 4+ ®, es decir,

C
l(t+w):H(t+co)+8_—1,

por hipdtesis tenemos que H (7 + ®) = €H (t), entonces,

I(t+ o) =8H(t)+C+L

e—1"
:wm+gé¥%£,
zeH(t)+(:_C1) ;

— e[H() + .

(e—1)

comprobamos que efectivamente /(z) es periddica de segunda especie.

Podemos concluir que si {(¢) es de segunda especie, entonces podemos determinar la cons-
tante de integracion C, de tal manera que [ {(z)dt sea también periddica de segunda especie,
con el mismo periodo y multiplicador que {(z).

Hasta ahora, repasamos varios resultados del articulo de Floquet que quedaron ignorados
en la literatura moderna de las ciencias aplicadas. Sin embargo, entre los dltimos resultados
presentados por Floquet en su articulo, en particular uno fue el que tuvo un considerable
impacto a lo largo del tiempo y su aplicacién se puede encontrar en una amplia gama de
articulos en la actualidad. Se trata de que, una solucion periddica de segunda especie se
puede escribir como el producto de una funcién exponencial por una funcion periddica de
primera especie, donde la funcidén exponencial contiene el llamado exponente de Floquet.

Observamos que las funciones periddicas de segunda especie se expresan a través de las
funciones de primera especie. Sea ¥ (¢) una funcion tal que

Ft+ow)=€cF(1). (2.17)
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Tomamos € = ¢, siendo r = k’%. La funcién 0(z) = e " F (¢) satisface 0(t + ®) = 6(¢),
consecuentemente se tiene:

F(t)=e€"0(1) . (2.18)
En resumen, una funcién periddica de segunda especie de periodo ® y de multiplicador € es
de forma ¢"6(¢), donde r es cualquiera de los valores de 10%8 y 0(¢) es una funcién periddica
de primera especie de perido .
Para dos funciones de segunda especie del mismo periodo y multiplicador, las dos cantidades
r van a diferir o por cero o por un multiplo de 2E’ti; si los multiplicadores son distintos, la
diferencia en las cantidades r no sera ni nula ni un multiplo de %‘i .
Por otra parte, si el det(A —€l) = 0 tiene solamente raices distintas, el sistema fundamental
de soluciones tendré la forma:

() (i=1,2,3,...,m), (2.19)

donde las r; no pueden ser nulas ni multiplos de %“i. En el otro caso, si el det(A —¢€l) =0
tiene raices multiples, la multiplicidad u forma el grupo ® correspondiente a la raiz € = ¢,
entonces el sistema fundamental de soluciones tendra la forma:

e"011(t) ,
ert[ezl (l‘)—f—lezz(t)] ,
e”[631 l‘)—i—l932<l‘)+t2633(l‘)] ,

"[0,11) +10,0(t) +120,3(t) + ... +1710,,(1)] .
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Capitulo 3

Ejemplos de aplicaciones

3.1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales de coeficientes periddicos mds conocidas son las de segundo
orden, siendo precisamente ellas las que mds se encuentran en las aplicaciones. En cuanto a
las ecuaciones diferenciales de primer orden, en general son facilmente integrables. Ecuacio-
nes diferenciales de orden superior a dos con coeficientes periddicos son relativamente poco
encontradas en la literatura y no se van a considerar en lo que sigue. Entre las ecuaciones
de segundo orden con coeficientes periddicos las de mas aplicaciones son las ecuaciones de
Mathieu y de Hill. Esto se debe a las formas cosinusoidales de sus coeficientes que ocurren
con mucha frecuencia en la mayoria de los campos modernos de las nanociencias y nanotec-
nologia. En principio, cualquier ecuacion de segundo orden de la puede ser transformada a
la forma normal de Mathieu o de Hill en el momento que alguno de sus coeficientes presenta
periodicidad cosinusoidal. Sin embargo, hay muchos casos en los cuales el analisis gene-
ral de tipo Floquet se ha considerado, precisamente uno de los mas relevantes es el de las
ondas de Bloch, soluciones de la ecuacion de Schrodinger para los electrones en materiales
cristalinos.

3.2. Ejemplo 1: Las vibraciones de una membrana eliptica

La ecuacién que describe las vibraciones de una membrana eliptica, fue introducida por
E. L. Mathieu en 1868 [6], es una de las ecuaciones de coeficientes periddicos mas sencillas.
La forma normal de la ecuacién de Mathieu es:

w”(2) + (a+bcos2z)w(z) =0 . (3.1)

Los pardmetros a y b son reales y aplicado a las vibraciones de membrana las soluciones
pueden ser periddicas de periodo T o 27. La ecuacion de Mathieu surge también del andlisis
del fendmeno de resonancia paramétrica asociado a un oscilador cuyos parametros varién
con el tiempo. Histéricamente se ha empleado en la resolucion de problemas como el anéli-
sis del movimiento de un péndulo con su origen desplazdndose en la direccion vertical en
torno a una posicion de equilibrio.

En el trabajo de Mathieu surgi6 el problema de la existencia de soluciones periddicas para
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una ecuacion diferencial con coeficientes periddicos. En el caso de la ecuacion de Mathieu
hay cuatro tipos de soluciones periddicas en funcidn de las condiciones de frontera, las pa-
rejas de soluciones periddicas linealmente independientes son:

cei(z), se1(z)
cex(z), se(z)

estas soluciones tienen la propiedad de

lim cey,(z) = cosmz , lim se,, (z) = sinmz (3.2)
b—0 b—0
satisfaciendo para m par como impar. Las expresiones efectivas de las funciones ce y se son
las siguientes series de Fourier

[} o)

cei(z) = Z c]in cos(2n+1)z, se1(z) = Z c’in sin2n+ 1)z, (3.3)
n=0 n=0

con las condiciones de frontera ce} (0) = cej(n) =0 y se;(0) =se;(n) =0

)

cer(z) = Z c’j_‘n cos2nz , ser(z) = Z c’§_‘n sin2nz , (3.4)
n=0 n=0

cuyas condiciones de frontera son:ce5(0) = ce5(5) =0, y sez(0) =sex(5) =0.
Las primeras dos soluciones son periddicas de periodo 27, de los cuales cej es solucion par
que cumple con las condiciones de frontera ce}(0) = 0y ce(n) = 0, mientras que se; es
solucién impar que cumple con las condiciones de frontera se; (0) = 0y se;(w) = 0. Por otro
lado, la se;(z) es impar y de periodo T que cumple con las condiciones de frontera se;(0) =0
y sex(m/2) = 0, mientras que la cep(z) es par de periodo T que cumple con las condiciones
de frontera ce5(0) =0y ceh(m/2) = 0. Los coeficientes en las series de Fourier (3.3) y
(3.4) se determinan de las condiciones de frontera. Ademds de estas soluciones periddicas,
la ecuacion de Mathieu tiene también soluciones de tipo Floquet que en general se escriben
en la forma

Wg = e Z Cn€2mz )
n=0

donde c es un exponente de Floquet.

Los ejemplos clédsicos de aplicacion de la ecuacion de Mathieu son las ecuaciones de mo-
vimiento del péndulo de longitud variable en el tiempo y el péndulo con punto de suspension
en movimiento oscilatorio vertical, los cuales se reducen a ecuaciones de Mathieu.

3.3. Ejemplo 2: Péndulo de longitud oscilante en el tiempo

La ecuacion de movimiento del péndulo de longitud variable es:

¢”+(g_L >¢:0 3.5)

L
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donde
L=1Lo(1+Acoswr) . (3.6)

Sustituyendo (3.6) en (3.5) y considerando A < 1, se obtiene
0" +[Q% + A(0? — Q?) cos wr]p = 0 (3.7)

donde Q% = £ Usandot= %1, a
ecuacion de Mathieu:

4“%2, b=4A <1 - %;) se obtiene la forma normal de la

0" (t) + (a+bcos2t)o(t) =0 . (3.8)

Las soluciones de tipo Floquet para este péndulo son:

(o]
q)F — ec’c Z cneZm'c )
n=0

3.4. Ejemplo 3: Péndulos con pivote en movimiento oscila-
torio vertical

En este caso de péndulo, asumiendo que el pivote oscila en la direccion vertical de acuer-
do a una funcidén p(r) = Acosmt, como se observa en la figura (3.1), se obtiene la siguiente
ecuacion de movimiento para el dangulo polar 0 con respecto a la vertical

/!
0" + (%) send = 0 (3.9)

Escojemos 8 = 1 cuando el péndulo apunta en la direccién positiva del eje vertical, es decir

Figura 3.1: Gréfica de péndulo pendulo con pivote en movimiento oscilatorio vertical

para la posicién de equilibrio inestable). Cuando el péndulo esta muy cerca de esta posicion
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podemos introducir la desviacién pequena x = 6 — m tal que |x| < 1 para la cual la ecuacién
de movimiento se reduce a la siguiente forma lineal

K — (g++”(t))x:0. (3.10)
Como p(t) = Acos ot nos lleva a
x”+(_g+A(Ii)ZC°S(m)x:0. 3.11)
Con el cambio de variable 2T = ®f se obtiene
X+ (;TLL(Lg—I-%(COSZT))x:O. (3.12)

Identificando a = ;%"Lg yb= 4TA se llega a la forma normal de la ecuacién de Mathieu en la
variable T:
0" (1) + (a+bcos2t)dp(t) =0 . (3.13)

En general, el pardmetro b es pequeio si la amplitud de las oscilaciones del pivote es pequeiia
comparada con la longitud del péndulo. En este caso las soluciones de la dicha ecuacién del
péndulo, son de la forma:

o0
W = e Z Cneme ,
n=0

donde ¢ es un exponente de Floquet.

3.5. Ejemplo 4: Movimiento del perigeo lunar

En 1877 el astronomo norte americano G.W. Hill public6 un articulo sobre el movimien-
to del perigeo de la luna (distancia mds préxima de la orbita de la luna a la tierra), en el
que aparecen las primeras soluciones periddicas del problema de los tres cuerpos, desde el
descubrimiento hecho por Lagrange de las soluciones de equilibrio relativo en 1772. En este
trabajo, Hill determiné primero una solucion periddica y dedujo las ecuaciones de variacion,
después redujo el sistema a una sola ecuacion diferencial lineal de segundo orden:

W (z) + (i akcosZkZ) w(z) =0, (3.14)

k=0

donde w es la desviacién normal de la luna respecto a la 6rbita promedio y el término
Y o akcos2kz, s6lo depende de la posicion relativa de la luna con referencia al sol, la cual
esta expresada como una serie de Fourier. La ecuacion de Hill puede ser considerada como
una forma generalizada de la ecuacién de Mathieu:

1
W (z) + (Z ak0052kz) w(z) =0. (3.15)

k=0
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En la actualidad, las ecuaciones de segundo orden con coeficientes periddicos se llaman con
mucha frecuencia ecuaciones de Hill, aunque Hill investigé solamente ecuaciones de tipo
(3.14). Las soluciones de tipo Floquet de (3.14) se escriben en la forma:

Wg = ecZZ’cnez"iZ (3.16)
n

como ya se ha mencionado en el caso de la ecuaciéon de Mathieu y por lo tanto se deben
determinar los pardmetros ¢ y c¢,. Para determinarlos se sustituye wr en (3.14) lo que nos
lleva al sistema de ecuaciones

(c+2ni)2cn+ Z AmCn-m =10 (3.17)

m—=—oo

donde n € Z*. La solucién del sistema infinito (3.17) se obtiene a través del método de los
determinantes infinitos iniciado por Hill y formalizado de manera completa por von Koch [&].
Lo que es de notar es que las soluciones de tipo Floquet son las que llevan al procedimiento
de determinantes infinitos de Hill, el cual sirve para determinar los parametros de este tipo
de soluciones.

3.6. Ondas de Bloch en medios periodicos

La ecuacién de Schrodinger fue introducida en 1926 en una serie de articulos fundamen-
tales de Erwin Schrodinger. Es la ecuacion que rige el movimiento no relativista de cualquier
particula cudntica por la cual su Hamiltoniano H(p, q) se expresa como un operador diferen-
cial de segundo orden. Dos afios después, la ecuacion de Schrodinger tres-dimensional con
coeficientes periddicos fue estudiada en un largo trabajo de Bloch [9] sobre el movimiento de
los electrones en cristales. Bloch obtuvo soluciones con un factor parecido a las ondas pla-
nas pero tomando también en cuenta la periodicidad de la red cristalina en sus expresiones.
Tales soluciones se conocen desde entonces como ondas de Bloch. En realidad, las ondas de
Bloch son soluciones de tipo Floquet para ecuaciones diferenciales parciales en dimensiones
superiores o iguales a dos.

En tres dimensiones, las ondas de Bloch para H son soluciones de la ecuacion de Schrodinger

Hy(q) = —Ay(q) +V(9)w(g) =ry(q), qE€R’ (3.18)

con potencial periédico

Vig+o)=V(q), (3.19)
de la forma .
¥(q) = €™719(q) (3.20)
donde peR3, p-q= Z;: P jqj y ®(q) es una funcién no nula con la periodicidad de V (g):
0(q+©) =0(q) (3.21)
para todo g € R3 y®eE Z3. Las condiciones (3.20), (3.21) son equivalentes a la propiedad:
¥(g+ ) = P0y(g) (322)
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para todo g € R®> y o € Z>. Estas soluciones fueron introducidas por Bloch pero se ve que
ellas son de hecho soluciones periddicas de tipo Floquet. La interpretacion fisica que se da a
los pardmetros de Floquet p; es la de las componentes covariantes del vector impulso de los
electrones en propagacion en el medio cristalino, es decir

3
p=)Y pja (3.23)
j=1

donde a’ son las componentes de la base dual a la base a; de la red cristalina, relacionadas
por ortogonalidad: _
a’ay =2md . (3.24)
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Capitulo 4

Conclusiones

En el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periddicos, es im-
prescindible hablar de las soluciones de dicha ecuacién sin hacer mencion del articulo pu-
blicado en 1883 por G. Floquet. Dicho trabajo es de gran relevancia cuando es necesario
escribir las soluciones de una ecuacion diferencial con coeficientes periddicos. Cabe men-
cionar que el articulo de Floquet abarca mas resultados matematicos, que solamente describir
la estructura que toman las soluciones.

En esta tesis, se realizé un anélisis cualitativo de algunos de estos otros aspectos, que
llevaron a Floquet a la idea de plantear lo que hasta ahora es su resultado principal. Particu-
larmente se estudio:

= La construccion de soluciones periddicas de segunda especie a partir de soluciones
periddicas.

= La particularizacién de la forma que toman las soluciones cuando el det(A —€l) =0
tiene raices distintas, multiples y complejas.

= La reduccién del orden de una ecuacion diferencial con coeficientes periddicos.

= Las propiedades de la integral [ {(z)dt, con {() funcién periddica de segunda especie,
la cual aparece en la reduccidn del orden de una ecuacién con coeficientes periddicos.

En adicion al marco tedrico de [ 1], se trabajo en el ejemplo, usando el caso més sencillo del
oscilador armoénico y se construyeron las soluciones periddicas de segunda especie.

Finalmente se buscaron ejemplos andlogos al caso del oscilador arménico en donde, par-
tiendo de una ecuacion diferencial y usando el resultado de Floquet, es muy sencillo describir
la estructura de las soluciones. Entre ellos se encuentran: la ecuacién de las vibraciones de
una membrana eliptica, la ecuacion del movimiento del perigeo lunar, la ecuacion de algu-
nos péndulos y en la mecanica cudntica, la descripcion de las ondas de Bloch en medios
periddicos.
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Apéndice A

Soluciones de Floquet del oscilador
armonico

Tenemos la ecuacion diferencial del oscilador armoénico de la siguiente manera:

dy
P(y) = —2 -0
) T2 TPy=0,

en donde los coeficientes constantes 1 y p? los tomamos periédicos de periodo arbitrario,
podemos escribir la ecuacion anterior de manera matricial

(2)=(50)(2)

X(5) = ADX (1),

de otra manera tenemos:

en donde A(¢) es una matriz periddica de periodo m, es decir, A(t + ®) = A(t). Ahora calcu-
lamos su matriz fundamental:

q,(t):( cos(pt)  sen(pt) )

—psen(pt)  pcos(pt)
Una matriz fundamental se puede escribir como la matriz Wronskiano, que es la matriz
construida al colocar las funciones solucion en el primer rengldn, la primera derivada de ca-
da funcion y en el segundo renglon la derivada consecutiva y asi de manera sucesiva hasta la

derivada m-1.

Como ®(¢) es una matriz fundamental, entonces cumple:

de forma matricial:

(o o2 )=( 5 o) (s )



Si evaluamos la matriz ®(¢) en ¢ + o, para cualquier ®, ya que se considera de periodo
arbitrario, en este caso vamos a elegir ® = 27, entonces podemos escribir

O(t+0)=At+0)P(t+w),
como A(f + ®) = A(t) entonces:
O(t+0)=A(1)P(t+0) .

Lo cual significa que @ (7 + ®) es otra matriz fundamental. Al ser ambas matrices fundamen-
tales entonces existe una matriz C tal que ®(r + ®) = ®(¢)C. Despejando C:

C=d(1) '®(r+w).
La matriz C se conoce con el nombre de matriz de monodromia.

Haciendo que ®(z) sea principal en cero, es decir que ®(0) = I, entonces el valor de
C = ®(w). Entonces la matriz de monodromia es la matriz fundamental obtenida ®(¢) va-
luada en ¢ = ® definida por la condicién inicial ®(0) = 1.

Podemos ver que en el ejemplo del oscilador armonico, la matriz fundamental ®(z) no
cumple con ser principal en cero, o sea que ®(0) # I. Haciendo una manipulacion algebraica
en el término de sen(pt), cambiandolo por l%sen( pt), nos conduce a:

1
t = /4
\P(t) — COS(p ) psen(P ) , (Al)
—psen(pt) cos(pt)

evaluando la matriz en el periodo ® tenemos la matriz de monodromia:

cos(27p) l%sen(znp) )

—psen(2np)  cos(2mp) A.2)

Y(2n) = <

Abhora falta calcular los eigenvalores de dicha matriz, la ecuacion caracteristica es el det [y(®) —
el] = 0. Desarrollando obtenemos el polinomio:

&% — (2cos(2mp))e + (cos*(2np) + sen*(2np)) =0 ,
de donde obtenemos que las raices son:

€1 = cos(2mp) + isen(2mp)
€ = cos(2mp) — isen(2mp)

Finalmente, las soluciones de Floquet las podemos escribir como:

yi(t) = e eos(pt)
y2(t) = e¥™sen(pt) .
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Apéndice B
Conceptos basicos

Matriz de transicion de cambio de base

Definicion B.1. Una matriz cuadrada A mapea vectores de R"™ en R", si representamos los
vectores de R con respecto a una nueva base By = {b>1,by, ... by}, tenemos entonces que
la matriz A = Q" 'AQ y A = QAQ™!, se dice entonces que las matrices A y A son matrices
semejantes.

Sean By y By dos bases de un espacio vectorial V. Se llama Matriz de transicion de
cambio de la base B| a B a la matriz M de m X m que cumple, para todo x € V.

en donde (x)p, y (x)p, es la representacion de x en la base, B y By respectivamente.
Ejemplo 6. Sea By = {bi1,b12,...,u1m} y Ba = {b21,b22,...,boy} dos bases de un espacio

vectorial V de dimension m. Sea x € V, entonces se puede expresar x en términos de ambas
bases:

(x)p, =a1bi1 +asbia+ ...+ ambim
(x)B, = c1ba1 +c2bo+ ...+ cmbon

Ahora bien, como B; es una base, cada by; en B se puede escribir como una combinacion
lineal de las by ;. Por lo tanto, existe un solo conjunto de escalares vij,vaj,...,vyj tal que
para j=1,2,...,m

blj:V1jb21+v2jb22+---+vmjb2m (B.1)
Entonces la matriz de transicion de cambio de base M esta dada por las columnas de(B.1).
Endomorfismo

Definicion B.2. Se llama endomorfismo a la aplicacion lineal f:V — V de un espacio
vectorial V a si mismo.

43



La expresion matricial de un endomorfismo de un espacio vectorial, depende de la base
escogida. Sea V un espacio vectorial y f : V — V un endomorfismo cuya matriz en la base
B es A, es decir:

f(u) =Au
La matriz correspondiente es una matriz cuadrada. Al hacer un cambio de base de la matriz
cambia y puede llegar a ser mds sencilla.
Si una matriz es diagonalizable, el endomorfismo expresado por dicha matriz (en cualquier
base) es diagonalizable.
La importancia de encontrar un endomorfismo que lleve nuestra matriz a su forma diagonal,
reside en que es mds sencillo trabajar con una matriz diagonal, por ejemplo, al realizar el
procedimiento de calcular la potencia de una matriz.

Formas de Jordan
Cuando un endomorfismo es diagonalizable, es decir, dada su matriz en una base dada A,
entonces existe una matriz de cambio de base C tal que C~'AC es diagonal. Para el caso
donde el endomorfismo no es diagonalizable, esto no es posible.

Definicién B.3. Dada una matriz cuadrada A € M,,(R) se denomina forma de Jordan de 4
a toda matriz J semejante a ella (es decir existe una matriz C € M, (R) invertible tal que
A4 = CJC~Y)que es diagonal por bloques de la forma:

Ji O 0
0 Jo ... 0

S . ) | €Mn(®). (B.2)
0 0 ... J

En donde cada J; es un bloque de Jordan de orden m;, asociado a algun eigenvalor §;
de 4y en donde m| +my + ...+ m, = m. Cada uno de los bloques de Jordan son matrices
cuadradas que tienen iguales todos los elementos de la diagonal, tienen 1 en todos los sitios
inmendiatamente encima o por debajo de la diagonal y ceros en los demads sitios. La matriz:

g 1 0

0 & O
=

0 0 g

es un ejemplo de una forma de Jordan de orden 3 con raices distintas.

Caso raices complejas

Tenemos que considerar también el caso en el que las raices son complejas, en este caso,
supongamos que los valores propios de la matriz A son distintos y complejos, entonces la
matriz A es diagonalizable en C pero no en R. Los valores propios complejos de una matriz
con entradas reales, aparecen por parejas de valores conjugados: o+ i} y oo — i3, por ser
raices del polinomio caracteristico de la matriz.
Hay que considerar dos casos, el caso de una matriz de orden m x m, con todos sus eigen-
valores complejos, donde al venir en pares conjugados entonces el nimero de eigenvalores
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serd par. El otro caso es cuando sélo algunos pares de eigenvalores son complejos y los
demads son reales.

El primer caso de una matriz de orden 2, tenemos que o+ i} y o — i3 son todos los eigenva-
lores complejos. Entonces decimos que existe un eigenvector w de coordenadas complejas
w = u+1iv, las cuales se pueden descomponer en parte real e imaginaria. Siendo A una ma-
triz de orden 2, entonces podemos calcular f(u) y f(v), considerando como anteriormente
se mencion6 que fy f corresponde al endomorfismo de matriz A en la base candnica en R”
y C" respectivamente y teniendo en cuenta que:

fw) = (a+iB)w=
fw)+if(v) = f(u)+if(v)
flu+iv) = (a+iB)(u+iv) = o —Pv+i(Pu+av)

Al igualar partes reales e imaginarias:

f(u) = ou—PBv
fv)=Bu+oav

Podemos comprobar también que el eigenvector complejo correspondiente a o0 — Bi es w =
u—iv. Yaque

Flu—iv) = f(u)—if(v)
— ()~ if ()

=ow — Bv—i(Pu+ow)
=(a—Bi)(u—iv).

Concluimos entonces que eigenvectores w = u+-iv y w = it + v son vectores linealmente
independientes de C?, por corresponder a eigenvalores distintos, es decir, los eigenvectores
w y w son combinacién lineal de los u, v y reciprocamente. Por lo tanto, los vectores {u,v}
son una base de R?. Llamada base de Jordan real y f se expresa en esa base por:

_(* B
=5 ).
Que es la forma de Jordan real del endomorfismo de f no diagonalizable en R, pero si dia-
gonalizable en C.

Por otro lado cuando tenemos el caso de un valor real y otro complejo, lo que hacemos
es suponer que vj es el eigenvector correspondiente al unico eigenvalor real, w y w eigenvec-
tores asociados a los eigenvalores complejos, por lo tanto, tenemos la base {vi,w,w} € Cy
de R3, el endomorfismo f se expresa por:

0
J= B
(0

S o m
™R O
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Apéndice C

Iniciadores de la teoria de ecuaciones
diferenciales con coeficientes periodicos

Gaston Floquet: 15 Diciembre 1847 Epinal Francia, 7 Octubre 1920 Nancy Francia

Gaston Floquet estudio en el Lycée Louis-le-Grand en Paris, en 1869 ingreso a la Escuela
Normal Superior. Luego, en el afio siguiente comenz6 la guerra franco-prusiana, la cual en
muchos aspectos seria desastrosa para Francia, con ello la situacion politica entre Francia
y Prusia se deterioro, por lo tanto disminuyo la popularidad de Napoleén III, emperador
francés, con lo cual, se planed que una guerra con Prusia podria cambiar esa suerte politica
con la idea de que el Ejército francés podria derrotar a Prusia. En cambio, Bismarck el
canciller prusiano, vi6 una guerra con Francia como una oportunidad para unir a los estados
del sur de Alemania. Con ambos, sintiendo que la guerra seria para su beneficio, se hizo
inevitable la guerra franco-prusiana. El 14 de julio, Bismarck envi6 un telegrama dirigido a
enfurecer al gobierno francés. Logrando el éxito esperado, el 19 de julio Francia declaré la
guerra a Prusia. Por otra parte, Floquet se unié al ejército del Loire como segundo teniente y
luché en la guerra hasta la firma del tratado de paz, cuando regresé a sus estudios en la Ecole
Normale Supérieure, la situacion en el pais era dificil, por el motivo de seguir buscando
motivos por los que perdieron la guerra de forma tan decisiva y en donde el sistema educativo
obtuvo grandes consecuencias. En este ambiente dificil Floquet terminé sus estudios en 1873
y el 19 de septiembre de ese afio fue nombrado miembro del Lycée de Belfort donde se hizo
cargo del campo de las matemadticas.

Floquet obtuvo su titulo en matemdticas el 15 de septiembre de 1875 y una semana
mds tarde fue nombrado profesor de matemiticas elementales en el Lycée dAngers. El 8
de noviembre del aio siguiente, Floquet fue nombrado para el puesto de profesor de ma-
tematicas especiales en el Liceo de Clermont-Ferrand. El 13 de febrero 1878 fue nombra-
do maitre conférences en la Facultad de Ciencias de Nancy. Como resultado de la guerra
franco-prusiana la cual habia resultado desastrosa para Francia, un territorio francés habia
sido anexado por Alemania, lo que aumentd la importancia de Nancy, universidad que estaba
situada cerca de la frontera, con habitantes negados a ser ciudadanos alemanes.

Floquet present6 su tesis doctoral Sur la théorie des Ecuaciones différentielles linéaires
(Sobre la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales) a la Facultad de Ciencias en Paris el
8 de abril de 1879. Gran parte de la labor que realiz6 durante los proximos afios se basé en
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las ideas que se han incorporado en su tesis. Por ejemplo, publico tres articulos con el titulo
Sur les Ecuaciones linéaires différentielles a coeficientes périodiques (Sobre ecuaciones di-
ferenciales lineales con coeficientes periodicos), dos en 1881 y la tercera en 1883. En 1884
publicé La adicién a un mémoire sur les Ecuaciones différentielles linéaires (ademas de una
memoria sobre ecuaciones diferenciales lineales) y Sur Ecuaciones les linéaires différen-
tielles coeficientes a périodiques doublement (en ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes periddicos dobles). Los dos articulos en 1881 y el documento mencionado en segundo
lugar de 1884 apareci6 en Comptes Rendus mientras que los otros aparecieron en la revista
Annals of la Ecole Normale Supérieure.

En noviembre de 1879 Floquet recibié un nombramiento temporal como profesor en
Nancy y en el afio siguiente, fue puesto a cargo del curso de matematicas. En julio de 1880
se le dio una cédtedra permanente y para el final del afio en que fue titular de la citedra de
matemadticas puras y andlisis. Fue nombrado director de la Facultad de Ciencias de Nancy
en octubre de 1905. Era un personaje de mucho €xito, cred una serie de institutos que ayu-
daron a que Nancy a converirse en el principal centro de investigacion cientifica fuera de
Paris. Continu6 publicando documentos de alta calidad en las matemadticas y la astronomia
en Comptes Rendus y en diversas revistas asociadas a Nancy. Por ejemplo, publicé sur une
classe dEcuaciones différentielles linéaires no homogénes (1887), Sur une propriété de la
superficie xyz = I° (1888), Sur le mouvement diin fil dans un plan de precio fijo (1889), Sur
1 “équation de Lamé (1895), Sur le mouvement dun punto ou dun fil sur glissant plan de la
ONU horizontal fixe lorsquén paciente compte de la rotacion de la terre et du frottement
(1898), Sur les Ecuaciones du mouvement intrinséques d un fil et sur le calcul de sa tensién
(1901), y Lastronome Messier (1902).

La Primera Guerra Mundial estall6 en 1914 y Nancy estaba fuertemente bombardeada.
Floquet permaneci6 en Nancy durante la guerra, ni una sola vez sali6 de la ciudad durante
los cuatro afios de guerra hasta 1918.

George William Hill: 3 de Marzo 1838 Nueva York EUA, 16 de Abril 1914 West
Nyack, EUA

Se gradu6 de Rutgers en 1859. En su ultimo afio, Hill recibié el premio otorgado por
la Universidad de Harvard por la solucién de un problema. Al parecer, habia absorbido un
fuerte interés por el movimiento planetario, posteriormente se hizo el trabajo de su vida.
Trabaj6 para la oficina Almanaque N4utico en Cambridge, Massachussets desde 1861-1892,
tiempo durante el cual desarroll6 la teoria de las ecuaciones diferenciales necesarias, des-
cribiendo las 6rbitas de Venus, Jupiter y Saturno (1872-4 ) y finalmente la Luna (1877). En
1874 fue elegido miembro de la Academia Nacional de Ciencias, y en 1887 recibi6 la meda-
lla de la Real Sociedad Astrondmica britdnica. En su articulo de 1886 en Acta Mathematica,
desarroll¢ la teoria de la ecuacidn diferencial lineal:

y' =p(t)y (C.1)

donde p(t) es una funcién periddica del tiempo t. Hoy llamada ecuacion de Hill, con el fin de
explicar de las observaciones de la distancia a la Luna como una funcién del tiempo. Después
de este trabajo, regreso a su casa de la infancia en West Nyack, Nueva York, durante 1892-
5 para dio clases en la Universidad de Columbia, pero su fama creci6 después de que fue
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elegido como el primer presidente de la Sociedad Americana de Matemadticas (1894-1896).
Regres6 a Colombia 1898-1900, y murié en 1904. Las Obras Completas de George Hill, que
se pueden encontrar en la Biblioteca de Matematicas, la cual contiene una biografia de 20
paginas por el famoso matematico Henri Poincaré, alabando el trabajo original y profundo de
Hill en la 6rbita de la Luna. Hoy en dia, George Hill es honrado en varias formas en Rutgers.
En 1996, Hill fue elegido al Sal6n de la Fama del Alumnado de Rutgers (en la placa en el
Salén Winants se le reconoce como astréonomo, sin hacer mencion de las matematicas).

48



Bibliografia

[1] G. Floquet, Sur les equations differentielles lineaires a coefficients periodiques, An-
nales de I’Ecole Normale Supérieure 12: 47-88, (1883).

[2] V. A. Yakubovich, V. M. Starzhinskii, Linear differenctial equations with periodic
coefficients I, John Wiley & Sons, Inc., New York. (1975).

[3] S.I. Grossman, Elementary Linear Algebra, Wadsworth, Inc., Estados Unidos de
América.(1987).

[4] C.H. Edwards, D.E. Penney, Ecuaciones diferenciales, Pearson Educacion, México,
(2001).

[5] M. S. P. Eastham, The Spectral Theory of Periodic Diferential Equations, Scottish
Academic Press, Edinburgh and London, (1973).

[6] E.Mathieu, Le mouvement vibratoire diine membrane de forme elliptique, J. de Math.
pures et appliquées 13, 137-203 (1868).

[7] G.W. Hill, On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the
mean motions of the sun and the moon, Acta Math. 8, 1-36 (1886).

[8] H. von Koch, Sur les determinants infinis et les equations differentielles linéaires,

Acta Math. 16, 217-295 (1892).

[9] E. Bloch, Uber die Quantenmechanik der Electronen in Kristallgittern, Z. Phys. 52,
555-600 (1928).

[10] P. Alpatov , L.E. Reichl, Spectral properies of a time-periodic Fokker-Planck equa-
tion, Phys. Rev. E 49, 2630-2638 (1994).

[11] K.F. Milfeld, R.E. Wyatt, Study, extension, and application of Floquet theory for quan-
tum molecular system in an oscillating field, Phys. Rev. A 27, 72-94 (1983).

[12] W.R. Salzman, Quantum mechanics of systems periodic in time, Phys. Rev. A 10,
461-465 (1974).

[13] C.A. Klausmeier, Floquet theory: a useful tool for understanding nonequilibrium dy-
namics, Theor. Ecol. 1, 153-161 (2008).

[14] J. K. Hale, Ordinary Differential Equations, Dover Publications, (2009).

49



	Portada
	Constancia de aprobación de la tesis
	Créditos Institucionales
	Acta de examen
	Dedicatoria
	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Prefacio
	Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periódicos
	La función periódica
	Generalidades acerca de las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periódicos
	Construcción de soluciones periódicas de segunda especie
	Caso del oscilador armónico.

	Exponentes de Floquet como raíces de la ecuación fundamental
	Independencia de los eigenvalores de A
	Caso de los exponentes de Floquet degenerados
	Reducción del grado de una ecuación diferencial de coeficientes periódicos
	Propiedades de la integral (t)dt

	Ejemplos de aplicaciones
	Introducción
	Ejemplo 1: Las vibraciones de una membrana elíptica
	Ejemplo 2: Péndulo de longitud oscilante en el tiempo
	Ejemplo 3: Péndulos con pivote en movimiento oscilatorio vertical
	Ejemplo 4: Movimiento del perigeo lunar
	Ondas de Bloch en medios periódicos

	Conclusiones
	Soluciones de Floquet del oscilador armónico
	Conceptos básicos
	Iniciadores de la teoría de ecuaciones diferenciales con coeficientes periódicos
	Bibliografía

