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Resumen

Un n-ovillo es una pareja (B*; T) donde B* es la bola unitaria en R} y T es un conjunto de
n arcos propiamente encajados en B>. Un n-ovillo es llamado racional si, incluso moviendo
0B, puede ser deformado en un n-ovillo que posee una proyeccién en donde sus cuerdas no
tienen ningdn cruce. Las n-trenzas son un subconjunto de los n-ovillos racionales.
El polinomio corchete de Kauffman es un invariante bajo isotopia regular que ha sido usa-
do para obtener una clasificacion de las 3-trenzas y de los 2-ovillos racionales, note que
las 2-trenzas son un caso particular de los 2-ovillos racionales. En el caso de los 3-ovillos,
el polinomio corchete de Kauffman es una funcién que, dado un 3-ovillo, le asigna cinco
polinomios obtenidos de aplicar las relaciones del corchete al ovillo que corresponden a la
descomposicion del dlgebra de los diagramas con una base de cinco 3-ovillos. Por otro lado,
para el caso de los 4-ovillos, hay catorce polinomios, en lugar de cinco como en el caso de
3-ovillos, asociados a la base correspondiente de catorce 4-ovillos.
En esta tesis se generaliza, de manera parcial, la clasificacion de 3-trenzas al caso de las
4-trenzas. Més aun, dada una 4-trenza se le asocia una matriz, que es un invariante de la
4-trenza, y esta asignacion tiene la propiedad de ser un homomorfismo entre las 4-trenzas y
las matrices. Con este invariante se hizo la clasificacion de algunas familias de 4-trenzas.

XIII



Abstract

An n-tangle is a pair (B3, T), where B3 is the 3-ball and T is a set of n disjoint properly
embedded arcs in B3. An n-tangle is called rational if, by even moving dB? , it can be de-
formed into an n-tangle which possesses a projection with no crossings. n-Braids are a subset
of rational n-tangles.

The Kauffman bracket polynomial is an invariant under regular isotopy which has been
used to obtain a classification of the 3-braids and rational 2-tangles, note that 2-braids are a
particular case of rational 2-tangles. In the 3-tangle case, the Kauffman bracket polynomial
is a function which, given a 3-tangle, assigns to it five polynomials obtained by applying the
bracket relations to the tangle and corresponding to the algebra decomposition of the dia-
gram with certain base of five 3-tangles. On the other hand, for the 4-tangle case there are
fourteen polynomials, instead of five as in the 3-tangle case, associated to the corresponding
base of fourteen 4-tangles.

In this thesis we partially generalize the classification of 3-braids to 4-braids. Moreover,
given a 4-braid a matrix, which is an invariant of the 4-braid, is associated to it and this
assignation is a homomorphism between 4-braids and matrices. By using this invariant some
4-braids families are classified.
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Capitulo 1

Introduccion

La topologia es la rama de las matematicas que estudia aquellas propiedades que se
mantienen al deformar un cuerpo, sin romper éste. Una parte importante de la topologia se
ha dedicado a investigar la teoria de nudos. A pesar de que las personas han estado haciendo
uso de nudos desde el inicio de los tiempos, el actual estudio matemético de nudos es relati-
vamente joven, aproximadamente 100 afios en contraste con mds de 1000 afios de estudio de
la geometria Euclidiana y de la teoria de nimeros, por ejemplo: en el siglo XIX los fisicos se
preguntaban sobre la naturaleza de los 4tomos. Lord Kelvin, uno de los principales fisicos de
ese tiempo, propuso en 1867 la ambiciosa idea de que los 4tomos eran vortices tubulares de
éter anudados. Por esta razon las primeras tablas de nudos y enlaces estaban pensadas como
una tabla de elementos [8]. Después de que la teoria de Kelvin fue descartada como teoria
atomica, el estudio de los nudos se convirtié en una rama de las matematicas puras.

La teoria de nudos, en esencia, es el estudio de los aspectos geométricos de los tipos
de nudos. No s6lo se ha desarrollado y crecido la teoria de nudos a través de los afios en
este aspecto, pero solo en las matematicas actuales del estudio de la teoria de nudos ha sido
demostrado que tiene aplicaciones en varias ramas de la ciencia, por ejemplo, las moléculas
de ADN, fisica, biologia molecular, quimica, etc. [2].

En 1923, Reidemeister probé que dos diagramas representan a un mismo nudo si y s6lo
si difieren en una secuencia de movimientos de tres tipos, mostrados en la Figura 1.1. Esto
parecio facilitar en gran medida uno de los principales problemas de teoria de Nudos que es el
de la equivalencia de los mismos, pero en realidad no fue asi. Sin embargo, es util proyectar
los nudos en el plano y después estudiarlos mediante sus diagramas regulares. Para hacer
esto necesitamos preguntarnos como se transforma el diagrama regular de un nudo; si lo
transformamos mediante una isotopia en otro nudo equivalente en posicion regular mediante
las movidas de Reidemeister podriamos lograr esto. Con la ayuda de dichos movimientos,
muchos invariantes de nudos fueron definidos. Para demostrar que algo es un invariante de
nudos s6lo basta observar que no cambia al aplicarle los movimientos de Reidemeister.

En 1928 la teoria topolégica moderna de nudos empieza a tener importancia con uno
de sus principales descubrimientos, el polinomio de Alexander de un nudo o enlace, el cual
fue un invariante de nudos muy ttil y simplificé grandemente la clasificacion de los nudos.
A partir de aqui se han encontrado importantes aportaciones a la teoria de nudos y como
principales impulsores de esta teoria se debe mencionar a Reidemester (1932), H. Seifert, H.
Schubert y Ralph H. Fox [9].



AT A

Figura 1.1: Movidas de Reidemeister

A finales de los 60s y en los inicios de los 70s John H. Conway persigui6 el objetivo
de formar una tabla completa de nudos. Los invariantes de nudos descubiertos hasta ese
momento no eran suficientes para lograr este objetivo, por lo que John H. Conway introdujo
el concepto de ovillos. Usando esta nueva variaciéon en un nudo, una nueva clase de nudos
pudieron ser definidos: nudos algebraicos. Estudiando esta clase de nudos se resolvieron
varios problemas locales. Esto dio lugar a un salto mas en el nivel de entendimiento de la
teoria de nudos [2]. John H. Conway definié que un n-ovillo es una pareja (B>, T), en donde
B3 es la bola unitaria en R?, y Tes un conjunto de n arcos propiamente encajados en B>,

En 1970 nace la teoria combinatoria de nudos donde destaca de manera especial John H.
Conway, Vaughan F. R. Jones y Louis H. Kauffman. En particular, en este trabajo se trata el
polinomio corchete de Kauffman aplicado a 4-trenzas.

El polinomio corchete de Kauffman es una funcién del espacio de diagramas no orien-
tados a polinomios el cual se demostré que es un invariante bajo isotopia regular. Dicho
polinomio se ha utilizado en la clasificacion de los 2-ovillos racionales [3]. En [5] se da una
generalizacion del caso de los 2-ovillos al caso de algunas familias de 3-ovillos. La moti-
vacion de este trabajo fue basada en estos resultados, surge la duda ;El proceso se extiende
de igual manera al caso de 4-trenzas?, esta es la pregunta en la que este trabajo se centra.

El objetivo principal de esta tesis es:

Utilizar los resultados obtenidos en cuanto a clasificacion que se tienen para 2 y 3-ovillos
racionales [3, 5] y generalizarlos al caso de 4-trenzas.

La presente tesis estd comprendida de 7 capitulos. En el capitulo 2 se dan los preliminares
basicos para la mejor comprension de este trabajo, asi como los conceptos mas basicos de la
teoria de nudos. En el capitulo 3 encontraremos los antecedentes necesarios para el desarrollo
de este trabajo de tesis. En el capitulo 4 se muestra paso a paso el camino para la asignacion



de un invariante. En el capitulo 5 se muestran diferentes tipos de familias de 4-trenzas. En el
capitulo 6 se ve la clasificacion de algunas familias de 4-trenzas. Finalmente en el capitulo
7 se discuten las aportaciones de este trabajo de tesis y se da un panorama sobre el posible
trabajo futuro a realizar basdndose en lo aqui abordado.



Capitulo 2

Teoria de Nudos

2.1. Nudos

Cuando hablamos de nudos se nos viene a la cabeza la imagen de los nudos de marinero,
los enredados cables de electricidad los cuales son muy dificiles de desanudar e incluso unos
nudos mads simples, como los de las agujetas de nuestros zapatos; este concepto de nudo no
se aleja en mucho al concepto matematico de nudo.

Continuando con una precisa interpretacion (matemdtica) de nudo, consideraremos a un
nudo como un subconjunto del espacio tridimensional el cual es homeomorfo al circulo
Figura 2.1(a). La definicién formal es la siguiente:

Definicion 1. Un subconjunto K C R3 es un nudo, si existe un homeomorfismo entre el
circulo unitario S' y K. Donde S' es el conjunto de puntos (x,y) en el plano R? que satisfacen
la ecuacion x> —I—y2 =1/[4].

De ahora en adelante, se pensard en esta definicién para referirnos a un nudo, y veremos
a este como una proyeccion en el plano como se muestra en la Figura 2.1(b), en la cual se
aprecia un nudo en R3 y su proyeccién en el plano R?.

a

Figura 2.1: (a) nudo trébol, (b) nudo trébol proyeccion en el plano.

En la Figura 2.2 podemos observar ejemplos de nudos, el primero es el nudo trébol (Figu-
ra 2.2(a)), el segundo es uno de los nudos conocidos como el par de Perko (Figura 2.2(b))
y en la ultima imagen tenemos la micrografia de un nudo de ADN desde un microscopio
electrénico (Figura 2.2(c)), el cual es un ejemplo de la aplicacion de la teoria de nudos.
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(a) (b)

Figura 2.2: (a) nudo trébol, (b) uno de los nudos del par de Perko, (c) vista de ADN.

2.2. Ovillos.

Un ovillo es una parte de un nudo, por medio de ovillos podemos formar nudos o enlaces
de una forma similar al de hacer una construccién de un edificio bloque a bloque. Usando
el concepto de ovillo en nudos, una nueva clase de nudos pueden ser definidos: nudos al-
gebraicos. Sin embargo debido a que existen nudos que no son algebraicos, la clasificacion
completa de nudos podria no ser realizada. No obstante la investigacion de ovillos en la teoria
de nudos ha sido de gran importancia. En particular el concepto de ovillo es una pieza clave
para este trabajo ya que su desarrollo estd basado en esta parte de la teoria de nudos.

Definicion 2. Un n-ovillo es un par (B3, T) donde B® es una 3-bola 'y T es un conjunto de
n-curvas poligonales disjuntas que intercectan a B> [4]. Ver Figura 2.3.

Figura 2.3: Un 2-ovillo en R?

Existen tres tipos de ovillos: racionales, localmente anudados y primos; en este trabajo
de tesis nos enfocamos en los ovillos racionales. Al igual que en los nudos, se puede trabajar
con una proyeccion de los ovillos en el plano YZ para mayor facilidad, en la Figura 2.4 se
observan tres ejemplos de la proyeccion de ovillos al plano.
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2.2.1. Ovillos racionales.

Cuando hablamos de ovillos racionales nos referimos a los ovillos cuyas cuerdas incrus-
tadas pueden ser deformadas en la vecindad de sus extremos hasta obtener el ovillo trivial,
el cual es un ovillo con una proyeccién en donde sus cuerdas no tienen ningtn cruce. En la
Figura 2.4 se muestran ejemplos de ovillos racionales.

(@) (b) (c)

Figura 2.4: (a) 4-ovillo racional, (b) 2-ovillo racional, (¢) 2-ovillo racional (proyecciones al
plano)

Las trenzas son un subconjunto de los ovillos racionales. Al igual que con los ovillos.
Las trenzas son una forma estindar de formar nudos y enlaces, por lo que tienen una gran
importancia en la teoria de nudos.

2.3. Trenzas.

Al principio de la década de los 30’s, E. Artin introdujo el concepto de trenza para apli-
carlo al estudio de los nudos. Mas tarde, en los 50’s, se encontré que la teoria de trenzas
tenia aplicaciones en diferentes dreas y eso impulso nuevas investigaciones al respecto, pero
no fue hasta en 1984 cuando este concepto terminé de florecer e inicio con constante activi-
dad en su estudio e investigacion de aplicaciones [2]. En este trabajo se pretende clasificar a
ciertas familias de trenzas, en lo que abundaremos en los capitulos siguientes; por lo que en
esta seccion nos introduciremos a los aspectos més basicos de las trenzas.

Definicion 3. Considérese un cubo unitario B en R3. En la tapa izquierda de B sefiale n
puntos A1,Az,...,A, y otros n puntos A’l, '2, ...,Al en la tapa del lado derecho. Una n-trenza
es una coleccion de cuerdas no anudadas que van cada una a partir de uno de los puntos
A1,Az, ..., A, de la tapa izquierda de B y llegan cada una a un punto diferente de los n puntos
AL AL, .. A de la tapa derecha, (Figura 2.5) [2].



4 ® ® 4
® A

sl Bl

Figura 2.5: Una 4-trenza

De forma similar a los ovillos y nudos, podemos tomar un diagrama regular de trenzas
como su proyeccién en R?, ejemplos de ésto se muestran en la Figura 2.6.

R

(@) (b)

N,

Figura 2.6: (a) Una 5-trenza, (b) 3-trenza (proyecciones en el plano)



Capitulo 3

Antecedentes

3.1. El polinomio corchete de Kauffman.

En 1984, casi medio siglo en que el foco principal de la teoria de nudos eran los derivados
de los invariantes por ejemplo, el polinomio de Alexander, Vaughan F.R. Jones anunci6 el
descubrimiento de un nuevo invariante. En lugar de seguir la propagacion de la teoria pura de
nudos, este nuevo invariante y sus ramificaciones posteriores mostraron conexiones a varias
disciplinas aplicadas [2]. El polinomio corchete de Kauffman es esencialmente el polinomio
corchete de Jones, sin embargo, este polinomio tiene ciertas propiedades especiales para al-
gunos tipos particulares de nudos, tales como nudos alternantes y enlaces. Consecuentemente
con ovillos y trenzas, donde este polinomio ha tenido un gran impacto. En esta seccion se
vera con mayor detalle las propiedades del corchete de Kauffman.

Si transformamos un diagrama de nudo en otro por medio de las movidas de Reidemeister
Qp, Q>, Q3 (Figura 1.1), y sus inversas, entonces €stos son equivalentes. Por esto se busca
investigar en qué manera las tres movidas de Reidemeister afectan una funcion, especial-
mente desde sus caracteristicas completamente diferentes en varios de sus aspectos. El modo
mads natural de definir un invariante es asociar a cada diagrama, un objeto matemaético, de
manera que el objeto asociado sea el mismo, si dos diagramas difieren en un movimiento de
Reidemeister, es decir, si representan el mismo nudo, ovillo o trenza. Uno de estos famosos
invariantes fue descubierto por Louis H. Kauffman. El corchete de Kauffman no es realmente
un invariante, o mejor dicho, es un invariante bajo isotopia regular, ya que cambia si un dia-
grama se modifica mediante la movida Q; de Reidemeister. Louis H. Kauffman llegé a la
siguiente importante observacion.

Definicion 4. Una movida se llama regular si es una movida de Reidemeister del tipo Q)
y Q3 o su inversas movidas regulares. Entonces, si se puede obtener un diagrama regular
D1 de la aplicacion de un niimero finito de veces de movidas regulares de Reidemeister a un
diagrama regular D de algiin nudo, se dice que Dy D! son regularmente equivalentes [ ].

Definicion 5. El polinomio corchete de Kauffman es una funcion de diagramas no orientados
a polinomios de Laurent con coeficientes enteros en una indeterminada a. Esto mapea un
diagrama D a (D) € Z[a,a™ '] y estd caracterizado por las siguientes tres condiciones:
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Figura 3.1: Condiciones del corchete de Kauffman.

Donde () es el diagrama del nudo trivial que no tiene cruces y D1 () es el diagrama
que consta de un diagrama de nudo D en unién disjunta con un diagrama de nudo trivial

[1].

En relacién con las tres movidas de Reidemeister, el polinomio corchete de Kauffman
cumple con las siguientes identidades:

Q-5 @<
-

Esto muestra que el polinomio corchete de Kauffman es un invariante bajo isotopia re-
gular [3]. Note que estos diagramas forman parte de un diagrama de nudo u ovillo y ambos
diagramas son idénticos salvo por la parte mostrada.

Cuando tenemos un diagrama de nudo D decimos que su polinomio corchete de Kauffman
(D) es aquel que obtenemos al aplicar las tres condiciones mostradas en la Figura 3.1 y des-
hacer sus cruces hasta llegar a un diagrama sin ningun cruce.

Ejemplo 1. En la Figura 3.2 se muestra un ejemplo de la obtencion del polinomio corchete
de Kauffman en el nudo trébol donde podemos ver claramente que se van deshaciendo los
cruces bajo las condiciones mencionadas. En el primer cruce encerrado en un circulo se
utiliza la condicion 3 de la Figura 3.1, lo que nos da como resultado dos diagramas, cada
uno de ellos con el cruce deshecho respectivamente como lo marca la condicion; asi suce-
sivamente en cada diagrama que nos resulta al deshacer el diagrama anterior, elegimos
un cruce y dependiendo de él utilizamos la condicion necesaria hasta llegar a obtener el

polinomio asignado al nudo. Como podemos notar el polinomio corchete del nudo trébol es
7 -5 3
(a"—a>—a).
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=[a(-a%)(-a%) -a*+a~*(-a%)] O =a’-a=-a

Figura 3.2: Corchete del nudo Trébol.

3.2. Polinomio corchete de 3-ovillos.

Al igual que en nudos podemos aplicar el corchete de Kauffman en ovillos hasta deshacer
los cruces de las n-curvas dentro del n-ovillo y obtendremos su polinomio; en particular en
el caso de 3-ovillos se puede asignar una variacion del polinomio corchete, y obtener una
base del algebra de los diagramas con las formulas recursivas mostradas en Figura 3.1 hasta
obtener cero cruces; note que no se usa la condicién 1 ya que, por ser ovillo, nunca se llega
a tener el nudo trivial. En este caso la base obtenida de la descomposicion de los diagramas
de 3-ovillos hasta no tener ningin cruce entre sus cuerdas se muestra en la Figura 3.3 y la
definicion de su polinomio es la siguiente.

Dado un diagrama D de 3-ovillos se define su polinomio corchete como:

(D) = p1(D) (p1) + p2(D) (p2) + p3(D) (P3) + pa(D) (pa) + p5(D) {p5)

Donde p;(D), ..., ps(D) son polinomios y pj...ps son los diagramas de 3-ovillos siguien-
tes [1].

SR P PPN

Figura 3.3: Base de cinco 3-ovillos.

Dado el polinomio corchete de 3-ovillos se puede ir en busqueda de un invariante, el cual
en este caso fue el grupo de las matrices.
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Dado un diagrama D de 3-ovillos se puede asignar a éste la siguiente matriz:

p1(D) + pa(D) p2(D) 0
M3(D) = p3(D) pi(D)+ps(D) O
0 0 p1(D)

Donde pi(D)...ps(D) son los polinomios obtenidos al aplicar las propiedades del poli-
nomio corchete de Kauffman a un 3-ovillo. Por otra parte la matriz M3(D) es un invariante
bajo isotopia regular. En [5] existe un andlisis mds extenso sobre esto.

De forma similar al polinomio corchete de un diagrama de 3-ovillo, se puede obtener

también el polinomio corchete de la suma de dos diagramas. Para esto es necesario ver la
siguiente definicion.

Definicion 6. Dados dos diagramas de 3-ovillos Dy y D, se puede obtener (a través de estos

dos diagramas) un tercero, denotando ésto por D1 + D», usando la construccion mostrada
en la Figura 3.4.

Cr ) L%

Dy Dzl Dy, + DQ‘

Figura 3.4: Suma de dos digramas de 3-Ovillos.

Dados dos diagramas D y D>, el polinomio corchete de su suma es:

D1 +Dy = (p1q1)p1+ (P192+ P2q1 + p2gs+ paq2) P2+ (p1g3 + p3q1 + p3ga+ psq3) p3 +
(P1qa+ P2g3+ paqi + paqa) Pa+ (P1gs+ p3g2 + psqi + psqs) Ps + (P22 + paqs) pr + (p3qs +
P544)P3 + (P2qae + pag3) pa + (p3gs + psq2) ps

Donde p1, p2,...,P5Y 41,92, --.,q5 son los polinomios obtenidos al aplicar las propiedades
del polinomio corchete de Kauffman a los 3-villos Dy, D, y pi...ps son los diagramas de 3-
ovillos mostrados en la Figura 3.3.

Por la definicién de M3(D) se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 1. Dados dos diagramas D y D, se tiene:
M3(D+D2)= M3(D,)M3(D,)+

pa(Dy) p2(Dy) O\ (0 1 0\ [ps(D,) p2(D,) O
d| p3(D;) ps(D;) Of|1 O Of | p3(D,) ps(D,) O
0 0 0 000 0 0 0



Donde d = —(a®>+a?),y

p1(D;) + pa(D;) p2(D;) 0
M3(D;) = p3(Di) p1(Di) + ps(D;) 0
0 0 p1(D;)

es la matriz asociada a D; parai = 1,2.

Ahora bien, si se evalua a en /i tenemos que d = —(a*> +a~2) = 0, por lo que se define
como Mg a la matriz M3 evaluada en a = +/i se tiene:

Lema 1. Dados cualquiera dos diagramas de 3-ovillos D y D; se tiene:
M3(Dy + Dy) = M3(D1)M53(D2)

Como se menciono en el capitulo anterior, las trenzas son una clase particular de los
ovillos racionales, por lo que se puede pensar en éstos como tal.

3.3. 3-Trenzas.

Como se ha visto, la clasificacion de algunas familias de las trenzas es el centro de este
trabajo. En la actualidad no existe un estudio abundante sobre este tema, sin embargo ya se

tiene la clasificacion de 2-trenzas y 3-trenzas. A continuacion se veran algunas de las clasi-
ficaciones estudiadas en [1] sobre 3-trenzas.

Dada una 3-trenza se tiene:

= a; —1ag [ o ——
— I— (-'!:2 A — (t.!t
Donde:
> 1%l cruces aj>0
X 14 cruces a;<0
1% =] — a;=0
2 |41 cruces a; >0
S gl cruces a; <0
En adelante, para una 3-trenza T, T = T (ay,...,a,), paraalgina; € Z, j=1,...,n.
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Lema 2. Sea n € Z, entonces:

M5(T (n))

S = O

0
(1) M5(T(0,n))

O ~S =
S O =

3.4. Fracciones continuas

El nombre de ovillos racionales surge del hecho de que para un 2-ovillo se le asigna a
éste un nimero racional; dada esta asignacion existe una correspondencia biyectiva entre los
2-ovillos racionales y QU {eo}.

Si se tiene un nimero ¢ € Q/{0} entonces existen cuando mucho dos fracciones con-

tinuas que lo representan ([10], p.327). Si [aj,...,a,] > 0 es una fraccién continua de ¢
donde a,, > 1 entonces g = [ay, .. .,a,| = [ai,...,a, — 1,1]. De esto se desprende la siguiente
definicion.

Definicion 7. Dos fracciones continuas |ay,...,a,| y [bi ...by] estan CL relacionadas si:

m = n+lya=b i=1,2,...,n.

Utilizando la definicién anterior se encuentran las fracciones continuas corta y larga que
esten relacionadas entre si, lo que serd de gran utilidad al momento en que, a partir de una
matriz, se quiera llegar a una trenza correspondiente a esta matriz.

Dados ay, ..., a, € Z con n € Z se define:

N[al] =dai D[al] =1
Nlaj,az] = axNlap] + 1 Dlay,az] = ayDlay]
N[al,az,a3] = a3N[a1,a2] +N[a1] D[al,az,a3] = a3D[a1,a2] —|—D[a1].

SiNla_1] =0, N[ag| =1, Dla_1] = 1 y D[ap] = 0 se obtienen las siguientes férmulas:

Nlay,...,an] = ayNlay,...,an—1] + Nlay,...,an—2],n > 1, (3.1)
Dlay,...,ay| = ay,Dlay,...,an—1] + Dlay, ...,,an—2],n > 1 (3.2)
Note que:
Nal,...,a 1
u =lar,....,an) = a1 + ———5—
D[al,...,an] ap +
1

Se da la siguiente notacion.
Ap=lai,...,an) con a;€Z, j=12,....n

Tomando en cuenta que A, = [aj,...,a,| entonces se tiene que para una 3-trenza 7,
T = TA,. Ademas se tiene que las féormulas 3.1 y 3.2 pueden ser vistas como:

NA, =a,NA,_1 +NA,—2», DA,=a,DA,_1+DA,—2, n>1, (3.3)

Entonces NA, /DA, = A,,.Con esta notacién se tiene lo siguiente:

14



Lema 3. Dadas ay,...,a, € C se tiene que

1 0 0] (1 —072 0 1 00
paranimpar % 1 0[ [0 1 0 “ 10
O 0 1|0 O 1 01
DA, DA, , 0
— |—iNA, NA,, ©
0 0 1
10011 =% o] [1 -9 o
Paranpar (% 1 0/ [0 1 0 0 1 O
0 0 1|0 0 1 0 0 1
DA, |, iDA, 0
= |—=iNA,_1 NA, O
0 0 1

En los siguientes ejemplos se muestran las matrices asociadas a dos 3-trenzas diferentes.

Ejemplo 2. Dada la siguiente trenza:

T(3,5,1) = /\\M

Por el Lema 3 su matriz Mg asociada es:
ya que en este caso n=3y es impar

DA; iDA; 0O
M} = |—iNA3 NA; O
0 0 1

donde:

DA1 = D[al] =1
DA, = Dlaj,ay] =aDla] =ar =5
DA3; = D[al,az,a3] :a3D[a1,ag]—|—D[a1] :a3(5)—|—1 =6

NA; = Nlaj|=a;=3
NA, = N[al,ag]:azN[a1]+l :a2(3)—|—1:5(3)—1—1 =16
NAs; = Nlaj,a2,a3] = asNl[aj,az]+Nlai]| =a3(16)+3 =19

15



Sustituyendo estos valores se obtiene:

6 i5 0
M= |—il9 16 0
0 0 1

Ejemplo 3. Dada la siguiente trenza:

7{2.3,1,1) = /\M

Por el Lema 3 su matriz M, asociada es:
dado que n=4 se encuentra en el caso n par por lo que:

DA; iDAs 0
My = |—iNA3 NA;s 0
0 0 1

donde:

S

DA, = Dla)] =

DA, = Diay, az] =ayD[a| =a, =3
[
[

S

DA; = ai az,a3] —agD[al,a2]+D[a|] —a3(3)+1 =4
DAy al,az,a3] = a4D[a1 az,a3] —|—D[a1,a2] = a4(4) +3=17

S

NA; = Nlaj]=a; =2

NA, = N[al,az]:azN[a1]+1:a2(2)+l:3(2)+1:7

NA3; = Nlaj,az,a3] = azNla,az] +Nlai] = az(7)+2=9

NAs = Nlaj,az,a3,a4] = asN[ay,az,a3]+Nlay,az] = as(9)+7 =16

Sustituyendo estos valores se obtiene:

4 i1 0
My=|—-i9 16 0
0 0 1

En [1] se describe el procedimiento para, dada la matriz, poder obtener la trenza aso-
ciada usando las fracciones continuas correspondientes, y que es similar al explicado en el
procedimiento 1 de capitulo 6.1.

En este trabajo, al igual que en 2-ovillos y 3-ovillos racionales, se hace una clasificacion
de algunas familias de las 4-trenzas basandonos en un invariante de 4-trenzas con la ayuda
de la herramienta de las fracciones continuas.
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Capitulo 4
4-Ovillos.

4.1. Polinomio corchete de Kauffman de 4-ovillos.

Como se menciond en el capitulo anterior, el polinomio corchete de Kauffman es aplica-
do a 3-ovillos, en particular a 3-trenzas, como resultado de esto se obtuvo una base de cinco
3-ovillos sin cruces para el polinomio corchete de 3-ovillos (Figura 3.3). De forma similar,
para 4-ovillos se encontrd una base de catorce 4-ovillos.

Si se afiade una cuerda mds a la base de cinco 3-ovillos que se muestra en la Figura 3.3
se obtendrian los 4-ovillos pi,...,pg mostrados en la Figura 4.1. Es facil notar que para
cualquier diagrama de 4-ovillo y en particular de una 4-trenza, los ocho 4-ovillos sin cruces
obtenida al agregar una cuerda a la base algebraica de cinco 3-ovillos es insuficiente ya que
existen mas formas de obtener un diagrama de 4-ovillo sin cruces. Como podemos ver en el
Ejemplo 4 el resultado de obtener el polinomio corchete de la 4-trenza es ocho diagramas
de 4-ovillos sin cruces, de los cuales dos de ellos no corresponden a ninguno de los ocho
4-ovillos mostrados en la Figura 4.1, por lo que se sigui6 con la bisqueda de una base que
correspondiera a un 4-ovillo cualquiera. Asi, se encontraron todas las formas posibles de
interconectar las cuatro cuerdas de ambos extremos de un 4-ovillo a fin de que no existieran
cruces entre ellas. En la Figura 4.2 se muestra la base de los catorce 4-ovillos sin cruces que
se encontraron.

)

o
(o]

p-Ga-Gs-Ba-Q
zfa:@-ﬁez@- P :@.p‘s:@.

Figura 4.1: ocho diagramas de 4-ovillos sin cruces.

~1

Ejemplo 4. Veamos el cdlculo del polinomio corchete de una 4-trenza:
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Figura 4.2: Base de 4-ovillos.

Se muestra en el Ejemplo 4 la aplicacion de las condiciones del polinomio corchete de
Kauffman mostradas en la Figura 3.1, en el cual se puede observar como al deshacer cada
cruce se va obteniendo un polinomio, donde a diferencia de los nudos, nos queda un ovillo
sin cruces pero éste no necesariamente es el ovillo trivial, como en el Ejemplo 1 en el que
se obtiene como resultado el nudo trivial; en este ejemplo se puede ver que los 4-ovillos que
quedan sin cruces como resultado de la descomposicion del algebra de los diagramas basada
en las tres condiciones del polinomio corchete de Kauffman son los correspondientes a pj,
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D2, D3, P4, D6, P8, P12, Y P13 de la Figura 4.2. Con lo anterior se deduce lo siguiente:

Definicion 8. Dado D un diagrama de 4-ovillo, se define su polinomio corchete como:

(D) = p1(D)p1+p,(D)pa+p;3(D)p3+ps(D)pa+ps(D)ps+pe(D)pe+
p7(D) p7+4-pg(D) p3+po(D) po+p1o(D) pro+p11 (D) p11+p12(D) P12
+p13(D)p13+p14(D)pia.

Donde pi(D), p2(D),...,p14(D) son polinomios que se obtienen al aplicar repetidamente
las condiciones del polinomio corchete de Kauffman mostradas en la Figura 3.1 a un 4-
ovillo, y p1, P2, ..., p1a son los diagramas de 4-ovillos mostrados en la Figura 4.2.

Ejemplo 5. Con el resultado obtenido en el Ejemplo 4 y tomando en cuenta la definicion
anterior, se deduce que el polinomio corchete de esta 4-trenza es:

(D) = (a?)pi+(=a* +1)pat+(1)p3+(—a® +a*) pa+(0)ps-+(a ) ot
(0)p7+(a?)s+(0) po-+(0)pro+(0)pri +(—a” +a %) pia+(—a*+1)pr3 +
(0)p1a

4.2. Identificacion de un invariante.

En el caso de 2-ovillos se encontré un invariante que tiene la propiedad de ser un ho-
momorfismo entre los 2-ovillos y los racionales extendidos (Q Ueo). De forma similar se
encontrd un invariante que es un homomorfismo entre las 3-trenzas y el grupo de matrices
de 3 x 3. Y al buscar un invariante que tuviera esta propiedad en el caso de las 4-trenzas se
encontrd uno que va del conjunto de los 4-ovillos en las matrices 4 x 4 con entradas en poli-
nomios esto a partir del polinomio corchete de 4-ovillos (Definicién 8). Ademads se puede
empezar a ver que un subconjunto de las 4-trenzas son las 3-trenzas con una cuerda fija en
los extremos, ya que si no existieran cruces entre la primera y la segunda cuerda o la ultima
y penultima cuerda de una 4-trenza se podria ver que es una 3-trenza con una cuerda fija
Figura 4.3. Ademas los polinomios de la matriz asignada a los 3-ovillos y en particular a
las 3-trenzas forman parte de los polinomios de la matriz que se asigna a continuacion a los
4-ovillos racionales.

)=
. T = .

IL(QI. ’

Figura 4.3: 4-trenzas con una cuerda fija.

Dado un diagrama de 4-ovillo D se puede asignar a €ste la siguiente matriz:

P1(D) +py(D) p2(D) pa(D) po(D)

My(D) = p3(D) p1(D) +ps(D) p3(D) p1(D)

* ps(D) p1o(D) p1(D)+pg(D) ps(D)
p3(D) ps(D) p3(D) p1(D)+ p;(D)
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Donde los polinomios p1(D), p2(D),..., p14(D) son tomados de la Definicién 8. En ade-
lante en lugar de escribir p;(D) con i = 1,2,...,14 se escribird p; para simplificar notacion.
Como se puede notar en la matriz asignada a 4-ovillos se tiene que los polinomios en negrita
coinciden con los polinomios de la matriz asignada a 3-ovillos. Tratando de profundizar atin
mas se puede notar también que si en vez de asignar a cada 2-ovillo un nimero racional se
le asigna una matriz:

0 pi(D)

Donde los polinomios de esta matriz forman parte de la matriz asignada a 3-ovillos y a
su vez estos forman parte de los polinomios de la matriz asignada a 4-ovillos.

También note que la matriz M4 (D) es un invariante bajo isotopia regular debido a que las
entradas de la matriz son parte del polinomio corchete de un 4-Ovillo y éste, como se vio en
el capitulo anterior, es un invariante bajo isotopia regular, esto es, que es invariante bajo las
movidas Q, y Q3 de Reidemeister.

Ma(D) = [P1<D> pz<D>]

4.3. Polinomio corchete de la suma de dos 4-ovillos.

En esta seccion se verd como obtener el polinomio corchete de Kauffman de la suma de
dos 4-ovillos, lo cual ser4 util en la busqueda de un invariante para las 4-trenzas.

Definicion 9. Dados dos diagramas de 4-ovillos Dy y D, se puede obtener (a través de estos
dos diagramas) un tercero, denotando ésto por Dy + D», usando la construccion mostrada

en la Figura 4.4.
N R
77 Y - S
(— I )
L YA\
S

D] D’l D] + DQ
Figura 4.4: Suma de dos digramas de 4-Ovillos.

Suponga que los diagramas de 4-ovillos D; y D; son de la forma:

(D1) = pipi+pypr+---+piapia

(D2) = qipi+qap2+---+q14D14

Donde pi, p2,...,p14 son polinomios y pi, p2,..., P14 son los diagramas de 4-ovillos de la
Figura 4.2.
Entonces para el diagrama de 4-ovillo D 4 D; se tiene que:
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Simplificando esta expresion obtenemos el polinomio corchete de la suma de 4-ovillos.

(D1 +D2) = (p1q1)p1+ (P192+ P2g1 + P2gs+ paqa + paqio+ pogs) p2+ (p1g3 + p3q1 +
P3q4 + P5q3 + p3qs + p1q3) p3 + (P1ga + p2g3 + paqi + paqa + paqs + pog3) pa + (pigs +
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P392 + p3qio + psq1 + Psqs + p1qs) ps + (P1ds + Peq1 + Peq7 + Psqs + Psqo + p10q7) P +
(P197 + P399 + P3gs + P5q7 + P1q1 + P797) P71 + (P198 + P63 + P10g13 + P8q1 + Psqos +
P8q8)ps + (p199 + p2q7 + pags + poqi + poq7 + paqo) po + (P1g10 + Peqs + psq2 + psqio +
P1091+ p10gs)Pro+ (p1gi1 + p3qi3+psqs + psqii + prga+prgin + piigi + priga+piigs +
P1493) P11+ (P1g12+ p2gs + P2q10+ P2q14+ P6q2 + Peq14+ P1ogs + P1og10+ P1ogi1 + P1ogia+
P12q1+P1245+ P1297 + P1392 + P13G6 + P1399 + P13910) P12+ (P1913 + p2gs + p2q11 + paqi3 +
P6q4+Peqi1 +psqiz+ poqii + piogs+ p12g3 + p13q1 + p13qa+ p13qs) p13 + (P1gia+ p3qia +
D596 + P5q10 + P5q14 + 792 + P199 + P9q14 + P1192 + P1296 + P1199 + P11910 + P1441 +
P14q7)P1a+d[(p2q2+ pags+poqio) p2 + (P3q3 + psqa+ p1qs) p3+ (p2ga+ paqs + pogg) pa+
(P3gs + Psq2 + p1910)P5 + (Peds + P8a7 + P1099) Ps + (P397 + Psqo + P7g6) P7 + (Pegs +
Psqa+ p10ga) ps + (P2g9 + paq7 + pogs) Py + (Peqio + Psqs + P1og2) Pro + (P3qio + psqis +
P7q13 + P1193 + p11913 + P1aqs + pags + p1aqii) pi1 + (p2q12 + paqia + peqi2 + psqia +
P9q12 + P10g12 + P12g2 + P12g6 + P1299 + P12q10 + P12q14 + p13qs + p13q12) pi2 + (p2q13 +
Paqi1 + Peq13 + poqi3 + p1oqgi13 + P12ga + p12gs + pi2qi1 + p13qz + pi13qi3) P13 + (p3qia +
P5q12+P7q12+ P11g5+ P1197+ Pi1qi2+ P1ag2 + Piage + p14qo+ p1aqio+ p1aqi1 + praqia) pial +
d*[(pr1gi +p1aq13) P11+ (Pr2qiz + pi3qia) pra+ (p12q13 + p13q11) P13 + (Pr1qia+ praqiz) pra).

4.4. Matriz de la suma de dos diagramas de 4-ovillos.

Al obtener el polinomio corchete de la suma de dos diagramas de 4-ovillos se puede
pensar en la existencia de una matriz para la suma de los mismos, basdndose en la matriz
asignada a un 4-ovillo, y encontrar de forma similar al caso de 3-ovillos un invariante con el
cual poder clasificar a las 4-trenzas, por lo que se llego al siguiente teorema.

Teorema 2. Dados Dy y D, diagramas de 4-ovillos se tiene:
M4(Dy+ D3) = M4(D1)M4(D3) +dPAQ

Donde d = —(a®* +a™?),

p4s P2 pa P9 0100 g4 92 g4 qo
p_|P ps p3 p71| ,_[1 000 o—|® &5 @
P8 Plo P8 Do |’ 0010} g8 q10 98 9ge
P3 P5 P3 D7 0100 a3 95 93 q7
y
P1t+py P2 P4 P9
+

P8 pPio p1+pg )43

D3 Ps P3 P1+p7

q1+44 q2 q4 q9

M4 (D2> — q3 ‘Il‘f’CIS 613 (]7

qs q10 491143 q6

q3 qs q3 q1+q7

las matrices asociadas a los diagramas D1 y D2 y a sus polinomios correspondientes.
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Demostracion. sean Dy y D, dos diagramas de 4-ovillos. Por definicién de M4 y en base al
célculo del polinomio corchete de la suma de dos 4-ovillos se tiene que:

pPL+ps 2 P4 P9
P3  pi+ps D3 Zi
My(Di+D2)= | = e s
4(Dr 2) Ps P10 plfps _Ps
p3 pPs p3 p1+Dp7
+dPAQ
Donde d = —(a®>+a~2),y
D4 D2 P4 P9 0100 94 Q2 g4 Q9
p_|p3 ps p3 P7|,_|1 000 o= |B B B @
P8 Plo P8 Dé 0010 g8 qi0 498 96
p3 Ps D3 D7 0100 a3 495 93 q7

P = piqu,

P2 = Pp1q2+p2q1+ pags + paqz + paqio + pegs,
P3 = D193+ Pp3q1 + p3qa+ psqs + p3qs + p1gs,

P4 = P1g4+ p2g3+ paq1 + paqa -+ paqs + pogs,

Ps = P1gs5+p3q2+ p3qio+ psq1 + psqs + pags,
P6 = D196+ Peq1 + Peq7+ Psqs + Psqo + P10q7,
P71 = D197+ P399+ p3qs + psq1+ p1q1 + p1q7,
P8 = P1gs+ Peqs+ P1oq13 + psq1 + psqos + psqs,
P9 = P19y +p2q7+ paqge + Poqi + poq7 + paqo,
P10 = P1q10+ Peqs+ psqz + psqio+ piogi + p1ogs-

Si hacemos el cdlculo de M4 (D1 )M4(D;) tenemos:

pPi+ps P2 P4 P9

pP3  DPitps D3 P7

Mas(D1)M4(D») = i~ — UL -

4(D1)M4(D2) s pio p1+ps D6
p3 ps p3 p1+p7

es suficiente notar para finalizar esta demostracion que:
My(Dy + D3) = M4(D1)My(D2) +dPAQ O

Esta matriz, evaluada en a = /i, es un homomorfismo lo cual serd muy importante cuan-
do se realice la clasificacion de las 4-trenzas y de sus subconjuntos.
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Capitulo 5

4-Trenzas.

De igual forma como se vio en la Definicion 9 (donde se muestra la construccion de la
suma de 4-ovillos), y ya que las trenzas son un subconjunto de los ovillos, podemos notar que
es permitida la suma de dos diagramas de 4-trenzas. Por lo que se aplicardn los resultados
obtenidos en el capitulo anterior para 4-trenzas.

En este capitulo, basdndose en los resultados y deducciones vistos, se realizard una clasi-
ficacion de algunas familias de 4-trenzas.

5.1. Clase de equivalencia de una matriz.

Si damos valores especiales para a de los polinomios en las entradas de la matriz M4 (D +
D;) en el Teorema 2 como: a; = /i (esto implica que afl = % y —(a% + afz) =0),y
a=ay = (1+iv/3)/2 (esto implicarfa que a; ' = (1—iv/3)/2y —(a3+ay*) = 1). Se Pueden
asociar las siguientes matrices a un diagrama de ovillo D:

1+iv3

M,(D) = Ma(D)(Vi); My(D) = Ma(D)(—5—)

En este trabajo la matriz Mp(D) no es utilizada. La matriz M, (D) satisface la siguiente
propiedad.

Lema 4. Dados dos diagramas de 4-ovillos Dy y D; se tiene:
Ma<D1 + D2) = Ma(Dl)Ma(DZ)

Demostracion. Esto se deduce del Teorema 2 donde d = —(a® +a~?) y evaluando a = +/i.
entonces d = 0. [

Es sencillo deducir de la relacién que tiene el polinomio corchete de Kauffman con res-
pecto a la movida Q; de Reidemeister visto en el capitulo 3, que si D; = D,, entonces
My(Dy) = (—a)**M4(D5) para algin z € Z dado que: (—%)3 = 1 resulta que M,(D) es
un invariante de ovillos. En el mismo sentido se deduce que M,(D) no es un invariante, sin
embargo a partir de €l se puede obtener un invariante.
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Definase en Max4(C) la siguiente relacion de equivalencia.
Al ~ Ay = A = (—Vi)¥A, 2€Z, A,Ar € Myxy(C)

Se denotara la clase de equivalencia de una matriz A bajo la relacion de equivalencia por
[A].Claramente, si los diagramas de ovillos D; y D, son equivalentes entonces:

[Ma(D1)] = [Ma(D2)]

Por lo tanto la clase de equivalencia de [M,(D;)] es un ovillo invariante. Por el Lema 4
se tiene:
[Ma(D1 +D2)] = [Ma(D1)Ma(D2)] = [Ma(D1)] [(Ma(D2)]

Por simplicidad la clase de equivalencia de [M,(D)] se denotara por M, (D).

5.2. Algunas familias de 4-trenzas.

En esta seccion se estudiardn los diferentes tipos de cruces y cdmo a partir de estos se
puede obtener para cada uno su matriz correspondiente M4. Ademas con la ayuda de el Lema
4 y las matrices asignadas a cada diferente tipo de cruce se obtendran algunas familias de
4-trenzas.

Definicion 10. Dada una 4-trenza se tiene:

- A Az B - an !
=i e a_. j— . i aln :
= - -
s An-
nmod3 = 0
- A s - An- - 3
e - a;\- o LN o a‘ﬁ.
- a3 i aln i -
nmod8 = 1
|- as | o Qnez [
- a 2 s = LR a-ﬂ'l i
ds An Lo
nmod3 = 2

Figura 5.1: Tipos de cruces de 4-trenzas.
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141 cruces a; >0

|41 cruces a;<0

l4jl  cruces a;>0

471 cruces a;<0

1ai1 cruces a; >0

lajl  cruces a; <0

XK AT IXT XA

l

D
I
o

Figura 5.2: Asignacion de signo a cruces de 4-trenzas.

En adelante parauna 4 —trenza T, T = T (ai,...,a,), paraalgina; € Z, j=1,...,n.y
dada la notacién en el capitulo 3 en la seccion de fracciones continuas donde A, = (ay, ..., an)
entonces para una 4-trenza T, T = TA, = T (ay,...,a,)

Como se puede observar en la Figura 5.2 para una 4-trenza se tienen tres diferentes tipos

de cruces. Si se tuviera una 4-trenza de la forma 7 (n) = = (4-trenza con cruces en la parte
superior) entonces los polinomios correspondientes a los 4-Ovillos p>, p3, pa, ps, p7, P8,
P9, P10s P11, P12, P13, Y P14 serian cero ya que no tiene cruces entre las cuerdas del centro
de la 4-trenza ni en sus ultimas dos cuerdas. Por lo tanto para una 4-trenza de esta forma la
matriz que se asigna a una 4-trenza como ésta seria:

70 0 0
0 0O O
My(T () = 0 %l Pl Pe
0 0 0 p

Ahora bien si se evaliia a los polinomios p; y pe en un valor especifico como a = v/i. por
el Lema 4 tendriamos que:



Como se vio en el capitulo 5 en la seccién 5.1 Clase de equivalencias de una matriz.
A| ~Ay <= A; = (—/i)* donde z € Z,y A1,As € Myx4(C), entonces:

Vi 0 0 0 Vi 0 0 0
ity = o Y5 ; s v ; (—V)?

0 0 0 Vi 0 0 0 Vi
[(—VD)* 0 0 0

_ 0 (=Vi* o 0

a 0 0 (Vi (=Vi)
L 0 0 0 (=i
[1 000

o100

oo 1 4
0 00 1

Haciendo esto de forma similar para los diagramas de trenzas de la forma 7'(0,n) = &
(4-trenza con cruces en la parte del centro) y 7(0,0,n) = T (4-trenza con cruces en la parte
inferior) y por la asignacion de cruces mostrada en la Figura 5.2 se tiene:

Lema 5. Sea n € Z, entonces

1 000 1 0 0 O
0100 -1 =20
Ma(T(}’Z)) - 00 1 % Ma(T(Ovn))_ 0 0 1 0
0 0 0 1] S
(12 0 0]
0100
Ma(T(0,0,n)) - 0 01 0
0 00 1
Demostracion. Es fécil ver que
[1 0 00 1 000
0100 0100
000 1 0001
1 0 0 0O
010 O
Ma(T(_l)) - 00 1 le
000 1




Dado n € Z — {0}, entonces

|n|—veces |n|—veces
T()+...4+T(1) T0,n)=T(0,1)+...+T(0,1)
|n|—veces
T(0,0,1)+...+7(0,0,1) n>0
y
|n|—/\ieces |n|1veces
T(=1)+...+T(=1) T(0,n)=T(0,-1)+...+T(0,—1)
|n|—veces

Ve

T(0,0,—1)+...+7(0,0,—1) n<0

Por el Lema 4 para n > 0 se obtiene

1 00 0]" [1 00 0
0100 0100
MaT() = 1o 0 1 1] oo 1 2|
0 0 0 1 00 01
1 00 01" [1 00 O
010 O 01 0 O
MdT(=n) = 1o 0 1 =t| =lo o1 =|
0 0 0 1 000 1
Lo cual implica
1 0 0O
0100
00 01
De forma similar se obtiene
1 0 0 O
My(TOn)= |7 L =70 nez— {0}
a ’ O 0 1 0}’
—% 0 —% 1
1 ? 00
01 00
M, (7(0,0,n)) = 00 1 ol neZ—{0}
0 0 01
Esto prueba el lema. [
Con este lema se puede ver facilmente que si se tiene una trenza TA, = T |ay,az, . . . ,ay]

donde n mod 3 = 1 se obtendra por el Lema 4 la multiplicacion de las anteriores tres ma-
trices donde la dltima matriz multiplicada serd M(Z (n)), si n mod 3 = 2 la Gltima matriz
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serd M(7(0,n)) y sinmod 3 =0 serda M (T (0,0,n)).Ahora bien, si se encontraran 4-trenzas
que no tuviera cruces en las dos primeras cuerdas o en las dos ultimas, entonces la matriz
correspondiente a esos cruces seria la matriz identidad (1), y este tipo de 4-trenzas tendrian
una forma semejante a las 3-trenzas. Acontinuacion se muestra un ejemplo de lo anterior.

Ejemplo 6. Sea TAs = T(4,2,0,—3) una 4-trenza, las matrices correspondientes a cada
uno de sus cruces son:

1 0 0 0] 1 0 0 O
0100 2.1 -2 9
Ma(T(4)) = 00 1 é Ma(T(Oaz)): Ol 0 1l 0
l
0 0 0 1] —2.0 -2 1
1 9 0 0] 100 0
0100 010 0
Ma(T(Ou()?O)) = 0010 Ma(T(O70707_3)>:Ma(T(_3)): 00 1 _3
0 0 0 1] 000 1
Dado que:
T(4,2,0,—3) =T (4)+T(0,2)+7(0,0,0) +T(-3)
Por el Lema 4
Ma(T(47270a_3)) = Ma(T(4)+T(072)+T(07070)+T(_3))
= My(T(4))Ma(T(0,2))Mu(7(0,0,0))Mu(7T(-3))
Entonces:
(100 0][1 0 0 O]t Y 00] 10O O
0100[|-21-20{l0100] 010 0
Ma(T(4.2,0.-3) = 19 61 ¢4/ |0 0o 1 olloo 10|l loo1 -3
000 1f]|[-20 -2 1][000 1] (000 1
"1 0 0 0
-2 1 -2 _¢
~ |8 0 9 %
-7 0 - -5

En este ejemplo se ve que la iltima matriz multiplicada es M,(‘T (n)) ya que 4 mod 3 = 1.

Ahora se estudiard unos casos especiales de la multiplicacion de estas matrices. Si se
calcula la matriz de la 4-trenza 7(0,1,—1,0, 1) se obtiene:

0

00 —1

S O~

Ma(T(O,—l, 1507_1)) =

- o O O
S O O =
S O ==
S o= O
-0 O O

1 0
0 1
0 0

~ = = O
- o O

~— O = =
~= O = -
=== O
—_— O = O
~ = =

- O O O
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A esta 4-trenza se le llamard E; = 7(0,—1,1,0,—1) para facilitar la notacion. Si se calcula
M (8E;) se obtiene:

1 00O
0100
(Ma(SEl)) - 0010
0 001

I

De manera similar llamaremos E* = 7'(1,—1,0,1) si se calcula la matriz M(E®) se tiene:

100 0][1000/[1000] [1 00 0
01 00[[L1Lolloroo |+ 11 -

S\ — | 1 l
MdEY=1o 01 1[0 o1 ofloo1 !~ [100 !
000 1j[} 04 1][0001 P04

y calculando (M(E*))® = I. Note que E; y E® son diagramas de 4-trenzas no alternantes.
Con estos resultados y tomando en cuenta esta observacion en la siguiente seccidn se
estudiard un subgrupo de las 4-trenzas.

5.3. Subconjuntos de 4-trenzas

Como se vio en el capitulo 4, los polinomios de las entradas de la matriz que es asignada
a 2-ovillos (M>(D)) coinciden con los polinomios de las entradas de la matriz asignada a
3-ovillos (M3(D)) y éstos a su vez coinciden con los polinomios de las entradas de la matriz
que se asigno a 4-ovillos (M4(D)), no sélo en las matrices se puede notar esto sino también
en el polinomio corchete de Kauffman de 2, 3 y 4-ovillos y en el polinomio corchete de la
suma de dos diagramas de 2, 3 y 4-ovillos. En el caso de 3-ovillos, si s6lo existieran cruces
en las primeras dos cuerdas o en las dos ultimas, el polinomio corchete de Kauffman seria
andlogo al polinomio corchete de 2-ovillos. De igual forma esto pasa en el caso de 4-ovillos,
lo cual se explicard detenidamente mds adelante. Con esto se puede decir que es evidente
que los 2-ovillos son subconjunto de los 3-ovillos y a su vez estos son subconjunto de los
4-ovillos. A continuacion se muestran las matrices asignadas a los 2, 3 y 4-ovillos, donde se
resalta en negritas los polinomios en los que coinciden sus entradas.

P11+ p4 P2 0

o) = (75 72) wmoi= ("o wers 0
! 0 0 pm
P1+P4 P2 )2 P9
P3 P1+DPs P3 P71
M4s(D) =
4(D) D3 pio Pi1t+pg  Pe
p3 pPs p3 p1+py

Se podria especular que la matriz asignada a 3-ovillos (M3) es una extension de la matriz
que se asigna a 2-ovillos (M>), y la matriz M4 una extension de M, y M3.

Tomando en cuenta lo anterior se propone la siguiente notacion:
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Notacion 1. Dadas dos 3-trenzas TA, y T By, alternantes se dice que I; es una funcion que

va de 3-trenzas a 4-trenzas (I; : LN 1]—'ﬁ) e I’ es la funcion (I : g _, I ) por lo que
aplicando estas funciones a una 4-trenza tenemos:

Ii( TA, \»] = : TI‘_2II :: L( TA, )= : : :
: J T - Ln jm
H, M impar. n, m par
T It 1 —
I*( TBm )= | 2Y I°( TBp)= b |-

Figura 5.3: 4-trenza con cruces en solo tres de sus cuerdas.

Igualmente se puede obtener el diagrama de la suma de estos dos tipos de 4-trenzas de
igual forma como se mostro en el Capitulo 3 en la Figura 4.4 para ovillos. Lo cual denotamos
I;(TA,) + I (TBy,) y I'(TB,,) + I;(TA,) Figura 5.4

Visualizado esto, ahora se analizard detenidamente el caso en el que una 4-trenza tiene
sOlo cruces en tres de sus cuerdas.

Lema 6. Sea TA,, un diagrama de 3-trenza e I; la funcion definida en Notacion 1 entonces:

pitpy  p2 ps O
p3  pi+ps p3 O

My(I;(TA,)) =
4( l( n)) 0 0 p1 0
p3 pPs P3 D1
Donde p1, ..., ps son los polinomios asociados a los diagramas de 4-ovillos p1, . . ., p5s mostra-

dos en la Figura 4.2

Demostracion. Sea My la matriz asignada a una 4-trenza cualquiera

Pitps P2 P4 P9
P33 P1tps pP3 P17
My(D) =
4(D) P8 pio pitps D6
p3 ps P3 P1tp7
Donde py, p2,...,p14 son los polinomios asociados al polinomio corchete de un diagrama

de 4-trenza

(TA,) = p1P1+p2p2+p3D3+PaPatpsps+pepetp7P1+Psps+poPot
P10P10+P11P11+P12P12+P13P13+P14D14-

Es sencillo notar que al aplicar la funcién /; a una 3-trenza cualquiera, los polinomios
pertenecientes a cada uno de los 4-ovillos pg,...,p1a son cero ya que éstos no tienen la
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I?'{ TAH ) + IS( TBm ): N — T :-_- : —m b S

- T | b - L | (-
Kl T4, Y IS( T By, ): - | ' = I-u- b | bm . APCRELTL T [
: —— a2 n —I a?‘ll
- — -t - - n :
Nl TA: -1 T8 )= 10 — — Mol paranimpar y m par
— Lo [
- 7] — - et - s - e
L TA, )+ I{ TBy )= = - =1 -1 - para n par'y m impar

IS{ TBm }"’I?{ TA" )_-l - E L 5 : Ly

para n, m impar

= — L ) :
T :
Is( TBHJ ) o Iz{ TAH ): - _Ibm+ a7 I_ e " " o para n, m par
I ——— v | L m

LT Ry Vb il TAL =S 01 - = Lo E w "—— para n pary m impar

Pl T8, ) LB TA, )z'_- 62 |2 - -T@' . Pa=]z  paranimparympar

Figura 5.4: Sumas de 4-trenzas con cruces en solo tres de sus cuerdas.

forma de la imagen de esta funcidn, esto es, que existen cruces en las dos primeras cuerdas;
por lo tanto, al sustituirlo en la matriz asignada se obtiene:

pitpys  p2 ps O
, | p3 pitps p3 O
M4 (Il (D)> - 0 0 pi 0
p3 ps pP3 D1
[
Lema 7. Sea TA, un diagrama de 4-trenza e I’ la funcion definida en la Notacion 1 se tiene:
p1 O 0 0
M4(IS(T(An>) _ pP3 D1 pP3 p7

ps 0 pi+pg  pe
p3 0 P3 P1+p7

Donde p1, p3, ps, P7Y ps son los polinomios asociados a los diagramas de 4-ovillos py, p3, Pe, D7
y pg mostrados en la Figura 4.2.
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Demostracion. La demostracion de este lema es andloga a la del Lema 6. ]

Con estos resultados se puede pensar en buscar una forma con la que se facilite el calculo
de este tipo de matrices y la multiplicacion de ellas basdndose en el Lema 4 .
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Capitulo 6

Clasificacion de un subconjunto de las
4-trenzas.

En este capitulo se verd la clasificacion de las imagenes de las funciones /; e I° descritas
en el capitulo anterior, aplicadas a 3-trenzas, donde las imédgenes de estas funciones son sub-
conjuntos de las 4-trenzas; lo cual dard como resultado una forma de calcular ficilmente las
matrices asignadas a las 4-trenzas que tengan estas formas; y dada una matriz se podra de-
terminar si pertenece a estos subconjuntos de 4-trenzas, y de ser asi, obtener una trenza
correspondiente a la matriz.

6.1. Matrices asignadas a 4-trenzas que son imagen de /; e
IS

Como se vio en el Capitulo 3 dados ay,a,...,a, € Z entonces se tiene NA, /DA, =
A, = (ay,ay,...,a,). Ademés como se dijo en el capitulo 5 en la seccién 5.2 una trenza se
denota: TA, = T (ay,ay,...,a,) para algina; € Z, j = 1,2,..,n. Si se aplican las funciones
I; e I a una 3-trenza TA, cualquiera entonces: I;(TA,) = T(0,ay,a,0,a3,a4,0,...,a,)
I'(TA,) =T (ay,a2,0,a3,a4,0,...,a,).

Tomando en cuenta esto, en base a los Lemas 4 y 5 y con la ayuda del programa realizado
en el software Maple mostrado en el Apéndice A se obtienen los siguientes resultados:

Lema 8. Dada una 4-trenza de la forma I;(TA,), se tiene:

DA, DA,.; DA,—1

0
para n impar My4(I;(TA,)) = NA,  NAp- NA, 8
1

Y

0 0 1
DAn_i DA, DA,i—1 0
NA,-1 NA, NA,—1 0
para n par My(I;(TA,)) = 0 ! 0 | ! 0
NA,-1 NA,—1 NA,.; 1
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Demostracion. Usando induccién. Se ve primero si cumple para el caso n = 1

1 0 0 O
Mi(nran) = |94 04
a 0 a 1
basdndose en las formulas 3.1 y 3.2 se tiene:
Nlag] = 1, Nla1]=aj, Nlap] =ajar+1
Dlag] = 0, D[a1]=1, Dlaz]=a>

por lo que

DAy, DAy DA -1

NA;  NAp NA,
0 0 1

NA|] NAp—1 NA

M4(Ii(TA)) =

— O O O

Se vera ahora el cason =2

1 ap 0 O
a; ajaa+1 a; 0O
aj ajay a; 1

basdndose en las formulas 3.1 y 3.2 se tiene:
DAy DA, DA;—1 0
NA; NA»> NA| 0
0 0 1 0
NA|1 NA;—1  NA 1

Se supone cierto para n por hip6tesis de induccidn, y se muestra para n+ 1 cuando n es par:

1 0 0 0 1 a1 0 0\ /1 0 0 O
a 1 a O 0 1 0 0 a, 1 a, O
o 01 0] o o 10 001 0
a 0 a 1 0O 0 01 a, 0 a, 1
DA,—» DA,_1 DA,_»—1 0 1 0 0 0
| NA,2  NA,, NA,» O|la, 1 a, O
N 0 0 1 oflo o 1 0
NA,—» NA,_1—1 NA,» 1) \a, 0 a, 1

DA,,_>»+a,DA,_ DA, DA, >»4+a,DA, 1—1 O
NA,,_»+a,NA, 1 NA, NA,,_»+a,NA, 1 0
- 0 0 1 0
NA,_>»+a,NA,_1 NA,_1—1 NA,_>»+a,NA,_1 1
DA, DA, DA,—1 0
NA,, NA,_| NA, O
- 0 0 1 0
NA, NA,_1—1 NA, 1
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Ahora se muestra para n+ 1 cuando n es impar.

1 0 0 O 1 0 0 O 1 a, 0 0O
a 1 a O | an 1 a,-1 O 01 00
0 01 O 0O 0 1 O 0 010
a 0 a 1 a,—1 0 a,—1 1 0 0 01
DAn_l DAn_z DAn_1 -1 0 1 ay 00

o NA, 4 NA, > NA, 0 01 00

N 0 0 1 0 0 010
NA,-1 NA,»—1 NA, 1 0 0 01
DA, DA, _»+a,DA, DA, 1—1 O

. NA,_1 NA,_>»+a,NA,_1 NA,_1 0

- 0 0 1 0
NA,—1 NA,>+a,NA,-1—1 NA,—; 1
DA,y DA, DA,_1—1 0

| NA,_1 NA, NA,-1 O

- 0 0 1 0
NA,—1 NA,—1 NA,_ 1

Lema 9. Dada una 4-trenza de la forma I°(TA,,), se tiene:
1 0 0 0

DA, | DA, DA,—1
NA, 1—1 0 NA,., NA,
DA, ; O DA,, DA,

1 0 0 0
DA, 1 DA, DA, —1
NA,—1 0 NA, NA,_
DA, O DA, DA,

para nimpar My(I*(TA,)) =

paranpar  My(F(TA,)) =
Demostracion. Usando induccidn. Se ve el caso paran = 1

0
s 0
My(I'TA,)) = )

—

0
0
1
0

o O = O

1
0
0
0 1

basandose en las formulas 3.1 y 3.2 vistas en el capitulo 3 se tiene:

Nlag] = 1, Njm] = a1, Nlaz] = ajax +1
0, Dlai] =1, Dlaz] = a»

S
N}
2.
[
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por lo que

1 0 O 0
DAy 1 DAy DA;—1
NAo—1 0 NAyp NA,
DAy 0 DAy DA

M4(PP(TA1)) =

Ahora se vera el cason =2

1 0 0 0
s a 1 a» 0
M4(I (TAZ)) aiay 0 aiax+1 a
a O ar 1
basdndose en la formulas 3.1 y 3.2 se tiene:
1 0 O 0

DA, 1 DAy DA;—1
NA,—1 0 NA, NA,
DA, 0 DA, DA,

Se supone cierto para n por hip6tesis de induccidn, y se muestra para n+ 1 cuando n es par.

1 00 O I 0 0 O 1 00 O
010 0 a,-1 1 a,-1 O 010 0
001 o 0 0 1 0 0 0 1 a,
0 0 0 1 a,—1 0 a,_1 1 00 0 1
1 0 0 0 1 00 O
o DA, _ 1 DA,_1 DA,_»—1 010 O
o NA, 1—1 0 NA,_ NA, > 0 01 a
DA, _ 0 DA, DA, » 00 0 1
1 0 0
o DA, _ 1 DA, DA,_ 2+anDA -1
N NA,_1—1 0 NA,_; NA, >+ a,NA,_
DA, _ 0 DA, DA, _>+a,DA, _
1 0 0 0
. DA, _ 1 DA,_1 DA,—1
o NA,_1—1 0 NA,_; NA,
DA, 0 DA, DA,

39



Se muestra ahora para n = K + 1 cuando K es impar.

1 00 O 1 00 O 1 0 0 O
01 0 O 010 O a, 1 a, 0O
001 a 0 0 1 ap 0 01 0
000 1 00O a, 0 a, 1
1 0 0 0 1 0 0 O
B DA, » 1 DA, » DA,_1—1]|la, 1 a, O
| NA,2—1 0 NA,» NA,_| 0 01 O
DAn,Q 0 DAn,Q DAn,1 ay 0 ay 1
1 0 0 0

DA, >»+a,DA,_1 1 DA,_»+a,DA,_1 DA,_1—1
NA,_»+a,NA,,_1 0 NA,_»+a,NA,_1 NA, 4
DA, »+a,DA,_1 0 DA, »+a,DA, DA,
1 0 O 0
DA, 1 DA, DA,_;—1
NA,—1 0 NA, NA,
DA, 0 DA, DA,

]

A partir del Lema 5, de manera similar a los Lemas 8 y 9 se puede obtener facilmente lo
siguiente.

Lema 10. Dada una 4-trenza de la forma I;(TA,) se tiene:

DA, —iDA,1 DA,—1 0

M, (I;(TA,)) = i]\g‘" NA(S%I iNlAn 8 , paranimpar
iINA, NA,  —1 iNA, 1
[DA,—1 —iDA, DA,1—1 0

M,(I;(TA,)) = iNf})"_l Ng" iNAl”_] 8 , paran par
iNA, 1 NA,—1 iNA,, 1

Demostracion. Demostracion por induccidn. Se ve primero para el caso n = 1

1 0 0 O
iap 1 ia; O
M,(I;(TA))) = 00 1 0

ia1 0 ia1 1
basandose en las férmulas 2.4 vistas en el capitulo 3 se tiene:

Nlag] = 1, Njm] = a1, Nlaz] = ajax +1
0, Dla1] =1, Dlaz] = a»

S
N}
2.
[
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por lo que

DAy —iDAo
iNA NA
Ma(I(TAY)) = |70 7"
iNA1 NAo—1
Ahora se ve si cumple paran =2
1 —iay
ia; arax+1
Ma(I(TA2) = | )" 10
iaj ayap
Basandose en las formulas 2.4
DA, —iDA; DA -
_ |iNA1  NA; iNA|
1 0 0 1
INA| NA;—1 INA{

Se supone cierto para n por hipdtesis de induccion, y se

DA; — 1
iNA,
1
iNA,

0
iaj
1
iay

- o O O

1

—_ o O O

muestra para n+ 1 cuando n es par.

1 0 0 O 1 —iag,_; 0 O]1 0O 0 O
ia; 1 iap O 0 1 0 O |ia, 1 ia, O
0 0 1 0 0 0 1 0o/]|0O O 1 O
lia; 0 ia; 1 0 0 0 1| (ia, O ia, 1
[DA,_» —iDA,—1 DA,»—1 0] [1 0 0 O
_ |iNA,—2  NA, iNA,—» Of lia, 1 ia, O
- 0 0 1 oj/lo 0o 1 0
[iNAy—» NA,_1—1 iNA,—» 1] lia, O ia, 1
(DA, > — (i*)a,DA,_1 —iDA,_ 1 DA, »—(i®)a,DA,_1—1 0
| iNA—2 +iayNA, - NA,_1 iNA,_2 +ia,NA,_1 0
- 0 0 1 0
| INA,,_» +ia,NA,—1 NA,_1—1 INA, >+ ia,NA,_ 1
[ DA, —iDA,.1 DA,—1 0
_ |iNA,  NA, iNA, O
- 0 0 1 0
|iNA, NA,_1—1 iNA, 1
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Ahora se muestra para n+ 1 cuando n es impar

1 0 0 O 1 0 0 O]l —ig, 00
ia; 1 ia; O _ ia,_1 1 ia,—; Of [0 1 00
0 0 1 O 0o 0 1 0|0 O 10
_ia1 0 ia1 1 ian,1 0 ia,,,l 1 0 0 0 1
DA, 1 —iDA,» DA, ;—1 01 [l —ia, 0 0O
~ |iNAw_1  NAw,  iNA,_, O[]0 1 00
N 0 0 1 010 0 10
|iINA,—1 NA, 2—1 iNA,; 1] [0 O 0 1
—DAn,I —iDAnfz—l'anDAn,I DAn,I—l 0
~ |iNA,-1 NA,—2+ (—(%))anNA,— iNA,_1 0O
N 0 0 1 0
[iNAy—1 NAy—2+ (—(?))ayNAp—1 —1  iNA,—1 1
(DA, 1 —iDA, DA, 1—1 0
_ |iNAw_1  NA,  iNAn_; O
N 0 0 1 0
iNA, 1 NA,—1 iNA,; |1
Lema 11. Dada una 4-trenza de la forma I°(TA,) se tiene:
1 0 0 0
s | iDA,—1 1 iDA,_; DA,—1 :
M,(I’(TA,)) = NA, 1 —1 0 NA, | —iNA,]|" para n impar
iDA, 1 0 iDA,, DA,
1 0 0 0
. | iDA, 1 iDA, DA, -1
M,(F(TA,)) = NA,—1 0 NA, —iNA, |’ para n par
iDA, 0 iDA, DA,

Demostracion. Demostracion por induccidn. Se ve el caso paran =1

100 0
010 0
MdB(TAD) =g 0 1 —iay
000 I

basandose en las férmulas 2.4 vistas en el capitulo 3 se tiene:

Nlap] = 1, Nlaj] =ai, N[az] =ajaz+1
Dlag] = 0, Dlaj] =1, D[az] = a»
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por lo que

1 0O O 0
s _ | iDAg 1 iDAg DA;—1
Mq(I'(TA1) = NAg—1 0 NAy —iNA,
iDAy 0 iDAg DA,
Ahora se ve el cason =2
1 0 0 0
M (I°(TAs)) = iay 1 iay 0
“ 2 aiax 0 ajar+1 —ia
iay O iap 1
basandose en las formulas 2.4 se tiene
1 0o O 0
| DAy 1 iDAy DA|{—1
NA>—1 0 NA, —iNA;
iDA, 0 iDA» DA,

Se supone cierto para n por hip6tesis de induccidn, y se muestra para n+ 1 cuando n es par

100 O 1 0 0 O]t 00 O
010 0 ian_1 1 ia,—1 0] |0 1 0 O
0 0 1 —ia 0 0 1 0[]0 0 1 —ia,
000 1 iap_1 0 ia,_1 1[0 0 0 1
[ 1 0 0 0 100 O

_ iDA,—1 1 iDA,_1 DA,.»—1|10 1 0 0

~ [NA,_1—1 0 NA,_; —iNA,» | |0 O 1 —ia,
| iDA,-1 0 iDA,-1 DA, 000 1
[ 1 0 0 0

B iDA,_1 1 iDA,_1 DA, »—(i®)a,DA,_1—1

~ |NA,_1—1 0 NA,_1 —iNA,_»+—ia,NA,_1
| iDA,—1 0 iDA,-1 DA —(i*)anDAn_

[ 1 0 0 0

_ iDA,—1 1 iDA,_1 DA,—1

~ |NA,_1—1 0 NA,_ —iNA,
iDA,—_1 0 iDA,_1 DA,
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Ahora se muestra para n+ 1 cuando n es impar.

100 0 100 0 1 0 0 O
010 0 010 0 ia, 1 ia, 0
001 —igy| |00 1 —igey| |0 O 1 0
000 1 000 1 ia, 0 ia, 1
[ 1 0 0 0 1 0 0 O

o l'DAn,Q 1 l'DAn,Q DAn,I—l ian 1 ian 0

~ [NA,_o—1 0 NA,_» —iNA,_; 0 0 1 0
| iDAy—> 0 iDA,_> DA, ia, 0 ia, 1
i 1 0 0 0

. iDA,_»> +ia,DA;,_1 1 iDA,_>»+a,DA,,_ DA,_1—1

~ |NA,2—(%)anNA,—1 0 NA,_»—(?)a,NA,—y —iNA,_
| iDAy—2+ianDAy,—1 0 iDA,_2+iayDA,— DA,_1
[ 1 0 0 0

B iDA, 1 iDA, DA,_;—1

~ |NA,—1 0 NA, —iNA,_;
| iDA, 0 iDA, DA,

]

Con ayuda del Lema 5, la forma de obtener la matriz correspondiente a una 4-trenza es
directa. Basta con sustituir la sucesion de nimeros de los diferentes tipos de cruces en sus
matrices correspondientes y multiplicar estas matrices entre si (ésto por el Lema 4, andloga-
mente a como se muestra en el Ejemplo 6) atin cuando existan 4-trenzas que no tengan cruces
en dos de sus cuerdas. Sin embargo hasta el momento no se ha visto el camino de regreso,
esto es, que dada una matriz cualquiera encontrar una trenza correspondiente a esa matriz
(tomando en cuenta que a cada matriz no le corresponde necesariamente una trenza). Ahora
bien, con la ayuda de los lemas 10 y 11, si tenemos una matriz con la estructura correspon-
diente a una 4-trenza de la forma /; o I° entonces se puede obtener (a partir de este tipo de
matrices) sus trenzas correspondientes basdndose en el procedimiento 1.

En el siguiente procedimiento se verda como asociar una trenza a una matriz. Cuando una
matriz tiene cierta estructura entonces se podra asociar a ésta una 4-trenza, aqui se mostrara la
forma de cdmo lograr este objetivo encontrando de esta manera un invariante para un sub-
conjunto de 4-trenzas.

Procedimiento 1. Dada una matriz de la forma:

X1 X2 X3
X5  Xe X7
0O 0 1
X13 X4 Xi5

Ma(T) =

— O O O

Con x1,x2,...,x15 € C
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Paso 1. El primer paso es descartar la posibilidad de que es una matriz asignada a una 4-
trenza que tiene la forma I°(TA,) ya que la estructura de la matriz no coincide con la matriz
asignada a una 4-trenza como ésta. Ahora, es 16gico que €sta es una matriz correspondiente a
una 4-trenza de la forma I;(TA,) por lo que se reducen las posibilidades a las dos siguientes
opciones:

(DA, —iDA,_1 DA,—1 0
M,(I;(TA,)) = il\g‘” NA(’)%I iNlA" 8 para n impar
iNA, NAn_i—1 iNA, 1
"DA,_, —iDA, DA, —1 0
M,(I;(TA,)) = iN%”_l Ng” iNAl”_l 8 para n par
iNA, | NA,—1 iNA,, |1

Dado que al asociar a las fracciones continuas NA, /DA, y NA,_1/DA,_; de cualquiera
de estas matrices con una sucesion de ndmeros se obtiene una 4-trenza correspondiente, y
mientras los nimeros complejos corresponda a la estructura de las matrices del Lema 10
(M,(I;(TA,))) para n par e impar), se hardn los cdlculos sin tomar en cuenta los complejos.

Paso 2. Ahora, se calculan las fracciones continuas de las entradas ;C—f y ;C—g ya que estas
representan los valores de NA,,/DA,, y NA,—1/DA,_ independientemente del caso en el que
se encuetren. Dado que no se tiene conocimento de si n es par o impar, y debido a que un
nimero g € Q/{0} tiene cuando mucho dos fracciones continuas ([10], p.327) se obtiene:

X5

x_l = [ylayZv"'vyl]:[y17y27"'vyl_111]

X6

— = [wi,wa,ee W] = [wi,wo, o wy — 1]
X2

Paso 3. Se hace la comparacion de las dos fracciones continuas de ;‘—? y fc—g donde se tienen
dos casos.

» Sim=1[+1seestaen el caso en que nes par. Siy;=w;coni=1,2,.../, se dice por
la Definicion 7 que [y1,y2,...,%] ¥ [Wi1,w2,...,wn] estan CL relacionadas, entonces:
X6

NA,
= [W17W27"'7Wm] =

— =A, =
X DAn n [a17a27 7an]

X5 NA,

x_l = [)’17)’27---071] = DAnfl

pero si al menos un y; # w;, con i = 1,2,...] entonces se hace la comparacién de
las fracciones continuas [y, y2,...,y;— L, 1] y [wi,wa,...,wy, — 1,1]. Si y; = w; con
i=1,2,...—1yademasy;,—1 =w,,_1y Il =w,, — 1 entonces:

=Ap1 = [(11,(12, cee 7an—1]

X6 [ 1 1] NAn
X 1, W2, y Wm ’ DAn

An - [a17a27~--7an]
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o NAn—l
__IZAnfl

X5
xl__

1,325 — 1,1] =A,_1 =lar,az,...,an_1]

Por lo tanto una 4-trenza correspondiente a la matriz dada es:

I;(TA,) = T10,a1,a2,0,a3,a4,0...,a,] conn par

m Si/=m+1 se esta en el caso en que n es impar. St y; =w; con i = 1,2,...m, se

dice por la Definicién 7 que [y1,y2,...,y1] ¥y [wWi,wa,...,wp] estan CL relacionadas,
entonces:
X5 Pﬁ4n
— = V1,Y2,..., 1| = =A,=l|a,a,...,a
i Vi,y2,- -] DA, ~ A lar,an n)
y
X6 NA -1
_:[W17W27"'7wm]: z :An—lz[al7a27"'7an—1]

X2 I)Anfl

pero si al menos un y; # w;, con i = 1,2,...m entonces se hace la comparacién de
las fracciones continuas [y1,y2,...,y; — I, 1] y [wi,wa,...,w,; — 1,1]. Si y; = w; con
i=1,2,...m—1yademasw,, —1 =y, 1yl =y —1 entonces:

X5 NA
X_l = [y17y27"'7yl_ 171] = D_AZ =A,= [al,az,...,an]
y
X6 NA,_1
.X_Z = [W17W27"'7Wm_ 171] = DA:_] :An—l = [a17a27"'7an—1]

Por lo tanto una 4-trenza correspondiente a la matriz dada es:

I;(TA,) = T10,a1,a,0,a3,a4,0,...,a,] connimpar

Despues de analizar el procedimiento 1 se muestra a continuacién un ejemplo.

Ejemplo 7. Sea la matriz

7 2 6 0
100 3 10i 0
MdT)=1% o 1 o
100 2 10 1

¢ Cudl es una trenza correspondiente a esta matriz?
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Paso 1. Usando el Lema 10 resulta evidente que esta matriz tiene la estructura de una
matriz correspondiente a una 4-trenza de la forma I;(TA,) por lo que se tienen dos opciones:

DA, —iDA,_1 DA,—1 0

M,(I;(TA,)) = i]\g‘" NA(;HI iNlA" 8 para n impar
iNA, NA, 11 —iNA, 1
:DAn_l —iDA, DA,_1—1 0

M,(I;(TA,)) = iNf:)"_l Ng" iNAl”_l 8 para n par
iNA,1 NA,—1 iNA,, 1

Dado que los niimeros complejos de la matriz dada corresponden a los de una matriz de una
4-trenza de la forma I;(TA,), entonces no se tomardn en cuenta para la realizacion de los
cdlculos siguientes.

Paso 2. se procede a calcular las fracciones continuas de las entradas fc_? y ;C—g de la matriz
dada.

10 1 1 1
X6 3 1
U=l =tes=(12=[1L

Paso 3. Se hace la comparacion de las dos fracciones continuas obtenidas. De [1,2,3] y [1,2]
se comparan los componentes 1 = 1,2 =2; ahora de [1,2,2,1] y [1,1,1] se comparan los
componentes 1 =1, 2 # 1y 2 # 1.Como en el caso de [1,2,3] y [1,2] no se tienen ningiin
componente comparado diferente por la Definicion 7 estdn C L relacionados. Por lo tanto:

X5 NAn

— =11,2,3]| = =A

X1 [1,2,3] DA, "
y

X6 NAn,1

—=|1,2] = =A,_

x> [7] DA, | n—1

Ya que el niimero de componentes de los vectores de las fracciones continuas obtenidas de las
entradas ;C—f es mayor que el de las fracciones obtenidas de fc—g entonces se estd en el caso en
que n es impar. Y una 4-trenza correspondiente a la matriz dada es I;(TAz)) = 7[0,1,2,0,3]

Procedimiento 2. Ahora se verd el caso en el que la matriz dada es de la forma:

1 0 0 O
xs 1 x7 xg
xo 0 xi1 xp2
xi3 0 x15 x16

M,(T)=

Con x1,x2,...,x15 € C
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Paso 1. Al tener esa estructura la matriz entonces solo se tiene la posibilidad de que la
4-trenza sea de la forma I°(TA,) y esto da dos posibilidades:

1 0 0 0
) | iDAp.1 1 iDA,, DA,—1 .
M, (F(TA,)) = NA, -1 0 NA,, —iNA, para n impar

iDA,., 0 iDA,, DA,

1 0 O 0
iDA 1 iDA, DA,_1—1
M, (IF(TA,)) = NA,,—nl 0 NA: —i;l\lfin_l para n par

| iDA, 0 iDA, DA,

De manera similar al procedimiento 1 en este caso se haran los célculos sin tomar en
cuenta los complejos.

Paso 2. Calcular las fracciones continuas de % y %2 ya que estas representan los valores
de NA, /DA, y NA,_1/DA, _ independientemente del caso en el que se encuetren. Dado que
no se tiene conocimento de si n es par o impar, y debido a que un niimero ¢ € Q/{0} tiene
cuando mucho dos fracciones continuas ([ 1 0], p.327) se obtiene:

X11

_— = [Cl,CQ,...,Cl]:[01,02,...,61—1,1]
X15
20— (bibay... by = [b1,bos - b — 1,1]
X16

Paso 3. Se hace la comparacién de las dos fracciones continuas de 21 y 2 donde se

. X15 7 X6
tienen dos casos.

» Sim =1+ 1seestd en el caso en que n es impar. Si ¢; =b; coni=1,2,...1, se dice por

la Definicion 7 que [c1,c¢2,...,¢1] Y [b1,b2, ..., by estan CL relacionadas, entonces:
X11 NAn—l
_ ey fr :A_ — , gee ey —
o [c1,¢2,.-.,cl] DA, At lat,az,...,a,1]
g NA
X12
o = [b1,ba,...,by) = DA: =A, = [a,a2,...,ay)
pero si al menos un ¢; # b;, con i = 1,2,...] entonces se hace la comparacién de
las fracciones continuas [cy,c¢2,...,¢c; — 1,1] y [b1,b2,..., by — 1,1]. Si ¢; = b; con
i=1,2,...|—1yademasc;—1=0b,,_1y 1 = b, — 1 entonces:
X11 NA, 1
— = oo — 11 = =A, 1 =lai,a,...,a,_
o [c1,¢2 I ] DA, A la,az,... a4, 1]
y
X12 NAn

— =|b1,by,....bp,—1,1| =
X16 [1727 »Ym 7] DAn

Por lo tanto una 4-trenza correspondiente a la matriz dada es:

=A,= [a17a27---aan]

I(TA,) =T|a1,a2,0,a3,a4,0. .. a,]

con n impar.
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» Si/=m+1seestdenel casoenquenespar. Sici=>b;coni=1,2,...m, se dice por

la Definicién 7 que [c1,¢2,...,¢1] ¥ [b1,b2, ..., by estan CL relacionadas, entonces:
X11 NAn
_— = e = :A — . e
o [c1,¢2,...,cl] DA, A lar, a2, ..., ay)
y
X12 NAn—l
— =|b1,by,...,by| = =A,_1 = R .
X1 [ 1,02, ) m] DAn_] n—1 [a17a27 »Qn 1]
pero si al menos un ¢; # b;, con i = 1,2,...m entonces se hace la comparacién de
las fracciones continuas [cy,c¢2,...,¢c; — 1,1] y [b1,b2,...,by — 1,1]. Si ¢; = b; con
i=1,2,...m—1yademéas b,, —1 =c;_1y 1 =c;— 1 entonces:
X1 NAy
— =c1,¢2,...,c0—1,1]| = =A,=|ai,a,...,a
X1is [ 1,02, y Gl ) ] DA, n [ 1,42, s n]
y
X12 o NAn—l

— = |b1,by,....byy—1,1] =
xl6 [ 1,02, y“m 9 ] DAn_l

Por lo tanto una 4-trenza correspondiente a la matriz dada es:

:An—l - [a17a27"'7an—l]

F(TA,) =7[0,a1,a2,0,a3,a4,0...,a,]

con n par.

Se muestra a continuacion un ejemplo de como utilizar el procedimiento 2.

Ejemplo 8. Sea la matriz

1 00 0
5i1 50 2
MdT)=16 0 7 —ai
500 5i 3

¢ Cudl es una trenza correspondiente a esta matriz?

Paso 1. Usando el Lema 11 resulta que esta matriz tiene la estructura de una matriz
correspondiente a una 4-trenza de la forma I*(TA,,) donde se tienen dos opciones:

1 0 0 0
s . iDA, 1 iDA,—1 DA, -1 .
My(F(T(an))) = NA, 1—1 0 NA,; —iNA, para n impar

10 0 0
iDA, 1 iDA, DA, —1

MdP(T(@n)) = A\na "y 0 Na,  —iNA, paran par
iDA, 0 iDA, DA,
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Dado que los niimeros complejos de la matriz dada corresponden a los de una matriz de una
4-trenza de la forma I*(TA,), entonces no se tomardn en cuenta para la realizacion de los
cdlculos siguientes.

Paso 2. se calculan las fracciones continuas de las entradas .

y 22 de la matriz dada.
X16

X1s
7 1 1
ﬂ:—zl‘Fg:l‘f— 1:1+—1:[17272]:[172a171]
1
X12 4 1 1
SLE S DI | =[1,3]=1,2,1

I
Paso 3. Se hace la comparacionde [1,2,2] y [1,3]: 1 =1,2+#3. Ahorade [1,2,1,1] y[1,2,1]:

=1,2=2y 1 =1. En este caso las fracciones largas de % y %, que son: [1,2,1,1] y

[1,2,1] no tienen ningiin componente comparado diferente, entonces por la Definicion 7
estan CL relacionadas. Por lo tanto:

x12 NA,
—=11,2,1,1 =A
x16 [ 9 ) ) ] DAn n
y
NA, _
M_,2,1]= LA,
X15 DA,

Ya que el niimero de componentes de los vectores de las fracciones continuas obtenidas de
las entradas % es mayor que el de las fracciones obtenidas de % entonces se estd en el caso
en que n es par. Y una 4-trenza correspondiente a la matriz dada es I*(TA4) = ‘T [1,2,0,1,1].

Como se ve en los procedimiento 1 y 2 dada una matriz con la estructura correspondiente
a una 4-trenza de la forma I;(TA,) e I°(TA,) a partir de ésta obtendremos una 4-trenza
correspondiente. Note que no toda matriz M, tiene una 4-trenza asociada. Por lo que se
obtuvo el siguiente resultado.

Teorema 3. Dados dos diagramas alternantes de trenzas de la forma I;(TA,) y Ii(TBp),
entonces I;(TA,) = I(TBy,) si y sélo si My,(I;(T (A,)) = My(I;(TB,,)) para a,, by, € Z".

Demostracion. Sili(TA,)=T0,a;,a2,0,a3,a4,0,...,A,] =T[0,b1,b2,0,b3,b4,0,...,By] =
I;(TB,,) entonces m =ny a; = bi con i = 1,2,...n, ademas como M, es invariante por el
Lema 10 M, (I;(TA,)) = M (I;(TB,,)).

Por otro lado, si M,(I;(TA,)) = M,(I;(TB,,)) por el Lema 8 si n'y m son impares (el caso
par es andlogo) entonces:

(DA, —iDA,_y DA,—1 0
iNA,  NA,_ iNA, 0
0 0 1 0

|iNA, NA,_1—1 iNA, 1
[ DB,, —iDB,,\ DB,—1 0
iNB,, NB,_1 iNB,, 0
0

1

M,(I;(TA,)) =

. ; : = Mu(li(TB))

iNB,, NBy_i—1 iNB,
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NA,, NAn—l) (NBm NB,,_1

de donde se obtiene que ( ) son los mismos pares no ordenados

DA, DA, DB,,’ DB,
ya que las entradas de las matrices son iguales. Debido a que % tiene cuando mucho dos
fracciones continuas [[10], p.327], tenemos que si [c],...,cs] > 0 es una fraccion continua
de f]i‘; donde ¢; > 0, entonces ’qij = [c1,...,¢5] = [e1,-..,¢5 — 1,1], son s6lo dos fracciones
continuas de ’qﬁ. Ademas si [cy,...,c5—1] > 0 es una fraccion continua de ’q""—:: donde ¢, >
0, entonces tambien % = [c1,...,¢5-1] = [c1,-+.,¢5-1 — 1, 1], tiene s6lo dos fracciones
continuas de %. Note que si se tienen un par de ndimeros racionales no ordenados (%7 23:: )
Donde (£, 2=0) = ([e1,..., e, [er, . e-1]) o (B, 2= = ([en, .o = L1 [er, ey e5m1 =
1,1]), éste determina tnicamente la fraccién continua [cy,...,¢s] 0 [c1,...,c5s— 1, 1] por lo
tanto para pares no ordenados se tiene:
([017"'7cs]7 [C17' "7CS—1]) 7é ([C17*"7CS_ 171]7 [Clw cyCs—1 — 17 1])

De ello se desprende que la fraccion continua [ag,ay, ... ,a,) y [a1,a2,. . .,a,—1] determina
tnicamente la fraccién continua [ay,as,...,a,] o de la fraccion continua [a;,ay,...,a, —
1,1]y [a1,a2,...,a,—1 — 1,1] se determina Unicamente [a;,ay,...,a, — 1, 1]; similarmente se
tiene que la fraccién continua [by,by,...,by| y [b1,b2, ... ,by—1] determinan Gnicamente la
fraccién continua [by,bs, ..., by,,| o de la fraccién [by,bs,...,by — 1,1]y [b1,b2, ... .by—1 —
1, 1] se determinan solamente la fraccién [by, by, ..., b, — 1,1]. Puesto que:

NA,
i lay,az,...,ay] = [a1,a2,...,ay — 1,1]
n
NA, 1 B
DA, - [a17a27“'7al’l—1] - [alaQZa" <y an—1 — 17 1]
Y NB
m
DB = [b1,ba,...,by) = [b1,b2,..., by —1,1]
m
NBy,—1
DBm_l - [b]7b27"'7bm—1] - [b17b27"'7bm—1 - 17 1]

Ydadoque ([Cl],az,. .. ,an], [a1,a2,...,an_1]) y ([b],bz, N ,bm], [b],bz,...,bm_l]) ) ([al,
az,...,dp — 17 1]7[013025"'761}1—1 - 171]) y ([b17b27"'7bm - 171]a[b17b27"'7bm—1 - 171])
son los mismos como pares no ordenados, se tiene que la Unica fraccioén continua satisface:

[b1,ba,...,by) = |ay,az,. .. a,]

[bl,bz,...,bm— 1,1] = [al,az,...,an— 1,1]

locual implicaquem=nya;=b;,i=1,2,...,n,porlo tanto TA, = T B,,. Como las matrices
tienen la estructura de una trenza de la forma de la imagen de la funcién /; entonces:

Il(TAn) = T[O7a17a270,a3,a4,0,...,an] = T[Oablab2707b37b4707' 7bm] :II(TBm)
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Teorema 4. Dados dos diagramas alternantes de trenzas de la forma I°(TA,) y I°(TBy,),
entonces I'(TA,)) = I*(TB,y,) siy sélo si M,(I*(TA,)) = M,(I*(TBy,)) para a,, by, € Z+

Demostracion. Si I°(TA,) = T|ay,a2,0,a3,a4,0,...,a,] = T[b1,b3,0,b3,b4,0,...,by] =
I*(TB,,)) entonces m =n'y a; = bi con i = 1,2,...n, ademds como M, es invariante por
el Lema 11 M,(I°(TA,)) = My(I*(TB,,)).

Por otro lado, si M, (I°(TA,)) = M,(I°(TB,,)) por el Lema 11 si n'y m son pares (el caso n,
m impar es andlogo) entonces:

10 0 0
) | ipA, 1 DA, DA, -1
Ma(P(T(An) = \Na "1 0 NA, —iNA,
| DA, 0 iDA, DA,
T 1 0 0 0
| DBy 1 iDBy DBy —1|
~ |NB,—1 0 NB, —iNB, = Ma(I'(TBy))
| DB, 0 iDB, DB,

NA, NAn_l) (NBm NB,,_1

de donde se obtiene que ( DB DB 1) son los mismos pares no ordenados
m m—

DA, DA,
ya que las entradas de las mgtricens 1son iguales. Debido a que ’ij tiene cuando mucho dos
fracciones continuas [[10], p.327], tenemos que si [c],...,cs] > 0 es una fraccion continua
de % donde ¢, > 0, entonces % = lc1,...,¢5] = [e1,...,¢5— 1, 1], son sélo dos fracciones
continuas de %. Ademds si [cy,...,cs—1] > 0 es una fraccion continua de ‘;ﬁ donde ¢, >
0, entonces tambien % = [c1,...,¢5-1] = [c1,...,¢5—1 — 1, 1], tiene s6lo dos fracciones
continuas de %. Note que si se tienen un par de nimeros racionales no ordenados (%, %)
Donde (%, %) = ([e1y..,¢5),[c1,---,¢5-1]) O (%,%) =([e1y..,es— 11 [ery oo ye51 —
1,1]), éste determina tdnicamente la fraccién continua [cy,...,¢;s] 0 [c1,...,c¢s— 1,1] por lo

tanto para pares no ordenados se tiene:

(le1,---5es), [ty -es—1]) # ([ery---yes — 1,1], [ery v yes—1 — 1, 1))

De ello se desprende que la fraccion continua |ay,ay, . ..,a,] y [a1,az,. . .,a,—1] determina
tnicamente la fraccién continua [a),as,...,a,] o de la fraccion continua [aj,ay,...,a, —
1,1]y[a1,a2,...,a,—1 — 1,1] se determina Gnicamente [a,az,...,a, — 1,1]; similarmente se
tiene que la fraccién continua [by,bs,...,by| y [b1,b2, ... ,by—1] determinan dnicamente la
fraccion continua [by,bs,...,b,] o de la fraccion [by,bs,....by — 1, 1]y [b1,b2,....Dbypy—1 —
1, 1] se determinan solamente la fraccion [by,by, ..., b, — 1, 1]. Puesto que:

NA
DA::[a17a27"'7an]:[a17a27"'aan_171]
NA, _
DAzfi = [a17a27"'7an—1] = [a17a27---:an—1 _1?1]
Y NB
m
—— = |b1,ba,....by| = |b1,b2,....b,— 1,1
DBm [17 25 Jm] []727 yUm 7]
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NBy,—1
DB,

= [b17b27"'7bm71] = [blvb%"'vbmfl - 171]

Y dado que ([ay,a2,...,a,],|a1,a2,...,an—1]) y ([D1,b2,...,Dw], [b1,b2,...,bm—1]) 0 ([a1,
az,...,dn — 1,1],[611,612,...,(1;171 - 171]) y ([b17b27"'7bm - 171]7[b17b27"'7bm71 - 171])
son los mismos como pares no ordenados, se tiene que la tinica fraccion continua satisface:

[b1,ba,...,by) = |ay,az,. .. a,]

[b1,ba,....by—1,1] =lay,az,...,a,—1,1]

lo cual implicaquem=nya;=b;,i=1,2,...,n,porlotanto TA, = T B,,. Como las matrices
tienen la estructura de una trenza de la forma de la imagen de la funcién I° entonces:

F(TA,) =T[ay,a2,0,a3,a4,0,...,a,] = T|b1,b2,0,b3,b4,0,...,by,] = I'(TBy,)

6.2. Matrices asignadas a ciertas sumas de 4-trenzas

Se sabe que NA,,/DA,, = A,, = (ai,...a,) como se vio en el capitulo 3, similar a esto se
tiene que NB,,/DB,, = B, donde B,, = (b1,...,b,,) con bj € Z con j=1,2,...,m. Tomando
en cuenta ésto, y con la ayuda del programa relizado en el sofware Maple (el cual podemos
ver detalladamente en el apéndice A), se deducen los siguientes lemas.

Lema 12. Dados dos diagramas de trenzas de la forma I;(TA,) y I*(TB,,), con n,m > 2 la
matriz de la suma es:

M(I;(TA,) +F(TBy)) = | * >
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Donde para n, m impar :

A1 = DA,+ DAy DBy + (DA, — 1)(NBy—1 — 1)
A1p = DAp-

Ai3 = DA,_i DB,_1+ (DA, —1)NB,_,

A4 = DA, | (DB, —1)+(DA,—1)NB,,

Ay = NAn+NAn_1DBm_1+NAn(NBm_1—1)

Azp = NA,

Ar3 = NA, DB, _1+NA,NB,

Args = NAn_l(DBm—l)-i—NAnNBm

A3l = NBp_1—1

A3z = NBy-

A34 = NBy,

As1 = NA,+(NA,—1 —1)DBy_1 +NA,(NBy—1 — 1)+ DBy

Agp = NA, 1—1
As3 = (NAp—1—1)DBy—1 +NANB,_1+DB,_
Ass = (NA,—1—1)(DBy—1 —1)+NA,DB,,

para n, m par

A1 = DA, 1+ DA, DB, + (DA,—1 —1)(NB,, — 1)
A1, = DA,

A1z = DA, DB, + (DA,—1 —1)NB,

A4 = DA, (DBy_1—1)+(DA,—1 —1)NB,,_

A1 = NA,_1+NA,DB,, —I—NAn_l(NBm — 1)

Ayp = NA,

A>3 = NA,DB,,+ NA, |NB,

Arga = NAn(DBm,1 — 1) +NA,_1NB,,_1

A31 = NB,—1

A3z = NBy

Az4 = NBy

A4y = NAp_i+ (NAn — 1)DByy+NA,_(NBy— 1)+ DB,

Asy = NA,—1
As3 = (NA,—1)DB,+NA,_|NB,,+ DB,
Agg = (NAn_1)(DBm_1)+NAn—1DBm—1
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para n par’y m impar

A1 = DAy_1+ DA, DB+ (DAy—1 —1)(NBj_1 —1)
Aip = DA,

Ai3 = DA, DB,,_1+ (DA,—1 —1)NB,_

A1a = DA, (DBm— 1)+(DAn_1 — I)NBm

Ay1 = NA,_1+NA,DB,_1+NA,_1(NBy_1—1)

Axp = NA,

A>3 = NA,DB,,_1 +NA,_NB,,_

Argy = NAn(DBm - 1) +NA,_1NB,,

A31 = NB,_1—1

A3z = NB,_

Az4 = NBy

A471 = NA,_1+ (NAn — 1)DBm_1 +NA,_q (NBm_1 - 1) + DB,

Asr = NA,—1
As3 = (NAy—1)DBy_i+NA,_\NBy_1 +DB_,
Ass = (NA,—1)(DB,,—1)+NA,_|NB,,+ DBy,

para n impar 'y m par

A171 = DA,+ DAn_lDBm—l—(DAn—l)(NBm—l)
A1p = DAy

A13 = DA, DB, + (DA, —1)NB,,

Ara = DA, (DBm_l — 1)+(DAn— I)NBm_l
A1 = NA,+NA,_1DB, +NA,(NB,,— 1)

Arp = NA,_

A>3 = NA,_1DB,,+NA,NB,,

A4 = NA,_1(DB,_1—1)+NA,NB,_

A371 = NB,, —1

A3z = NBpy

A3y = NBy—

A4y = NAy+(NAy_i — 1)DBy+NAy(NB,y — 1) + DBy,

Asp = NA, -1
As3 = (NA,—1—1)DB,,+NA,NB,,+ DB,,
Agq = (NAn_l — 1)(DBm_1 — 1) +NA,NB,,_1+ DB,,_1

Demostracion. Por los Lemas 8 y 9, si los diagramas de trenzas son de la forma ;(TA,) y
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I(TB,,) sus matrices asignadas son:

DA, DAy1 DA,—1 0
para nimpar M(I;(TA,)) = Ng" NA(’;_I an 8
1

DA, , DA, DA, —1 0

NA,— NA NA,— 0
paranpar  M(L;(TA,)) = 0 ! 0 " I ! 0
NA,-1 NA,—1 NA, 1

y

1 0 0 0
. DB, 1 DB, | DB,—1

paramimpar M(I'(TBn)) = | N ™"y o Np | NB,

DB,y 0 DB, DB,

1 0 O 0
DB 1 DB, DB,_;—1
parampar  M(I*(TBy)) = Nan—11 0 NBZ Nn;?m,1

DB, O DB, DBy
Donde n, m € Z, si se calcula M(I;(TA,)) - M(I*(TB,,)) cuando n 'y m son impares tenemos
A1l Ap A1z Arg
Ax1 Axp Axz Aoy

Az1 0 A3z Aszy
Agn Asp Asz Agy

M(Ii(TAy)) - M(F(TBp)) =

Donde

A1y = DA,+ DA, DBy_i + (DA, —1)(NBj—1 — 1)
Aip = DAy

A3 = DA, DBy_i+ (DA, —1)NBp_,

A174 = DA, (DBm_] - 1) + (DAn — 1)NBm

A1 = NA,+NA,_ DB, +NAn(NBm_1 — 1)

Azp = NA,

Ar3 = NA, DB, 1+ NA,NB,, |

Arg = NAnfl(DBmfl — 1) + NA,NB,,

A31 = NB,1—1

Az3z = NBy-

Azy4 = NBy

A4l = NA,+(NAy_1—1)DByy_1 +NAy(NBy_1 — 1)+ DBy,
Agp = NA,1—1

A43 = (NAy_i—1)DBy_1 +NA,NB_| +DB_,
Ags = (NAn_l — 1)(DBm_1 — 1) + NA,DB,,
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por el Lema 12

= M(I;(TA,) +I°(TB,))

La demostracion en los casos cuando n, m son par; n par m impar y n impar m par es aniloga
al caso anterior. O

Lema 13. Dados dos diagramas de trenzas de la forma I*(TB,,) y I;(TA,), con n,m > 2, la
matriz de la suma es:

A Aip Atz O
M(IS(TBm) —f—Ii(TA,,)) = '

Donde para n, m impar

A1 = DA,

Aip = DA,

Aiz = DA,—1

Ay = DAy DBy_i+NA,+NAy(DB, —1)

Arno» = DA, 1DB,_1+ (NAn_l — 1) + (NAn_l — 1)(DBm — 1)
A3 = DB,_1(DA,—1)+NA, + DB,,_1 + NA,(DB,, — 1)
Ays = DB, —1

A3l = (NBm,1 — 1)DAn +NA, +NB,,

Azr = (NByy—1 —1)DA,—1 + NB,,(NA,—1 — 1)

A3z = (DAn — 1)(NBm_1 - 1) +NB,,_1 +NA,NB,,

Azy4 = NBy

A4y = DA,DB,,_1+NA,DBy,

A4o = DA,_1DB,,_1+ (NA,,_1 — l)DBm

A4z = DB, _1(DA,—1)+DB,_1+NA,DB,

A4q = DBy
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para n, m par

A1 = DA,

A1, = DA,

A1’3 = DA,_1—1

Asy = DAp_i DBy+NAy_i +NA,_(DBy_1 —1)

Ay = DA,DB,+NA,+ (NA,—1)(DBy_1—1)

A3 = DBy (DAp—1—1)+NA,—1+DB,,+NA,_(DBj,—1 — 1)
Ayy = DBy q1—1

A3l = (NBm — 1)DAn—l +NA,—1+NB,—

A3s = (NBp—1)DAy+NBy_i(NA, —1)

Azz = (DA,—1—1)(NBy,—1)+NB,,+NA,_1NB,_
Az4 = NB,

A4y = DA, DB, +NA,_ DB,

Aso = DADB,,+ (NA,—1)DB,,_,

Agz = DBm(DAn_1 — 1) + DB, +NA,_1DB,,_

Asa = DBy

A1 = DA,

Aip = DA,

A3 = DA, —1

Ay = DA,_1 DB, 1+NA,_1+NA,_ (DB, — 1)

Ar» = DA,DB,,_1 +NA, + (NAn — 1)(DBm — 1)

A3z = DB,_1(DA,—1—1)+NA,—1+DB,,_1 +NA,_1(DB,, — 1)
Ayas = DB,—1

A3l = (NBm,1 — 1)DAn71 +NA,_1 +NBy

Azy = (NBy—1—1)DA,+NB,,(NA,—1)

As3 = (DA,-1—1)(NBy_1—1)+NBy_1+NA, |NBy
Az4 = NBy

Aq1 = DA, DB,,_1+NA,_1DB,,

Asr = DA,DB,_1+ (NAn — I)DBm

As3z = DB,_i1(DA,—1—1)+DB,,_1 +NA,_1DB,

Asq = DBy

58



para m pary n impar

Ay = DA,

Aip = DAy

A3 = DA,—1

As1 = DA, DBy +NA,+NA,(DB,_i —1)

Ayy = DA, \DBy+NA, 1+ (NA,_1 —1)(DBy_1 — 1)
Asz = DB,(DA,—1)+NAy+ DBy +NAp(DBy_1 — 1)
Ay = DB, —1

Azy = (NB,—1)DA,+NA,+NB,,_;

A3, = (NBm—l)DAn—l+NBm_1(NAn_1—1)

Asz = (DA, —1)(NBy—1)~+NBy+NANB,_|

Az4 = NBy-i

As1 = DA,DB,,+ NA,DB,,_

Asr = DA,_1DBy+ (NAy_1—1)DB,_

Asz = DBy(DA,—1)+DBy+NA,DBy_

Ass = DBy

Demostracion. La demostracion de este Lema es andloga a la del Lema 12 [

Recordando del Capitulo 3. Dados ay, ...,a, € Z se tiene que NA, /DA, = A, = |ay, ..., a]
y NA, = Nlay,...,a,| y DA, = Dlay,...,ay].

tomando en cuenta esto se deducen los siguientes dos lemas, los cuales serdn de gran ayu-
da al momento de obtener unas 4-tranzas correspondientes a la matriz de la suma ;(7 (a,)) +

E(T (bm))-
Lema 14. Dados ay,...,a, € 7 tenemos
Nlai,...,a,| = Nlay,...,a]
Demostracion. Demostracion por induccion. Veamos primero para el cason = 1
Nlai]| = a;
Suponemos cierto para n = K

Nlai,...,ar) = @(Nlay, ...,ax_1| + Nlai,...,ax_2] = N|a, ...,a2] + N{ay, ...,a3] = Nla, ...,a1]
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por hipétesis de induccién y mostremos paran = K + 1.

N[al,...,akH] = ak+1N[a1, .a ]—i—N[al, , Af— 1]

= ag+1(a1Nlag,...,az] + Nlag,...,a3]) +Nlay, ..., ar—1]

= Nlags1]N[a1|N{a, .. 7a]+N[ak+1] lak, ..., a3] +
Nlai|Nlax—1,...,a2] + Nlay_1,...,a3]

= ai(N|ag+1|Nlak,...,az2] +Nlay_1,...,az]) +
N[akH]N[ag,...,ak]—1—N[a3,...,ak,1]

= aj(N|ags+1|Nlaz,...,ax] + Nlaz, ...,ar_1]) +
N[a3,...,ak+1]

= a|Nlay,...,ar] +Nlasz, ...,ax+1]

= N[ak+1,...,a1]

Ademads podemos deducir de las formulas 3.1 y 3.2 que:
Nlay,az,...,ay] = Dlx,ay,a2, ...,a,)
Tomando encuenta ésto se obtiene lo siguiente:

Lema 15. Dados ay, ...,a, € 7 tenemos:

NA,
NA;,

= [ap, ...,a1]

Demostracion. Dado NA, = [ay,...,a,] por el Lema 14 se tiene

Nlai,...,ay] = Nlay, ...,a1]

N[al, ...,an,l] = N[an,l, ...,al] = D[x,anfl, ...,al]
Como x puede tener cualquier valor, si x = a, entonces
D[x,ay—1,...,a1] = D|ay,an—_1,...,a1]
Por lo anterior se tiene que:

Nlay,...,ay] _ Nlap,...,a1]
Nlay,...,an—1] Dlan,an—1,...,a1]
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Con los Lemas 8 y 9 si se tienen trenzas de la forma I°(TA,) e I;(TB,,) se puede obtener
su matriz, y a su vez al tener las matrices que tengan la estructura correspondiente a este
tipo de trenzas se puede llegar a la trenza que le corresponde. Asimismo si tuviéramos una
de las matrices de suma de las combinaciones de estos tipos de trenzas, por los Lemas 12
y 13 obtendriamos también las matrices correspondientes a estas sumas, por lo que surge
la pregunta ;serd posible, a partir de una matriz de alguna de las dos formas caracteristicas
vistas en los lemas 12 y 13, obtener la trenza que corresponde a dicha matriz? Basandose en
esta cuestion se encontro el siguiente procedimiento con el cual es posible llegar a una trenza
correspondiente a cualquiera de las matrices de las sumas de trenzas que se muestran en la
Figura 5.2.

En los procedimientos 3 y 4 se muestra la forma de asociar una matriz con la estructura
mostrada en los Lemas 12 y 13 a una 4-treza con las formas que se muestran en la Figura 5.2.
Como ya se menciono es sencillo si tenemos una 4-trenza de este tipo encontrar su matriz,
esto gracias a los Lemas 12 y 13. Ahora se vera el camino de regreso, esto es, que a partir
de una matriz con alguna de las dos estructuras mostradas en los lemas 12 y 13 encontrar la
4-treza que le corresponde.

Note que en los Lemas 12 y 13 se tiene que a,,b,, € Z 'y n,m > 2,, esto debido a que con
estas restricciones se garantiza que las matrices mantengan la estructura mostrada.

Procedimiento 3. Dada una matriz

A1l Ap A1z Arg
A2 Axp Axsz Aoy
Ma(TAn) = A3z Azp A3z Aszyg

Ayl Asp Asz Asg

donde a, € ZT — {0} yn>2.

Paso 1. Si A3, = 0 entonces por el Lema 12 sabemos que es la matriz de la suma
(M(I;(TA,) +I*(TB,,))), por lo que tenemos 4 diferentes opciones de matrices: cuando n, m
son impar; n, m son par; n par m impar y n impar m par. Con base a estas cuatro formas se
puede deducir de las entradas de la matriz que se muestran en el Lema 12 lo siguiente:

A1p=DA, 4 A1p=DA,
n,m impar :“2’2 ngn—l n,m par 2‘2’2 :xg”
33 =NBy 1 33 =NBy
A3 4=NBy, A34=NB,
Ao =DA, A2 =DAp
. Ayr=NA, . Ay =NA,_|
n par m impar Ass—NBys n impar m par Ay — NBy,
A3z 4= NBy, A3 4=NBy

Con esto se siguen con los pasos para obtener las dos 4-trenzas I;(TA,) e I'(TB,,) corre-
spondientes a la suma de la matriz dada (I;(TA,) + I*(TBy)).

Paso 2. Dado que tenemos conocimiento previo de como deben ser las entradas de las
diferentes formas de matrices y debido a que un nimero ¢ € Q/{0} tiene cuando mucho
dos fracciones continuas ([10], p.327), entonces se calculan las fracciones continuas de las
entradas ﬁ?—‘j, ya que estas serdn igual a NA, /DA, o NA,_1/DA,_dependiendo de en cual
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caso de las cuatro opciones mostradas en el Lema 12 en el que se encuentre la matriz, lo cual
ayudard a tener conocimiento de los componentes del vector que correponderan a la 4-trenza
de la forma I;(TA,,).

—_— = [xl,xz,...,xk] = [xl,xz,...,xk— 1,1]

Paso 3. Si A3 3 > A3 4 por los Lemas 14 y 15 entonces:

Ass _ NBy _ Nlbp,...bi]
A34  NB,_1 Dlby,byu_1,...,b1]

Pero si A3 3 < A3 4 entonces:

A374: NB,, _ Nl[bp,...,b1]
A3z NBy—1 Dlby,bp—1,...,b1]

= [byyrsbt] = [Byyosbr — 1,1]

Paso 4. Por el Lema 14 se sabe que:

Nlbmyosbt] = Nb1yosbm] Y
N[bm,....bi —1,1] = N[1,b; —1,...,by]
ademas
N[b1,....bu]
— [by....b
[bl,...,bm] (b1 -sbm] -y
N[1,by —1,....b
Lo =1l - _ [1,b1—1,..., by

D[1,b1—1,...,by]

Obteniendo esto se asocia la fraccion continua asignada a este vector y asi encontrar el
valor de DB,,.

1 NB

b1yl = byt P _NBn

by + g DBy

. ,+i
0 se tiene que

1 r NB,
1,by—1,....;b,| =1+ —__m
Lo g (by— 1)+ —1 s DBy

por lo que g = DB,, o s = DB,,,. Para determinar cual de estos valores (g, s) es el que corres-
ponde a DB,, se basara en las estradas de la matriz del caso en el que se encuentre del Lema
12.

Paso 5. Se sabe que la entrada A5 3 por el Lema 12 es igual a las siguientes ecuaciones:

paranmpar Ay3 = NA,DB,+NA, |NB,
Az3 = A22DB;,+NA, 1433
paranimpar mpar A>3 = NA,_1DB,,+NA,NB,
A273 = A272DBm +NA,,A373
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y la entrada A3 4 por el Lema 12 es igual a las siguientes ecuaciones:

paran,mimpar Ayy4 =
Ary

para n par m impar Aj 4
Aoy

y esto podria expresarse:

Ar3=A22q+NAA33,

Ay3=A22q+NA, 1A33, A3 =A225+NA, 1A33

Ar4=A25(q—1)+NA,A3z4,
Ar s =Ar5(q—1)+NA,-1A34,

NA,_1(DBy, — 1) +NA,NB,,
Az’z (DBm — 1) -+ NAnA3,4
NA,(DB,, — 1) + NA,_NB,,

= A22(DByp—1)+NA,_1A34

A273 = A272S +NAnA373 (0] (6 1)

Aza=Ar2(s—1)+NAyAz4 ©

6.2
Ara=Axo(s—1)+NA,_1A34 ©.2)

Si estamos en el caso A3 3 > A3 4 entonces se despeja NA, o NA,,_ de las ecuaciones 6.1 y
se sustituyen los posibles valores de DBy, (¢, s) de donde se obtiene:

Arz3—A
NA, = 23 2,2q,
Az
o bien
Arz3—A
NA, | — 23 2,2q,
Az

Arz3—A
NA, — 23—A22s8
A3j
Ax3—Anns
NA, | = A—’
33

Si estamos en el caso A3 3 < A3 4 entonces se despeja NA, o NA,_ de las ecuaciones 6.2, se

obtiene lo siguiente:

Ara—Az2(q—1)

NA, =
n A374 )

Arg—Azn(q—1)
Az 4 ’

NAp—1 =

Se calcula el valor de NA,, o NA,—1 en cualquier caso en el que se encuentre. Donde se
obtendran dos valores diferentes correspondientes a los valores probables para DB, (g, s),
donde uno de los valores optenidos del célculo de NA, o NA,_; serd un nimero entero, el
cual, para facilitar la notacién se le llamara EN; este valor determina cudl de ¢, s es el valor

de DB,,.

Paso 6. Ahora se calcula el valor de DA, o DA,_1 segun el caso en el que se encuetre.

Las ecuaciones que representan a la entrada

paranmpar A3
A3

para n impar m par Ay 3
Al3

A3 porel Lema 12 son:

A129+ (DAp—1 — 1)A3 3,
= Ajas+ (DAp—1 — 1Az 3.
= Aj129+ (DA, —1)As3,
= A172S + (DAn — 1)A373.

(6.3)



y las ecuaciones que representan a la entrada A; 4 por el Lema 12 son:

paranmimparA;4 = Aj2(q—1)+ (DA, —1)A34,
A174 = A 2(s 1)+(DAn— 1)A374 6.4)
paranparmimparA;4 = Aj2(q—1)+ (DA—1 —1)A34, ’
Ay = A12(S 1)+ (DA, 1—1)A34

Similar al Paso 5, si estamos en el caso A3 3 > A3 4 entonces se despeja DA, o DA,,_de las
ecuaciones 6.3, en este caso con el valor de DB, (¢ o s), el cual, se estableci6 en el paso
anterior al dar como resultado un valor entero en la sustitucion de las ecuaciones 6.1, por lo
que, en este caso se sustituye ese valor en las ecuaciones 6.3 lo cual dara el valor de DA,,.
A continuacion se muestra los despejes de estas ecuaciones con los dos valores probables de
DB,, (q 0 s).

A3 —A Aj3—A
DAn = 1’3—l’2q _|_ 1 0 DA}’Z = —1’3 172s —|— 1
A33 A3
o bien
Aiz—A Ajz—A
DA, = a13 41,29 +1 o DA, = 213 = 4128 +1
Az Az

Si estamos en el caso A3 3 < A3z 4 entonces se despeja DA, 0 DA, de las ecuaciones 6.4 y
se obtiene:

Ara—Ain(g—1)

DA, =

o bien

De igual forma por facilitar la notacion al valor obtenido, ya sea de DA, o DA, le
llamaremos ED.

Paso 7. Se calcula la fraccion continua de los dos valores positivos obtenidos en los Pasos
5y 6y esto dard como resultado un vector el cual, comparandolo con el vector obtenido de
la fraccién continua calculada en el Paso 1 nos dard como resultado el vector que representa
a la 4-tranza [;(TA,). Dado que un nimero g € Q/{0} tiene cuando mucho dos fracciones
continuas ([10], p.327) se obtiene de la fraccion continua gN dos vectores (las fraccién con-

tinuas expandidas corta y larga).

EN

—_ = [61,62,...,€k] = [61,62,...,ek—1,1]
ED

Para obtener la trenza que corresponde a la matriz se hace la comparaci(’)n de los 4 vec-
Ay,
tores obtenidos en los Pasos 1 y 7 de las fracciones continuas de v y E D, donde se tienen
dos casos.
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» Sik=j+1seestaenel casoen que nes par. Sia; =e;coni=1,2,...;j se dice por

la Definicién 7 que [a1,a2,...,a;] ¥ [e1,e2,...,¢e] estin CL relacionadas, entonces:
22 |= 200 =] |
— = \|ay,a,...,aj| = = =|ay,az,...,a
A172 Y 9 y ] DAn n ) 9 y“¥n
y
o J= Mol g = |
— = |€1,€2,...,€ | = = —1=\|a,az,...,dyp—1
ED ) ) Y DAn_l n 9 ? y Y n
ero si al menos un aq; # e¢; coni=1,2,..., j entonces se hace la comparacién de las
p ) 9 7.] p
fracciones continuas [a1,a2,...,aj —1,1] y [e1,e2,...,ex —1,1]. Si a; = ¢; con i =

1,2,...,j— 1 ademds a; — 1 = ¢, — 1 entonces por la Definicion 7 estos vectores estan
C L relacionados. por lo que:

Az NA

A_1:2 =lay,az,...,a;j—1,1] = DA: =A, = [a,a2,...,ay]
EN NA, 1
E = [617627"'7616_ 171] = DA:_l =Ap1 = [al;aZ;“',an—l]

Por lo tanto la 4-trenza es:

I;(TA,) = 7[0,a1,a,,0,a3,a4,0,...,a,] conn par

= Sij=k+1seestaen el casoen quenesimpar. Siag; =¢e;coni=1,2,..., j se dice por

la Definicién 7 que [a1,a2,...,a;] ¥ [e1,e2,...,e] estin CL relacionadas, entonces:
EN NA,
E = [61,62,...,€k] = DAn :An = [a17a27"'7an]
y
A2z lai,a aj NA -1 A lai,a an—1]
- d41,42,...,4j] = —Ap—1 = [d41,d2,...,Up—1
Aip DA,
pero si al menos un a; # ¢; con i = 1,2,..., j entonces se hace la comparacion de las
fracciones continuas [aj,a2,...,aj —1,1] y [e1,e2,...,ex —1,1]. Si a; = ¢; con i =

1,2,...,j— 1 ademds a; — 1 = ¢, — 1 entonces por la Definicion 7 estos vectores estan
C L relacionados. por lo que:

EN NA
ﬁ — [6],627---78](_171] — DA: :An: [Cl],dz,...,dn]
Y A NA
22 -1
Arp et L= R = A =]

Por lo tanto la 4-trenza es:

I;(TA,) = 7[0,a1,a,0,a3,a4,0,...,a,] con nimpar
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Hasta aqui se tiene la primera 4-trenza de la suma de la trenza de la matriz dada. A
continuacién se obtendrd la trenza I°(TB,y).

Paso 8. Con lo anterior se obtiene la 4-trenza [;(TA,); por lo que sélo resta el cdlculo
de la 4-trenza I°(T B,,). Directamente se sabe por el Lema 12 que la entrada A33 = NB,, o
A3z 4 = NB,, dependiendo del caso en el que se encuentre. Ademas, del Paso 4 se sabe que
DB,, = g o s lo cual se determina en el Paso 5, esto dependiendo del cudl entre g o s es el que
da el valor entero en el célculo de NA,, o NA,,_1 (el valor llamado EN) con esto y dado que
un nimero g € Q/{0} tiene cuando mucho dos fracciones continuas ([10], p.327) se tiene:

NB NB
= Bt =Dty L1 0 T = ] = [t L]

y para determinar cudl de las dos fracciones (corta o larga) es la que representan a la 4-
trenza I°(T B,,) es necesario encontrar los valores NB,,_1 y DB,,_; para hacer la comparacion
de las fracciones continuas extendidas. Por el Lema 12 se tiene conocimiento de las entradas,
lo cual nos da el valor de NB,,_ directamente de las entradas A3 3 0 A3 4 por lo que solo resta
encontrar el valor de DB,,_1, para esto existen las siguientes dos opciones:

» Cuando A33 < A34 la 4-trenza I°(TB,,) estd en el caso en que m es impar y A33 =
NB,,_1y A3 4 = NB,,, también se tiene conocimiento de DA, 0 DA, = ED esto del
Paso 6. Sustituyendo estos valores en la entra A; 3 de las matrices de a suma de estas
4-trenzas mostradas en el Lema 12 se tiene:

A13=A12DB;, 1+ (ED—1)A33

despejando DB,
A1_‘3 — (ED — 1)A373

Aip

DBy, =

= Cuando A3 3 > A3 4 entonces m es par. Ademds A3 4 = NB,,_1, A33 =NB,, y DA, o
DA, _1 = ED. Sustituyendo estos valores en la entra A; 4 de las diferentes matrices del
Lema 12 se obtienen las siguientes ecuaciones:

A4 :A172(DBm_1 — 1) + (ED— 1)A374

despejando DB,,_ se tiene que:
Aia—(ED—1)A34
Alp

)

DB, | = +1

Dado que un niimero ¢ € Q/{0} tiene cuando mucho dos fracciones continuas ([10],
p-327) se obtienen dos vectores de la fraccién continua de ]%m:i (las fraccion contin-
uas expandidas corta y larga).

por lo que:

A3z NBy-

)

DBy, B DBy,

- [Z17"'7Zm—1] - [Z17"'7Zm—1 - 1’ 1]
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o bien
A3za NBjy-

)

DB, 1 DB,

Paso 9. Como paso final se hace la comparacion de los dos tipos de vectores obtenido de las
NBy, NBm—l

= [z, zma] =21,z — L]

fracciones continuas de DB Y DBy Siyi=ziconi=1,2,...,m—1 se dice por la Definicion
7.que [y1,....,Ym] ¥ [21---,2m—1] estdn CL relacionadas, entonces:

NB,,

ﬁ = [y17"'7ym] = [bla'“vbm] =B

m

pero si al menos un y; # z; con i = 1,2,...,m — 1 entonces se hace la comparacion de las
fracciones continuas [yq,...,ym — 1,1}y [z1,.+,2Zm—1 — 1,1]. Siy;=z;coni=1,2,....m — 2,
ademds y;,—1 = zm—1— 1 y ym — 1 = 1 entonces por la Definicién 7 estos vectores estan C L

relacionados. por lo que:

% = 1y eeesm — 1, 1] = [b1, o0, b] = By
Por lo tanto, si A3 3 < A3 4 la 4-trenza es:

F(TB,,) =T |by,b2,0,b3,b4,0,...,b,| conmimpar
SiA33 > A3z 4 la 4-trenza es:

I'(TBy,) =T [by,b2,0,b3,b4,0,...,b,] conm par

Con esto se finaliza el procedimiento el cual nos permite, a partir de una matriz M4 (I;(TA,) +
I*(TB,,)) encontrar las 4-trenzas que le corresponden.
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Ejemplo 9. Sea M4 la matriz de una 4-trenza. Deducir con la ayuda del Procedimiento 3
una 4-trenza correspondiente a la matriz:.

65 23 64 262 A171 A172 A173 Al_‘4
va— |96 33 96 394 | [Ax Ary Axz Any
T2 0 3 13| T | A3 Asp Ass Asg
96 32 96 395 Al Agn A4z Agg

Paso 1. Como la entrada Az > = 0 entonces por el Lema 12 sabemos que My corresponde a
la matriz de la suma de 4-trenzas: I;(TA,) + I*(TB,,), ademds se tiene conocimiento de las
entradas de la matriz por lo que se puede deducir por el Lema 12 que:

Ay = 23=DA, 0 A1, =23=DA,_
Ayy = 33=NA, 0 Ayy=33=NA, |

y
A373 =3 :NBm o A373 =3 :NBm,1
A3y = 13=NB, o A34=13=NB,,_
Paso 2. Se calcula la fraccion continua de las entradas ﬁz—’z = % ya que esta serd igual a

12

NA, /DA, o NA,_1/DA,_1. y dado a que un niimero q € Q tiene cuando mucho dos frac-
ciones continuas ([ /0], p.327), entonces:

33 1 1 1 1
ot =l+o =+ =+
10 2+‘33 2+3+§ 2+3+%
g NA NA
T =11,2,3.31=1,2,3.2.1 L _11.2.3.31=101,2,3,2,1
DAn [777] [7777]0DAn_1 [777] [7777]
Paso 3. Como A3z 4 > A3 3 entonces por los Lemas 14y 15:
A3 4 NB,, N[bm,...,bl]
2 = = = by, ...,b1] = [by,....b1 — 1,1
Asz NBy_1  Dlbm,....b1] b 01] = by o1 = 1, 1]
A 13
DA = 24,3 = 4,2,1]
As; 3

Paso 4. Por el Lema 14 se sabe que:
N[4,3] =N[3,4] y N[4,2,1] =N][1,2,4]

ademds
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Obteniendo esto se asocia la fraccion continua asignada a estos vectores, esto para
determinar el valor de DB,,.

1 12 NB,,
34=3+-=—=——
[’] +4 4 DB,
o se tiene:
1 13 NB
[1,2,4] =1+ =—=_"

2+1 9 DB,

Por lo que DB, = 4 o0 DB,, = 9.

Paso 5 Como se esta en el caso en que Az 3 <Az 4y por el Lema 12 se tiene conocimiento de
la entrada A, 4 entonces se despeja NA,, o NA,_1 de las ecuaciones 6.2 del Procedimiento 3
y se obtiene:

A274 —A272((]— 1) . 394 — 33(4 — 1)

NAp 0 NAy_1 =
¢ Min-1 Az 13

=22.6923

Ars—Aza(s—1) 394 33(9-1)
Az B 13
entonces NA,, o NA,—1 = 10 = EN ya que es entero.

NA, oNA,_| = =10

Paso 6. De manera similar a lo anerior dado que se esta en el caso A3 3 < A3 4, por el
Lema 12 se conoce la entrada de Ay 4 de donde se despeja DA, o DA, de las ecuaciones
6.4 y dado que ya esta establesido el valor de DB,, = 9 en el paso anterior entonces se
obtiene:

Alg—Apa(s—1 262 —23(9—1
_Aa—Aip(s—D) 262230 1)

DA, 0 DA, = 1=7
¢t Az 13 i

Elvalorde DA,, 0 DA,,—1 =7=ED
Paso 7. La fraccion ontinua de % = % = [1,2,3] = [1,2,2,1], se hace la comparacion
de los vectores obtenidos con los vectores de la fraccion continua calculada en el Paso 2. Al
hacer la comparacion de los comoponentes de los vectores se obtendra el vector que repre-
senta a la trenza I;(TA,,).

NA

Como el miimero de componentes de los vectores obtenidos de la fraccion continua de T ™
0 % en el Paso 2 es mayor que el niimero de componentes de los vectores de la fraccion
continua g_]DV entonces: Se hace la comparacion de [1,2,3,3] y [1,2,3]: 1=1,2=2y3=3.
Ahora de [1,2,3,2,1] y [1,2,2,1]: 1 =1,2 =2, 3#2y 2 # 1. En este caso las fracciones
largas de gﬁ: y %, que son: [1,2,3,3] y [1,2,3] no tienen ningiin componente comparado
diferente, entonces por la Definicion 7 estan C L relacionadas. Por lo tanto:

NA,
DA,

=A,=[1,2,3,3]
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Por lo que:
I;(TA,) =7][0,1,2,0,3,3]

Paso 8. Solo resta el cdlculo de la 4-trenza I° (T B,,). Hasta el momento se tiene conocimien-
to de: NBm = A34 =13, DB, =9 esto del Paso 5 por lo que se calcula la fraccion continua

de fpr = & =[1,2,4] = [1,2,3,1].

Para saber cudl de los dos vectores es el que representa a la trenza I°(TBy,) se hace

m—1

NB
la comparacion de estas fracciones continuas extendidas con las de DB "
NB,,—1 = 3, solo resta encontrar el valor de DB,,,_|.

Ya se conoce

Como A3z < Az 4 entonces Az3 = NBm — 1] =3, A3 4 = NB,, = 13 ademds DA, o
DA, 1 = ED =1 esto del Paso 6. Se sustituyen estos valores en la entrada Ay 3 del Lema 12
y despejando DB, se tiene:

Ai3—(ED—1)A33 64— (7—1)3
Alr 23

)

DB,y = =2

Con este valor es posible ahora calcular la fraccion continua gg—;’: = % =[1,2] =[1,1,1].

Paso 9. Finalmente se hace comparacién de los dos tipos de vectores obtenido de las de

fracciones continuas de %’g’" y DB’" L. Primero se hard la comparacion de [1,2,4] y [1,2]:

1=1y2=2. Ahorade [1,2,3,1]y [1, 1,1]: 1 =1,2%# 1y3# 1. Eneste caso las fracciones

de gg y gg’" 1, que son: [1,2,4] y [1,2] no tienen ningiin componente comparado diferente,
m

entonces por la Definicion 7 estan CL relacionadas. Por lo tanto:

NB,,
— =B, =11,2,4
DB, m=11,2,4]

por lo tanto la 4-trenza

I’(TB,,) = T[1,2,0,4].

Con esto se finaliza el procedimiento 3 el cual permitird obtener posteriormente un in-
variante completo para la familia de 4-trenzas I;(TA,) + I*(TB,,). Con el cual se obtendra un
resultado como: dadas cuatro 4-trenzas de la forma I;(TA,), I;(TB,,), I'(TC;) y I*'(TD;) en-
tonces [;(TA,) +1*(TCy) =L,(TBw) +I°(TDy) siy solo si M (I;(TA,) +I°(TCy)) = M(I;(TBw) +
F(TDy)).
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Capitulo 7

Conclusiones

Al inicio de este trabajo se plantearon 5 objetivos primordiales. Como primer paso para
lograr estos objetivos se hizo la identificacion de una base de los diagramas asociados a la
descomposicion de los 4-ovillos por medio del polinomio corchete de Kauffman, con esto
se realiz6 el calculo del polinomio corchete de 4-ovillos y el polinomio corchete de la suma
de dos 4-ovillos. Apoyandose en estos resultados se encontré una matriz asociada a las 4-
trenzas, la cual, al evaluar los polinomios de las entradas en a = /i es un invariante que tiene
la propiedad de ser un homomorfismo entre las 4-trenzas y el grupo de las matrices 4 x 4,
cabe mencionar que se puede evaluar las entradas en a = y obtener también un invariante lo
cual resta por analizar.

Es importante resaltar que el encontrar un invariante para las 4-trenzas es basico ya que
con este se puede lograr la clasificacion completa de las 4-trenzas e incluso de la unién de
sus familias. Gracias a este invariante se encontrd una matriz correspondiente a cada uno de
los diferentes tipos de cruces de una 4-trenza y en base a este resultado, con el programa
realizado en el software Maple el cual hace el cilculo de la multiplicacion de las matrices
correspondiente a cada diferente tipo de cruce y con la ayuda de fracciones continuas, se
encontraron dos subconjuntos de 4-trenzas y las matrices correspondientes a cada subcon-
junto. Asimismo se realiz6 la clasificacion de dos de los subconjuntos de 4-trenzas (estos son
cuando la 4-trenza tiene la forma de la imagen de la las funciones /; e I*) donde se obtuvieron
los siguientes resultado:

Teorema Dados dos diagramas alternantes de 4-trenzas de la forma ;(TA,) e I;(TB,),
entonces I;(TA,) = L(TBy,) < M(I;(TA,)) = M(L;(TB,,)) paran € Z™.

Teorema Dados dos diagramas alternantes de 4-trenzas de la forma I°(TA,) e I*(TB,,),
entonces I*(TA,) = I*(TBy,) < M(I*(TA,)) = M(I*(TB,,)) paran € Z™.

Se inicio también con la clasificacion del subconjunto de 4-trenzas que obtenemos cuan-
do se tiene la suma de dos 4-trenzas de la forma de la imagen de las funciones [; e I°:
Ii(A,) + IF(TBy,) y I(TB,,) + I;(A,) Donde solo resta determina como llegar, a partir de
una matriz con la estructura de la suma de dos 4-trenzas: M (I*(TB,,) + I;(TA,)) a las dos
4-trenzas I*(TB,,) e I;(TA,).
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Apéndice A

Implementacion del software Maple
como ayuda auxiliar en la clasificacion de
las 4-Trenzas.

Basandose en el lema 5 el cual muestra la forma que tiene la matriz para cada tipo de
cruce y por el Lema 4, se dio a la tarea de hacer una sistematizacion para el cdlculo de este
invariante en el software de cdlculo simbdlico Maple el cual fue de gran ayuda para lograr
los resultados obtenidos, ya que el trabajar sin la ayuda de este programa hubiera sido una
labor muy ardua.

> Jethdat =proc(v)
local i, #, [, Resd, cfF, 2
u = naps(v) #print(v, 1),
Resd = matreg([[1,0,0,0] [0, 1,0,0L [0,0, 1,0} [0,0,0,1] ]): &print(Resd),
for [ from 1 to nops(v) do
if (is(/mod 3=1) ) then
#orint(l, Resd, "mud" matr1xu||1 0,0, D| [0,1,0,0][0,0,1,w[1]] [0,0,0 1]]),"=");

Resh = s1mp]1fy eva]m Restd¥matris| ‘|1 0,0,0] [0, 1,0 0] |n 1, "“l ‘ [0,0,0,1] ‘||| #print(Resd);

elif | xsnfmod3—2| Ithen

hilll Vlll v[l] vl =

-1 ;I, ;I,
w[l] ¥l
S &

#pnmLResA,"mad"mam‘|IDDD|| o= ‘lDDlDl‘

VI1| vI1I

ResA = s1mp]1fy eva]m ResA & *matriz| ‘|1 0,0, 0], | g U ‘ [0,0,1,0] ‘ 1H'| | | # proms( mesa); -
else s

#pmsrlLResA,"mud“ matnxl||1 v[1] 0, 0] [0, 1, 0,0], [0, 0, 1, 0], [0, 0,0, L]]), "=")
Resh = smp].lfy evalm Reshd:*matriz| ‘ ‘ kL na‘ [0,1,0,00,[0,01,0] |n 0,0, 1|‘|||#prxmlﬁ‘es}1|

end]f#pr'xmlﬁgsﬂﬂ 4| Resd|3, 2]);
od;
#RETUH\-’[ Fesd)
end:

Este programa realiza la multiplicacion de las matrices asignadas a cada tipo de cruce
mostradas en el Lema 5, elevando una matriz al nimero de veces en que se repita el cruce,
y a su vez multiplica a dicha matriz por las matrices asignadas a los otros dos tipos de
cruces elevadas al nimero de cruces correspondientes a cada una de ellas. Ademds de hacer
calculos numéricos con respecto a las matrices también podemos hacer célculos simbolicos.
A continuacién se muestra un ejemplo de la utilidad del programa en el cual se muestra por
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medio de la sentencia: > map(simplify,getMat(][,,])) las matrices asignada a cada trenza
T(a1); T(0,a;)y T(0,0,a;) respectivamente.

(> map {S'I'.?:?E_.Dflﬁi. GeiMar|'|a1|]];map|::sm;hﬁf, Géﬂl{ar( 0, a |]];ma_z (simphﬁ‘, GeiMar|'|El, [I,al')];
1 Do O
0=k @ 0
oo -lay
ooo 1
L 0o o0 o
Iay 1Iay D
DF 0 L
la;) 01l
1 -Ta; 00
o1 00
IR TR

i oo 0ol

Ahora se veran algunos ejemplos de la combinacion de algunos tipos de cruces de forma
numérica y simbodlica.

[= '.rsup(s.mpfeff, Gui’vfu.-:( ay D) m.{_yi:'s’.'rwfsjfﬁf, Crethdot | |:.'1, @ )),
wnp{vmgfif?, f&:}_ﬁ,}(.-}{ o po Ay, 0, a | | | e (simplife, Gethdad(| 1,2 3. 4]]);

rono 0o
010 0
001 -lg
oDa 1

1 0 0 0

Ia2 1 I‘:r2 0

@) 2y I 1+|:i‘1|:i!'2 —I.:a'1

1 s I 1 ds L
10 a I
Ty 1 Ta, 2y dlg

)y a 1+a1c22 —Ia3—1a3dlal—]a]

lay 0 I, Lt agag
I =310 0
200 20 8
2 =61 3 =131
7 GO )
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Como se puede notar, el hecho de que el programa facilite estos célculos y ademds se
puedan realizar de forma simbdlica, permite agilizar la observacion de la forma que adquiere
la multiplicacion de las matrices de los diferentes tipos de cruces, lo cual ayudé a realizar la
clasificacion de algunos subconjunto de las 4-trenzas. Asimismo este programa ayudard con
el trabajo a futuro de este trabajo de tesis; el programa se podra utilizar para la clasificacion
de 4-trenzas.
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