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Resumen

Palabras clave: Invariantes diferenciales, estructuras geométricas, grupo de Lie G,

G-estructura, método de equivalencia.

El matemático Élie Joseph Cartan formuló un método llamado �de equivalencia�

para identi�car y calcular invariantes diferenciales de estructuras geométricas bajo la

acción de un grupo de transformaciones G. Una versión de la aplicación del método

comienza codi�cando la estructura geométrica bajo estudio mediante una G-estructura

y posteriormente calcula los invariantes diferenciales de la G-estructura aplicando pro-

cesos de reducciones y/o prolongaciones. Los invariantes diferenciales proporcionan

condiciones necesarias y en ocasiones también su�cientes para determinar cuando dos

G-estructuras son equivalentes. Por lo tanto el método de equivalencia es una herra-

mienta útil para la clasi�cación de objetos geométricos, es por eso que surge de manera

natural en la clasi�cación de sistemas mecánicos simples con fuerzas externas. En es-

te trabajo se proporcionan los detalles de caracterización mediante una G-estructura

de estructuras geométricas tales como variedades Riemannianas, Sub-Riemannianas

y un sistema mecánico simple. Nos interesamos en particular en la usualmente lla-

mada Forma Encadenada Extendida (FEE), que representa una clase especí�ca de

sistemas mecánicos subactuados en una variedad de con�guraciones de dimensión 3.

Como ejemplo adicional se calcularon invariantes diferenciales de curvas en el plano

R2 ' SE(2)/SO(2) tomando derivadas de Darboux de levantamientos de tales curvas

a SE(2). Finalmente se presenta una lectura detallada del artículo de K. Ehlers [15],

donde se derivan invariantes diferenciales de variedades no holonómicas de dimensión

3.
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Abstract

Key words: di�erential invariants, geometric structures, Lie group G, G-structure,

method of equivalence.

The French mathematician Elie Joseph Cartan formulated a method, now called

�the method of equivalence,� to identify and calculate di�erential invariants of geome-

tric structures under the action of a transformation group G. A version of the method

begins by encoding the geometric structure under study by a G-structure and then

identi�es di�erential invariants of the G-structure by a process that involves reduc-

tions or prolongations. The di�erential invariants provide necessary (and sometimes

su�cient) conditions in order to determine when two G-structures are equivalent. The

method of equivalence is a useful tool for classifying geometric objects, hence it arises

naturally in the classi�cation of mechanical systems formulated in geometric terms. In

this work, the basic objects involved in the method of equivalence are studied along

with examples of representations of geometric structures, including Riemannian and

subriemannian manifolds, via G-structures. Our interest is particularly focused on the

so-called Extended Chained Form (ECF), which represents a special class of underac-

tuated simple mechanical systems de�ned on a 3-dimensional con�guration manifold.

As an additional example, di�erential invariants for curves in R2 ' SE(2)/SO(2) are

computed by taking the Darboux derivatives of lifts of those curves to SE(2). Finally,

a detailed reading is made of K. Ehlers' published article [15], where a derivation of

di�erential invariants of three-dimensional nonholonomic manifolds is presented.
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Capítulo 1

Introducción

El matemático francés Élie Joseph Cartan formuló un procedimiento para identi-

�car y calcular propiedades invariantes de estructuras geométricas bajo la acción de

un grupo de transformaciones G. Por estructuras geométricas se entiende una gran va-

riedad de objetos geométricos tales como métricas (Riemannianas, sub-Riemannianas,

pseudo-Riemannianas), distribuciones, codistribuciones, sistemas mecánicos, etc. Las

propiedades invariantes permiten identi�car y caracterizar a un objeto; su importancia

radica en que a través de éstas podemos comparar estructuras geométricas entre sí y,

más aún, llegar a hacer una clasi�cación de las mismas.

La di�cultad de comparar una estructura geométrica con otra es que en general no

tienen mucho en común y que en esencia pueden ser muy distintas, aunque también ca-

be la posibilidad de que una estructura geométrica tenga representaciones que a simple

vista parezcan muy distintas y aún así no podamos compararlas aunque en realidad

representen lo mismo. Sumado a esto es que en general también es difícil identi�car y/o

calcular las propiedades invariantes que sean representativos de los objetos geométricos.

Existen propiedades que son fáciles de identi�car tales como la dimensión de un

espacio vectorial, la curvatura de una curva, la curvatura y torsión de una super�cie

son invariantes bajo transformaciones de movimientos de cuerpo rígido. Existen otras

que requieren de más trabajo para identi�carse y/o calcularse tales como la curvatura

y torsión de un sistema mecánico simple sujeto a restricciones no holonómicas y fuerzas

externas. Debido a la complejidad de algunos objetos, la identi�cación de las propie-

dades que los caracterizan también se complica.
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Por otro lado cabe mencionar que algunas propiedades invariantes son parcialmente

representativas debido a que en el proceso de su cálculo puede perderse información

importante; en tal caso los invariantes diferenciales son de utilidad sobre todo para dis-

tinguir objetos esencialmente distintos. El hecho de que dos objetos tengan el mismo

invariante no implica que sean equivalentes entre sí, pero si sus invariantes di�eren,

entonces también los objetos son esencialmente distintos entre sí, por lo tanto, no son

equivalentes. Un ejemplo sencillo para ilustrar esto es el siguiente, consideremos las

siguientes �guras en el plano(Ver Figura.1.1.1).

½ A

A

A

½ A

3

1

2

4

Lg

Figura 1.1.1. Los rectángulos 1 y 2 tienen área A y uno es el trasladado del otro, son equivalentes. Los

rectángulos 1 y 3, y 1 y 4 tienen distinta área, por lo que no son equivalentes. Aunque los rectángulos 3 y 4

tienen área 1
2
A, no es posible transformar uno en el otro y coincidan exactamente, no son equivalentes.

Podemos observar que bajo la transformación de cuerpos rígidos lo único que se

preserva de los rectángulos es su área; entonces el área representa un invariante. Ob-

servemos que los rectángulos 1 y 2 tienen el mimo valor de área, pero desde el punto

de vista de su posición en el plano, como conjuntos no son equivalentes, sin embargo,

sí existe una traslación o transformación de cuerpos rígidos que permita poner un rec-

tángulo en la misma posición que el otro y coincidan exactamente. Por ello podemos

decir que son equivalentes. El rectángulo 2 es el traslado del rectángulo 1, es decir,

existe g ∈ G tal que al aplicar Lg al rectángulo 1 hace corresponder exactamente con

el rectángulo 2 por lo tanto son equivalentes.
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Para el caso de los rectángulos 3 y 4, aunque tienen el mismo valor del área no

existe una traslación o transformación de cuerpos rígidos que permita sobreponer el

rectángulo 3 sobre el rectángulo 4 de tal manera que coincidan exactamente como con-

juntos por lo tanto no son equivalentes. Por otra parte coma sabemos que el área de

los rectángulos 1 y 3, al igual que los rectángulos 1 y 4 son distintas, inmediatamente

podemos concluir que no son equivalentes. En conclusión el área es un invariante bajo

movimientos de cuerpo rígido, pero ésta representa solo parcialmente a un objeto, en

el sentido de que no caracteriza completamente al objeto.

De lo anterior podemos decir entonces que no existe forma universal de comparar es-

tructuras geométricas especialmente cuando son distintas entre sí. El procedimiento de

Cartan, actualmente conocido como el método de equivalencia, para calcular invarian-

tes, comienza primero por codi�car la estructura geométrica bajo estudio en términos

de marcos (ó comarcos) móviles los cuales forman una G-estructura. Esto conduce a un

formalismo común en el que ahora sí podremos comparar tales estructuras, pero esto, a

través de sus respectivas G-estructuras. Una G-estructura caracteriza completamente

a un objeto geométrico en el sentido de que dada la G-estructura podemos obtener la

estructura geométrica nuevamente.

Una vez que los objetos geométricos son codi�cados mediante una G-estructura, es

posible determinar bajo qué condiciones son equivalentes entre sí y las condiciones se

suelen deducir de los invariantes diferenciales de las G-estructuras, obtenidos mediante

la aplicación del método de equivalencia. La forma de proceder del método para cal-

cular invariantes diferenciales es hasta cierto punto sistemática, su aplicación consiste

en hacer reducciones y/o prolongaciones hasta obtener un marco (o comarco) canónico

con la �nalidad de obtener el grupo de transformaciones G tan simple como sea posible.

Si el grupo es trivial {e}, entonces la determinación de la equivalencia es trivial. Otra

forma de determinar la equivalencia de G-estructuras es a través del pull back de la

forma de Maurer-Cartan también conocida como la derivada de Darboux.

Los invariantes diferenciales son llamados invariantes porque permanecen sin cam-

bio bajo la acción de un grupo de transformacionesG y diferenciales porque típicamente

se deducen por un proceso de diferenciación, quedando expresadas en términos de de-

rivadas.
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En conclusión, el método de equivalencia de Cartan resulta ser una herramienta útil

para determinar la equivalencia de estructuras geométricas. El método proporciona con-

diciones necesarias y en ocasiones también su�cientes para determinar la equivalencia

a través de los invariantes diferenciales de las G-estructuras de los objetos geométricos.

Una de las razones que nos motiva estudiar el método de equivalencia es que po-

demos aplicarlo en el problema de clasi�cación de sistemas mecánicos, la importancia

de los sistemas mecánicos está en la gran variedad de sus aplicaciones en robótica y

automatización, vehículos marinos, aeroespaciales, etc. Aunque en teoría de control se

han obtenido importantes resultados, se han empleado herramientas de geometría dife-

rencial con el objetivo de estudiarlos desde otra perspectiva. En geometría diferencial

un sistema mecánico no holonómico (Q,L,H), consiste de una variedad de con�gu-

raciones Q, una lagrangiana L : TQ → R, de�nida por L = T − V , donde T es la

energía cinética asociada a una métrica Riemanniana G, V es la energía potencial, y

H una distribución de restricciones no holonómicas la cual representa las velocidades

permitidas por las restricciones.

Un ejemplo de representación geométrica de un sistema mecánico simple es el pén-

dulo.

𝜃 

𝑖  

𝑗  
𝑙 

𝑞 

𝜏 

Figura 1.1.2 Péndulo

El péndulo tiene como variedad de con�guraciones S1 el círculo de radio l que son

todas las posibles posiciones que puede tener. Con lagrangiano L(q, ·q) = k(q, q̇)−V (q)

donde

Energía cinética k(q, q̇) = 1
2
ml2q̇2

Energía potencial V (q) = mgl(l − cos q)
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La ecuación dinámica que lo rige es

Iq̈ +mgl sin q = τ donde I = ml2

Entonces el péndulo tiene una representación geométrica (S1,Gx = I, TS1), con

variedad de con�guraciones S1, métrica Gx = I y distribución H = TS1.

Particularmente es interesante estudiar los sistemas mecánicos simples con restric-

ciones no holonómicas. Se puede hacer una caracterización, en el sentido de obtener

propiedades intrínsecas que los describan y en base a estas propiedades hacer com-

paraciones entre ellos y más aún, llegar a hacer una clasi�cación. Es por eso que el

método de equivalencia de Cartan resulta ser una herramienta muy útil dentro de la

clasi�cación de sistemas mecánicos simples con restricciones no holonómicas.
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El objetivo principal de esta tesis es estudiar el método de equivalencia de Car-

tan. Para ello se estudiaron algunos conceptos y ejemplos de haces �brados principales

y con la �nalidad de tener familiaridad con los cálculos involucrados dentro de los haces

�brados principales, codi�cación de objetos geométricos mediante una G-estructura y

el cálculo de invariantes diferenciales de las G-estructuras a través de la derivada de

Darboux.

Organización de la tesis. En el capítulo 1 se da una breve introducción y mo-

tivación de esta tesis así como también el objetivo principal y objetivos particulares.

En el capítulo 2 se describen algunos conceptos preliminares que son útiles para conti-

nuar con los siguientes capítulos, además se pretende establecer algunas convenciones

y notaciones. En el capítulo 3 se describen algunos conceptos relacionadas con haces

�brados principales y G-estructuras para codi�car estructuras geométricas, también se

dan algunos ejemplos de estructuras geométricas y las respectivas G-estructuras que

las caracterizan. En el capítulo 4 se muestra el procedimiento para obtener invariantes

diferenciales de G-estructuras usando distintos métodos, entre ellos el de los marcos

móviles de Cartan y, la derivada de Darboux. Se da un ejemplo detallado de la aplica-

ción del método de equivalencia, para el caso de una curva en R2. En el capítulo 5 se

revisan algunos resultados del artículo de Kurt Ehlers titulado �Geometric equivalence

on nonholonomic three-manifolds�, donde se aplica el método de equivalencia sobre

variedades de contacto de dimensión 3. Finalmente en el capítulo 6 se dan a conocer

las conclusiones y trabajo a futuro.
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo se describen algunos conceptos básicos como requisito previo para

los siguientes capítulos. También se establecerán algunas convenciones y notaciones.

Se asume que el lector está familiarizado con conceptos básicos de topología, álgebra

lineal y geometría diferencial. Para más detalles se recomienda consultar [1], [2], [9],

[10].

2.1. Preliminares de geometría diferencial

En esta sección se establecen algunas notaciones y convenciones que serán útiles en

la lectura de esta tesis. Empezamos con algunas convenciones de notación. Denotamos

{x} como el conjunto que contiene un solo elemento x; un listado de elementos deno-

tará un conjunto mediante {x1, . . . , xn} y denotaremos una familia de conjuntos como

(Uα)α∈A donde A es un conjunto de indices. Sean A y B conjuntos, la expresión f :

A→ B signi�ca que f mapea el conjunto A en el conjunto B, si D ⊂ A entonces f |U
denota la restricción de f a U .

Sea un k ∈ N ∪ {∞} y n ∈ N, si U ⊂ Rn un abierto tal que g : U → R, se dice que
g es de clase Ck (ó g es Ck), si g es k veces continuamente diferenciable ([2], [10]). En

particular g es C0 si g es continua, y si g es Ck para todo k ≥ 0, entonces decimos que

g es de clase C∞ (ó g es lisa).

Sea W un conjunto. Una carta coordenada para W es un par (U,ϕ) tal que U es

un subconjunto de W , y ϕ : U → Rn, con ϕ inyectivo y ϕ(U) un subconjunto abierto

de Rn.
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Denotamos una colección de cartas mediante A = {(Uα, ϕα)}α∈A. Si W = ∪α∈AUα,
y siempre que Uα ∩ Uβ 6= ∅ entonces

1. ϕα(Uα ∩ Uβ) y ϕβ(Uα ∩ Uβ) son subconjuntos abiertos de Rn, y

2. ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) es un C∞-difeomor�smo.

Al mapeo ϕαβ = ϕβ ◦ϕ−1
α |ϕα(Uα∩Uβ) se le llama cambio de coordenadas. Se dice que

dos cartas son compatibles si satisfacen las propiedades 1 y 2. A la colección de cartas

compatibles se le llama C∞-atlas para W . Dos C∞-atlas A1 y A2 son equivalentes si

A1 ∪A2 es también un C∞-atlas. A la clase de equivalencia de atlas bajo esta relación

de equivalencia se le llama C∞-estructura diferenciable sobre W . Una C∞-variedad

M es un conjunto W con una C∞-estructura diferenciable. Si todas las cartas toman

valores en Rn para algún n �jo, entonces n es la dimensión de M . Con el término

variedad lisa M , nos referiremos a una variedad diferenciable de clase C∞.

Sean M y N variedades diferenciables de clase Ck de dimensión n. Un mapeo

f : M → N es de clase Cr, r ≤ k, si para cada carta (Ui, ϕi) deM y cada carta (Vj, ψj)

de N , tal que f(Ui) ⊂ Vj, el mapeo f̂ = ψj ◦ f ◦ϕ−1
i : ϕi(Ui)→ ψj(Vj) es diferenciable

de clase Cr. Al mapeo f̂ se le llama el representante de f , esto es,

Ui ⊂M
f //

ϕi
��

Vj ⊂ N

ψj
��

ϕi(Ui) ⊂ Rn f̂ // ψj(Vj) ⊂ Rn

Una función diferenciable de clase Ck sobre M es un mapeo de clase Ck de M

en R. El conjunto de funciones diferenciables sobre M de clase C∞ forma un álgebra

y la denotaremos por F(M). Sea F(q) el álgebra de funciones diferenciales de clase C1

de�nidas en un abierto U de M tal que q ∈ U . Un vector tangente Xq a M en un

punto q ∈ M es un mapeo lineal Xq : F(q) → R tal que para todo f y g ∈ F(q), Xq

es una derivación, esto es, Xq(f · g) = f(q)Xq(g) + g(q)Xq(f). Al conjunto de todos

los vectores tangentes a M en q lo denotamos por TqM , el cual está dotado de una

estructura de espacio vectorial.
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La unión disjunta de todos los espacios tangentes a M , denotada por TM =∐
q∈M

TqM , se le llama haz tangente de M . A TM se le dota de manera natural de una

estructura de variedad diferenciable y admite una proyección natural dada por

πM : TM →M, (2.1)

tal que para cada v ∈ TqM πM(v) = q.

Dado un mapeo f : M → N de clase C1, donde M y N son variedades, se le llama

el mapeo tangente de f en p al mapeo lineal Tpf :TpM → Tf(p)N , donde p ∈ M ,

tal que para cualquier función diferenciable g de clase C∞ de�nida en una vecindad

V ⊆ N de f(p) se tiene:

Tqf(Xq(g)) = Xq(g ◦ f) (2.2)

Si f es un difeomor�smo, entonces Tqf es un mapeo lineal no singular para cualquier

q ∈ M , es decir ker(Tqf) = {0}. Se llama rango de una función diferenciable f en un

punto p ∈M a la dimensión del espacio vectorial de Tpf(TpM)⊂ Tf(x)N .

El mapeo Tf es un mapeo de haces Tf : TM → TN , el cual mapea el espacio

tangente a M en cualquier punto p ∈ M al espacio tangente a N en el punto f(p) y

hace que el siguiente diagrama conmute, esto es, f ◦ πM = πN ◦ Tf .

TM
Tf //

πM
��

TN

πN
��

M
f // N

Sea M una variedad, se le llama campo vectorial sobre M a un mapeo X : M →
TM que asigna a cada punto q ∈ M un vector tangente Xq ∈ TqM . Si f ∈ F(M),

entonces Xf ∈ F(M) denota la función tal que (Xf)(p) = Xp(f) ∈ R. Un campo

vectorial se dice ser diferenciable si Xf es diferenciable para cada f ∈ F(M); el con-

junto de campos vectoriales diferenciables sobre M lo denotaremos por Γ(TM). Por

otro lado si f es una función sobre M y X es un campo vectorial sobre M , entonces

fX es un campo vectorial sobre M de�nido por (fX)p = f(p)Xp para p ∈ M y, si

además de�nimos la suma de dos campos vectoriales por (X + Y )p = Xp + Yp, Γ(TM)

es un módulo sobre el álgebra F(M), con la suma y producto por escalar de�nidas.
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De manera adicional, se de�ne un mapeo

[·, ·] : Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM) (2.3)

tal que a cada X y Y ∈ Γ(TM) le asigna un campo vectorial [X, Y ] llamado corchete

de Lie de X y Y que en cada punto p ∈M y para cada f ∈ F(M) satisface [X, Y ]p(f) =

Xp(Y f) − Yp(Xf). El mapeo [·, ·] tiene las siguientes propiedades para todo X, Y y

Z ∈ Γ(TM):

Si f , g ∈ F(M), entonces [fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X,

[X, Y ] = −[Y,X], es antisimétrico y satisface

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0, la identidad de Jacobi

Un espacio vectorial junto con una operación bilineal de�nida como en (2.3), satisfa-

ciendo las propiedades anteriores se le llama álgebra de Lie.

Un marco lineal u = (X1, X2, . . . , Xn) sobre una n-variedad M es un conjunto

de n campos vectoriales tales que en cada punto p ∈ M forman una base ordenada

{X1p, X2p, . . . , Xnp} de TpM . Al conjunto de todos los marcos lineales en el punto

p ∈ M lo denotamos por FpM y el conjunto de todos los marcos lineales en todos los

puntos deM es llamado haz de marcos lineales y lo denotamos por FM =
∐
p∈M

FpM .

Al igual que en el haz tangente existe una proyección natural dada por

πM : FM →M (2.4)

tal que πM(up) = p para todo up ∈ FpM .

Una distribución H de rango r, sobre una n-variedad M es un mapeo tal que a

cada p ∈M asigna un subespacio vectorial Hp de dimensión r ≤ n del espacio tangente

TpM para cada p ∈M . H se dice ser C∞ si para cada p ∈M existe una vecindad U de

p y existen r campos vectoriales X1, . . . , Xr de clase C∞ sobre U los cuales generan a

H en cada punto de U . Se dice que un campo vectorial X toma valores en H, lo que se
denota X ∈ Γ(H), si Xp ∈ Hp. Si para cualesquiera X, Y ∈ Γ(H), el campo vectorial

[X, Y ]∈ Γ(H), entonces a H se le llama distribución involutiva.

En geometría diferencial también se estudian los llamados objetos duales, por ejem-

plo el espacio tangente dual de TxM , también conocido como espacio cotangente,
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denotado por T ∗xM , es el conjunto de covectores en x ∈ M . Un covector sobre M en

un punto x ∈M es un mapeo lineal σx : TxM → R.

De manea similar que al haz tangente, el haz cotangente de una variedadM es la

union disjunta de todos los espacios cotangentes T ∗xM en todos los puntos x ∈M y lo

denotamos mediante T ∗M =
∐
p∈M

T ∗pM . A T ∗M también se le dota de una estructura

de variedad diferenciable de manera natural y existe una proyección natural dada por:

π∗M : T ∗M →M (2.5)

tal que π∗M(σ) = x para todo σ ∈ T ∗xM .

Sea M una variedad. Una forma diferencial (o también llamada 1-forma) σ so-

bre M es un mapeo σ : M → T ∗M tal que a cada punto x ∈ M le asigna un covector

σx ∈ T ∗xM . Ahora si f : M → N es un mapeo de clase C1, se le llamamapeo adjunto

al mapeo T ∗xf : T ∗f(x)N → T ∗xM tal que para cada x ∈ M , v ∈ TxM y ω ∈ T ∗f(xM ,

T ∗xf(w) = ωf(p)(Tpf(v)).

Un comarco lineal p = (σ1, σ2, . . . , σn) sobre una n-variedadM , es un conjunto de

n 1-formas tales que en cada punto x ∈M forman una base ordenada {σ1x, σ2x, . . . , σnx}
de T ∗xM . También será conveniente considerar un comarco como un mapeo lineal p :

M → F ∗M tal que a cada punto x ∈M le asigna un isomor�smo lineal px : TxM → Rn

de�nido por v = viXi(x) 7−→ (v1, . . . , vn), donde v ∈ TxM y (v1, . . . , vn) ∈ Rn, repre-

sentaremos a los comarcos como vectores columna cuyas componentes son 1-formas;

tienen asociada una matriz la cual le llamamos representante. Al conjunto de todos los

comarcos lineales en x ∈M lo denotamos por F ∗xM y al conjunto de todos los comar-

cos en todos los puntos de M se le llama haz de comarcos lineales sobre M y lo

denotamos mediante F ∗M =
∐
p∈M

F ∗pM , aquí también se de�ne una proyección natural

π∗ : F ∗M →M

SeaH una distribución de rango r sobre una variedadM . Un comarco p = (σ1, σ2, . . . , σn)

se dice ser geométricamente admisible para (ó adaptado a) H si los {σr+1, . . . , σn}
aniquilan a H, esto es, para todo Xq ∈ Hq, σr+i(Xq) = 0, para i = 1, . . . , n.
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Una 2-forma α sobre una variedadM es un mapeo α :M → T ∗M×T ∗M tal que a

cada punto x ∈M le asigna una forma bilineal antisimétrica sobre el espacio tangente

TxM a M en x de la forma αx : TxM ×TxM → R. En general se llama una k-forma σ

(también llamada forma diferencial de grado k) sobre una variedad M en x al mapeo

k-multilineal antisimétrico σx :TxM × . . . × TxM(k − veces) → R sobre TxM . Sin la

suposición de antisimetría, σ debería ser llamado un (0, k)-tensor.([5], p. 129)

Si σ y β son 1-formas sobre M , entonces su producto exterior es

(α ∧ β)(v1, v2) = α(v1)β(v2)− α(v2)β(v1) parav1, v2 ∈ TxM

El producto exterior (∧) satisface las siguientes propiedades: (Ver [5], p.131 )

1. Asociatividad: α ∧ (β ∧ γ) = (α ∧ β) ∧ γ,

2. Bilinealidad: para toda a, b ∈ R,

(aα1 + bα2) ∧ β = a(α1 ∧ β) + b(α2 ∧ β)

α ∧ (cβ1 + dβ2) = c(α ∧ β1) + d(α ∧ β2)

3. Anticonmutatividad: α∧ β = (−1)klβ ∧α, donde α es una k-forma y β es una

l-forma.

En términos de las bases duales dxi, cualquier k-forma puede ser escrita localmente

como α = αi1,...,ikdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik donde i1 < · · · < ik.

En particular sean ω y σ 1-formas y X, Y ∈ Γ(TM). En este caso tenemos

ω ∧ σ(X, Y ) = ω(X)σ(Y )− ω(Y )σ(X)

Sea
∧
T ∗xM el álgebra exterior sobre T ∗xM . Una k-forma σ también puede ser de�-

nida como un mapeo que a cada x ∈M le asigna un elemento de grado k en
∧
T ∗xM .

Denotamos por DkM el conjunto de todas las r-formas diferenciales sobre M para

cada k = 0, 1, . . . , n. Particularmente D0M = F(M).

Existe un único mapeo llamado diferenciación exterior d de k-formas sobre M

a (k + 1)-formas sobre M tal que: (Ver [10], p. 7 )

Para f ∈ D0M , df es la diferencial total;
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Si β ∈ DrM y σ ∈ DsM , entonces d(β ∧ σ) = dβ ∧ σ + (−1)rω ∧ dσ

d2 = 0

Si σ es de la forma σ = fdu para f ∈ FM , entonces dσ = df ∧ du.

Para cada campo vectorial X, se de�ne una derivación antisimétrica llamada pro-

ducto interior con respecto a X y se denota por ιX , de grado −1 de D(M) tal que,

(Ver [10], p. 35)

ιXf = 0 para cada f ∈ D0(M)

ιXω = ω(X) para cada ω ∈ D1(M)

Si ω ∈ Dr y σ ∈ Ds, entonces ιX(ω ∧ σ) = ιXω ∧ σ + (−1)rω ∧ ιXσ

ι2X = 0

Ahora veamos como la diferenciación de Lie de campos vectoriales, campos ten-

soriales y funciones diferenciables di�ere de acuerdo a éstos. La diferenciación de Lie

para X, Y campos vectoriales sobre M se de�ne por LXY = [X, Y ] y LXf = X(f)

siempre que f ∈ F(M). Mientras que para elementos de Dk(M), LX = ιX ◦ d+ d ◦ ιX ,
para ι y d de�nidos como antes.([2], p. 70)

Sea V un espacio vectorial y se V ∗ su dual, entonces para k y s enteros positivos

Tk(V ) es un espacio tensorial del tipo (k, 0) de�nido por Tk(V ) = V ⊗ · · · ⊗ V (k-

veces el producto tensorial) y es llamado espacio tensorial contravariante de grado k,

un elemento de Tk(V ) es llamado tensor contravariante del tipo (k, 0). De manera

similar Ts(V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗ (s veces el producto tensorial) es el espacio tensorial

covariante de grado s y cada elemento es llamado tensor covariante del tipo (0, s).Para

más detalles consultar ([10], p. 17 )

Consecuentemente podemos de�nir un espacio tensorial del tipo (k, s), k veces con-

travariante y s veces covariante como el producto tensorial

Tk
s(V ) = Tk(V )⊗Ts(V ) = V ⊗ · · · ⊗ V ⊗ V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗

Particularmente, Tk
0 = Tk, T0

s = Ts y T0
0 = R.
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Ahora consideremos TxM , el espacio tangente a M en un punto x, el cual es un

espacio vectorial al igual que su dual T ∗xM , entonces

Tk
s(TxM) = Tk(TxM)⊗Ts(TxM) = TxM ⊗ · · · ⊗ TxM ⊗ T ∗xM ⊗ · · · ⊗ T ∗xM

Un elemento en Tk
s(TxM) se llama tensor del tipo (k, s) (también llamado tensor

k-veces contravariante y s-veces covariante). Al conjunto de secciones sobre M de ese

espacio tensorial lo denotamos por Γ(T ks (TM)); si T ∈ Γ(T ks (TM)) entonces a T se le

llama campo tensorial del tipo (k, s). Por consiguiente, un campo vectorial sobre

M es un campo tensorial del tipo (1, 0) y una 1-forma sobre M es un campo tensorial

del tipo (0, 1). Un mapeo g : M → T ∗M × T ∗M que a cada punto x ∈ M le asigna

un tensor del tipo (0, 2), esto es, gx : TxM × TxM → R induce un producto interior en

cada espacio tangente TxM , x ∈M , es decir, 〈v, w〉 , gx(v, w) para todo v y w ∈ TxM .

Una métrica Riemanniana de�nida positiva sobre M es un campo tensorial g

del tipo (0, 2) no degenerado que satisface las siguientes propiedades:

g es de�nido positivo: para todo x ∈ M y para todo v ∈ TxM , gx(v, v) ≥ 0 y

gx(v, v) = 0 si y solo si v = 0 y

g es simétrico: para todo x ∈M y para todo v, w ∈ TxM , gx(v, w) = gx(w, v).

Sean U , V y W espacios vectoriales de dimensión �nita, el espacio de todas las

funciones bilineales de U × V a R es isomorfo al espacio de todas las funciones lineales

U ⊗ V a R, de esto se deduce lo siguiente.

Propiedad del mapeo universal.([2], p. 55) Sea ϕ : U×V → U⊗V un mapeo

bilineal de�nido por (u, v) 7−→ u⊗ v, si τ : U × V → W es un mapeo bilineal y

W es un espacio vectorial, entonces existe un único mapeo linea τ̄ : U ⊗ V → W

tal que el siguiente diagrama conmuta, es decir, τ̄ ◦ ϕ = τ

U ⊗ V
τ̄

##
U × V

ϕ

OO

τ //W

(2.6)

Sean M y N variedades sobre las cuales se de�nen campos vectoriales, uno formas,

campos tensoriales entre otros objetos geométricos. Existe una forma de de�nir estos

objetos sobre otra variedad que tenga características similares a partir del que ya se

14



conoce, esto se hace a través de pull back o push forward y se dan ejemplos de cómo

proceder. Sea ϕ :M → N un mapeo C∞ de la variedadM a la variedad N y sea σ una

1-forma sobre N . El pull back de σ por ϕ denotada por ϕ∗σ, es una 1-forma sobre M

dada por:

(ϕ∗σ)x(v) = σϕ(x)(Txϕ(v)), v ∈ TxM (2.7)

TxM

(ϕ∗σ)x
��

Txϕ // Tϕ(x)N

σϕ(x)
zzR

Si ϕ es un difeomor�smo, el push forward de σ por ϕ denotado por ϕ∗σ se de�ne

por

ϕ∗ = (ϕ−1)∗

(ϕ∗σ)ϕ(x) = (ϕ−1∗σ)ϕ(x) (2.8)

TxM

σx
��

Txϕ // Tϕ(x)N

(ϕ∗σ)ϕ(x)zzR

Tϕ(x)N

(ϕ−1∗σ)ϕ(x)
��

Tϕ(x)ϕ
−1

// TxM

σx
zzR
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2.2. Teoría básica de Lie

Los trabajos de Felix Klein y Sophus Lie, sobre la teoría de grupos de Lie, se aña-

dieron al estudio de la geometría diferencial en el siglo XIX. Klein se dio cuenta que

el estudiar un tipo especí�co de geometría, se traducía en estudiar las relaciones que

permanecían invariantes ante las transformaciones de un grupo especí�co, en particular

alguno de los grupos estudiados por Lie [14].

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable la cual también es dotada con

una estructura de grupo tal que el mapeo G × G → G de�nido por (g, h) 7−→ g · h−1

es C∞ para todo (g, h) ∈ G×G.([2], p. 82)

Se de�nen acciones de un grupo de Lie G en él mismo llamadas traslación a la

izquierda y derecha la cuales se de�nen mediante lo siguiente. Sea g ∈ G, la traslación
a la izquierda y a la derecha por g son respectivamente los difeomor�smos Lg y Rg

de G dados por:

Lg : G→ G, Lg(a) = g · a para todo a ∈ G

Rg : G→ G, Rg(a) = a · g para todo a ∈ G

De esta de�nición se deducen las siguientes propiedades. Sean g, h ∈ G entonces

Lg ◦ Lh = Lgh

Rg ◦Rh = Rhg

Lg ◦Rh = Rh ◦ Lg

En general Lg ◦ Lh 6= Lh ◦ Lg y Rg ◦Rh 6= Rh ◦Rg

Un campo vectorial C∞ X sobre G es invariante a la izquierda si para todo

g ∈ G, L∗gX = X, es decir,

TLg ◦X = X ◦ Lg
ThLg(X(h)) = ThLg(Xh) = Xgh

TG
TLg // TG

G

X

OO

Lg
// G

X

OO

Un álgebra de Lie g sobre R es un espacio vectorial real g junto con un operador

bilineal [·, ·] : g× g→ g (llamado corchete) tal que para todo x, y, z ∈ g, satisface las

siguientes propiedades:
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a) Anti-conmutatividad: [x, y] = -[y, x]

b) Identidad de Jacobi: [[x, y], z] + [[y, z], x] +[[z, x], x] = 0

El conjunto de todos los campos vectoriales invariantes a la izquierda junto con la

operación corchete de Lie forman un algebra de Lie.

Sea G un grupo de Lie, existe un álgebra de Lie asociada a G de�nida como

el conjunto TeG (espacio tangente a G en la identidad e), la cual denotaremos por

g , TeG. Junto con la operación corchete de Lie, esta álgebra es isomorfa a TgG para

cualquier g ∈ G.

Acciones de Grupos sobre variedades

Se pueden de�nir acciones de un grupo de Lie G sobre una variedad M , estas

acciones son conocidas como acción derecha e izquierda y satisfacen las siguientes pro-

piedades.

Dado un grupo de Lie G y M una n-variedad, se dice que G actúa sobre M por la

izquierda si existe un mapeo Φ : G × M → M tal que a cada (g, x)∈ G×M le asigna

g · x , Φ(g, x) ∈M y satisface las siguientes condiciones:

1. Si e es el elemento identidad de G, entonces Φ(e, x) = x para todo x ∈M

2. Si g1 y g2 ∈ G, entonces Φ(g1,Φ(g2, x)) = Φ(g1g2, x) para todo x ∈M

Si Φ es C∞, se dice que la acción de G sobre M es C∞.

Si �jamos un g ∈ G entonces se de�ne el mapeo Φg : M → M dado por Φg(x) =

Φ(g, x), de lo que se puede deducir

Φg1g2(x) = Φg1 ◦ Φg2(x) para todo x ∈M (2.9)

De manera análoga, G actúa sobre M por la derecha si existe Φ : M × G → M

tal que a cada (x, g) ∈ M × G le asigna x · g , Φ(x, g) ∈ M y satisface las siguientes

propiedades:

1. Φ (x, e) = x donde e es el elemento identidad de G y x ∈M
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2. Φ (Φ(x, g1), g2) = Φ(x, g1g2) para todo x ∈M

Si Φ es C∞, se dice que la acción de G sobre M es C∞.

De manera análoga que en la acción izquierda si �jamos un g ∈ G se de�ne un

mapeo Φg : M →M dado por Φg(x) = Φ(x, g) de lo que se puede deducir

Φg1g2(x) = Φg2 ◦ Φg1(x) para todo x ∈M (2.10)

Por ejemplo el grupo de Lie GL(n,R) actúa sobre F ∗(M) por la derecha por la

regla u · a = a−1 ◦ u para u ∈ F ∗(M) y a ∈ GL(n,R) donde ◦ es considerada como

la composición de mapeos pero también para el caso de matrices se considerará como

producto usual de matrices.

Un grupo de Lie actúa sobre sí mismo a la izquierda por un mapeo llamado conju-

gación de�nido por

G×G→ G

(g, h) 7→ Igh

Este mapeo induce un homomor�smo de grupos de Lie para cada g ∈ G llamado el

automor�smo interior inducido por g, de�nido por:

Ig :G→ G, (2.11)

h = ghg−1 (2.12)

La acción adjunta Ad : G × g → g es la tangente de Ig en la identidad e. Fijando

g ∈ G, Adg = TeIg así

Adg : g→ g (2.13)

v 7→ gvg−1 para todo v ∈ g (2.14)
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Capítulo 3

Haces Fibrados Principales y

G-estructuras

En geometría diferencial se suele estudiar las propiedades intrínsecas de estructuras

geométricas bajo la acción de un grupo de transformaciones G. Una estructura geomé-

trica se entiende como una colección de objetos, tales como métricas Riemannianas, sub

Riemannianas, pseudo Riemannianas, distribuciones, codistribuciones, sistemas mecá-

nicos entre otros. Las propiedades intrínsecas identi�can y caracterizan a una estructura

geométrica, permitiendo de esta manera, poder comparar una estructura geométrica

con otra.

En general no existe una forma �universal� que provea parámetros o condiciones

bajo las cuales podamos comparar estructuras que a simple vista pueden parecer muy

distintas o que no tengan nada en común; en estos casos lo único que podemos decir

es que parecen distintas. Sin embargo, dichas estructuras pueden tener representacio-

nes distintas aunque representen lo mismo y aún así no podremos compararlas. Uno

de los obstáculos que nos impide hacer dicha comparación es que conforme el objeto

geométrico sea más complejo, la identi�cación y cálculo de las propiedades intrínsecas

se di�culta.

El estudio de las propiedades intrínsecas se facilita con el estudio de invariantes

diferenciales bajo la acción de un grupo de transformaciones G. El método de equiva-

lencia identi�ca y calcula invariantes diferenciales, y una versión de su aplicación co-

mienza por codi�car la estructura geométrica bajo estudio mediante una G-estructura.

En esencia, una G-estructura es un subhaz o una reducción de un haz �brado principal.
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Este capítulo esta dedicado a entender los conceptos de haz �brado principal, G-

estructuras y conceptos relacionados. En la primera sección (3.1) se explica brevemente

la teoría de haces �brados principales, que son un tipo especial de G-haz donde G es

un grupo de Lie. Así como también la importancia de las trivializaciones y funciones

de transición en la construcción de haces �brados principales. También se dan algunas

nociones sobre haces �brados principales asociados y reducidos. En la segunda sección

(3.2) se da una de�nición de G-estructura y posteriormente se dan algunos ejemplos

de estructuras geométricas codi�cadas mediante una G-estructura.

3.1. Haces Fibrados Principales

Antes de abordar el concepto de haz �brado principal comenzaremos con algo más

simple llamado haz (P,M, π), el cual consiste de un espacio total P , un espacio base

M y una proyección π: P →M . Algunos ejemplos de haces más comunes y conocidos

son el haz tangente y el haz cotangente, con espacios totales P = TM y P = T ∗M ,

respectivamente, espacio base una variedad M y proyecciones naturales dadas por πM

: TM → M y π∗M : T ∗M → M respectivamente. En estos casos a las preimagenes

π−1
M ({x}), π∗−1

M ({x}) para cada x ∈M , se les llama ��bra� sobre ó arriba de x.

Si cada �bra es un espacio vectorial, al haz se le llama haz vectorial y se de�ne

como una cuádrupla (P,M, π, F ), donde F es es un espacio vectorial llamado la �bra

típica y se tiene además que cada �bra de P es difeomorfa a F . Ahora si, F es una

variedad, el haz que se obtiene se le llama haz �brado.

De�nición 1 ([1], p.130) Un haz �brado es una cuadrupla (P,M, π, F ), que satisface

lo siguiente:

P , M y F son variedades lisas,

π: P →M es una submersion suprayectiva de clase C∞, y

Existe un atlas A = {(Ua, ψa) : a ∈ A} para M tal que, para cada a ∈ A, existe
un difeomor�smo ψa : π−1(Ua) → Ua × F , tal que Pr1 ◦ ψa = π, es decir, el

siguiente diagrama conmuta.
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π−1(Ua)
π

��

ψa // Ua × F

Pr1yy
Ua

La �bra sobre x ∈ M es π−1({x}) y la denotamos por Fx. El mapeo ψa en la de�-

nición es llamado trivialización local y Pr1 es la proyección sobre el primer factor.

Una representación de haz �brado es el siguiente (Ver Figura 3.1.1). En la �gura se

muestra que cada �bra de P es un circulo, el cual es una variedad, el espacio base es

M y la proyección π mapea cada �bra a un punto de M .

𝐌 

𝐏 

𝛑 

𝒙 𝒚 𝒛 

𝝅−𝟏({z}) 

𝝅−𝟏({y}) 

𝝅−𝟏({x}) 

𝒘 

𝝅−𝟏({w}) 

Figura 3.1.1. Representación de un haz �brado

Ahora si un grupo de Lie de simetrías actúa suavemente sobre la �bra típica F , el

haz �brado se llama ahora G haz, el cual será dotado de un atlas con las siguientes

propiedades.

De�nición 2 ([9], p. 31) Sea Π = (P,M, π, F ) un haz �brado C∞, y supongase que G

es un grupo de Lie que actúa suavemente sobre F como un grupo de difeomor�smos.

Un G atlas para Π es una colección A = (Ua, φa)a∈A de cartas tal que:

1. Los Ua cubren M ,

2. para cada par de cartas (U,ϕ) y (V, ψ) en A el mapeo Φ
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Φ = ψ ◦ ϕ−1 : (U ∩ V )× F → (U ∩ V )× F

llamado cambio de coordenadas, está de�nido por Φ(x, f) = (x, τ(x)f), donde τ(x) ∈
G, luego τ : U ∩ V → G es un mapeo C∞ llamado una función de transición y se

obtiene en base a las trivializaciones locales que veremos a continuación.

3.1.1. Funciones de Transición

De la de�nición anterior de G-atlas, si tenemos que Uα ∩ Uβ 6= ∅, entonces se tiene
que Uα ∩ Uβ ⊂ Uα y Uα ∩ Uβ ⊂ Uβ, por consiguiente π−1(Uα ∩ Uβ) ⊂ π−1(Uα) y

π−1(Uα ∩ Uβ) ⊂ π−1(Uβ) entonces las trivializaciones α y β satisfacen Pr1 ◦ α = πα y

Pr1 ◦ β = πβ respectivamente.

π−1
α (Uα) α //

πα

��

Uα × F

Pr1xx
Uα

π−1
β (Uβ)

β //

πβ

��

Uβ × F

Pr1
yy

Uβ

α, β trivializaciones locales

Al hacer cambios de coordenadas como en la de�nición (2) se pueden encontrar las

respectivas funciones de transiciones y algunas de sus propiedades.

α ◦ (β)−1 : β(π−1(Uα ∩ Uβ))→ α(π−1(Uα ∩ Uβ))

Uα ∩ Uβ × F
ϕα◦ϕ−1

β //

Pr1
��

Uα ∩ Uβ × F
Pr1
��

Uα ∩ Uβ Id
// Uα ∩ Uβ

Sea (x, f) ∈ Uα∩Uβ×F entonces (α◦β−1) (x, f) = (x, ταβ(x)f), donde ταβ(x) ∈ G,
de esta manera G actúa sobre F , α y β son difeomor�smos. Entonces existen mapeos

ϕα : π−1(Uα)→ G y ϕβ : π−1(Uβ)→ G tales que

ϕα(p · a)(ϕβ(p · a))−1 = ϕα(p)a · (ϕβ(p)a)−1

= ϕα(p)a · a−1(ϕβ(p))−1

= ϕα(p) · e · (ϕβ(p))−1

= ϕα(p)(ϕβ(p))−1
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Observamos que ϕα(p · a)(ϕβ(p · a))−1 = ϕα(p)(ϕβ(p))−1 no depende de p sino de

π(p), es decir π(p ·a) = π(p) = x. Entonces podemos de�nir para x ∈ Uα∩Uβ el mapeo

ταβ : Uα ∩ Uβ → G

tal que ταβ(π(p)) = ϕα(p)(ϕβ(p))−1, para p ∈ π−1(x). Los mapeo ταβ deben ser lisos e

indicar como los espacios Uα×F y Uβ×F , cada cual se puede identi�car con una parte

del haz, es decir es la forma en que se pueden pegar, como se puede observa en la �gura.

) ( ) ( 

𝑃 

𝑀 

𝑈α ∩  𝑈𝛽  

𝜋−1(𝑈α ∩ 𝑈𝛽) 

𝑈α ∩  𝑈𝛽  

𝐺 

𝜑𝛼(p) 

𝜑β(p) 

Figura 3.1.2. Trivializaciones locales

Ahora si Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅, se obtiene las siguientes propiedades:

γβ−1βα−1 = γα−1 τγα : Uγ ∩ Uβ ∩ Uα → G

donde τγα = τγβτβα, a esta propiedad se le llama del cociclo y se satisface, en parti-

cular, ταα = I. Con esta información se pueden identi�car los elementos que conforman

o caracterizan a un haz �brado, es decir, se puede reconstruir un haz �brado si se cuen-

ta con la siguiente información: un grupo que actúa sobre la variedad F , una cubierta

(Uα)α∈A de la variedadM y las funciones de transición que se obtienen al hacer cambios

de coordenadas, como se hizo anteriormente.

Un caso especial de G haz es uno donde F y G son difeomorfos, es decir, para

cualquier f0 ∈ F el mapeo G → F , de�nido por f0 7→ gf0 es un difeomor�smo, este

difeomor�smo no proporciona una identi�cación canónica pues la biyección variará con
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la elección de f0 ∈ F . No obstante, una vez que se elige una identi�cación se puede

tomar a G como F junto con una acción derecha (o izquierda) de G en él mismo, la

acción conmuta con el cambio de coordenadas ([9], p. 36). Con estos elementos se puede

llegar a la siguiente de�nición.

De�nición 3 ([11], p. 294) Un G-haz principal(haz �brado principal) es un haz �brado

(P , M , π, G) junto con una acción ρ : G × P → P sobre P que preserva la �bra, y

satisface las siguientes propiedades:

1. G actúa libre y transitivamente sobre P

(Libre). Para todo p ∈ P si p · a = p entonces a = e.

(Transitivamente). Dados p1 y p2 ∈ P , entonces existe a ∈ G tal que p1 =

p2 · a ∈ P .

2. La acción de G preserva las �bras

Sean p1 y p2 cualesquiera dos puntos de P . Entonces π(p1) = π(p2) si y solo

si existe a ∈ G tal que p1 · a = p2.

3. P es localmente trivial sobre M

Para cualquier x ∈M existe una vecindad U que contiene a x y un difeomor-

�smo ψ de π−1 (U)→ U × G tal que ψ(p) = (π(p), τ(p)) donde τ(p) ∈ G y

también satisface ψ(p · a) = (π(p), τ(p) · a), para toda p ∈ π−1(U) y a ∈ G.
En otras palabras, π−1(U) es difeomorfo a U ×G.

Para cualquier x ∈ M , Fx se llama la �bra arriba de x. Si p es un punto en Fx,

entonces Fx es el conjunto de puntos de la forma p · a, para cada a ∈ G, cada �bra

es difeomorfa a G. Si M es solo un punto entonces P se puede ver como G, luego

para cualquier variedad M , si x ∈ M la preimagen π−1({x}) es una copia de G, por

consiguiente P se puede ver como una colección de copias de G. Es por eso que el haz

�brado principal se considera como una generalización de la noción de grupo de Lie

([11], p. 294).
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3.1.2. Haces �brados principales asociados y reducidos

Dentro de la teoría de haces �brados principales se estudia también a los haces

�brados asociados y reducidos. Los haces �brados asociados se construyen en base a

lo siguiente. Dado un haz �brado principal Π = (P,M, π,G) y una variedad F so-

bre la cual el grupo estructural G actúa por la izquierda (o por la derecha), esto es,

(a, f) ∈ G× F 7−→ a · f ∈ F (o (f, a) ∈ F ×G 7−→ f · a ∈ F ) respectivamente.

Podemos construir un haz �brado asociado con Π cuya �bra típica será F (Ver [10],

p. 54). Consideremos la variedad producto P ×F , sobre la cual G actúa por la derecha

mediante lo siguiente, un a ∈ G mapea (u, f) ∈ P × F 7−→ (u · a, a−1 · f) ∈ P × F . El
espacio cociente de P × F por esta acción de G lo denotamos por E. Observamos que

E es un conjunto y carece de una estructura diferenciable, entonces el siguiente paso

es introducir una estructura diferenciable, en base a la información que se tiene, esto

es equivalente a decir que E es localmente trivial.

Recordemos que Π es un haz �brado principal por lo que P es localmente trivial,

esto es, para cada x ∈ M existe una abierto U de M tal que π−1(U) es isomorfa a

U ×G. Entonces si G actúa sobre π−1(U)×F y dado que π−1(U) ' U ×G, entonces G
actúa sobre U ×G×F por la derecha mediante (x, a, f)7−→ (x, ac, c−1f) donde c ∈ G.
De la proyección π : P → M , podemos de�nir un mapeo de P × F → M , el cual

mapea (u, f)7−→ π(u), este mapeo induce un mapeo πE, llamado la proyección, de E

sobre M , tal que para cada x ∈ M π−1
E (x) es llamada la �bra de E sobre x. Así el

isomor�smo π−1(U) ' U × G induce un isomor�smo π−1
E (U) ' U × F . Si π−1

E (U) es

una subvariedad de E; entonces la πE es un mapeo diferenciable de E en M , con estas

dos propiedades introducimos en E una estructura diferenciable. Por lo tanto el haz

�brado (E,M,F,G, P ), con espacio base M , �bra estándar F y grupo de estructura G

es asociado con Π.

El caso contrario a lo anterior es que dado un haz �brado principal un haz �brado

principal reducido consiste en reducir el grupo de estructura G. Según ([10], p. 53)

dados dos haces �brados principales Π = (P,M, π,G) y Π′ = (P ′,M ′, π′, G′), un ho-

momor�smo f de Π en Π′ consiste de un mapeo f : Π′ → Π y un homomor�smo ρ :

G′ → G tal que f(u′, g′) = f(u′)ρ(g′) para todo u′ ∈ P ′ y g′ ∈ G′. El homomor�smo f

mapea cada �bra de P ′ en una �bra de P y entonces induce un mapeo de M ′ en M .
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Un homomor�smo f̄ : Π′ → Π es llamado embebimiento o inyectivo si f : P ′ → P

es un embebimiento y si ρ : G′ → G es un monomor�smo. Si f : P ′ → P es un em-

bebimiento, entonces el mapeo inducido de M ′ en M es también un embebimiento. Al

identi�car P ′ con f̄(P ′), G′ con f̄(G′) y M ′ con f̄(M ′), decimos que (P ′,M ′, π′, G′)

es un subhaz de (P,M, π,G). Si M ′ = M y el mapeo inducido f̄ : M ′ → M es la

transformación identidad de M , f̄ : Π′ → Π es llamado una reducción del grupo de

estructura G de Π a G′. El subhaz Π′ es llamado haz reducido.

Ejemplos de Haces Fibrados Principales

A continuación se dan algunos ejemplos de haces �brados principales, algunos de

estos ejemplos serán útiles en los siguientes capítulos.

Ejemplo 1 Dado un G-haz principal (P,M, π,G). Un ejemplo simple de haz �brado

principal es πU : π−1(U)→ U , donde π−1(U) es un subconjunto de P , U es un subcon-

junto abierto de M , y πU es la proyección canónica, entonces (π−1(U), U, πU , G) es un

G haz sobre U , por la condición 3, lo que quiere decir que para cualquier x ∈M existe

una vecindad U que lo contiene y π−1(U) es localmente trivial.

Ejemplo 2 Considérese el haz de comarcos F ∗(M), con M es una n-variedad, π la

proyección natural π : F ∗M →M y G = GL(n,R), el grupo de transformaciones linea-

les de Rn en Rn o también conocido como el grupo lineal general de matrices de n× n
con coe�cientes en R, que actúa sobre F ∗M por la derecha mediante la acción de�nida

por: ρa(px) = px · a = a−1 ◦ px. Entonces (F ∗(M),M, π,GL(n,R)) es un haz �brado

principal. En efecto, F ∗(M), M y GL(n,R) son variedades lisas, además la proyección

natural π: P → M es un mapeo suprayectivo y diferenciable tal que si π(px) = x, para

x ∈M entonces la orbita de p se de�ne como:

orb(px) = {ux ∈ F ∗xM | ∃ a ∈ G, ux = px · a, π(ux) = x}

A continuación demostraremos que (F ∗(M),M, π,GL(n,R)) es un haz �brado prin-

cipal, es decir, satisface las condiciones de la de�nición 3:

1. G actúa libremente y transitivamente sobre P . Esto es,
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(Libre). Para todo p ∈ P si p · a = p entonces a = e.

(Transitivamente). Dados p1 y p2 ∈ P , entonces existe a ∈ G tal que p1 =

p2 · a ∈ P .

Demostración. (Libre) Sean p ∈ P , a ∈ G y supongamos que p ·a = a−1 ◦p = p,

donde p es un isomor�smo lineal p : TxM → Rn, entonces existe p−1: Rn →
TxM , tal que, p ◦ p−1 = IdRn , así a−1 ◦ p ◦p−1 = p ◦ p−1, entonces a−1 = IdRn ,

consecuentemente a = IdRn . Por lo tanto G actúa libremente sobre P .

(Transitividad) Dados p1 y p2 ∈ P , existe a = p2 ◦ p−1
1 ∈ G tal que p2 · a =

a−1 ◦ p2 = p1 ◦ p−1
2 ◦ p2 = p1 ∈ P

2. La acción de G preserva las �bras. Es decir, dados p1 y p2 cualesquiera dos puntos

de P . Entonces π(p1) = π(p2) si y solo si existe a ∈ G tal que p1 · a = p2.

Demostración. (=⇒)(Necesidad). Sean p1, p2 ∈ P y supongamos que π(p1) =

π(p2), y recordemos que p1 y p2 son isomor�smos lineales entonces p1 ◦ p2
−1 :

Rn → Rn, es una transformación de Rn en Rn. Luego si llamamos a = p1 ◦ p2
−1

es tal que p1 · a = a−1 ◦ p1 = (p1 ◦ p2
−1)−1 ◦ p1 = p2 ◦ p−1

1 ◦ p1 = p2, entonces

tenemos p1 · a = p2 y a ∈ G.

(⇐=)(Su�ciencia). Ahora supongamos que existe a ∈ G tal que p1 · a = p2, esto

quiere decir que p2 pertenece a orb(p1) y por de�nición de orbita, tenemos que

π(p1) = π(p2).

3. P es localmente trivial. Esto es, para cualquier x ∈ M existe una vecindad U que

contiene a x y existe un difeomor�smo ψ de π−1 (U) → U × G tal que ψ(p) =

(π(p), τ(p)) donde τ(p) ∈ G y también satisface ψ(p · a) = (π(p), τ(p) · a), para

toda p ∈ π−1(U) y a ∈ G. En otras palabras, π−1(U) es difeomorfo a U ×G. Esto
se resume a de�nir una estructura diferenciable sobre F ∗M como sigue

Demostración. Sea x ∈ M y supongamos que existe un abierto U de M tal

que x ∈ U . Dado que M es una variedad diferenciable (U , ϕ) = (U , ϕ1, . . . ϕn)

es una carta coordenada sobre M , con ϕ : U → Rn un isomor�smo lineal. Si

(ϕ1, . . . ϕn) es un sistema coordenado alrededor de x, entonces { ∂
∂ϕ1 |x, . . . , ∂

∂ϕn
|x}

es una base para TxM , con correspondiente base dual {dϕ1|x, . . . , dϕn|x} la cual es
una base para T ∗xM . Entonces cualquier comarco p en x ∈ U puede ser expresado
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de manera única en la forma

px =
n∑

i,j=1

pjidϕ
j|x

donde pji es una matriz invertible y se llama matriz de transformación.

Sea ahora v ∈ TxM , entonces v se puede escribir como una combinación lineal

de los elementos de la base { ∂
∂ϕ1 |x, . . . , ∂

∂ϕn
|x}, esto es, v =

n∑
i=1

vi
∂

∂ϕi
|x, luego

px(v) = px(v
i ∂

∂ϕi
|x) = vipx(

∂

∂ϕi
|x) = vipjidϕ

j|x(
∂

∂ϕi
|x) = vipjiej (3.1)

donde i, j = {1, . . . , n} y {ej : j = 1, . . . , n}, es la base canónica de Rn y sabemos

además que vi = dϕi|x(v) entonces (3.1) se puede escribir en la forma

px(v) = dϕi|x(v)pjiej

Entonces a px lo podemos escribir como px = pjidϕ
i|x ⊗ ej ∈ Γ(F ∗M ⊗ Rn)

por consiguiente [px]
j
i = pji es una matriz única de n×n con coe�cientes reales. De

esta forma identi�camos π−1(U) con U × G tomando ((ϕ1, . . . , ϕn), [px]
j
i ) como

un sistema coordenado de π−1(U). Luego una matriz Aji ∈ Mn×n(R) se puede

de�nir como:

Aji = [px]
j
ir
j(dϕj|x(

∂

∂ϕi
|x)) = rj ⊗ (px(

∂

∂ϕi
|x)) (3.2)

Si η es un mapeo η : π−1({U})→ Rn de�nido por η(px) = rj ⊗ (px(
∂
∂ϕi
|x))

con el requerimiento de que, para px · a = a−1 ◦ p ∈ P , η debe satisfacer:

η(p · a) = a−1 ◦ η(px) = η(p) · a, para toda a ∈ G.

Por lo que debemos veri�car que η satisface lo anterior. Sea a ∈ G entonces:

η(px · a) = η(a−1 ◦ px) = rj ⊗ (a−1 ◦ px( ∂
∂ϕi
|x)) = [A−1]jk[p]

k
i =a

−1 ◦ η(p) ∈ G

Así, de�nimos entonces el mapeo ψ: π−1({U}) → U × Rn tal que

ψ(px) = (π(px), η(px))

para px ∈ π−1(U) y π(px) = x la proyección canónica.
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Solo falta mostrar que ψ es biyectiva

Inyectividad. para cada p1, p2 ∈ π−1(U), si ψ(p1) = ψ(px), entonces p1 = px

Demostración. Sean p1(x) y p2(x) ∈ π−1(U) y supongamos que

ψ(p1(x)) = ψ(p2(x)),

esto es

ψ(p1(x)) = (π(p1(x)), η(p1(x)) = (x, rj ⊗ (p1(
∂

∂ϕi
|x)))

ψ(p2(x)) = (π(p2(x)), η(p2(x)) = (x, rj ⊗ (p2(
∂

∂ϕi
|x)))

entonces rj ⊗ (p1(x)( ∂
∂ϕi
|x)) = rj ⊗ (p2(x)( ∂

∂ϕi
|x)), entonces [p1]ji = [p2]ji y

dado que p1(x) y p2(x) son isomor�smos lineales entonces p1 = p2 entonces

ψ es inyectiva.

Suprayectividad. Para todo (x, a) ∈ U ×Rn, existe un px ∈ π−1(U), tal que

ψ(px) = (x, a)

Demostración.

Sea (x, a) ∈ U × G, existe px ∈ π−1({x}) ⊂ π−1(U) con x ∈ U tal que

π(px) = x y por (3.2) existe A ∈ Mn×n(Rn) tal que Aji = rj ⊗ (p( ∂
∂ϕi
|x)) =

η(p) es un representante de a : Rn → Rn, tal que ψ(p) = (π(p) , η(p)) =

(x, a) por lo tanto ψ es suprayectiva. Luego ψ es inyectiva y suprayectiva

por lo tanto es biyectiva.

Ejemplo 3 Otro ejemplo de haz �brado principal es (P,M, π,G), donde

P = SE(2) =

{(
A b

0 1

)
: A ∈ SO(2), b ∈ R2

}
, M = SE(2)/SO(2) y grupo de es-

tructura G = SO(2) =

{(
A b

0 1

)
∈ SE(2) : b = 0

}
con la acción de�nida como en

el ejemplo anterior p · a = a−1 ◦ p, para todo a ∈ SO(2) y p ∈ SE(2), en este caso

�◦� denota la multiplicación de matrices y π : SE(2) → SE(2)/SO(2) la proyección

canónica.

1. G actúa libremente sobre P , esto es,

(Libre). Para todo p ∈ P si p · a = p entonces a = e.
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(Transitivamente). Dados p1 y p2 ∈ P , entonces existe a ∈ G tal que p1 =

p2 · a ∈ P .

Demostración.(libre) Sean p =

(
A b

0 1

)
∈ P , a =

(
B 0

0 1

)
∈ G y suponga-

mos que p · a = p, esto es

p · a = a−1p =

(
Bt 0

0 1

)(
A b

0 1

)
=

(
BtA Btb

0 1

)
=

(
A b

0 1

)

Entonces BtA = A, Btb = b, lo cual se satisface solo si Bt = I, así a =

(
1 0

0 1

)
por lo tanto G actúa libremente sobre P .

(transitividad) Dados p1 =

(
A b

0 1

)
y p2 =

(
B c

0 1

)
∈ P , existe a = p1 · p−1

2 ,

donde p1 ·p−1
2 =

(
ABt −ABtc+ b

0 1

)
∈ SO(2) si y solo si ABt ∈ SO(2) y −ABtc+b

= 0. Entonces a es tal que p1 · a = p1 · (p1 · p−1
2 ) = p2 ◦ p−1

1 ◦ p1 = p2. por lo tanto

G actúa transitivamente sobre P

2. La acción de G preserva las �bras. Es decir, dados p1 y p2 cualesquiera dos puntos

de P . Entonces π(p1) = π(p2) si y solo si existe a ∈ G tal que p1 · a = p2.

Demostración. (=⇒) Sean p1 =

(
A b

0 1

)
, p2 =

(
C d

0 1

)
∈ P y supongamos

que π(p1) = x = π(p2), esto quiere decir que p1 y p2 pertenecen a la misma

clase de equivalencia, esto es si p1 ∈
[(

BA Bb

0 1

)]
y p2 ∈

[(
B̄C B̄d

0 1

)]
, donde[(

BA Bb

0 1

)]
=

[(
B̄C B̄d

0 1

)]
entonces

BA = B̄C ⇐⇒ C = B̄−1BA

Bb = B̄d⇐⇒ d = B̄−1b

entonces existe a =

(
B−1B̄ 0

0 1

)
∈ H tal que p1 · a = p2

(⇐=) Ahora supongamos que p1 · a = p2, entonces p2 ∈ orb(p1) así π(p1) = π(p2)

3. P es localmente trivial. Esto es, para cualquier x ∈ M existe una vecindad U

que contiene a x y ψ de π−1 (U) → U × G tal que ψ(p) = (π(p), τ(p)) donde

τ(p) ∈ G y también satisface ψ(p · a) = (π(p), τ(p) · a), para toda p ∈ π−1(U) y

a ∈ G. En otras palabras, π−1(U) es difeomorfo a U ×G.
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ψ(p) =

([(
BA Bb

0 1

)]
,

(
B 0

0 1

))

donde

[(
BA Bb

0 1

)]
=

{{(
BA Bb

0 1

)
: B ∈ SO(2)

}
|A ∈ SO(2)yb ∈ R2

}

Donde el espacio cociente deG= SE(2) sobreH = SO(2) denotado por SE(2)/SO(2)

o simplemente por G/H se determina bajo la relación de equivalencia que se describe

a continuación.

Sean a, b ∈ G, a ∼ b si y solo si existe h ∈ H tal que a · b−1 = h. La relación ∼, es
una relación de equivalencia, es decir satisface las siguientes propiedades;

Sean a =

(
A b

0 1

)
, b =

(
B c

0 1

)
y c =

(
C d

0 1

)
∈ G

Re�exividad �a ∼ a�.

a · a−1 =

(
A b

0 1

)(
At −Atb
0 1

)
=

(
AAt −AAtb+ b

0 1

)
=

(
I 0

0 1

)
∈ SO(2)

Antisimétrica �Si a ∼ b entonces b ∼ a�.

a ∼ b si y solo si

a · b−1 =

(
A b

0 1

)(
Bt −Btc
0 1

)
=

(
ABt −ABtc+ b

0 1

)
∈ SO(2)

esto es verdad si y solo si ABt ∈ SO(2) y −ABtc + b = 0 podemos deducir

(ABt)−1 ∈ SO(2) y b = ABtc, si y solo si, BAt ∈ SO(2) y c = BAtb, esto es,(
BAt c−BAtb

0 1

)
=

(
B c

0 1

)(
At −Atb
0 1

)
= b · a−1

entonces b ∼ a

Transitividad �Si a ∼ b y b ∼ c entonces a ∼ c�.

a · b−1 =

(
A b

0 1

)(
Bt −Btc
0 1

)
=

(
ABt −ABtc+ b

0 1

)
∈ SO(1)

b · c−1 =

(
B c

0 1

)(
Ct −Ctd
0 1

)
=

(
BCt −BCtd+ c

0 1

)
∈ SO(2)
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esto es si y solo si

ABt, BCt ∈ SO(2) (3.3)

−ABtc+ b = 0 (3.4)

−BCtd+ c = 0 (3.5)

entonces ABtBCt ∈ SO(2), luego de (3.4), y (3.5) c = BAtb y c = BCtd , en

efecto

ABtBCt = ACt ∈ SO(2)

−ACtd+ b = 0

entonces (
ACt b−ACtd

0 1

)
=

(
A b

0 1

)(
Ct −Ctd
0 1

)
= a · c−1

por lo tanto a ∼ c.

Así ∼ es una relación de equivalencia.

Ahora dado que ∼ es una relación de equivalencia, podemos de�nir entonces el

espacio cociente G/H = {H · g : g ∈ G} donde H · g = {f ∈ G : f ∼ g} es la clase de

equivalencia de g.

Por otro lado el espacio cociente SE(2)/SO(2) es isomorfo a R2, para demostrar

esto debemos encontrar un isomor�smo ϕ : R2 → SE(2)/SO(2).

Proponemos ϕ : R2 → SE(2)/SO(2) tal que a cada b ∈ R2 le asigna [g] =[(
I b

0 1

)]
donde [g] = H · g es la clase de equivalencia de g =

(
I b

0 1

)
. Demos-

traremos que ϕ es biyectiva.

b) ϕ es inyectiva. Sean b, b̄ ∈ R2 y supongamos que ϕ(b̄) = ϕ(b), esto es

ϕ(b̄) =

[(
I b̄

0 1

)]
=

[(
I b

0 1

)]
= ϕ(b), entonces b̄ = b.

c) ϕ es suprayectiva. Sea c =

[(
A b

0 1

)]
∈ SE(2)/SO(2), entonces existe b ∈ R2

tal que ϕ(b) = c.

Entonces, dado que ϕ es inyectiva y suprayectiva entonces ϕ es biyectiva y por lo

tanto SE(2)/SO(2) ' R2.
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3.2. G-estructuras

Un caso especial de subhaz �brado principal, es uno llamado G-estructura, el cual

es una reducción de un haz �brado principal. En esta sección se da una de�nición de

G-estructura en términos de un espacio vectorial y posteriormente se darán algunos

ejemplos de estructuras geométricas que serán codi�cadas mediante una G-estructura.

De�nición 4 ([11] p. 310) Sea G un subgrupo Lie de GL(V ), donde V es un espacio

vectorial. Una G-estructura también denotada por BG sobre una n-variedad M , es una

reducción de F ∗(M) al grupo G. Equivalentemente, BG es una subvariedad de F ∗M

tal que dados p ∈ BG y a ∈ GL(V ), p · a ∈ BG si y solo si a ∈ G.

Existe una forma de encontrar la G-estructura de un objeto en base a la de�nición

del mapeo ψ de la de�nición de haz �brado principal (3), a través de las funciones de

transición τ ([10], p. 52), esto es importante en la construcción de G-estructuras, sin

embargo procederemos un poco diferente. Enseguida se dan algunos ejemplos para ilus-

trar el proceso de codi�cación de estructuras geométricas mediante una G-estructura.

3.2.1. Codi�cación de objetos mediante una G-estructura

Al principio de este capítulo se mencionó que la aplicación del método de equi-

valencia comienza codi�cando la estructura geométrica bajo estudio mediante una G-

estructura. Esto con la �nalidad de establecer un formalismo común en el que podamos

comparar estructuras geométricas que a simple vista parezcan no tener nada en común.

Una G-estructura de una estructura geométrica caracteriza completamente una estruc-

tura geométrica en el sentido de que si solo se especi�ca la G-estructura, se puede

determinar la estructura geométrica de que se trata. A continuación se dan algunos

ejemplos de estructuras geométricas y sus respectivas G-estructuras.

Ejemplo 4 Caracterización de una estructura Riemanniana

Paso de una métrica Riemanniana a la G-estructura. Sea M una n-variedad

dotada de una métrica Riemanniana g̃ y px ∈ F ∗xM y sea {u1, . . . , un} una base orto-

normal de TxM en la métrica g̃x tal que {px(u1) = e1, . . . , px(un) = en} la base canónica
de Rn, es decir, si px. Dado que M está dotada de una métrica riemanniana entonces

se tiene lo siguiente

δij = 〈ei, ej〉 = g̃x(ui, uj) = 〈Aki uk, Aljul〉 = Aki 〈uk, ul〉Alj = Aki δklA
l
j
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se tiene, δij = Aki δklA
l
j = AliA

l
j = [At]liA

l
j, por lo tanto At = A−1 y A ∈ O(n). Esto

quiere decir que el isomor�smo px queda determinado con solo conocer las imágenes de

los de los vectores base de TxM y dado que M es dotada de una métrica Riemanniana,

entonces a px lo podemos considerar como una transformación ortogonal. Esto es, px

mapea bases ortonormales de TxM en base ortonormales de Rn, por lo que la matriz

de transformación será ortogonal. Esto es equivalente a decir px es una isometría de

TxM en Rn.

Luego si tomamos el conjunto de todos los comarcos de F ∗M que son isometrías y

al grupo de estructura O(n) subgrupo de GL(n,R) con acción derecha de�nida como en

los ejemplos 2 y 3, obtenemos la O(n)-estructura dada por (BO(n),M, π,O(n)), donde

BO(n) =
∐
x∈M

(BO(n))x,

(BO(n))x = {a−1 ◦ px : a ∈ O(n)} con

• px : TxM → Rn es una isometría.

• Y grupo de estructura O(n), el grupo ortogonal de dimensión n, con acción

derecha de�nida mediante p · a = a−1 ◦ p, donde p ∈ F ∗M y a ∈ O(n).

De esta forma una métrica Riemanniana sobre una variedad M es caracterizada por

la O(n)-estructura, esto es equivalente a decir, que una métrica Riemanniana es de-

terminada por un conjunto de comarcos p ∈ F ∗M que a cada punto x ∈ M le asigna

una isometría px de TxM en Rn y dado que el grupo de estructura es O(n), entonces

px es una transformación ortogonal. En el siguiente caso solo se especi�cará una O(n)-

estructura y determinaremos a que estructura geométrica describe.

Paso de una O(n)-estructura a la métrica. Sea la O(n)-estructura dada por

BO(n) =
∐
x∈M

(BO(n))x, con

(BO(n))x = {a−1 ◦ px : a ∈ O(n)} donde

• px : TxM → Rn es una isometría.

• O(n) grupo ortogonal de dimensión n, con acción derecha de�nida mediante

p · a = a−1 ◦ p, donde p ∈ F ∗M y a ∈ O(n).
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Sea f : M → Rn, entonces (f ∗g)x(v, w) = gf(x)(Txf(v), Txf(w))(por de�nición de pull

back), donde Txf = px. Dado que Bg es el conjunto de isometrías de TxM en Rn,

entonces se tiene que g̃x(v, w) = gf(x)(px(v), px(w)), para todo v, w ∈ TxM , es decir px

preserva el producto interior, donde gf(x) es la métrica euclidiana en Rn, por otro lado

debemos veri�car que g̃x es una métrica.

i. g̃x es bilineal.

Sean v1, v2, w1 y w2 ∈ TxM y α, β ∈ R.
g̃x(αv1 + v2, βw1 +w2) = g(p(αv1 + v2), p(βw1 +w2)), p es un isomor�smo lineal

y se tiene que g es bilineal, por lo tanto g̃x(αv1 + v2, βw1 +w2) = α g̃x(v1, w1)+

β g̃x(v2, w2).

ii. g̃x es simétrica.

Dado que gx es simétrica, entonces lo es gx por de�nición.

ii. g̃x es no degenerada.

Sea x ∈ M y sean v,w ∈ TxM\{0}.
g̃x(v, w) = gx(p(v), p(w)) 6= 0 pues p es un isomor�smo, es decir, ker(p) = {0}.
Así g̃x es no degenerada.

iii. g̃x es única. Dado que px es un isomor�smo lineal y gf(x) es la métrica euclidiana

en Rn, se tiene que

(f ∗g)x = gf(x) ◦ px = g̃x

gf(x) es un tensor del tipo (0, 2) es diferenciable y px también es diferenciable

entonces gf(x) ◦ px también es diferenciable. Así g̃x es diferenciable.

Ejemplo 5 Caracterización de una estructura Sub-Riemanniana.

Una métrica es por de�nición un producto interior sobre vectores tangentes (Ver [6],

p.29). Dada una variedad M , una métrica induce un producto interior en cada espacio

tangente a M . Si (P,M, π, F ) es un haz vectorial, entonces una �bra métrica sobre P

es un producto interior sobre cada �bra Fx. Una métrica sub-Riemanniana sobre una

variedad M es una �bra métrica (un producto interior 〈·, ·〉H) sobre una distribución

lisa H ⊂ TM . Es decir, la longitud solo tiene sentido para vectores en H, llamamos

una estructura sub-Riemanniana a la tripla (M,H, 〈·, ·〉H).
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Un caso particular de estructura Sub-Riemanniana es aquel en el que dada una

variedad M dotada de una métrica Riemanniana g = 〈·, ·〉M y H una distribución so-

breM , la métrica restringida a la distribución H g|H, es una métrica sub-Riemanniana.

Paso de una estructura Sub-Riemanniana a la G-estructura. Sea una va-

riedad M = {X ∈ R3 : |x2| < 1} de dimensión 3 dotada de una métrica g de�nida por

gx = dx1⊗dx1 +dx2⊗dx2 +dx3⊗dx3 +x2dx1⊗dx3 +x2dx3⊗dx1 cuya representación

matricial es

[gx] =

(
1 0 x2

0 1 0

x2 0 1

)

y una distribuciónH sobreM dada porHx = span{X1(x), X2(x)}, con X1(x) = ∂
∂x1
|x+

x2
∂
∂x1
|x y X2(x) = ∂

∂x1
|x. Usando representación matricial, se tiene

Hx = span

{(
1

0

x2

)
,

(
0

1

0

)}

Para representar la estructura Sub-Riemanniana (M,H, g|H) mediante unaG-estructura

en términos de comarcos elegimos un comarco adaptado a H; p = (η1 η2 θ)
t se dice ser

adaptado a H si θ aniquila a H, equivalentemente, Hx = ker(θ(x)). Determinar tal θ

equivale a resolver la siguiente ecuación:

θx(X1(x), X2(x)) = (θ31 θ32 θ33)

(
1 0

0 1

x2 0

)
= (0 0) (3.6)

entonces tenemos

θ31 + x2θ33 = 0 =⇒ θ31 = −x2θ33

θ32 = 0

Tomando θ33 = 1, se tiene θ(x) = −x2dx1 + 0dx2 + dx3 o, escrito como vector

renglón θ(x) = (−x2 0 1), determina de manera única a Hx. Esto quiere decir, que

θ codi�ca de manera única a la distribución H.

Ahora solo falta determinar que información podrá caracterizar de manera única

a la métrica sub-Riemanniana. Una forma de proceder es restringir la métrica g a H.
Al restringir la métrica se pierde información de g, es decir, la métrica restringida a H
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solo será de�nida sobre los vectores de H y fuera de H no sabremos nada. Por lo tanto

una vez que restrinjamos la métrica g no podremos obtenerla nuevamente.

Para encontrar una representación de la métrica sub-Riemanniana debemos calcu-

lar gx(Xi(x), Xj(x)) = X t
i(x)[gx]Xj(x), donde [gx] es el representante de gx en la base

{Xi(x) : i = 1, 2} de Hx, esto es:

g11
x = ( 1 0 x2 )

(
1 0 x2

0 1 0

x2 0 1

)(
1

0

x2

)
= 1 + 3x2

2

g12
x = ( 1 0 x2 )

(
1 0 x2

0 1 0

x2 0 1

)(
1

0

0

)
= 0

g21
x = ( 0 1 0 )

(
1 0 x2

0 1 0

x2 0 1

)(
1

0

x2

)
= 0

g22
x = ( 0 1 0 )

(
1 0 x2

0 1 0

x2 0 1

)(
1

0

0

)
= 1

Denotamos la métrica sub-Riemanniana por gx|Hx la cual tiene una representación

matricial dada por

[gx]|Hx =

(
1 + 3x22 0

0 1

)
, en la base

{(
1

0

x2

)
,

(
0

1

0

)}
(3.7)

Esto muestra que al restringir gx a la distribución Hx se pierde información y no

podremos recobrar a gx nuevamente. Entonces podemos decir que la estructura Sub-

Riemanniana contiene menos información.

Ahora debemos relacionar la información que obtuvimos con el comarco px adaptado

a Hx, dado que px puede verse como un isomor�smo lineal px : TxM → R3, entonces

tiene una matriz asociada invertible de 3×3 esto es

η1(x) = η11dx1 + η12dx2 + η13dx3

η2(x) = η21dx1 + η22dx2 + η23dx3

θ(x) = θ31dx1 + θ32dx2 + θ33dx3

esto es equivalente a
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px =

(
η1(x)

η2(x)

θ(x)

)
=

(
η11 η12 η13

η21 η22 η23

θ31 θ32 θ33

)(
dx1

dx2

dx3

)

donde la matriz asociada a px (o el representante de px) esta dada por

[px] =


η11 η12 η13

η21 η22 η23

θ31 θ32 θ33



El siguiente paso será hallar de manera explícita una expresión de px. Ya sabemos

que es θx solo falta determinar η1(x) y η2(x), para esto procedemos de manera análoga

que en el ejemplo anterior, es decir, debemos encontrar una base ortonormal de Hx en

la métrica gx, mediante el proceso de ortonormalización de Gramm-Schmidt.

Los vectores X1(x) =

(
1

0

x2

)
y X2(x)=

(
0

1

0

)
son linealmente independientes y or-

togonales. Luego para obtener una base ortonormal debemos calcular la norma de los

vectores usando la métrica gx como sigue.

∥∥∥∥∥
(

1

0

x2

)∥∥∥∥∥
2

= ( 1 0 x2 )

(
1 0 x2

0 1 0

x2 0 1

)(
1

0

x2

)
= 1 + 3x2

2∥∥∥∥∥
(

0

1

0

)∥∥∥∥∥
2

= ( 0 1 0 )

(
1 0 x2

0 1 0

x2 0 1

)(
0

1

0

)
= 1

y dividimos X1(x) y X2(x) por sus respectivas normas, para obtener los vectores

unitarios u1 =

 1/
√

1 + 3x22

0

x2/
√

1 + 3x22

 y u2 =

(
0

1

0

)
.

Una vez obtenidos estos vectores unitarios, se determinarán sus duales, es decir los

ηi para i = 1, 2, tales que ηi(uj) = δij, donde δij es la delta de Kronecker. Para esto se

debe resolver la siguiente ecuación:

(
η11 η12 η13

η21 η22 η23

) 1/
√

1 + 3x22 0

0 1

x2/
√

1 + 3x22 0

 =

(
1 0

0 1

)

Se deduce fácilmente que η12 = 0, η22 = 1 y
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η11
1√

1 + 3x2
2

+ η13
x2√

1 + 3x2
2

= 1

η21
1√

1 + 3x2
2

+ η23
x2√

1 + 3x2
2

= 0 (3.8)

si η13 = η23 = 0 entonces η11 =
√

1 + 3x2
2 y η21 = 0. Así

(
η11 η12 η13

η21 η22 η23

)
=

( √
1 + 3x22 0 1

0 1 0

)

Es lo mismo que escribir η(x) =

( √
1 + 3x22 0 1

0 1 0

)
y por construcción se satisface

η(x)(Xi(x)) =

(
1 0

0 1

)
es una transformación ortogonal, entonces η(x)|Hx es una

isometría de Hx en R2. Por lo tanto una estructura sub-Riemanniana se puede describir

en términos de comarcos. Particularmente uno de estos comarcos tiene representación

explícita

[px] =

( √
1 + 3x22 0 0

0 1 0

−x2 0 1

)

Pero en general se tiene de (3.6) y (3.8) que px es de la forma:

[px] =

(
−x2η13 +

√
1 + 3x22 0 η13

−x2η23 1 η23

−x2θ33 0 θ33

)

Ahora para encontrar el grupo de estructura consideramos otro comarco

[p̄x] =

(
−x2η̄13 +

√
1 + 3x22 0 η̄13

−x2η̄23 1 η̄23

−x2θ̄33 0 θ̄33

)

tal que [px] = A[p̄x], debemos calcular la matriz de transformación A, esto es equi-

valente a calcular A = [px][p̄x]
−1. Primero debemos obtener [p̄x]

−1, por simples cálculos

obtenemos que det([p̄x]−1) = θ̄33

√
1 + 3x2

2 y matriz adjunta

Ad([P̄x]) =


θ̄33 0 −η̄13

0 θ̄33

√
1 + 3x2

2 −η̄23

√
1 + 3x2

2

x2θ̄33 0 −x2η̄13 +
√

1 + 3x2
2


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entonces

[P̄x]
−1 =


1√

1+3x22
0 − η̄13

θ̄33
√

1+3x22

0 1 −η̄23
θ̄33

x2√
1+3x22

0
−x2η̄13+

√
1+3x22

θ̄33
√

1+3x22


Luego

A = [Px][P̄x]
−1 =


−x2η13 +

√
1 + 3x2

2 0 η13

−x2η23 1 η23

−x2θ33 0 θ33




1√
1+3x22

0 − η̄13

θ̄33
√

1+3x22

0 1 −η̄23
θ̄33

x2√
1+3x22

0
−x2η̄13+

√
1+3x22

θ̄33
√

1+3x22



=


1 0 η13−η̄13

θ̄33

0 1 η23−η̄23
θ̄33

0 0 1
θ̄33


Así, podemos observar que el grupo de estructura está dado por el conjunto de

matrices en bloques de la forma:

G =

{(
A B

0 c

)
| A ∈ O(2), B ∈M2×1, c ∈ R\{0}

}

�nalmente la G-estructura que obtenemos es (BG,M, π,G) donde:

BG =
∐
x∈M

(BG)x,

(BG)x = {a−1 ◦ px : a ∈ G} con

• px =

(
η(x)

θ(x)

)
=

( √
1 + 3x22 0 0

0 1 0

−x2 0 1

)
• ker(θx) = Hx

• Y grupo de estructuraG =

{(
A B

0 c

)
| A ∈ O(2), B ∈M2×1, c ∈ R\{0}

}
con acción derecha de�nida mediante p·a = a−1◦p, donde p ∈ F ∗M y a ∈ G.

Paso de la G-estructura a la estructura Sub-Riemanniana.

Considérese la G-estructura descrita mediante (BG,M, π,G) donde G es el conjunto

de matrices en bloques de la forma:
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G =

{(
A B

0 c

)
|A ∈ O(2), B ∈M2×1, c ∈ R\{0}

}

Con acción por la derecha sobre BG dada por p · a = a−1 ◦ p. Donde BG se describe

como sigue

BG =
∐
x∈M

(BG)x,

(BG)x = {a−1 ◦ px : a ∈ G} con

• px =

(
η(x)

θ(x)

)
=

( √
1 + 3x22 0 0

0 1 0

−x2 0 1

)
• ker(θx) = Hx

De la BG-estructura se puede obtener la siguiente información. De la de�nición de

ker(θ(x)) = Hx, podemos deducir

Hx =

{(
a

b

x2a

)
| a, b ∈ R

}

Claramente, una base para Hx es X1(x) =

(
1

0

x2

)
y X2(x) =

(
0

1

0

)
.

También tenemos que η(x) : Hx → R2 es una isometría, lo cual quiere decir que

preserva el producto interior y existe una métrica de�nida sobreH tomamos un comarco

de la BG-estructura, el cual es de la forma px =

(
Aη(x) +Bθ(x)

cθ(x)

)
y elegimos la base

{X1(x), X2(x)} de Hx. Dados v, w ∈ Hx, existen v1, v2 ∈ R y w1, w2 ∈ R tales que

v =

(
v1

v2

x2v1

)
y w =

(
w1

w2

x2w1

)
Dado que η̄(x) = Aη(x)+Bθ(x) debe ser una isometría y se tiene además A ∈ O(2),

B ∈M2×1 y θ(x) aniquila a Hx tenemos que η̄(x) preserva el producto interior esto es

para la base canónica {e1, e2} de R2

〈e1, e2〉 = et1

(
1 0

0 1

)
e2 = 〈η̄(x)(v), η̄(x)(w)〉Hx = 〈Aη(x) +Bθ(x)(v), Aη(x) +Bθ(x)(w)〉

= 〈Aη(x)(v), Aη(x)(w)〉.
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Entonces

〈η̄(x)(v), η̄(x)(w)〉Hx = 〈Aη(x)(v), Aη(x)(w)〉

=

〈
A

(
−x2η13 +

√
1 + 3x22 0 η13

−x2η23 1 η23

)(
v1

v2

x2v1

)
, A

(
−x2η13 +

√
1 + 3x22 0 η13

−x2η23 1 η23

)(
w1

w2

x2w1

)〉

=

〈
A

(
v1

√
1 + 3x2

2

v2

)
, A

(
w1

√
1 + 3x2

2

w2

)〉

=
(
v1

√
1 + 3x2

2 v2

)
AtA

(
w1

√
1 + 3x2

2

w2

)

pero A ∈ O(2) entonces AtA = I. Así, se tiene que

〈η̄(x)(v), η̄(x)(w)〉Hx = v1w1(1 + 3x2
2) + v2w2

=
(
v1 v2

)t( 1 + 3x2
2 0

0 1

)(
w1

w2

)

Por lo tanto la métrica sobreHx es [gx|Hx ] =

(
1 + 3x2

2 0

0 1

)
en la base {X1(x), X2(x)},

la cual coincide con la métrica dada en (3.7).

Ejemplo 6 Caracterización de una métrica Riemanniana g y una distribu-

ción H sobre una 3-variedad M , mediante una G-estructura.

Un sistema no holonómico puede ser representado como una tripla (M,G,H), donde a

M se le llama variedad de con�guraciones que representa todas las posibles posiciones

del sistema, G es la métrica asociada a la energía cinética y H una distribución no

holonómica que representa las velocidades permitidas por las restricciones. Un sistema

mecánico simple, llamado por algunos autores, forma encadenada extendida (FEE) (Ver

[17]), es representado como (R3,G,H), donde G = dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2 + dx3 ⊗ dx3

es la métrica euclidiana en R3 y una distribución no holonómica

Hx = span

{
v1 =

(
1

0

x2

)
, v2 =

(
0

1

0

)}
.

Las ecuaciones dinámicas que lo rigen son:
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ẍ1 = u1

ẍ2 = u2 (3.9)

ẍ3 = x2u1

Como podemos observar esta estructura geométrica incluye los dos casos anteriores,

es decir, para caracterizar esta estructura geométrica mediante una G-estructura de-

bemos codi�car la métrica Riemanniana G la cual está de�nida sobre todoM y no solo

sobre H, y también debemos codi�car la distribución H. para obtener la G-estructura

que lo codi�ca procedemos de manera análoga a los ejemplos anteriores.

En este caso primero de�nimos una base para TxM = R3, para esto consideramos los

primeros dos vectores que generan a la distribución Hx, es decir, v1 y v2 son linealmente

independientes luego tomamos un tercer vector que sea linealmente independiente a

estos dos vectores para esto proponemos el vector

v3 =

(
0

0

1

)

Lo siguiente es obtener una base ortonormal usando el proceso de ortonormalización

de Gram-Schmidt calculamos entonces lo siguiente:

ũ1 = v1, luego u1 = v1
‖v1‖ donde∥∥∥∥∥

(
1

0

x2

)∥∥∥∥∥
2

= ( 1 0 x2 )

(
1 0 0

0 1 0

0 0 1

)(
1

0

x2

)
= 1 + x2

2. Así u1 =


1√

1+x22

0
x2√
1+x22


Luego

ũ2 = v2 −
〈v2, u1〉
〈u1, u1〉

u1 =

(
0

1

0

)
− 0

1


1√

1+x22

0
x2√
1+x22

 =

(
0

1

0

)
. Así u2 =

(
0

1

0

)

Por último calculamos ũ3 = v3 − 〈v3,ũ1〉〈u1,ũ1〉u1 − 〈v3,ũ2〉〈u2,ũ2〉u2, esto es,

ũ3 =

(
0

0

1

)
− x2√

1 + x2
2

 1√
(1+x22)

0
x2√

(1+x22)

− 0 =

 − x2
1+x22

0

1− x22
1+x22

 =

 − x2
1+x22

0
1

1+x22


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El vector obtenido ũ3 ahora sí es ortogonal a u1 y u2, solo falta normalizarlo para

completar la base ortonormal de TxM .

∥∥∥∥∥∥
 − x2

1+x22

0
1

1+x22

∥∥∥∥∥∥
2

=
1

1 + x2
2

,

por lo que el vector ortonormal que genera el complemento ortogonal engendrado por

u1 y u2 es:

u3 =
√

1 + x2
2

 − x2
1+x22

0
1

1+x22

 =

 − x2√
1+x22

0
1√

1+x22


Por lo tanto {u1, u2, u3} forma una base ortonormal para TxM . Lo que sigue es repre-

sentar toda esta información en términos de comarcos, entonces debemos encontrar un

comarco px =

(
η1(x)

η2(x)

θ(x)

)
∈ F ∗xR3 tal que {η1(x), η2(x), θ(x)} sea una base adaptada a

Hx, es decir, ker(θ(x)) = Hx y px : TxM → R3 sea una isometría. Una forma simple

de lograr que px sea una isometría, consiste en requerir que:

px(ui) = ei para i = 1, 2, 3

Para obtener [px] de manera explícita, basta con obtener la inversa de la matriz con

entradas dadas por las componentes de los ui;

(u1, u2, u3) =


1√

1+x22

0 − x2√
1+x22

0 1 0
x2√

(1+x22)
0 1√

1+x22

 . Así [px] =


1√

1+x22

0 x2√
1+x22

0 1 0

− x2√
(1+x22)

0 1√
1+x22

 .

En este caso θ(x) = − x2√
1+3x222

dx1 + 0dx2 + 1√
1+3x22

dx3, veri�caremos que θ aniquila

a la distribución Hx, para esto debemos resolver la siguiente ecuación:

θx(X1(x), X2(x)) =
(
− x2√

1+3x222
0 1√

1+3x22

)( 1 0

0 1

x2 0

)
= (0 0) (3.10)

Es evidente que se satisface la ecuación entonces Ker(θ(x)) = Hx. Por lo tanto px es

un comarco adaptado a la distribución Hx y a su vez es una isometría de TxM en R3.
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Falta determinar el grupo de estructura, para esto, suponemos que p̄x es otro comarco

que satisface las mismas condiciones que px, es decir, p̄x también es una isometría. Se

puede deducir fácilmente que el grupo de transformaciones es G = O(3), dado que es

una transformación ortogonal.

Por lo tanto la O(3)-estructura que representa a la FEE se describe mediante la

cuádrupla (BO(3),R3, π, O(3)) donde

BO(3) =
∐
x∈M

(BO(3))x,

(BG)x = {a−1 ◦ px : a ∈ G} con

• px =

(
η(x)

θ(x)

)
=


1√

1+x22

0 x2√
1+x22

0 1 0

− x2√
(1+x22)

0 1√
1+x22

 es una isometría

• ker(θx) = Hx, donde θx = − x2√
1+3x222

dx1 + 0dx2 + 1√
1+3x22

dx3.

• Y grupo de estructura O(3), el grupo ortogonal de dimensión 3, con acción

derecha de�nida por p · a = a−1 ◦ p.

Paso de la O(3)-estructura a la estructura geométrica.

El paso de la O(3)-estructura a la estructura geométrica se hace de manera análoga que

en los ejemplos anteriores. Esto es, Sea la O(3)-estructura (BO(3),R3, π, O(3)) donde

BO(3) =
∐
x∈M

(BO(3))x,

(BG)x = {a−1 ◦ px : a ∈ G} con

• px =

(
η(x)

θ(x)

)
=


1√

1+x22

0 x2√
1+x22

0 1 0

− x2√
(1+x22)

0 1√
1+x22

 es una isometría.

• ker(θx) = Hx, donde θx = − x2√
1+3x222

dx1 + 0dx2 + 1√
1+3x22

dx3.

• Y grupo de estructura O(3), el grupo ortogonal de dimensión 3, con acción

derecha de�nida por p · a = a−1 ◦ p.

De la de�nición de ker(θx) = Hx podemos deducir que

Hx =

{(
v1

v2

x2v1

)
| v1, v2 ∈ R

}
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Ahora para obtener la métrica consideramos el dual de [px] para encontrar una base

de TxM , para lo cual obtenemos la base dada poru1 =


1√

1+x22

0
x2√
1+x22

 , u2 =

(
0

1

0

)
, u3 =


−x2√
1+x22

0
1√

1+x22




Luego cualquier vector v y w ∈ TxM se pueden escribir como una combinación lineal

de los vectores de la base, esto es,

(
v1

v2

v3

)
= v1


1√

1+x22

0
x2√
1+x22

+ v2

(
0

1

0

)
+ v3


−x2√
1+x22

0
1√

1+x22

 =


1√

1+x22

v1 − x2√
1+x22

v3

v2
x2√
1+x22

v1 + 1√
1+x22

v3


de manera análoga

(
w1

w2

w3

)
= w1


1√

1+x22

0
x2√
1+x22

+ w2

(
0

1

0

)
+ w3


−x2√
1+x22

0
1√

1+x22

 =


1√

1+x22

w1 − x2√
1+x22

w3

w2

x2√
1+x22

w1 + 1√
1+x22

w3


Sea p̄x y px comarcos que son a su vez isometrías se tiene

〈p̄x(v), p̄x(w)〉 = 〈Apx(v), Apx(w)〉 = 〈Apx(v), Apx(w)〉

Podemos deducir fácilmente mediante algunos cálculos

〈
A


1√

1+x22

0 x2√
1+x22

0 1 0

− x2√
(1+x22)

0 1√
1+x22

 v,A


1√

1+x22

0 x2√
1+x22

0 1 0

− x2√
(1+x22)

0 1√
1+x22

w

〉
= vtAtAw

con v y w de�nidos como antes y A ∈ O(3). Luego obtenemos

〈Apx(v), Apx(w)〉 = vtw = v1w1 + v2w2 + v3w3 = Gx(v, w)

con G la métrica euclidiana, esto es, G = dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2 + dx3 ⊗ dx3.

Una vez que las estructuras geométricas son descritas por alguna G-estructura,

el siguiente paso es obtener los invariantes diferenciales de tales G-estructuras. Para

esto debemos tener conocimiento de las herramientas necesarias para el cálculo de

invariantes diferenciales, que se estudiarán en el siguiente capítulo.
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Capítulo 4

Invariantes diferenciales de

G-estructuras

Dentro de la aplicación del método de equivalencia es importante abordar algunos

conceptos importantes para la identi�cación y cálculo de invariantes diferenciales de

G-estructuras. Los invariantes diferenciales son los que proporcionan condiciones nece-

sarias, y en ocasiones también su�cientes, para determinar si dos G-estructuras son o

no equivalentes entre sí. Una forma para determinar la equivalencia de G-estructuras se

hace a través de a través del pullback de la forma de Maurer-Cartan. también conocida

como la derivada de Darbox.

La sección 3.1 esta dedicada a analizar la ecuación estructural que involucra a

la forma de Maurer-Cartan y su importancia dentro de la identi�cación y cálculo de

invariantes diferenciales. La sección 3.2 trata acerca de la derivada de Darboux y una

pequeña introducción al teorema fundamental del cálculo en la versión de la geometría

de Cartan. La sección 3.3 tiene como objetivo principal mostrar un ejemplo sencillo de

aplicación del método de Cartan para determinar la equivalencia de curvas en el plano.

4.1. Forma de Maurer-Cartan

En el espacio euclidiano, la traslación paralela de vectores nos permite encontrar

una trivialización canónica sobre el haz tangente. Esta noción es tan fundamental que

algunos autores de�nen dos vectores de�nidos en distintos puntos de Rn como el mismo,

si existe una traslación que lleve uno en la misma posición que el otro. La posibilidad
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de hacer esto depende sobre la la existencia de un grupo; en este caso, el grupo de

traslaciones actúa libre y transitivamente sobre Rn ([9], p. 96).

Según Sharpe ([9], p. 96) lo anterior aplica a cualquier grupo de Lie G, porque

para cualquier elemento g ∈ G la traslación a la izquierda por g es un difeomor�smo

Lg : G→ G de�nido por Lg(a) = g · a, con inversa Lg−1 . Esta última induce un mapeo

de haces tangentes TLg−1 : TG → TG el cual, evaluado en el punto g, le asigna un

isomor�smo TgLg−1 : TgG → TeG de espacios vectoriales. En particular, recordemos

que g = TeG, tenemos que TgG es isomorfo a g para cualquier g ∈ G. Esto determina

una trivialización canónica del haz tangente TG.

El mapeo ωg = TgLg−1 es llamado �forma de Maurer-Cartan�, el cual es una 1-forma

g-valuada de�nida sobre G.

TgLg−1 : Tg(G)→ Te(G)

ωg : Tg(G)→ g (4.1)

La forma de Maurer-Cartan es invariante bajo traslación izquierda. En efecto, su-

pongamos que v ∈ TgG. Entonces TgLh(v) ∈ ThgG, para h, g ∈ G y:

L∗hωg(v) = ωhg(TgLh(v)) = (ThgL(hg)−1 ◦ TgLh)(v)

= (TeLg−1 ◦ TgLh−1 ◦ TgLh)(v)

= TeLg−1 ◦ Tg(Lh−1 ◦ Lh)(v)

= Tg(Lg−1 ◦ Le)(v)

= TgLg−1(v) = ωg(v)

Así L∗hωg(v) = ωg(v), es decir, L∗hω = ω, se sigue que ω es invariante bajo la traslación

izquierda. Sin embargo, si el grupo de Lie G no es abeliano, ω no es invariante bajo la

traslación derecha. Para demostrarlo, calculamos R∗hω:

R∗hωg(v) = ωgh(TgRh(v)) = (TghL(gh)−1 ◦ TgRh)(v)

= (TeLh−1 ◦ TgLg−1 ◦ TgRh)(v)

= (TeLh−1 ◦ TgRh ◦ TgLg−1)(v)

= (Te(Lh−1 ◦Rh) ◦ TgLg−1)(v)

= Te(Lh−1 ◦R(h−1)−1) ◦ TgLg−1(v)

= Ad(h−1) ◦ TgLg−1(v) = Ad(h−1) ◦ ωg(v)
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Así R∗hω = ad(h−1) ◦ ω, por lo que en general la forma de Maurer-Cartan no es inva-

riante bajo la traslación derecha. La 1-forma ω juega un papel fundamental dentro de

la aplicación del método de equivalencia y es en base a esta que el teorema fundamental

del cálculo puede ser adaptado a la geometría de Cartan, lo cual veremos en la siguiente

sección.

4.2. Teorema fundamental del cálculo versión geome-

tría de Cartan

El término �geometría diferencial� se re�ere al estudio de la geometría usando herra-

mientas del cálculo diferencial tales como límites, derivadas integrales etc. En cálculo,

cuando se habla de integración de una función f(x) se considera rigurosamente que

f(x)dx es una 1-forma, es decir
∫
f(x)dx, donde dx es una 1-forma sobre R. El teore-

ma fundamental del Cálculo se puede extender a la versión de la geometría de Cartan

(Ver [9]). Esto es,

De�nición 5 ([9], p. 115) Sea G un grupo de Lie, g el álgebra de Lie de G, ωG la

forma de Maurer-Cartan sobre G, M una variedad y f : M → G un mapeo C∞. La

derivada izquierda de Darboux de f es la 1-forma g-valuada ω = f ∗(ωG) sobre M .

Al mapeo f se le llama integral o primitiva de ω. Un problema típico en este

contexto es el inverso, es decir dada una 1-forma g-valuada ω, hallar, si existe un

mapeo f : M → G tal que ω = f ∗(ωG). En otras palabras, el problema está en

caracterizar el mapeo f . El siguiente teorema es la versión de la primera parte del

teorema fundamental del cálculo en términos de la forma de Maurer-Cartan.

Teorema 1 (Unicidad de la primitiva)([9], p. 115). Sea M una variedad conexa y

f1, f2 : M → G mapeos C∞ tales ωf1 = ωf2 . Entonces existe un único elemento a ∈ G
(constante de integración) tal que f2(x) = a · f2(x) para toda x ∈M .

Sin embargo como se mencionó anteriormente en general el mapeo f no es determi-

nado; pero el pullback de la forma de Maurer-Cartan sobre un grupo G si lo conocemos

de esta manera podemos de�nir una forma de 1-forma g-valuada sobre M y para que

sea la derivadada de Darboux del mapeo f ; ωG debe satisfacer la ecuación estructu-

ral. En la siguiente sección se de�ne la ecuación estructural en términos de campos
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vectoriales invariantes a la izquierda sobre un grupo de Lie G.

4.3. Ecuación estructural

Considérese un grupo de Lie con álgebra de Lie g. La ecuación estructural para

la 1-forma ωG representa una condición de las dos condiciones necesarias de que una

1-forma g-valuada sobre una variedad M sea la derivada de Darboux de un mapeo f :

M → G ([9], p. 108).

La ecuación estructural puede ser derivada para campos vectoriales invariantes por

la izquierda sobre un grupo de G. Esto es, considérese el conjunto de campos vectoria-

les invariantes a la izquierda sobre un grupo de Lie G denotado por ΓLI(TG). Si X ∈
ΓLI(TG), entonces ω(X) es constante e igual a Xe.

Sean X, Y ∈ ΓLI(TG). Por de�nición y propiedades de la derivada de Lie de un

campo tensorial, se tiene:

LX(ω(Y )) = (LXω)(Y ) + ω(LX(Y ))

= (LXω)(Y ) + ω[X, Y ] (4.2)

Por otro lado, haciendo uso de la llamada �fórmula mágica de Cartan� LX = ιX◦d+d◦ιX
se tiene:

(LXω)(Y ) = (ιX(dω) + d(ιXω))(Y )

= dω(X, Y ) + d(ω(X))(Y )

= dω(X, Y ) + d(ω(X))(Y ) (4.3)

Pero ω(X) = cte, por lo que d(ω(X)) = 0. Así de (4.2) y de (4.3) se tiene:

dω(X, Y ) = LX(ω(Y ))− ω[X, Y ]

Como ω(Y ) = cte, entonces LX(ω(Y )) = 0, así tenemos:

dω(X, Y ) = −ω([X, Y ]) (4.4)

Ahora para de�nir [ω, ω], considérese el mapeo bilineal de�nido por [·, ·]g : g × g→
g y por la propiedad del mapeo universal ([2], p. 55), existe un mapeo [·] : g ⊗ g→ g el

cual estamos por de�nir, esto es,
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[ω, ω]g(X, Y ) = [ω ∧ ω]ϕ(X, Y )

= [ω ∧ ω](X ⊗ Y )

, [ω(X)⊗ ω(Y )− ω(Y )⊗ ω(X)]

= [ω(X), ω(Y )]g − [ω(Y ), ω(X)]g

= 2[ω(X), ω(Y )]g

g⊗ g
[·]

!!
g× g

ϕ

OO

[·,·]
// g

Por consiguiente 1
2
[ω, ω](X, Y ) = [ω(X), ω(Y )], que al sustituirla en (4.8) produce

la llamada ecuación estructural.

dω(X, Y ) +
1

2
[ω, ω](X, Y ) = 0. (4.5)

La ecuación estructural determina localmente la estructura algebraica del álgebra

de Lie g, pues de�ne las constantes estructurales de g. A continuación varemos por qué

se le llama ecuación estructural, y como es que determina las constantes de estructura.

Sea {ξ1, . . . , ξn} una base de g y sea {α1, . . . , αn} su respectiva base dual, tal que

αi(ξj) = δij, α
i ∈ g∗. De�namos 1-formas ωi, . . . , ωn ∈ Γ(T ∗G) a partir de {α1, . . . , αn}

por medio del mapeo dual de TgLg−1 , es decir, ωi(g) = (Lg−1)∗αi = αi ◦TgLg−1 ∈ T ∗gG.
Entonces,

a) ωi es invariante a la izquierda para i = 1, . . . , n

b) ωi(X) es constante para cualquier X ∈ ΓLI(TG)

En efecto, para i ∈ {1, . . . , n}
a) Por de�nición de pullback

(L∗g−1ωi)gh(v) = ωiLg−1 (gh) ◦ TghLg−1(v) = ωig−1gh ◦ TghLg−1(v) = ωih ◦ TghLg−1(v), para v ∈ TghG

Pero ωih = αi ◦ ThLh−1 , entonces

(L∗g−1ωi)gh(v) = αi ◦ ThLh−1 ◦ TghLg−1(v)

= αi ◦ Tgh(Lh−1 ◦ Lg−1)(v)

= αi ◦ TghLh−1g−1

= αi ◦ TghL(gh)−1

= ωigh(v)
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Así L∗g−1ωi = ωi, por lo tanto ωi es invariante por la izquierda.

b) Sea X ∈ ΓLI(TG), entonces se tiene que TgLg−1(Xg) = Xe, así Xg = TeLg(ξ) para

algún ξ ∈ g, entonces

ωig(Xg) = αi ◦ TgLg−1(TeLg(ξi)) = αi ◦ Tge(Lg−1 ◦ Lg)(ξi) = αi(ξi)

Podemos concluir que αi(ξi) es constante, esto es, ωi(X) depende solo del valor que

toma X en la identidad e.

Dado que ω es también un campo tensorial podemos escribir ω = ωi ⊗ ξi, tal que
al diferenciar obtenemos la 2-forma dω = dωi ⊗ ξi, si

Ci
jk = −αi(dωi(Xξj , Xξk))

entonces dωi(Xξj , Xξk) = −Ci
jkξi Luego de la de�nición de ecuación estructural tene-

mos:

dω(Xξl , Xξm) +
1

2
[ω, ω](Xξl , Xξm) = 0

−Ci
lmξi +

1

2
2[ω(Xξl), ω(Xξm)] = 0

−Ci
lmξi + [ξl, ξm] = 0

Así [ξl, ξm] = Ci
lmξi, por consiguiente las constantes estructurales C

i
jk están de�ni-

das en términos de la ecuación estructural, y por lo tanto determinan las constantes

de estructura del álgebra de Lie (g, [·, ·]).
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4.4. Ejemplo de aplicación del método de equivalen-

cia de Cartan

Un ejemplo sencillo de aplicación del método de equivalencia consiste en obtener

los invariantes diferenciales de una curva regular. Este ejemplo se trabaja a partir de

([12], p. 12). En este caso la aplicación del método de equivalencia consiste en aplicar el

método de marcos móviles de Cartan y es a través de un levantamiento de la curva que

se obtienen los invariantes diferenciales. Un marco móvil sobre una curva, proporciona

información del comportamiento de la curva, es decir, como va cambiando de dirección.

𝒆𝟐 

𝒆𝟏 

𝒆𝟏 
𝒆𝟐 

Figura 4.3.1. Un marco marco móvil describe el comportamiento de una curva en el plano.

En el proceso del cálculo de invariantes diferenciales de una curva se recomienda

hacer una distinción entre la curva como mapeo y la curva como imagen (que en este

caso es una subvariedad inmersa sobre R2). La razón por la que se hace esta distinción

es que algunos invariantes diferenciales son propios de la curva como mapeo, mientras

que otros los son de su imagen como variedad.

Supongamos que c : [a, b] → R2 es una curva regular, es decir, una curva diferen-

ciable tal que ċ(t) 6= 0 para todo t ∈ [a, b]. La rapidez de la curva v(t) = ‖ċ(t)‖, es un
invariante bajo movimientos de cuerpos rígidos; pero solo es un invariante del mapeo

de la curva no de su imagen. La aplicación del método de marcos móviles consiste,

precisamente en encontrar un marco móvil que describa el comportamiento de la curva
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sobre Tc(t)R2. En efecto dado que ċ(t) 6= 0, se elige un vector unitario de�nido por

e1(t) = 1
‖ċ(t)‖ ċ(t). Se de�ne {e2(t)} como el vector que engendra el complemento or-

togonal del span{e1(t)} y tal que {e1(t), e2(t)} tiene la misma orientación orientación

que la base canónica de Tc(t)R2.

Veri�cando que {e1(t), e2(t)} son ortogonales y preservan la orientación inducida

por la orientación de Tc(t)R2 resolveremos el ejercicio (1.4.2) de [12]. esto es,

(i) Supongamos que V es un espacio vectorial con producto interior no degenerado

〈·, ·〉 : V × V → R y v : [a, b] → V satisface 〈v(t), v(t)〉 = F (t), donde F (t) es

constante. Entonces d
dt
〈v(t), v(t)〉 = 0. Esto equivalente a

〈v̇(t), v(t)〉+ 〈v(t), v̇(t)〉 = 0, (4.6)

de donde se deduce que v̇(t) es ortogonal a v(t).

(ii) Ahora supóngase que c : [a, b]→ R2 es regular y defínase la función α : [a, b]→ R
como

α(t) =

∫ t

a

‖ċ(τ)‖dτ (4.7)

esta función es diferenciable, con derivada α̇ = ‖ċ(τ)‖, luego α es C∞, y dado que

c es regular α es inyectiva. Por tanto, si α([a, b]) = [0, b̄] donde b̄ =
∫ b
a
‖ċ(τ)‖dτ , de

esta forma α es restringida y con esta restricción α es una biyección con inversa

γ : [0, b̄]→ [a, b], con c̄ = c ◦ γ una reparametrización de c, donde c̄(s) = c(γ(s)),

y s ∈ [0, b̄], a s se le llama parámetro de longitud de arco.

En esta reparametrización también se puede de�nir una base para Tc(t)R2 de�nida por

ē1(s) = 1
‖ ˙̄c(s)‖

˙̄c(s), y se de�ne ē2(s) con los requerimientos anteriores, además ˙̄c(s) tiene

las siguientes características:

˙̄c(s) = ċ(γ(s)) · d
ds

(γ(s))

pero α ◦ γ(s) = s, entonces d
ds

(α ◦ γ(s)) = α̇(γ(s)) · d
ds

(γ(s)) = 1, consecuentemente

d

ds
(γ(s)) =

1

α̇(γ(s))
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por otro lado

α̇(γ(s)) =
d

dt
|t=γ(s)

(∫ t

0

‖ċ(τ)‖dτ
)

= ‖ċ(γ(s))‖

así ˙̄c(s) = 1
‖ ˙̄c(s)‖

˙̄c(s) = ē1(s), entonces v̄(s) = ‖ ˙̄c(s)‖ = 1, s ∈ [0, b̄]. Esto quiere decir

que si c es parametrizada por longitud de arco, su rapidez v̇(s) = 1 y es constante luego

por (i), se tiene 〈 ˙̄c(s), c̄(s)〉 = 1, entonces ˙̄c(s) ⊥ c̄(s).

Consecuentemente, existe λ̄ : [a, b]→ R tal que ˙̄e1(s) = λ̄(s)ē2(s), esto signi�ca de

la de�nición de ē1(s),

dē1

ds
(s) = λ̄(s)ē2(s) (4.8)

y si de�nimos

κ̄(s) =
λ̄(s)

v̄(s)
= λ̄(s),

por consiguiente dē1
ds

(s) = κ̄(s)ē2, es decir, 〈 ˙̄e1(s), ē2(s)〉 = κ̄(s). Intuitivamente sabemos

que la curvatura es un invariante bajo movimientos de cuerpo rígido. Las preguntas

que surgen son ¾porqué es un invariante?, ¾es ι un invariante de la curva como mapeo,

o de la imagen? y si es un invariante ¾depende de la parametrización?, para responder

a esta preguntas procedemos como sigue:

κ es un invariante diferencial de la imagen de la curva bajo la acción del grupo

de movimientos de cuerpo rígido SE(2).

Supongamos que c : [a, b]→ R2 es una curva regular y para

A =

(
a b

0 1

)
∈ SE(2)

sea c̄ la curva c̄ = A · c. Entonces

c̄(t) =


a11 a12 b1

a21 a22 b2

0 0 1




c1(t)

c2(t)

1



esto es c̄(t) = a · c(t) + b donde a =

(
a11 a12

a21 a22

)
∈ SO(2) y b =

(
b1

b2

)
∈ R2.
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Al derivar se obtiene ˙̄c(t) = a · ċ(t), luego

v̄(t) = ‖ ˙̄c(t)‖ = ‖a · ċ(t)‖ = ‖ċ(t)‖ = v(t) (4.9)

de la de�nición de e1 = 1
‖ċ(t)‖ ċ(t), si v(t) = ‖ċ(t)‖, entonces e1 = 1

v(t)
ċ(t) así

ē1 =
1

‖ ˙̄c(t)‖
˙̄c(t) =

1

v(t)
˙̄c(t) =

1

v(t)
a · ċ(t) = a · e1(t) (4.10)

Análogamente de e2(t) se de�ne

ē2 = a · e2 (4.11)

Luego de (4.8) y (4.9) ˙̄e1(t) = a · ė1(t) = a · λ(t)e2(t), pero ‖e1(t)‖ = 1 ∀t, por (i)
˙̄e1(t) = λ̄(t)ē2(t) = λ̄(t)ae2(t) entonces aλ(t) = aλ̄(t), así

λ(t) = λ̄(t) (4.12)

Por consiguiente

κ̃(t) =
λ̄(t)

v̄(t)
=
λ(t)

v(t)
= κ(t) (4.13)

De esto podemos concluir que κ es un invariante bajo movimientos transformaciones

de cuerpo rígido, es decir, bajo trasformaciones en SE(2).

Ahora veamos si κ depende de la parametrización.

Supongamos que ϕ : R → R es un difeomor�smo que preserva la orientación de la

curva c, es decir, ϕ̇(t) > 0, ∀t ∈ R, una reparametrización es c̄ = c ◦ ϕ.
De igual forma que anteriormente obtenemos e1(t) = 1

v(t)
ċ(t), donde v(t) = ‖ċ(t)‖.

Entonces

ė1(t) = λ(t)e2(t) (4.14)

así κ(t) = λ(t)
v(t)

.

Para la reparametrización se tiene ˙̄c(t) = ċ(ϕ(t))ϕ̇(t), entonces

v̄(t) = ‖ċ(ϕ(t))‖ϕ̇(t) = v(ϕ(t))ϕ̇(t) (4.15)
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así

ē1(t) =
1

v̄(t)
˙̄c(t) =

1

‖ċ(ϕ(t))‖ϕ̇(t)
ċ(ϕ(t))ϕ̇(t) =

ċ(ϕ(t))

v(ϕ(t))
= e1(t) (4.16)

y dado que ‖ē1(t)‖ = 1 para todo t, entonces podemos de�nir ˙̄e1(t) = λ̄(t)ē1(t), para

alguna función λ̄. Como ē2(t) = e2(ϕ(t)), y substituyendo (4.20) se obtiene:

˙̄e1(t) = ė1(ϕ(t))ϕ̇(t) = λ(ϕ(t))e2(ϕ(t))ϕ̇(t) = λ̄(t)ē2(t) (4.17)

Así λ̄(t) = λ(ϕ(t))ϕ̇(t), y de (4.21)

κ̄(t) =
λ̄(t)

v̄(t)
=
λ(ϕ(t))ϕ̇(t)

v(ϕ(t))ϕ̇(t)
= κ(ϕ(t)). (4.18)

Entonces κ̄ = κ ◦ ϕ, es decir ϕ∗κ = κ̄, el pull back de κ por ϕ es igual a κ̄. Se

concluye que κ es independiente de la parametrización por lo que es un invariante de

la imagen de la curva.

Ahora procederemos a trabajar el ejemplo pero usando el método de equivalencia.

Comenzaremos por de�nir un comarco móvil a lo largo de la curva.

Suponiendo que {e1(t), e2(t)} es un marco para Tc(t)R2, e1(t), e2(t) se pueden ex-

presar en términos de la base de Tc(t)R2 inducida por las coordenadas canónicas r1, r2:

ei(t) = Mij
∂

∂rj
|c(t), i, j = 1, 2 (4.19)

Dado que es una base con igual orientación que la de { ∂
∂r1
|c(t), ∂

∂r2
|c(t)}, se sigue que

la matriz con componentes Mij tiene determinante positivo. Una vez que tenemos una

base del espacio tangente, podemos encontrar su base dual correspondiente, esto es

e∗1(t), e∗2(t), tal que e∗1(t)(ej) = δij i, j = 1, 2, para todo t ∈ [a, b].

Y recordemos que R2 ' SE(2)/SO(2) entonces el levantamiento de la curva c está

dado por c̃ : [a, b]→ SE(2) tal que el siguiente diagrama conmuta

SE(2)

π
��

[a, b]

c̃
;;

c // R2

donde c̃(s) =

(
(e1(s)| e2(s)) c(s)

0 0 1

)
∈ SE(2) y (e1(s), e2(s)) es la matriz con co-

lumnas dadas por las componentes de e1(s), e2(s) en la base { ∂
∂ri
|c(s),i=1,2} de Tc(s)R2.
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La forma de Maurer-Cartan sobre SE(2) se de�ne por ωg(v) = g−1v, donde v ∈
TgSE(2), g ∈ SE(2). Para de�nir una forma sobre R2 calculamos el pull back de ω por

c̃, esto es, c̃∗ω = ω ◦ T c̃. Dado s ∈ [a, b] se de�ne (c̃∗ω)s(v) = ωc̃(s)(Tsc̃(v)), donde Tsc̃

se representa la � la matriz de 1-formas diferenciales�:

[Tsc̃] =

(
(ė1(s)ds| ė2(s)ds) ċ(s)ds

0 0 0

)
Por de�nición, e1(s) = 1

v(s)
ċ(s), por lo que ċ(s) = e1(s)v(s). Al derivar e1(s) obtenemos

ė1(s) = λ(s)e2(s) = κ(s)e2(s) además ‖e2(s)‖ = 1 ∀s, entonces podemos deducir

ė2(s) = χ(s)e1(s) para alguna función χ : [a, b]→ R. Se tiene además 〈ei, ej〉 = δij, así

que en virtud de (i)(4.6), se sigue que 〈ėi(s), ej(s)〉+ 〈ei(s), ėj(s)〉 = 0. Entonces

χ(s) = 〈ė2(s), e1(s)〉 = −〈e2(s), ė1(s)〉 = −κ(s).

De esto se sigue

[Tsc̃] =

(
κ(s)(e2(s)ds| −e1(s)ds) e1(s)ds

0 0 0

)
por otro lado

c̃(s) =

(
(e1(s) e2(s)) c(s)

0 0 1

)
Por lo que su inversa viene dada por la inversa de una matriz en bloques como sigue

ωc̃(s) = c̃(s)−1 =


(
eT1 (s)

eT2 (s)

)
−

(
eT1 (s)

eT2 (s)

)
c(s)

0 0 1


entonces (c̃∗ω)s = ωc̃(s) ◦ Tsc̃ = c̃(s)−1 · Tsc̃

(c̃∗ω)s =


(
eT1 (s)

eT2 (s)

)
−

(
eT1 (s)

eT2 (s)

)
c(s)

0 0 1


(
κ(s)e2(s)ds −κ(s)e1(s)ds e1(s)ds

0 0 0

)

=


(
eT1 (s)e2(s)

eT2 (s)e2(s)

)
κ(s)ds −

(
eT1 (s)e1(s)

eT2 (s)e1(s)

)
κ(s)ds

(
eT1 (s)e1(s)

eT2 (s)e1(s)

)
ds

0 0 1



=


0 −κ(s)ds ds

κ(s)ds 0 0

0 0 0


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obteniendo así un invariantes diferencial de c̃(s), que es κ(s).

La forma de Maurer-Cartan satisface la ecuación estructural, pero ¾qué sucede

con el pullback de la forma de Maurer-Cartan, la cual también es una 1-forma pero

ahora de�nida sobre R2?. Para veri�car si también se preserva por pullback se tiene el

siguiente lemma.

Lema 1 Sea f : M → N y ω una 1-forma g-valuada sobre N , esto es ω ∈ Γ(T ∗N ⊗g),

donde g es el álgebra de Lie de un grupo de Lie G. Si ω satisface la ecuación estructural,

f ∗ω también la satisface, es decir, la ecuación estructural se preserva por pullback.

Demostración Por de�nición de pullback (f ∗ω)p(v) = ωf(p)◦Tpf(v), para todo p ∈M
y v ∈ TpM , por lo tanto f ∗ω ∈ Γ(T ∗M ⊗ g). Supongamos que ω satisface la ecuación

estructural

dω +
1

2
[ω, ω] = 0 (4.20)

donde d es la derivada exterior y satisface dϕ∗ω = ϕ∗dω. Ahora si p ∈ M y v, w

∈ TpM tenemos lo siguiente

(f ∗[ω, ω])p(v, w) = [ω, ω]f(p) ◦ (Tpϕ(v), Tpϕ(w))

= [(ω ∧ ω)p(Tpϕ(v)⊗ Tpϕ(w))]

= 2[ωf(p)(Tpϕ(v)), ωf(p)(Tpϕ(w))]

= 2[ωf(p) ◦ (Tpϕ(v)), ωf(p) ◦ (Tpϕ(w))]

= 2[(f ∗ω)p(v), (f ∗ω)p(w]

= [f ∗ω, f ∗ω]p(v, w)

entonces (f ∗[ω, ω]) = [f ∗ω, f ∗ω]. De esto podemos deducir lo siguiente

d(f ∗ω) +
1

2
[f ∗ω, f ∗ω] = f ∗dω +

1

2
f ∗[ω, ω] (4.21)

= f ∗(dω +
1

2
[ω, ω]) = 0 (4.22)

Por lo tanto la ecuación estructural se preserva por pull back.

Por consiguiente se tiene que c̃∗ω satisface la ecuación estructural, esto es,

d(c̃∗ω) +
1

2
[c̃∗ω, c̃∗ω] = 0
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Anteriormente se calcularon los invariantes diferenciales de la curva c̃, ahora cal-

cularemos los invariantes de la curva c. Para esto debemos mostrar que c̃ y c son

congruentes, para ello haremos uso del siguiente corolario.

Corolario 1 Para imágenes de curvas c, c̃ ⊂ R2, si κ(t) = κ̃(t+ a) para todo t ∈ I y

algún a ∈ R, entonces c y c̃ son congruentes

Demostración Sean ` : I → R2 y ¯̀ : I → R2 curvas regulares parametrizadas por

longitud de arco de c y c̃ respectivamente y sus correspondientes levantamientos Υ y

Ῡ de tal manera que los siguientes diagramas conmutan.

SE(2)

π
��

I

Υ
<<

` // R2

SE(2)

π
��

Ĩ

Υ̃
<<

˜̀ // R2

Las imágenes de las curvas c y c̃ son respectivamente `(I), ¯̀(Ĩ) ⊂ R2, por de�nición

de levantamiento ` = π ◦Υ y ˜̀= π ◦ Υ̃. Existe σ : Ĩ → I, dada por σ(s) = s+ a, tal

que c ◦ σ = ` y c̃ ◦ σ̃ = ˜̀.

Por otro lado el pull back de la forma ω ∈ Γ(T ∗SE(2)⊗ g) está dado por

(Υ∗ω) = =


0 −κ(s)ds ds

κ(s)ds 0 0

0 0 0

 (4.23)

Si la consideramos como una función de κ(s), llamamos (Υ∗ω)s = f(κ(s))ds|s, de igual
forma (Υ̃∗ω)(s+a) = f(κ̃(s + a))ds|s+a, pero supusimos que κ(s) = κ̃(s + a) entonces

κ = κ̃ ◦ σ, donde σ es biyectiva y es bicontinua por lo tanto es un isomor�smo. En

conclusión c y c̃ son congruentes.

De lo anterior deducimos que Υ∗ω = (Υ̃ ◦ σ)∗ω, entonces por la versión local del

teorema fundamental del cálculo ([9], p. 115), Υ y (Υ∗ ◦ σ) tienen igual derivada de

Darboux, entonces sus primitivas son iguales salvo por una constante en SE(2); esto

es, existe A ∈ SE(2) tal que Υ = LA◦(Υ̃◦σ). Por la proyección π tenemos lo siguiente.

π ◦Υ = π ◦ LA ◦ Υ̃ ◦ σ (4.24)

60



Pero por la acción de SE(2) sobre G/H ' R2 está dado por g · [c] = [g · c], tenemos

Lg(π(h)) = g · π(h) = π(g · h) = π(Lgh)

entonces Lg ◦ π = π ◦ Lg y podemos escribir (4.34) como sigue

π ◦Υ = LA ◦ π ◦ Υ̃ ◦ σ

Pero ` = π ◦Υ y ˜̀= π ◦ Υ̃ y c = `(I), c̃ = ¯̀(Ĩ) ⊂ R2 entonces im(c) = LA (im(c̃)), por

lo que las dos imágenes de las curvas son congruentes modulo una transformación de

cuerpo rígido.

Invariantes de una curva con parametrización arbitraria

Ahora veamos que sucede cuando se tiene una parametrización arbitraria de la curva

c. Consideramos la misma curva regular y encontramos una base ortonormal de�nida

por

e1(t) = 1
‖ċ(t)‖ ċ(t) y e2(t) de tal forma que forma una base ortonormal, entonces el

levantamiento de c(t) esta dado por

c̃(t) =

(
(e1(t) | e2(t)) c(t)

0 0 1

)

con inversa

c̃(t)−1 =


(
eT1 (t)

eT2 (t)

)
−

(
eT1 (t)

eT2 (t)

)
c(t)

0 0 1


También se tiene que

Ttc̃(t) =

(
ė1(t) ė2(t) ċ(t)

0 0 0

)

Pero e1(t) y e2(t) son una base ortonormal y al igual que en el caso anterior tenemos

‖e1(t)‖ = ‖e2(t)‖ = 1 ∀t ∈ [a, b] y ė1(t) = λ(t)e2(t) y ė2(t) = χ(t)e1(t) tal que

0 = 〈ė1(t), e2(t)〉+ 〈e1(t), ė2(t)〉

= 〈λ(t)e2(t), e2(t)〉+ 〈e1(t), χe1(t)〉

= λ(t) + χ(t)
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se deduce entonces que χ(t) = −λ(t) ∀t ∈ [a, b], así

Ttc̃(t) =

(
λ(t)e2(t) −λ(t)e1(t) ‖ċ(t)‖e1(t)dt

0 0 0

)

Por otro lado de (4.13) κ(t) = λ(t)
v(t)

entonces λ(t) = κ(t)v(t) = κ(t)‖ċ(t)‖ así

Ttc̃(t) =

(
e2(t)κ(t)‖ċ(t)‖dt −e1(t)κ(t)‖ċ(t)‖ ‖ċ(t)‖e1(t)dt

0 0 0

)

Ahora calculando el pull back de ω por c̃ :

(c̃∗ω)t =

( (
eT1 (t)

eT2 (t)

)
−
(

eT1 (t)

eT2 (t)

)
c(t)

0 0 1

)(
e2(t)κ(t)‖ċ(t)‖dt −e1(t)κ(t)‖ċ(t)‖dt e1(t)‖ḋ(t)‖dt

0 0 0

)

=


0 −κ(t)‖ċ(t)‖dt ‖ċ(t)‖dt

κ(t)‖ċ(t)‖dt 0 0

0 0 0


observamos que en esta parametrización se obtienen los invariantes diferenciales y

aparece la rapidez de la curva dada por v(t) = ‖ċ(t)‖ y la curvatura κ(t), en este caso

‖ċ(t)‖ no necesariamente es 1.

Observemos que nuevamente obtenemos que el invariante diferencial es la curvatura

κ(t). Esto quiere decir que la curvatura describe completamente a una curva, en otras

palabras, si conocemos la curvatura de una curva sabemos de que curva se trata.

Cabe mencionar que para el caso de las curvas en el plano es fácil determinar la

curvatura, se in�ere entonces que la curvatura es un invariante fácil de identi�car y

calcular, pero esto es solo en el caso de curvas en el plano. En el caso de estructuras más

complejas es difícil identi�car y calcular sus invariantes diferenciales tal es el caso de

variedades de contacto de dimensión 3; las cuales se analizan en el siguiente capítulo.
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Capítulo 5

Sobre invariantes diferenciales de

3-variedades de contacto

En este capítulo se hace una lectura del artículo de K. Ehlers [15] acerca de la

aplicación del método de equivalencia de Cartan sobre variedades de contacto de di-

mensión 3. Una variedad de contacto de dimensión 3, denotada (M, g, E), es una va-

riedad Riemanniana (M, g) dotada de una distribución E ⊂ TM completamente no

integrable y de rango constante igual a 2. La distribución E está de�nida localmente

por el anulador de una 1-forma η ∈ Γ(T ∗M), i.e., Ex = ker ηx y la condición de no

integrabilidad se traduce, por la versión dada en formas diferenciales del Teorema de

Frobenius ([2], [9]), en la condición equivalente dη ∧ η 6= 0. En su versión general, se

de�ne una variedad de contacto como aquella dotada de una 2-forma ω cerrada (i.e.,

tal que dω = 0) y no degenerada, es decir, tal que para cada x ∈ M y v ∈ TxM , el

mapeo ωx(v, · ) : TxM −→ TxM sea un isomor�smo. Las distribuciones de contacto se

encuentran entre las más estudiadas de las distribuciones no integrables ([7], p. 19).

La motivación para el estudio de este tipo de estructuras es una masa puntual que

se mueve en M , restringida noholonómicamente a E , con energía cinética T (q, q̇) =
1
2
gq(q̇, q̇). Existen dos geometrías diferentes comúnmente de�nidas sobre estructuras

noholonómicas: geometría sub-Riemanniana y geometría noholonomica.

En la geometría sub-Riemanniana el interés se centra en los caminos más cortos,

siendo la longitud de una curva c: [a, b]→M que une dos puntos x y y dada por `(c) =∫ √
〈ċ, ċ〉dt. La distancia entre x y y viene entonces dada por d(x, y) = inf(`(c)), donde

el ı́nf se toma entre todas las curvas horizontales que unen a x con y, es decir, todas
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las curvas c : [a, b] −→M tales que c(a) = x, c(b) = y y cuyo vector tangente ċ(t) para

cada t ∈ [a, b] pertenece a Ec(t). En la geometría no holonómica se estudia las curvas

más rectas que son compatibles con la restricciones determinadas por la distribución

E , es decir, las soluciones de las geodésicas noholonómicas. Las ecuaciones geodésicas

se obtienen al calcular la aceleración de una curva horizontal c : [a, b]→ M usando la

conexión de Levi-Civita asociada con ds2 y proyectando ortogonalmente el resultado

sobre E .

Lo anterior motiva la siguiente pregunta, estudiada en el artículo. Dadas dos es-

tructuras de contacto {M,ds2
M ,HM} y {N, ds2

N ,HN} ¾existe un difeomor�smo (local)

f : M → N que preserve la geometría no holonómica en el sentido de que mapee geo-

désicas no holonómicas de M en geodésicas no holonómicas de N?. La respuesta se

obtiene mediante la aplicación el método de equivalencia a través de los invariantes

diferenciales de tales estructuras.

En la primera sección del artículo se aplica el método de equivalencia obteniendo una

G-estructura inicial para la geometría no holonómica sobre una n-variedad Riemannia-

na M dotada con una distribución completamente no integrable H de rango constante

m < n, con m par. Para esto se considera un marco {X1, . . . , Xn} para TM del cual

podemos de�nir un marco adaptado a la distribución H dado por {X1, . . . , Xm}, es
decir, Hx = span{X1(x), . . . , Xm(x)}, para x ∈ M . H es totalmente no holonómica si

y solo si span{Xi, [Xi, Xj], [Xk, [Xi, Xj]], . . .} = TM para cualquier marco adaptado.

El teorema de Chow ([7], p. 24) asegura que cualesquiera dos puntos de una varie-

dad conexa M dotada de una distribución completamente no holonómica pueden ser

unidos por una curva horizontal. En sistemas mecánicos, el teorema de Chow garantiza

que el conjunto de todas las posibles posiciones del sistema mecánico es igual a toda

la variedad de con�guraciones M .

Por otra parte se puede de�nir un comarco adaptado a la distribución H. Recorde-
mos del capítulo 3 de esta tesis que el haz de comarcos F ∗M es un GL(n)-haz principal,

con proyección π: F ∗M → M y acción por la derecha de�nida por Rg(η) = g−1 ◦ η,
donde η es una sección de F ∗M y g ∈ GL(n). Conviene considerar una sección de F ∗M

como un mapeo que a cada punto x ∈ M asigna un isomor�smo ηx: TxM → Rn. Un

comarco (η1, . . . , ηn)tr de F ∗M es adaptado a la distribución H y métrica G si los ηα,
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donde α = n−m, . . . , n, aniquilan a H, esto es, para cada punto x ∈M , ηαx (v1, . . . , vq)

= 0 para todo v1, . . . , vq ∈ Hx y la métrica restringida a la distribución es denotada

por GH. Sea I el ideal en Λ∗M (haz álgebra exterior sobre M) generado por los ηα, es

decir, (Ver [2], p. 73)

I = I(H) = {ηα ∈ T ∗M | ann(H) = span{ηα} }.

I es llamado ideal diferencial si es cerrado bajo la diferenciación exterior d, esto es,

d(I) ⊂ I, entonces la derivada ideal de I denotado por I
′
es generada por los ηα para

los cuales dηα ∈ I. Si el conjunto I(0) = I y I(k+1) = (I(k))
′
entonces tenemos I =

I(0) ⊃ I(1) ⊃ · · · ⊃ 0 la cual es una �ltración decreciente y es el análogo a una distribu-

ción que es completamente no integrable. Si I(1) aniquila a una distribución de rango

r ≥ m entonces las 1-formas {ηr+1, . . . , ηn} generan I(1).

Sea ahora (P,M,G) un haz �brado principal sobre una variedad M con grupo de

estructura G, tal que para cada u ∈ P , el espacio tangente de P en u, denotado por

TuP y sea Gu el subespacio de TuP el cual consiste de vectores tangentes a la �bra a

través de u. Una conexión Γ en P es una asignación de un subespacio Qu de TuP a

cada u ∈ P tal que

TuP = Gu ⊕Qu (suma directa);

Qug = (Rg)∗Qu para cada u ∈ P y g ∈ G, donde Rg es la transformación de

P inducida por g ∈ G, Rgu = ua, esta condición signi�ca que la distribución

u→ Qu es G-invariante

Qu depende diferenciablemente sobre u

A Gu se le llama subespacio vertical y Qu subespacio horizontal de TuP . Por la

primera condición cada vector Xu ∈ TuP puede ser escrito como

X = Y + Z (5.1)

donde Y ∈ Gu y Z ∈ Qu, a Y se le llama componente vertical y Z componente horizon-

tal. La tercera condición signi�ca que si X es un campo vectorial diferenciable sobre

P entonces lo son Y y Z.
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De lo anterior podemos deducir para una G-estructura B ⊂ P el espacio tangente

a B en un punto u ∈ B denotado por TuB = TeΦu(g)⊕ Yu, donde Φu : G→ B es un

difeomor�smo, tal que Φu(g) = Rg(u), e induce un isomor�smo TeΦu : TeG→ TuB.

Para cualquier G-estructura B ⊂ F ∗M se de�ne una 1-forma llamada tautológica

Ω mediante

Ωu(v) = u(Tuπ(v)) para todo v ∈ TuB

donde u ∈ B y Tπ es la diferencial de π, el mapeo Ωu está de�nido por la composición

u ◦ Tuπ

B

π

��

TuB

Tuπ

��
M Tπ(u)M

u // Rn

Si η : M → B es una sección sobre B entonces por la acción de G, g−1 ◦ ηx = u

para algún g ∈ G y se tiene π(u) = x, por lo que podemos escribir u = g−1 ◦ ηπ(u), esta

es una 1-forma sobre M , entonces el pull back de η por π es una 1-forma π∗η sobre B,

y la relación entre Θ y π∗η se describe como sigue.

Por de�nición de pull back (π∗η)u = ηπ(u) ◦ Tuπ y sabemos que Ωu :TuB → Rn,

entonces

Ωu(v) = (u ◦ Tuπ)(v)

= (g−1 ◦ ηπ(u) ◦ Tuπ)(v)

= g−1 ◦ (ηπ(u) ◦ Tuπ)(v)

= (g−1 ◦ π∗ηπ(u))(v) para todo g ∈ G y v ∈ TuB

∴ Ωu = g−1 ◦ π∗ηπ(u)

Así Ωu = g−1 ◦ π∗ηπ(u) es la 1-forma tautológica Rn-valuada sobre B. De esta ma-

nera Ω codi�ca las posibles elecciones de comarcos adaptados sobre M en base a un

comarco parcial sobre la G-estructura B([7], p. 100).

La 1-forma tautológica satisface las siguientes propiedades:

De�nición intrínseca: Para todo u ∈ B, v ∈ TuB, tenemos Ωu(v) = u(Tuπ(v))

donde u es un mapeo Rn-valuado u : Tπ(u)M → Rn y Tuπ denota la diferencial

de la proyección π : B →M .
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Equivarianza: R∗gΩ = g−1 ◦ Ω para todo g ∈ G.

Propiedad de Reproducidad: Si η : U ⊂ M → B es una sección local, entonces

η∗Ω = η.

Semi-básica: Ω(X) = 0 para cualquier vector X ∈ ker(Tπ), es decir, si X es

vertical. Esto quiere decir que las Ωi aniquilan el espacio vertical = ker(Tπ).

Por otro lado la acción del grupo nos permite identi�car el espacio vertical Gu

canónicamente con el álgebra de Lie g. Esta identi�cación envía ξ ∈ g a Xξ(b) =
d
dt
|t=0b ◦ exp(tξ), el cual es un isomor�smo de g en Gu, para cada u ∈ B. Dada una

conexión Γ en P , podemos de�nir una 1-forma sobre B con valores en el álgebra de Lie

g. Para cada Xu ∈ TuB podemos de�nir una única 1-forma g-valuada tal que ω(X) =

0 si y solo si X es horizontal.

La 1-forma ω es llamada forma conexión asociada a la conexión Γ dada y satisface

lo siguiente:

i) ω(Xξ) = ξ para cada ξ ∈ g

ii) R∗gω = Ad(g−1)ω, donde Ad denota la representación adjunta de G en g

La relación entre Ω y ω se da en el siguiente lema

Lema 2 ([7], p. 102) Sea Ω la 1-forma tautológica sobre B → M y sea ω la pseudo

conexión para B →M . Entonces

dΩ = −ω ∧ Ω + T

Demostración. Sea g = exp(tξ), diferenciando la propiedad de equivarianza

R∗gΩ = g−1 ◦ Ω = exp(−tξ) ◦ Ω

Por de�nición de la derivada de Lie de una 1-forma a lo largo de un campo vectorial,

tenemos

LXξΩ =
d

dt
|t=0 (R∗gΩ) =

d

dt
|t=0 (exp(−tξ) ◦ Ω) = −ξ ◦ Ω
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Además sabemos Ω(Xξ) = 0 y ω(Xξ) = ξ por otro lado

LXξΩ(Y ) = (d ◦ iXξΩ + iXξ ◦ dΩ)(Y )

= d(Ω(Xξ)) + dΩ(Xξ, Y )

= dΩ(Xξ, Y )

Entonces dΩ(Xξ, Y ) = LXξΩ(Y ) = −ξ(Ω(Y )) = -ω(Xξ)Ω(Y ) + ω(Y )Ω(Xξ).

Pero Ω(Xξ) = 0 por lo tanto dΩ(Xξ, Y ) = -(ω ∧ Ω)(Xξ, Y ) donde Xξ es vertical

y Y ∈ TuB. Ahora si de�nimos T = dΩ(ξB, Y ) + (ω ∧ Ω)(ξB, Y ), entonces podemos

observar que T es una 2-forma semi-básica y se llama torsión asociada a la pseudo-

conexión ω.

Recordemos que M es una variedad Riemanniana con métrica G, consideremos

entonces un marco (e1, . . . , en) para TM para el cual ηI(eJ) = δIJ (delta de Kronecker).

Entonces podemos expresar la conexión de Levi-Civita ∇ asociada a G en términos de

las 1-formas locales, las cuales satisfacen ωIJ = -ωJI , mediante

∇X(eJ) =
∑
I

ωIJ(X)eI

Luego de los estados del principio de D´Alembert que dice que si una partícula

libre cuya curva es c(t) con energía cinética T = 1
2
〈ċ, ċ〉 esta sujeto a la restricción

ċ ∈ Hc(t), entonces la fuerza de restricción es G perpendicular a Hc(t). Esto sugiere

hacer la siguiente de�nición:

DXej =
∑
i

ωij(X)ei

De�nición 6 ([1], p. 113) Sea r ∈ N ∪ {∞} ∪ ω. Una geodésica de una Cr-conexión

afín ∇ sobre una variedad M es una curva γ : I →M que satisface ∇γ′(t)γ
′(t) = 0

De�nición 7 ([1], p. 118) Una C∞-distribución H sobre M es geodésicamente inva-

riante con respecto a una C∞-conexión afín ∇, si cada geodésica γ : I → M tiene la

propiedad de que γ′(t0) ∈ Hγ(t0) para algún t0 ∈ I, satisface γ′(t) ∈ Hγ(t) para todo

t ∈ I.

Entonces la curva c(t) es una geodésica no holonómica si esta satisface las ecuaciones

geodésicas no holonómicas

(
d

dt
ċi + ċjωij(ċ))ei = 0 (5.2)
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donde ċk = ηk(ċ).

Si D̄ es otra conexión no holonómica sobre H asociada con la métrica Riemannia-

na Ḡ. Surge entonces la pregunta ¾Cuándo las geodésicas son las mismas para esta

conexión?. Para responder esta pregunta Cartan lo hizo en términos de las formas co-

nexiones y comarcos.

Para esto debemos encontrar un comarco completo canónico que preserve la equiva-

lencia geométrica. Recordemos del capítulo 3 que el cambio de coordenadas de comarcos

que preserva la distribución H es de la siguiente forma

(
η̄i

η̄α

)
=

(
A b

0 a

)(
ηi

ηα

)
(5.3)

donde A ∈ GL(m), a ∈ GL(n−m), y b ∈ Mm,n−m. Para el caso de que la métrica

Sub-Riemanniana GH sea preservada A debe ser una matriz ortogonal, es decir A ∈
O(m). Cartan observó que en el caso de lo no holonómico existe una restricción adicional

sobre la matriz b. Considerar la métrica d̄s2 = η̄1 ⊗ η̄1 + · · · + η̄n ⊗ η̄n y conexión no

holonómica asociada D̄. Las correspondientes ecuaciones geodésicas son

(s̈i + ṡjω̄ij(ṡ))ēi = 0 (5.4)

donde ṡk = η̄k(ṡ).

Proposición 1 Las geodésicas de D y D̄ son las misma si y solo si ωij(X) = ω̄ij(X)

para todo X ∈ H.

De�nición 8 El subhaz B0 ⊂ F ∗M con grupo de estructura G0 ⊂ GL(n) es la G-

estructura inicial para la geometría no holonómica. Las secciones de B0 son llamadas

comarcos 0-adaptados.

Para una estructura no holonómica sobre una variedad 3-dimensional, la condición

de no integrabilidad dη3 ∧ η3 6= 0 implica que I(1) = 0 por consiguiente la matriz b

de (5.3) debe ser cero. Así la G-estructura inicial para la 3-variedad de contacto tiene

grupo de estructura

G0 =

{(
A 0

0 a

)
| A ∈ O(2), a 6= 0

}
(5.5)
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Luego la G-estructura caracteriza completamente a la geometría no holonómica en

el sentido que dada la G-estructura, nosotros podemos reconstruir la estructura geo-

métrica. Lo anterior nos lleva a decir que dos G-estructuras, π1 :B(M) → M y π2

:B(N) → N , se dicen ser equivalentes si existe un difeomor�smo f : M → N para el

cual f1(B(M)) = B(N) donde f1 es el mapeo haz inducido.

Si β ∈ B(M) es un isomor�smo βπ1(β): Tπ1(β)M → R3, entonces f1(β) = β ◦ (f∗)
−1

donde f∗ es la diferencial de f . Es decir, f1(β) ∈ B(N) por consiguiente en el punto

f(π1(β)) ∈ N es un isomor�smo (f1(β))f(π1(β)) : Tf(π1(β))N → R3, entonces el siguiente

diagrama conmuta.

f : M → N

π1 : B(M)→M

π2 : B(N)→ N

βπ1(β) : Tπ1(β)M → R3

Tπ1(β)M
Tπ1(β)f//

π1
��

Tf(π1(β))N

π2
��

M
f

// N

La pregunta que se plantea casi al inicio de este capítulo de si existe o no un di-

feomor�smo entre variedades que preserve la estructura no holonómica ahora puede

ser respondida en base a la equivalencia de las G-estructuras, para lo cual debemos

calcular los invariantes diferenciales para las G-estructuras.

La aplicación del método de equivalencia para calcular tales invariantes consiste en

hacer prolongaciones y/o reducciones de G-estructuras de tal forma que obtengamos el

grupo de estructura tan simple como sea posible. Es decir, el método está basado sobre

dos construcciones, reducción y prolongación, el primero produce un subhaz B1 ⊂ B,

del haz de comarcos B →M , el segundo produce un �super haz� B1 → B de B →M .

Lo siguiente consiste en aplicar el método de equivalencia para encontrar los inva-

riantes diferenciales a través de una reducción, es decir, un subhaz de B0 que tenga un

comarco canónico. Una vez que se obtiene este comarco, es fácil determinar todos los

invariantes diferenciales locales y simetrías de la estructura geométrica a través de la

teoría general de e-estructuras.

Es importante recordar que para el caso del haz de comarcos podemos de�nir la 1-

forma tautológica R3-valuada Ω = (Ω1,Ω2,Ω3)tr sobre B0 mediante Ωu(v) = u(Tuπ(v))

70



donde u ∈ B0 y v es un vector tangente de TuB0. Si η es una sección local de B0,

entonces Ω tiene expresión local Ω = g−1η. Esto es, existe η : B0 → T ∗B0 una sección

sobre B0 tal que por la acción derecha de G sobre B existe un g ∈ G tal que Ωb = g−1ηb.

Además como se mencionó anteriormente la 1-forma tautológica es semi-básica y provee

un comarco parcial para B0. La importancia de la 1-forma tautológica es que a través

de ella podemos determinar la equivalencia entre G-estructuras como se menciona en

el siguiente teorema.

Teorema 2 Sea G un grupo conexo, B(M) y B(N) G-estructuras sobre variedadesM

y N respectivamente con 1-formas tautológicas ΩM y ΩN . Si existe un mapeo C∞, F :

B(M)→ B(N) tal que F ∗ΩN = ΩM , entonces estas G-estructuras son equivalentes.

Para encontrar el mapeo F , se requiere usar el método de Cartan de la grá�ca. Esto

es, para una variedad integral Σ ⊂ B(M)×B(N) se de�ne la 1-forma ΩN - ΩM la cual

se proyecta mediante un difeomor�smo sobre cada factor. Entonces Σ es la grá�ca de

una función g : B(M) → B(N) para el cual g∗ΩN = ΩM . Por el teorema 2, B(M) y

B(N) son equivalentes. No obstante ΩM y ΩN proveen un comarco parcial para M y

N por lo que el método de la grá�ca no puede ser empleado (Ver [9] p.116). Esto nos

lleva entonces a búsqueda de un comarco completo para la G-estructura.

Proceso de Reducción. Por el Lema 2 las ecuaciones de estructura para la 1-

forma tautológica sobre B0 son dΩ = -Γ ∧ Ω + T donde T la torsión asociada a la

pseudo-conexión Γ sobre B0. Una pseudo-conexión es una 1-forma g = TeG0-valuada

satisfaciendo las propiedades (i), (ii) como antes. Al restringir Γ a las �bras Bu
∼= G

de B → M , coincide con la forma de Maurer-Cartan sobre G. El término pseudo-

conexión se re�ere a que Γ no es equivariante con respecto a la acción del grupo (ii).

Luego la 1-forma tautológica y la pseudo-conexión provee un comarco completo para

la G-estructura B0. Esto es,

d


Ω1

Ω2

Ω3

 = −


0 γ 0

−γ 0 0

0 0 α

 ∧


Ω1

Ω2

Ω3

+


T 1

23 T 1
31 T 1

12

T 2
23 T 2

31 T 2
12

T 3
23 T 3

31 T 3
12




Ω2 ∧ Ω3

Ω3 ∧ Ω1

Ω1 ∧ Ω2

 (5.6)

con T ijk : B0 → R.
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Ejemplo. Para G0 =

{(
A 0

0 a

)
| A ∈ O(2), a 6= 0

}
El grupo 1-paramétrico está conformado por las imágenes de los mapeos

t→ d

dt
|t=0


cos(t) − sin(t) 0

sin(t) cos(t) 0

0 0 a(t)

 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 da
dt


Luego los generadores in�nitesimales son

ξ1 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 , ξ2 =


0 0 0

0 0 0

0 0 1



Sí (γ, α)→


0 −γ 0

γ 0 0

0 0 α

 el álgebra de Lie g coincide con el grupo 1-paramétrico.

Luego el span{ξ1, ξ2} = Γ =


0 −γ 0

γ 0 0

0 0 α


Podemos usar el álgebra de Lie que sea conveniente para elegir el γ que haga que

T 1
12 y T 2

12 sean simultáneamente cero. De igual forma se elige el α que satisface T 3
23 =

T 3
31 = 0. Por otro lado por la condición de contacto dΩ3 ∧ Ω3 6= 0, T 3

12 no puede ser

cero. Con las condiciones anteriores (5.3) se puede escribir de la forma

d


Ω1

Ω2

Ω3

 = −


0 γ 0

−γ 0 0

0 0 α

 ∧


Ω1

Ω2

Ω3

+


T 1

23 T 1
31 0

T 2
23 T 2

31 0

0 0 T 3
12




Ω2 ∧ Ω3

Ω3 ∧ Ω1

Ω1 ∧ Ω2

 (5.7)

Así {γ, α,Ω1,Ω2,Ω3} conforma un comarco completo para la G-estructura B0. No

obstante este comarco no es único, por la condición de contacto se pueden agregar

todos múltiplos de Ω3 a α. Ahora consideremos la acción de G0 sobe el espacio torsión.

Sea g ∈ G0, entonces R∗gΩ = a−1Ω3. Aplicando la diferenciación exterior a ambos lados

de la siguiente identidad obtenemos lo siguiente

d(R∗gΩ
3) = R∗gdΩ3 = R∗g(α ∧ Ω3) + (R∗gT

3
12)R∗g(Ω

1 ∧ Ω2) (5.8)
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dado que α ∧ Ω3 6= 0 entonces α = detAΩ3. Luego

d(R∗gΩ
3) = R∗gdΩ3 = det(A)(R∗gT

3
12)Ω1 ∧ Ω2(modΩ3) (5.9)

y

d(g−1Ω3) = a−1T 3
12Ω1 ∧ Ω2(modΩ3) (5.10)

De lo anterior se deduce R∗T 3
12 = detAa−1T 3

12, por convención usamos G0 de tal

forma que T 3
12 ≡ 1. Así el grupo reducido G1 ⊂ G0 consiste de todas las matrices de la

forma (
A 0

0 det(A)

)
(5.11)

donde A ∈ O(2).

De la reducción obtenida como arriba las ecuaciones de estructura son ahora de la

forma

d


Ω1

Ω2

Ω3

 = −


0 γ 0

−γ 0 0

0 0 0

 ∧


Ω1

Ω2

Ω3

+


T 1

23 T 1
31 0

T 2
23 T 2

31 0

T 3
23 T 3

31 1




Ω2 ∧ Ω3

Ω3 ∧ Ω1

Ω1 ∧ Ω2

 (5.12)

Si hacemos algunos cambios de variable, esto es, si γ → γ + 1
2
(T 2

31 + T 1
23) entonces

podremos tomar T 1
23 = −T 2

31 ≡ p, q = T 1
31, r = T 2

23, s = T 3
23 y t = T 3

31.

Para que la pseudo-conexión sea única debemos se debe tener A∧Ω = 0 cuya única

solución es que A = 0. De esta forma obtenemos un comarco canónico {γ,Ω1,Ω2,Ω3}
que preserva la equivalencia. Por consiguiente una G-estructura dotada de un comarco

canónico es una e-estructura. Como resultado se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3 Sea {M, E , 〈·, ·〉} una variedad tres-dimensional dotada con una estructura

de contacto no holonómica. Existe una G1
∼= O(2) estructura B1 →M dotada con un

comarco canónico {γ,Ω1,Ω2,Ω3} con ecuaciones de estructura

d


Ω1

Ω2

Ω3

 = −


0 γ 0

−γ 0 0

0 0 0

 ∧


Ω1

Ω2

Ω3

+


p q 0

r −p 0

s t 1




Ω2 ∧ Ω3

Ω3 ∧ Ω1

Ω1 ∧ Ω2

 (5.13)

donde p, q, r, s y t son las funciones torsión asociadas con la pseudo-conexión.
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De la ecuación estructural tenemos las siguientes ecuaciones

dΩ1 = −γ ∧ Ω2 + pΩ2 ∧ Ω3 + qΩ3 ∧ Ω1 (5.14)

dΩ2 = γ ∧ Ω1 + rΩ2 ∧ Ω3 − pΩ3 ∧ Ω1 (5.15)

dΩ3 = sΩ2 ∧ Ω3 + tΩ3 ∧ Ω1 + Ω1 ∧ Ω2 (5.16)

De la teoría de las e-estructuras se tiene que existen 3 invariantes diferenciales.

Debemos encontrar explícitamente los invariantes diferenciales, para lo cual emplea-

mos las Identidades Bianchi. Veremos cuál es la relación entre las funciones torsión

y los tres invariantes diferenciales sobre la variedad M . Las funciones torsión se pre-

servan bajo automor�smos de B1, luego por la teoría general de e-estructuras forman

un conjunto completo de invariantes diferenciales para las estructuras de contacto no

holonómicas de dimensión 3.

Calculamos entonces la segunda diferenciación exterior, es decir, d2ΩI = 0 para I

= 1, 2, 3 de lo cual obtenemos

0 = d2Ω1 = −dγ ∧ Ω2 + γ ∧ dΩ2 + dp ∧ Ω2 ∧ Ω3 + pd(Ω2 ∧ Ω3) + dq ∧ Ω3 ∧ Ω1 + qd(Ω3 ∧ Ω1)

= −dγ ∧ Ω2 + γ ∧ (γ ∧ Ω1 + rΩ2 ∧ Ω3 − pΩ3 ∧ Ω1) + dp ∧ Ω2 ∧ Ω3 + dq ∧ Ω3 ∧ Ω1

+ p(dΩ2 ∧ Ω3 − Ω2 ∧ dΩ3) + q(dΩ3 ∧ Ω1 − Ω3 ∧ dΩ1)

= −dγ ∧ Ω2 + γ ∧ (γ ∧ Ω1 + rΩ2 ∧ Ω3 − pΩ3 ∧ Ω1) + dp ∧ Ω2 ∧ Ω3 + dq ∧ Ω3 ∧ Ω1

+ p(γ ∧ Ω1 + rΩ2 ∧ Ω3 − pΩ3 ∧ Ω1) ∧ Ω3 − pΩ2 ∧ (sΩ2 ∧ Ω3 + tΩ3 ∧ Ω1 + Ω1 ∧ Ω2)

+ q(sΩ2 ∧ Ω3 + tΩ3 ∧ Ω1 + Ω1 ∧ Ω2) ∧ Ω1 − qΩ3 ∧ (−γ ∧ Ω2 + pΩ2 ∧ Ω3 + qΩ3 ∧ Ω1)

= −dγ ∧ Ω2 + rγ ∧ Ω2 ∧ Ω3 − pγΩ3 ∧ Ω1 + dp ∧ Ω2 ∧ Ω3 + dq ∧ Ω3 ∧ Ω1 + pγ ∧ Ω1 ∧ Ω3

− pt ∧ Ω2 ∧ Ω3 ∧ Ω1 + qs ∧ Ω2 ∧ Ω3 ∧ Ω1 − q ∧ Ω3 ∧ −γ ∧ Ω2

= −dγ ∧ Ω2 + rγ ∧ Ω2 ∧ Ω3 + dp ∧ Ω2 ∧ Ω3 − qγ ∧ Ω3 ∧ Ω2 − pγΩ3 ∧ Ω1 + pγ ∧ Ω1 ∧ Ω3

+ dq ∧ Ω3 ∧ Ω1 − pt ∧ Ω2 ∧ Ω3 ∧ Ω1 + qs ∧ Ω2 ∧ Ω3 ∧ Ω1

= −dγ ∧ Ω2 + (dp+ (q + r)γ) ∧ Ω2 ∧ Ω3 + (dq − 2pγ) ∧ Ω3 ∧ Ω1 + (qs− pt)Ω1 ∧ Ω2 ∧ Ω3
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0 = d2Ω1 = dγ ∧ Ω1 − γ ∧ dΩ1 + dr ∧ Ω2 ∧ Ω3 + rd(Ω2 ∧ Ω3)− dp ∧ Ω3 ∧ Ω1 − pd(Ω3 ∧ Ω1)

= dγ ∧ Ω1 − γ ∧ dΩ1 + dr ∧ Ω2 ∧ Ω3 + rdΩ2 ∧ Ω3 − rΩ2 ∧ dΩ3 − dp ∧ Ω3 ∧ Ω1 − pdΩ3 ∧ Ω1

+ pΩ3 ∧ dΩ1

= dγ ∧ Ω1 − γ ∧ (−γ ∧ Ω2 + pΩ2 ∧ Ω3 + qΩ3 ∧ Ω1) + dr ∧ Ω2 ∧ Ω3 − dp ∧ Ω3 ∧ Ω1

+ r(γ ∧ Ω1 + rΩ2 ∧ Ω3 − pΩ3 ∧ Ω1) ∧ Ω3 − rΩ2 ∧ (sΩ2 ∧ Ω3 + tΩ3 ∧ Ω1 + Ω1 ∧ Ω2)

− p(sΩ2 ∧ Ω3 + tΩ3 ∧ Ω1 + Ω1 ∧ Ω2) ∧ Ω1 + pΩ3 ∧ (−γ ∧ Ω2 + pΩ2 ∧ Ω3 + qΩ3 ∧ Ω1)

= dγ ∧ Ω1 − pγ ∧ Ω2 ∧ Ω3 − qγ ∧ Ω3 ∧ Ω1 + dr ∧ Ω2 ∧ Ω3 − dp ∧ Ω3 ∧ Ω1 + rγ ∧ Ω1 ∧ Ω3

− rtΩ2 ∧ Ω3 ∧ Ω1 − psΩ2 ∧ Ω3 ∧ Ω1 − pΩ3 ∧ γ ∧ Ω2

= dγ ∧ Ω1 − pγ ∧ Ω2 ∧ Ω3 + dr ∧ Ω2 ∧ Ω3 − pΩ3 ∧ γ ∧ Ω2 − qγ ∧ Ω3 ∧ Ω1 − dp ∧ Ω3 ∧ Ω1

+ rγ ∧ Ω1 ∧ Ω3 − rtΩ2 ∧ Ω3 ∧ Ω1 − psΩ2 ∧ Ω3 ∧ Ω1

= dγ ∧ Ω1 + (dr − 2pγ) ∧ Ω2 ∧ Ω3 − (dp+ (q + r)γ) ∧ Ω3 ∧ Ω1 − (rt+ ps)Ω1 ∧ Ω2 ∧ Ω3

0 = d2Ω3 = ds ∧ Ω2 ∧ Ω3 + sd(Ω2 ∧ Ω3) + dt ∧ Ω3 ∧ Ω1 + td(Ω3 ∧ Ω1) + dΩ1 ∧ Ω2 − Ω1 ∧ dΩ2

= ds ∧ Ω2 ∧ Ω3 + sdΩ2 ∧ Ω3 − sΩ2 ∧ dΩ3 + dt ∧ Ω3 ∧ Ω1 + tdΩ3 ∧ Ω1 − tΩ3 ∧ dΩ1

+ dΩ1 ∧ Ω2 − Ω1 ∧ dΩ2

= ds ∧ Ω2 ∧ Ω3 + s(γ ∧ Ω1 + rΩ2 ∧ Ω3 − pΩ3 ∧ Ω1) ∧ Ω3 + dt ∧ Ω3 ∧ Ω1

− sΩ2 ∧ (sΩ2 ∧ Ω3 + tΩ3 ∧ Ω1 + Ω1 ∧ Ω2) + t(sΩ2 ∧ Ω3 + tΩ3 ∧ Ω1 + Ω1 ∧ Ω2) ∧ Ω1

− tΩ3 ∧ (−γ ∧ Ω2 + pΩ2 ∧ Ω3 + qΩ3 ∧ Ω1) + (−γ ∧ Ω2 + pΩ2 ∧ Ω3 + qΩ3 ∧ Ω1) ∧ Ω2

− Ω1 ∧ (γ ∧ Ω1 + rΩ2 ∧ Ω3 − pΩ3 ∧ Ω1)

= ds ∧ Ω2 ∧ Ω3 + sγ ∧ Ω1 ∧ Ω3 + dt ∧ Ω3 ∧ Ω1 − stΩ2 ∧ Ω3 ∧ Ω1 + stΩ2 ∧ Ω3 ∧ Ω1

− tΩ3 ∧ −γ ∧ Ω2 + qΩ3 ∧ Ω1 ∧ Ω2 − rΩ1 ∧ Ω2 ∧ Ω3

= ds ∧ Ω2 ∧ Ω3 + sγ ∧ Ω1 ∧ Ω3 + dt ∧ Ω3 ∧ Ω1 + tγ ∧ Ω3 ∧ Ω2 + qΩ3 ∧ Ω1 ∧ Ω2

− rΩ1 ∧ Ω2 ∧ Ω3

= (ds− tγ) ∧ Ω2 ∧ Ω3 + (dt− sγ) ∧ Ω3 ∧ Ω1 + (q − r)Ω1 ∧ Ω2 ∧ Ω3
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Finalmente obtenemos lo siguiente:

0 = −dγ ∧ Ω2 + (dp+ (q + r)γ) ∧ Ω2 ∧ Ω3 + (dq − 2pγ) ∧ Ω3 ∧ Ω1

+ (qs− pt)Ω1 ∧ Ω2 ∧ Ω3 (5.17)

0 = dγ ∧ Ω1 + (dr − 2pγ)) ∧ Ω2 ∧ Ω3 − (dp+ (q + r)γ) ∧ Ω3 ∧ Ω1

− (rt+ ps)Ω1 ∧ Ω2 ∧ Ω3 (5.18)

0 = (ds− tγ) ∧ Ω2 ∧ Ω3 + (dt− sγ) ∧ Ω3 ∧ Ω1 + (q − r) ∧ Ω1 ∧ Ω2 ∧ Ω3 (5.19)

Las ecuaciones de las expansiones de las derivadas de las funciones torsion en tér-

minos del comarco canónico se dan como sigue:

ds =tγ +
∑

SIΩ
I (5.20)

dt =sγ +
∑

TIΩ
I (5.21)

dp =− (q + r)γ +
∑

PIΩ
I (5.22)

dr =2pγ +
∑

RIΩ
I (5.23)

dq =2pγ +
∑

QIΩ
I (5.24)

donde los SI , TI , PI , RI y QI son las derivadas covariantes de las respectivas funcio-

nes torsión en las Ωi direcciones. De lo anterior sabemos que γ es una 1-forma conexión,

luego dγ es una 2-forma y en la siguiente proposición se demuestra que es semi-básica.

Proposición 2 La 2-forma dγ es semi-básica. Esto es, γ se puede escribir como

dγ = H2Ω2 ∧ Ω3 +H2Ω3 ∧ Ω1 +KΩ1 ∧ Ω2 (5.25)

Demostración. Calculando el producto exterior de (5.18) con Ω3 obtenemos 0 =

dγ∧Ω1∧Ω3, también de (5.17) con Ω3, obtenemos dγ∧Ω2∧Ω3 = 0. Luego el producto

exterior de (5.17)con Ω1 y (5.18) con Ω2 al sumar obtenemos dγ ∧Ω1 ∧Ω2 = 0. Por lo

tanto podemos de�nir una función K : M → R, tal que satisface dγ = KΩ1 ∧Ω2(mod

Ω3)

Por otro lado las funciones torsión serán funciones sobre M en la siguiente propo-

sición se muestra que están bien de�nidas

Proposición 3 K, s2 + t2, y s2 + qr son funciones bien de�nidas sobre M .
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Demostración. Si diferenciamos (5.25) y calculamos el producto exterior con Ω3

obtenemos

0 = d2γ = dK ∧ Ω1 ∧ Ω2 ∧ Ω3

De esto se deduce que dK es semi-básica, por consiguiente K debería ser constante

en la dirección de las �bras. De manera similar para (5.20) y (5.21) calculamos d(s2+t2)

≡ 0(mod Ω1,Ω2,Ω3) luego de (5.22), (5.23) y (5.24) calculamos d(p2 + qr)≡ 0(mod

Ω1,Ω2,Ω3), de esto podemos deducir que s2 + t2 y p2 + qr deben ser constantes en la

dirección de la �bra.

Por lo tanto de la teoría general de {e}-estructuras, las funciones K, s2+t2, y s2+qr

son invariantes diferenciales para una variedad no holonómica, y más aún forman un

conjunto completo de invariantes diferenciales.

Consideremos ahora las siguientes relaciones basadas sobre las identidades Bianchi.

r − q = S2 + T2, rt+ ps = R1 − P2, pt− qs = P1 +Q2 (5.26)

La acción del grupo reducido G1 ≡ O(2) sobre el espacio torsión puede ser deducido

de las identidades Bianchi. En particular tenemos (mod Ω1, Ω2, Ω3)

d

(
s

t

)
=

(
0 γ

−γ 0

)(
s

t

)
, (5.27)

y

d

(
1
2
(q + r)

p

)
=

(
0 2γ

−2γ 0

)(
1
2
(q + r)

p

)
(5.28)

G1 actúa sobre el los planos torsión (s, t) y sobre (1
2
(q+r), p). Ambos planos torsión

rotan en la dirección en que movemos la �bra.

Lema 3 (Framing). Sea B una variedad diferenciable de dimensión n con un comarco

u = (η1, . . . , ηn). Entonces el pseudo-grupo de difeomor�smos G, que preserva este

comarco, es un grupo de Lie de dimensión a lo sumo n, el cual se alcanza si y solo si

dηi =
∑
Ci
jkη

k ∧ ηj.
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Con Ci
jk constantes. Si este es el caso las Ci

jk son las constantes de estructura de G.

G actúa transitivamente sobre B y el comarco puede identi�carse con una pase para

las 1-formas invariantes a la izquierda sobre G.

De la teoría de las e-estructuras se tiene que las funciones Ci
jk, cuando son cons-

tantes forman un conjunto completo de invariantes diferenciales.

Ahora falta dar una interpretación de los invariantes diferenciales obtenidos. La B1-

estructura 4-dimensional tiene un comarco canónico. Se sigue de el framing lemma([7],

[8]), que la dimensión maximal de un grupo de Lie (local) G de difeomor�smos de B1

que preserva el campo de comarcos {γ,Ω1,Ω2,Ω3} es de dimensión 4 ( la dimensión de

B) y esta cota se logra si y solo si K y las funciones torsión p, q, r, s son constantes.

En este caso G actúa libre y transitivamente sobre B y los covectores que integran el

comarco pueden ser identi�cados con las formas de Maurer-Cartan sobre G.

Proposición 4 La dimensión del grupo de simetría (local) de B1 es cuatro si y solo si

p = q = r = s = t = 0 y K es por consiguiente el único invariante local para variedades

de contacto no holonómicas con simetría maximal.

Demostración. Por el Lema del framing, las funciones torsión deberían ser todas

constantes. G1 actúa sobre el plano torsión (s, t) por rotaciones ver (5.27), entonces s

y t son constantes, más aún s y t deberían ser cero, S1 y T2 son ambos cero y (5.26)

implica que q = r. De (5.28) se tiene que los planos torsión (p, q) y (p, r) rotan en la

dirección en que se mueven las �bras. En conclusión p, q y r deberían ser todas cero.

En efecto las identidades Bianchi son ahora 0 = d2Ωi = dγ∧Ωi, i = 1,2. Calculando

el producto exterior de (5.25) con Ωi vemos que Hi = 0 lo que nos queda es que dγ

= KΩ1 ∧ Ω2. Entonces se tiene que dγ = KΩ1 ∧ Ω2 = KdΩ3 para lo cual γ = dΩ3.

Finalmente las ecuaciones de estructura resultantes son:

dΩ1 = KΩ2 ∧ Ω3, dΩ2 = KΩ3 ∧ Ω1, dΩ3 = Ω1 ∧ Ω2 (5.29)

Ahora si {Ω1,Ω2,Ω3} son identi�cadas con las formas de Maurer-Cartan sobre M ,

entonces las constantes torsión son identi�cadas con las constantes de estructura de la

variedad M . Localmente, las simetrías de M son: SO(3) si K > 0, el grupo Heisen-

berg si K = 0, o Sl(2,R) si K < 0. Con estructura de contacto no holonómica dada

por D = (Ω3)⊥ y podemos considerar entonces a ω3 como una forma conexión sobre
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el haz principal π : M → Σ donde π∗ es una submersión Riemanniana y Σ es una

super�cie cuya curvatura Gaussiana es K constante. Los grupos de simetría cuatro

dimensional de estas estructuras son las variedades base M centralmente extendidas

por S1. Nota que mientras las clasi�caciones en el caso de simetría maximal para casos

Sub-Riemanniana y no holonómica son análogos, las geometrías no son las mismas.

Un ejemplo estándar de un sistema no holonómico con simetría cuatro dimensional

es el sistema no holonómico sobre el grupo Heisenberg con métrica ds2 = (1 + y2

4
)dx⊗

dx+ (1 + x2

4
)dy ⊗ dy + dz ⊗ dz + xdy ⊗ dz − ydx⊗ dz − xy

2
dx⊗ dy cuyo representante

matricial es

[Gp] =


1 + y2

4
−xy

2
−y

0 1 + x2

4
x

0 0 1


y una distribución de contacto H generada por el ker(η3) donde

(η1, η2, η3)tr = (dx, dy, dz +
1

2
(xdy − ydx))tr

es el comarco estándar invariante por las izquierda. Se tiene que s2 + t2 = p2 + qr

= K = 0. En este caso (η1, η2, η3)tr es un comarco B1-adaptado y ds2 puede ser iden-

ti�cado con la métrica canónica.

Ehlers da una interpretación geométrica de los invariantes diferenciales obtenidos.

Considera que K puede ser interpretado como la curvatura Gaussiana en ciertas cir-

cunstancias. Hughen, por otro lado, observó que los invariantes para una geometría

Sub-Riemanniana puede ser interpretados en términos de la curvatura seccional, en el

plano de H, de una métrica Riemanniana de�nida canónicamente. Ehlers hace una in-

terpretación en el caso no holonómico. Esto es, sea la métrica canónica introducida por

Cartan dada por d̄s
2
= (Ω1)2 + (Ω2)2 + (Ω3)2 donde (Ω1,Ω2,Ω3)tr es la 1-forma tauto-

lógica sobre B1. Subsecuentemente cualquier sección de B1 es un comarco ortonormal

en esta métrica, podemos calcular la forma conexión de Levi-Civita de A relativa a

cualquier comarco adaptado B1, de (5.13) y las ecuaciones de estructura dΩ = -A∧Ω.

Tenemos

A =


0 α3 −α2

−α3 0 −α1

α2 −α1 0

 (5.30)
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con α1 = (1
2
− p)Ω1 − rΩ2 − sΩ3, α2 = −qΩ1 + (1

2
+ p)Ω2 − tΩ3, y α3 = γ − 1

2
Ω3.

La matriz curvatura es Θ = [Θij] = dA - A ∧A. Calculamos

θ12 = dα3 − α1 ∧ α2 = (K + p2 + rq − 3

4
)Ω1 ∧ Ω2(modΩ3) (5.31)

La curvatura seccional en la dirección de la distribución es por consiguiente K −
p2 − qr − 3

4
. Si s = t = 0 entonces r = q y recupera el resultado obtenido por Hughen

para geometría Sub-Riemanniana.

Ejemplos con simetría de dimensión 3. El grupo G1 actúa sobre los planos

torsión (s, t) y (1
2
(r+q), p) por rotaciones. Si s, t, p, o r+q 6= 0 nosotros podemos usar

G1 para simpli�car la torsión. El grupo estabilizador G2 para la elección simpli�cada

de torsión sera entonces discreto, consistiendo de las matrices diagonales en SO(3).

La G2-estructura B2 resultante es tres-dimensional. El lema del Framing implica que

la dimensión de dicha estructura es tres si y solo si la torsión es constante. En estos

casos la torsión puede ser identi�cado con las constantes de estructura del álgebra de

Lie del grupo de Lie (local) de simetrías de la estructura no holonómica. Existen dos

situaciones por estudiar: s o t 6= 0, y p o 1
2
(r + q) 6= 0.

caso 1: s o t 6= 0. En este caso podemos usar la acción de G1 para forzar t =

0 y s > 0. La pseudo-conexión es entonces básica y podemos expresarla como γ =

λ1Ω1 + λ2Ω2 + λ3Ω3. Las ecuaciones de estructura en este caso son

d


Ω1

Ω2

Ω3

 =


(λ3 + p) q −λ1

r (λ3 − p) −λ2

σ 0 1




Ω2 ∧ Ω3

Ω3 ∧ Ω1

Ω1 ∧ Ω2

 (5.32)

donde σ =
√
s2 + t2. Las identidades Bianchi 0 = d2Ωi para i = 1,2,3 da respecti-

vamente

0 = qσ + rλ1 − pλ2 − λ2λ3 = (λ3 − p)(σ + λ1)− qλ2 = q − r − σλ2

Ejemplo. Sea la estructura no holonómica caracterizada por el comarco (η1 =

dx, η2 = dy, η3 = eσydz + xdy)tr sobre la variedad R3. Con ecuaciones de estructura

dada por dΩ1 = dΩ2 = 0, y dΩ3 = σΩ3 ∧Ω1 + Ω1 ∧Ω2. El álgebra de Lie de dimensión

tres correspondiente es soluble (si existe un n ∈ N tal que la serie derivada del álgebra
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es cero, es decir, si g es el álgebra de Lie entonces g(n) = {0} ) pero no nilpotente

(g ⊇ [g, g] ⊇ . . . ⊇ [[[g, g], g], g] ⊇ . . . termina en cero). El factor σ se obtiene de mane-

ra explícita por las ecuaciones geodésicas. En geometría Sub-Riemanniana este caso no

ocurre, la acción del grupo nos permite manipular la función torsión σ de tal manera

que pueda ser cero.

Caso 2: p o r+q 6= 0. El grupo G1 actúa sobre el plano torsión dado por (p, 1
2
(r+q))

por rotaciones. Por la acción del grupo podemos se puede llegar a igualdad r = q.

Luego el grupo consistirá de las todas las matrices diagonales en SO(3) con ecuaciones

de estructura dada por

d


Ω1

Ω2

Ω3

 =


(λ3 + P ) q −λ1

−q (λ3 − P ) −λ2

s t 1




Ω2 ∧ Ω3

Ω3 ∧ Ω1

Ω1 ∧ Ω2

 (5.33)

donde P = ‖(p, 1
2
(r + q))‖. Con identidades Bianchi dadas mediante

0 = q(s− λ1)− (λ3 + P )(λ2 + t)

0 = (λ3 − P )(s+ λ1) + q(t− λ2)

0 = 2q − sλ2 + λ1t

Para el caso s = t = 0, se tiene q = 0 y las identidades Bianchi se pueden reescribir

mediante (λ3− p)λ1 = (λ3 + p)λ2 = 0. Para los casos en que λ1 y λ2 sean también cero

se incluyen varios ejemplos de sistemas no holonómicos. Para estos caso las álgebras de

Lie son so(3) para λ3 > p, e(2) para λ3 = p, sl(2,R) para −p < λ3 < p, e(1, 1) para λ3

= -p, y sl(2,R) para λ3 < −p.

Ejemplo. Un patín sobre la variedad SE(2). Considerar un patín de hielo vertical

moviéndose sobre el plano xy. Tiene una variedad de con�guración SE(2). Consi-

deramos las coordenada Cartesianas (x, y) como el punto de contacto del patín so-

bre el hielo y las coordenada θ como la orientación del patín respecto a la posición

del eje x. El patín tiene gira en la dirección de θ pero solo puede trasladarse en

la dirección en la cual está orientado. En este caso la energía cinética del patín es

2T = m((dx)2 + (dy)2) + I(dθ)2 donde m es la masa del patín y I es su momen-

to de inercia alrededor del punto de contacto. Para caracterizar esta estructura geo-

métrica comenzamos con un marco ortonormal dado por {X1, X2, X3} donde X1 =
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( cos θ√
m

) ∂
∂x

+ ( sin θ√
m

) ∂
∂y
, X2 = 1√

I
∂
∂θ
, X3 = −( sin θ√

m
) ∂
∂x

+ ( cos θ√
m

) ∂
∂y
, y su respectivo marco dual

(
√
m cos θdx +

√
m sin θdy,

√
Idθ,−

√
m sin θdx +

√
m cos θdy)tr. Calculamos la forma

conexión y las funciones torsión para la B1-estructura reducida de�nida en (5.13) ha-

ciendo cambios de variables mediante lo siguiente: γ = -dφ + 1
2I

Ω3, p = 1
2I

cos 2φ, y

q = r = − 1
2I

sin 2φ, s = t = 0. Las ecuaciones de estructura para la G2-estructura B2

reducida son dΩ1 = I−1Ω2∧Ω3, dΩ2 = 0, y dΩ3 = Ω1∧Ω2. Identi�camos las constantes

de estructura para el álgebra de Lie se(2) y así también podemos identi�car el grupo

de simetría SE(2) para esta estructura con la variedad de con�guración.

Esta es la forma en que el método de equivalencia es aplicado a variedades de

contacto de dimensión 3, Ehlers da una interpretación geométrica de los invariantes di-

ferenciales pero aun falta comparar los invariantes encontrados con los que se obtengan

de otras estructuras geométricas usando diferentes signi�cados.
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Capítulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

Conclusiones

En esta tesis se estudia el método de equivalencia para la clasi�cación de estructu-

ras no holonómicas. Una versión de la aplicación del método comienza codi�cando la

estructura bajo estudio mediante una G-estructura la cual a su vez contiene toda la in-

formación que caracteriza a dicha estructura, en el sentido en que dada la G-estructura

podemos obtener nuevamente el objeto. Una vez obtenida la G-estructuras del objeto

se procede a calcular sus respectivos invariantes. La forma de proceder del método de

equivalencia para identi�car y calcular invariantes diferenciales es relativamente sis-

temática, esto es, el método aplica procesos de reducciones y/o prolongaciones para

obtener el grupo de estructura más simple como sea posible, y de esta manera obtener

fácilmente los invariantes diferenciales.

El método de equivalencia es una herramienta muy útil para la clasi�cación de es-

tructuras geométricas y es por eso que en teoría de control surge de manera natural

para la clasi�cación de sistemas mecánicos simples. Se codi�caron mediante una G-

estructura, algunas estructuras tales como una estructura Riemanniana, sub Rieman-

niana también se encontró la G-estructura de la Forma Encadenada Extendida(FEE).

Se aplicó el método de equivalencia para el cálculo de invariantes diferenciales sobre una

curva en R2 y aunque sabemos que una curva en el plano queda totalmente especi�cada

una vez que se conoce su curvatura, es decir, la curvatura es una propiedad intrínseca

e invariante bajo transformaciones de cuerpos rígidos, por el método de equivalencia

se obtuvo que efectivamente la curvatura es un invariante diferencial.
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Trabajo a futuro

Calcular invariantes diferenciales FEE. Al encontrar los invariantes diferenciales

podemos caracterizar este sistema y establecer la condiciones necesarias y su�cientes

bajo las cuales un sistema mecánico simple es transformable a la FEE. Y consecuen-

temente con la información que se obtenga la posibilidad de hacer una clasi�cación de

los sistemas mecánicos simples que sean transformables a la FEE.
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[5] J. E. Marsden, T.S. Ratiu. Introduction to mechanics and simmetry. Texts in Ap-

plied Mathematics, Vol. 17 Second edition, Springer-verlag, New York, Inc.,1999.

[6] Jhon M. Lee Riemannian Manifolds, an introduction to curvature. Graduate Texts

in Mathematics, Vol. 176, Springer-Verlag, New York, 1997

[7] Richard Montgomery. A tour of Subriemannian Geometries, Their Geodesic and

applications. Mathematical Surveys and Monographs, Vol. 91. American Mathe-

matical Society, USA 2002.

[8] Robert B. Gardner. The Method of Equivalence and Its Applications. CBMS-NSF

Regional conference Series, Vol.58, SIAM, 1989.

[9] R.W. Sharpe.Di�erential Geometry Cartan's generalization of Klein's erlangen

Program.Graduate Texts in Mathematic, Vol. 166. Springer-verlag, New York,

1997.

[10] S. Kobayashi and K. Nomizu. Foundations of Di�erential Geometry, Vol. 1. Wiley-

Interscience, 1996.

85



[11] Shlomo Sternberg. Lectures on Di�erential Geometry. AMS Chelsea, 2nd edition,

New York, 1983.

[12] Thomas A. Ivey, J. M. Landsberg.Cartan for Beginners: Di�erential Geometry via

Moving Frames and Exterior Di�erential Systems. Graduate Studies in Mathema-

tics, Vol. 61. American Mathematical Society 2003.

[13] William M. Boothby. An introduction to di�erentiable manifolds and Riemannian

geometry. Academic Press, 2nd edition, USA, 2003.

[14] A. Sánchez Valenzuela. Una descripción parcial del desarrollo de la geometría

diferencial en el siglo XX, y una panorámica sesgada de sus perspectivas al futuro.

Miscelánea Matemática, Vol. 32, p. 69-102, 2000.

[15] Kurt Ehlers. Geometric equivalence on nonholonomic three-manifolds. Proceedings

of the Fourth International Conference on Dynamical Systems and Di�erential

Equations, p. 246-255, may 24-27, Wilmington, NC, USA 2002.

[16] J.N. Tavares. About Cartan Geometrization of Non-Holonomic Mechanics. Journal

of Geometry and Physics, Vol. 45 p. 1-23, 2003.

[17] David A. Lizárraga, Henk Nijmeijer. Control of underactuated systems. Partial

results and open problems in the characterization of the Extended Chained Form.

Information, Decision and Control 2002, Adelaide, Australia, 2002.

86




