INSTITUTO POTOSINO DE INVESTIGACION
CIENTIFICA Y TECNOLOGICA, A.C.

POSGRADO EN CIENCIAS APLICADAS

Hacia la Clasificacion de Sistemas Mecanicos
Mediante el Método de Equivalencia

Tesis que presenta
Esperanza Cuellar Castaneda
Para obtener el grado de
Maestro en Ciencias Aplicadas
En la opciéon de

Control y Sistemas Dindmicos

Director de la Tesis:

Dr. David Antonio Lizarraga Navarro

San Luis Potosi, S.L.P., Agosto de 2012



Constancia de aprobacion de la tesis

La tesis Hacia la Clasificacién de Sistemas Mecanicos Mediante el Método
de Equivalencia presentada para obtener el Grado de Maestra en Ciencias Aplicadas
en la opcion Control y Sistemas Dinamicos fue elaborada por Esperanza Cuellar
Castaneda y aprobada el 07 de Agosto de 2012 por los suscritos, designados por el
Colegio de Profesores de la Division de Matemaéticas Aplicadas del Instituto Potosino

de Investigacion Cientifica y Tecnologica, A.C.

Dr. David Antonio Lizarraga Navarro

(Director de la tesis)

Dr. Arturo Zavala Rio
(Presidente)

Dr. Hugo Cabrera Ibarra
(Sinodal)

Dr. Mauro Eduardo Maya Méndez
(Sinodal)

IIT



Créditos Institucionales

Esta tesis fue elaborada en la Division de Matemaéaticas Aplicadas del Instituto Po-
tosino de Investigacion Cientifica y Tecnologica, A.C., bajo la direccion del Dr. David

Antonio Lizarraga Navarro.

Durante la realizacion del trabajo el autor recibi6é una beca académica del Consejo
Nacional de Ciencia y Tecnologia con ntimero de registro 224197 durante el periodo
Agosto 2009-Julio 2011.






A mis Papds

Y
Hermanos

X



Agradecimientos

Mi especial agradecimiento a mi asesor el Dr. David Antonio Lizdrraga Navarro por
su gran ejemplo, de que el conocimiento se adquiere con dedicaciéon y trabajo constante,
sobre todo por su paciencia, esfuerzo y tiempo invertidos en mi formacion académica,

asi como también por su constante motivacion, para la conclusion de mi tesis.

A mis sinodales, los doctores Arturo Zavala Rio, Mauro Eduardo Maya Méndez,

Hugo Cabrera Ibarra por sus comentarios y aportaciones hechos a mi tesis.

A todos los investigadores que formaron parte de mi formaciéon académica, por sus

consejos y ensenanzas durante las clases impartidas.

A mi familia y amigos por su gran apoyo moral, sus valiosos consejos y por com-

partir su tiempo en todo momento.
Finalmente, al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACYT) por la beca

otorgada durante el periodo Agosto 2009 - Julio 2011 y al IPICYT por el apoyo especial

para la inscripcion al XLIV Congreso de la Sociedad Mateméatica Mexicana.

XI



Contenido

Constancia de aprobacion de la tesis
Créditos institucionales

Acta de examen

Dedicatorias

Agradecimientos

Lista de figuras

Notaciones y convenciones

Resumen

Abstract

Indice general

XIII

IAY
VI
VIII
IX
XI
XV
XVII
XIV
XXI

XXIII



Fig.

1.1.1
1.1.2
3.1.1
3.1.2
4.3.1

Lista de figuras

Nombre

Figuras en el plano

Péndulo

Representacion de un haz fibrado
Trivializaciones locales

Marcos méviles

XV

21
23
53



Notaciones y convenciones

R Conjunto de los ntimeros reales

N Conjunto de los nimeros naturales

A Producto exterior de formas difernciales

X Producto cruz de vectores en R?

® Producto tensorial

>, Suma directa de espacios vectoriales

o Composicion de funciones

Al Transpuesta de una matriz de una matriz A

d Diferenciaciéon exterior

Lx Producto interior con respecto a X

Lx Derivada de Lie en la direcciéon de X

() producto interno en un espacio vectorial

GL(n) Grupo de transformaciones lineales de R™ en R"
gl(n) Algebra de Lie del grupo GL(n)

I'(TM) Conjunto de campos vectoriales sobre la variedad M
TM Haz tangente de la variedad M

M Haz cotangente de la variedad M

H T,M  Union disjunta de espacios tangentes a M en un punto g
qeEM

FM Haz de marcos sobre la variedad M
F*M Haz de comarcos sobre la variedad M

[',/(TG)  Conjunto de campos vectoriales sobre GG invariantes a la izquierda

XVII



Resumen

Palabras clave: Invariantes diferenciales, estructuras geométricas, grupo de Lie G,

G-estructura, método de equivalencia.

El matematico Elie Joseph Cartan formulé un método llamado “de equivalencia”
para identificar y calcular invariantes diferenciales de estructuras geométricas bajo la
accion de un grupo de transformaciones GG. Una version de la aplicacion del método
comienza codificando la estructura geométrica bajo estudio mediante una G-estructura
y posteriormente calcula los invariantes diferenciales de la G-estructura aplicando pro-
cesos de reducciones y/o prolongaciones. Los invariantes diferenciales proporcionan
condiciones necesarias y en ocasiones también suficientes para determinar cuando dos
G-estructuras son equivalentes. Por lo tanto el método de equivalencia es una herra-
mienta util para la clasificacion de objetos geométricos, es por eso que surge de manera
natural en la clasificacion de sistemas mecanicos simples con fuerzas externas. En es-
te trabajo se proporcionan los detalles de caracterizacion mediante una G-estructura
de estructuras geométricas tales como variedades Riemannianas, Sub-Riemannianas
y un sistema mecanico simple. Nos interesamos en particular en la usualmente lla-
mada Forma Encadenada Extendida (FEE), que representa una clase especifica de
sistemas mecénicos subactuados en una variedad de configuraciones de dimensiéon 3.
Como ejemplo adicional se calcularon invariantes diferenciales de curvas en el plano
R? ~ SE(2)/SO(2) tomando derivadas de Darboux de levantamientos de tales curvas
a SE(2). Finalmente se presenta una lectura detallada del articulo de K. Ehlers [15],
donde se derivan invariantes diferenciales de variedades no holonémicas de dimension

3.
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Abstract

Key words: differential invariants, geometric structures, Lie group G, G-structure,

method of equivalence.

The French mathematician Elie Joseph Cartan formulated a method, now called
“the method of equivalence,” to identify and calculate differential invariants of geome-
tric structures under the action of a transformation group G. A version of the method
begins by encoding the geometric structure under study by a G-structure and then
identifies differential invariants of the G-structure by a process that involves reduc-
tions or prolongations. The differential invariants provide necessary (and sometimes
sufficient) conditions in order to determine when two G-structures are equivalent. The
method of equivalence is a useful tool for classifying geometric objects, hence it arises
naturally in the classification of mechanical systems formulated in geometric terms. In
this work, the basic objects involved in the method of equivalence are studied along
with examples of representations of geometric structures, including Riemannian and
subriemannian manifolds, via G-structures. Our interest is particularly focused on the
so-called Extended Chained Form (ECF), which represents a special class of underac-
tuated simple mechanical systems defined on a 3-dimensional configuration manifold.
As an additional example, differential invariants for curves in R? ~ SFE(2)/SO(2) are
computed by taking the Darboux derivatives of lifts of those curves to SE(2). Finally,
a detailed reading is made of K. Ehlers’ published article [15|, where a derivation of

differential invariants of three-dimensional nonholonomic manifolds is presented.
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Capitulo 1
Introduccion

El matematico francés Elie Joseph Cartan formuloé un procedimiento para identi-
ficar y calcular propiedades invariantes de estructuras geométricas bajo la accion de
un grupo de transformaciones G. Por estructuras geométricas se entiende una gran va-
riedad de objetos geométricos tales como métricas (Riemannianas, sub-Riemannianas,
pseudo-Riemannianas), distribuciones, codistribuciones, sistemas mecénicos, etc. Las
propiedades invariantes permiten identificar y caracterizar a un objeto; su importancia
radica en que a través de éstas podemos comparar estructuras geométricas entre si y,

més ain, llegar a hacer una clasificacion de las mismas.

La dificultad de comparar una estructura geométrica con otra es que en general no
tienen mucho en comin y que en esencia pueden ser muy distintas, aunque también ca-
be la posibilidad de que una estructura geométrica tenga representaciones que a simple
vista parezcan muy distintas y aun asi no podamos compararlas aunque en realidad
representen lo mismo. Sumado a esto es que en general también es dificil identificar y /o

calcular las propiedades invariantes que sean representativos de los objetos geométricos.

Existen propiedades que son faciles de identificar tales como la dimensiéon de un
espacio vectorial, la curvatura de una curva, la curvatura y torsion de una superficie
son invariantes bajo transformaciones de movimientos de cuerpo rigido. Existen otras
que requieren de més trabajo para identificarse y/o calcularse tales como la curvatura
y torsion de un sistema mecanico simple sujeto a restricciones no holonémicas y fuerzas
externas. Debido a la complejidad de algunos objetos, la identificacion de las propie-

dades que los caracterizan también se complica.



Por otro lado cabe mencionar que algunas propiedades invariantes son parcialmente
representativas debido a que en el proceso de su calculo puede perderse informaciéon
importante; en tal caso los invariantes diferenciales son de utilidad sobre todo para dis-
tinguir objetos esencialmente distintos. El hecho de que dos objetos tengan el mismo
invariante no implica que sean equivalentes entre si, pero si sus invariantes difieren,
entonces también los objetos son esencialmente distintos entre si, por lo tanto, no son
equivalentes. Un ejemplo sencillo para ilustrar esto es el siguiente, consideremos las

siguientes figuras en el plano(Ver Figura.1.1.1).

Figura 1.1.1. Los rectangulos 1 y 2 tienen area A y uno es el trasladado del otro, son equivalentes. Los
rectangulos 1y 3, y 1 y 4 tienen distinta area, por lo que no son equivalentes. Aunque los rectangulos 3 y 4

tienen area % A, no es posible transformar uno en el otro y coincidan exactamente, no son equivalentes.

Podemos observar que bajo la transformacion de cuerpos rigidos lo tinico que se
preserva de los rectdngulos es su area; entonces el area representa un invariante. Ob-
servemos que los rectangulos 1 y 2 tienen el mimo valor de area, pero desde el punto
de vista de su posiciéon en el plano, como conjuntos no son equivalentes, sin embargo,
si existe una traslacion o transformacion de cuerpos rigidos que permita poner un rec-
tangulo en la misma posicion que el otro y coincidan exactamente. Por ello podemos
decir que son equivalentes. El rectangulo 2 es el traslado del rectangulo 1, es decir,
existe g € G tal que al aplicar L, al rectangulo 1 hace corresponder exactamente con

el rectangulo 2 por lo tanto son equivalentes.



Para el caso de los rectangulos 3 y 4, aunque tienen el mismo valor del area no
existe una traslacién o transformacién de cuerpos rigidos que permita sobreponer el
rectangulo 3 sobre el rectdngulo 4 de tal manera que coincidan exactamente como con-
juntos por lo tanto no son equivalentes. Por otra parte coma sabemos que el area de
los rectangulos 1 y 3, al igual que los rectangulos 1 y 4 son distintas, inmediatamente
podemos concluir que no son equivalentes. En conclusion el 4rea es un invariante bajo
movimientos de cuerpo rigido, pero ésta representa solo parcialmente a un objeto, en

el sentido de que no caracteriza completamente al objeto.

De lo anterior podemos decir entonces que no existe forma universal de comparar es-
tructuras geométricas especialmente cuando son distintas entre si. El procedimiento de
Cartan, actualmente conocido como el método de equivalencia, para calcular invarian-
tes, comienza primero por codificar la estructura geométrica bajo estudio en términos
de marcos (6 comarcos) moviles los cuales forman una G-estructura. Esto conduce a un
formalismo comiin en el que ahora si podremos comparar tales estructuras, pero esto, a
través de sus respectivas G-estructuras. Una G-estructura caracteriza completamente
a un objeto geométrico en el sentido de que dada la G-estructura podemos obtener la

estructura geométrica nuevamente.

Una vez que los objetos geométricos son codificados mediante una G-estructura, es
posible determinar bajo qué condiciones son equivalentes entre si y las condiciones se
suelen deducir de los invariantes diferenciales de las G-estructuras, obtenidos mediante
la aplicacion del método de equivalencia. La forma de proceder del método para cal-
cular invariantes diferenciales es hasta cierto punto sistematica, su aplicacion consiste
en hacer reducciones y/o prolongaciones hasta obtener un marco (o comarco) candénico
con la finalidad de obtener el grupo de transformaciones G tan simple como sea posible.
Si el grupo es trivial {e}, entonces la determinacion de la equivalencia es trivial. Otra
forma de determinar la equivalencia de G-estructuras es a través del pull back de la

forma de Maurer-Cartan también conocida como la derivada de Darboux.

Los invariantes diferenciales son llamados invariantes porque permanecen sin cam-
bio bajo la accion de un grupo de transformaciones G y diferenciales porque tipicamente
se deducen por un proceso de diferenciacion, quedando expresadas en términos de de-

rivadas.



En conclusién, el método de equivalencia de Cartan resulta ser una herramienta ttil
para determinar la equivalencia de estructuras geométricas. El método proporciona con-
diciones necesarias y en ocasiones también suficientes para determinar la equivalencia

a través de los invariantes diferenciales de las G-estructuras de los objetos geométricos.

Una de las razones que nos motiva estudiar el método de equivalencia es que po-
demos aplicarlo en el problema de clasificacién de sistemas mecanicos, la importancia
de los sistemas mecénicos esta en la gran variedad de sus aplicaciones en robética y
automatizacion, vehiculos marinos, aeroespaciales, etc. Aunque en teoria de control se
han obtenido importantes resultados, se han empleado herramientas de geometria dife-
rencial con el objetivo de estudiarlos desde otra perspectiva. En geometria diferencial
un sistema mecanico no holonémico (Q, L, H), consiste de una variedad de configu-
raciones (), una lagrangiana L : TQ) — R, definida por L = T — V', donde T es la
energia cinética asociada a una métrica Riemanniana G, V es la energia potencial, y
‘H una distribucion de restricciones no holonémicas la cual representa las velocidades

permitidas por las restricciones.

Un ejemplo de representacién geométrica de un sistema mecanico simple es el pén-

dulo.

—~>

Figura 1.1.2 Péndulo

El péndulo tiene como variedad de configuraciones S! el circulo de radio | que son
todas las posibles posiciones que puede tener. Con lagrangiano L(q, -q) = k(q,q) —V(q)
donde

= Energia cinética k(q, ¢) = imi*¢®
» Energia potencial V(q) = mgl(l — cosq)

4



La ecuacion dinamica que lo rige es
1§+ mglsing =1 donde I = ml?

Entonces el péndulo tiene una representacion geométrica (S',G, = I,TS'), con

variedad de configuraciones S!, métrica G, — I y distribucion H — T'S*.

Particularmente es interesante estudiar los sistemas mecanicos simples con restric-
ciones no holonémicas. Se puede hacer una caracterizacion, en el sentido de obtener
propiedades intrinsecas que los describan y en base a estas propiedades hacer com-
paraciones entre ellos y més ain, llegar a hacer una clasificacion. Es por eso que el
método de equivalencia de Cartan resulta ser una herramienta muy ttil dentro de la

clasificacion de sistemas mecénicos simples con restricciones no holonémicas.



El objetivo principal de esta tesis es estudiar el método de equivalencia de Car-
tan. Para ello se estudiaron algunos conceptos y ejemplos de haces fibrados principales
y con la finalidad de tener familiaridad con los calculos involucrados dentro de los haces
fibrados principales, codificacion de objetos geométricos mediante una G-estructura y
el calculo de invariantes diferenciales de las G-estructuras a través de la derivada de

Darboux.

Organizacién de la tesis. En el capitulo 1 se da una breve introducciéon y mo-
tivacion de esta tesis asi como también el objetivo principal y objetivos particulares.
En el capitulo 2 se describen algunos conceptos preliminares que son ttiles para conti-
nuar con los siguientes capitulos, ademas se pretende establecer algunas convenciones
y notaciones. En el capitulo 3 se describen algunos conceptos relacionadas con haces
fibrados principales y G-estructuras para codificar estructuras geométricas, también se
dan algunos ejemplos de estructuras geométricas y las respectivas G-estructuras que
las caracterizan. En el capitulo 4 se muestra el procedimiento para obtener invariantes
diferenciales de G-estructuras usando distintos métodos, entre ellos el de los marcos
moviles de Cartan y, la derivada de Darboux. Se da un ejemplo detallado de la aplica-
cién del método de equivalencia, para el caso de una curva en R?. En el capitulo 5 se
revisan algunos resultados del articulo de Kurt Ehlers titulado “Geometric equivalence
on nonholonomic three-manifolds”, donde se aplica el método de equivalencia sobre
variedades de contacto de dimensiéon 3. Finalmente en el capitulo 6 se dan a conocer

las conclusiones y trabajo a futuro.



Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo se describen algunos conceptos béasicos como requisito previo para
los siguientes capitulos. También se estableceran algunas convenciones y notaciones.
Se asume que el lector estd familiarizado con conceptos bésicos de topologia, algebra
lineal y geometria diferencial. Para méas detalles se recomienda consultar [1], [2], 9],
[10].

2.1. Preliminares de geometria diferencial

En esta seccién se establecen algunas notaciones y convenciones que seran ttiles en
la lectura de esta tesis. Empezamos con algunas convenciones de notacién. Denotamos
{z} como el conjunto que contiene un solo elemento z; un listado de elementos deno-
tard un conjunto mediante {z,...,z,} y denotaremos una familia de conjuntos como
(Us)aca donde A es un conjunto de indices. Sean A y B conjuntos, la expresion f :
A — B significa que f mapea el conjunto A en el conjunto B, si D C A entonces f |y

denota la restriccion de f a U.

Seaun k € NU{oo} y n € N, si U C R" un abierto tal que g : U — R, se dice que
g es de clase C% (6 g es C*), si g es k veces continuamente diferenciable (|2], [10]). En
particular g es C° si g es continua, y si g es C* para todo k& > 0, entonces decimos que

g es de clase C™ (6 g es lisa).

Sea W un conjunto. Una carta coordenada para W es un par (U, ¢) tal que U es
un subconjunto de W,y ¢ : U — R", con ¢ inyectivo y ¢(U) un subconjunto abierto
de R™.



Denotamos una coleccion de cartas mediante o7 = {(Uq, 0a) }aca- SI W = UseaUay,

y siempre que U, N U # () entonces
L. va(Us NUg) y ©3(Uy N Up) son subconjuntos abiertos de R", y
2. ot 0o (UsNUs) = p5(Us NUg) es un C*-difeomorfismo.

Al mapeo @u5 = 930 05 oo (Uanuy) Se le llama cambio de coordenadas. Se dice que
dos cartas son compatibles si satisfacen las propiedades 1 y 2. A la coleccion de cartas
compatibles se le llama C'*°-atlas para W. Dos C'*°-atlas .o/ y 9% son equivalentes si
/1 U o/ es también un C'*°-atlas. A la clase de equivalencia de atlas bajo esta relacion
de equivalencia se le llama C*°-estructura diferenciable sobre WW. Una C*-variedad
M es un conjunto W con una C'*°-estructura diferenciable. Si todas las cartas toman
valores en R” para algin n fijo, entonces n es la dimensién de M. Con el término

variedad lisa M, nos referiremos a una variedad diferenciable de clase C°.

Sean M y N variedades diferenciables de clase C* de dimensiéon n. Un mapeo
f:M — N esdeclase C", r < k, si para cada carta (U;, ;) de M y cada carta (V}, ;)
de N, tal que f(U;) C Vj, el mapeo f= Yo fop i (U;) = 1;(V;) es diferenciable

de clase C". Al mapeo fse le llama el representante de f, esto es,

A e

n_J n
pi(Ui) CR" ——¢;(V;) CR

Una funcién diferenciable de clase C* sobre M es un mapeo de clase C* de M
en R. El conjunto de funciones diferenciables sobre M de clase C'*° forma un &lgebra
y la denotaremos por §(M). Sea F(q) el dlgebra de funciones diferenciales de clase C*
definidas en un abierto U de M tal que ¢ € U. Un vector tangente X, a M en un
punto ¢ € M es un mapeo lineal X, : F(¢) — R tal que para todo f y g € §(q), X,
es una derivacion, esto es, X,(f - g9) = f(¢)X,(9) + 9(¢)X,(f). Al conjunto de todos
los vectores tangentes a M en ¢ lo denotamos por T, M, el cual estd dotado de una

estructura de espacio vectorial.



La unién disjunta de todos los espacios tangentes a M, denotada por T'M =

H T,M, se le llama haz tangente de M. A T'M se le dota de manera natural de una
qeEM
estructura de variedad diferenciable y admite una proyecciéon natural dada por

7T]\/[ZTM—>M, (21)

tal que para cada v € T,M my(v) = q.

Dado un mapeo f : M — N de clase C*, donde M y N son variedades, se le llama
el mapeo tangente de f en p al mapeo lineal T),f :T,M — Ty, N, donde p € M,
tal que para cualquier funcion diferenciable g de clase C'*° definida en una vecindad
V C N de f(p) se tiene:

qu(Xq(g)) = Xy(go f) (2.2)

Si f es un difeomorfismo, entonces 7, f es un mapeo lineal no singular para cualquier
q € M, es decir ker(T, f) = {0}. Se llama rango de una funcién diferenciable f en un

punto p € M a la dimension del espacio vectorial de T}, f(T,M)C Ty N.

El mapeo T'f es un mapeo de haces T'f : TM — TN, el cual mapea el espacio
tangente a M en cualquier punto p € M al espacio tangente a N en el punto f(p) y

hace que el siguiente diagrama conmute, esto es, fomy = wyoTf .

™ TN

7er lm\f
f

M ——N

Sea M una variedad, se le llama campo vectorial sobre M a un mapeo X : M —
TM que asigna a cada punto ¢ € M un vector tangente X, € T,M. Si f € §F(M),
entonces X f € §F(M) denota la funcion tal que (X f)(p) = X,(f) € R. Un campo
vectorial se dice ser diferenciable si X f es diferenciable para cada f € §(M); el con-
junto de campos vectoriales diferenciables sobre M lo denotaremos por I'(T'M). Por
otro lado si f es una funcion sobre M y X es un campo vectorial sobre M, entonces
fX es un campo vectorial sobre M definido por (fX), = f(p)X, para p € M y, si
ademés definimos la suma de dos campos vectoriales por (X +Y), = X, +Y,, ['(T'M)

es un modulo sobre el algebra F(M), con la suma y producto por escalar definidas.



De manera adicional, se define un mapeo
[ ] T(TM)x T(TM) — T'(TM) (2.3)

tal que a cada X y Y € I'(T'M) le asigna un campo vectorial [X, Y] llamado corchete
de Lie de X y Y que en cada punto p € M y para cada f € F(M) satisface [X,Y],(f) =
X,(Yf) = Y,(Xf). El mapeo [-,] tiene las siguientes propiedades para todo X, Y y
Z € I(TM):

= Si f, g € (M), entonces [fX,gY] = fg[X, Y]+ f(Xg)Y —g(Y [)X,
» [ X, Y] = —[Y, X], es antisimétrico y satisface
 [[X, Y], Z]+[[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0, la identidad de Jacobi

Un espacio vectorial junto con una operacion bilineal definida como en (2.3), satisfa-

ciendo las propiedades anteriores se le llama algebra de Lie.

Un marco lineal v = (X3, Xs,...,X,,) sobre una n-variedad M es un conjunto
de n campos vectoriales tales que en cada punto p € M forman una base ordenada
{X1p, Xop, ..., Xyp} de T,M. Al conjunto de todos los marcos lineales en el punto
p € M lo denotamos por F,M y el conjunto de todos los marcos lineales en todos los

puntos de M es llamado haz de marcos lineales y lo denotamos por F'M = H F,M.

peEM
Al igual que en el haz tangente existe una proyeccion natural dada por

war s M — M (2.4)

tal que mp(u,) = p para todo u, € F,M.

Una distribucién H de rango r, sobre una n-variedad M es un mapeo tal que a
cada p € M asigna un subespacio vectorial H,, de dimensioén r < n del espacio tangente
T, M para cada p € M. H se dice ser C° si para cada p € M existe una vecindad U de
p y existen r campos vectoriales X1, ..., X, de clase C'° sobre U los cuales generan a
‘H en cada punto de U. Se dice que un campo vectorial X toma valores en H, lo que se
denota X € I'(H), si X, € H,. Si para cualesquiera X, Y € I'(H), el campo vectorial

[X,Y]e I'(H), entonces a ‘H se le llama distribucién involutiva.

En geometria diferencial también se estudian los llamados objetos duales, por ejem-

plo el espacio tangente dual de T, M, también conocido como espacio cotangente,
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denotado por T M, es el conjunto de covectores en o € M. Un covector sobre M en

un punto x € M es un mapeo lineal o, : T, M — R.

De manea similar que al haz tangente, el haz cotangente de una variedad M es la
union disjunta de todos los espacios cotangentes T M en todos los puntos z € M y lo

denotamos mediante T*M = H T;M. A T*M también se le dota de una estructura

peEM
de variedad diferenciable de manera natural y existe una proyeccién natural dada por:

oy T"M — M (2.5)

tal que 7},(0) = x para todo o € T M.

Sea M una variedad. Una forma diferencial (o también llamada 1-forma) o so-
bre M es un mapeo o : M — T*M tal que a cada punto x € M le asigna un covector
o, € TXM. Ahorasi f : M — N es un mapeo de clase C', se le llama mapeo adjunto
al mapeo T f : T;(I)N — T M tal que para cadaz € M, v € T,M y w € T;{(xM,
T f(w) = wi) (Tpf (v)).

Un comarco lineal p = (01,09, ..., 0,) sobre una n-variedad M, es un conjunto de
n 1-formas tales que en cada punto x € M forman una base ordenada {o1,, 02z, ..., Ops }
de T M. También serd conveniente considerar un comarco como un mapeo lineal p :
M — F*M tal que a cada punto z € M le asigna un isomorfismo lineal p, : T, M — R"
definido por v = v'X;(z) — (v},...,v"), donde v € T, M y (v,...,v") € R", repre-
sentaremos a los comarcos como vectores columna cuyas componentes son 1-formas;
tienen asociada una matriz la cual le llamamos representante. Al conjunto de todos los
comarcos lineales en z € M lo denotamos por FyM y al conjunto de todos los comar-
cos en todos los puntos de M se le llama haz de comarcos lineales sobre M y lo

denotamos mediante F*M = H Fy M, aqui también se define una proyeccion natural
peEM

M —- M

Sea H una distribucion de rango r sobre una variedad M. Un comarco p = (01, 09, . ..
se dice ser geométricamente admisible para (6 adaptado a) H silos {o,41,...,0,}

aniquilan a H, esto es, para todo X, € H,, 0,1:(X,) =0, parai=1,... n.

11
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Una 2-forma « sobre una variedad M es un mapeo o : M — T*M xT*M tal que a
cada punto x € M le asigna una forma bilineal antisimétrica sobre el espacio tangente
T.M a M en x de la forma «,, : T, M x T, M — R. En general se llama una k-forma o
(también llamada forma diferencial de grado k) sobre una variedad M en z al mapeo
k-multilineal antisimétrico o, T, M x ... x T, M(k — veces) — R sobre T, M. Sin la

suposicion de antisimetria, o deberfa ser llamado un (0, k)-tensor.(|5], p. 129)

Si o y [ son 1-formas sobre M, entonces su producto exterior es

(A B)(v1,v9) = a(v1)B(v9) — a(v2)B(v1) paravy, vy € T, M
El producto exterior (A) satisface las siguientes propiedades: (Ver [5], p.131 )
1. Asociatividad: a A (A7) = (a A B) A7,
2. Bilinealidad: para toda a, b € R,

(acy +bag) A B = a(ar AB) + b(as A )
aA(chi+dBz) = claApi) +d(anBs)

3. Anticonmutatividad: a A 5 = (=1)*5 A, donde « es una k-forma y 3 es una

[-forma.

En términos de las bases duales dz’, cualquier k-forma puede ser escrita localmente

como o = ay, __;, dz* A+ Adz' donde iy < -+ < i

.....

En particular sean w y o 1-formas y X, Y € I'(TM). En este caso tenemos
wAo(X,)Y)=wX)o(Y) —w(Y)o(X)

Sea N\ T M el algebra exterior sobre 7M. Una k-forma o también puede ser defi-
nida como un mapeo que a cada x € M le asigna un elemento de grado k en \ T} M.

Denotamos por ©*M el conjunto de todas las r-formas diferenciales sobre M para
cada k = 0,1,...,n. Particularmente D°M = F(M).

Existe un dnico mapeo llamado diferenciacién exterior d de k-formas sobre M
a (k + 1)-formas sobre M tal que: (Ver [10], p. 7 )
» Para f € D°M, df es la diferencial total;

12



» SiBED'Myoe DM, entonces d(fAo)=dB Ao+ (—1)"wAdo
= °=0

Si o es de la forma o = fdu para f € §M, entonces do = df A du.

Para cada campo vectorial X, se define una derivacién antisimétrica llamada pro-
ducto interior con respecto a X y se denota por tx, de grado —1 de ©(M) tal que,
(Ver [10], p. 35)

txf =0 para cada f € D°(M)

s 1yw = w(X) para cada w € D' (M)

SiweD"yoe D entonces tx(wAo)=itxwAo+ (—1)wAixo
= % =0

Ahora veamos como la diferenciaciéon de Lie de campos vectoriales, campos ten-
soriales y funciones diferenciables difiere de acuerdo a éstos. La diferenciaciéon de Lie
para X,Y campos vectoriales sobre M se define por LxY = [X,Y]y Lxf = X(f)
siempre que f € §(M). Mientras que para elementos de D¥(M), Lx = txy od +do v,
para ¢ y d definidos como antes.([2], p. 70)

Sea V un espacio vectorial y se V* su dual, entonces para k y s enteros positivos
Tk(V) es un espacio tensorial del tipo (k,0) definido por T*(V) =V ®--- @V (k-
veces el producto tensorial) y es llamado espacio tensorial contravariante de grado k,
un elemento de T*(V) es llamado tensor contravariante del tipo (k,0). De manera
similar T4(V) = V*® --- ® V* (s veces el producto tensorial) es el espacio tensorial
covariante de grado s y cada elemento es llamado tensor covariante del tipo (0, s).Para

més detalles consultar ([10], p. 17)

Consecuentemente podemos definir un espacio tensorial del tipo (k, s), k veces con-

travariante y s veces covariante como el producto tensorial
V) =T"V)@T,(V)=V® - VeV - V"
Particularmente, TE = T* T? =T, y T) = R.

13



Ahora consideremos T, M, el espacio tangente a M en un punto z, el cual es un

espacio vectorial al igual que su dual 7}y M, entonces
T, M) = TH T M) T(T,M)=TM®@--- QT MQT:M @ ---@T*M

Un elemento en T#(T, M) se llama tensor del tipo (k, s) (también llamado tensor
k-veces contravariante y s-veces covariante). Al conjunto de secciones sobre M de ese
espacio tensorial lo denotamos por ['(T*(TM)); si T € T'(T*(TM)) entonces a T se le
llama campo tensorial del tipo (k,s). Por consiguiente, un campo vectorial sobre
M es un campo tensorial del tipo (1, 0) y una 1-forma sobre M es un campo tensorial
del tipo (0, 1). Un mapeo g : M — T*M x T*M que a cada punto = € M le asigna
un tensor del tipo (0,2), esto es, g, : T, M x T, M — R induce un producto interior en

cada espacio tangente T, M, x € M, es decir, (v,w) = g,(v,w) para todo vy w € T, M.

Una métrica Riemanniana definida positiva sobre M es un campo tensorial g

del tipo (0, 2) no degenerado que satisface las siguientes propiedades:

» g es definido positivo: para todo x € M y para todo v € T, M, g,(v,v) > 0y
gz(v,v) =0siysolosiv=0y

= g es simétrico: para todo x € M y para todo v, w € T, M, g.(v,w) = g, (w,v).

Sean U, V y W espacios vectoriales de dimension finita, el espacio de todas las
funciones bilineales de U x V' a R es isomorfo al espacio de todas las funciones lineales

U®V alR, de esto se deduce lo siguiente.

» Propiedad del mapeo universal.([2], p. 55) Sea ¢ : U XV — U®V un mapeo
bilineal definido por (u,v) — u® v, si 7 : U X V. — W es un mapeo bilineal y
W es un espacio vectorial, entonces existe un tinico mapeo linea 7: U @V — W

tal que el siguiente diagrama conmuta, es decir, Top = T

UV (2.6)

(I

UxV =W

Sean M y N variedades sobre las cuales se definen campos vectoriales, uno formas,
campos tensoriales entre otros objetos geométricos. Existe una forma de definir estos

objetos sobre otra variedad que tenga caracteristicas similares a partir del que ya se
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conoce, esto se hace a través de pull back o push forward y se dan ejemplos de como
proceder. Sea ¢ : M — N un mapeo C'* de la variedad M a la variedad N y sea ¢ una
1-forma sobre N. El pull back de ¢ por ¢ denotada por ¢*o, es una 1-forma sobre M
dada por:

(" 0)2 (V) = Op@) (Top(v)), veT,M (2.7)

T, M —2 T,y N

R

Si ¢ es un difeomorfismo, el push forward de o por ¢ denotado por ¢,o se define

por
pe= (1)
(@*U)QO(HU) = (90_1*0)4,0(1) (28)
Ta: T - —1
%l %ﬁam Wl*amm)l /
R R
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2.2. Teoria basica de Lie

Los trabajos de Felix Klein y Sophus Lie, sobre la teoria de grupos de Lie, se ana-
dieron al estudio de la geometria diferencial en el siglo XIX. Klein se dio cuenta que
el estudiar un tipo especifico de geometria, se traducia en estudiar las relaciones que
permanecian invariantes ante las transformaciones de un grupo especifico, en particular

alguno de los grupos estudiados por Lie [14].

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable la cual también es dotada con
una estructura de grupo tal que el mapeo G' x G — G definido por (g,h) — g - h!
es C™ para todo (g,h) € G x G.([2], p- 82)

Se definen acciones de un grupo de Lie G en ¢l mismo llamadas traslacion a la
izquierda y derecha la cuales se definen mediante lo siguiente. Sea g € G, la traslaciéon

a la izquierda y a la derecha por g son respectivamente los difeomorfismos L, y R,
de G dados por:

L,:G—G, Lya)=g-a paratodoacd
R,:G— G, Ryla)=a-g paratodoaecC

De esta definicion se deducen las siguientes propiedades. Sean g, h € GG entonces

LgOLh == Lgh

Rg 9 Rh = Rhg

LgORh:RhOLg

En general Lyo L, # Lo Ly y Ryo Ry, # Ry o R,

Un campo vectorial C* X sobre (G es invariante a la izquierda si para todo
g€ G, L;X = X, es decir,

TLgoX:XoLg TGT—Lg>TG
ThLo(X(h)) = ThLy(X3) = Xon XT ]X

g

Un algebra de Lie g sobre R es un espacio vectorial real g junto con un operador
bilineal [-,-] : g x g — g (llamado corchete) tal que para todo x, y, z € g, satisface las

siguientes propiedades:
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a) Anti-conmutatividad: |z, y| = -[y, x|
b) Identidad de Jacobi: ||z, y|, 2| + [y, 2], ] +[|z, =], ] = 0

El conjunto de todos los campos vectoriales invariantes a la izquierda junto con la

operacion corchete de Lie forman un algebra de Lie.

Sea G un grupo de Lie, existe un algebra de Lie asociada a G definida como
el conjunto T.G (espacio tangente a G en la identidad e), la cual denotaremos por
g £ T.G. Junto con la operacion corchete de Lie, esta algebra es isomorfa a 7, wG para

cualquier g € G.

Acciones de Grupos sobre variedades

Se pueden definir acciones de un grupo de Lie G sobre una variedad M, estas
acciones son conocidas como accion derecha e izquierda y satisfacen las siguientes pro-

piedades.

Dado un grupo de Lie G y M una n-variedad, se dice que G acttia sobre M por la
izquierda si existe un mapeo ® : G x M — M tal que a cada (g,z)€ G x M le asigna

g-r 2 ®(g,r) € M y satisface las siguientes condiciones:
1. Si e es el elemento identidad de G, entonces ®(e,x) =z para todo x € M
2. Sig1y g2 € G, entonces ®(g1, (g2, x)) = P(g192,2) para todox € M

Si ® es C'°, se dice que la accion de G sobre M es C°.

Si fijamos un g € G entonces se define el mapeo ®, : M — M dado por @,(z) =
®(g, ), de lo que se puede deducir

D, () = Dy 0Py, (2) para todox € M (2.9)

De manera analoga, G' actia sobre M por la derecha si existe ® : M x G — M
tal que a cada (r,g9) € M x G le asigna x - g = ®(z,g) € M y satisface las siguientes
propiedades:

1. @ (z,e) = = donde e es el elemento identidad de Gy z € M
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2. ©(P(z,01),92) = P(x,9192) para todo = € M
Si ® es C°, se dice que la accion de G sobre M es C*°.

De manera analoga que en la accion izquierda si fijamos un g € G se define un

mapeo ¢, : M — M dado por ®,(x) = P(z, g) de lo que se puede deducir
g g
D, 50 (2) = Dy, 0@y () para todox € M (2.10)

Por ejemplo el grupo de Lie GL(n,R) actia sobre F*(M) por la derecha por la
regla u-a = a ' owu para u € F*(M) y a € GL(n,R) donde o es considerada como
la composiciéon de mapeos pero también para el caso de matrices se considerara como

producto usual de matrices.

Un grupo de Lie actiia sobre si mismo a la izquierda por un mapeo llamado conju-

gaciéon definido por

GxG—G
(g,h) — I;h

Este mapeo induce un homomorfismo de grupos de Lie para cada g € G llamado el

automorfismo interior inducido por g, definido por:

I,:G — G, (2.11)
h = ghg™! (2.12)

La accién adjunta Ad : G x g — g es la tangente de I, en la identidad e. Fijando
g€ G, Ady, = T.1, asi

Ad,:g— g (2.13)
v+ gug ! para todo v € g (2.14)
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Capitulo 3

Haces Fibrados Principales y

(z-estructuras

En geometria diferencial se suele estudiar las propiedades intrinsecas de estructuras
geométricas bajo la acciéon de un grupo de transformaciones G. Una estructura geomé-
trica se entiende como una coleccidon de objetos, tales como métricas Riemannianas, sub
Riemannianas, pseudo Riemannianas, distribuciones, codistribuciones, sistemas mecéa-
nicos entre otros. Las propiedades intrinsecas identifican y caracterizan a una estructura
geométrica, permitiendo de esta manera, poder comparar una estructura geométrica

con otra.

En general no existe una forma “universal” que provea parametros o condiciones
bajo las cuales podamos comparar estructuras que a simple vista pueden parecer muy
distintas o que no tengan nada en comiin; en estos casos lo tinico que podemos decir
es que parecen distintas. Sin embargo, dichas estructuras pueden tener representacio-
nes distintas aunque representen lo mismo y ain asi no podremos compararlas. Uno
de los obstaculos que nos impide hacer dicha comparacion es que conforme el objeto
geométrico sea mas complejo, la identificacion y calculo de las propiedades intrinsecas
se dificulta.

El estudio de las propiedades intrinsecas se facilita con el estudio de invariantes
diferenciales bajo la accion de un grupo de transformaciones G. El método de equiva-
lencia identifica y calcula invariantes diferenciales, y una version de su aplicacion co-
mienza por codificar la estructura geométrica bajo estudio mediante una G-estructura.

En esencia, una G-estructura es un subhaz o una reducciéon de un haz fibrado principal.
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Este capitulo esta dedicado a entender los conceptos de haz fibrado principal, G-
estructuras y conceptos relacionados. En la primera seccion (3.1) se explica brevemente
la teoria de haces fibrados principales, que son un tipo especial de G-haz donde G es
un grupo de Lie. Asi como también la importancia de las trivializaciones y funciones
de transicion en la construccion de haces fibrados principales. También se dan algunas
nociones sobre haces fibrados principales asociados y reducidos. En la segunda secciéon
(3.2) se da una definicion de G-estructura y posteriormente se dan algunos ejemplos

de estructuras geométricas codificadas mediante una G-estructura.

3.1. Haces Fibrados Principales

Antes de abordar el concepto de haz fibrado principal comenzaremos con algo mas
simple llamado haz (P, M, 7), el cual consiste de un espacio total P, un espacio base
M y una proyecciéon m: P — M. Algunos ejemplos de haces mas comunes y conocidos
son el haz tangente y el haz cotangente, con espacios totales P = TM v P = T*M,
respectivamente, espacio base una variedad M y proyecciones naturales dadas por my,
:TM — My my,  T*"M — M respectivamente. En estos casos a las preimagenes

7 ({x}), mi ' ({x}) para cada x € M, se les llama “fibra” sobre 6 arriba de z.

Si cada fibra es un espacio vectorial, al haz se le llama haz vectorial y se define
como una cuadrupla (P, M, 7, F'), donde F' es es un espacio vectorial llamado la fibra
tipica y se tiene ademas que cada fibra de P es difeomorfa a F. Ahora si, F' es una

variedad, el haz que se obtiene se le llama haz fibrado.

Definicién 1 ([1], p.130) Un haz fibrado es una cuadrupla (P, M, x, F ), que satisface

lo siguiente:
= P, M y F' son variedades lisas,
s m: P — M es una submersion suprayectiva de clase C*°, y

» FExiste un atlas &/ = {(Uy,v,) : a € A} para M tal que, para cada a € A, existe
un difeomorfismo v, : = '(U,) — U, x F, tal que Pry o, = 7, es decir, el

siguiente diagrama conmuta.
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La fibra sobre z € M es 7~ !({z}) y la denotamos por F,. El mapeo 1, en la defi-

nicion es llamado trivializacion local y Pry es la proyeccion sobre el primer factor.

Una representacion de haz fibrado es el siguiente (Ver Figura 3.1.1). En la figura se
muestra que cada fibra de P es un circulo, el cual es una variedad, el espacio base es

M y la proyeccién m mapea cada fibra a un punto de M.

-1
7} ™l 7 ({wh)

7 ({y})

Figura 3.1.1. Representaciéon de un haz fibrado

Ahora si un grupo de Lie de simetrias actia suavemente sobre la fibra tipica F', el
haz fibrado se llama ahora G haz, el cual serd dotado de un atlas con las siguientes

propiedades.

Definicion 2 ([9], p. 31) Sea Il = (P, M, x, F) un haz fibrado C*, y supongase que G
es un grupo de Lie que actia suavemente sobre F' como un grupo de difeomorfismos.

Un G atlas para 1l es una coleccion o/ = (Uq, ¢a),c4 de cartas tal que:
1. Los U, cubren M,

2. para cada par de cartas (U, @) y (V,1) en o/ el mapeo ®
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b=vop:(UNV)XxF—-(UNV)xF

llamado cambio de coordenadas, esta definido por ®(z, f) = (x,7(z)f), donde 7(x) €
G, luego 7 : UNV — G es un mapeo C'™ llamado una funcién de transiciéon y se

obtiene en base a las trivializaciones locales que veremos a continuacion.

3.1.1. Funciones de Transicion

De la definicion anterior de G-atlas, si tenemos que U, N Uz # (), entonces se tiene
que U, NUz C U, y U, NUz C Ug, por consiguiente 7 (U, NUs) C 7 *(Uy,) y
7 YU, NUg) C 71 (Up) entonces las trivializaciones a y § satisfacen Prioa = m, y

Pry o B = 7 respectivamente.

T (Us) 2> Uy x F 75 (Us) Uy x F
ﬂ'aj Prq Wﬁt Pry

«, (3 trivializaciones locales

Al hacer cambios de coordenadas como en la definicion (2) se pueden encontrar las

respectivas funciones de transiciones y algunas de sus propiedades.

ao (B) 1 B(r (U, NUp)) — aln 1 (U, N Up))

@aowgl
UQHUBXF—>UQQUBXF

Prq L an

UaﬂUg UaﬂUg

Id

Sea (z, f) € U,NUg x F entonces (ao 7Y (z, f) = (z, Tap(x) f), donde 1,5(2) € G,
de esta manera GG actia sobre F', a y [ son difeomorfismos. Entonces existen mapeos

0o 1 T HU,) = Gy s m 1 (Ug) — G tales que

Pa(p-a)(ps(p-a))™ =



Observamos que ¢, (p - a)(ps(p-a))™ = ¢a(p)(ps(p))~ no depende de p sino de

7(p), es decir w(p-a) = 7(p) = x. Entonces podemos definir para € U, NUg el mapeo
TaB - Ua N Ug -G

tal que T,5(m(p)) = @a(p)(ps(p))~t, para p € 7! (x). Los mapeo 7,5 deben ser lisos e
indicar como los espacios U, x F'y Ug x F', cada cual se puede identificar con una parte

del haz, es decir es la forma en que se pueden pegar, como se puede observa en la figura.

771 (Uq N Up)
4

/—L\

P I — ®alp)
G
@plp)
//—_ _\\ —
] — U0 Uy

Uen Ug

Figura 3.1.2. Trivializaciones locales

Ahora si U, NUg N U, # 0, se obtiene las siguientes propiedades:
B Ba™t = yat Tya : Uy NUgNU, = G

donde 7,4 = 7,5734, a esta propiedad se le llama del cociclo y se satisface, en parti-
cular, 7., = I. Con esta informacion se pueden identificar los elementos que conforman
o caracterizan a un haz fibrado, es decir, se puede reconstruir un haz fibrado si se cuen-
ta con la siguiente informacion: un grupo que actia sobre la variedad F', una cubierta
(Us)aca de la variedad M y las funciones de transicién que se obtienen al hacer cambios

de coordenadas, como se hizo anteriormente.

Un caso especial de G haz es uno donde F'y G son difeomorfos, es decir, para
cualquier fy € F' el mapeo G — F, definido por fy — ¢fy es un difeomorfismo, este

difeomorfismo no proporciona una identificaciéon candnica pues la biyeccion variaré con
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la eleccion de fy € F. No obstante, una vez que se elige una identificacién se puede
tomar a G como F' junto con una accion derecha (o izquierda) de G en él mismo, la
accion conmuta con el cambio de coordenadas (][9], p. 36). Con estos elementos se puede

llegar a la siguiente definicion.

Definicion 3 ([11], p. 294) Un G-haz principal(haz fibrado principal) es un haz fibrado
(P, M, 7, G) junto con una accién p : G x P — P sobre P que preserva la fibra, y

satisface las siguientes propiedades:
1. G actta libre y transitivamente sobre P

» (Libre). Para todop € P sip-a = p entonces a = e.

» (Transitivamente). Dados p; y ps € P, entonces existe a € G tal que p; =

py-a € P.
2. La accién de G preserva las fibras

» Sean p; y py cualesquiera dos puntos de P. Entonces m(py) = w(p2) si y solo

si existe a € G tal que p; - a = ps.
3. P es localmente trivial sobre M

» Para cualquier x € M existe una vecindad U que contiene a x y un difeomor-
fismo ¢ de ™! (U) = U x G tal que ¥ (p) = (n(p), 7(p)) donde 7(p) € G y
también satisface 1 (p-a) = (w(p), 7(p) - a), para todap € 7= (U) y a € G.

En otras palabras, 7=1(U) es difeomorfo a U X G.

Para cualquier x € M, F, se llama la fibra arriba de x. Si p es un punto en F,
entonces F), es el conjunto de puntos de la forma p - a, para cada a € G, cada fibra
es difeomorfa a G. Si M es solo un punto entonces P se puede ver como G, luego
para cualquier variedad M, si x € M la preimagen 7 '({z}) es una copia de G, por
consiguiente P se puede ver como una coleccion de copias de G. Es por eso que el haz
fibrado principal se considera como una generalizacion de la nociéon de grupo de Lie
([11], p. 294).
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3.1.2. Haces fibrados principales asociados y reducidos

Dentro de la teoria de haces fibrados principales se estudia también a los haces
fibrados asociados y reducidos. Los haces fibrados asociados se construyen en base a
lo siguiente. Dado un haz fibrado principal II = (P, M, n,G) y una variedad F so-
bre la cual el grupo estructural G actua por la izquierda (o por la derecha), esto es,

(a,f)eGXFr—a-feF (o(f,a)eF xGw+— f-a¢€ F) respectivamente.

Podemos construir un haz fibrado asociado con II cuya fibra tipica sera F' (Ver [10],
p. 54). Consideremos la variedad producto P x F, sobre la cual G actia por la derecha
mediante lo siguiente, un a € G mapea (u, f) € Px F — (u-a, a™'- f) € P x F. El
espacio cociente de P x F' por esta accion de GG lo denotamos por E. Observamos que
E es un conjunto y carece de una estructura diferenciable, entonces el siguiente paso
es introducir una estructura diferenciable, en base a la informacién que se tiene, esto

es equivalente a decir que E es localmente trivial.

Recordemos que II es un haz fibrado principal por lo que P es localmente trivial,
esto es, para cada ¥ € M existe una abierto U de M tal que 7~ (U) es isomorfa a
U x G. Entonces si G actiia sobre 77 1(U) x F' y dado que 7= }(U) ~ U x G, entonces G
acttia sobre U X G x F por la derecha mediante (z,a, f)— (z,ac,c”'f) donde c € G.
De la proyeccion 7 : P — M, podemos definir un mapeo de P x F' — M, el cual
mapea (u, f)— 7(u), este mapeo induce un mapeo 7g, llamado la proyeccion, de E
sobre M, tal que para cada z € M 7;'(x) es llamada la fibra de E sobre x. Asi el
isomorfismo 77'(U) ~ U x G induce un isomorfismo 7 (U) ~ U x F. Si 75 (U) es
una subvariedad de E; entonces la g es un mapeo diferenciable de E en M, con estas
dos propiedades introducimos en E una estructura diferenciable. Por lo tanto el haz
fibrado (E, M, F, G, P), con espacio base M, fibra estandar F'y grupo de estructura G

es asociado con II.

El caso contrario a lo anterior es que dado un haz fibrado principal un haz fibrado
principal reducido consiste en reducir el grupo de estructura G. Segun ([10], p. 53)
dados dos haces fibrados principales Il = (P, M, 7,G) y II' = (P',M', 7', G’), un ho-
momorfismo f de IT en II' consiste de un mapeo f : I[I' — Il y un homomorfismo p :
G' — G tal que f(u',¢") = f(u')p(¢") para todo v’ € P'y ¢ € G'. El homomorfismo f

mapea cada fibra de P’ en una fibra de P y entonces induce un mapeo de M’ en M.
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Un homomorfismo f : II' — II es llamado embebimiento o inyectivo si f : P/ — P
es un embebimiento y si p : G' — G es un monomorfismo. Si f : P — P es un em-
bebimiento, entonces el mapeo inducido de M’ en M es también un embebimiento. Al
identificar P’ con f(P'), G’ con f(G') y M’ con f(M'), decimos que (P', M’ 7' G')
es un subhaz de (P, M,7,G). Si M’ = M y el mapeo inducido f : M’ — M es la
transformacion identidad de M, f : II' — II es llamado una reduccion del grupo de
estructura GG de Il a G’. El subhaz IT' es llamado haz reducido.

Ejemplos de Haces Fibrados Principales

A continuaciéon se dan algunos ejemplos de haces fibrados principales, algunos de

estos ejemplos seran ttiles en los siguientes capitulos.

Ejemplo 1 Dado un G-haz principal (P, M, 7, G). Un ejemplo simple de haz fibrado
principal es 7y : 71 (U) — U, donde 77(U) es un subconjunto de P, U es un subcon-
junto abierto de M, y 7y es la proyecciéon canodnica, entonces (7~ H(U), U, 7y, G) es un
G haz sobre U, por la condicion 3, lo que quiere decir que para cualquier x € M existe

una vecindad U que lo contiene y 71 (U) es localmente trivial.

Ejemplo 2 Considérese el haz de comarcos F*(M), con M es una n-variedad, 7 la
proyeccion natural 7 : F*M — M y G = GL(n,R), el grupo de transformaciones linea-
les de R™ en R" o también conocido como el grupo lineal general de matrices de n x n
con coeficientes en R, que actia sobre F*M por la derecha mediante la accion definida
por: pa(pz) = pr - a = a~* o p,. Entonces (F*(M), M,n, GL(n,R)) es un haz fibrado
principal. En efecto, F*(M), M y GL(n,R) son variedades lisas, ademés la proyeccion
natural 7: P — M es un mapeo suprayectivo y diferenciable tal que si 7(p,) = z, para

x € M entonces la orbita de p se define como:

orb(p,) = {u, € FXM | Fa € G, up, =p, - a, m(u,) = x}

A continuacion demostraremos que (F*(M), M, 7, GL(n,R)) es un haz fibrado prin-

cipal, es decir, satisface las condiciones de la definiciéon 3:

1. G actia libremente y transitivamente sobre P. Esto es,

26



» (Libre). Para todo p € P si p-a = p entonces a = e.

» (Transitivamente). Dados p; y p2 € P, entonces existe a € G tal que p; =

po-a € P.

Demostracion. (Libre) Sean p € P, a € Gy supongamos que p-a =a 'op = p,

donde p es un isomorfismo lineal p : T,M — R, entonces existe p~!: R"* —

V'~ pop™!, entonces a™t = Idgn,

T.M, tal que, pop~! = Idgn, asi a=! o p op~
consecuentemente a = Idp». Por lo tanto GG actia libremente sobre P.
(Transitividad) Dados p; y py € P, existe a = pyop;* € G tal que py - a =

alopy=piop;lopy=p €P

. La accion de G preserva las fibras. Es decir, dados p; y ps cualesquiera dos puntos

de P. Entonces m(p1) = m(p2) si y solo si existe a € G tal que p; - a = po.

Demostracion. (—>)(Necesidad). Sean p;, po € P y supongamos que m(p;) =

7(p2), y recordemos que p; y po son isomorfismos lineales entonces p; o py~' :

R™ — R", es una transformacion de R en R"™. Luego si llamamos a = p; o py~*
estal que py-a=altop = (propy ) Lop = pyopt opr = py, entonces

tenemos p1-a = pa y a € G.

(«<=)(Suficiencia). Ahora supongamos que existe a € G tal que p; - a = ps, esto

quiere decir que ps pertenece a orb(p;) y por definicion de orbita, tenemos que

m(p1) = 7(pa)-

. P es localmente trivial. Esto es, para cualquier x € M existe una vecindad U que
contiene a x y existe un difeomorfismo ¢ de 7= (U) — U x G tal que ¢(p) =
(m(p), 7(p)) donde 7(p) € Gy también satisface ¢¥(p-a) = (7(p), 7(p) - a), para
todap € 771(U) y a € G. En otras palabras, 7~1(U) es difeomorfo a U x G. Esto

se resume a definir una estructura diferenciable sobre F*M como sigue

Demostraciéon. Sea x € M y supongamos que existe un abierto U de M tal
que z € U. Dado que M es una variedad diferenciable (U, ¢) = (U, ¢',...¢")
es una carta coordenada sobre M, con ¢ : U — R™ un isomorfismo lineal. Si
(o, ... ") es un sistema coordenado alrededor de z, entonces {8%1]90, e %b}
es una base para T,,M, con correspondiente base dual {dp'|, ..., dp"|,} la cual es

una base para 7y M. Entonces cualquier comarco p en € U puede ser expresado
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de manera tunica en la forma
n
_ J J AJ
pe= Y pldg’]s
i,j=1
donde p! es una matriz invertible y se llama matriz de transformacion.

Sea ahora v € T, M, entonces v se puede escribir como una combinacion lineal
n

de los elementos de la base {8%1’:“ ce %HL esto es, v = Zvia—wb, luego
i=1
i 0 i 0 i g g 0 i j
pz(v) = pa(v 8_g0i|m) = px(a—(pih) = Pfd903|z(8spi ) = v'pie; (3.1)
donde 7,7 ={1,...,n} y{e; : j=1,...,n}, es la base canénica de R" y sabemos

ademas que v' = dp'|,(v) entonces (3.1) se puede escribir en la forma

pa(v) = d¢'|o(v)ple;

Entonces a p, lo podemos escribir como p, = pldy'|, ® ¢; € T(F*M @ R?)

por consiguiente | IH = p{ es una matriz inica de n X n con coeficientes reales. De
esta forma identificamos 7= (U) con U x G tomando ((¢',...,¢"), [pz]]) como

un sistema coordenado de 7~ (U). Luego una matriz A € M,,,(R) se puede

definir como:

A= i (AL ) = 1 @ (1) (32

2]

Si 7 es un mapeo 7 : 7' ({U}) — R" definido por n(p.) = 17 @ (p. (555

z))

Lop € P, n debe satisfacer:

con el requerimiento de que, para p, -a = a~

n(p-a) =a~ on(p,) = n(p) -a. para todaa € G.

Por lo que debemos verificar que 7 satisface lo anterior. Sea a € GG entonces:
N(pe - a) = n(a™ op,) = 17 @ (a7 opu(p5la)) = [ATilplf =a™ on(p) € G

Asi, definimos entonces el mapeo : 71 ({U}) — U x R™ tal que

V(pz) = (7(p2), 1(pa))

para p, € 7 *(U) y m(p,) = x la proyeccion canonica.
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Solo falta mostrar que 1 es biyectiva

» Inyectividad. para cada p;, p» € 7~ H(U), si ¥(p1) = ¥(p.), entonces p; = p,

Demostracién. Sean p;(z) y po(z) € 7 1(U) y supongamos que

b(p1(x)) = P(p2(2)),

esto es

Y(pi(2)) = (m(pa(2)),n(pr(2) = (2,17 (pl(a%ilx)))

Y(p2(2)) = (m(p2(2)),n(p2(2)) = (2,17 & (pz(a%ib)))

entonces 77 @ (py(7)(2

2.1,)) = 19 ® (pa(2)(5 1), entonces [}l = [palf ¥
dado que p;(z) y pa(z) son isomorfismos lineales entonces p; = p, entonces

1 es inyectiva.

» Suprayectividad. Para todo (z,a) € U x Rn, existe un p, € 7~ *(U), tal que
U(ps) = (,0a)
Demostracion.
Sea (z,a) € U x G, existe p, € 7 '({z}) € 7 }(U) con = € U tal que
m(ps) = x y por (3.2) existe A € My,,(R") tal que A/ =1/ ® (p(a%i 2)) =
n(p) es un representante de a : R" — R", tal que ¥(p) = (w(p) , n(p)) =

(x,a) por lo tanto v es suprayectiva. Luego 1 es inyectiva y suprayectiva

por lo tanto es biyectiva.

Ejemplo 3 Otro ejemplo de haz fibrado principal es (P, M, 7, &), donde
P = SE2) = {( gl 11) ) :Ae SO2),be RZ}, M = SE(2)/SO(2) y grupo de es-

tructura G = SO(2) = {( ‘3 117 ) € SE22):b= O} con la accion definida como en

el ejemplo anterior p-a = a™! o p, para todo a € SO(2) y p € SE(2), en este caso
“o” denota la multiplicacion de matrices y 7 : SE(2) — SE(2)/S0(2) la proyeccion

candnica.

1. G actia libremente sobre P, esto es,
» (Libre). Para todo p € P si p-a = p entonces a = e.
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» (Transitivamente). Dados p; y p2 € P, entonces existe a € G tal que p; =

py-a € P.

Demostracion.(libre) Sean p = < '3 I; ) € P,a= ( ? (1) ) € (G y suponga-

mos que p - a = p, esto es
. _ [ B o A b\ [ BA B\ [ A b
p-a=a p= 0o 1 0o 1 o 0 1 o 0o 1

Entonces B'A = A, B'b = b, lo cual se satisface solo si Bt = I, asf a = ( (1) (1) )

por lo tanto G actia libremente sobre P.
(transitividad) Dados p; = ( 3 i ) y p2 = ( 109 i ) € P, existe a = p; - py

donde p;-p,*t = < Aft _ABICH) ) € SO(2)siysolosi AB' € SO(2) y —AB'c+b

= 0. Entonces a es tal que p1-a = py- (p1-py ") = p2op; opr = po. por lo tanto

G actna transitivamente sobre P

. La accion de G preserva las fibras. Es decir, dados p; y ps cualesquiera dos puntos

de P. Entonces 7(p1) = m(p2) si y solo si existe a € G tal que p; - a = ps.

Demostraciéon. (=) Sean p; = ( ? I; ), Py = ( g f ) € P y supongamos

que 7(p1) = x = w(p2), esto quiere decir que p; y py pertenecen a la misma
clase de equivalencia, esto es si p; € [( BA B >] y p2 € [( pe b )], donde

0 1 0 1

K BA Bb):| K BC Bd>:|
= entonces
0 1 0 1
BA=BC < C=B"'BA

Bb=Bd<—=d= B

. B7B o0
entonces existe a = ( 0 1 ) € H tal que p; -a = po

(«<=) Ahora supongamos que p; - a = py, entonces ps € orb(py) asi w(p1) = 7(p2)

. P es localmente trivial. Esto es, para cualquier x € M existe una vecindad U
que contiene a x y ¢ de 7! (U) — U x G tal que ¥(p) = (7(p), 7(p)) donde
7(p) € G y también satisface ¥(p - a) = (7(p), 7(p) - a), para toda p € 7= 1(U) y
a € G. En otras palabras, 7= (U) es difeomorfo a U x G.
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w=([(% ))-(22)
dm@[(%’?)}:{{(%’?):BeSﬂ%}Mesm%weR%

Donde el espacio cociente de G = SE(2) sobre H = SO(2) denotado por SE(2)/50(2)
o simplemente por G/H se determina bajo la relacién de equivalencia que se describe

a continuacion.

Sean a, b € G, a ~ bsiy solo si existe h € H tal que a-b~! = h. La relacion ~, es

una relacion de equivalencia, es decir satisface las siguientes propiedades;

A b B ¢ c d
Seana:(0 1),():(0 1>yc:(0 1)EG

s Reflexividad “a ~ a”.

_ A b At — At AAt —AAL+ b I 0
et = (0 0) (0 )= ()= (0 y) e sow

s Antisimétrica “Si a ~ b entonces b ~ a”.

a ~ b siy solo si

[ A Bt —Bte \ _ [ AB' —ABtc+b
a-b _(o 1)(0 1)_<0 1 )ESO(Z)

esto es verdad si y solo si AB' € SO(2) y —AB'¢ + b = 0 podemos deducir
(ABH)™t € SO(2) y b= AB'c, si y solo si, BA* € SO(2) y ¢ = BA, esto es,

BAt c— BA% B ¢ At —Atp 1
= =b-a
0 1 0 1 0 1
entonces b ~ a

= Transitividad “Sia ~ by b~ c entonces a ~ ¢”.

-1 _ A b Bt —Btc . AB' —AB'c+b

a-b _<0 1)(0 1 >_(0 1 )GSO(D
-1 _ B ¢ ct —-Cid - BCt* —BC'd+c

» _(01)(0 1)_(0 1 >ESO(2)



esto es si y solo si

AB', BC" € S0O(2) (3.3)
—AB'c+b=0 (3.4)
—BC'd+c=0 (3.5)
entonces AB'BC* € SO(2), luego de (3.4), y (3.5) ¢ = BA'b y ¢ = BC'd , en
efecto
AB'BC' = AC" € SO(2)
—AC'd+b=0
entonces

( ACt b— ACtd ) ( A b > < ct —ctd ) 1
0 1 0 1 0 1
por lo tanto a ~ c.

Asi ~ es una relacion de equivalencia.

Ahora dado que ~ es una relacién de equivalencia, podemos definir entonces el
espacio cociente G/H = {H -g: g€ G} donde H-g = {f € G: f ~ g} es la clase de

equivalencia de g.

Por otro lado el espacio cociente SE(2)/SO(2) es isomorfo a R?, para demostrar
esto debemos encontrar un isomorfismo ¢ : R* — SE(2)/SO(2).
Proponemos ¢ : R? — SF(2)/SO(2) tal que a cada b € R? le asigna [g] =

{( (I) 1; )] donde [g] = H - g es la clase de equivalencia de g = ( (I) 117 ) Demos-

traremos que ¢ es biyectiva.

b) ¢ es inyectiva. Sean b, b € R? y supongamos que p(b) = o(b), esto es

o(b) = Kg f)} - Kg f)} — o(b), entonces b=b.

A b

¢) @ es suprayectiva. Sea ¢ = [( A )] € SE(2)/SO(2), entonces existe b € R?

tal que p(b) = c.
Entonces, dado que ¢ es inyectiva y suprayectiva entonces ¢ es biyectiva y por lo

tanto SE(2)/SO(2) ~ R2.
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3.2. Ge-estructuras

Un caso especial de subhaz fibrado principal, es uno llamado G-estructura, el cual
es una reduccion de un haz fibrado principal. En esta seccion se da una definicién de
G-estructura en términos de un espacio vectorial y posteriormente se daran algunos

ejemplos de estructuras geométricas que serdn codificadas mediante una G-estructura.

Definicion 4 ([11] p. 310) Sea G un subgrupo Lie de GL(V'), donde V' es un espacio
vectorial. Una G-estructura también denotada por Bg sobre una n-variedad M, es una
reduccion de F*(M) al grupo G. Equivalentemente, Bg es una subvariedad de F*M
tal que dados p € Bgya € GL(V),p-a € Bg siy solosia € G.

Existe una forma de encontrar la G-estructura de un objeto en base a la definicion
del mapeo ¢ de la definicion de haz fibrado principal (3), a través de las funciones de
transicion 7 ([10], p. 52), esto es importante en la construccion de G-estructuras, sin
embargo procederemos un poco diferente. Enseguida se dan algunos ejemplos para ilus-

trar el proceso de codificacion de estructuras geométricas mediante una G-estructura.

3.2.1. Codificacién de objetos mediante una G-estructura

Al principio de este capitulo se mencion6é que la aplicacion del método de equi-
valencia comienza codificando la estructura geométrica bajo estudio mediante una G-
estructura. Esto con la finalidad de establecer un formalismo comiin en el que podamos
comparar estructuras geométricas que a simple vista parezcan no tener nada en comin.
Una G-estructura de una estructura geométrica caracteriza completamente una estruc-
tura geomeétrica en el sentido de que si solo se especifica la G-estructura, se puede
determinar la estructura geométrica de que se trata. A continuacién se dan algunos

ejemplos de estructuras geométricas y sus respectivas G-estructuras.

Ejemplo 4 Caracterizacién de una estructura Riemanniana

Paso de una métrica Riemanniana a la G-estructura. Sea M una n-variedad
dotada de una métrica Riemanniana §y p, € FM y sea {ui,...,u,} una base orto-
normal de T, M en la métrica g, tal que {p,(u;) = ey, ...,p.(u,) = e,} la base candnica
de R", es decir, si p,. Dado que M esta dotada de una métrica riemanniana entonces

se tiene lo siguiente
0ij = (ei €5) = Gu(ui, uy) = (Afuy, Aju) = AF (u, w) Ay = Ajo Al
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se tiene, 0;; = Afo Al = ALAL = [ATLAL por lo tanto A" = A™' y A € O(n). Esto
quiere decir que el isomorfismo p, queda determinado con solo conocer las imagenes de
los de los vectores base de T, M y dado que M es dotada de una métrica Riemanniana,
entonces a p, lo podemos considerar como una transformaciéon ortogonal. Esto es, p,
mapea bases ortonormales de T, M en base ortonormales de R", por lo que la matriz
de transformaciéon serd ortogonal. Esto es equivalente a decir p, es una isometria de

T, M en R".

Luego si tomamos el conjunto de todos los comarcos de F*M que son isometrias y
al grupo de estructura O(n) subgrupo de GL(n,R) con accion derecha definida como en

los ejemplos 2 y 3, obtenemos la O(n)-estructura dada por (Boy, M, m,O(n)), donde

. BO(n) - H (BO(n))w;

zeM

» (Bom))s ={a ' op,:a€ O(n)} con

e p, : T, M — R" es una isometria.

e Y grupo de estructura O(n), el grupo ortogonal de dimension n, con acci6n

derecha definida mediante p-a = a=*op, donde p € F*M y a € O(n).

De esta forma una métrica Riemanniana sobre una variedad M es caracterizada por
la O(n)-estructura, esto es equivalente a decir, que una métrica Riemanniana es de-
terminada por un conjunto de comarcos p € F*M que a cada punto x € M le asigna
una isometria p, de T, M en R™ y dado que el grupo de estructura es O(n), entonces
p. es una transformacion ortogonal. En el siguiente caso solo se especificara una O(n)-

estructura y determinaremos a que estructura geométrica describe.

Paso de una O(n)-estructura a la métrica. Sea la O(n)-estructura dada por

u BO(n) = H (Bo(n))x, con

xeM

» (Bom))s ={atop, :a€O(n)} donde

e p,: T, M — R"™ es una isometria.

e O(n) grupo ortogonal de dimensiéon n, con accion derecha definida mediante

p-a—=atop dondepe F*Myae On).
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Sea f: M — R™, entonces (f*g)(v,w) = g@)(Tof(v), T f(w))(por definicion de pull
back), donde T, f = p,. Dado que B, es el conjunto de isometrias de T, M en R",
entonces se tiene que g,(v, w) = g¢(2)(P=(v), p=(w)), para todo v,w € T, M, es decir p,
preserva el producto interior, donde gy, es la métrica euclidiana en R", por otro lado

debemos verificar que ¢, es una métrica.

i. g, es bilineal.
Sean vy, vy, w1 vy we € T,M v a, 3 € R.
gz (@1 + va, Bwy +wy) = g(p(avy + va), p(Bw; + ws)), p es un isomorfismo lineal
y se tiene que g es bilineal, por lo tanto g, (avy 4+ va, fw; + wy) = a gu(v1, wy)+

6 gﬂc(”% w2)'

ii. g, es simétrica.

Dado que g, es simétrica, entonces lo es g, por definicion.

ii. g, es no degenerada.
Sea x € M y sean v,w € T, M\{0}.
Jz(v, w) = gz(p(v), p(w)) # 0 pues p es un isomorfismo, es decir, ker(p) = {0}.

Asi g, es no degenerada.

iii. g, es tnica. Dado que p, es un isomorfismo lineal y gs(,) es la métrica euclidiana

en R”, se tiene que

(f"9)s = 9f(z) © Pz = G

Gf(x) es un tensor del tipo (0, 2) es diferenciable y p, también es diferenciable

entonces () © p, también es diferenciable. Asi g, es diferenciable.

Ejemplo 5 Caracterizaciéon de una estructura Sub-Riemanniana.

Una métrica es por definicion un producto interior sobre vectores tangentes (Ver [6],
p.29). Dada una variedad M, una métrica induce un producto interior en cada espacio
tangente a M. Si (P, M, 7, F') es un haz vectorial, entonces una fibra métrica sobre P
es un producto interior sobre cada fibra F,. Una métrica sub-Riemanniana sobre una
variedad M es una fibra métrica (un producto interior (-,-)3) sobre una distribuciéon
lisa H C T'M. Es decir, la longitud solo tiene sentido para vectores en H, llamamos

una estructura sub-Riemanniana a la tripla (M, H, (-, -)3)-
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Un caso particular de estructura Sub-Riemanniana es aquel en el que dada una
variedad M dotada de una métrica Riemanniana g = (-,-)5; v H una distribucion so-

bre M, la métrica restringida a la distribucion H ¢|, es una métrica sub-Riemanniana.
Paso de una estructura Sub-Riemanniana a la GG-estructura. Sea una va-

riedad M = {X € R?: |z,| < 1} de dimensiéon 3 dotada de una métrica g definida por
gr = dr1 ®dr1 +dre @ drs + drs ® drs + rodry ® drs + rodrs ® dry cuya representacion

1 0 x2
[9:] = 0 1 0
xog O 1

v una distribucion H sobre M dada por H, = span{X;(x), Xa(x)}, con X;(z) = a%llqu

matricial es

:@%b y Xo(z) = %LT. Usando representacion matricial, se tiene

(1) ()

Para representar la estructura Sub-Riemanniana (M, H, g|) mediante una G-estructura
en términos de comarcos elegimos un comarco adaptado a H; p = (n; 72 6)" se dice ser
adaptado a H si 0 aniquila a #H, equivalentemente, H, = ker(f(x)). Determinar tal 0

equivale a resolver la siguiente ecuacion:

0:(X1(2), Xo(x)) = (031 032 033) ( U ) =(0 0) (3.6)
entonces tenemos

031 + 22033 =0 = 031 = —x2053
932 == O

Tomando 633 = 1, se tiene §(z) = —xodry + 0dzy + dxg 0, escrito como vector
renglon O(z) = (—z2 0 1), determina de manera tnica a H,. Esto quiere decir, que

0 codifica de manera tnica a la distribucion H.

Ahora solo falta determinar que informacién podra caracterizar de manera tnica
a la métrica sub-Riemanniana. Una forma de proceder es restringir la métrica g a H.

Al restringir la métrica se pierde informacion de g, es decir, la métrica restringida a H

36



solo sera definida sobre los vectores de H y fuera de H no sabremos nada. Por lo tanto

una vez que restrinjamos la métrica g no podremos obtenerla nuevamente.
Para encontrar una representacion de la métrica sub-Riemanniana debemos calcu-

lar ¢,(Xi(x), X;(x)) = Xf(x) [9:]X;(z), donde [g,] es el representante de g, en la base
{Xi(z):i=1,2} de H,, esto es:

1
g =(1 0 wz)(o

R N R
=
(V]

SN——— ~———

1
9;2:<1M2><0

1
go =(0 1 0)<0

92 =(0 1

o

SN—
8
o O =
o = O O = O
Hcgl—l
o

1
0 =1

Denotamos la métrica sub-Riemanniana por g.|3, la cual tiene una representacion

matricial dada por

aabe, = (55 0) enta base {()()} (37)

Esto muestra que al restringir g, a la distribucion H, se pierde informaciéon y no
podremos recobrar a g, nuevamente. Entonces podemos decir que la estructura Sub-

Riemanniana contiene menos informacion.

Ahora debemos relacionar la informacién que obtuvimos con el comarco p, adaptado
a H,, dado que p, puede verse como un isomorfismo lineal p, : T, M — R3, entonces

tiene una matriz asociada invertible de 3x3 esto es

i (z) = nudxy + madry + mzdrs
n2(z) = na1dxy + Neadrs + Nozdrs
Q(I) = ledxl + eggdl'g + 033d:p3

esto es equivalente a
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—~ o~

() ni1 o M2 M3 dxy
Pz = n2(x) = nM21  M22 723 dxa
o(z) 031 032 033 dzs

donde la matriz asociada a p, (o el representante de p,) esta dada por

1 The 7Ths
[ x] = Tlo1 T2 T)23
031 O30 0Os3

El siguiente paso serd hallar de manera explicita una expresion de p,. Ya sabemos
que es 6, solo falta determinar 7;(x) y n2(z), para esto procedemos de manera analoga
que en el ejemplo anterior, es decir, debemos encontrar una base ortonormal de H, en
la métrica g,, mediante el proceso de ortonormalizacién de Gramm-Schmidt.

1 0
Los vectores X;(z) = ( 0 ) y Xg(x)< 1 ) son linealmente independientes y or-

0
togonales. Luego para obtener una base ortonormal debemos calcular la norma de los

2

vectores usando la métrica g, como sigue.

1 2 1 0 1
H(o) 2(10$2)<010>(0>21+3$§
To z2 0 1 T2
0 2 1 0 0
H(l) :(010)(010)(1):1
0 2 0 1 0

y dividimos X;(x) y Xa(z) por sus respectivas normas, para obtener los vectores

1/4/1 + 322 0
unitarios u; = 0 yu, =11 |.

x2/ 1+3x§ 0

Una vez obtenidos estos vectores unitarios, se determinarén sus duales, es decir los
n; para i = 1,2, tales que 7;(u;) = d;5, donde ¢;; es la delta de Kronecker. Para esto se

debe resolver la siguiente ecuacion:

1/4/1+3z3 0 Lo
mi o M2 M3 0 1 —
n21  M22 723 0 1
z2/4/14+322 0

Se deduce facilmente que 712 = 0, 722 = 1y
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i) B
\/1+3x2 13\/1 sxg N
\/1+3$2 N V1 33:2

si T3z — T3 — 0 entonces M1 — v 1+ 337% Y 721 — 0. Asi

721 "M22 723 0 1 0

<7711 m2 7713>_(1/1+3x§ 0 1)

. s \J1+322 0 1 - :
Es lo mismo que escribir n(z) = . L o ) Yopor construccion se satisface

n(x)(Xi(x)) = é (1) es una transformacion ortogonal, entonces n(z)|s, es una

isometria de H, en R2. Por lo tanto una estructura sub-Riemanniana se puede describir
en términos de comarcos. Particularmente uno de estos comarcos tiene representacion

explicita

Pero en general se tiene de (3.6) y (3.8) que p, es de la forma:

—T2m23 1 73
—x2033 0 033

—zomiz +4/1+323 0 i3
[ :E] =

Ahora para encontrar el grupo de estructura consideramos otro comarco

—xoMsg +4/1+323 0 s
[px] = —xT2M23 1 723
—$2§33 0 633

tal que [p.] = A[p.], debemos calcular la matriz de transformacion A, esto es equi-

valente a calcular A = [px][p_x]*l Primero debemos obtener [p,] ™!, por simples calculos
obtenemos que det([p,]™") 331/ 1 + 323 y matriz adjunta

O35 0 —3
Ad([P,]) = 0 fs3+/1+ 313 —ilaz\/ 1 + 323
$2533 0 —xzﬁlg + 1+ 31’%
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entonces

1 0 _ 73
v/ 14322 033+/1+322
D 1—-1 __ —123
A
To 0 —x2M13+1/ 1+3m§
/14323 0334/ 1+323
Luego
5 1 0 _ 13
—Tomz +/1+325 0 M3 /14322 f33+/1+322
_ p1-1 _ —123
A=[R]P] = —Z2723 L omos 0 1 033
—Tol33 0 033 22 0 tematy/ltde)
/14343 0334/ 1+323
10 7]1%—7_]13
33
— 0 1 7723@—7723
33
0O 0 1
033

Asi, podemos observar que el grupo de estructura estd dado por el conjunto de

matrices en bloques de la forma:

C

Gz{(é1 B>|A€O(2),Bengl,ceR\{O}}

finalmente la G-estructura que obtenemos es (Bg, M, 7, G) donde:
= Be = [[(Be)a
zeM

» (Bg)r={atop,:ae G} con

. (”@):(“Z?””g : 8)
: 0(z) 0 1

o ker(0,) =H,

A B

e Y grupo de estructura G = { ( 0 ) | A€ O(2), B€ My, c€ R\{O}}

con accion derecha definida mediante p-a — a top,dondep € F*M ya € G.

Cc

Paso de la G-estructura a la estructura Sub-Riemanniana.
Considérese la G-estructura descrita mediante (Bg, M, 7, G) donde G es el conjunto

de matrices en bloques de la forma:
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C

G = {(13 B > \AeO(Q),Beszl,ceR\{O}}

Con accion por la derecha sobre By dada por p-a — a=! o p. Donde B se describe

como sigue

» Bg = H(Bc)m

zeM

e ker(0,) =H,

De la Bg-estructura se puede obtener la siguiente informacién. De la definicion de
ker(6(z)) = H,, podemos deducir

H:{( ; ),a,beR}

Claramente, una base para H, es X;(z) = < (lJ ) vy Xo(x) = ( (1) )
@ 0
También tenemos que n(z) : H, — R? es una isometria, lo cual quiere decir que
preserva el producto interior y existe una métrica definida sobre H tomamos un comarco
An(z) + BO(x)
ch(x)
{Xi(x), Xo(z)} de H,. Dados v, w € H,, existen vy, v3 € R y wy,wy € R tales que

V1 w1
v = V2 y w = wa
T2U1 T2wi

Dado que 7(x) = An(x)+ B6O(x) debe ser una isometria y se tiene ademas A € O(2),

de la Bg-estructura, el cual es de la forma p, = ( ) y elegimos la base

B € My y 6(z) aniquila a ‘H, tenemos que 7j(x) preserva el producto interior esto es

para la base canonica {e, s} de R?

(er,e2) = ¢ ( (1) f ) &2 = (1(x) (), 7(2) (W) 1, = {An(x) + BO(z)(v), An(z) + Bb(z) (w))

= (An(z)(v), An(z)(w)).
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Entonces

(n(x) (), n(2) (W), = (An(z)(v), An(z)(w))

— (A —xams +4/1+322 0 ms Z; A —wams +4/1+32% 0 m3 Z;
—x2m23 1 m2s ’ —x2m23 1 me3
T2U1 T2wW1
A 1+ 323 4 wiy/1 + 323
V2 ’ Wa
wiy/1 + 322
:<U1\/1+3$% U2>AtA< ! 2)
w2

pero A € O(2) entonces A'A = I. Asi, se tiene que

(7(@)(v), 7(z)(w))2, = viwi (1 + 323) + vaws

o t 1+3l‘% 0 w1
—<U1 U2> 0 1 w9

1+323 0

Por lo tanto la métrica sobre H, es [¢x|w,] = ( 0 ) ) en la base { X1 (x), Xo(2)},

la cual coincide con la métrica dada en (3.7).

Ejemplo 6 Caracterizacién de una métrica Riemanniana ¢ y una distribu-

cion H sobre una 3-variedad M, mediante una GG-estructura.

Un sistema no holonémico puede ser representado como una tripla (M, G, H), donde a
M se le llama variedad de configuraciones que representa todas las posibles posiciones
del sistema, G es la métrica asociada a la energia cinética y H una distribuciéon no
holonoémica que representa las velocidades permitidas por las restricciones. Un sistema
mecanico simple, llamado por algunos autores, forma encadenada extendida (FEE) (Ver
[17]), es representado como (R*, G, H), donde G = dr; ® dzy + dry @ dxs + drz @ drs

es la métrica euclidiana en R? y una distribucién no holonémica

1 0
Hx:span{m:( 0 ),@z(l)}.
T2 0

Las ecuaciones dindmicas que lo rigen son:
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Zfl = U1
i’g = U9 (39)

T3 = TaUy

Como podemos observar esta estructura geométrica incluye los dos casos anteriores,
es decir, para caracterizar esta estructura geométrica mediante una G-estructura de-
bemos codificar la métrica Riemanniana G la cual esta definida sobre todo M y no solo
sobre H, y también debemos codificar la distribucion H. para obtener la G-estructura

que lo codifica procedemos de manera analoga a los ejemplos anteriores.

En este caso primero definimos una base para T, M = R3, para esto consideramos los
primeros dos vectores que generan a la distribuciéon H,, es decir, v; y vy son linealmente
independientes luego tomamos un tercer vector que sea linealmente independiente a

estos dos vectores para esto proponemos el vector
V3 = 0

Lo siguiente es obtener una base ortonormal usando el proceso de ortonormalizacion

de Gram-Schmidt calculamos entonces lo siguiente:

Uy, = vy, luego uy = IIZiH donde
2 1
1 1 0 O \/1+3
0 =(10 2 )| o010 0 | =142 Asi u = 0
2 0 0 1 T2 _Z2
1+z2
Luego
1
1122 0 0
o <U2, U1> O 2 - , .
Uy = Uy — Uy = - = 0 =11 Asi up=1[ 1
<U1, U1> 0 1 e 0 0
1+z,2
Por altimo calculamos @3 — v3 — {vs, 1) 1 — <”3’1f2>u2 esto es
(u,t1) (ug,tig) ~%? ’
1 __T2 T2
0 To V(1+22) T+a3 1+a2
Uz = 0 S — 0 —0= 0 = 0

\/ 1 + 1'2 __®2 3 _1
1 2 \ﬂl-ﬁ»x%) L= 1+z% 1+LU§
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El vector obtenido u3 ahora si es ortogonal a u; y us, solo falta normalizarlo para
completar la base ortonormal de T, M.
2

z2

1+az2 1
0 =
)
1 1+ JJ%
1+a2

por lo que el vector ortonormal que genera el complemento ortogonal engendrado por
Uy y Uy €s:

x2

—_T2
1+z% \/1+w§
Uz = 1/ 1+ IL’% 0 = 0
1 1

EE: Jieet

Por lo tanto {u;, us, us} forma una base ortonormal para T,,M. Lo que sigue es repre-

sentar toda esta informacion en términos de comarcos, entonces debemos encontrar un

m(z)

comarco p, = ( () ) € FR3 tal que {n(x),m2(x),0(x)} sea una base adaptada a
0(x)

H., es decir, ker(0(z)) = H, y po : ToM — R? sea una isometria. Una forma simple

de lograr que p, sea una isometria, consiste en requerir que:

pe(u;) = e; parai=1,2,3

Para obtener [p,] de manera explicita, basta con obtener la inversa de la matriz con

entradas dadas por las componentes de los u;;

_ 1 _ Z 1 T

N el e Jiee]
(w1, ug,u3) = 0 1 0 . Ast [pg] = 0 1 0
z2 0 1 _ To 0 1

vien i o

En este caso 0(z) = —\/11—23—1%2(1:1:1 + 0dzy + \/%Tw%dxg, verificaremos que # aniquila

a la distribucion H,, para esto debemos resolver la siguiente ecuacion:

(X (). Xa(a)) = ( — 2 O w;,xg)(o (1)):(0 0 (310)

2

Es evidente que se satisface la ecuacion entonces Ker(6(z)) = H,. Por lo tanto p, es

un comarco adaptado a la distribuciéon H, y a su vez es una isometria de 7, M en R3.
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Falta determinar el grupo de estructura, para esto, suponemos que p, es otro comarco
que satisface las mismas condiciones que p,, es decir, p, también es una isometria. Se
puede deducir facilmente que el grupo de transformaciones es G = O(3), dado que es

una transformacion ortogonal.

Por lo tanto la O(3)-estructura que representa a la FEE se describe mediante la
cuadrupla (Bo(s), R?, 7, 0(3)) donde

= Boi) = H(BO(3))x;

xeM

» (Bg), ={atop,:aeG}con

1 0 %2

1+ax2 1+a22

[ (=) vites vites . )

® p, — = 0 1 0 es una lsometria
1

“Vasp ° i
e ker(6,) = H,, donde 0, = ———2—dx; + 0dwy + ———dx3.

v/ 143232 \/ 14323

e Y grupo de estructura O(3), el grupo ortogonal de dimension 3, con accion

derecha definida por p-a — a=! o p.

Paso de la O(3)-estructura a la estructura geométrica.
El paso de la O(3)-estructura a la estructura geométrica se hace de manera analoga que

en los ejemplos anteriores. Esto es, Sea la O(3)-estructura (Bo(s), R?, 7, O(3)) donde

= Bow = | [ (Bow)s

zeM

» (Bg),={atop,:ae€ G} con

1 0 xo
( n(x) ) \/1+a22 /1422
e, — = 0 1 0
B \ﬂfj’zg) 0 ,lli—.rg
o ker(0,) = H,, donde 0, — ——=2—dx, + Odry + ———dx3.

v/ 1432322 1+322

e Y grupo de estructura O(3), el grupo ortogonal de dimensién 3, con acciéon

es una isometria.

derecha definida por p-a = a=! o p.

De la definicion de ker(6,) = H, podemos deducir que

v1
%x:{< v2 >‘U1,U2€R}
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Ahora para obtener la métrica consideramos el dual de [p,] para encontrar una base

de T, M, para lo cual obtenemos la base dada por

1 2
/1422 0 /1423
0 , Ug = , Uz =

0
P 1

Luego cualquier vector v y w € T, M se pueden escribir como una combinacion lineal

Uy =

de los vectores de la base, esto es,

x2

—x9 1 _

1
—— v v,
1 /1422 0 /1422 /1423 ! /1422 3
V2 = U1 0 + V2 1 —+ V3 0 = Vo
v —z2 0 L 2y + ——v
’ /1422 1+a22 /1423 ! /1422 ’
de manera analoga
1 —x9 1 w1 — T2 w3
w1 ‘/1+z§ 0 ,/1+z% ‘/1+z§ 1/1+zg
wo = w1 0 + wo 1 + Ws 0 = woy
w 22 L L2 ) + ———w
? /1423 \/1+a22 /1422 ! 1+a2 3

Sea p, v p, cOmarcos que son a su vez isometrias se tiene
(P2 (), (W) = (Apa(v), Apa(w)) = (Aps(v), Apr(w))

Podemos deducir facilmente mediante algunos calculos

1 T 1 0 xo
\/1+a2 \/1+a22 /1423 /1423
A 0 10 v, A 0 10 w ) = v A" Aw
_ xo 0 1 _ T 0 1
V(1i+a3) V143 V(+a3) 143

con v y w definidos como antes y A € O(3). Luego obtenemos
(Ap,(v), Ap.(w)) = viw = viw; + vows + v3wz = G, (v, W)

con G la métrica euclidiana, esto es, G = dz; ® dxy + dxs ® dry + drs ® drs.

Una vez que las estructuras geométricas son descritas por alguna G-estructura,
el siguiente paso es obtener los invariantes diferenciales de tales G-estructuras. Para
esto debemos tener conocimiento de las herramientas necesarias para el céalculo de

invariantes diferenciales, que se estudiaran en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Invariantes diferenciales de

(G-estructuras

Dentro de la aplicacion del método de equivalencia es importante abordar algunos
conceptos importantes para la identificacion y calculo de invariantes diferenciales de
G-estructuras. Los invariantes diferenciales son los que proporcionan condiciones nece-
sarias, y en ocasiones también suficientes, para determinar si dos G-estructuras son o
no equivalentes entre si. Una forma para determinar la equivalencia de G-estructuras se
hace a través de a través del pullback de la forma de Maurer-Cartan. también conocida

como la derivada de Darbox.

La seccion 3.1 esta dedicada a analizar la ecuacion estructural que involucra a
la forma de Maurer-Cartan y su importancia dentro de la identificaciéon y calculo de
invariantes diferenciales. La seccidon 3.2 trata acerca de la derivada de Darboux y una
pequena introducciéon al teorema fundamental del calculo en la version de la geometria
de Cartan. La seccién 3.3 tiene como objetivo principal mostrar un ejemplo sencillo de

aplicacion del método de Cartan para determinar la equivalencia de curvas en el plano.

4.1. Forma de Maurer-Cartan

En el espacio euclidiano, la traslaciéon paralela de vectores nos permite encontrar
una trivializacién canénica sobre el haz tangente. Esta nociéon es tan fundamental que
algunos autores definen dos vectores definidos en distintos puntos de R™ como el mismo,

si existe una traslaciéon que lleve uno en la misma posicién que el otro. La posibilidad
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de hacer esto depende sobre la la existencia de un grupo; en este caso, el grupo de

traslaciones acttia libre y transitivamente sobre R™ ([9], p. 96).

Segtin Sharpe ([9], p. 96) lo anterior aplica a cualquier grupo de Lie G, porque
para cualquier elemento g € G la traslacion a la izquierda por g es un difeomorfismo
Ly : G — G definido por Ly(a) = g - a, con inversa L,-1. Esta tltima induce un mapeo
de haces tangentes T'L,1 : TG — TG el cual, evaluado en el punto g, le asigna un
isomorfismo Ty L, : T,G — T.G de espacios vectoriales. En particular, recordemos
que g = T.G, tenemos que TG es isomorfo a g para cualquier g € G. Esto determina

una trivializacién canénica del haz tangente T'G.

El mapeo wy = T, L, es llamado “forma de Maurer-Cartan”, el cual es una 1-forma

g-valuada definida sobre G.
TyLg—1 - T,(G) = T.(G)
wy : Ty(G) = g (4.1)

La forma de Maurer-Cartan es invariante bajo traslacion izquierda. En efecto, su-

pongamos que v € T,G. Entonces T,L;(v) € Tj,G, para h, g € G y:

Lywg(v) = whg(TyLin(v)) = (ThgLng-1 © TyLp)(v)
= (T.Lg1 o TyLp-1 0 TyLy)(v)
=T.Ly1 0Ty(Lp-10Lp)(v)
=T,(Ly~10L.)(v)
= TyLy1(v) = wy(v)
Asi Liw,(v) = wy(v), es decir, Liw = w, se sigue que w es invariante bajo la traslacion

izquierda. Sin embargo, si el grupo de Lie G no es abeliano, w no es invariante bajo la

traslacion derecha. Para demostrarlo, calculamos 7} w:

Rjwy(v) = wen(TgRi(v)) = (TgnLign)-1 © TyRn)(v)
= (T.Lp-1 0 TyLy1 0 TyRy)(v)
= (TuLp-1 0 TyRy, 0 TyLy—1)(v)
— (To(Lp-1 0 Ry) 0 TyLy1)(v)
= Te(Lp-1 © Rip-1y-1) 0 TgLg-1(v)

=Ad(h™") o TyLy~1(v) = Ad(h™") 0 wy(v)
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Asi Rjw = ad(h™") o w, por lo que en general la forma de Maurer-Cartan no es inva-
riante bajo la traslacion derecha. La 1-forma w juega un papel fundamental dentro de
la aplicacion del método de equivalencia y es en base a esta que el teorema fundamental
del calculo puede ser adaptado a la geometria de Cartan, lo cual veremos en la siguiente

seccion.

4.2. Teorema fundamental del cilculo versién geome-

tria de Cartan

El término “geometria diferencial” se refiere al estudio de la geometria usando herra-
mientas del célculo diferencial tales como limites, derivadas integrales etc. En calculo,
cuando se habla de integracion de una funcion f(x) se considera rigurosamente que
f(z)dz es una 1-forma, es decir [ f(z)dz, donde dz es una 1-forma sobre R. El teore-

ma fundamental del Calculo se puede extender a la version de la geometria de Cartan
(Ver [9]). Esto es,

Definicion 5 ([9], p. 115) Sea G un grupo de Lie, g el dlgebra de Lie de G, wg la
forma de Maurer-Cartan sobre G, M una variedad y f : M — G un mapeo C*°. La

derivada izquierda de Darboux de f es la 1-forma g-valuada w = f*(wg) sobre M.

Al mapeo f se le llama integral o primitiva de w. Un problema tipico en este
contexto es el inverso, es decir dada una 1-forma g-valuada w, hallar, si existe un
mapeo f : M — G tal que w = f*(wg). En otras palabras, el problema esta en
caracterizar el mapeo f. El siguiente teorema es la version de la primera parte del

teorema fundamental del calculo en términos de la forma de Maurer-Cartan.

Teorema 1 (Unicidad de la primitiva)([9], p. 115). Sea M una variedad conexa y
fi, fo : M — G mapeos C*° tales wy, = wy,. Entonces existe un tinico elemento a € G

(constante de integracion) tal que fo(x) = a - fo(x) para toda x € M.

Sin embargo como se mencioné anteriormente en general el mapeo f no es determi-
nado; pero el pullback de la forma de Maurer-Cartan sobre un grupo G si lo conocemos
de esta manera podemos definir una forma de 1-forma g-valuada sobre M y para que
sea la derivadada de Darboux del mapeo f; wg debe satisfacer la ecuacion estructu-

ral. En la siguiente seccion se define la ecuacion estructural en términos de campos
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vectoriales invariantes a la izquierda sobre un grupo de Lie G.

4.3. Ecuacion estructural

Considérese un grupo de Lie con &dlgebra de Lie g. La ecuaciéon estructural para
la 1-forma wq representa una condicion de las dos condiciones necesarias de que una
1-forma g-valuada sobre una variedad M sea la derivada de Darboux de un mapeo f:
M — G (]9], p- 108).

La ecuacion estructural puede ser derivada para campos vectoriales invariantes por
la izquierda sobre un grupo de G. Esto es, considérese el conjunto de campos vectoria-
les invariantes a la izquierda sobre un grupo de Lie G denotado por I'f;(T'G). Si X €

'/ (TG), entonces w(X) es constante e igual a X..

Sean XY € I'y;(T'G). Por definicion y propiedades de la derivada de Lie de un

campo tensorial, se tiene:

Lx(w(Y)) = (Lxw)(Y) + w(Lx(Y))
= (Lxw)(Y) +w[X,Y] (4.2)

Por otro lado, haciendo uso de la llamada “férmula magica de Cartan” Lx = txod+dotx

se tiene:

(Lxw)(Y) = (ex(dw) + d(txw))(Y)
= dw(X,Y) + d(w(X))(Y)
— (X, Y) + d(w(X))(Y) (4.3)

Pero w(X) = cte, por lo que d(w(X)) = 0. Asi de (4.2) y de (4.3) se tiene:
dw(X,Y) = Lx(w(Y)) — w[X,Y]
Como w(Y') = cte, entonces Lx(w(Y)) = 0, asi tenemos:
dw(X,Y) = —w([X,Y]) (4.4)

Ahora para definir [w, w|, considérese el mapeo bilineal definido por [-,-], : @ X g —
gy por la propiedad del mapeo universal (|2], p. 55), existe un mapeo [ : g ® g— g el

cual estamos por definir, esto es,
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Por consiguiente £{w,w](X,Y) = [w(X),w(Y)], que al sustituirla en (4.8) produce

la llamada ecuacién estructural.
1
dw(X,Y) + §[w,w] (X,Y)=0. (4.5)

La ecuacion estructural determina localmente la estructura algebraica del algebra
de Lie g, pues define las constantes estructurales de g. A continuacién varemos por qué

se le llama ecuacion estructural, y como es que determina las constantes de estructura.

Sea {{1,...,&,} una base de g y sea {a!,...,a"} su respectiva base dual, tal que
o'(&;) = 0%, ' € g*. Definamos 1-formas o', ..., w" € I'(T*G) a partir de {a', ..., a"}
por medio del mapeo dual de TyLy-1, es decir, w'(g) = (Ly—1 )"’ = o' oTyLy € T;G.

Entonces,
a) w' es invariante a la izquierda parai=1,...,n
b) w'(X) es constante para cualquier X € I'z;(TQ)

En efecto, para i € {1,...,n}
a) Por definicion de pullback

(L;,lwi)gh(v) = wig_l(gh) o TypLy—1(v) = w;,lgh o TynLy—1(v) = wj, 0 TypL,—1(v), para v € Ty, G
Pero wi = a' o T}, Ly-1, entonces

(Li-1w")gn(v) = o' 0 Ty L1 0 TypLy—1(v)
— o' o Ty(Lns 0 Ly 1)(0)
=a' o TypLp-14-1
= o' 0 Ty Ligny—1

= W;h(v)
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Ast L} ,w' = ', por lo tanto w' es invariante por la izquierda.
b) Sea X € I'y;(T'G), entonces se tiene que T,L,-1(X,) = X, asi Xy = T.Ly(§) para

algin £ € g, entonces

w, (Xy) = a'o TyLy-1(TeLy(&)) = a'o Tge(Lg-1 0 Lg)(&) = ai(fi)

g

Podemos concluir que o'(&;) es constante, esto es, w'(X) depende solo del valor que

toma X en la identidad e.

Dado que w es también un campo tensorial podemos escribir w = w! ® §&;, tal que

al diferenciar obtenemos la 2-forma dw — dw'® ® &;, si

;k = _O/<dwi(X§j ) XEk))

entonces dw'(Xe;, X¢,) = —C},.& Luego de la definicion de ecuacion estructural tene-

maos:

1
dw(XézvXém) + E[va](XézvXém) =0
i 1
Gl + 220X (X, )] = 0

Asi [§,&m] = C},&, por consiguiente las constantes estructurales %, estan defini-
das en términos de la ecuacion estructural, y por lo tanto determinan las constantes

de estructura del algebra de Lie (g, [, ])-
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4.4. Ejemplo de aplicacion del método de equivalen-

cia de Cartan

Un ejemplo sencillo de aplicaciéon del método de equivalencia consiste en obtener
los invariantes diferenciales de una curva regular. Este ejemplo se trabaja a partir de
([12], p. 12). En este caso la aplicacion del método de equivalencia consiste en aplicar el
método de marcos moviles de Cartan y es a través de un levantamiento de la curva que
se obtienen los invariantes diferenciales. Un marco movil sobre una curva, proporciona

informacion del comportamiento de la curva, es decir, como va cambiando de direccién.

€1

Figura 4.3.1. Un marco marco movil describe el comportamiento de una curva en el plano.

En el proceso del célculo de invariantes diferenciales de una curva se recomienda
hacer una distincion entre la curva como mapeo y la curva como imagen (que en este
caso es una subvariedad inmersa sobre R?). La razon por la que se hace esta distincion
es que algunos invariantes diferenciales son propios de la curva como mapeo, mientras

que otros los son de su imagen como variedad.

Supongamos que ¢ : [a,b] — R? es una curva regular, es decir, una curva diferen-
ciable tal que ¢(t) # 0 para todo t € [a,b]. La rapidez de la curva v(t) = ||é(t)|], es un
invariante bajo movimientos de cuerpos rigidos; pero solo es un invariante del mapeo
de la curva no de su imagen. La aplicacion del método de marcos moviles consiste,

precisamente en encontrar un marco mévil que describa el comportamiento de la curva
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sobre T.»nR?. En efecto dado que ¢(t) # 0, se elige un vector unitario definido por
el(t) = mc(t) Se define {es(t)} como el vector que engendra el complemento or-
togonal del span{e;(t)} y tal que {e;(t),ex2(t)} tiene la misma orientacién orientacion

que la base canonica de T, R?.

Verificando que {e;(t),e2(t)} son ortogonales y preservan la orientaciéon inducida

por la orientacion de Tr)R? resolveremos el ejercicio (1.4.2) de [12]. esto es,

(i) Supongamos que V' es un espacio vectorial con producto interior no degenerado

(,):VxV =5 Rywo:|ab] — V satisface (v(t),v(t)) = F(t), donde F(t) es

constante. Entonces £ (v(t),v(t)) = 0. Esto equivalente a

(0(t),v(t)) + (v(t),0(t)) =0, (4.6)

de donde se deduce que ©(t) es ortogonal a v(t).

(ii) Ahora supongase que ¢ : [a, b] — R? es regular y definase la funcion « : [a,b] — R

COo1mno

alt) = / lé(r) dr (4.7)

esta funcion es diferenciable, con derivada & = ||¢(7)||, luego o es C*°, y dado que
c es regular « es inyectiva. Por tanto, si a([a, b]) = [0, b] donde b = fab ||e(T)||dT, de
esta forma « es restringida y con esta restriccién « es una biyeccion con inversa
7 :[0,b] = [a,b], con € = c o~y una reparametrizacion de ¢, donde &(s) = c(y(s)),

y s €]0,b], a s se le llama pardmetro de longitud de arco.

En esta reparametrizacion también se puede definir una base para Tc(t)]R2 definida por

é1(s) = mé(s), vy se define &(s) con los requerimientos anteriores, ademas ¢(s) tiene

las siguientes caracteristicas:

é(s) = e(1(s)) - (1(9))
pero oo v(s) = s, entonces (a0 y(s)) = &(v(s)) - £ (7(s)) = 1, consecuentemente
d 1

4" = 5
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por otro lado
4006 = 5 e ([ el ) = Jetr(on]

asi ¢(s) = Wé(s) = ¢,(s), entonces v(s) = ||&(s)|| = 1, s € [0,b]. Esto quiere decir
que si ¢ es parametrizada por longitud de arco, su rapidez 0(s) = 1 y es constante luego

por (i), se tiene (¢(s),c(s)) = 1, entonces ¢(s) L ¢(s).

Consecuentemente, existe \ : [a,b] — R tal que é;(s) = A(s)éy(s), esto significa de

la definicion de é;(s),
de _
“(s) = Ms)ea(s) (4.8)

y si definimos

dey
ds

que la curvatura es un invariante bajo movimientos de cuerpo rigido. Las preguntas

por consiguiente %L (s) = K(s)é, es decir, (€,(s), &2(s)) = K(s). Intuitivamente sabemos

que surgen son ;porqué es un invariante?, jes ¢ un invariante de la curva como mapeo,
o de la imagen? y si es un invariante ;depende de la parametrizacion?, para responder

a esta preguntas procedemos como sigue:

= x es un invariante diferencial de la imagen de la curva bajo la accién del grupo
de movimientos de cuerpo rigido SFE(2).

Supongamos que ¢ : [a,b] — R? es una curva regular y para

a b
Az(o 1>€SE(2)

sea ¢ la curva ¢ = A - c. Entonces

b
estoesc(t):a~c(t)+bd0ndea:(&11 2 > ESO(2)yb:< ! > € R2%

a1 Q22
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Al derivar se obtiene &(t) = a - ¢(t), luego

o(t) = lle@l = lla- @)l = el = v(t) (4.9)
de la definicion de e; = |é(1t)”c'(t), si v(t) = [|¢(t)]], entonces e; = ﬁc’(t) asi
_ . 1 . 1 _
e = é(t)Hc(t) = mc(t) = @a c6(t) =a-e(t) (4.10)
Analogamente de es(t) se define
€y =0a-ey (4.11)

Luego de (4.8) y (4.9) &1(t) = a-é1(t) = a - A(t)ex(t), pero |lei(t)|| = 1 V¢, por (i)

4.
e1(t) = A(t)ex(t) = M(t)aey(t) entonces al(t) = a(t), ast

At) = At (4.12)
Por consiguiente
MO M _ (4.13)

De esto podemos concluir que k es un invariante bajo movimientos transformaciones

de cuerpo rigido, es decir, bajo trasformaciones en SFE(2).

= Ahora veamos si k depende de la parametrizacion.

Supongamos que ¢ : R — R es un difeomorfismo que preserva la orientacion de la

curva ¢, es decir, ¢(t) > 0, Vt € R, una reparametrizacion es ¢ = c o .

De igual forma que anteriormente obtenemos e;(t) = ﬁé(t), donde v(t) = ||&(t)]].
Entonces
é1(t) = A(t)ea(t) (4.14)
asi k(t) = %
Para la reparametrizacion se tiene ¢(t) = ¢(p(t))@(t), entonces
(4.15)

u(t) = [le(e@)lo() = v(e(t))e(t)
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asi

()
00 = Tetemnem PP = omy

y dado que ||&;(¢)|| = 1 para todo t, entonces podemos definir &,(t) = A(t)é1(t), para

eit) =

— ey (1) (4.16)

alguna funcion \. Como é;(t) = ey(ip(t)), y substituyendo (4.20) se obtiene:
ex(t) = éx(e(t))p(t) = Ae(t))ea((t))(t)

Ast (1) = Mplt)) (1) y de (421)
A Me®)w
=50 T wewen ~ ) 19

Entonces K = Kk o ¢, es decir p*x = &, el pull back de xk por ¢ es igual a k. Se

A(t)ex(t) (4.17)

concluye que k es independiente de la parametrizaciéon por lo que es un invariante de

la imagen de la curva.

Ahora procederemos a trabajar el ejemplo pero usando el método de equivalencia.

Comenzaremos por definir un comarco moévil a lo largo de la curva.

Suponiendo que {e;(t),ex(t)} es un marco para T,nR?, e1(t), ea(t) se pueden ex-
presar en términos de la base de Tc(t)]R2 inducida por las coordenadas canénicas rt, r2:

0 o
ei(t) = Mz’j%\c(t), i,j=1,2 (4.19)

Dado que es una base con igual orientacion que la de {%]c(t), %L;(t)}, se sigue que
la matriz con componentes M;; tiene determinante positivo. Una vez que tenemos una
base del espacio tangente, podemos encontrar su base dual correspondiente, esto es
ei(t), es(t), tal que ei(t)(ej) = d;; i,7 = 1,2, para todo t € [a,b].

Y recordemos que R? ~ SF(2)/SO(2) entonces el levantamiento de la curva c esta

dado por ¢ : [a,b] — SE(2) tal que el siguiente diagrama conmuta

SE(2)
la, b)) —— R?
donde ¢(s) = ( (6155)’ 62((]5)) c(ls) ) € SE(2) y (e1(s),e2(s)) es la matriz con co-

lumnas dadas por las componentes de e1(s), ex(s) en la base {2 |.(5)iz1.2} de ToR%
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La forma de Maurer-Cartan sobre SE(2) se define por w,(v) = g 'v, donde v €
T,SE(2), g € SE(2). Para definir una forma sobre R? calculamos el pull back de w por
¢, esto es, ¢*'w = woT¢. Dado s € [a,b] se define (¢*w)s(v) = was)(Ts¢(v)), donde Tyé
se representa la “ la matriz de 1-formas diferenciales”

T ( (ér(s)ds| éa(s)ds) | c(s)ds )
0 0 ‘ 0

Por definicion, e;(s) = ﬁc’(s), por lo que é(s) = e(s)v(s). Al derivar e;(s) obtenemos
é1(s) = A(s)ea(s) = k(s)ea(s) ademés |lea(s)|| = 1 Vs, entonces podemos deducir
éa2(s) = x(s)e1(s) para alguna funcion x : [a,b] — R. Se tiene ademés (e;, e;) = d;;, asi
que en virtud de (i)(4.6), se sigue que (é;(s), e;(s)) + (e;(s), é;(s)) = 0. Entonces

X(8) = (éa(s), ex(s)) = —{ea(s), é1(s)) = —r(s).

De esto se sigue

[T,¢] = < k(s)(ea(s)ds| —ei(s)ds) ‘ er(s)ds )

por otro lado

| () esls) | els)
C(S)_< 0 0 \ 1 )

Por lo que su inversa viene dada por la inversa de una matriz en bloques como sigue

0 | 0 1
0 —r(s)ds | ds
= | k(s)ds 0
0 0o |o
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obteniendo asf un invariantes diferencial de &(s), que es x(s).

La forma de Maurer-Cartan satisface la ecuacién estructural, pero ;qué sucede
con el pullback de la forma de Maurer-Cartan, la cual también es una 1-forma pero
ahora definida sobre R??. Para verificar si también se preserva por pullback se tiene el

siguiente lemma.

Lema 1 Sea f : M — N y w una I-forma g-valuada sobre N, esto esw € I'(T*N ®g),
donde g es el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G. Si w satisface la ecuacion estructural,

f*w también la satisface, es decir, la ecuacion estructural se preserva por pullback.

Demostracién Por definicion de pullback (f*w),(v) = wspy o7, f(v), para todop € M
y v € T,M, por lo tanto f*w € I'(T*M ® g). Supongamos que w satisface la ecuacion

estructural
1
dw + §[w,w] =0 (4.20)

donde d es la derivada exterior y satisface dp*w = ¢*dw. Ahorasip € M y v, w

€ T,M tenemos lo siguiente

(fw, w)p(v, w) = [w, w] ) o (Trp(v), Tre(w
= [(wA ) (Trp(v) @ Tpe(

20wrp) (Tpp(v)), Wiy (Tpp
= 2[wsp) © (Tp(v)), Wi o (T,
2[(f ) (v), (f*w)p(w]
= [fTw, frwlp(v, w)

—~ =
S
—~
S
N—
N—
Pt

entonces (f*[w,w]) = [f*w, f*w]. De esto podemos deducir lo siguiente

d(f*w) + %[f*w, ffw] = frdw+ %f*[w,w] (4.21)
— f(dw+ %[W,w]) —0 (4.22)

Por lo tanto la ecuaciéon estructural se preserva por pull back.

Por consiguiente se tiene que ¢*w satisface la ecuacion estructural, esto es,

1
d(¢*w) + 5[5*% cwl=0
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Anteriormente se calcularon los invariantes diferenciales de la curva ¢, ahora cal-
cularemos los invariantes de la curva c. Para esto debemos mostrar que ¢ y ¢ son

congruentes, para ello haremos uso del siguiente corolario.

Corolario 1 Para imégenes de curvas ¢, ¢ C R?, si k(t) = k(t + a) para todot € [ y

algin a € R, entonces ¢ y ¢ son congruentes

Demostracién Sean ¢ : I — R? y ¢ : I — R? curvas regulares parametrizadas por
longitud de arco de ¢ y ¢ respectivamente y sus correspondientes levantamientos T y

T de tal manera que los siguientes diagramas conmutan.

SE(2) - SE(2)
A

Las imagenes de las curvas ¢y ¢ son respectivamente ¢(I), £(I) C R?, por definicion
de levantamiento ¢ = 1o Y y { — wo Y. Existe o : [ — I, dada por o(s) = s + a, tal

quecoa:fyéoézg.

Por otro lado el pull back de la forma w € ['(T*SE(2) ® g) esta dado por

(T*w) == | r(s)ds 0 0 (4.23)

Si la consideramos como una funcion de x(s), llamamos (Y*w)s — f(k(s))ds|s, de igual
forma (T*w)(s1a) = f(R(s + a))ds|sa, pero supusimos que r(s) = &(s + a) entonces
k = koo, donde o es biyectiva y es bicontinua por lo tanto es un isomorfismo. En

conclusion ¢ y ¢ son congruentes.

De lo anterior deducimos que T*w — (T o 0)*w, entonces por la version local del
teorema fundamental del calculo ([9], p. 115), T y (Y* o o) tienen igual derivada de
Darboux, entonces sus primitivas son iguales salvo por una constante en SFE(2); esto

es, existe A € SE(2) tal que Y = L 0(Too). Por la proyeccion 7 tenemos lo siguiente.

noY=moLsoYoo (4.24)
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Pero por la accion de SE(2) sobre G/H ~ R? esta dado por g-[c] = [g- ¢], tenemos
Ly(m(h)) = g-m(h) = m(g-h) = m(Lgh)
entonces L, om = mo L, y podemos escribir (4.34) como sigue
7oY=LioroYoo

Pero { = 10Tyl =moYyc=1(I),é={I)CR?entonces im(c) = Ly (im(é)), por
lo que las dos imégenes de las curvas son congruentes modulo una transformaciéon de

cuerpo rigido.

Invariantes de una curva con parametrizacién arbitraria

Ahora veamos que sucede cuando se tiene una parametrizacion arbitraria de la curva
c. Consideramos la misma curva regular y encontramos una base ortonormal definida
por

e1(t) = mc’(t) y es(t) de tal forma que forma una base ortonormal, entonces el

levantamiento de ¢(t) esta dado por

con inversa

También se tiene que

o aw | e |
o= ()

Pero e;(t) y e2(t) son una base ortonormal y al igual que en el caso anterior tenemos
lex @) = llea(®)} = 1 VL € [a, 0] y é1(t) = A(t)ea(t) ¥ éa(t) = x(t)ea(t) tal que
(1), ea(t)) + (ea(t), ea(t))
(A)ea(t), e2(t)) + {ex(t), xer(t))
At) + x(t)

0=
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se deduce entonces que x(t) = —A(t) Vt € [a, b], asi

T = ( At)es(t) | =AD)er(t) | le()ller (t)dr )

Por otro lado de (4.13) k(t) = % entonces A(t) = k(t)v(t) = k(t)[|¢(t)] asi

rote — (ORIl | e RO | 1 e t)a
t 0 ‘ . ‘ :

Ahora calculando el pull back de w por ¢ :

o(t) ) < e2(Or@ V) dt | —ex(Or®)le(®)lldt | ea()lld()de >

5 | 2 B 0 | 0 | 0
0 —r(t)[le@)|[dt | [[ct)]|dt
= | s(@®)e@)||dt 0 0
0 0 0

observamos que en esta parametrizaciéon se obtienen los invariantes diferenciales y
aparece la rapidez de la curva dada por v(t) = ||¢(¢)|| vy la curvatura x(t), en este caso

|¢(t)]| no necesariamente es 1.

Observemos que nuevamente obtenemos que el invariante diferencial es la curvatura
k(t). Esto quiere decir que la curvatura describe completamente a una curva, en otras

palabras, si conocemos la curvatura de una curva sabemos de que curva se trata.

Cabe mencionar que para el caso de las curvas en el plano es facil determinar la
curvatura, se infiere entonces que la curvatura es un invariante facil de identificar y
calcular, pero esto es solo en el caso de curvas en el plano. En el caso de estructuras mas
complejas es dificil identificar y calcular sus invariantes diferenciales tal es el caso de

variedades de contacto de dimension 3; las cuales se analizan en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Sobre invariantes diferenciales de

3-variedades de contacto

En este capitulo se hace una lectura del articulo de K. Ehlers [15] acerca de la
aplicacion del método de equivalencia de Cartan sobre variedades de contacto de di-
mension 3. Una variedad de contacto de dimension 3, denotada (M, g, &), es una va-
riedad Riemanniana (M, g) dotada de una distribucion € C T'M completamente no
integrable y de rango constante igual a 2. La distribucion E esta definida localmente
por el anulador de una 1-forma n € I'(T*M), ie., & = kern, y la condicién de no
integrabilidad se traduce, por la version dada en formas diferenciales del Teorema de
Frobenius ([2], [9]), en la condicién equivalente dn A n # 0. En su version general, se
define una variedad de contacto como aquella dotada de una 2-forma w cerrada (i.e.,
tal que dw = 0) y no degenerada, es decir, tal que para cada x € M y v € T, M, el
mapeo w, (v, - ) : T,M — T, M sea un isomorfismo. Las distribuciones de contacto se

encuentran entre las mas estudiadas de las distribuciones no integrables (|7], p. 19).

La motivacion para el estudio de este tipo de estructuras es una masa puntual que
se mueve en M, restringida noholonémicamente a £, con energia cinética T(q,q) =
%gq(q',(j). Existen dos geometrias diferentes cominmente definidas sobre estructuras

noholondémicas: geometria sub-Riemanniana y geometria noholonomica.

En la geometria sub-Riemanniana el interés se centra en los caminos mas cortos,
siendo la longitud de una curva ¢: [a,b] — M que une dos puntos z y y dada por £(c) =
[ \/{¢,é)dt. La distancia entre z y y viene entonces dada por d(z,y) = inf(¢(c)), donde

el inf se toma entre todas las curvas horizontales que unen a x con y, es decir, todas

63



las curvas ¢ : [a,b] — M tales que c(a) = z, ¢(b) = y y cuyo vector tangente ¢(t) para
cada t € [a,b] pertenece a E.;y. En la geometria no holonémica se estudia las curvas
mas rectas que son compatibles con la restricciones determinadas por la distribucién
&, es decir, las soluciones de las geodésicas noholonémicas. Las ecuaciones geodésicas
se obtienen al calcular la aceleracion de una curva horizontal ¢ : [a,b] — M usando la
conexioén de Levi-Civita asociada con ds? y proyectando ortogonalmente el resultado
sobre £.

Lo anterior motiva la siguiente pregunta, estudiada en el articulo. Dadas dos es-
tructuras de contacto {M,ds3,, Ha} y {N,ds%, Hy} (existe un difeomorfismo (local)
f: M — N que preserve la geometria no holonémica en el sentido de que mapee geo-
désicas no holonémicas de M en geodésicas no holonémicas de N7. La respuesta se
obtiene mediante la aplicaciéon el método de equivalencia a través de los invariantes

diferenciales de tales estructuras.

En la primera seccion del articulo se aplica el método de equivalencia obteniendo una
G-estructura inicial para la geometria no holonémica sobre una n-variedad Riemannia-
na M dotada con una distribucién completamente no integrable  de rango constante
m < n, con m par. Para esto se considera un marco {Xi, ..., X,,} para TM del cual
podemos definir un marco adaptado a la distribucion H dado por {Xi,..., X}, es
decir, H, = span{X;(z),..., X;n(x)}, para x € M. H es totalmente no holonémica si
y solo si span{X;, [X;, X;|, [ X, [Xi, Xj]], ...} = T'M para cualquier marco adaptado.

El teorema de Chow ([7], p. 24) asegura que cualesquiera dos puntos de una varie-
dad conexa M dotada de una distribuciéon completamente no holonémica pueden ser
unidos por una curva horizontal. En sistemas mecanicos, el teorema de Chow garantiza
que el conjunto de todas las posibles posiciones del sistema mecénico es igual a toda

la variedad de configuraciones M.

Por otra parte se puede definir un comarco adaptado a la distribucién H. Recorde-
mos del capitulo 3 de esta tesis que el haz de comarcos F*M es un GL(n)-haz principal,
con proyeccion m: F*M — M y accion por la derecha definida por R,(n) = g ' on,
donde 7 es una secciéon de F*M y g € GL(n). Conviene considerar una seccién de F*M
como un mapeo que a cada punto x € M asigna un isomorfismo 7,: T, M — R". Un

comarco (n,...,n")" de F*M es adaptado a la distribucion H y métrica G si los n°,
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donde « = n—m,...,n, aniquilan a H, esto es, para cada punto x € M, n%(vy,...,v,)
= 0 para todo vy,...,v, € H, y la métrica restringida a la distribucién es denotada
por Gy. Sea Z el ideal en A*M (haz algebra exterior sobre M) generado por los n®, es
decir, (Ver [2], p. 73)

I=Z(H)={n"e€T*M | ann(H) = span{n“} }.

I es llamado ideal diferencial si es cerrado bajo la diferenciacion exterior d, esto es,
d(I) C I, entonces la derivada ideal de I denotado por I’ es generada por los n® para
los cuales dn® € I. Si el conjunto I1(® = [ y I#+) = (I®))" entonces tenemos I —
I 5 1M 5 ... 5 01la cual es una filtracién decreciente y es el analogo a una distribu-
ciéon que es completamente no integrable. Si (V) aniquila a una distribucién de rango

r > m entonces las 1-formas {n"*' ... n"} generan ).

Sea ahora (P, M,G) un haz fibrado principal sobre una variedad M con grupo de
estructura G, tal que para cada u € P, el espacio tangente de P en u, denotado por
T,P vy sea GG, el subespacio de T, P el cual consiste de vectores tangentes a la fibra a
través de u. Una conexién ' en P es una asignacién de un subespacio @), de T, P a

cada u € P tal que
» T,.P = G,® Q, (suma directa);

" Quy — (Ry)«Q. para cada u € Py g € G, donde R, es la transformacion de
P inducida por g € G, Ryu = ua, esta condicion significa que la distribucion

u — @, es G-invariante
= (), depende diferenciablemente sobre u

A G, se le llama subespacio vertical y @), subespacio horizontal de T,P. Por la

primera condiciéon cada vector X, € T, P puede ser escrito como

X=Y+Z (5.1)

dondeY € G,y Z € Q,, a Y sele llama componente vertical y Z componente horizon-
tal. La tercera condicién significa que si X es un campo vectorial diferenciable sobre

P entonces loson Y y Z.
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De lo anterior podemos deducir para una G-estructura B C P el espacio tangente
a B en un punto u € B denotado por T,B = T,®,(g9) ® Y, donde &, : G — B es un
difeomorfismo, tal que ®,(g9) = R,(u), e induce un isomorfismo 7.®, : .G — T, B.

Para cualquier G-estructura B C F*M se define una 1-forma llamada tautolégica

2 mediante
Q,(v) = u(Tym(v)) para todov € T,B

donde u € B y T'w es la diferencial de 7, el mapeo €2, esta definido por la composiciéon

uol,m

B T.B
-
M Tr(wM ——R"
Sin: M — B es una seccién sobre B entonces por la acciéon de G, g ton, — u
para algin g € Gy se tiene 7w(u) = z, por lo que podemos escribir u = glto Nr(u), €Sta
es una l-forma sobre M, entonces el pull back de n por 7 es una 1-forma 7*n sobre B,

y la relacion entre © y 7*n se describe como sigue.

Por definicién de pull back (7*n), = Nr(w) © Tum y sabemos que €, :T,B — R",

entonces

Qu = gil © 7T*777r(u)

Asi Q, = g7! o ™1 es la 1-forma tautologica R"-valuada sobre B. De esta ma-
nera () codifica las posibles elecciones de comarcos adaptados sobre M en base a un

comarco parcial sobre la G-estructura B(|7], p. 100).

La 1-forma tautolodgica satisface las siguientes propiedades:

» Definicion intrinseca: Para todo u € B, v € T, B, tenemos §2,(v) = u(T,7(v))
donde u es un mapeo R"-valuado u : Ty, yM — R" y T,,m denota la diferencial

de la proyeccion 7 : B — M.
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= BEquivarianza: R}Q = ¢g~' 0 Q para todo g € G.

= Propiedad de Reproducidad: Sin: U C M — B es una secciéon local, entonces
n*Q =n.

= Semi-basica: Q(X) = 0 para cualquier vector X € ker(Tw), es decir, si X es

vertical. Esto quiere decir que las Q' aniquilan el espacio vertical = ker(T'r).

Por otro lado la acciéon del grupo nos permite identificar el espacio vertical G,
canonicamente con el algebra de Lie g. Esta identificacion envia £ € g a X¢(b) —
%|t:0b o exp(tf), el cual es un isomorfismo de g en G, para cada u € B. Dada una
conexion I en P, podemos definir una 1-forma sobre B con valores en el dlgebra de Lie
g. Para cada X, € T,,B podemos definir una tnica 1-forma g-valuada tal que w(X) =

0 si y solo si X es horizontal.

La 1-forma w es llamada forma conexiéon asociada a la conexion I' dada y satisface

lo siguiente:

i) w(Xe) = Eparacadaé € g

ii) Riw = Ad(g~')w, donde Ad denota la representacion adjunta de G en g

La relaciéon entre 2 y w se da en el siguiente lema

Lema 2 ([7], p. 102) Sea ) la 1-forma tautologica sobre B — M y sea w la pseudo

conexién para B — M. Entonces
dQ=—-wAQ+T
Demostracion. Sea g = exp(t§), diferenciando la propiedad de equivarianza
RQ = g o =exp(—t&) o

Por definicion de la derivada de Lie de una 1-forma a lo largo de un campo vectorial,

tenemos

d 4
Lx Q= — =0 (R5€2) = 5 le=0 (eap(=1€) 0 Q) = —£ 0 O
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Ademaés sabemos (X¢) = 0y w(X¢) = £ por otro lado

Lx QY) = (doixQ+ix, 0dQ)(Y)
= d(Q(X¢)) + dUXe,Y)

— (X, Y)

3

Entonces dQ(X¢,Y) = Lx, QYY) = —=£(QY)) = -w(X)QY) 4+ w(Y)Q(Xe).

Pero Q(X¢) = 0 por lo tanto d2(X¢,Y) = -(w A Q)(X¢,Y) donde X¢ es vertical
y Y € T,B. Ahora si definimos T" = d2(¢g,Y) + (w A Q)(€p,Y), entonces podemos
observar que T es una 2-forma semi-basica y se llama torsién asociada a la pseudo-

conexion w.

Recordemos que M es una variedad Riemanniana con métrica G, consideremos
entonces un marco (ey, . .., e,) para T'M para el cual n’(e;) = d;; (delta de Kronecker).
Entonces podemos expresar la conexion de Levi-Civita V asociada a G en términos de

las 1-formas locales, las cuales satisfacen w;; = -w;r, mediante
Vx(es) = ZWIJ(X)el
I

Luego de los estados del principio de DfAlembert que dice que si una particula
libre cuya curva es c(t) con energfa cinética T = (¢, ¢) esta sujeto a la restriccion
¢ € Hewy, entonces la fuerza de restriccion es G perpendicular a H.y). Esto sugiere

hacer la siguiente definicion:
DXej = Z wij(X)ei

Definicion 6 ([1], p. 113) Sea r € NU {oo} Uw. Una geodésica de una C"-conexion
afin V sobre una variedad M es una curva vy : I — M que satisface V.,»Y'(t) = 0

Definicion 7 ([1], p. 118) Una C*-distribuciéon H sobre M es geodésicamente inva-
riante con respecto a una C'*°-conexion afin V, si cada geodésica v : I — M tiene la
propiedad de que 7/ (ty) € M., para algin t, € I, satisface 7'(t) € M) para todo
tel.

Entonces la curva ¢(t) es una geodésica no holonémica si esta satisface las ecuaciones

geodésicas no holonémicas
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donde ¢, = n*(¢).

Si D es otra conexiéon no holonémica sobre H asociada con la métrica Riemannia-
na G. Surge entonces la pregunta ;Cuando las geodésicas son las mismas para esta
conexion?. Para responder esta pregunta Cartan lo hizo en términos de las formas co-

nexiones y comarcos.

Para esto debemos encontrar un comarco completo canénico que preserve la equiva-
lencia geométrica. Recordemos del capitulo 3 que el cambio de coordenadas de comarcos

que preserva la distribucion H es de la siguiente forma

-G e

donde A € GL(m), a € GL(n —m), y b € My, .. Para el caso de que la métrica
Sub-Riemanniana Gy sea preservada A debe ser una matriz ortogonal, es decir A €
O(m). Cartan observo que en el caso de lo no holonémico existe una restriccion adicional
sobre la matriz b. Considerar la métrica ds®> = 7' @ 7' + --- + 7" ® 7" y conexién no

holonémica asociada D. Las correspondientes ecuaciones geodésicas son

donde 3, = 7*(3).

Proposicién 1 Las geodésicas de D y D son las misma si y solo si w;;j(X) = @;;(X)

para todo X € H.

Definicion 8 El subhaz By C F*M con grupo de estructura Go C GL(n) es la G-
estructura inicial para la geometria no holonémica. Las secciones de By son llamadas

comarcos 0-adaptados.

Para una estructura no holonémica sobre una variedad 3-dimensional, la condicion
de no integrabilidad dn® A n® # 0 implica que /") = 0 por consiguiente la matriz b

de (5.3) debe ser cero. Asi la G-estructura inicial para la 3-variedad de contacto tiene

Goz{(‘g 0>|AEO(2),a7AO} (5.5)
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Luego la G-estructura caracteriza completamente a la geometria no holonémica en
el sentido que dada la G-estructura, nosotros podemos reconstruir la estructura geo-
métrica. Lo anterior nos lleva a decir que dos G-estructuras, m :B(M) — M y
:B(N) — N, se dicen ser equivalentes si existe un difeomorfismo f : M — N para el
cual f1(B(M)) = B(N) donde f; es el mapeo haz inducido.

Si 8 € B(M) es un isomorfismo S, (s): Tr,(3yM — R?, entonces f1(3) = Bo (f.)™!
donde f, es la diferencial de f. Es decir, fi(8) € B(N) por consiguiente en el punto
Fm(8)) € N es un isomortismo (/1(8))iry2y : Trim )N — B, entonces el siguiente

diagrama conmuta.

M — N Try(e)/,
f Tryp)M —— Ty(my sy N
m o B(M)— M ”1l lm
mo: B(N) —- N
M N

B : TmpyM — R

La pregunta que se plantea casi al inicio de este capitulo de si existe o no un di-
feomorfismo entre variedades que preserve la estructura no holonémica ahora puede
ser respondida en base a la equivalencia de las G-estructuras, para lo cual debemos

calcular los invariantes diferenciales para las G-estructuras.

La aplicacion del método de equivalencia para calcular tales invariantes consiste en
hacer prolongaciones y/o reducciones de G-estructuras de tal forma que obtengamos el
grupo de estructura tan simple como sea posible. Es decir, el método estd basado sobre
dos construcciones, reduccién y prolongaciéon, el primero produce un subhaz B; C B,

del haz de comarcos B — M, el segundo produce un “super haz” B! — B de B — M.

Lo siguiente consiste en aplicar el método de equivalencia para encontrar los inva-
riantes diferenciales a través de una reduccioén, es decir, un subhaz de Bj que tenga un
comarco canoénico. Una vez que se obtiene este comarco, es facil determinar todos los
invariantes diferenciales locales y simetrias de la estructura geométrica a través de la

teoria general de e-estructuras.

Es importante recordar que para el caso del haz de comarcos podemos definir la 1-
forma tautologica R3-valuada Q = (Q, Q% Q3)!" sobre By mediante Q,(v) = u(T,7(v))
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donde u € By y v es un vector tangente de T, By. Si 1 es una seccion local de B,
entonces () tiene expresion local Q = g~ !n. Esto es, existe n : By — T By una seccion
sobre By tal que por la accion derecha de G sobre B existe un g € G tal que Q, = g~ 1,
Ademas como se menciono6 anteriormente la 1-forma tautologica es semi-bésica y provee
un comarco parcial para By. La importancia de la 1-forma tautologica es que a través
de ella podemos determinar la equivalencia entre G-estructuras como se menciona en

el siguiente teorema.

Teorema 2 Sea G un grupo conexo, B(M) y B(N) G-estructuras sobre variedades M
y N respectivamente con 1-formas tautoldgicas €1y, y Q. Si existe un mapeo C*, F :

B(M) — B(N) tal que F*Qx = Qyy, entonces estas G-estructuras son equivalentes.

Para encontrar el mapeo F, se requiere usar el método de Cartan de la grafica. Esto
es, para una variedad integral ¥ C B(M) x B(N) se define la 1-forma Qy - ) la cual
se proyecta mediante un difeomorfismo sobre cada factor. Entonces ¥ es la grafica de
una funcion g : B(M) — B(N) para el cual ¢g*Qx = Q. Por el teorema 2, B(M) y
B(N) son equivalentes. No obstante €, y Qx proveen un comarco parcial para M y
N por lo que el método de la grafica no puede ser empleado (Ver [9] p.116). Esto nos

lleva entonces a bisqueda de un comarco completo para la G-estructura.

Proceso de Reduccidén. Por el Lema 2 las ecuaciones de estructura para la 1-
forma tautologica sobre By son df)2 = -I' A Q + T donde T la torsién asociada a la
pseudo-conexion I' sobre By. Una pseudo-conexion es una 1-forma g = T,Gy-valuada
satisfaciendo las propiedades (i), (ii) como antes. Al restringir I' a las fibras B, = G
de B — M, coincide con la forma de Maurer-Cartan sobre G. El término pseudo-
conexion se refiere a que I' no es equivariante con respecto a la accion del grupo (ii).
Luego la 1-forma tautolégica y la pseudo-conexion provee un comarco completo para

la G-estructura By. Esto es,

dl @ |=—| v 00 [A| @ |[+]| 1% 17 T MBAQ | (5.6)
03 0 0 a 03 T3, T3 T3 QA Q2

con T}, : By — R.
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A0
Ejemplo. Para G, = {( 0 ) | AEO(Z),CL#O}

a
El grupo 1-paramétrico estd conformado por las imagenes de los mapeos

p cos(t) —sin(t) O 0 —1
t— Eh:o sin(t) cos(t) 0O =1 0
0 0 a(t) 0 0 %

Luego los generadores infinitesimales son

0 -1 0 000
S=11 0 0[,&=[000
0 0 0 001
0 —
Si(y,a) = | v 0 0 | elalgebrade Lie g coincide con el grupo 1-paramétrico.
0 0 «
0 —y O
Luego el span{{;, & =T = | v 0
0 0 «

Podemos usar el adlgebra de Lie que sea conveniente para elegir el v que haga que
T}, y T? sean simultdneamente cero. De igual forma se elige el a que satisface Ty =
T3 = 0. Por otro lado por la condiciéon de contacto d2* A Q3 # 0, T7, no puede ser

cero. Con las condiciones anteriores (5.3) se puede escribir de la forma

ol 0 v 0 Q! T, TL 0 O2AQ8
dl @ |=—| v 00 |A] @ [+]| 73 78 o MBAQL | (5.7)
03 0 0 a Q3 0 0 T% Ol A Q2

Ast {7, a, 21, Q% O3} conforma un comarco completo para la G-estructura By. No
obstante este comarco no es unico, por la condiciéon de contacto se pueden agregar
todos miltiplos de 2% a a.. Ahora consideremos la accion de G sobe el espacio torsion.
Sea g € Gy, entonces R;() = a3, Aplicando la diferenciacion exterior a ambos lados

de la siguiente identidad obtenemos lo siguiente

d(R:Q%) = R1dQ® = Ri(a A Q%) + (RITS)RH(Q A Q) (5.8)
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dado que a A Q3 # 0 entonces o — det AQ3. Luego

d(RI%) = RydQ® = det(A)(R;TH)Q' A Q°(modQ?) (5.9)

d(g~'Q%) = a ' TEQN A Q% (modQ?) (5.10)

De lo anterior se deduce R*TY, = detAa™'Tg,, por convencion usamos Gy de tal

forma que T3, = 1. Asi el grupo reducido G; C Gy consiste de todas las matrices de la

A 0
( 0 det(A) ) o0

forma

donde A € O(2).

De la reduccién obtenida como arriba las ecuaciones de estructura son ahora de la

forma
Q! 0 7 0 o Ty Ty 0\ [ QA0

dl @ [=- vy oo Al |+]| 13 15 0| A0 | (512)
03 0 0 0 9% Ty Th 1) \ @A

51 hacemos algunos cambios de variable, esto es, si v — v + %(Tgl + T3;) entonces
podremos tomar Ty = —T3 =p, q =Ty, 7 =T, s = Ty y t = T3,.

Para que la pseudo-conexion sea tinica debemos se debe tener AA €2 = 0 cuya tnica
solucion es que A = 0. De esta forma obtenemos un comarco canénico {v, Q, Q2 Q3}
que preserva la equivalencia. Por consiguiente una G-estructura dotada de un comarco

canonico es una e-estructura. Como resultado se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3 Sea{M, &, (-, )} una variedad tres-dimensional dotada con una estructura
de contacto no holonémica. Existe una G; = O(2) estructura By — M dotada con un

comarco canénico {v, Q' Q? O3} con ecuaciones de estructura

Ol 0 ~ O Ol p g O 02 AQ3
dl @ |=—| —v 00 |[A]l 2|+ 7r —p O B AQ! (5.13)
03 0 00 03 s t 1 QA Q2

donde p, q, r, s y t son las funciones torsion asociadas con la pseudo-conexion.
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De la ecuacién estructural tenemos las siguientes ecuaciones

A = =y AP+ pP AP + P A Q! (5.14)
dP? =y A"+ rQ2 A QP — pQ3 A Q! (5.15)
dQ® = s A QP+t AQ QP A Q2 (5.16)

De la teoria de las e-estructuras se tiene que existen 3 invariantes diferenciales.
Debemos encontrar explicitamente los invariantes diferenciales, para lo cual emplea-
mos las Identidades Bianchi. Veremos cuél es la relacion entre las funciones torsion
y los tres invariantes diferenciales sobre la variedad M. Las funciones torsion se pre-
servan bajo automorfismos de By, luego por la teoria general de e-estructuras forman
un conjunto completo de invariantes diferenciales para las estructuras de contacto no

holonémicas de dimensiéon 3.

Calculamos entonces la segunda diferenciacion exterior, es decir, d?Q! = 0 para [

=1, 2, 3 de lo cual obtenemos

0=d’Q' = —dy ANQ® +y ANdP +dp A AP+ pd(QP AQP) +dg A3 AQH + qd(QP A QY
= —dy AP FANAGAL 1P AR —pBPAQY) +dp AP AQ +dg AP AQ!
+p(dQ* A QP — Q2 AdQ) + q(dP A QN — QP A DY)
= —dy AL FANAGAL F 1PN —pBPAQY) +dp ANQPPAQE Fdg AP AQ!
+p(y AP TP A QP —pPAQY) AQE - pQP A (SQP AP QA QN+ QP AQP)
+q(sPAQL P AQ QP AQH) AQ — g A (—y A%+ pQ% A QP+ g A QY
= —dyALP FryANLPADL —py B AQL +dp ANLPAQL +dgABAQ +py AQLAQP
—ptALPALBPAUL F s ANPADBAQ —gADBPA—yAQ?
= —dy NP ryANPADP +dpAPADR — gy AP AL —py QP A +py AQEA QP
+dgABPAYL —pt ALPADBAQ +gs AP AP AQ!
= —dy AP+ (dp+ (q+ 1)) AL AL+ (dg — 2p7) NP AQM + (gs — pt) QA A2 A QP
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0=dd* U =dy AQ —yAdY +dr AL AQ? +rd(2AQY) —dp AQP AQH — pd(2° A Q)
=dy AN —yANdY +dr NP AP +1rdPAQP — Q2 AP —dp AP AQY — pdP A Q!
+ pQ3 A dQ!
=dy AL — AN (Y AL FDpRPAQLP P A +dr ANPPAQP —dp AP AQ
+r(yAQ TP A —pP A A — QP A (S AQPH P AQ QA QP
—p(sPADL B AQ QP AQ)AQ + pP A (—y A Q4 pQE A QP 4¢P A QY
=dyANDL —py ALPALR — gy ADBPAUL +dr ADPALB —dpANDB A +ryAQEAQS
—rtPPALPAQ —psQ2 AP AQN — pP Ay A QP
=dy AP —py APAL +dr APAD? —pBAYAQR =gy AP AQ —dp A QP AQ!
+ry AL AL —rt P ADPAQ — psQ2 AP AQ!
=dyANQ + (dr —2p) ANPPAQP — (dp+ (g +7)7) AP AQ — (rt + ps)QT A Q2 A QP

0=d*Q*=ds AN AL+ sd(QAQP) +dt AP AQ+td(QP AQY) +dQP A Q2 — QY A dO?
=ds NP AQP + sdQ* A QP — sQP AdQP + dt AP AQN QP A QY — QP A Q!
+dU A Q2 — QY A dQ?
=ds NOPALP +s(y AL +rQPAQL —pPAQNAQ +dt AQPAQ!
— A (SPALP P AL QA + (s AP BN+ QP AQY) A Q!
—tPA (=Y AL+ PP AL+ g AQY) + (=Y A2+ pAQP + QP AQN) A QP
— P AFAQ QP AQP —pQP A QY
=dsALPALP+sy ANV AB+AANDBAQ — st ABAQ + st ABAQ!
—tPAANQLP P AL AN —rQPAQEPAQ
=dsANDPALP sy ANULAP+dADPAQ + Iy AP AR+ ¢ AQ A2
—rQPA QA Q3
=(ds —t)ANLPALP+ (dt —sy) ANPAQL + (g —7r) A AQPAQ?
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Finalmente obtenemos lo siguiente:

0=—dy A+ (dp+ (g+7)7) ANQP2AQP + (dg — 2py) AP A Q!

+ (gs — pt)QA* AQ* A QP (5.17)
0=dyAQ + (dr —2py)) AP AQ> — (dp+ (g+7)7) AQP A Q!
—(rt+ps)Q'AQPAQ? (5.18)

0= (ds—ty) ANLCAQL +(dt —s)ANLPAQL +(q—r1) AL AQLPAQ  (5.19)

Las ecuaciones de las expansiones de las derivadas de las funciones torsion en tér-

minos del comarco canénico se dan como sigue:

ds =ty + Y _ 5,9 (5.20)
dt =sy+ Y T,Q (5.21)
dp=—(qg+r)y+> PO (5.22)
dr =2py+ Y RS9 (5.23)
dq =2pvy + Z Q! (5.24)

donde los Sy, Ty, Pr, Ry y Q7 son las derivadas covariantes de las respectivas funcio-
nes torsion en las € direcciones. De lo anterior sabemos que v es una 1-forma conexion,

luego dv es una 2-forma y en la siguiente proposicion se demuestra que es semi-basica.

Proposicién 2 La 2-forma dvy es semi-basica. Esto es, v se puede escribir como
dy = HyQ? AP + HyP AQM + KQ' A Q2 (5.25)

Demostracién. Calculando el producto exterior de (5.18) con Q3 obtenemos 0 =
dy AQY A3, también de (5.17) con ©3, obtenemos dy A Q* AQ? = 0. Luego el producto
exterior de (5.17)con Q' y (5.18) con Q? al sumar obtenemos dy A Q' A Q? = 0. Por lo
tanto podemos definir una funcion K : M — R, tal que satisface dy = KQ' A Q%(mod
03)

Por otro lado las funciones torsion seran funciones sobre M en la siguiente propo-

sicion se muestra que estan bien definidas

Proposicién 3 K, s® +t2, y s* 4+ qr son funciones bien definidas sobre M.
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Demostracion. Si diferenciamos (5.25) y calculamos el producto exterior con Q3

obtenemos
0=d*y=dK ANQ" ANQ? NQP

De esto se deduce que dK es semi-basica, por consiguiente K deberia ser constante
en la direccion de las fibras. De manera similar para (5.20) y (5.21) calculamos d(s?+t2)
= O(mod Q', 02 O3) luego de (5.22), (5.23) y (5.24) calculamos d(p® + gr)= 0(mod
01 0% Q3), de esto podemos deducir que s® + t? y p? + qr deben ser constantes en la

direccion de la fibra.

Por lo tanto de la teoria general de {e}-estructuras, las funciones K, s> +t%, y s*+qr
son invariantes diferenciales para una variedad no holonémica, y méas ain forman un

conjunto completo de invariantes diferenciales.

Consideremos ahora las siguientes relaciones basadas sobre las identidades Bianchi.
r—q= S+ Ty, rt + ps = Ry — P, pt —qs = Py + Qo (5.26)

La accion del grupo reducido G = O(2) sobre el espacio torsion puede ser deducido

de las identidades Bianchi. En particular tenemos (mod !, Q2 Q3)

s\ 0 ~ 5
d(t>_<—v 0)<t>’ 20
p -2y 0 p

G acttia sobre el los planos torsion (s, t) y sobre (3(g+7),p). Ambos planos torsion

rotan en la direccién en que movemos la fibra.

Lema 3 (Framing). Sea B una variedad diferenciable de dimensién n con un comarco
u = (n',...,n"). Entonces el pseudo-grupo de difeomorfismos G, que preserva este

comarco, es un grupo de Lie de dimension a lo sumo n, el cual se alcanza si y solo si
i ik j
dn' =3 Cyn”™ A
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Con 1, constantes. Si este es el caso las C%; son las constantes de estructura de G.
G actua transitivamente sobre B y el comarco puede identificarse con una pase para

las 1-formas invariantes a la izquierda sobre G.

De la teoria de las e-estructuras se tiene que las funciones C}k, cuando son cons-

tantes forman un conjunto completo de invariantes diferenciales.

Ahora falta dar una interpretacion de los invariantes diferenciales obtenidos. La B-
estructura 4-dimensional tiene un comarco candnico. Se sigue de el framing lemma([7],
[8]), que la dimensién maximal de un grupo de Lie (local) G de difeomorfismos de B;
que preserva el campo de comarcos {7y, Q', Q2 Q3} es de dimension 4 ( la dimension de
B) y esta cota se logra si y solo si K y las funciones torsion p, ¢, r, s son constantes.
En este caso G actta libre y transitivamente sobre B y los covectores que integran el

comarco pueden ser identificados con las formas de Maurer-Cartan sobre G.

Proposiciéon 4 La dimensién del grupo de simetria (local) de By es cuatro si y solo si
p=q=r=s=1=0y K es por consiguiente el inico invariante local para variedades

de contacto no holonémicas con simetria maximal.

Demostraciéon. Por el Lema del framing, las funciones torsion deberian ser todas
constantes. G actia sobre el plano torsion (s,t) por rotaciones ver (5.27), entonces s
y t son constantes, mas aiun s y t deberfan ser cero, Sy y Ty son ambos cero y (5.26)
implica que ¢ = r. De (5.28) se tiene que los planos torsion (p, q) y (p, r) rotan en la

direccion en que se mueven las fibras. En conclusion p, ¢ y r deberian ser todas cero.

En efecto las identidades Bianchi son ahora 0 = d?Q = dyAQ¢, i = 1,2. Calculando
el producto exterior de (5.25) con Q' vemos que H; = 0 lo que nos queda es que dvy
= KQ' A Q% Entonces se tiene que dy = KQ'' A Q2 = KdQ? para lo cual v = dQ3.

Finalmente las ecuaciones de estructura resultantes son:
dQt = KQ? A 93, d? = KQ2 A Ql, A = Q' A Q2 (5.29)

Ahora si {Q, Q2 Q3} son identificadas con las formas de Maurer-Cartan sobre M,
entonces las constantes torsion son identificadas con las constantes de estructura de la
variedad M. Localmente, las simetrias de M son: SO(3) si K > 0, el grupo Heisen-
berg si K = 0, 0 SI(2,R) si K < 0. Con estructura de contacto no holonémica dada

3

por D = (23)1 y podemos considerar entonces a w® como una forma conexién sobre
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el haz principal m : M — Y donde 7, es una submersiéon Riemanniana y > es una

superficie cuya curvatura Gaussiana es K constante. Los grupos de simetria cuatro

dimensional de estas estructuras son las variedades base M centralmente extendidas
SN i las clasificaci 1 de simetri imal

por S*. Nota que mientras las clasificaciones en el caso de simetria maximal para casos

Sub-Riemanniana y no holonémica son analogos, las geometrias no son las mismas.

Un ejemplo estdndar de un sistema no holonémico con simetria cuatro dimensional
es el sistema no holonémico sobre el grupo Heisenberg con métrica ds® = (1 + %)dm ®
dr + (14 %)dy ®dy +dz®dz + xdy ® dz — ydr ® dz — %l dr ® dy cuyo representante

matricial es
[gp] = 0 1+ xI T

y una distribucion de contacto H generada por el ker(n*) donde
1
(', 0*)" = (dx, dy, dz + 5 (xdy — yda))”

es el comarco estandar invariante por las izquierda. Se tiene que s +t? = p? + gr
= K = 0. En este caso (n*,7%,17*)"" es un comarco Bj-adaptado y ds* puede ser iden-

tificado con la métrica candnica.

Ehlers da una interpretacion geométrica de los invariantes diferenciales obtenidos.
Considera que K puede ser interpretado como la curvatura Gaussiana en ciertas cir-
cunstancias. Hughen, por otro lado, observé que los invariantes para una geometria
Sub-Riemanniana puede ser interpretados en términos de la curvatura seccional, en el
plano de H, de una métrica Riemanniana definida canénicamente. Ehlers hace una in-
terpretacion en el caso no holonémico. Esto es, sea la métrica candnica introducida por
Cartan dada por ds” = ()2 + (02)2 + (023)2 donde (2,02, Q23)" es la 1-forma tauto-
logica sobre B;. Subsecuentemente cualquier secciéon de By es un comarco ortonormal
en esta métrica, podemos calcular la forma conexion de Levi-Civita de A relativa a

cualquier comarco adaptado By, de (5.13) y las ecuaciones de estructura dQ2 = -A A Q.

Tenemos
0 (0% — 09
A= —or3 0 —Q (530)
(6%) —Q 0



con 1 — (1~ P~ 2 507 0y g4 (54 )OIy a4 B0
La matriz curvatura es © = |©;;] = dA - AA A. Calculamos

3
010 =daz —ay Aag = (K +p® +1rq — Z)Ql A Q2 (mod2?) (5.31)

La curvatura seccional en la direcciéon de la distribucion es por consiguiente K —
p? —qr — %. Si s =t = 0 entonces r = q y recupera el resultado obtenido por Hughen

para geometria Sub-Riemanniana.

Ejemplos con simetria de dimensién 3. El grupo G actiia sobre los planos
torsion (s, t) y (%(r—l—q),p) por rotaciones. Si s, t, p, 0 7+ ¢ # 0 nosotros podemos usar
(G para simplificar la torsion. El grupo estabilizador GGy para la elecciéon simplificada
de torsion sera entonces discreto, consistiendo de las matrices diagonales en SO(3).
La Gs-estructura By resultante es tres-dimensional. El lema del Framing implica que
la dimension de dicha estructura es tres si y solo si la torsiéon es constante. En estos
casos la torsion puede ser identificado con las constantes de estructura del adlgebra de
Lie del grupo de Lie (local) de simetrias de la estructura no holonémica. Existen dos

situaciones por estudiar: s o t # 0, y p o 3(r +¢q) # 0.

caso 1: s ot # 0. En este caso podemos usar la accién de G, para forzar t =
0 y s > 0. La pseudo-conexiéon es entonces basica y podemos expresarla como v =

MO+ X2 + \50Q3. Las ecuaciones de estructura en este caso son

o (A3 +p) q -\ Q2N Q3
d Q2 = r (/\3 - p) —)\2 Qg VAN Ql (532)
Q3 o 0 1 QA Q2

donde o = v/s2 + t2. Las identidades Bianchi 0 = d?Q¢ para i — 1,2,3 da respecti-
vamente
O0=qgo+rM—pla—Xd3=A3—p)(0+A)—qha=q—7—0)\
Ejemplo. Sea la estructura no holonoémica caracterizada por el comarco (n' =
dz,n? = dy,n® = e°¥dz + xdy)" sobre la variedad R3. Con ecuaciones de estructura
dada por dQ' = dQ? = 0, y d2® = o Q3 AQP + QY A Q2. El dlgebra de Lie de dimension

tres correspondiente es soluble (si existe un n € N tal que la serie derivada del algebra
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es cero, es decir, si g es el algebra de Lie entonces g™ = {0} ) pero no nilpotente
(g21g,9]2...2]l[g,9],9],8] 2 ... termina en cero). El factor o se obtiene de mane-
ra explicita por las ecuaciones geodésicas. En geometria Sub-Riemanniana este caso no
ocurre, la accion del grupo nos permite manipular la funcién torsion o de tal manera

que pueda ser cero.

Caso 2: p o 7+q¢ # 0. El grupo Gy actia sobre el plano torsion dado por (p, 1 (r+q))
por rotaciones. Por la accion del grupo podemos se puede llegar a igualdad r» = q.
Luego el grupo consistira de las todas las matrices diagonales en SO(3) con ecuaciones

de estructura dada por

Q! M+P) ¢ =\ 02 A Q3
d| o2 | = —¢  (M—P) =X Q3 A QL (5.33)
Q3 s t 1 Qb A Q2

donde P = ||(p, 3(r + ¢))||. Con identidades Bianchi dadas mediante

0=q(s—A)— A3+ P)( A2+ 1)
0= (A3 = P)(s+ A1) +q(t — Ao
0=2q— s\ + A\t

Para el caso s =t = 0, se tiene ¢ — 0 y las identidades Bianchi se pueden reescribir
mediante (A3 —p)A; = (A3 +p)Aa = 0. Para los casos en que A; y Ap sean también cero
se incluyen varios ejemplos de sistemas no holonémicos. Para estos caso las algebras de
Lie son s0(3) para A3 > p, e(2) para A3 = p, sl(2,R) para —p < A3 < p, e(1, 1) para A3
= -p, vy sl(2,R) para A3 < —p.

Ejemplo. Un patin sobre la variedad SE(2). Considerar un patin de hielo vertical
moviéndose sobre el plano zy. Tiene una variedad de configuracion SE(2). Consi-
deramos las coordenada Cartesianas (z,y) como el punto de contacto del patin so-
bre el hielo y las coordenada 6 como la orientacién del patin respecto a la posicion
del eje x. El patin tiene gira en la direccién de 6 pero solo puede trasladarse en
la direccion en la cual esta orientado. En este caso la energia cinética del patin es
2T = m((dz)* + (dy)?) + 1(d)? donde m es la masa del patin y I es su momen-
to de inercia alrededor del punto de contacto. Para caracterizar esta estructura geo-

métrica comenzamos con un marco ortonormal dado por {Xi, Xo, X3} donde X; =
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(C‘)\/Sme)a% + (Si\/nn»f)%, X, = %a%’ X3 = —(ii/‘%f)a% + (C‘)\/Sﬁe)a%, y su respectivo marco dual
(v/mcos Bdx + /msinOdy, /1d9, —/msin 0dz + \/m cos fdy)"". Calculamos la forma
conexion y las funciones torsion para la Bj-estructura reducida definida en (5.13) ha-
ciendo cambios de variables mediante lo siguiente: v = -d¢ + %Q?’, p = %cos 20, y
q=r= —% sin2¢, s =t = 0. Las ecuaciones de estructura para la Ga-estructura By
reducida son dQt = I71Q2A03, dO? — 0, y dQ? — Q' AQ2. Identificamos las constantes
de estructura para el algebra de Lie se(2) y asi también podemos identificar el grupo

de simetria SFE(2) para esta estructura con la variedad de configuracion.

Esta es la forma en que el método de equivalencia es aplicado a variedades de
contacto de dimension 3, Ehlers da una interpretaciéon geométrica de los invariantes di-
ferenciales pero aun falta comparar los invariantes encontrados con los que se obtengan

de otras estructuras geométricas usando diferentes significados.
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Capitulo 6
Conclusiones y trabajo a futuro

Conclusiones

En esta tesis se estudia el método de equivalencia para la clasificacion de estructu-
ras no holonémicas. Una version de la aplicaciéon del método comienza codificando la
estructura bajo estudio mediante una G-estructura la cual a su vez contiene toda la in-
formacion que caracteriza a dicha estructura, en el sentido en que dada la G-estructura
podemos obtener nuevamente el objeto. Una vez obtenida la G-estructuras del objeto
se procede a calcular sus respectivos invariantes. La forma de proceder del método de
equivalencia para identificar y calcular invariantes diferenciales es relativamente sis-
tematica, esto es, el método aplica procesos de reducciones y/o prolongaciones para
obtener el grupo de estructura mas simple como sea posible, y de esta manera obtener

facilmente los invariantes diferenciales.

El método de equivalencia es una herramienta muy 1til para la clasificaciéon de es-
tructuras geométricas y es por eso que en teoria de control surge de manera natural
para la clasificacion de sistemas mecanicos simples. Se codificaron mediante una G-
estructura, algunas estructuras tales como una estructura Riemanniana, sub Rieman-
niana también se encontré la G-estructura de la Forma Encadenada Extendida(FEE).
Se aplico el método de equivalencia para el calculo de invariantes diferenciales sobre una
curva en R? y aunque sabemos que una curva en el plano queda totalmente especificada
una vez que se conoce su curvatura, es decir, la curvatura es una propiedad intrinseca
e invariante bajo transformaciones de cuerpos rigidos, por el método de equivalencia

se obtuvo que efectivamente la curvatura es un invariante diferencial.
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Trabajo a futuro

Calcular invariantes diferenciales FEE. Al encontrar los invariantes diferenciales
podemos caracterizar este sistema y establecer la condiciones necesarias y suficientes
bajo las cuales un sistema mecanico simple es transformable a la FEE. Y consecuen-
temente con la informacion que se obtenga la posibilidad de hacer una clasificacion de

los sistemas mecanicos simples que sean transformables a la FEE.
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