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Resumen
Consenso en Arreglos Maestro-Seguidores de Agentes Inerciales: En este trabajo,

investigamos el problema de consenso en arreglos maestro-seguidores de sistemas de múlti-
ples agentes con dinámica de segundo orden e inercias significantemente diferentes (agentes
inerciales), en redes dirigidas con pesos fijas. Discutimos, como motivación, cómo es posible
describir la dinámica de movimiento de un actuador montado en un robot móvil con tracción
diferencial, de forma similar a la de un agente inercial. Analizamos los problemas de consen-
so entre agentes y consenso en arreglos maestro-seguidores, en este último, asumimos que
solo una porción (inclusive solo uno) de los agentes seguidores tiene acceso a los estados
del maestro. Se dan condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales ambos problemas
son resueltos, en primer lugar, bajo la suposición de agentes idénticos (i.e. masas iguales) y
en segundo, suponiendo que tienen masas diferentes. Los protocolos de consenso, son ex-
tendidos para garantizar la convergencia de estados de los agentes a un valor de desviación
deseado. En todos los casos de estudio, se presentan simulaciones numéricas para ilustrar los
resultados.

Palabras Clave: Problema de consenso, sistema multi-agente, agente inercial, grafo diri-
gido.
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Abstract
Master-Slaves Consensus of Inertial Agents: In this work, we investigate the consensus

problem in master-slaves arrays on systems of multiple agents with second order dynamics
and significant inertial differences (inertial agents), in fixed and weighted directed networks.
We discus, as a motivation, how is possible to describe the movement dynamics of an ac-
tuator coupled on a differential mobile robot, the same way as an inertial agent. We analyze
the consensus problem between agents and the consensus problem in master-slave arrays, in
this last one, we assume that only a part (including only one) of the followers agents have
access to the master’s states. Necessary and sufficient conditions are given to ensure that both
problems are solved, in first place, under the supposition of identical agents (i.e. same mass),
and in second place, assuming different masses. The consensus protocols are also extended
to achieve relative state deviations to a desired value. In all this cases, numerical simulations
are given as an illustration of the results.

Keywords: Consensus problem, multi-agent system, inertial agent, directed graph.
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Capı́tulo 1

Introducción

Los avances tecnológicos actuales, particularmente en el campo de la miniaturización de
componentes electrónicos, han permitido que procesadores, dispositivos de comunicación,
sensores y actuadores sean más ligeros y económicos. Lo cual, ha tenido como resultado que
en la actualidad sea posible construir vehı́culos autónomos pequeños y ligeros, capaces de
trabajar en conjunto de forma coordinada para completar un objetivo.

Figura 1.1: Ejemplos de vehı́culos autónomos: a) Robot Móvil, b) UAV, c) UUV, d) Satélite.

En el campo de la ingenierı́a existen una gran cantidad de ejemplos de vehı́culos autóno-
mos (Figura 1.1), algunos de ellos son; robots móviles, vehı́culos aéreos no tripulados (UAV’s),
vehı́culos submarinos no tripulados (UUV’s) y satélites, por mencionar algunos. Estos sis-
temas, equipados con sensores, actuadores, procesadores y dispositivos de comunicación,
pueden ser vistos como agentes (i.e. como entidades autónomas actuando sobre un ambiente
utilizando sensores y actuadores).

Una pregunta clave en la investigación del uso coordinado de múltiples agentes es,
¿Cómo diseñar acciones locales entre agentes, posiblemente simples (con limitaciones en
su poder de cómputo y sensores), tal que, de manera colectiva, un patrón o comportamiento
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deseado se presente? Una vez encontrada una respuesta a esta pregunta, podrı́amos ser ca-
paces de, no solo realizar muchas aplicaciones en ingenierı́a (e.g. redes de sensores móviles
[1, 2] y robótica distribuida para vigilancia o rescate [3, 4, 5, 6, 7]), sino también de, com-
prender muchos fenómenos fascinantes de la naturaleza (e.g. formación de cardúmenes de
peces [8] o el comportamiento colectivo humano [9]).

Comparado con agentes realizando tareas en solitario, mayor eficiencia y capacidad ope-
racional puede ser obtenida de un grupo de agentes trabajando en equipo. Por otra parte, se
genera el problema de coordinar el comportamiento de cada uno de los miembros del grupo.
Esto plantea retos, no solo de aplicación, sino de análisis teórico. En primer lugar, se trabaja
con un sistema de subsistemas, con todas las complicaciones de análisis teórico que esto aca-
rrea. En segundo lugar, la conectividad y la cantidad de información que comparte el grupo,
regularmente es limitada y la información podrı́a no ser confiable debido a ruido. Además,
resulta complicado definir quien comparte información con quién y cuál es esa información.
Y por último, la capacidad computacional de dichos agentes podrı́a ser limitada. Estas son
solo algunas de las complicaciones inherentes en el análisis y aplicación de este tipo de sis-
temas.

Soluciones centralizadas, en las que se asume que todos los miembros del grupo compar-
ten su información con una central de comunicación o con cada uno de los demás miembros
en una red completamente conectada, resultan imposibles de realizar en sistemas de múltiples
agentes. Esto sucede, principalmente, cuando se considera una cantidad elevada de agentes
dentro del equipo, ya que la cantidad de información compartida en la red y la complejidad
en el control de la misma, podrı́an resultar computacionalmente imposible para las capacida-
des de procesamiento de la central de control o de uno solo de los agentes. Más aun, sistemas
en redes del mundo real, no suelen ser completamente conectadas, sino más bien, el procesa-
miento de la información se reparte entre los miembros de la red. Esto provee, de una ventaja
importante a las soluciones distribuidas, ya que se evita la existencia de un punto crı́tico de
falla. Estos argumentos motivan el interés en el uso de algoritmos distribuidos como solución
a problemas en los que se consideran grupos de agentes, ya que la tarea a realizar, cualquiera
que esta sea, debe de realizarse de forma distribuida sobre la red, en donde cada miembro
del equipo contribuye en la solución de la misma. Además, los beneficios potenciales en el
uso de un sistema distribuido incluyen, la auto-organización y la robustez a incertidumbres
dinámicas como la falla de un individuo y ambientes que cambian con el tiempo.

1.1. Revisión de la Literatura: Consenso en Sistemas Multi-
Agente

Cuando un grupo de agentes alcanzan un acuerdo en términos de una variable de interés,
se dice que logran un consenso. Para lograr un consenso en sistemas de múltiples agentes,
dichos agentes deben compartir una variable de interés, ası́ como reglas de interacción local
que especifiquen el intercambio de información entre cada agente y sus vecinos en la red,
llamados algoritmos o protocolos de consenso (a lo largo de este documento, utilizaremos
las palabras algoritmo y protocolo de consenso de manera equivalente). De esta forma los
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agentes modifican sus variables basándose en las variables de sus vecinos. El objetivo es
desarrollar algoritmos o protocolos de consenso de tal forma que las variables de interés de
todos los agentes en la red, converjan a un valor común.

Figura 1.2: Dos formas equivalentes de visualizar los algoritmos de consenso [10]: a) Sistema
multi-agente como una red de agentes, b) Sistema multi-agente como un sistema MIMO.

Existen dos formas equivalentes de visualizar los algoritmos de consenso. Por un lado,
como una red de agentes en la cual el agente i recibe la variable de su vecino, el agente j, de
la forma especificada por el algoritmo de consenso y si existe una conexión (i, j) que conec-
ta a ambos nodos (Figura 1.2a). Mientras que, por otro lado, también puede pensarse que el
grupo de agentes forman un sistema de múltiples entradas con múltiples salidas (MIMO) con
una retroalimentación llamada retroalimentación de consenso, la cual está determinada por
las interconexiones entre agentes y el protocolo de consenso (Figura 1.2b). Una vez dicho
esto, hay que remarcar que; dado un conjunto de agentes, es posible hablar de un sistema
multi-agente una vez que el protocolo es aplicado, de lo contrario, no existirı́a intercambio
de información entre los agentes, aun cuando las conexiones (topologı́a de comunicación)
entre ellos existan.

En los problemas de consenso en sistemas multi-agente, las topologı́as de comunicación
entre agentes, generalmente, son representadas mediante un grafo dirigido, debido a que, en
términos de las posibles aplicaciones en ingenierı́a, el flujo de información no suele ser bidi-
reccional, dado a las potenciales limitaciones de hardware en los agentes, es decir, existe la
posibilidad de que algunos agentes solo estén equipados con dispositivos para la recepción
de información y no transmisión. Además, los algoritmos o protocolos de consenso requie-
ren solo del intercambio de información entre vecinos, lo cual, reduce el consumo de energı́a
de los agentes, ya que no se precisa que dicha información sea transmitida a todos los agen-
tes dentro del grupo. Más aun, los protocolos, permiten que la topologı́a de comunicación
entre agentes pueda cambiar dinámicamente, ser poco densa e inclusive intermitente. Dicha
particularidad es de gran ayuda en aplicaciones reales de sistemas multi-agente, ya que, re-
gularmente, las lı́neas de comunicación son ruidosas, poco fiables y con un alcance definido.
Otra caracterı́stica destacable de los protocolos de consenso, es que no precisan que la red
de agentes sea una red completamente conectada, sino que, existe un mı́nimo de conexiones
con las cuales el protocolo logra su objetivo.
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1.1.1. Antecedentes

Los problemas de consenso en sistemas de múltiples agentes, han sido atacados, princi-
palmente, desde la perspectiva de control en sistemas dinámicos. Para trabajar dentro de este
enfoque, se relaciona el concepto de agente, con el de un sistema dinámico con entradas y
salidas, es decir, se piensa en un sistema dinámico como un agente cuya toma de decisiones
está determinada por un campo vectorial y que, dicha decisión, depende de los propios esta-
dos del sistema y de los estados de sus vecinos en la red. Entonces, desde éste panorama, la
variable de interés compartida entre vecinos mediante los protocolos de consenso, está dada
en términos de los estados de los agentes (sistemas dinámicos), y por lo tanto, el valor de
consenso, también es presentado en términos de los mismos estados. Sin embargo, compa-
rado con problemas convencionales de control, el desafı́o de los problemas de consenso en
sistemas multi agentes, consiste en, cómo analizar la topologı́a de comunicación entre agen-
tes. Éste es un punto importante, ya que determina cómo las acciones locales se propagan a
través del grupo de agentes.

Hasta ahora, la mayorı́a de los trabajos relacionados con el problema de consenso, con-
sideran el caso en el que los agentes están gobernados por una dinámica de primer orden.
Basándose en el álgebra de la teorı́a de grafos [11], se ha mostrado que la topologı́a de co-
municación es un factor clave en la solución del problema de consenso [12, 13]. Además,
también se ha probado que, en una red con topologı́a dinámica, el consenso puede ser al-
canzado si, y solo si, la topologı́a que cambia con el tiempo, contiene un árbol de expansión
dirigido lo suficientemente frecuente mientras la red evoluciona [13]. Estos trabajos, han
sentado una base en el análisis de los problemas de consenso en sistemas multi-agente, la
cual, ha permitido estudiar agentes con dinámicas más complejas. Uno de los primeros pa-
sos, fue considerar agentes con dinámica de segundo orden, en lo que ha sido llamado el
problema de consenso de segundo orden. Este paso no ha sido trivial, ya que en [14], se ha
mostrado que el consenso en agentes de segundo orden, puede no ser alcanzado, aun cuando
la topologı́a de comunicación contenga un árbol de expansión dirigido. El análisis del pro-
blema de consenso de segundo orden, conduce a dinámicas más realistas dentro del modelo
de cada agente individual, esto es especialmente significativo en la aplicación de estrategias
de control para sistemas en redes en el campo de la ingenierı́a, ya que, generalmente, no es
posible controlar directamente la velocidad, debido a que la mayor parte de los actuadores
(e.g. motores, turbinas) pueden afectar solamente la aceleración a través de la inercia de los
agentes. Más aún, en [15, 16], se muestra que para cierta topologı́a de comunicación, el efec-
to de incluir la inercia de los agentes dentro de su modelo dinámico (i.e. modelo de agente
inercial), puede causar inestabilidad en el comportamiento de todo el grupo.

Algunos otros avances, en términos de las dinámicas de los agentes considerados den-
tro del problema de consenso, incluyen a algunos autores como Li et.al. en [17], en donde
consideran agentes con modelos lineales, que inclusive pueden ser considerados como una
modelo linealizado de un agente con dinámica no lineal, en el que, además, asume que la
información transmitida por los agentes a sus vecinos, no incluye todos los estados y pro-
pone protocolos basados en un observador para lidiar con esta suposición. Sin embargo, los
sistemas en la naturaleza difı́cilmente son lineales, por tal motivo, Yu et.al. en [18] considera
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que dentro de la dinámica de los agentes existen no linealidades y ha mostrado condiciones
suficientes, bajo las cuales, se resuelve un problema de consenso entre agentes.

La idea básica de lograr que, mediante interacciones locales, un grupo de agentes logren
un acuerdo en términos de una variable de interés, puede ser extendida para el caso en que
se busca que dichas variables converjan a un valor deseado de referencia o un valor deseado
de separación entre variables. Hasta ahora, la mayorı́a de los algoritmos existentes en la lite-
ratura, garantizan que el grupo de agentes convergen a un valor común y se ha demostrado
que dicho valor está determinado por las condiciones iniciales de los mismos [10, 19]. Sin
embargo, el valor del consenso logrado es inherentemente constante y no permiten especifi-
car dicho valor, lo cual puede no ser apropiado en algunas aplicaciones, por ejemplo, en el
problema de control de formación, donde dicha formación evoluciona en un espacio de dos o
tres dimensiones. En [20], se analiza este problema cuando los agentes están gobernados por
una dinámica de primer orden, y se proponen algoritmos de consenso con los cuales el valor
final del acuerdo está determinado por un estado de referencia, el cual, puede variar como
una función de la dinámica de un agente o del ambiente. Cuando dicho valor está determi-
nado por la dinámica de un agente aislado, a esta configuración, le llamamos consenso en
arreglos maestro-seguidores [21, 22], es decir, el valor de referencia está determinado por la
dinámica de un agente llamado maestro y el resto de agentes seguidores deben de converger
en dicho valor. Uno de los resultados mostrados en [20] muestra que, si todos los agentes en
la red tienen acceso al valor de referencia, aun cuando no exista intercambio de información
entre los seguidores, el consenso con dicho valor es alcanzado. Sin embargo, este es un ar-
gumento muy restrictivo. Además, un aspecto a considerar es que, en la práctica, existe la
posibilidad de que solo una porción de agentes en el grupo tenga acceso al estado de refe-
rencia determinado por el agente maestro y estos agentes no tengan un camino directo hacia
todos los demás agentes en la red.

Todos estos antecedentes, han permitido que aplicaciones en sistemas de múltiples vehı́cu-
los puedan ser estudiados desde la perspectiva de consenso en sistemas multi-agente. Sin
embargo, la dinámica de vehı́culos autónomos, como los discutidos anteriormente, suelen
ser más complicadas que un sistema doble integrador, o un sistema lineal. Es por esto, que
resulta de interés, estudiar sistemas de aplicaciones en ingenierı́a y analizar si los protocolos
estudiados en la literatura pueden, o no, ser utilizados en dichos casos.

1.2. Consenso en Sistemas de Múltiples Robots Móviles

Una potencial aplicación de sistemas de múltiples agentes, en el campo de la ingenierı́a,
es el uso de un equipo de robots móviles trabajando de forma coordinada para lograr un
objetivo. Algunas de las potenciales tareas a llevar a cabo con un grupo de robots móviles
(agentes) son, entre otras; vigilancia, transporte, adquisición de datos e inspección de áreas
desconocidas.

Sin embargo, la mayorı́a de resultados reportados en la literatura, relacionados con sis-
temas de múltiples agentes, se enfocan solamente en aspectos teóricos. Por lo tanto, resulta
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de gran interés analizar, cómo dichos resultados pueden ser utilizados en aplicaciones reales,
partiendo desde problemas de consenso entre un grupo de agentes, hasta arreglos de maestro
seguidores, considerando también restricciones fı́sicas; como la imposibilidad de dos vehı́cu-
los ocupando el mismo espacio.

En [23] se ha mostrado que la dinámica de movimiento de un actuador montado en un
robot móvil con tracción diferencial (aplicando un controlador interno linealizante), puede
ser escrita en forma similar a la dinámica de un agente inercial (Los detalles serán abordados
en la sección 2.1). Esto sugiere que los protocolos estudiados de manera teórica, para resol-
ver problemas de consenso en sistemas de múltiples agentes inerciales, pueden ser aplicados
para resolver problemas de consenso en grupos de robots móviles.

El objetivo de este trabajo de tesis es; diseñar y analizar protocolos (algoritmos) de con-
senso, mediante los cuales, sea posible resolver un problema de consenso entre agentes y
consenso en arreglos maestro-seguidores de agentes inerciales, en términos de sus posicio-
nes y velocidades. Los trabajos relacionados con esta tesis son [15, 16, 24]. En [15], se
presentan condiciones suficientes bajo las cuales se resuelve el problema de consenso entre
agentes inerciales y en [16] se relajan algunas suposiciones relacionadas con las propiedades
de la topologı́a de comunicación de la red de agentes consideradas en [15]. En [24], Liu et.al.
propone un protocolo con el cual, la red de agentes inerciales llega a un consenso con una
velocidad constante deseada, sin embargo supone que dicha velocidad es conocida por todos
los agentes en la red, lo cual podrı́a ser una suposición muy restrictiva en aplicaciones reales.
Además, las condiciones presentadas en [24], solo son condiciones suficientes. En contraste,
en esta tesis se considera que solo una porción de agentes en el grupo tiene acceso a los
estados del agente maestro, además, consideramos que el maestro puede variar su velocidad
con el tiempo y tiene una dinámica similar a la de un agente inercial.

Las contribuciones de este trabajo son las siguientes; En primer lugar, se analiza el pro-
blema de consenso entre agentes inerciales (posición del actuador de robots móviles con
tracción diferencial y un controlador interno linealizante) utilizando herramientas de la teorı́a
de grafos, se presentan condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales el consenso es al-
canzado en una red de agentes inerciales. Posteriormente, se ataca el problema de consenso
en arreglos maestro-seguidores de agentes, en donde asumimos que solo una porción (in-
clusive solo uno) de los agentes seguidores tiene acceso a los estados del maestro, también
se presentan condiciones necesarias y suficientes con las cuales el consenso es alcanzado.
Además para ambos problemas, los protocolos de consenso desarrollados, son extendidos
para incluir el caso en el que se desea mantener una desviación de estados, dentro de este
caso, se puede incluir el problema de control de formación.

El resto de trabajo está estructurado de la siguiente forma. En el Capı́tulo 2, se discute
brevemente el trabajo realizado por Ren y Beard en [23], en donde se proponen controla-
dores no lineales con los cuales es posible escribir la dinámica de actuador (discutido en la
sección 2.1) de forma similar a la de un agente inercial, posteriormente, se presentan algunas
preliminares de la teorı́a de grafos y se plantea el problema de consenso en redes de agentes
inerciales. En el Capı́tulo 3, se discuten los problemas de consenso entre agentes y consenso
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con un agente maestro, para el caso en que los agentes inerciales son idénticos, es decir,
suponemos que las masas de dichos agentes son iguales para todos ellos. Posteriormente, en
el Capı́tulo 4, se discuten los mismos problemas atacados en el Capı́tulo 3, pero ahora, para
el caso en que los agentes inerciales tienen masas potencialmente diferentes. Además, en
ambos capı́tulos (3 y 4), se amplı́an los resultados para el caso en el que se desea mantener
una desviación de estados entre los agentes y el agente maestro (según sea el caso), en lo
cual también puede ser visto como un problema de control de formación. Por último, en el
Capı́tulo 5, se dan algunos comentarios finales de los resultados obtenidos en el presente
trabajo.
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Capı́tulo 2

Planteamiento del Problema

Dentro de este capı́tulo, mostraremos que la dinámica de un robot móvil con tracción
diferencial, puede ser escrita de forma similar a la de un agente inercial. Revisaremos algunos
conceptos básicos de la teorı́a de grafos. Estudiaremos la forma más general de plantear un
problema de consenso en sistemas multi agente. Posteriormente, analizaremos el modelo
de agente inercial. Por ultimo, plantearemos los problemas especı́ficos a resolver con este
trabajo, ası́ como las suposiciones bajo las que se atacan dichos problemas.

2.1. Robot Móvil con Ruedas en Configuración Diferencial

Una de las potenciales aplicaciones, en el campo de la ingenierı́a, del problema de con-
senso en sistemas de múltiples agentes, es el uso coordinado de un grupo de robots móviles
que se desplazan en un plano mediante el uso de ruedas. La gama de configuraciones posi-
bles, de robots móviles con ruedas, es muy amplia. Una de las configuraciones más popu-
lares, es la configuración diferencial, en parte, debido a que es una de las más sencillas y
baratas de construir. Dicha configuración tı́picamente consta de dos ruedas independientes
acopladas a motores de corriente directa y una rueda loca o de castor para mantener el ba-
lance del robot y que, debido a que no impacta en el movimiento del mismo, no es incluida
en el análisis de su cinemática. La traslación y rotación del robot con esta configuración,
está determinada por la diferencia entre las velocidades angulares de cada una de las ruedas.

El modelo cinemático de un robot móvil con tracción diferencial [25, 23] es

ṙx = υcos(θ)
ṙy = υsin(θ)
θ̇ = ϖ (2.1)

En donde υ y ϖ son las velocidades lineal y angular del robot, respectivamente; rx y ry
son las coordenadas Cartesianas del centro de masas del vehı́culo, y θ es el ángulo entre la
dirección hacia la que se desplaza el robot (ver Figura 2.1).
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Figura 2.1: Un robot móvil no holonómico con llantas y tracción diferencial [23].

Sin embargo, se ha mostrado que un robot móvil con tracción diferencial posee restric-
ciones no holonómicas [25, 23]. Como se menciona en [23], el articulo [26] muestra que los
sistemas no holonómicos no pueden ser estabilizados con una retroalimentación de estados
continua y estática. La implicación para robots móviles con configuración diferencial es que
la posición y la orientación del centro del robot no pueden ser estabilizadas simultáneamen-
te con una estrategia de control invariante en el tiempo. Sin embargo, con leyes de control
discontinuas [27, 28] y variantes en el tiempo [29, 30] ha sido posible estabilizar el centro
de rotación y la orientación de un solo robot. Es claro que el uso de múltiples robots de este
tipo es un caso más complejo.

Definamos la posición del actuador o punto de interés del robot como el punto h ,[
hx hy

]T que se encuentra a una distancia L a lo largo de la lı́nea que es normal al eje de
las llantas y que intersecta a dicho eje en el punto central r,

[
rx ry

]T como lo muestra la
Figura 2.1. La cinemática de la posición del actuador es holonómica para L 6= 0. En este ex-
perimento consideramos el problema de coordinar la posición del punto de interés del robot
en lugar de su posición central. Además de simplificar el problema, coordinar la posición de
dicho punto suele ser el problema de interés. Por ejemplo, si el robot está equipado con una
pinza localizada en la posición del actuador y la tarea es sujetar un objeto y moverlo de un
lugar a otro, entonces el objetivo es mover la pinza del robot. Otro ejemplo podrı́a ser que el
robot esté equipado con un sensor localizado en la posición del punto de interés y el objetivo
es localizar dicho sensor en alguna posición especı́fica.

Es posible observar de la Figura 2.1 que la posición del actuador del robot está determi-
nada de la siguiente forma: [

hx
hy

]
=

[
rx
ry

]
+L

[
cos(θ)
sin(θ)

]
(2.2)

Una vez dicho esto, y dado que nuestro objetivo es controlar la posición del actuador,
debemos considerar las fuerzas que actúan sobre dicho robot, para ello, consideraremos el
modelo dinámico del mismo. Por lo tanto, el robot tiene las siguientes ecuaciones dinámicas
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de movimiento: 
ṙx
ṙy
θ̇

υ̇

ϖ̇

=


υcos(θ)
υsin(θ)

ϖ

0
0

+


0 0
0 0
0 0
1
m 0
0 1

J


[

F
τ

]
(2.3)

En donde r =
[

rx ry
]T es la posición inercial de robot, θ es la orientación, υ es la

velocidad lineal, ϖ es la velocidad angular, τ es el torque aplicado, F es la fuerza aplicada,
m es la masa, y J es el momento de inercia.

Una vez planteado el modelo dinámico de un robot móvil con tracción diferencial, en la
siguiente sección, analizaremos cómo la dinámica de dicho robot puede ser escrito en una
forma similar a la de un agente inercial.

2.2. Robot Móvil Diferencial como Agente Inercial
Haciendo uso del trabajo realizado por Ren y Beard en [23] y de la teorı́a de control no

lineal [31], es posible llevar la dinámica de un robot móvil diferencial a una forma similar a
la de un agente inercial. Sean x,

[
rx ry θ υ w

]T y σ,
[

F τ
]T, las ecuaciones de

movimiento del robot pueden ser escritas como

ẋ = f (x)+gσ (2.4)

En donde la definición de f y g pueden ser inferidas de (2.3). Como se mencionó ante-
riormente, nos enfocaremos en controlar la posición del actuador del robot, definida como
h,

[
hx hy

]T. La segunda derivada de h está dada por

ḧ =

[
−υϖsin(θ)−Lϖ2 cos(θ)
υϖcos(θ)−Lϖ2 sin(θ)

]
+

[ 1
m cos(θ) −L

J sin(θ)
1
m sin(θ) L

J cos(θ)

][
F
τ

]
Debido a que

det
[ 1

m cos(θ) −L
J sin(θ)

1
m sin(θ) L

J cos(θ)

]
=

L
mJ
6= 0

El sistema (2.4) con salida (2.2) tiene un grado relativo constante igual a dos y por lo
tanto puede ser linealizado por retroalimentación [31] alrededor de la posición del actuador.
Con ese fin, defina el mapa ψ : R5→ R5 [23] como:

ζ = ψ(x),


rx +Lcos(θ)
ry +Lsin(θ)

υcos(θ)−Lϖsin(θ)
υsin(θ)+Lϖcos(θ)

θ

 (2.5)

El mapa ψ es un difeomorfismo cuya inversa está dada por
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x = ψ
−1(ζ) =


ζ1−Lcos(ζ5)
ζ2−Lsin(ζ5)

ζ5
1
2ζ3 cos(ζ5)+

1
2ζ4 sin(ζ5)

− 1
2Lζ3 sin(ζ5)+

1
2Lζ4 cos(ζ5)


En las coordenadas transformadas, (2.4) y (2.2) están dadas por

[
ζ̇1

ζ̇2

]
=

[
ζ3
ζ4

]
[

ζ̇3

ζ̇4

]
=

[
−υϖsin(θ)−Lϖ2 cos(θ)
υϖcos(θ)−Lϖ2 sin(θ)

]
+

[ 1
m cos(θ) −L

J sin(θ)
1
m sin(θ) L

J cos(θ)

]
σ

ζ̇5 = − 1
2L

ζ3 sin(ζ5)+
1

2L
ζ4 cos(ζ5)

El controlador para la linealización por retroalimentación de salida [31] está dado por

σ =

[ 1
m cos(θ) −L

J sin(θ)
1
m sin(θ) L

J cos(θ)

]−1( 1
m

u−
[
−υϖsin(θ)−Lϖ2 cos(θ)
υϖcos(θ)−Lϖ2 sin(θ)

])
(2.6)

lo cual da

[
ζ̇1

ζ̇2

]
=

[
ζ3
ζ4

]
[

ζ̇3

ζ̇4

]
=

1
m

u

ζ̇5 = − 1
2L

ζ3 sin(ζ5)+
1

2L
ζ4 cos(ζ5)

La última ecuación representa la dinámica interna que permanece no observable e in-
controlable por la transformación (2.5). La dinámica cero [31] es encontrada estableciendo
ζ1 = · · ·= ζ4 = 0 para obtener ζ̇5 = 0. Por lo cual, note que la dinámica cero es estable, pero
no asintóticamente estable [23]. Debido a que ζ5 = θ y

[
ζ3 ζ4

]T representa la velocidad
del actuador, esto implica que el ángulo θ dejara de moverse solo cuando la posición de di-
cho actuador deje de cambiar.

Observe que la posición del actuador es h =
[

ζ1 ζ2
]T, y que, por lo tanto, es posible

escribir la dinámica del movimiento del mismo como la dinámica de un agente inercial

mḧ = u (2.7)

Hasta este momento, hemos observado cómo es posible describir la dinámica del mo-
vimiento de un actuador montado en un robot móvil diferencial, de la misma forma que la
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dinámica de un agente inercial. Sin embargo, en este trabajo nos interesa hacer uso de un
grupo de ellos, y resolver un problema de consenso en arreglos maestro-seguidores de agen-
tes inerciales. Esto es, nos interesa coordinar la posición del actuador de un grupo de robot
móviles diferenciales, en donde, la dinámica de movimiento del actuador montado en dicho
robot, está descrita de una forma similar a la de un agente inercial [15, 16, 22]. Por tal motivo,
en este documento, nos referiremos al problema de coordinar las posiciones y velocidades
de actuadores montados en robots móviles diferenciales, como el problema de consenso en
sistemas de múltiples agentes inerciales.

Previo a comenzar a plantear los problemas especı́ficos a resolver en esta tesis, ası́ como
las suposiciones bajo las cuales se atacaran los problemas propuestos, revisaremos algunos
conceptos básicos de la teorı́a de grafos.

2.3. Conceptos Preliminares
En esta sección, se introducen algunos conceptos básicos y resultados acerca del algebra

de la teorı́a de grafos, utilizados a lo largo de este trabajo. Para más detalles acerca del alge-
bra de la teorı́a de grafos consulte [11].

Un grafo G consiste de un conjunto de nodos V = {1,2, . . . ,N} y un conjunto de enlaces
E ⊂ V ×V . Donde el enlace (i, j) denota que el nodo j se conecta al i, pero no necesa-
riamente al revés. Por lo tanto, el i-ésimo nodo, es llamado nodo padre y el j-ésimo es
llamado hijo. Suponga que existen N nodos en el grafo dirigido. La matriz de adyacencia
W = (ωi j) ∈ RN×N de un grafo dirigido con pesos se define como ωii = 0 y ωi j > 0 si
( j, i) ∈ E , en donde i 6= j. La matriz Laplaciana L = (`i j) ∈ RN×N de un grafo dirigido con
pesos se define como `ii = ∑ j 6=i ωi j y `i j = −ωi j, donde i 6= j. La matriz L satisface las
siguientes condiciones

`i j ≤ 0, i 6= j,
N

∑
j=1

`i j = 0, i = 1, . . . ,N (2.8)

Un resultado del algebra de la teorı́a de grafos, relacionado con la matriz Laplaciana es:

Lema 2.1 [11] Todos los valores propios de L tienen parte real positiva. Cero es un valor
propio de L , con 1 como su vector propio correspondiente.

Llamamos camino dirigido a una secuencia de enlaces dentro de un grafo dirigido, dicha
secuencia tiene la forma (i1, i2),(i2, i3), . . . ,(iN−1, iN), en donde i j ∈ V . Un árbol dirigido es
un grafo dirigido, en donde cada nodo tiene exactamente un solo nodo padre excepto para
un nodo, llamado la raı́z, el cual no tiene padre. Además, la raı́z tiene un camino dirigido a
todos los otros nodos. Un árbol de expansión dirigido de G es un árbol dirigido que contiene
todos los nodos de G . Un grafo dirigido tiene o contiene un árbol de expansión dirigido si
existe un árbol de expansión dirigido como un subconjunto del grafo dirigido, esto es, existe
cuando menos un nodo que tiene un camino dirigido hacia todos los demás nodos. Tenemos
el siguiente Lema que relaciona el concepto de árbol de expansión dirigido y las propiedades
espectrales de la matriz Laplaciana.
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Figura 2.2: Grafo dirigido que contiene un árbol de expansión dirigido (Rojo).

Lema 2.2 [32] La matriz Laplaciana L tiene un único valor propio 0 y todos los demás
valores propios tienen parte real positiva, si y solo si, la red dirigida contiene un árbol de
expansión dirigido.

Lema 2.3 [17] Si el grafo G contiene un árbol de expansión dirigido, entonces, con la per-
mutación apropiada, L puede ser reducida a la forma normal de Frobenius [23]

L =


L11 L12 · · · L1k
0 L22 · · · L2k
...

... . . . ...
0 0 · · · Lkk


En donde Lii, i = 1, . . . ,k−1, son irreducibles, cada Lii tiene cuando menos una fila con

suma positiva, y Lkk es irreducible o es una matriz cero de dimensión uno.

A lo largo del presente trabajo estaremos usando continuamente una notación basada
en el producto de Kronocker [33]. El producto de Kronecker de dos matrices A ∈ Rm×n y
B ∈ Rp×q esta definido como:

A⊗B,

 a11B · · · a1nB
... . . . ...

am1B · · · amnB


el cual satisface las siguientes propiedades:

(γA)⊗B = A⊗ (γB)
(A⊗B)(C⊗D) = (AC)⊗ (BD)

(A⊗B)T = AT⊗BT

A⊗B+A⊗C = A⊗ (B+C)
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En donde, γ es un valor constante. Además, usaremos continuamente la siguiente propie-
dad de los determinantes para una matriz por bloques. Dada una matriz por bloques

Q =

[
A B
C D

]
(2.9)

Se sabe que det(Q) = det(AD−CB) si A y C conmutan, en donde det(·) denota el deter-
minante de una matriz.

2.4. Problema de Consenso (Caso General)

Las dinámicas consideradas dentro de los modelos de agente pueden ser muy variadas.
A continuación, mostramos el caso general del problema de consenso para sistemas multi-
agente cuando cada uno de los agentes interconectados son sistemas dinámicos continuos.

Considere N agentes (sistemas) dinámicos descritos por la siguiente ecuación:

ẋi = f (xi)+ui, yi = h(xi), i = 1, . . . ,N (2.10)

en donde xi ∈Rn denota las variables de estado del agente i con f :Rn→Rn, ui ∈Rp es la
entrada del sistema y yi ∈Rq es la salida medible con h : Rn→Rq. El problema de consenso
consiste en diseñar un protocolo mediante el cual se logre volver estable el comportamiento
de consenso deseado. Esto es posible aplicando entradas ui que solo dependen de los estados
medibles yi del agente y sus vecinos en la red (agentes de los cuales recibe información).
Diremos que una retroalimentación de estados

ui = gi(y), i = 1, . . . ,N (2.11)

En donde y =
[
yT

1, . . . ,y
T
N
]T con gi : RqN → Rp, es un protocolo de consenso distribuido

si la cantidad de vecinos del agente i es menor a la cantidad total de agentes en la red.

En general, existen dos clasificaciones diferentes del problema de consenso; el problema
de consenso no restringido y restringido. Un problema de consenso no restringido es simple-
mente un problema de alineación, en el cual, es suficiente que los estados de todos los agentes
sean asintóticamente iguales, en lo que es llamado el valor de consenso. Por otro lado, un
problema de consenso restringido, es aquel en el que tal decisión está definida de alguna for-
ma, es decir, existe un valor deseado al cual deben converger los estados de todos los agentes.

Algunas formas de problemas de consenso son:

Consenso Idéntico Completo: Este problema consiste en que todos los estados de los
agentes sea asintóticamente el mismo, es decir

|xi− x j| → 0, t→ ∞; ∀i, j

14



Consenso a una Referencia Constante: El cual consiste en que los estados de todos los
agentes sean asintóticamente iguales a un valor constante, esto es

|xi− x∗| → 0, t→ ∞, x∗ = cte; ∀i

con x∗ ∈ Rn

Consenso con un Modelo de Referencia: En este problema se considera que existe un
modelo de referencia con el cual se deberá lograr consenso

|xi− xr| → 0, t→ ∞; ∀i

Donde xr ∈ Rn es el valor en posición de la referencia con ẋr = fr(xr, t).

Sin embargo, en este trabajo, estamos interesados en resolver problemas de consenso en
sistemas de múltiples agentes cuando el modelo de agente considerado es el de un agen-
te inercial. A continuación, especificaremos el problema que se plantea resolver con este
trabajo.

2.5. Problema de Consenso para Agentes Inerciales
Ahora retomemos el modelo de agente inercial (posición de un actuador montado en un

robot móvil diferencial), y analicemos dicho modelo.

Suponga que tenemos un agente inercial aislado con la forma:

mẍ = u (2.12)

En donde, ahora x ∈Rn denota la posición del actuador del agente, m > 0 es la inercia, y
u ∈ Rn es la entrada del sistema. Si definimos las variables de estado como posición χ = x y
velocidad ν = ẋ, es posible escribir el modelo de agente en términos de sus estados

χ̇ = ν

ν̇ =
1
m

u (2.13)

Si ahora pensamos en que no se aplica entrada alguna al sistema, es decir, u = 0, el
comportamiento del sistema depende completamente de sus condiciones iniciales. Denota-
remos las condiciones iniciales en un tiempo t = 0 como x(0) = χ0 y ẋ(0) = ν0, posición
y velocidad respectivamente. Podemos observar que si las condiciones iniciales del sistema
son χ0 = c y ν0 = 0, con c un valor constante, el agente permanecerı́a en su posición inicial
c (Figura 2.3a) debido a que su velocidad no varı́a para todo tiempo t. Por otro lado, si la
condición inicial de la velocidad es diferente de cero, el agente permanecerá en movimiento
con una velocidad constante (Figura 2.3b).

Sin embargo, el objetivo de este trabajo es resolver un problema de consenso, lo cual
implica la existencia de más de un agente. Comenzaremos analizando el problema cuando el
grupo de agentes está compuesto por solo dos de ellos en el siguiente ejemplo.
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Figura 2.3: Agente inercial con diferentes condiciones iniciales: a) χ0 = 1 y ν0 = 0, b) χ0 = 0
y ν0 = 0,1.

Ejemplo 2.1 Suponga que tenemos un par de agentes inerciales A y B interconectados en
configuración maestro seguidor como lo muestra la Figura 2.4. Ahora suponga que buscamos
resolver un problema de consenso idéntico completo bajo las siguientes consideraciones; am-
bos estados del par de agentes son estados medibles, además, por simplicidad, supongamos
que los valores de las masas de los agentes y el peso del enlace son mA = mB = ω = 1. Es
fácil observar que podemos escribir la dinámica de ambos agentes en la forma (2.13) como
sigue:

Agente A
χ̇A = νA

ν̇A = uA

Agente B
χ̇B = νB

ν̇B = uB

En donde uA,uB ∈ Rn son las entradas del agente A y B respectivamente. Solo como un
ejemplo, supongamos que ambos agentes pueden ocupar el mismo espacio y que, el problema
que buscamos resolver, consiste en que los estados de ambos agentes asintóticamente sean
iguales, es decir, que los errores en los estados desaparezcan con el tiempo, esto es

eχ = χB−χA→ 0, y eν = νB−νA→ 0, conforme t→ ∞

Este objetivo es algo que se debe tener en cuenta durante el diseño de los protocolos de
consenso, ya que dicho protocolo es quien determina el comportamiento del grupo. Si lo que
buscamos es que las diferencias entre los estados de los agentes desaparezcan, de manera
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directa se intuye que el protocolo debe considerar el error entre los estados. Con esto en
mente, podemos definir los siguientes protocolos:

uA = 0
uB = −k(χB−χA)−b(νB−νA)

En donde, k,b > 0 son ganancias a diseñar. Aplicando estos protocolos a su agente co-
rrespondiente, la dinámica del error es:

ė = K e (2.14)

En donde e =
[

eχ eν

]T y K =

[
0 1
−k −b

]
, lo que queda por demostrar es que la ma-

triz K es Hurwitz. Para esto se proponen las ganancias k y b necesarias para que se cumpla
dicha propiedad.

Figura 2.4: Agentes inerciales acoplados en configuración Maestro-Seguidor.

Como podemos observar en la Figura 2.5, el comportamiento del agente A es el de un
agente aislado ya que no se aplica entrada alguna a él, por otra parte, el agente B es capaz
de seguir la trayectoria descrita por el agente A, con lo cual, las diferencias entre los estados
de ambos agentes desaparecen con el tiempo y el objetivo se cumple, esto es, se llega a un
consenso idéntico completo.

Sin embargo, este es un problema sencillo que se resuelve de una manera muy directa.
El problema se vuelve complejo cuando la cantidad de agentes y de enlaces aumenta. Sin
mencionar que cada uno de los diferentes problemas de consenso previamente mencionados,
tiene complicaciones propias.

Ahora suponga que tenemos N agentes inerciales en un espacio euclidiano n-dimensional.
La dinámica de los agentes inerciales es descrita por la siguiente ecuación

miẍi = ui, i = 1, . . . ,N (2.15)

De forma similar xi ∈ Rn, mi > 0 es la inercia, y ui ∈ Rn es la entrada del sistema.
Definiendo las variables de estado como posición χi = xi y velocidad νi = ẋi, es posible
escribir la dinámica del agente como:
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Figura 2.5: Consenso en dos agentes inerciales con parámetros mA = mB = ωAB = b = k = 1.

χ̇i = νi

miν̇i = ui, i = 1, . . . ,N (2.16)

En donde, χi,νi,ui ∈ Rn. Para resolver un problema de consenso en sistemas multi-
agente, debemos explı́citamente diseñar un protocolo apropiado (i.e., ui), en términos de
los estados del agente i y los estados medibles de los vecinos para imponer el comporta-
miento colectivo deseado. En este trabajo, el diseño de estos protocolos es realizado bajo las
siguientes consideraciones

Ambos estados (posición y velocidad) de cada agente son variables medibles, esto es

yi =

[
χi
νi

]
, i = 1, . . . ,N

con yi ∈ R2n

La cantidad de agentes y de enlaces, ası́ como la dirección de los mismos no cambia,
esto es, el protocolo de consenso es representado por un grafo dirigido fijo con pesos.

Se considera que no existen retardos de comunicación en los enlaces.

Tomando estas consideraciones en cuenta, los problemas de consenso que se plantean
resolver dentro de este trabajo son:

Consenso idéntico completo

|χi−χ j| → ∆i j y |νi−ν j| → ∆̇i j, conforme t→ ∞; ∀i, j (2.17)
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Consenso con un agente maestro

|χi−χm| → ∆im y |νi−νm| → ∆̇im, conforme t→ ∞; ∀i (2.18)

En donde ∆i j y ∆̇i j denotan los valores de separación deseada entre la posición y velo-
cidad, respectivamente, del agente i y el agente j, además ∆im y ∆̇im, denotan el valor de
separación deseada entre la posición y velocidad, respectivamente, del agente i con respecto
al agente maestro. Para el caso del problema de consenso con un agente maestro, considera-
remos que dicho agente, es un agente inercial de masa unitaria y cuya velocidad puede variar
con el tiempo. El modelo de agente maestro es:

ẍm = f (t,xm, ẋm) (2.19)

Con xm ∈Rn y f : Rn×Rn×R+→Rn continua por pedazos y localmente Lipschitz que
puede ser escrito de forma similar que en (2.13) en términos de variables de estado como
posición y velocidad, χm = xm y νm = ẋm respectivamente como

χ̇m = νm

ν̇m = f (t,χm,νm) (2.20)

Para el resto de este documento, en primer lugar, y como un primer acercamiento a estos
problemas, suponemos que los agentes inerciales son idénticos (Capitulo 3), de esta forma,
los protocolos diseñados bajo esta consideración, servirán de base una vez que consideremos
agentes con masas diferentes (Capitulo 4), y se resuelvan los mismo problemas. Además en
ambos casos (agentes idénticos y con masas diferentes), extendemos los resultados, reali-
zando ligeras modificaciones a los protocolos propuestos, para el caso en el que se busca
mantener una diferencia entre los estados de los agentes, lo cual podrı́a verse también como
un problema de control de formación. Por último se realizan algunas conclusiones de este
trabajo (Capitulo 6).
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Capı́tulo 3

Agentes Inerciales Idénticos

Consideremos ahora N agentes inerciales con modelo:

miẍi = ui, i = 1, . . . ,N (3.1)

En donde xi ∈Rn denota la posición del agente, mi > 0 es la inercia, y ui ∈Rn es la entrada
del sistema. En este capitulo supondremos que las masas de todos los agentes son iguales,
es decir, m = m1 = · · · = mN . Si definimos las variables de estado como posición χi = xi y
velocidad νi = ẋi, es posible escribir el modelo de agente en términos de sus estados

χ̇i = νi

ν̇i =
1
m

ui (3.2)

yi =
[

χT
i νT

i
]T
, i = 1, . . . ,N

En donde yi, denota las variables medibles del agente i. Además, supondremos que la
topologı́a de comunicación esta previamente dada y que, la cantidad de agentes y enlaces no
cambia, tampoco lo hacen la dirección de los mismos y que no existen retardos de comuni-
cación.

3.1. Consenso Entre Agentes
En esta sección, en primer lugar, supondremos que el modelo de agente (3.2), es un

modelo ideal, es decir, supondremos que los agentes pueden compartir la misma posición
(esta suposición se retirará más adelante). Por tal motivo, el problema de consenso entre
agentes a resolver es:

|χi−χ j| → 0 y |νi−ν j| → 0, conforme t→ ∞; ∀i, j (3.3)

En el mismo sentido del Ejemplo 2.1, en donde buscamos que las diferencias entre los
estados de un par de agentes inerciales sean asintóticamente cero, es decir, deseamos alcanzar
un consenso idéntico completo (3.3), y bajo las suposiciones ya descritas, se puede proponer
el protocolo de consenso como
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ui =−k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j)−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j), i = 1, . . . ,N (3.4)

En donde b,k > 0 son ganancias constantes a diseñar, ωi j > 0 si existe el enlace ( j, i), es
decir, el agente i recibe información del agente j y ωii = 0.

Es posible escribir la dinámica del agente inercial (3.2) junto con el protocolo de consen-
so (3.4) en la siguiente forma:

χ̇i = νi

ν̇i = − k
m

N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j)−
b
m

N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j), i = 1, . . . ,N (3.5)

O bien de forma equivalente (3.5) puede ser escrita en términos de los elementos de la
matriz Laplaciana del grafo que representa la topologı́a de comunicación como:

χ̇i = νi

ν̇i = − k
m

N

∑
j=1

`i jχ j−
b
m

N

∑
j=1

`i jν j, i = 1, . . . ,N (3.6)

En donde `i j es el ij-ésimo elemento de la matriz Laplaciana L ∈ RN×N que cumple con
la propiedad (2.8).

Observación 3.1 Note que es posible escribir (3.5) de la forma (3.6), debida a que, si se
expanden las sumatorias de la ecuación (3.5), la cantidad de veces que se retroalimentan
los estados del agente i, corresponde a la misma cantidad de enlaces de entrada del nodo
i, ya que estamos considerando que ωii = 0, esto es, dichas sumatorias pueden ser escritas
de la misma forma en la que están definidos los elementos de la matriz Laplaciana, es decir
`ii = ∑ j 6=i ωi j y `i j =−ωi j, donde i 6= j.

Sea χ =
[
χT

1, . . . ,χ
T
N
]T ∈ RnN , ν =

[
νT

1, . . . ,ν
T
N
]T ∈ RnN , y ψ =

[
χT,νT

]T ∈ R2nN . La red
de agentes (3.6) puede ser escrita una forma matricial más compacta como:

ψ̇ = (Ξ⊗ In)ψ (3.7)

En donde Ξ =

[
0N IN

− k
mL − b

mL

]
∈ R2N×2N , además, In y IN denotan la matriz identidad

de tamaño n×n y N×N respectivamente, ası́ como 0N denota un matriz de ceros de tamaño
N×N, adicionalmente ⊗ denota el producto de Kronecker.

Los valores propios de Ξ son sumamente importantes en el análisis de convergencia del
modelo lineal (3.7). Suponga que µi j(i = 1, . . . ,N, j = 1,2) y λi(i = 1, . . . ,N) son los valores
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propios de Ξ y L respectivamente.

Para encontrar los valores propios de Ξ, podemos resolver la ecuación caracterı́stica
det(µI2N−Ξ) = 0, en donde det(µI2N−Ξ) es el polinomio caracterı́stico de Ξ. Note que

det(µI2N−Ξ) = det
(

µIN −IN
k
mL µIN + b

mL

)
= det

(
µ2IN +(

k
m
+µ

b
m
)L
)

(3.8)

Observe que det(µI2N−Ξ) cumple con la propiedad (2.9). Además, observe que

det(µIN +L) =
N

∏
i=1

(µ−λi) (3.9)

En donde λi es el i-ésimo valor propio de L . Comparando (3.8) y (3.9), se puede observar
que

det
(

µ2IN +(
k
m
+µ

b
m
)L
)
=

N

∏
i=1

(
µ2 +(

k
m
+µ

b
m
)λi

)
Lo cual implica que las raı́ces de (3.8) pueden obtenerse resolviendo la ecuación µ2 +

( k
m +µ b

m)λi = 0. Es por esto que, de forma directa, los valores propios de Ξ están dados por

µi,1 =
− b

mλi +
√
( b

mλi)2−4( k
mλi)

2

µi,2 =
− b

mλi−
√
( b

mλi)2−4( k
mλi)

2
, i = 1, . . . ,N (3.10)

De acuerdo al Lema 2.1 L tiene al menos un valor propio cero y los demás con parte real
positiva. Por lo tanto sabemos que Ξ tiene cuando menos dos valores propios cero.

El siguiente resultado muestra condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales el
problema de consenso entre agentes es resuelto, o dicho de otra manera, el consenso idéntico
completo entre agentes es alcanzado.

Teorema 3.1 Consenso idéntico completo para un sistema de múltiples agente inerciales
idénticos (3.7) puede ser alcanzado si y solo si, la topologı́a de comunicación G contiene un
árbol dirigido de expansión y

b2

mk
> máx

2≤i≤N

Im(λi)
2

Re(λi) [Re(λi)2 + Im(λi)2]
(3.11)

En donde λi con i= 2, . . . ,N son los valores propios diferentes de cero de la matriz Lapla-
ciana L . Además, si el consenso idéntico completo es alcanzado, ||νi−∑

N
j=1 p jν j(0)|| → 0

y χi−∑
N
j=1 p jχ j(0)|| → 0 conforme t → ∞, en donde p es el único vector propio izquierdo

de L asociado con el valor propio 0 satisfaciendo pT1N = 1.
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Prueba: La estructura de esta prueba está diseñada de la siguiente forma; En primer lugar,
probaremos que el consenso es alcanzado asintóticamente, si y solo si, Ξ tiene exactamente
dos valores propios cero y todos los demás valores propios tienen parte real negativa (Lema
4.1 en [23]). En segundo lugar daremos condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales
se cumple lo anterior mencionado, esto es, se dan condiciones sobre la topologı́a de comu-
nicación para asegurar que Ξ tenga solo dos valores propios cero y condiciones sobre b y k
con las cuales se asegura que el resto de valores propios tienen parte real negativa.

(Suficiencia) En primer lugar mostraremos que el valor propio cero de Ξ tiene multi-
plicidad geométrica igual a uno, cuando Ξ tiene exactamente dos valores propios cero. Sea
q =

[
qT

a ,q
T
b

]T , en donde qa,qb ∈ RN , es un vector propio de Ξ asociado con el valor propio
cero, entonces sabemos que

Ξq =

[
0N IN

− k
mL − b

mL

][
qa
qb

]
=

[
0N
0N

]
Lo cual implica que qb = 0N y − k

mLqa = 0N , donde 0N denota el N×1 vector de ceros,
esto es, qa es un vector propio de −L asociado con el valor propio cero de −L . Debido a
que Ξ tiene exactamente dos valores propios igual a cero, sabemos por (3.10) que −L tiene
exactamente un valor propio cero. Por lo cual, vemos que −L tiene un solo vector propio
linealmente independiente qa asociado con el valor propio cero, lo cual implica que Ξ tiene
un solo vector propio linealmente independiente q =

[
qT

a ,0T
N
]T asociado con el valor propio

cero, esto es, el valor propio cero de Ξ tiene multiplicidad algebraica igual a dos pero multi-
plicad geométrica igual a uno.

Note que Ξ puede ser escrito en su forma canónica de Jordan como

Ξ = PJP−1

=
[

ζ1 , . . . , ζ2N
] 0 1 01×(2N−2)

0 0 01×(2N−2)
01×(2N−2) 01×(2N−2) J′


 ρT

1
...

ρT
2N

 (3.12)

En donde ζ j y ρ j ( j = 1, . . . ,2N) son los vectores propios izquierdos y derechos o vec-
tores propios generalizados izquierdos y derechos de Ξ, y J′ es la matriz diagonal superior
por bloques de Jordan correspondiente a los valores propios diferentes de cero λi1 y λi2,
i = 2, . . . ,N.

Sin pérdida de generalidad, elegimos ζ1 =
[
1T

N ,0T
N
]T y ζ2 =

[
0T

N ,1T
N
]T , donde se puede

verificar que ζ1 y ζ2 son un vector propio derecho y un vector propio derecho generalizado
de Ξ asociados con el valor propios cero, respectivamente. Note que Ξ tiene exactamente dos
valores propio cero, sabemos que −L tiene un único valor propio cero, lo cual implica que
existe un vector positivo p de dimensión N×1 tal que pT L = 0 y 1T

N p = 1. Puede verificarse
que ρ1 =

[
pT ,0T

N
]T y ρ2 =

[
0T

N , pT ]T son vectores propios izquierdos y vectores propios
izquierdos generalizados de Ξ asociados con el valor propio cero, respectivamente, en donde
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ρT
1 ζ1 = 1 y ρT

2 ζ2 = 1. Notando que los valores propios λi1 y λi2, i = 2, . . . ,N, tienen parte
real negativa, vemos que

eΞt = PeJtP−1

= P

 1 t 01×(2N−2)
0 1 01×(2N−2)

01×(2N−2) 01×(2N−2) J′t

P−1

Lo cual converge a
[

1N pT t1N pT

0N×N 1N pT

]
para un t grande, donde usamos el hecho que

eJt → 0(2N−2)×(2N−2) para un t suficientemente grande.

Note que para un t suficientemente grande[
χ(t)
ν(t)

]
→
([

1N pT t1N pT

0N×N 1N pT

]
⊗ In

)[
χ(0)
ν(0)

]
Vemos que χ(t)→ (1N pT ⊗ In)χ(0)+ t(1N pT ⊗ In)ν(0), y que ν(t)→ (1N pT ⊗ In)ν(0)

para un t suficientemente grande. Como resultado sabemos que ||χi(t)−χ j(t)||→ 0 y ||νi(t)−
ν j(t)|| → 0, conforme t→ ∞, esto es, el consenso es alcanzado para un grupo de agentes.

(Necesidad) Suponga que la condición suficiente que Ξ tenga exactamente dos valores
propios cero y todos los demás valores propios tienen parte real negativa no se cumple. Note
que Ξ tiene al menos dos valores propios cero, el hecho que la condición de suficiencia no
se cumpla implica que Ξ tiene más de dos valores propios cero o, tiene dos valores propios
cero y uno con parte real positiva. Sin pérdida de generalidad, asuma que µ1 = µ2 = 0 y
Re(µ3)≥ 0, en donde, µk, k = 1, . . . ,2N, denota el k-ésimo valor propio de Ξ y Re(·) repre-
senta la parte real de un número. Sea J = [ jkl] la forma canónica de Jordan de Ξ, sabemos
que jkk = µk, k = 1, . . . ,2N. Entonces vemos que e jkkt 6= 0, k = 1,2,3, para un t grande, lo
que implica que las primeras tres filas de eJt son linealmente independientes para un t su-
ficientemente grande. Por lo tanto, sabemos que el rango de eJt es cuando menos tres para
un t suficientemente grande, lo cual, implica que el rango de eΞt es cuando menos tres para
un t suficientemente grande. Note que el consenso es alcanzado asintóticamente si y solo si

eΞt →
[

1N pT

1NqT

]
para un t suficientemente grande, en dónde p y q son vectores de dimen-

sión N×1. Como resultado, el rango de eΞt no puede exceder de dos para un t grande. Esto
resulta en una contradicción.

Si bien, hasta ahora hemos considerado que todos los valores propios diferentes de cero
de Ξ tienen parte real negativa, debemos dar condiciones sobre k y b, bajo las cuales esto se
cumpla. En primer lugar, por el Lema 2.1 sabemos que la matriz Laplaciana L tiene un único
valor propio cero y los demás con parte real positiva si y solo si la topologı́a de comunicación
G contiene un árbol de expansión dirigido. La existencia de un árbol de expansión dirigido
contenido en la topologı́a de comunicación implica que Ξ tiene solo dos valores propios ce-
ro, esto es un punto vital con el cual se prueba que el consenso entre agentes es alcanzado.
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Sin embargo, hasta ahora hemos supuesto que los demás valores propios de Ξ tienen parte
real negativa. De tal forma que solo queda por demostrar que (3.11) se mantiene si y solo si
Re(µi j)< 0(i = 2, . . . ,N, j = 1,2).

Sea
√

( b
mλi)2−4( k

mλi) = α+ iβ en donde α y β son números reales e i =
√
−1. De

(3.10), Re(µi j) < 0(i = 2, . . . ,N, j = 1,2) si y solo si − b
mRe(λi) < α < b

mRe(λi), lo cual es
equivalente a α2 < ( b

mRe(λi))
2. Entonces es suficiente con probar que (3.11) se mantiene si

y solo si α2 < ( b
mRe(λi))

2. Es fácil observar que

(
b
m

λi)
2−4(

k
m

λi) = (α+ iβ)2

Separando las partes reales e imaginarias obtenemos

α
2−β

2 = (
b
m
)2 [Re(λi)

2− Im(λi)
2]−4(

k
m
)Re(λi)

αβ = (
b
m
)2 [Re(λi)Im(λi)]−2(

k
m
)Im(λi)

Realizando cálculos simples tenemos

α
4−

[(
b
m

)2

(Re(λi)
2− Im(λi)

2)−4
(

k
m

)
Re(λi)

]
α

2−Im(λi)
2

[(
b
m

)2

Re(λi)−2
(

k
m

)]2

= 0

Con lo cual es fácil observar que α2 < ( b
mRe(λi))

2 si y solo si (3.11) se mantiene. �

Figura 3.1: Topologı́a de intercambio de información para seis agentes.

Con el Teorema 3.1, se dan condiciones necesarias y suficientes en términos de k, b y la
topologı́a de comunicación, bajo las cuales el consenso entre agentes es alcanzado, además,
se muestra cual es la solución alcanzada. Ahora ilustraremos este resultado con un ejemplo.

25



Ejemplo 3.1 Consideremos un grupo de N = 6 agentes inerciales idénticos con m = 10
y n = 1 grados de libertad, esto es, x ∈ R, es decir, los agentes se desplazan solo en una
dimensión. Supongamos que la topologı́a de comunicación entre agentes es la mostrada en
la Figura 3.1, con pesos de enlace ωi j = 1. La matriz Laplaciana, asociada con el grafo de la
Figura 3.1, es:

L =


3 0 0 −1 −1 −1
−1 1 0 0 0 0
−1 −1 2 0 0 0
−1 0 0 1 0 0
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 −1 1


Siendo los valores propios de L diferentes de cero 1, 1.3376±0.5623i, 2 y 3.3247. Apli-

cando el protocolo de consenso (3.4), necesitamos verificar que las condiciones del Teorema
3.1 se cumplen, entonces es posible verificar que la topologı́a de comunicación de la Figura
3.1, contiene un árbol dirigido de expansión (e.g. raı́z en 1). Observe que con las ganancias
propuestas k = 1 y b = 3 la condición (3.11) se cumple y, por lo tanto, el consenso idéntico
completo es alcanzado (Figura 3.2a). Sin embargo, si elegimos ganancias que no cumplen
con (3.11), por ejemplo k = 1 y b = 1, el consenso no es logrado (Figura 3.2b).

Figura 3.2: Búsqueda del consenso en posición y velocidad; a) ganancias k = 1 y b = 3 b)
ganancias k = 1 y b = 1, ambos casos con parámetro m = 10.

Observación 3.2 Note que si la topologı́a de comunicación es modificada agregando o qui-
tando enlaces, los valores propios de L serán diferentes, por lo tanto, las ganancias propues-
tas para una topologı́a de comunicación que cumplen con la condición (3.11), podrı́an no ser
útiles cuando dicha topologı́a es modificada.
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Si bien, hasta ahora hemos mostrado condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales
el consenso idéntico completo es alcanzado, nos interesa investigar el caso en el cual existe
un agente maestro, el cual determinara una referencia en posición y velocidad a la cual deben
seguir un grupo de agentes. La siguiente sección aborda este problema.

3.2. Consenso con un Agente Maestro
Hasta ahora hemos probado que con el algoritmo (3.4), es posible resolver el problema

de consenso entre agentes, observamos que bajo ciertas condiciones los estados de todos los
agentes convergen a un valor común. Sin embargo, esta decisión del grupo es inherentemente
constante en velocidad debido a que depende de las condiciones iniciales. Esto podrı́a no ser
apropiado en algunas aplicaciones en donde existe un valor deseado o un valor de referencia
al cual se debe converger. En este capı́tulo investigaremos dicho problema desde el enfoque
de arreglos maestro seguidores.

De igual forma que en la sección 3.1 suponga que existen N agentes inerciales y un
agente maestro. Este agente maestro es quien define los valores de referencia en posición y
velocidad con los cuales los N agentes deben llegar a un consenso. Este agente maestro tiene
dinámica

ẍm = f (t,xm, ẋm) (3.13)

Con xm ∈ Rn y f : Rn×Rn×R+→ Rn continua por pedazos y localmente Lipschitz, y
puede ser escrito en términos de sus variables de estado como posición y velocidad, χm = xm
y νm = ẋm respectivamente como

χ̇m = νm

ν̇m = f (t,χm,νm) (3.14)

El principal objetivo de esta sección es proponer y estudiar algoritmos de consenso que
aseguren que cada agente inercial logre llegar a un consenso con un agente maestro que se
desplaza a una velocidad constante o variante con el tiempo. Además, supondremos que la
información compartida por el maestro está disponible solo para un subgrupo de agentes.
Diremos que el problema de consenso con un agente maestro se resuelve cuando

|χi−χm| → 0 y |νi−νm| → 0, conforme t→ ∞; ∀i (3.15)

Note que, en esta sección, suponemos que tanto los agentes seguidores, ası́ como el agen-
te maestro, pueden compartir el mismo espacio. Posteriormente, retiraremos dicha suposi-
ción.

3.2.1. Agente Maestro con Velocidad Constante
En esta sección consideraremos el caso en el que el agente maestro se desplaza a una

velocidad constante, esto es, f (t,χm,νm) = 0 en (3.14). Observe que el agente maestro tiene
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el comportamiento de un agente inercial aislado y la velocidad constante a la que se des-
plaza depende de su condición inicial νm(0). Para agentes inerciales con dinámica (3.2), un
algoritmo de consenso para el seguimiento de un agente maestro que se desplaza a velocidad
constate se da como

ui =−k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j)−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j)−di [k(χi−χm)+b(νi−νm)] , i = 1, . . . ,N

(3.16)
En donde di > 0 si el agente i recibe información de la referencia y di = 0 de lo contrario.

Observe que el algoritmo (3.16) es similar a (3.4), en este caso, también se consideran las
diferencias entre los estados del agente i y el agente maestro solo si i es capaz de recibir
dicha información, esto es, di > 0. Si definimos el error como χ̃i = χi−χm y ν̃i = νi−νm es
posible escribir la dinámica del error para cada agente como:

˙̃χi = ν̃i

˙̃νi = − k
m

N

∑
j=1

(`i j +di)χ̃ j−
b
m

N

∑
j=1

(`i j +di)ν̃ j, i = 1, . . . ,N (3.17)

Sea χ̃ =
[
χ̃T

1, . . . , χ̃
T
N
]T ∈ RnN , ν̃ =

[
ν̃T

1, . . . , ν̃
T
N
]T ∈ RnN , y ξ =

[
χ̃T, ν̃T

]T ∈ R2nN . La
dinámica del error de la red completa es:

ξ̇ = (Θ⊗ In)ξ (3.18)

En donde Θ =

[
0N IN

− k
m L̂ − b

m L̂

]
∈ R2N×2N , y L̂ = L + D̂ con D̂ = diag(d1, . . . ,dN).

Los valores propios de la matriz Θ juegan un rol importante en el análisis de estabilidad
de la dinámica de error (3.18). Es posible realizar el mismo razonamiento que derivo en la
ecuación (3.10). Sean µi j(i = 1, . . . ,N, j = 1,2) y λ̂i(i = 1, . . . ,N), los valores propios de la
matriz Θ y L̂ respectivamente. Consideraremos que en este caso λ̂i toma el lugar de λi de la
ecuación (3.10).

En primer lugar, realizaremos las siguientes definiciones:

Definición 3.1 Llamaremos G+ al grafo extendido en el cual se considera al agente maestro
como el agente N + 1 dentro de la red de agentes. Adicionalmente WN+1 ∈ R(N+1)×(N+1)

y LN+1 ∈ R(N+1)×(N+1) son, la matriz de adyacencia y matriz Laplaciana respectivamente,
asociadas con G+.

Definición 3.2 [34, 35] Una matriz L = (li j) ∈ RN×N es diagonal dominante si, para todo i,
lii ≥ Σ j 6=i|li j|. Es estrictamente diagonal dominante si todas las desigualdades son estrictas.
L es fuertemente diagonal dominante si cuando menos una desigualdad es estricta. L es
irreducible diagonal dominante si es irreducible y cuando menos una desigualdad es estricta.

Basados en las definiciones anteriores se tienen los siguientes resultados.
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Lema 3.1 [34, 35] Sea L∈RN×N una matriz estrictamente diagonal dominante o irreducible
diagonal dominante. Entonces L es no-singular. Si adicionalmente, todos los elementos de la
diagonal de L son números reales positivos, entonces Re(λi)> 0, 1≤ i≤ N.

El siguiente resultado presenta condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales Θ es
Hurwitz.

Teorema 3.2 Para un sistema de múltiples agentes inerciales idénticos con dinámica (3.2)
y protocolo (3.16), y un agente maestro con dinámica (3.14), donde f (t,χm,νm) = 0. El
consenso con un agente maestro es alcanzado si y solo si, la topologı́a de comunicación ex-
tendida G+ contiene un árbol de expansión dirigido con el maestro como raı́z y se mantiene
la desigualdad

b2

mk
> máx

1≤i≤N

Im(̂λi)
2

Re(̂λi)
[
Re(̂λi)2 + Im(̂λi)2

] (3.19)

En donde λ̂i con i = 1, . . . ,N son los valores propios de la matriz L̂ .

Prueba: Note que el renglón N + 1 de la matriz Laplaciana LN+1 asociada con el grafo
G+, es un renglón con todas sus entradas cero, esto debido a que el renglón N +1 está aso-
ciado al agente maestro y que el maestro no recibe información de ningún nodo en la red.
Sin pérdida de generalidad, podemos reordenar, si es necesario, los nodos en la red de tal
forma que LN+1 tome la forma normal de Frobenius [17, 34].

Reescribiendo LN+1 =

[
LN×(N+1)
01×(N+1)

]
note que el último bloque Lkk es una matriz cero

de dimensión uno asociado con el agente N + 1, es decir, el agente maestro y que por el
Lema 2.3 todas las sub matrices a lo largo de la diagonal son irreducibles. Adicionalmente,
reescribiendo LN×(N+1) =

[
L d

]
en donde L = (l̄i j) ∈RN×N está dada como l̄i j =−ωi j,

i 6= j, l̄ii = ∑
N+1
j=1, j 6=i ωi j, y d ∈ RN dado como d =

[
−ω1(N+1), . . . ,−ωN(N+1)

]T .

Observe que di = ωi(N+1), por lo tanto L̂ = L + D̂ = L . Además, note que L̂ es una ma-
triz irreducible diagonal dominante que tiene cuando menos un renglón con suma positiva
y que, por construcción, todos los valores en su diagonal son números reales positivos, esto
implica que, por el Lema 3.1 sabemos que todos los valores propios de L̂ tienen parte real
positiva, esto es, Re(̂λi)> 0.

Ahora solo queda por mostrar que (3.19) se cumplen si y solo si Re(µi j)< 0(i= 1, . . . ,N; j =
1,2). De hecho, el resto de esta prueba sigue los mismos pasos realizados en el Teorema 3.1.
La ligera diferencia radica en el ı́ndice i de µi j ya que en este caso debemos probar que todos
los valores propios de Θ tienen parte real negativa, por lo cual, i = 1, . . . ,N y j = 1,2, de
forma que obtenemos la misma condición de dicho teorema, pero con 1≤ i≤ N. �

El siguiente ejemplo muestra el seguimiento de la trayectoria de un agente maestro por
un grupo de cuatro agentes seguidores, en donde un subgrupo tiene acceso a la información
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compartida por dicho agente maestro. Además, se muestra las implicaciones y lo que sucede
cuando la topologı́a de comunicación extendida no contiene un árbol de expansión dirigido
con el maestro como raı́z.

Ejemplo 3.2 Consideremos N = 4 agentes inerciales idénticos con m = 10 y n = 1 grados
de libertad. Estudiaremos dos posibles topologı́as, mostradas en la Figura 3.3. En primer
lugar, aplicando el protocolo de consenso (3.16), y topologı́a de comunicación mostrada en
la Figura 3.3a, con pesos de enlace iguales ωi j = di = 1. La matriz Laplaciana L(a) y la
matriz D̂(a) son:

L(a) =


2 0 −1 −1
−1 1 0 0
−1 −1 2 0
0 0 0 0

 , D̂(a) = diag(0,1,0,1)

Siendo los valores propios (de L̂(a)) 0.6752, 1, y 2.6623± 0.5622i. Es posible verificar
que la topologı́a de comunicación extendida G+ de la Figura 3.3a contiene un árbol de
expansión dirigido con el agente maestro como raı́z, y se puede mostrar que con las ganancias
k = 1 y b = 3 se cumple la condición (3.19) del Teorema 3.2. La Figura 3.4a muestra los
estados de los agentes llegan a un consenso con referencia constante en velocidad (lı́nea
negra), en donde la velocidad (constante) de la referencia es νm = 0,5. Además en la Figura
3.4b se muestra que para ganancias k = 1 y b = 0.4 la condición (3.19) no se cumple y por
lo tanto no se logra el consenso.

Figura 3.3: Topologı́as de intercambio de información para cuatro agentes, donde uno o más
reciben información del agente maestro.

Si ahora analizamos la topologı́a de comunicación de la Figura 3.3b, podemos observar
que la topologı́a de comunicación extendida no contiene un árbol dirigido de expansión con
el agente maestro como raı́z. La matriz Laplaciana L(b) y la matriz D̂(b) de dicha topologı́a
son:

L(b) =


2 0 −1 −1
−1 1 0 0
−1 −1 2 0
0 0 0 0

 , D̂(b) = diag(0,1,0,0)
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Figura 3.4: Búsqueda del consenso con un agente maestro; a) ganancias k = 1 y b = 3 b)
ganancias k = 1 y b = 0.4, ambos casos con parámetro m = 10 y topologı́a Figura 3.3(a).

Siendo los valores propios (de L̂(b)) 0, 0.6752, y 2.6623± 0.5622i. El hecho que no
exista un árbol de expansión dirigido contenido en la topologı́a de comunicación extendida
G+ de la Figura 3.3b, nos indica que cuando menos hay un agente aislado (e.g. agente 4),
es decir, un agente que no recibe información de ningún otro agente seguidor y tampoco
del agente maestro. Note que este agente aislado no podrá llegar a un consenso con los
demás agentes, a menos que la trayectoria que describa sea exactamente la misma que el
maestro, lo cual implicarı́a que el agente maestro y dicho agente aislado tienen las mismas
condiciones iniciales, lo cual es una solución trivial. Observe que en la Figura 3.5a el agente
4 tiene las mismas condiciones iniciales que el agente maestro y por lo tanto sus trayectorias
son iguales, sin embargo, si la condición inicial de dicho agente es diferente el objetivo de
consenso no es alcanzado como lo muestra la Figura 3.5b aun cuando la condición (3.19) del
Teorema 3.2 se cumple para b = 3, k = 1 y parámetro m = 10.

Antes de analizar el caso en que el agente maestro se desplaza con una velocidad que
varı́a en el tiempo, primero lustraremos con un ejemplo que el protocolo (3.16) no es sufi-
ciente para resolver dicho problema.

Ejemplo 3.3 Consideremos N agentes inerciales idénticos con parámetro m= 10, n= 1 gra-
dos de libertad y topologı́a de comunicación mostrada en la Figura 3.3a con pesos de enlace
iguales ωi j = di = 1. Como ejemplo, sea f (t,χm,νm) = −sin(t). Observe en la Figura 3.6
que aun cuando todas las condiciones del Teorema 3.2 se cumplen, el consenso no es alcan-
zado aplicando el protocolo (3.16).

Con el ejemplo anterior se ilustra que el protocolo (3.16) no es suficiente para resolver
el problema de consenso con un agente maestro cuando la velocidad del mismo varia con
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Figura 3.5: Búsqueda del consenso con un agente maestro con ganancias k = 1 y b = 3,
topologı́a de comunicación Figura 3.3(b) y condiciones iniciales del agente 4 como: a) χ0 = 0
y ν0 = 0.5 b) χ0 = 0 y ν0 = 1, ambos casos con condiciones iniciales del agente maestro
χ0 = 0 y ν0 = 0.5.

el tiempo. En la siguiente sección se estudia un protocolo propuesto para resolver dicho
problema realizando algunas modificaciones al protocolo estudiado hasta ahora.

3.2.2. Agente Maestro con Velocidad Variante
Ahora investigaremos el problema de consenso con un agente maestro que se desplaza

a una velocidad variante en el tiempo, es decir, para el caso en que f (t,χm,νm) 6= 0. Un
protocolo estudiado en [23] es el siguiente:

ui = − k
ηi

N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j)−
b
ηi

N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j)+
m
ηi

N

∑
j=1

ωi jν̇ j

− di

ηi
[k(χi−χm)+b(νi−νm)−mν̇m] , i = 1, . . . ,N (3.20)

En donde ηi = di +∑
N
j=1 ωi j. Note que en este protocolo no solo retroalimentamos los

estados de los agentes vecinos, sino también la aceleración de dichos agentes, de igual forma
se retroalimenta la aceleración del agente maestro, sólo si el agente i recibe información del
mismo. Recuerde que la dinámica en lazo cerrado del problema de consenso con un agente
maestro con velocidad constante (3.18), está dada en función de la matriz L̂ . Con esto en
mente, es posible proponer el protocolo (3.20), con el objetivo de que, la dinámica del error
en lazo cerrado, cuando el agente maestro se desplaza a velocidad variante, quede también
en términos de L̂ . Con lo cual, es necesario definir el valor de corrección ηi.
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Figura 3.6: Búsqueda del consenso con un agente maestro con protocolo (3.16), parámetro
m = 10 y f (t,χm,νm) =−sin(t) con ganancias k = 1, b = 3 y topologı́a Figura 3.3(a).

Si definimos el error en posición y velocidad como χ̃i = χi−χm y ν̃i = νi−νm respecti-
vamente es posible escribir la dinámica del error para cada agente como:

˙̃χi = ν̃i, i = 1, . . . ,N (3.21)

˙̃νi = − k
mηi

N

∑
j=1

(`i j +di)χ̃ j−
b

mηi

N

∑
j=1

(`i j +di)ν̃ j +
1
ηi

N

∑
j=1

ωi j ˙̃ν j

Sea χ̃ =
[
χ̃T

1, . . . , χ̃
T
N
]T ∈ RnN y ν̃ =

[
ν̃T

1, . . . , ν̃
T
N
]T ∈ RnN . La dinámica del error de la red

completa es:

˙̃χ = ν̃, (3.22)

(L̂⊗ In) ˙̃ν = − k
m
(L̂⊗ In)χ̃−

b
m
(L̂⊗ In)ν̃

El siguiente resultado muestra condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales el
consenso con un agente maestro (3.26) con velocidad variante en el tiempo es alcanzado.

Teorema 3.3 Para un sistema de múltiples agentes inerciales idénticos con dinámica (3.2)
y protocolo (3.20), y un agente maestro con dinámica (3.14), donde f (t,χm,νm) 6= 0. El
consenso con un agente maestro es alcanzado si y solo si, la topologı́a de comunicación
extendida G+ contiene un árbol de expansión dirigido con el maestro como raı́z.

Prueba: En primer lugar note que, si el agente maestro es la raı́z de un árbol de expan-
sión dirigido contenido en G+, para ningún agente ηi es igual a cero, con i = 1, . . . ,N, por
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lo tanto, el protocolo (3.20) está bien definido.

Si ahora seguimos los pasos del Teorema 3.2, notamos que, como indica el Lema 3.1, la
matriz L̂ no solo tiene todos sus valores propios con parte real positiva, sino que también
es no singular. Esto nos señala que L̂ es una matriz invertible si G+ contiene un árbol de
expansión dirigido. De tal forma que podemos escribir (3.22) como

˙̃χ = ν̃,

˙̃ν = − k
m
(IN⊗ In)χ̃−

b
m
(IN⊗ In)ν̃

O en una forma más compacta como

ξ̇ = (Ω⊗ In)ξ

Con ξ =
[
χ̃T, ν̃T

]T ∈ R2nN y Ω =

[
0N IN

− k
m IN − b

m IN

]
∈ R2N×2N . Ahora debemos probar

que la matriz Ω es Hurwitz. Sean µ los valores propios de Ω. Entonces se tiene que

det(µI2N−Ω) = det
(

µIN −IN
k
m IN µIN + b

m IN

)
= µ2 +µ

b
m
+

k
m

Por lo tanto, es necesario analizar las raı́ces del polinomio caracterı́stico de Ω, entonces

µi =
− b

m ±
√
( b

m)
2−4 k

m

2
Es fácil observar que para cualquier k,b > 0 los valores propios de Ω tienen parte real

negativa y por lo tanto es Hurwitz. Lo cual implica que el consenso con un agente maestro
se logra. �

Ahora ilustraremos este resultado con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4 Consideremos N agentes inerciales idénticos con parámetro m = 10, n = 1
grados de libertad y topologı́a de comunicación mostrada en la Figura 3.3a con pesos de en-
lace iguales ωi j = di = 1. Nuevamente como ejemplo, sea f (t,χm,νm) =−sin(t). La matriz
Laplaciana L y la matriz D̂ son:

L =


2 0 −1 −1
−1 1 0 0
−1 −1 2 0
0 0 0 0

 , D̂ = diag(0,1,0,1)

Del Teorema 3.3 podemos observar que la estabilidad del error no depende de los valores
propios de L̂ , sino que, solo debemos analizar si la topologı́a de comunicación extendida G+
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Figura 3.7: Posición y velocidad de múltiples agentes inerciales idénticos con parámetros
m = 10, ganancias b = 1 y k = 1 y pesos de enlace ωi j = di = 1 siguiendo un agente maestro
con f (t,χm,νm) =−sin(t).

contiene un árbol dirigido de expansión con la referencia como raı́z. Es claro que la topologı́a
de la Figura 3.3a cumple con dicha condición. En la Figura 3.7 podemos observar que con el
protocolo (3.20) el grupo de agentes seguidores llegan a un consenso con un agente maestro
(lı́nea negra) cuando este se desplaza a una velocidad variante.

En la siguiente sección se realizan modificaciones a los protocolos (3.4), (3.16) y (3.20)
para garantizar que el grupo de agentes mantengan desviaciones entre sus estados.

3.3. Extensión a Desviaciones Relativas al Estado
Hasta ahora, hemos resuelto los problemas de consenso entre agentes (3.3) y consenso

con un agente maestro (3.26). Sin embargo, dadas las definiciones de consenso como (3.3)
y (3.26), éstas implican que el grupo de agentes asintóticamente ocupan el mismo espacio,
esto resulta fı́sicamente imposible y se vuelve un problema cuando se busca trasladar estos
resultados a una aplicación real. Es por esto que surge la necesidad de extender estos re-
sultados teóricos para garantizar que el grupo de agentes mantengan diferencias entre sus
estados, principalmente entre sus posiciones. En este mismo sentido, también en términos de
una posible aplicación, se podrı́a buscar que un grupo de agentes mantengan una formación
mientras llegan a un consenso, o mientras siguen una referencia en posición determinada por
un agente maestro.

En esta sección, retiraremos las suposiciones realizadas en las secciones anteriores, es
decir, ya no consideraremos que sea posible que los agentes ocupen el mismo espacio. Es
por este motivo, que resulta necesario modificar los protocolos propuestos anteriormente,
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para garantizar una desviación de estados deseada entre las posiciones (y potencialmente
velocidades) de los agentes inerciales y la posición del maestro (en el caso correspondiente).

3.3.1. Consenso Entre Agentes con Desviaciones de Estados
Ahora, el problema a resolver consiste en, garantizar que las posiciones (y posiblemente

velocidades), convergen a un valor deseado de separación entre agentes. Entonces, la nueva
definición de consenso que buscaremos resolver es:

|χi−χ j| → ∆i j y |νi−ν j| → ∆̇i j, conforme t→ ∞; ∀i, j (3.23)

En donde ∆i j y ∆̇i j denotan los valores de separación deseada entre la posición y velo-
cidad, respectivamente, del agente i y el agente j. Para garantizar la convergencia a dichas
diferencias el protocolo de consenso (3.4) puede ser modificado de la siguiente forma:

ui = mδ̈i− k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j− (δi−δ j))−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j− (δ̇i− δ̇ j)), i = 1, . . . ,N

(3.24)
En donde ∆i j , δi− δ j,∀i 6= j, denota la separación deseada en posición y ∆̇i j , δ̇i−

δ̇ j,∀i 6= j en velocidad. Observe que el protocolo (3.24) puede ser utilizado para resolver
un problema de control de formación, en donde se definen solo desviaciones en posición.
Sin embargo, este protocolo también permite definir diferencias en velocidad. Note que el
protocolo (3.4) corresponde al caso en que ∆i j = 0,∀i 6= j.

Teorema 3.4 Con el protocolo de consenso (3.24) χi− χ j → δi− δ j y νi− ν j → δ̇i− δ̇ j
asintóticamente si y solo si, la topologı́a de comunicación G contiene un árbol dirigido de
expansión y

b2

mk
> máx

2≤i≤N

Im(λi)
2

Re(λi) [Re(λi)2 + Im(λi)2]
(3.25)

En donde λi con i= 2, . . . ,N son los valores propios diferentes de cero de la matriz Lapla-
ciana L . Además, si el consenso idéntico completo es alcanzado, ||(νi− δ̇i)−∑

N
j=1 p jν j(0)||→

0 y (χi−δi)−∑
N
j=1 p jχ j(0)|| → 0 conforme t→ ∞, en donde p es el único vector propio iz-

quierdo de L asociado con el valor propio 0 satisfaciendo pT1N = 1.

Prueba: Con el protocolo de consenso (3.24), es posible escribir (3.7) como:

˙̂ψ = (Ξ⊗ In)ψ̂

En donde ψ̂ =
[
χ̂T, ν̂T

]T ∈R2nN , con χ̂ =
[
χ̂T

1, . . . , χ̂
T
N
]T ∈RnN , ν̂ =

[
ν̂T

1, . . . , ν̂
T
N
]T ∈RnN ,

y los estados χ̂i = χi−δi y ν̂i = νi− δ̇i. La matriz Ξ permanece igual que en la ecuación (3.7).

Ahora, siguiendo los pasos del Teorema 3.1 sabemos que χ̂i→ χ̂ j y ν̂i→ ν̂ j asintótica-
mente si y solo si G contiene un árbol dirigido de expansión y (3.25) se cumple. El resto
de la prueba sigue el hecho que χ̂i → χ̂ j y ν̂i → ν̂ j es equivalente a χi− χ j → δi− δ j y
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νi−ν j→ δ̇i− δ̇ j respectivamente. �

Ilustraremos este resultado con un ejemplo.

Ejemplo 3.5 Para este ejemplo consideraremos los mismos parámetros, ganancias y topo-
logı́a de comunicación del Ejemplo 3.1, en este caso solo queda por definir las diferencias de
estados que buscamos entre agentes. Supongamos que buscamos mantener una separación
entre las posiciones de los agentes, lo cual es similar al problema de control de formación,
en donde el grupo de agentes se desplazan con la misma velocidad mientras mantienen algún
tipo de alineación en términos de sus posiciones. En este ejemplo, buscamos mantener una
formación en lı́nea, de tal forma que definimos las desviaciones en posición como δ1 = 25,
δ2 = −25, δ3 = 15, δ4 = −15, δ5 = 5 y δ6 = −5. Recuerde que en el Ejemplo 3.1 se plan-
teó que los agentes tienen solo 1 grado de libertad. El objetivo de definir estas desviaciones
es que los agentes mantengan una diferencia de 10 metros entre sus posiciones.

Figura 3.8: Consenso entre agentes inerciales idénticos con desviación de estados en posi-
ción.

Debido a que se busca mantener una desviación constante en posición, las desviacio-
nes en velocidad son δ̇i = 0,∀i. La Figura 3.8 muestra como los agentes mantienen dicha
formación mientras se mueven con la misma velocidad.

3.3.2. Consenso con un Agente Maestro a Velocidad Constante y Des-
viaciones de Estados

Ahora consideraremos el caso en el que se busca garantizar una desviación de estados
cuando se sigue a una referencia en posición determinada por un agente maestro que se
desplaza a una velocidad constante, es decir, el problema de la sección 3.2.1 con desviaciones
de estados. En esta situación se desea mantener una diferencia de estados ∆i j entre agentes y
una diferencia ∆im con el maestro (en el caso que di > 0), esto es:
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|χi−χm| → ∆im y |νi−νm| → ∆̇im, conforme t→ ∞; ∀i (3.26)

En donde, ∆im y ∆̇im, denotan el valor de separación deseada entre la posición y velocidad,
respectivamente, del agente i con respecto al agente maestro. Dada esta situación, es posible
modificar el protocolo (3.18) con este objetivo

ui = mδ̈i− k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j− (δi−δ j))−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j− (δ̇i− δ̇ j))

−di

[
k(χi−δi−χm)+b(νi− δ̇i−νm)

]
, i = 1, . . . ,N (3.27)

En donde ∆i j , δi− δ j,∀i 6= j, denota la separación deseada entre la posición de los
agentes seguidores y el termino ∆im , δi define la separación deseada entre la posición del
agente i y el maestro en caso que el agente i reciba información del maestro.

Observe que el protocolo (3.27) también permite definir desviaciones de estados tanto
en posición como en velocidad y que dicha desviación puede variar con el tiempo. Note
que en este caso, los agentes seguidores mantienen una geometrı́a de formación mientras
el centroide de dicha formación sigue una referencia en posición determinada por el agente
maestro.

Teorema 3.5 Con el protocolo de consenso (3.27) χi− χ j → δi− δ j y νi− ν j → δ̇i− δ̇ j,
además, χi→ χm +δi y νi→ νm + δ̇i asintóticamente si y solo si, la topologı́a de comunica-
ción G+ contiene un árbol dirigido de expansión con el agente maestro como raı́z y

b2

mk
> máx

1≤i≤N

Im(̂λi)
2

Re(̂λi)
[
Re(̂λi)2 + Im(̂λi)2

] (3.28)

En donde λ̂i con i = 1, . . . ,N son los valores propios de la matriz L̂ .

Prueba: En primer lugar definimos los estados de los agentes como χ̂i = χi− δi y ν̂i =
νi − δ̇i. Posteriormente definimos el error en términos de los nuevos estados como χ̃i =
χ̂i−χm y ν̃i = ν̂i−νm. La dinámica del error tiene la misma forma que (3.18) con las nue-
vas definiciones. Lo que sigue en esta prueba, son los pasos realizados en la demostración
del Teorema 3.2. en donde se analizan los valores propios de la matriz Θ y que deriva en la
condición (3.28).

El resto de la prueba sigue el hecho que χ̂i → χm y ν̂i → νm, lo cual es equivalente a
χi→ χm+δi y νi→ νm + δ̇i respectivamente, además, χi−χ j→ δi−δ j y νi−ν j→ δ̇i− δ̇ j.
�

Ilustraremos este resultado con un ejemplo más.
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Ejemplo 3.6 En este ejemplo, consideraremos los mismos parámetros, ganancias y topo-
logı́a de comunicación (Figura 3.3a) del Ejemplo 3.2. Sin embargo, ahora supondremos que
los agentes inerciales (seguidores y maestro) se desplazan en un plano, es decir, tienen dos
grados de libertad, esto es xi,ui,xm ∈ R2. Además, buscamos que los agentes seguidores
mantengan una geometrı́a de formación en forma de diamante mientras siguen la referencia
en posición determinada por el agente maestro. Note que para mantener dicha formación, las
velocidades de los seguidores deben igualarse a la del agente maestro y por lo tanto la desvia-
ción en términos de velocidad es δ̇i = 0,∀i. Sean las desviaciones en posición δ1 =

[
0 2

]T,
δ2 =

[
−2 0

]T, δ3 =
[

0 −2
]T y δ4 =

[
2 0

]T.

Figura 3.9: Geometrı́a de la formación de agentes seguidores con protocolo (3.27) siguiendo
una referencia determinada por un agente maestro con velocidad constante.

Observe en la Figura 3.9 que los agentes seguidores mantienen la formación deseada
mientras siguen la trayectoria en posición descrita por el agente maestro.

3.3.3. Consenso con un Agente Maestro a Velocidad Variante y Desvia-
ciones de Estados

De igual forma que en las secciones anteriores, el protocolo (3.20) puede ser modificado
de forma que los agentes seguidores sean capaces de seguir las trayectorias de un agente
maestro cuando este se desplaza con una velocidad que puede variar con el tiempo.

ui = mδ̈i−
k
ηi

N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j− (δi−δ j))−
b
ηi

N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j− (δ̇i− δ̇ j)) (3.29)

+
m
ηi

N

∑
j=1

ωi j(ν̇ j− δ̈ j)−
di

ηi

[
k(χi−δi−χm)+b(νi− δ̇i−νm)−mν̇m

]
, i = 1, . . . ,N
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En donde, además de los términos relacionados con las desviaciones discutidos ante-
riormente, note que, como se habı́a discutido con anterioridad, la desviación en posición y
velocidad puede variar con el tiempo y que, por lo tanto, en el protocolo (3.29) también es
considerada la aceleración de la desviación tanto del agente i como del j. Con respecto a este
protocolo tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.6 Para un sistema de múltiples agentes inerciales idénticos con dinámica (3.2) y
protocolo (3.29), y un agente maestro con dinámica (3.14), donde f (t,χm,νm) 6= 0. χi−χ j→
δi− δ j, νi−ν j → δ̇i− δ̇ j, además, χi→ χr + δi y νi→ νr + δ̇i asintóticamente si y solo si,
la topologı́a de comunicación extendida G+ contiene un árbol dirigido de expansión con el
agente maestro como raı́z.

Prueba: De igual forma que en la prueba del teorema anterior, en primer lugar definimos
los estados de los agentes como χ̂i = χi−δi y ν̂i = νi− δ̇i. Posteriormente definimos el error
en términos de los nuevos estados como χ̃i = χ̂i−χm y ν̃i = ν̂i−νm. La dinámica del error
tiene la misma forma que (3.22) con las nuevas definiciones. Los pasos siguientes son los
realizados en la prueba del Teorema 3.3.

El resto de la prueba sigue el hecho que χ̂i → χm y ν̂i → νm, lo cual es equivalente a
χi→ χm+δi y νi→ νm + δ̇i respectivamente, además, χi−χ j→ δi−δ j y νi−ν j→ δ̇i− δ̇ j.
�

Ilustraremos este resultado con un ejemplo.

Ejemplo 3.7 Para este ejemplo, consideremos los mismos parámetros y topologı́a de comu-
nicación utilizadas en el Ejemplo 3.4, ahora con ganacias b,k = 10. En este caso en parti-
cular, consideraremos que los agentes tienen n = 2 grados de libertad. Además, buscamos
que los agentes mantengan una formación en diamante alrededor de la posición del agen-
te maestro mientras siguen su trayectoria. Las desviaciones necesarias para mantener dicha
formación son δ1 =

[
0 0,2

]T, δ2 =
[
−0,2 0

]T, δ3 =
[

0 −0,2
]T y δ4 =

[
0,2 0

]T.

Debido a que se busca mantener una desviación constante en posición, las desviacio-
nes en velocidad son δ̇i =

[
0 0

]T
,∀i. La Figura muestra como los agentes mantienen

dicha formación mientras siguen una referencia basada en modelo en donde f (t,χm,νm) =[
−0,05sin(0,1t) −0,05cos(0,1t)

]T.

Hasta ahora, en este capı́tulo, se han desarrollado protocolos de consenso para resolver
los problemas de consenso entre agentes y consenso con un agente maestro. Sin embargo, al
inicio del mismo, se realizó una fuerte suposición, esta fue, que los agentes inerciales tienen
masas iguales. Los resultados obtenidos hasta el momento muestran condiciones necesarias
y suficientes bajo las cuales los problemas planteados son resueltos para agentes inerciales
idénticos. No obstante, como se mencionó anteriormente, Spong en [15, 16], mostro que,
cuando se consideran masas diferentes para cada agente, el comportamiento colectivo del
grupo podrı́a ser inestable. Con lo cual, es necesario analizar dicho caso. Además, pensando
en posibles aplicaciones, sabemos que un par de agentes, por muy similares que parezcan,
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Figura 3.10: Geometrı́a de la formación de agentes seguidores con protocolo (3.29) siguiendo
una referencia determinada por un agente maestro con velocidad variante.

tienen ciertas diferencias entre ellos, una de estas, podrı́a ser la masa.

En el siguiente capı́tulo, se analiza el problema de consenso entre agentes y consenso
con un agente maestro en agentes inerciales con masas diferentes.
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Capı́tulo 4

Agentes Inerciales con Masas Diferentes

A lo largo de este capı́tulo, retomaremos los problemas de consenso tratados en el capı́tu-
lo anterior. Sin embargo, ahora consideraremos que los agentes tienen masas diferentes, esto
es, mi > 0 ∀i = 1, . . . ,N. Seguiremos suponiendo que tenemos un grupo de N agentes iner-
ciales con modelo:

miẍi = ui, i = 1, . . . ,N (4.1)

En donde xi ∈ Rn denota la posición del agente, mi > 0 es la inercia, y ui ∈ Rn es la
entrada del sistema. Si definimos las variables de estado como posición χi = xi y velocidad
νi = ẋi, es posible escribir el modelo de agente en términos de sus estados

χ̇i = νi

miν̇i = ui, i = 1, . . . ,N (4.2)
yi =

[
χT

i νT
i
]T
, i = 1, . . . ,N

En donde yi, denota las variables medibles del agente i. Además, supondremos que la
topologı́a de comunicación esta previamente dada y que, la cantidad de agentes y enlaces no
cambia, tampoco lo hacen la dirección de los mismos y que no existen retardos de comuni-
cación.

4.1. Consenso Entre Agentes
En esta sección, en primer lugar (y de la misma forma que en la sección 3.1), supon-

dremos que el modelo de agente (4.2), es un modelo ideal, es decir, supondremos que los
agentes pueden compartir la misma posición (esta suposición se retirará más adelante). Por
tal motivo, el problema de consenso entre agentes a resolver es:

|χi−χ j| → 0 y |νi−ν j| → 0, conforme t→ ∞; ∀i, j (4.3)

Note que, el objetivo es, que los errores entre los estados de todos los agentes en la red,
sea asintóticamente cero. Con este objetivo, de manera natural, surge la idea de retroalimen-
tar los errores entre los estados de un agente y sus vecinos en la red. Es por esto, y tomando
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en cuenta las restricciones previamente mencionadas, que se puede proponer el protocolo de
consenso como:

ui =−k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j)−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j), i = 1, . . . ,N (4.4)

En donde b,k > 0 son ganancias constantes a diseñar, ωi j > 0 si existe el enlace ( j, i), es
decir, el agente i recibe información del agente j y ωii = 0 (Note que, aun cuando estamos
considerando agentes con masas diferentes, estaremos utilizando el mismo protocolo estu-
diado en la sección 3.1).

La dinámica en lazo cerrado del modelo de agente inercial (4.2) y el protocolo de con-
senso (4.4) es

χ̇i = νi

miν̇i = −k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j)−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j), i = 1, . . . ,N (4.5)

Tomando en cuenta la observación 3.1, la dinámica (4.5) puede ser escrita de forma
equivalente como:

χ̇i = νi

miν̇i = −k
N

∑
j=1

`i jχ j−b
N

∑
j=1

`i jν j, i = 1, . . . ,N (4.6)

Con `i j como el i j-ésimo elemento de la matriz Laplaciana L ∈RN×N . Sea χ=
[
χT

1, . . . ,χ
T
N
]T ∈

RnN y ν =
[
νT

1, . . . ,ν
T
N
]T ∈ RnN es posible escribir (4.6) como

χ̇ = ν

(M⊗ In)ν̇ = −k(L⊗ In)χ−b(L⊗ In)ν (4.7)

En donde M = diag(m1, . . . ,mN) ∈ RN×N .

Observación 4.1 Note que M es una matriz diagonal con todos sus elementos diferentes de
cero y que, por lo tanto, sabemos que existe su inversa, más aun, sabemos que dicha inversa
tiene la forma M−1 = diag( 1

m1
, . . . , 1

mN
). Además, observe que podrı́a pensarse que M−1L es

una matriz laplaciana de fuerza de acoplamiento por unidad de masa del agente, esto es, los
pesos de enlace de entrada del agente i, estará siendo divididos por el valor de la masa de
dicho agente. Para mostrar esto definiremos dicha matriz. Sea la matriz Γ = M−1L = (γi j)∈
RN×N como

γii =
1
mi

N

∑
j=1

ωi j, γi j =−
ωi j

mi
, i 6= j (4.8)
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Puede observarse que Γ cumple la propiedad (2.8). Más aún, tiene las mismas propieda-
des mostradas por el Lema 2.1 y Lema 2.2.

Teniendo lo anterior en mente, sea ψ =
[
χT,νT

]T ∈ R2nN , note que es posible escribir la
dinámica (4.7) como

ψ̇ = (ϒ⊗ In)ψ (4.9)

En donde ϒ =

[
0N IN
−kΓ −bΓ

]
∈R2N×2N , además, In y IN denotan la matriz identidad de

tamaño n× n y N×N respectivamente, ası́ como 0N denota un matriz de ceros de tamaño
N×N, adicionalmente ⊗ denota el producto de Kronecker.

Note que es posible aplicar el mismo razonamiento realizado en la Sección 3.1 con
respecto a el análisis de convergencia del sistema lineal (4.6). De hecho, si denotamos a
µi j(i = 1, . . . ,N, j = 1,2) y λi(i = 1, . . . ,N) como los valores propios de ϒ y Γ respectiva-
mente, el polinomio caracterı́stico de ϒ estará determinado ahora de la siguiente forma:

det(µI2N−ϒ) = det
(

µIN −IN
kΓ µIN +bΓ

)
= det

(
µ2IN +(k+bµ)Γ

)
Por lo tanto

µi,1 =
−bλi +

√
(bλi)2−4(kλi)

2

µi,2 =
−bλi−

√
(bλi)2−4(kλi)

2
, i = 1, . . . ,N (4.10)

De este análisis surge un resultado similar al Teorema 3.1. El siguiente teorema muestra
condiciones necesarias y suficientes con las cuales el consenso idéntico completo es alcan-
zado.

Teorema 4.1 Consenso idéntico completo, para un sistema de múltiples agente inerciales
(4.9) con protocolo (4.4), puede ser alcanzado si y solo si, la topologı́a de comunicación G
contiene un árbol dirigido de expansión y

b2

k
> máx

2≤i≤N

Im(λi)
2

Re(λi) [Re(λi)2 + Im(λi)2]
(4.11)

En donde λi con i = 2, . . . ,N son los valores propios diferentes de cero de la matriz Γ.
Además, si el consenso idéntico completo es alcanzado, ||νi−∑

N
j=1 p jν j(0)|| → 0 y χi−

∑
N
j=1 p jχ j(0)|| → 0 conforme t → ∞, en donde p es el único vector propio izquierdo de Γ

asociado con el valor propio 0 satisfaciendo pT1N = 1.
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Prueba: La estructura de esta prueba está diseñada de la siguiente forma; En primer lugar
probaremos que el consenso es alcanzado asintóticamente, si y solo si, ϒ tiene exactamente
dos valores propios cero y todos los demás valores propios tienen parte real negativa (Lema
4.1 en [23]). En segundo lugar daremos condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales
se cumple lo anterior mencionado, esto es, se dan condiciones sobre la topologı́a de comu-
nicación para asegurar que ϒ tenga solo dos valores propios cero y condiciones sobre b y k
con las cuales se asegura que el resto de valores propios tienen parte real negativa.

(Suficiencia) En primer lugar mostraremos que el valor propio cero de ϒ tiene multi-
plicad geométrica igual a uno, cuando ϒ tiene exactamente dos valores propios cero. Sea
q =

[
qT

a ,q
T
b

]T , en donde qa,qb ∈ RN , es un vector propio de ϒ asociado con el valor propio
cero, entonces sabemos que

ϒq =

[
0N IN
−kΓ −bΓ

][
qa
qb

]
=

[
0N
0N

]
Lo cual implica que qb = 0N y −kΓqa = 0N , donde 0N denota el N×1 vector de ceros,

esto es, qa es un vector propio de −Γ asociado con el valor propio cero de −Γ. Debido a
que ϒ tiene exactamente dos valores propios igual a cero, sabemos por (4.10) que −Γ tiene
exactamente un valor propio cero. Por lo cual, vemos que −Γ tiene un solo vector propio
linealmente independiente qa asociado con el valor propio cero, lo cual implica que ϒ tiene
un solo vector propio linealmente independiente q =

[
qT

a ,0T
N
]T asociado con el valor propio

cero, esto es, el valor propio cero de ϒ tiene multiplicidad algebraica igual a dos pero multi-
plicad geométrica igual a uno.

Note que ϒ puede ser escrito en su forma canónica de Jordan como

ϒ = PJP−1

=
[

ζ1 , . . . , ζ2N
] 0 1 01×(2N−2)

0 0 01×(2N−2)
01×(2N−2) 01×(2N−2) J′


 ρT

1
...

ρT
2N

 (4.12)

En donde ζ j y ρ j ( j = 1, . . . ,2N) son los vectores propios izquierdos y derechos o vec-
tores propios generalizados izquierdos y derechos de ϒ, y J′ es la matriz diagonal superior
por bloques de Jordan correspondiente a los valores propios diferentes de cero λi1 y λi2,
i = 2, . . . ,N.

Sin pérdida de generalidad, elegimos ζ1 =
[
1T

N ,0T
N
]T y ζ2 =

[
0T

N ,1T
N
]T , donde se puede

verificar que ζ1 y ζ2 son un vector propio derecho y un vector propio derecho generalizado
de ϒ asociados con el valor propio cero, respectivamente. Note que ϒ tiene exactamente dos
valores propio cero, sabemos que −Γ tiene un valor propio simple cero, lo cual implica que
existe un N× 1 vector positivo p tal que pT Γ = 0 y 1T

N p = 1. Puede verificarse que ρ1 =[
pT ,0T

N
]T y ρ2 =

[
0T

N , pT ]T son vectores propios izquierdos y vectores propios izquierdos
generalizados de ϒ asociados con el valor propio cero, respectivamente, en donde ρT

1 ζ1 = 1 y
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ρT
2 ζ2 = 1. Notando que los valores propios λi1 y λi2, i = 2, . . . ,N, tienen parte real negativa,

vemos que

eϒt = PeJtP−1

= P

 1 t 01×(2N−2)
0 1 01×(2N−2)

01×(2N−2) 01×(2N−2) J′t

P−1

Lo cual converge a
[

1N pT t1N pT

0N×N 1N pT

]
para un t grande donde usamos el hecho que

eJt → 0(2N−2)×(2N−2) para un t grande.

Note que para un t grande[
χ(t)
ν(t)

]
→
([

1N pT t1N pT

0N×N 1N pT

]
⊗ In

)[
χ(0)
ν(0)

]
Vemos que χ(t)→ (1N pT ⊗ In)χ(0)+ t(1N pT ⊗ In)ν(0) y ν(t)→ (1N pT ⊗ In)ν(0) para

un t grande. Como resultado sabemos que ||χi(t)−χ j(t)|| → 0 y ||νi(t)−ν j(t)|| → 0, con-
forme t→ ∞, esto es, el consenso es alcanzado para un grupo de agentes.

(Necesidad) Suponga que la condición suficiente que ϒ tenga exactamente dos valores
propios cero y todos los demás valores propios tienen parte real negativa no se cumple. Note
que ϒ tiene al menos dos valores propios cero, el hecho que la condición de suficiencia no
se cumpla implica que ϒ tiene más de dos valores propios cero o, tiene dos valores propios
cero y uno con parte real positiva. Sin pérdida de generalidad, asuma que µ1 = µ2 = 0 y
Re(µ3) ≥ 0, en donde, µk, k = 1, . . . ,2N, denota el k-ésimo valor propio de ϒ y Re(·) repre-
senta la parte real de un número. Sea J = [ jkl] la forma canónica de Jordan de ϒ, sabemos
que jkk = µk, k = 1, . . . ,2N. Entonces vemos que e jkkt 6= 0, k = 1,2,3, para un t grande, lo
que implica que las primeras tres filas de eJt son linealmente independientes para un t gran-
de. Por lo tanto, sabemos que el rango de eJt es cuando menos tres para un t grande, lo cual
implica que el rango de eϒt es cuando menos tres para un t grande. Note que el consenso es

alcanzado asintóticamente si y solo si eϒt →
[

1N pT

1NqT

]
para un t grande, en dónde p y q son

vectores de dimensión N×1. Como resultado, el rango de eϒt no puede exceder de dos para
un t grande. Esto resulta en una contradicción.

Si bien, hasta ahora hemos considerado que todos los valores propios diferentes de cero
de ϒ tienen parte real negativa, debemos dar condiciones sobre k y b, bajo las cuales esto
se cumpla. En primer lugar, por el Lema 2.1 sabemos que la matriz Γ tiene un único valor
propio cero y los demás con parte real positiva si, y solo si, la topologı́a de comunicación
G contiene un árbol de expansión dirigido. La existencia de un árbol de expansión dirigi-
do contenido en la topologı́a de comunicación implica que ϒ tiene solo dos valores propios
cero, esto es un punto vital con el cual se prueba que el consenso entre agentes es alcan-
zado. Sin embargo, hasta ahora hemos supuesto que los valores propios de ϒ tienen parte
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real negativa. De tal forma que solo queda por demostrar que (4.11) se mantiene si y solo si
Re(µi j)< 0(i = 2, . . . ,N, j = 1,2).

Sea
√

(bλi)2−4(kλi) = α+ iβ en donde α y β son números reales e i =
√
−1. De (4.10),

Re(µi j)< 0(i= 2, . . . ,N, j = 1,2) si y solo si−bRe(λi)<α< bRe(λi), lo cual es equivalente
a α2 < (bRe(λi))

2. Entonces es suficiente con probar que (4.11) se mantiene si y solo si
α2 < (bRe(λi))

2. Es fácil observar que

(bλi)
2−4(kλi) = (α+ iβ)2

Y separando las partes reales e imaginarias obtenemos

α
2−β

2 = b2 [Re(λi)
2− Im(λi)

2]−4kRe(λi)

αβ = b2 [Re(λi)Im(λi)]−2kIm(λi)

Realizando cálculos simples tenemos

α
4−
[
b2(Re(λi)

2− Im(λi)
2)−4kRe(λi)

]
α

2− Im(λi)
2 [b2Re(λi)−2k

]2
= 0

Con lo cual es fácil observar que α2 < (bRe(λi))
2 si y solo si (4.11) se mantiene. �

Para ilustrar este resultado, realizaremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1 Considere un grupo de N = 6 agentes inerciales con masas m1 = 1, m2 = 2,
m3 = 3, m4 = 4, m5 = 5 y m6 = 6, con n = 1 grados de libertad, esto es, x ∈ R, es decir, los
agentes se desplazan solo en una dimensión. Supongamos que la topologı́a de comunicación
entre agentes es la mostrada en la Figura 3.1, con pesos de enlace ωi j = 1. Tenemos que la
matriz de fuerzas de acoplamiento por unidad de masa Γ es:

Γ = M−1L =



3 0 0 −1 −1 −1
−1

2
1
2 0 0 0 0

−1
3 −1

3
2
3 0 0 0

−1
4 0 0 1

4 0 0
0 0 0 −1

5
1
5 0

0 0 0 0 −1
6

1
6


En donde L es la matriz Laplaciana asociada al grafo de la Figura 3.1. Los valores propios

diferentes de cero de Γ son; 0.2670±0.0840i, 0.5, 0.6667 y 3.0824. Aplicando el protocolo
de consenso (4.4), necesitamos verificar que las condiciones del Teorema 4.1 se cumplen. Es
posible verificar que la topologı́a de comunicación de la Figura 3.1 contiene un árbol dirigido
de expansión.

En la Figura 4.1 se muestran los estados de los agentes en dos escenarios diferentes; Por
un lado en el inciso a), las ganancias son b = 2 y k = 4, dichas ganancias son tales que cum-
plen con la condición (4.11) del Teorema 4.1, y se puede observar que el consenso idéntico
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completo es alcanzado. Sin embargo, si modificamos las ganancias de tal forma que la con-
dición (4.11) no se cumpla, por ejemplo b = 1 y k = 4, se puede observar que el consenso no
es alcanzado como se ilustra en el inciso b).

Figura 4.1: Posición y velocidad de agentes inerciales con protocolo (3.4) con ganancias
b = 2,k = 4 a) y b = 1,k = 4 b).

Sin embargo, en muchos de los casos es necesario que la velocidad del grupo de agentes
sea igual a un valor deseado. Para ello hay que considerar un protocolo diferente, el cual
será analizado en la siguiente sección.

4.2. Consenso con un Agente Maestro
Hasta ahora hemos probado que con el algoritmo (3.4), es posible resolver el problema

de consenso entre agentes inerciales con masas diferentes, observamos que bajo ciertas con-
diciones los estados de todos los agentes convergen a un valor común. Sin embargo, dicho
valor es inherentemente constante en velocidad, debido a que depende de las condiciones
iniciales. Esto podrı́a no ser apropiado en algunas aplicaciones en donde existe un valor
deseado o un valor de referencia al cual se debe converger. En este capı́tulo investigaremos
dicho problema desde el enfoque de arreglos maestro seguidores.

De igual forma que en la sección 4.1 suponga que existen N agentes inerciales seguidores
y un agente maestro. Este agente maestro es quien define los valores de referencia en posición
y velocidad con los cuales los N seguidores deben llegar a un consenso. Este agente maestro
tiene dinámica

ẍm = f (t,xm, ẋm) (4.13)
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Con xm ∈ Rn y f : Rn×Rn×R+→ Rn continua por pedazos y localmente Lipschitz, y
puede ser escrito en términos de sus variables de estado como posición y velocidad, χm = xm
y νm = ẋm respectivamente como

χ̇m = νm

ν̇m = f (t,χm,νm) (4.14)

El principal objetivo de este capı́tulo es proponer y estudiar algoritmos de consenso que
aseguren que cada agente inercial logre llegar a un consenso con un agente maestro que se
desplaza a una velocidad constante o variante con el tiempo. Además, supondremos que la
información compartida por el maestro está disponible solo para un subgrupo de agentes
seguidores. Diremos que el problema de consenso con un agente maestro se resuelve cuando

|χi−χm| → 0 y |νi−νm| → 0, conforme t→ ∞; ∀i (4.15)

Note que, en esta sección, suponemos que tanto los agentes seguidores, ası́ como el agen-
te maestro, pueden compartir el mismo espacio. Posteriormente, retiraremos dicha suposi-
ción.

4.2.1. Agente Maestro con Velocidad Constante
En esta sección, consideraremos que el agente maestro se desplaza a una velocidad cons-

tante, es decir, f (t,χm,νm) = 0. Para agentes inerciales con dinámica (4.2), un algoritmo de
consenso para el seguimiento de un agente maestro que se desplaza a velocidad constate se
da como

ui =−k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j)−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j)−di [k(χi−χm)+b(νi−νm)] , i = 1, . . . ,N

(4.16)
En donde di > 0 si el agente i recibe información de la referencia y di = 0 de lo contrario.

Observe que el algoritmo (4.16) es similar a (4.4), en este caso, también se consideran las
diferencias entre los estados del agente i y el agente maestro solo si i es capaz de recibir
dicha información, esto es, di > 0 (Note que, aun cuando estamos considerando agentes con
masas diferentes, estaremos utilizando el mismo protocolo estudiado en la sección 3.2.1).

Es posible aplicar el protocolo (4.16), de tal forma que la dinámica en lazo cerrado de-
terminado por las ecuaciones (4.2) y (4.16) es

χ̇i = νi (4.17)

miν̇i = −k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j)−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j)−di [k(χi−χm)+b(νi−νm)] , i = 1, . . . ,N

O bien, de forma equivalente, (4.17) puede ser escrita como
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χ̇i = νi (4.18)

miν̇i = −k
N

∑
j=1

`i jχ j−b
N

∑
j=1

`i jν j−di [k(χi−χm)+b(νi−νm)] , i = 1, . . . ,N

Si definimos el error como χ̃i = χi−χm y ν̃i = νi−νm es posible escribir la dinámica del
error para cada agente como:

˙̃χi = ν̃i (4.19)

mi ˙̃νi = −k
N

∑
j=1

(`i j +di)χ̃ j−b
N

∑
j=1

(`i j +di)ν̃ j, i = 1, . . . ,N

Sea χ̃=
[
χ̃T

1, . . . , χ̃
T
N
]T ∈RnN y ν̃=

[
ν̃T

1, . . . , ν̃
T
N
]T ∈RnN entonces escribimos (4.19) como

˙̃χ = ν̃

(M⊗ In) ˙̃ν = −k(L̂⊗ In)χ̃−b(L̂⊗ In)ν̃ (4.20)

Con M = diag(m1, . . . ,mN). La dinámica del error de la red completa es:

ξ̇ = (Φ⊗ In)ξ (4.21)

En donde Φ =

[
0N IN

−kΓ̂ −bΓ̂

]
∈ R2N×2N , con Γ̂ = M−1L̂ = M−1(L + D̂) y la matriz

D̂ = diag(d1, . . . ,dN).

Los valores propios de la matriz Φ juegan un rol importante en el análisis de estabilidad
de la dinámica de error (4.21). Para demostrar que la dinámica del error es asintóticamente
estable en 0, debemos analizar los valores propios de Φ, y sabemos que es suficiente con
que todos los valores propios de Φ tengan parte real negativa. Para ello es posible realizar el
mismo razonamiento que derivo en la ecuación (4.10).

Ahora sean µi j(i= 1, . . . ,N, j = 1,2) y λ̂i(i= 1, . . . ,N), los valores propios de la matriz Φ

y Γ̂ respectivamente. Consideraremos que en este caso λ̂i toma el lugar de λi de la ecuación
(4.10). El siguiente resultado presenta condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales Φ

es Hurwitz.

Teorema 4.2 Para un sistema de múltiples agentes inerciales con dinámica (4.2) y proto-
colo (4.16), y un agente maestro con dinámica (4.14), donde f (t,χm,νm) = 0. El consenso
con un agente maestro es alcanzado si y solo si, la topologı́a de comunicación extendida G+

contiene un árbol de expansión dirigido con el maestro como raı́z y se mantiene la desigual-
dad
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b2

k
> máx

1≤i≤N

Im(̂λi)
2

Re(̂λi)
[
Re(̂λi)2 + Im(̂λi)2

] (4.22)

En donde λ̂i con i = 1, . . . ,N son los valores propios de la matriz Γ̂.

Prueba: En primer lugar note que, siguiendo los pasos de la prueba del Teorema 3.2, sa-
bemos que, si G+ contiene un árbol de expansión dirigido con el agente maestro como raı́z,
entonces, todos los valores propios de L̂ tienen parte real positiva, esto es, L̂ es una matriz
definida positiva. Por lo tanto, esto implica que Γ̂ = M−1L̂ = M−1(L + D̂) es también una
matriz definida positiva. Una vez dicho esto, debemos mostrar que Re(̂λi) > 0 y (4.22) se
cumplen si y solo si Re(µi j)< 0(i = 1, . . . ,N; j = 1,2).

El resto de la prueba sigue los mismos pasos realizados en el Teorema 3.2 que dan como
resultado la condición (4.22). Con esto se garantiza que todos los valores propios de Γ̂ tienen
parte real negativa y que, por lo tanto, la matriz Γ̂ es Hurwitz. �

Ahora consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2 Consideremos N = 4 agentes inerciales con n = 1 grados de libertad y masas
m1 = 3, m2 = 4, m3 = 5 y m4 = 6. Aplicando el protocolo de consenso (4.16), y topologı́a
de comunicación mostrada en la Figura 3.3a, por simplicidad supongamos que los pesos
de enlace son iguales ωi j = di = 1. Tenemos que la matriz de fuerzas de acoplamiento por
unidad de masa Γ̂ es:

Γ̂ = M−1L̂ = M−1(L + D̂) =


2
3 0 −1

3 −1
3

−1
4

1
2 0 0

−1
5 −1

5
2
5 0

0 0 0 1
6


Siendo sus valores propios 0.1666, 0.1666 y 0.7±0.1i. Es posible verificar que la topo-

logı́a de comunicación extendida de la Figura 3.3a contiene un árbol de expansión dirigido
cuya raı́z es el agente maestro. Además, se busca que el grupo de agentes converjan a una
velocidad constante νm = 0.2 determinada por el modelo de referencia.

En la Figura 4.2 se muestran los estados de los agentes en dos escenarios diferentes;
Por un lado en el inciso a), las ganancias son b = 2 y k = 1, dichas ganancias son tales que
cumplen con la condición (4.22) del Teorema 4.2, y se puede observar que el consenso con
un agente maestro que se desplaza a una velocidad constante es alcanzado. Sin embargo, si
modificamos las ganancias de tal forma que la condición (4.22) no se cumpla, por ejemplo
b = 0.1 y k = 1, se puede observar que el consenso no es alcanzado como se ilustra en el
inciso b).

A continuación, investigaremos el caso en el que la velocidad del agente maestro puede
variar con el tiempo. Como ya se demostró con el Ejemplo 3.3, el protocolo (4.4) no puede
ser aplicado directamente y es necesario utilizar un protocolo diferente.
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Figura 4.2: Posición y velocidad de agentes inerciales con protocolo (3.16) con ganancias:
a) b = 2, k = 1 y b) b = 0.1, k = 1.

4.2.2. Agente Maestro con Velocidad Variante

De igual forma que en el caso de agentes inerciales idénticos, ahora supondremos que la
velocidad a la que se desplaza el agente maestro, puede variar con el tiempo de acuerdo a una
dinámica determinada por el modelo (4.14) con f (t,χm,νm) 6= 0. Consideremos el siguiente
protocolo propuesto

ui = − k
ηi

N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j)−
b
ηi

N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j)+
1
ηi

N

∑
j=1

ωi jν̇ j (4.23)

− di

ηi
[k(χi−χm)+b(νi−νm)− ν̇m] , i = 1, . . . ,N

En donde ηi =
1
mi
(di +∑

N
j=1 ωi j) (Observe que este protocolo es similar a (3.20), con al-

gunas modificaciones). Note que en este protocolo no solo retroalimentamos los estados de
los agentes vecinos, sino también la aceleración de dichos agentes, de igual forma se retro-
alimenta la aceleración del agente maestro, sólo si el agente i recibe información del mismo.
Con el objetivo de que, la dinámica del error en lazo cerrado, cuando el agente maestro se
desplaza a velocidad variante, quede en términos de L̂ , es necesario definir el valor de co-
rrección ηi.

Si definimos el error en posición y velocidad como χ̃i = χi−χm y ν̃i = νi−νm, respecti-
vamente, de las ecuaciones (4.2) y (4.23) es posible escribir la dinámica del error para cada
agente como:
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˙̃χi = ν̃i (4.24)

mi ˙̃νi = − k
ηi

N

∑
j=1

(`i j +di)χ̃ j−
b
ηi

N

∑
j=1

(`i j +di)ν̃ j +
1
ηi

N

∑
j=1

ωi j ˙̃ν j, i = 1, . . . ,N

La dinámica del error de la red completa puede ser representada de la siguiente forma:

˙̃χ = ν̃

(L̂⊗ In) ˙̃ν = −k(L̂⊗ In)χ̃−b(L̂⊗ In)ν̃ (4.25)

En donde χ̃ =
[
χ̃T

1, . . . , χ̃
T
N
]T ∈RnN y ν̃ =

[
ν̃T

1, . . . , ν̃
T
N
]T ∈RnN . El siguiente resultado pre-

senta condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales se alcanza el consenso con modelo
de referencia.

Teorema 4.3 Para un sistema de múltiples agentes inerciales con dinámica (4.2) y protocolo
(4.23), y un agente maestro con dinámica (4.14), donde f (t,χm,νm) 6= 0. El consenso con
un agente maestro es alcanzado si y solo si, la topologı́a de comunicación extendida G+

contiene un árbol de expansión dirigido con el maestro como raı́z.

Prueba: En primer lugar note que, si el agente maestro es la raı́z de un árbol de expansión
dirigido contenido en G+, para ningún agente ηi es igual a cero, por lo tanto, el protocolo
(4.23) está bien definido.

Si ahora seguimos los pasos del Teorema 3.2, notamos que, como indica el Lema 3.1, la
matriz L̂ no solo tiene todos sus valores propios con parte real positiva, sino que también
es no singular. Esto nos señala que L̂ es una matriz invertible si G+ contiene un árbol de
expansión dirigido. De tal forma que podemos escribir (4.25) como

˙̃χ = ν̃,
˙̃ν = −k(IN⊗ In)χ̃−b(IN⊗ In)ν̃

O en una forma más compacta como

ξ̇ = (Λ⊗ In)ξ

Con ξ =
[
χ̃T, ν̃T

]T ∈ R2nN y Λ =

[
0N IN
−kIN −bIN

]
∈ R2N×2N . Ahora debemos probar

que la matriz Λ es Hurwitz. Sean µ los valores propios de Λ. Entonces se tiene que

det(µI2N−Λ) = det
(

µIN −IN
kIN µIN +bIN

)
= µ2 +µb+ k
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Por lo tanto, es necesario analizar las raı́ces del polinomio caracterı́stico de Λ, entonces

µi =
−b±

√
b2−4k

2

Es fácil observar que para cualquier k,b > 0 los valores propios de Λ tienen parte real
negativa y por lo tanto es Hurwitz. Lo cual implica que el consenso con modelo de referencia
se logra. �

A continuación se presenta el siguiente ejemplo para ilustrar este resultado.

Ejemplo 4.3 Consideremos N agentes inerciales idénticos con masas m1 = 1, m2 = 2, m3 =
3 y m4 = 4, n = 1 grados de libertad y topologı́a de comunicación mostrada en la Figura 3.3a
con pesos de enlace iguales ωi j = di = 1. La matriz Laplaciana L y la matriz D̂ son:

L(a) =


2 0 −1 −1
−1 1 0 0
−1 −1 2 0
0 0 0 0

 , D̂(a) = diag(0,1,0,1)

Aplicando el protocolo de consenso (4.23), del Teorema 4.3 podemos observar que la
estabilidad del error no depende de los valores propios de L̂ o de las masas de los agentes,
sino que, solo debemos analizar si la topologı́a de comunicación extendida G+ contiene un
árbol dirigido de expansión con el agente maestro como raı́z. Es claro que la topologı́a de la
Figura 3.3a cumple con dicha condición. Para este ejemplo consideramos que del modelo de
agente maestro f (t,χm,νm) =−sin(t).

Figura 4.3: Búsqueda del consenso en agentes inerciales con protocolo (4.23), ganancias
b = k = 10 y topologı́a de comunicación mostrada en la Figura 3.3(a).
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Es posible observar (en la Figura 4.3) que los estados de todos los agentes inerciales
convergen con los estados del maestro.

Los resultados presentados hasta el momento, pueden ser extendidos para el caso en el
que se desea que exista una desviación de estados entre los agentes y que potencialmente
pueden ser usados para resolver problemas de control de formación. A continuación discuti-
remos las modificaciones a los protocolos necesarias para resolver dicho problema.

4.3. Extensión a Desviaciones Relativas al Estado
Hasta ahora (y de la misma forma que en el Capı́tulo 3), hemos resuelto los problemas de

consenso entre agentes (4.3) y consenso con un agente maestro (4.15). Sin embargo, dadas
las definiciones de consenso como (4.3) y (4.15), éstas implican que el grupo de agentes
asintóticamente ocupan el mismo espacio, esto resulta fı́sicamente imposible y se vuelve
un problema cuando se busca trasladar estos resultados a una aplicación real. Es por esto
que surge la necesidad de extender estos resultados teóricos para garantizar que el grupo
de agentes mantengan diferencias entre sus estados, principalmente entre sus posiciones. En
este mismo sentido, también en términos de una posible aplicación, se podrı́a buscar que un
grupo de agentes mantengan una formación mientras llegan a un consenso, o mientras siguen
una referencia en posición determinada por un agente maestro.

En esta sección, retiraremos las suposiciones realizadas en las secciones anteriores, es
decir, ya no consideraremos que sea posible que los agentes ocupen el mismo espacio. Es
por este motivo, que resulta necesario modificar los protocolos propuestos anteriormente,
para garantizar una desviación de estados deseada entre las posiciones (y potencialmente
velocidades) de los agentes inerciales y la posición del maestro (en el caso correspondiente).

4.3.1. Consenso Entre Agentes con Desviaciones de Estados
Ahora, el problema a resolver consiste en, garantizar que las posiciones (y posiblemente

velocidades), convergen a un valor deseado de separación entre agentes. Entonces, la nueva
definición de consenso que buscaremos resolver es:

|χi−χ j| → ∆i j y |νi−ν j| → ∆̇i j, conforme t→ ∞; ∀i, j (4.26)

En donde ∆i j y ∆̇i j denotan los valores de separación deseada entre la posición y velo-
cidad, respectivamente, del agente i y el agente j. Para garantizar la convergencia a dichas
diferencias el protocolo de consenso (4.4) puede ser modificado de la siguiente forma:

ui = miδ̈i− k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j− (δi−δ j))−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j− (δ̇i− δ̇ j)), i = 1, . . . ,N

(4.27)
En donde ∆i j , δi− δ j,∀i 6= j, denota la separación deseada en posición y ∆̇i j , δ̇i−

δ̇ j,∀i 6= j la separación deseada en velocidad. Note que el protocolo (4.4) corresponde al
caso en que ∆i j = 0,∀i 6= j y ∆̇i j = 0,∀i 6= j.
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Teorema 4.4 Para un sistema de múltiples agente inerciales (4.2) con protocolo de consenso
(4.27), χi− χ j → δi− δ j y νi− ν j → δ̇i− δ̇ j asintóticamente si y solo si, la topologı́a de
comunicación G contiene un árbol dirigido de expansión y (4.11) se cumple.

Prueba: Note que si definimos los estados como χ̂i = χi− δi y ν̂i = νi− δ̇i, es posible
escribir (4.9) como

˙̂ψ = (ϒ⊗ In)ψ̂

En donde ψ̂=
[
χ̂T, ν̂T

]T ∈R2nN , con χ̂=
[
χ̂T

1, . . . , χ̂
T
N
]T ∈RnN y ν̂=

[
ν̂T

1, . . . , ν̂
T
N
]T ∈RnN .

La matriz ϒ permanece igual que en la ecuación (4.9).

Siguiendo los mismos pasos realizados en la prueba del Teorema 4.1 sabemos que χ̂i→
χ̂ j y ν̂i→ ν̂ j asintóticamente si y solo si G contiene un árbol dirigido de expansión y (4.11)
se cumple. El resto de la prueba sigue el hecho que χ̂i → χ̂ j y ν̂i → ν̂ j es equivalente a
χi−χ j→ δi−δ j y νi−ν j→ δ̇i− δ̇ j respectivamente. �

Figura 4.4: Consenso entre agentes inerciales idénticos con desviación de estados en posi-
ción.

Ahora ilustraremos este resultado con un ejemplo.

Ejemplo 4.4 Consideremos, para este ejemplo, la misma cantidad de agentes inerciales, gra-
dos de libertad, masas de los agentes y topologı́a de comunicación, utilizados en el Ejemplo
4.1 utilizando, en este caso, el protocolo (4.27). En este ejemplo, buscamos mantener una
formación en lı́nea, de tal forma que definimos las desviaciones en posición como δ1 = 25,
δ2 =−25, δ3 = 15, δ4 =−15, δ5 = 5 y δ6 =−5.
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Note que debido a que se busca mantener una desviación constante en posición, las des-
viaciones en velocidad son δ̇i = 0,∀i. La Figura 4.4 muestra como los agentes mantienen
dicha formación mientras se mueven con la misma velocidad.

A continuación, extenderemos los resultados obtenidos para el caso en que se busca
seguir a un agente maestro.

4.3.2. Consenso con un Agente Maestro a Velocidad Constante
Ahora consideremos el caso en el que se busca garantizar una desviación de estados cuan-

do se sigue una referencia en posición determinada por un agente maestro que se desplaza
con velocidad constante. En esta situación se desea mantener una diferencia de estados ∆i j
entre las posiciones de los agentes y una diferencia ∆im con el agente maestro (en el caso que
di > 0). Dada esta situación, es posible modificar el protocolo (4.16) con este objetivo

ui = miδ̈i− k
N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j− (δi−δ j))−b
N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j− (δ̇i− δ̇ j))

−di

[
k(χi−δi−χm)+b(νi− δ̇i−νm)

]
, i = 1, . . . ,N (4.28)

Note que, en este caso, el termino δi además de ser utilizado para definir la separación
en posición entre los estados del agente i y sus vecinos, para el caso en que el agente i recibe
información del maestro (di > 0), también define la diferencia deseada entre la posición del
agente i y dicho agente.

Teorema 4.5 Para un sistema de múltiples agente inerciales (4.2) con protocolo de consenso
(4.28), χi−χ j→ δi−δ j, νi−ν j→ δ̇i− δ̇ j, además, χi→ χm +δi y νi→ νm + δ̇i asintótica-
mente si y solo si, la topologı́a de comunicación G+ contiene un árbol de expansión dirigido
con el maestro como raı́z y (4.22) se cumple.

Prueba: En primer lugar definimos los estados de los agentes como χ̂i = χi− δi y ν̂i =
νi − δ̇i. Posteriormente definimos el error en términos de los nuevos estados como χ̃i =
χ̂i−χm y ν̃i = ν̂i−νm. La dinámica del error tiene la misma forma que (4.21) con las nuevas
definiciones. Los pasos siguientes son los realizados en la prueba del Teorema 4.2.

El resto de la prueba sigue el hecho que χ̂i → χm y ν̂i → νm, lo cual es equivalente a
χi→ χm +δi y νi→ νm + δ̇i respectivamente, además, χi−χ j→ δi−δ j y νi−ν j→ δ̇i− δ̇ j.
�

El siguiente ejemplo, ilustra este resultado.

Ejemplo 4.5 En este ejemplo, consideraremos los mismos parámetros, ganancias y topo-
logı́a de comunicación (Figura 3.3a) del Ejemplo 4.2. Sin embargo, ahora supondremos que
los agentes inerciales (seguidores y maestro) se desplazan en un plano, es decir, tienen dos
grados de libertad, esto es xi,ui,xm ∈ R2. Además, buscamos que los agentes seguidores
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mantengan una geometrı́a de formación con figura de diamante mientras siguen la referencia
en posición determinada por el agente maestro. Note que para mantener dicha formación, las
velocidades de los seguidores deben igualarse a la del agente maestro y por lo tanto la desvia-
ción en términos de velocidad es δ̇i = 0,∀i. Sean las desviaciones en posición δ1 =

[
0 2

]T,
δ2 =

[
−2 0

]T, δ3 =
[

0 −2
]T y δ4 =

[
2 0

]T.

Figura 4.5: Geometrı́a de la formación de agentes seguidores con protocolo (4.28) siguiendo
una referencia determinada por un agente maestro con velocidad constante.

Observe en la Figura 4.5 que los agentes seguidores mantienen la formación deseada
mientras siguen la trayectoria en posición descrita por el agente maestro.

4.3.3. Consenso con un Agente Mestro a Velocidad Variante
De igual forma que en los casos anteriores, el protocolo (4.23) puede ser modificado, de

tal forma que los agentes sean capaces de seguir una referencia de estados determinada por el
agente maestro mientras mantienen una diferencia de estados entre agentes y con el maestro.

ui = miδ̈i−
k
ηi

N

∑
j=1

ωi j(χi−χ j− (δi−δ j))−
b
ηi

N

∑
j=1

ωi j(νi−ν j− (δ̇i− δ̇ j)) (4.29)

+
1
ηi

N

∑
j=1

ωi j(ν̇ j− δ̈ j)−
di

ηi

[
k(χi−δi−χm)+b(νi− δ̇i−νm)− ν̇m

]
, i = 1, . . . ,N

En donde, además de los términos relacionados con las desviaciones discutidos ante-
riormente, note que, como se habı́a discutido con anterioridad, la desviación en posición y
velocidad puede variar con el tiempo y que, por lo tanto, en el protocolo (4.29) también es
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Figura 4.6: Geometrı́a de la formación de agentes seguidores con protocolo (4.29) siguiendo
una referencia determinada por un agente maestro con velocidad variante.

considerada la aceleración de la desviación tanto del agente i como del j. Con respecto a este
protocolo tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.6 Para un sistema de múltiples agente inerciales (4.2) con protocolo de con-
senso (4.29), χi− χ j → δi− δ j, νi− ν j → δ̇i− δ̇ j, además, χi → χm + δi y νi → νm + δ̇i
asintóticamente si y solo si, la topologı́a de comunicación extendida G+ contiene un árbol
de expansión dirigido con el maestro como raı́z.

Prueba: De igual forma que en la prueba del teorema anterior, en primer lugar definimos
los estados de los agentes como χ̂i = χi−δi y ν̂i = νi− δ̇i. Posteriormente definimos el error
en términos de los nuevos estados como χ̃i = χ̂i−χm y ν̃i = ν̂i−νm. La dinámica del error
tiene la misma forma que (4.25) con las nuevas definiciones. Los pasos siguientes son los
realizados en la prueba del Teorema 4.3.

El resto de la prueba sigue el hecho que χ̂i → χm y ν̂i → νm, lo cual es equivalente a
χi→ χm +δi y νi→ νm + δ̇i respectivamente, además, χi−χ j→ δi−δ j y νi−ν j→ δ̇i− δ̇ j.
�

Ahora ilustraremos este resultado con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.6 Para este ejemplo, consideremos los mismos parámetros y topologı́a de comu-
nicación utilizadas en el Ejemplo 4.3, con ganacias b = k = 10. En este caso en particular,
consideraremos que los agentes tienen n = 2 grados de libertad. Además, buscamos que los
agentes mantengan una formación en diamante alrededor de la posición del agente maestro
mientras siguen su trayectoria. Las desviaciones necesarias para mantener dicha formación
son δ1 =

[
0 0,2

]T, δ2 =
[
−0,2 0

]T, δ3 =
[

0 −0,2
]T y δ4 =

[
0,2 0

]T.
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Debido a que se busca mantener una desviación constante en posición, las desviaciones
en velocidad son δ̇i =

[
0 0

]T
,∀i. La Figura 4.6 muestra como los agentes mantienen di-

cha formación mientras siguen una referencia basada en modelo en donde f (t,χm,νm) =[
−0,05sin(0,1t) −0,05cos(0,1t)

]T.

A lo largo de este capı́tulo, hemos atacado los problemas de consenso entre agentes y
consenso con un agente maestro, en grupos de agentes inerciales, suponiendo que las masas
de los agentes son diferentes [15, 16, 24]. Propusimos protocolos para resolver ambos pro-
blemas, y se dieron condiciones necesarias y suficientes bajo los cuales son resueltos.
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Capı́tulo 5

Comentarios Finales

En este trabajo de tesis, hemos discutido, cómo es posible, mediante leyes de control no
lineal [31], controlar la posición y velocidad del movimiento de un actuador montado en un
robot móvil con configuración diferencial [23]. Como resultado, observamos que la dinámi-
ca de movimiento de dicho actuador, en sus coordenadas transformadas, puede ser escrita de
forma similar a la del modelo de un sistema inercial. Esto implica que, es posible tratar pro-
blemas de posicionamiento de actuadores montados en robots diferenciales, analizándolos
desde la perspectiva de control de posición de sistemas inercial. Tal motivo, inspiró la idea
de atacar un problema de consenso en robots móviles diferenciales, pensando en cada uno de
ellos como un agente, con el objetivo de controlar las posiciones de sus actuadores. Entonces,
se propuso el problema de coordinar las posiciones de los actuadores, proponiéndolo como
un problema de consenso en sistemas de múltiples agentes inerciales, en donde la posición
de cada agente inercial, representa la posición de dicho actuador.

El problema de consenso en sistemas de múltiples agentes inerciales ha sido tratado en
[15, 16], no obstante, solo se han presentado condiciones suficientes, bajo las cuales, un pro-
blema de consenso idéntico completo es resuelto. Sin embargo, a diferencia de los trabajos
realizados por Spong en [15, 16], en esta tesis presentamos condiciones necesarias y sufi-
cientes bajo las cuales se resuelve un problema de consenso idéntico completo. Más aún, en
[15], se consideran que las topologı́as de comunicación entre agentes, es representada por
un grafo balanceado y fuertemente conectado. En contraste, en esta tesis mostramos que es
suficiente y necesario que, la topologı́a de comunicación, contenga un árbol dirigido de ex-
pansión como un subconjunto del grafo, esta es una condición más relajada que la presentada
en [15, 16]. Otro problema de consenso en sistemas de múltiples agentes inerciales, atacado
dentro de esta tesis, es el problema de consenso en arreglos maestro-seguidores. En [24], se
trató un problema similar, en el cual, existe un valor de velocidad determinado, al cual deben
converger todas las velocidades de los agentes en la red, esto mientras logran consenso en
sus posiciones. Aun cuando no se propone dicho problema desde la perspectiva de arreglos
maestro-seguidores, es un primer acercamiento a problemas de consenso en los cuales el
valor final de convergencia está determinado a priori. A diferencia de este planteamiento, en
el presente trabajo, consideramos que el valor de convergencia final, es determinado por la
trayectoria de un agente maestro, permitiendo con ello, definir valores de convergencia con
velocidades variantes en el tiempo.
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Un problema atacado en este trabajo, es el problema de control de formación, el cual,
no ha sido atacado en la literatura para el caso de sistemas de múltiples agentes inerciales.
En [15, 16, 24], el objetivo principal, es que los errores tanto en posición y velocidad de
los agentes, asintóticamente sean cero, esto plantea un problema, debido a las restricciones
fı́sicas que no permiten que dos agentes ocupen el mismo espacio (en [15, 16, 24] se conside-
raron modelos ideales). En contraste, en esta tesis, aun cuando en primer lugar se plantearon
los problemas de consenso cuando los modelos de agente son ideales, se consideró dicha
restricción fı́sica. Se propusieron protocolos de consenso, que garantizan desviaciones entre
las posiciones de los agentes (potencialmente velocidades), con las cuales, es posible defi-
nir formaciones entre los mismos. Estos protocolos, fueron desarrollados para problemas de
consenso entre agentes y consenso con un agente maestro.

Los resultados obtenidos en este trabajo de tesis, muestran que es posible coordinar el
movimiento de actuadores montados en robots móviles diferenciales, cuando las masas de
los agentes son iguales o diferentes. Ya que, con los resultados, no solo garantizamos que las
posiciones de los actuadores mantengan una formación, sino que, es posible definir una tra-
yectoria de referencia, las posibles aplicaciones de estos resultados, pueden ser, entre otras,
redes de sensores, exploración y patrullaje de áreas desconocidas.

5.1. Trabajos Futuros
Los resultados obtenidos dentro de este trabajo de tesis, han sido desarrollados conside-

rando que, cada agente, tiene el conocimiento de la posición, velocidad y aceleración ins-
tantánea de todos sus vecinos en la red. Sin embargo, sabemos que, en potenciales aplicacio-
nes del campo de la ingenierı́a, esto es prácticamente imposible, ya que, entre otras cosas,
existen retardos en los canales de comunicación. Más aun, es posible que los canales de co-
municación entre un par de agentes, desaparezcan por un momento, o de manera permanente.
Por tal motivo, un trabajo a futuro, es considerar retardos en los enlaces de comunicación y
redes que cambian dinámicamente [13]. Otra posible situación, es que todos los estados de
los agentes (posición y velocidad), no estén disponibles como información para transmitir.
Con lo cual, serı́a necesario proponer protocolos de consenso basados en observadores, de
forma similar al caso tratado en [17].

Por otro lado, también queda como trabajo a futuro, analizar problemas de consenso
en diferentes sistemas diferentes a robots móviles diferenciales. Algunos problemas de in-
terés, son casos en los que se trabaja con robos móviles con diferentes configuraciones de
tracción, o inclusive el uso de UAV´s. Con esto, surgen las preguntas, ¿Es posible transfor-
mar la dinámica de otro tipo de vehı́culos a formas similares a los de un agente inercial? Y
¿Podrı́amos atacar los mismos problemas trabajados en esta tesis para esos casos? Estos y
más, son los problemas de interés, que pueden ser planteados desde la perspectiva de proble-
mas de consenso en sistemas de múltiples agentes.
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Apéndice A

Programas de Simulación

En este apéndice, se incluyen los programas desarrollados para las simulaciones numéri-
cas de los ejemplos ilustrativos incluidos en este trabajo. Cada sección de este apéndice,
corresponde a cada uno de los programas desarrollados para el ejemplo correspondiente.

A.1. Ejemplo 2.1
Programa principal:

1 clear all; close all; clc;
2 % Condiciones Iniciales
3 x0=[1;0;2;0.5];
4 % Tiempo de Simulación
5 t=[0:0.001:15];
6 % Simulacion Sistema DosAgentes
7 [t,x]=ode45('DosAgentes',t,x0);
8 % Grafica Posición
9 subplot(2,1,1);

10 plot(t,x(:,1),'b'); hold on;
11 plot(t,x(:,3),'r'); grid on;
12 xlabel('t'); ylabel('\chi');
13 % Grafica Velocidad
14 subplot(2,1,2);
15 plot(t,x(:,2),'b'); hold on;
16 plot(t,x(:,4),'r'); grid on;
17 xlabel('t'); ylabel('\nu');

Programa función DosAgentes

1 function dx = DosAgentes(t,x)
2 % Vector de Estados Agente A
3 xa=[x(1);x(2)];
4 % Vector de Estados Agente B
5 xb=[x(3);x(4)];
6 % Ganancias Protocolo
7 k=1;b=1;
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8 % Dinámica Agente
9 A=[0 1;0 0];

10 % Matriz de Conexion "Interna"
11 B=[0 0 0 0;-k -b k b];
12 % Dinámica Agente A
13 dxa=A*xa;
14 % Dinámica en Lazo Cerrado del Agente B
15 dxb=A*xb-B*x;
16 dx=[dxa;dxb];
17 end

A.2. Ejemplo 3.1
Programa principal:

1 clear all; close all; clc;
2 % Parámetros de Simulación:
3 % n = Grados de Libertad del Agente , N = Número de Agentes en la Red
4 n=1; N=6; dim=2*n;
5 % Generar Vector de Condiciones Iniciales.
6 x01=[2 4]; x0=zeros(1,N*dim); x0(1:dim)=x01;
7 for j=2:N
8 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;
9 end

10 % Tiempo de Simulación
11 t=[0:0.001:30];
12 % Simulacion del Sistema
13 [t,x]=ode45('DinamicaRedAgentes',t,x0);
14 % Grafica Posición
15 subplot(2,2,1); % Cambiar a (2,2,2); caso (b=1 y k=1)
16 plot(t,x(:,1),'b'); hold on;
17 plot(t,x(:,3),'r'); hold on;
18 plot(t,x(:,5),'m'); hold on;
19 plot(t,x(:,7),'c'); hold on;
20 plot(t,x(:,9),'k'); hold on;
21 plot(t,x(:,11),'g'); grid on;
22 xlabel('t'); ylabel('\chi_i');
23 % Grafica Velocidad
24 subplot(2,2,3); % Cambiar a (2,2,4); caso (b=1 y k=1)
25 plot(t,x(:,2),'b'); hold on;
26 plot(t,x(:,4),'r'); hold on;
27 plot(t,x(:,6),'m'); hold on;
28 plot(t,x(:,8),'c'); hold on;
29 plot(t,x(:,10),'k'); hold on;
30 plot(t,x(:,12),'g'); grid on;
31 xlabel('t'); ylabel('\nu_i');

Programa función DinamicaRedAgentes.

1 function Out=DinamicaRedAgentes(t,x)
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2 % Parámetros de Simulación:
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = Número de Agentes en la Red
4 n=1; N=6; dim=2*n;
5 % Arreglo de Vectores de Estado
6 S=zeros(dim,N);
7 for j=1:N
8 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j);
9 end

10 % Matriz Laplaciana
11 L=[3 0 0 -1 -1 -1;-1 1 0 0 0 0;-1 -1 2 0 0 0;-1 0 0 1 0 0;0 0 0 -1 ...

1 0;0 0 0 0 -1 1];
12 % Parámetros del Agente
13 m=10;
14 b=3; k=1; % Ganacias que Si cumplen con "Condición"
15 %b=1; k=1; % Ganancias que No cumplen con "Condición"
16 % Dinámica del Agente:
17 A=[0 1;0 0];
18 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
19 H=[0 0;-k/m -b/m];
20 % Dinamica de los Nodos
21 for i=1:N
22 x1=S(1,i); x2=S(2,i); % Estados del Agente i
23 xe=[x1;x2]; % Vector de Estados del Agente i
24 u=H*((L(i,:)* S')'); % Calculo de u_i
25 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xe+u; % Dinámica del en Lazo Cerrado ...

del Agente i
26 end
27 Out=y';
28 end

A.3. Ejemplo 3.2
Programa principal:

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales (Seguidores y Maestro)
7 x01=[1 2]; x0=zeros(1,N*dim); x0(1:dim)=x01;
8 for j=2:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;

10 end
11 x0(1,9)=0; x0(1,10)=0.5; % Condiciones Inciales Maestro
12 % Tiempo de Simulación
13 t=[0:0.001:60];
14 % Simulacion del Sistema Colectivo
15 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
16 % Grafica Posición
17 subplot(2,2,1); % Cambiar a (2,2,2) caso (k=1 y b=0.4)
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18 plot(t,x(:,1),'b'); hold on;
19 plot(t,x(:,3),'g'); hold on;
20 plot(t,x(:,5),'r'); hold on;
21 plot(t,x(:,7),'c'); hold on;
22 plot(t,x(:,9),'k'); grid on;
23 xlabel('t'); ylabel('\chi_i');
24 % Grafica Velocidad
25 subplot(2,2,3); % Cambiar a (2,2,4) caso (k=1 y b=0.4)
26 plot(t,x(:,2),'b'); hold on;
27 plot(t,x(:,4),'g'); hold on;
28 plot(t,x(:,6),'r'); hold on;
29 plot(t,x(:,8),'c'); hold on;
30 plot(t,x(:,10),'k'); grid on;
31 xlabel('t'); ylabel('\nu_i');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Arreglo de Vectores de Estado (S=Seguidores y R=Maestro)
7 S=zeros(dim,N);
8 R=zeros(dim ,1);
9 for j=1:N

10 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j);
11 end
12 R(:,1)=x(dim*N+1:dim*(N+1));
13 % Matriz Laplaciana(a) y \widehat{D}(a)
14 L=[2 0 -1 -1;-1 1 0 0;-1 -1 2 0;0 0 0 0]; D=diag ([0;1;0;1]);
15 % Matriz Laplaciana(b) y \widehat{D}(b) (Quitar comentario ...

siguiente linea)
16 % L=[2 0 -1 -1;-1 1 0 0;-1 -1 2 0;0 0 0 0]; D=diag ([0;1;0;0]);
17 % Parámetros del Agente
18 m=10;
19 b=3; k=1; % Ganacias que Si cumplen con "Condición"
20 % k=1; b=0.4; % Ganacias que No cumplen con "Condición"
21 % Dinámica del Agente
22 A=[0 1;0 0];
23 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
24 H=[0 0;-k/m -b/m];
25 % Dinamica de los Nodos
26 for i=1:N
27 pa=S(1,i); va=S(2,i); % Estados del Agente i
28 xa=[pa;va]; % Vector de Estados del ...

Agente i
29 pr=R(1,1); vr=R(2,1); % Estados del Maestro
30 xr=[pr;vr]; % Vector de Estados del ...

Maestro
31 xe=xa-xr; % Vector de Estados del Error
32 u=H*((L(i,:)* S')')+D(i,i)*H*xe; % Calculo de u_i
33 if i==N
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34 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+u; % Dinámica en Lazo Cerrado
35 k=i+1;
36 y((1+(k-1)*dim:dim*k))=A*xr; % Dinámica del Maestro
37 else
38 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+u; % Dinámica en Lazo Cerrado
39 end
40 end
41 Out=y';
42 end

A.4. Ejemplo 3.3
Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales (Seguidores y Maestro)
7 x01=[1 2]; x0=zeros(1,N*dim); x0(1:dim)=x01;
8 for j=2:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;

10 end
11 x0(1,9)=sin(0); x0(1,10)=cos(0); % Condiciones Inciales Maestro
12 % Tiempo de Simulación
13 t=[0:0.001:60];
14 % Simulacion del Sistema Colectivo
15 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
16 % Grafica Posicion
17 subplot(2,1,1);
18 plot(t,x(:,1),'b'); hold on;
19 plot(t,x(:,3),'g'); hold on;
20 plot(t,x(:,5),'r'); hold on;
21 plot(t,x(:,7),'c'); hold on;
22 plot(t,x(:,9),'k'); grid on;
23 xlabel('t'); ylabel('\chi_i');
24 % Grafica Velocidad
25 subplot(2,1,2);
26 plot(t,x(:,2),'b'); hold on;
27 plot(t,x(:,4),'g'); hold on;
28 plot(t,x(:,6),'r'); hold on;
29 plot(t,x(:,8),'c'); hold on;
30 plot(t,x(:,10),'k'); grid on;
31 xlabel('t'); ylabel('\nu_i');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Arreglo de Vectores de Estado (S=Seguidores y R=Maestro)
7 S=zeros(dim,N);
8 R=zeros(dim ,1);
9 for j=1:N

10 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j);
11 end
12 R(:,1)=x(dim*N+1:dim*(N+1));
13 % Matriz Laplaciana y \widehat{D}
14 L=[2 0 -1 -1;-1 1 0 0;-1 -1 2 0;0 0 0 0]; D=diag ([0;1;0;1]);
15 % Parámetros del Agente
16 m=10;
17 b=3; k=1;
18 % Dinámica del Agente
19 A=[0 1;0 0];
20 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
21 H=[0 0;-k/m -b/m];
22 % Dinamica de los Nodos
23 for i=1:N
24 pa=S(1,i); va=S(2,i); % Estados del Agente i
25 xa=[pa;va]; % Vector de Estados del ...

Agente i
26 pr=R(1,1); vr=R(2,1); % Estados del Maestro
27 xr=[pr;vr]; % Vector de Estados del ...

Maestro
28 xe=xa-xr; % Vector de Estados del Error
29 u=H*((L(i,:)* S')')+D(i,i)*H*xe; % Calculo de u_i
30 if i==N
31 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+u; % Dinámica en ...

Lazo Cerrado
32 k=i+1;
33 y((1+(k-1)*dim:dim*k))=A*xr+[0;-sin(t)]; % Dinámica del ...

Maestro
34 else
35 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+u; % Dinámica en ...

Lazo Cerrado
36 end
37 end
38 Out=y';
39 end

A.5. Ejemplo 3.4
Programa pricipal:

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
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5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales (Seguidores y Maestro)
7 x01=[0.5 0.5]; x0=zeros(1,N*dim);
8 x0(1,9)=sin(0); x0(1,10)=cos(0); xr=[x0(1,9) x0(1,10)];
9 x0(1:dim)=x01-xr;

10 for j=2:N
11 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;
12 end
13 % Tiempo de Simulación
14 t=[0:0.001:50];
15 % Simulacion del Error del Sistema Colectivo
16 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
17 % Grafica Posicion
18 subplot(2,1,1);
19 plot(t,x(:,1)+x(:,9),'b'); hold on;
20 plot(t,x(:,3)+x(:,9),'g'); hold on;
21 plot(t,x(:,5)+x(:,9),'r'); hold on;
22 plot(t,x(:,7)+x(:,9),'c'); hold on;
23 plot(t,x(:,9),'k'); grid on;
24 xlabel('t'); ylabel('\chi_i');
25 % Grafica Velocidad
26 subplot(2,1,2);
27 plot(t,x(:,2)+x(:,10),'b'); hold on;
28 plot(t,x(:,4)+x(:,10),'g'); hold on;
29 plot(t,x(:,6)+x(:,10),'r'); hold on;
30 plot(t,x(:,8)+x(:,10),'c'); hold on;
31 plot(t,x(:,10),'k'); grid on;
32 xlabel('t'); ylabel('\nu_i');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Arreglo de Vectores de Estado (S=Seguidores y R=Maestro)
7 S=zeros(dim,N);
8 R=zeros(dim ,1);
9 for j=1:N

10 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j);
11 end
12 R(:,1)=x(dim*N+1:dim*(N+1));
13 % Parámetros
14 m=10;
15 b=1; k=1;
16 % Dinámica del Agente
17 A=[0 1;0 0];
18 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
19 H=[0 0;-k/m -b/m];
20 % Dinamica de los Nodos
21 for i=1:N
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22 pe=S(1,i); ve=S(2,i); % Estados (Error) del ...
Agente i

23 xe=[pe;ve]; % Vector de Estados (Error) ...
del Agente i

24 pr=R(1,1); vr=R(2,1); % Estados del Maestro
25 xr=[pr;vr]; % Vector de Estados del ...

Maestro
26 if i==N
27 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=(A+H)*xe; % Dinámica del ...

Error Agente i
28 k=i+1;
29 y((1+(k-1)*dim:dim*k))=A*xr -[0;sin(t)]; % Dinámica del Maestro
30 else
31 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=(A+H)*xe; % Dinámica del ...

Error Agente i
32 end
33 end
34 Out=y';
35 end

A.6. Ejemplo 3.5
Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=6; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales
7 x01=[20 5]; x0=zeros(1,N*dim); x0(1:dim)=x01;
8 for j=2:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;

10 end
11 % Tiempo de Simulación
12 t=[0:0.001:30];
13 % Simulacion del Sistema Colectivo
14 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
15 % Grafica Posicion
16 subplot(2,1,1);
17 plot(t,x(:,1),'b'); hold on;
18 plot(t,x(:,3),'r'); hold on;
19 plot(t,x(:,5),'m'); hold on;
20 plot(t,x(:,7),'c'); hold on;
21 plot(t,x(:,9),'k'); hold on;
22 plot(t,x(:,11),'g'); grid on;
23 xlabel('t'); ylabel('\chi_i');
24 % Grafica Velocidad
25 subplot(2,1,2);
26 plot(t,x(:,2),'b'); hold on;
27 plot(t,x(:,4),'r'); hold on;
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28 plot(t,x(:,6),'m'); hold on;
29 plot(t,x(:,8),'c'); hold on;
30 plot(t,x(:,10),'k'); hold on;
31 plot(t,x(:,12),'g'); grid on;
32 xlabel('t'); ylabel('\nu_i');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=6; dim=2*n;
6 % Matriz de Desviaciones
7 Dv=[25 -25 15 -15 5 -5;0 0 0 0 0 0];
8 % Arreglo de Vectores de Estado
9 S=zeros(dim,N);

10 for j=1:N
11 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j)-Dv(:,j);
12 end
13 % Matriz Laplaciana
14 L=[3 0 0 -1 -1 -1;-1 1 0 0 0 0;-1 -1 2 0 0 0;-1 0 0 1 0 0;0 0 0 -1 ...

1 0;0 0 0 0 -1 1];
15 % Parámetros del Agente
16 m=10; b=3; k=1;
17 % Dinámica del Agente
18 A=[0 1;0 0];
19 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
20 H=[0 0;-k/m -b/m];
21 % Dinamica de los Nodos
22 for i=1:N
23 xp=S(1,i); xv=S(2,i); % Estados del Agente i
24 xa=[xp;xv]; % Vector de Estados del Agente i
25 u=H*((L(i,:)* S')'); % Calculo de u_i
26 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+u; % Dinámica en Lazo Cerrado
27 end
28 Out=y';
29 end

A.7. Ejemplo 3.6
Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=2; N=4; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales (Seguidores y Maestro)
7 x01=[2 5 4 1]; x0=zeros(1,N*dim); x0(1:dim)=x01;
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8 for j=2:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;

10 end
11 % Condiciones Inciales Maestro
12 x0(1,17)=0; x0(1,18)=0; x0(1,19)=1; x0(1,20)=1;
13 % Tiempo de Simulación
14 t=[0:0.001:50];
15 % Simulacion del Sistema Colectivo
16 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
17 % Grafica Posición (x,y) (Lineas)
18 plot(x(1:1:30001 ,1),x(1:1:30001 ,2),'b'); hold on;
19 plot(x(1:1:30001 ,5),x(1:1:30001 ,6),'g'); hold on;
20 plot(x(1:1:30001 ,9),x(1:1:30001 ,10),'r'); hold on;
21 plot(x(1:1:30001 ,13),x(1:1:30001 ,14),'c'); hold on;
22 plot(x(1:1:30001 ,17),x(1:1:30001 ,18),'k'); grid on;
23 xlabel('\chi_i(x)'); ylabel('\chi_i(y)');
24 % Grafica Posición (x,y) (Sı́mbolos ,Solo 6 posiciones por Simulación)
25 Nt=length(t); p=[1;10001;20001;30001;40001;50001]; i=1;
26 for k=1:Nt
27 if k==p(i)
28 plot(x(k,1),x(k,2),'bo'); hold on;
29 plot(x(k,5),x(k,6),'g*'); hold on;
30 plot(x(k,9),x(k,10),'rs'); hold on;
31 plot(x(k,13),x(k,14),'cd'); hold on;
32 plot(x(k,17),x(k,18),'kp'); hold on;
33 i=i+1;
34 end
35 end
36 plot(x(:,17),x(:,18),'k'); grid on;
37 xlabel('\chi_i(x)'); ylabel('\chi_i(y)');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=2; N=4; dim=2*n;
6 % Matriz de Desviaciones
7 Dv=[0 -2 0 2;2 0 -2 0;0 0 0 0;0 0 0 0];
8 % Arreglo de Vectores de Estado (S=Seguidores y R=Maestro)
9 S=zeros(dim,N);

10 R=zeros(dim ,1);
11 for j=1:N
12 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j)-Dv(:,j);
13 end
14 R(:,1)=x(dim*N+1:dim*(N+1));
15 % Matriz Laplaciana y \widehat{D}
16 L=[2 0 -1 -1;-1 1 0 0;-1 -1 2 0;0 0 0 0];
17 D=diag ([0;1;0;1]);
18 % Parámetros del Agente
19 m=10; b=3; k=1;
20 % Dinámica del Agente
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21 In=eye(n,n); Zn=zeros(n,n); A=[Zn In;Zn Zn];
22 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
23 H=[Zn Zn;-(k/m)*In -(b/m)*In];
24 % Dinamica de los Nodos
25 for i=1:N
26 pax=S(1,i); pay=S(2,i); vax=S(3,i); vay=S(4,i); % Estados ...

del Agente i
27 xa=[pax;pay;vax;vay]; % Vector de ...

Estados del Agente i
28 prx=R(1,1); pry=R(2,1); vrx=R(3,1); vry=R(4,1); % Estados ...

del Maestro
29 xr=[prx;pry;vrx;vry]; % Vector de ...

Estados del Maestro
30 xe=xa-xr; % Vector de ...

Estados del Error
31 u=H*((L(i,:)* S')')+D(i,i)*H*xe; % Calculo ...

de u_i
32 if i==N
33 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+u; % Dinámica ...

en Lazo Cerrado
34 k=i+1;
35 y((1+(k-1)*dim:dim*k))=A*xr; % Dinámica ...

del Maestro
36 else
37 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+u; % Dinámica ...

en Lazo Cerrado
38 end
39 end
40 Out=y';
41 end

A.8. Ejemplo 3.7
Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=2; N=4; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales (Seguidores y Maestro)
7 x0=zeros(1,N*dim);
8 for j=1:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=rand(4,1);

10 end
11 % Condiciones Inciales Maestro
12 x0(1,17)=5*sin(0); x0(1,18)=5*cos(0); x0(1,19)=0.5*cos(0); ...

x0(1,20)=-0.5*sin(0);
13 xr=[x0(1,17) x0(1,18) x0(1,19) x0(1,20)];
14 % Tiempo de Simulación
15 t=[0:0.001:50];
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16 % Simulacion del Sistema Colectivo
17 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
18 % Grafica Posición (x,y) (Lineas)
19 Dv=[0 -0.2 0 0.2;0.2 0 -0.2 0;0 0 0 0;0 0 0 0]; % Matriz de ...

Desviaciones
20 plot(x(1:1:20001 ,1)+x(1:1:20001 ,17)+Dv(1,1),...
21 x(1:1:20001 ,2)+x(1:1:20001 ,18)+Dv(2,1),'b'); hold on;
22 plot(x(1:1:20001 ,5)+x(1:1:20001 ,17)+Dv(1,2),...
23 x(1:1:20001 ,6)+x(1:1:20001 ,18)+Dv(2,2),'g'); hold on;
24 plot(x(1:1:20001 ,9)+x(1:1:20001 ,17)+Dv(1,3),...
25 x(1:1:20001 ,10)+x(1:1:20001 ,18)+Dv(2,3),'r'); hold on;
26 plot(x(1:1:20001 ,13)+x(1:1:20001 ,17)+Dv(1,4),...
27 x(1:1:20001 ,14)+x(1:1:20001 ,18)+Dv(2,4),'c'); hold on;
28 plot(x(1:1:20001 ,17),x(1:1:20001 ,18),'k'); grid on;
29 xlabel('\chi_i(x)'); ylabel('\chi_i(y)');
30 % Grafica Posición (x,y) (Sı́mbolos ,Solo 6 posiciones por Simulación)
31 Nt=length(t); p=[1;10001;20001;30001;40001;50001]; i=1;
32 for k=1:Nt
33 if k==p(i)
34 plot(x(k,1)+x(k,17)+Dv(1,1),x(k,2)+x(k,18)+Dv(2,1),'bo'); ...

hold on;
35 plot(x(k,5)+x(k,17)+Dv(1,2),x(k,6)+x(k,18)+Dv(2,2),'g*'); ...

hold on;
36 plot(x(k,9)+x(k,17)+Dv(1,3),x(k,10)+x(k,18)+Dv(2,3),'rs'); ...

hold on;
37 plot(x(k,13)+x(k,17)+Dv(1,4),x(k,14)+x(k,18)+Dv(2,4),'cd'); ...

hold on;
38 plot(x(k,17),x(k,18),'kp'); hold on;
39 i=i+1;
40 end
41 end
42 plot(x(:,17),x(:,18),'k'); grid on;
43 xlabel('\chi_i(x)'); ylabel('\chi_i(y)');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=2; N=4; dim=2*n;
6 % Matriz de Desviaciones
7 Dv=[0 -0.2 0 0.2;0.2 0 -0.2 0;0 0 0 0;0 0 0 0];
8 % Arreglo de Vectores de Estado (S=Seguidores y R=Maestro)
9 S=zeros(dim,N);

10 R=zeros(dim ,1);
11 for j=1:N
12 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j)-Dv(:,j);
13 end
14 R(:,1)=x(dim*N+1:dim*(N+1));
15 % Parámetros del Agente
16 m=10; b=10; k=10;
17 % Dinámica del Agente
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18 In=eye(n,n); Zn=zeros(n,n); A=[Zn In;Zn Zn];
19 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
20 H=[Zn Zn;-(k/m)*In -(b/m)*In];
21 % Dinamica de los Nodos
22 for i=1:N
23 px=S(1,i); py=S(2,i); vx=S(3,i); vy=S(4,i); % Estados ...

(Error) del Agente i
24 xe=[px;py;vx;vy]; % Vector de ...

Estados (Error) del Agente i
25 prx=R(1,1); pry=R(2,1); vrx=R(3,1); vry=R(4,1); % Estados ...

del Maestro
26 xr=[prx;pry;vrx;vry]; % Vector de ...

Estados del Maestro
27 if i==N
28 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=(A+H)*xe; % Dinámica ...

del Error Agente i
29 k=i+1;
30 y((1+(k-1)*dim:dim*k))=A*xr+...
31 [0;0;-0.05*sin(0.1*t);-0.05*cos(0.1*t)]; % Dinámica ...

del Maestro
32 else
33 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=(A+H)*xe; % Dinámica ...

del Error Agente i
34 end
35 end
36 Out=y';
37 end

A.9. Ejemplo 4.1
Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=6; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales
7 x01=[5 2]; x0=zeros(1,N*dim); x0(1:dim)=x01;
8 for j=2:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;

10 end
11 % Tiempo de Simulación
12 t=[0:0.001:50];
13 % Simulacion del Sistema Colectivo
14 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
15 % Grafica Posición
16 subplot(2,2,1); % Cambiar a (2,2,2) caso (k=4 y b=1)
17 plot(t,x(:,1),'b'); hold on;
18 plot(t,x(:,3),'r'); hold on;
19 plot(t,x(:,5),'m'); hold on;
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20 plot(t,x(:,7),'y'); hold on;
21 plot(t,x(:,9),'k'); hold on;
22 plot(t,x(:,11),'g'); grid on;
23 xlabel('t'); ylabel('xi');
24 % Grafica Velocidad
25 subplot(2,2,3); % Cambiar a (2,2,4) caso (k=4 y b=1)
26 plot(t,x(:,2),'b'); hold on;
27 plot(t,x(:,4),'r'); hold on;
28 plot(t,x(:,6),'m'); hold on;
29 plot(t,x(:,8),'y'); hold on;
30 plot(t,x(:,10),'k'); hold on;
31 plot(t,x(:,12),'g'); grid on;
32 xlabel('t'); ylabel('vi');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=6; dim=2*n;
6 % Arreglo de Vector de Estados
7 S=zeros(dim,N);
8 for j=1:N
9 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j);

10 end
11 % Matriz Laplaciana
12 L=[3 0 0 -1 -1 -1;-1 1 0 0 0 0;-1 -1 2 0 0 0;-1 0 0 1 0 0;0 0 0 -1 ...

1 0;0 0 0 0 -1 1];
13 % Matriz de Masas
14 M=diag([1 2 3 4 5 6]);
15 % Ganancias del Protocolo
16 b=2; k=4; % Ganacias que Si cumplen con "Condición"
17 % b=1; k=4; % Ganacias que No cumplen con "Condición"
18 % Dinámica del Agente
19 A=[0 1;0 0];
20 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
21 H=[0 0;-k -b];
22 % Dinamica de los Nodos
23 for i=1:N
24 x1=S(1,i); x2=S(2,i); % Estados del ...

Agente i
25 xe=[x1;x2]; % Vector de Estados ...

del Agente i
26 u=H*((L(i,:)* S')'); % Calculo de u_i
27 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xe+(1/M(i,i))*u; % Dinámica en Lazo ...

Cerrado
28 end
29 Out=y';
30 end
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A.10. Ejemplo 4.2

Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales (Seguidores y Maestro)
7 x01=[5 0.5]; x0=zeros(1,N*dim); x0(1:dim)=x01;
8 for j=2:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;

10 end
11 x0(1,9)=0; x0(1,10)=0.2; % Condiciones Inciales Maestro
12 % Tiempo de Simulación
13 t=[0:0.01:50];
14 % Simulacion del Sistema Colectivo
15 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
16 % Grafica Posición
17 subplot(2,2,1); % Cambiar a (2,2,2) caso (k=4 y b=1)
18 plot(t,x(:,1),'b'); hold on;
19 plot(t,x(:,3),'g'); hold on;
20 plot(t,x(:,5),'r'); hold on;
21 plot(t,x(:,7),'c'); hold on;
22 plot(t,x(:,9),'k'); grid on;
23 xlabel('t'); ylabel('\chi_i');
24 % Grafica Velocidad
25 subplot(2,2,3); % Cambiar a (2,2,4) caso (k=4 y b=1)
26 plot(t,x(:,2),'b'); hold on;
27 plot(t,x(:,4),'g'); hold on;
28 plot(t,x(:,6),'r'); hold on;
29 plot(t,x(:,8),'c'); hold on;
30 plot(t,x(:,10),'k'); grid on;
31 xlabel('t'); ylabel('\nu_i');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Arreglo de Vectores de Estado (S=Seguidores y R=Maestro)
7 S=zeros(dim,N);
8 R=zeros(dim ,1);
9 for j=1:N

10 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j);
11 end
12 R(:,1)=x(dim*N+1:dim*(N+1));
13 % Matriz Laplaciana , \widehat{D}(a) y de Masas
14 L=[2 0 -1 -1;-1 1 0 0;-1 -1 2 0;0 0 0 0];
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15 D=diag([0 1 0 1]); M=diag([3 4 5 6]);
16 % Ganancias Protocolo
17 b=2; k=1; % Ganacias que Si cumplen con "Condición"
18 %b=0.1; k=1; % Ganacias que No cumplen con "Condición"
19 % Dinámica del Agente
20 A=[0 1;0 0];
21 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
22 H=[0 0;-k -b];
23 % Dinamica de los Nodos
24 for i=1:N
25 pa=S(1,i); va=S(2,i); % Estados del Agente i
26 xa=[pa;va]; % Vector de Estados del Agente i
27 pr=R(1,1); vr=R(2,1); % Estados del Maestro
28 xr=[pr;vr]; % Vector de Estados del Maestro
29 xe=xa-xr; % Vector de Estados del Error
30 u=H*((L(i,:)* S')')+D(i,i)*H*xe; % Calculo de u_i
31 if i==N
32 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+(1/M(i,i))*u; % Dinámica en ...

Lazo Cerrado
33 k=i+1;
34 y((1+(k-1)*dim:dim*k))=A*xr; % Dinámica del ...

Maestro
35 else
36 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+(1/M(i,i))*u; % Dinámica en ...

Lazo Cerrado
37 end
38 end
39 Out=y';
40 end

A.11. Ejemplo 4.3
Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales (Seguidores y Maestro)
7 x01=[2 -2]; x0=zeros(1,N*dim);
8 x0(1,9)=sin(0); x0(1,10)=cos(0); xr=[x0(1,9) x0(1,10)]; % ...

Condiciones Inciales Maestro
9 x0(1:dim)=x01-xr;

10 for j=2:N
11 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;
12 end
13 % Tiempo de Simulación
14 t=[0:0.001:50];
15 % Simulacion del Sistema Colectivo
16 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);

83



17 % Grafica Posición
18 subplot(2,1,1);
19 plot(t,x(:,1)+x(:,9),'b'); hold on;
20 plot(t,x(:,3)+x(:,9),'g'); hold on;
21 plot(t,x(:,5)+x(:,9),'r'); hold on;
22 plot(t,x(:,7)+x(:,9),'c'); hold on;
23 plot(t,x(:,9),'k'); grid on;
24 xlabel('t'); ylabel('\chi_i');
25 % Grafica Velocidad
26 subplot(2,1,2);
27 plot(t,x(:,2)+x(:,10),'b'); hold on;
28 plot(t,x(:,4)+x(:,10),'g'); hold on;
29 plot(t,x(:,6)+x(:,10),'r'); hold on;
30 plot(t,x(:,8)+x(:,10),'c'); hold on;
31 plot(t,x(:,10),'k'); grid on;
32 xlabel('t'); ylabel('\nu_i');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=4; dim=2*n;
6 % Arreglo de Vectores de Estado (S=Seguidores y R=Maestro)
7 S=zeros(dim,N);
8 R=zeros(dim ,1);
9 for j=1:N

10 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j);
11 end
12 R(:,1)=x(dim*N+1:dim*(N+1));
13 % Ganancias Protocolo
14 b=10; k=10;
15 % Dinámica del Agente
16 A=[0 1;0 0];
17 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
18 H=[0 0;-k -b];
19 % Dinamica de los Nodos
20 for i=1:N
21 pe=S(1,i); ve=S(2,i); % Estados (Error) del Agente i
22 xe=[pe;ve]; % Vector de Estados (Error) del Agente i
23 pr=R(1,1); vr=R(2,1); % Estados del Maestro
24 xr=[pr;vr]; % Vector de Estados del Maestro
25 if i==N
26 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=(A+H)*xe; % Dinámica en Lazo ...

Cerrado
27 k=i+1;
28 y((1+(k-1)*dim:dim*k))=A*xr -[0;sin(t)]; % Dinámica del Maestro
29 else
30 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=(A+H)*xe; % Dinámica en Lazo ...

Cerrado
31 end
32 Out=y';
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33 end

A.12. Ejemplo 4.4
Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=6; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales
7 x01=[5 2]; x0=zeros(1,N*dim); x0(1:dim)=x01;
8 for j=2:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;

10 end
11 % Tiempo de Simulación
12 t=[0:0.001:50];
13 % Simulacion del Sistema Colectivo
14 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
15 % Grafica Posición
16 subplot(2,1,1);
17 plot(t,x(:,1),'b'); hold on;
18 plot(t,x(:,3),'r'); hold on;
19 plot(t,x(:,5),'c'); hold on;
20 plot(t,x(:,7),'y'); hold on;
21 plot(t,x(:,9),'k'); hold on;
22 plot(t,x(:,11),'g'); grid on;
23 xlabel('t'); ylabel('\chi_i');
24 % Grafica Velocidad
25 subplot(2,1,2);
26 plot(t,x(:,2),'b'); hold on;
27 plot(t,x(:,4),'r'); hold on;
28 plot(t,x(:,6),'c'); hold on;
29 plot(t,x(:,8),'y'); hold on;
30 plot(t,x(:,10),'k'); hold on;
31 plot(t,x(:,12),'g'); grid on;
32 xlabel('t'); ylabel('\nu_i');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=1; N=6; dim=2*n;
6 % Matriz de Desviaciones
7 Dv=[25 -25 15 -15 5 -5;0 0 0 0 0 0];
8 % Arreglo de Vector de Estados
9 S=zeros(dim,N);
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10 for j=1:N
11 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j)-Dv(:,j);
12 end
13 % Matriz Laplaciana
14 L=[3 0 0 -1 -1 -1;-1 1 0 0 0 0;-1 -1 2 0 0 0;-1 0 0 1 0 0;0 0 0 -1 ...

1 0;0 0 0 0 -1 1];
15 % Matriz de Masas
16 M=diag([1 2 3 4 5 6]);
17 % Ganancias del Protocolo
18 b=2; k=4;
19 % Dinámica del Agente
20 A=[0 1;0 0];
21 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
22 H=[0 0;-k -b];
23 % Dinamica de los Nodos
24 for i=1:N
25 x1=S(1,i); x2=S(2,i); % Estados del ...

Agente i
26 xe=[x1;x2]; % Vector de Estados ...

del Agente i
27 u=H*((L(i,:)* S')'); % Calculo de u_i
28 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xe+(1/M(i,i))*u; % Dinámica en Lazo ...

Cerrado
29 end
30 Out=y';
31 end

A.13. Ejemplo 4.5
Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=2; N=4; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales (Seguidores y Maestro)
7 x01=[-2 -3 5 8]; x0=zeros(1,N*dim); x0(1:dim)=x01;
8 for j=2:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=x01*rand;

10 end
11 x0(1,17)=0; x0(1,18)=0; x0(1,19)=1; x0(1,20)=1; % Condiciones ...

Inciales Maestro
12 % Tiempo de Simulación
13 t=[0:0.001:50];
14 % Simulacion del Sistema Colectivo
15 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
16 % Grafica Posición (x,y) (Lineas)
17 plot(x(1:1:30001 ,1),x(1:1:30001 ,2),'b'); hold on;
18 plot(x(1:1:30001 ,5),x(1:1:30001 ,6),'g'); hold on;
19 plot(x(1:1:30001 ,9),x(1:1:30001 ,10),'r'); hold on;
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20 plot(x(1:1:30001 ,13),x(1:1:30001 ,14),'c'); hold on;
21 plot(x(1:1:30001 ,17),x(1:1:30001 ,18),'k'); grid on;
22 xlabel('\chi_i(x)'); ylabel('\chi_i(y)');
23 % Grafica Posición (x,y) (Sı́mbolos ,Solo 6 posiciones por Simulación)
24 Nt=length(t); p=[1;10001;20001;30001;40001;50001]; i=1;
25 for k=1:Nt
26 if k==p(i)
27 plot(x(k,1),x(k,2),'bo'); hold on;
28 plot(x(k,5),x(k,6),'g*'); hold on;
29 plot(x(k,9),x(k,10),'rs'); hold on;
30 plot(x(k,13),x(k,14),'cd'); hold on;
31 plot(x(k,17),x(k,18),'kp'); hold on;
32 i=i+1;
33 end
34 end
35 plot(x(:,17),x(:,18),'k'); grid on;
36 xlabel('\chi_i(x)'); ylabel('\chi_i(y)');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=2; N=4; dim=2*n;
6 % Matriz de Desviaciones
7 Dv=[0 -2 0 2;2 0 -2 0;0 0 0 0;0 0 0 0];
8 % Arreglo de Vectores de Estado (S=Seguidores y R=Maestro)
9 S=zeros(dim,N);

10 R=zeros(dim ,1);
11 for j=1:N
12 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j)-Dv(:,j);
13 end
14 R(:,1)=x(dim*N+1:dim*(N+1));
15 % Matriz Laplaciana , \widehat{D}(a) y de Masas
16 L=[2 0 -1 -1;-1 1 0 0;-1 -1 2 0;0 0 0 0];
17 D=diag ([0;1;0;1]); M=diag([3 4 5 6]);
18 % Ganancias Protocolo
19 b=2; k=1;
20 % Dinámica del Agente
21 In=eye(n,n); Zn=zeros(n,n);
22 A=[Zn In;Zn Zn];
23 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
24 H=[Zn Zn;-k*In -b*In];
25 % Dinamica de los Nodos
26 for i=1:N
27 pax=S(1,i); pay=S(2,i); vax=S(3,i); vay=S(4,i); % Estados ...

del Agente i
28 xa=[pax;pay;vax;vay]; % Vector de ...

Estados del Agente i
29 prx=R(1,1); pry=R(2,1); vrx=R(3,1); vry=R(4,1); % Estados ...

del Maestro
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30 xr=[prx;pry;vrx;vry]; % Vector de ...
Estados del Maestro

31 xe=xa-xr; % Vector de ...
Estados del Error

32 u=H*((L(i,:)* S')')+D(i,i)*H*xe; % Calculo ...
de u_i

33 if i==N
34 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+(1/M(i,i))*u; % Dinámica ...

en Lazo Cerrado
35 k=i+1;
36 y((1+(k-1)*dim:dim*k))=A*xr; % Dinámica ...

del Maestro
37 else
38 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=A*xa+(1/M(i,i))*u; % Dinámica ...

en Lazo Cerrado
39 end
40 end
41 Out=y';
42 end

A.14. Ejemplo 4.6
Programa principal

1 clear all; close all; clc;
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=2; N=4; dim=2*n;
6 % Generar Vector de Condiciones Iniciales (Seguidores y Maestro)
7 x0=zeros(1,N*dim);
8 for j=1:N
9 x0(1+(j-1)*dim:dim*j)=rand(4,1);

10 end
11 % Condiciones Inciales Maestro
12 x0(1,17)=5*sin(0); x0(1,18)=5*cos(0); x0(1,19)=0.5*cos(0); ...

x0(1,20)=-0.5*sin(0);
13 xr=[x0(1,17) x0(1,18) x0(1,19) x0(1,20)];
14 % Tiempo de Simulación
15 t=[0:0.001:50];
16 % Simulacion del Sistema Colectivo
17 [t,x]=ode45('SistemaColectivo',t,x0);
18 % Matriz de Desviaciones
19 Dv=[0 -0.2 0 0.2;0.2 0 -0.2 0;0 0 0 0;0 0 0 0];
20 % Grafica Posición (x,y) (Lineas)
21 plot(x(1:1:20001 ,1)+x(1:1:20001 ,17)+Dv(1,1),...
22 x(1:1:20001 ,2)+x(1:1:20001 ,18)+Dv(2,1),'b'); hold on;
23 plot(x(1:1:20001 ,5)+x(1:1:20001 ,17)+Dv(1,2),...
24 x(1:1:20001 ,6)+x(1:1:20001 ,18)+Dv(2,2),'g'); hold on;
25 plot(x(1:1:20001 ,9)+x(1:1:20001 ,17)+Dv(1,3),...
26 x(1:1:20001 ,10)+x(1:1:20001 ,18)+Dv(2,3),'r'); hold on;
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27 plot(x(1:1:20001 ,13)+x(1:1:20001 ,17)+Dv(1,4),...
28 x(1:1:20001 ,14)+x(1:1:20001 ,18)+Dv(2,4),'c'); hold on;
29 plot(x(1:1:20001 ,17),x(1:1:20001 ,18),'k'); grid on;
30 xlabel('\chi_i(x)'); ylabel('\chi_i(y)');
31 % Grafica Posición (x,y) (Sı́mbolos ,Solo 6 posiciones por Simulación)
32 Nt=length(t); p=[1;10001;20001;30001;40001;50001]; i=1;
33 for k=1:Nt
34 if k==p(i)
35 plot(x(k,1)+x(k,17)+Dv(1,1),x(k,2)+x(k,18)+Dv(2,1),'bo'); ...

hold on;
36 plot(x(k,5)+x(k,17)+Dv(1,2),x(k,6)+x(k,18)+Dv(2,2),'g*'); ...

hold on;
37 plot(x(k,9)+x(k,17)+Dv(1,3),x(k,10)+x(k,18)+Dv(2,3),'rs'); ...

hold on;
38 plot(x(k,13)+x(k,17)+Dv(1,4),x(k,14)+x(k,18)+Dv(2,4),'cd'); ...

hold on;
39 plot(x(k,17),x(k,18),'kp'); hold on;
40 i=i+1;
41 end
42 end
43 plot(x(:,17),x(:,18),'k'); grid on;
44 xlabel('\chi_i(x)'); ylabel('\chi_i(y)');

Programa función SistemaColectivo

1 function Out=SistemaColectivo(t,x)
2 %%%%%%%%%%%%%%% Parámetros de Simulación %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
3 % n = Grados de Libertad del Agente i, N = # de Agentes en la Red
4 % dim = Dimension del Vector de Estados del Agente i
5 n=2; N=4; dim=2*n;
6 % Matriz de Desviaciones
7 Dv=[0 -0.2 0 0.2;0.2 0 -0.2 0;0 0 0 0;0 0 0 0];
8 % Arreglo de Vectores de Estado (S=Seguidores y R=Maestro)
9 S=zeros(dim,N);

10 R=zeros(dim ,1);
11 for j=1:N
12 S(:,j)=x(1+(j-1)*dim:dim*j)-Dv(:,j);
13 end
14 R(:,1)=x(dim*N+1:dim*(N+1));
15 % Ganancias Protocolo
16 b=10; k=10;
17 % Dinámica del Agente
18 In=eye(n,n); Zn=zeros(n,n); A=[Zn In;Zn Zn];
19 % Matriz de Acoplamiento "Interno"
20 H=[Zn Zn;-k*In -b*In];
21 % Dinamica de los Nodos
22 for i=1:N
23 px=S(1,i); py=S(2,i); vx=S(3,i); vy=S(4,i); % Estados ...

(Error) del Agente i
24 xe=[px;py;vx;vy]; % Vector de ...

Estados (Error) del Agente i
25 prx=R(1,1); pry=R(2,1); vrx=R(3,1); vry=R(4,1); % Estados ...

del Maestro
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26 xr=[prx;pry;vrx;vry]; % Vector de ...
Estados del Maestro

27 if i==N
28 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=(A+H)*xe; % Dinámica ...

en Lazo Cerrado
29 k=i+1;
30 y((1+(k-1)*dim:dim*k))=A*xr+... % Dinámica ...

del Maestro
31 [0;0;-0.05*sin(0.1*t);-0.05*cos(0.1*t)];
32 else
33 y((1+(i-1)*dim:dim*i))=(A+H)*xe; % Dinámica ...

en Lazo Cerrado
34 end
35 end
36 Out=y';
37 end
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