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Notacion

IN Conjunto de los numeros naturales.

GRr Grafo.

V(GR) Conjunto de vértices.

E(Gg) Conjunto de aristas.

Y, Funcion de incidencia.

s Proceso utilizado para desarollar la bifurcacion arterial.
Cer Concentracion del factor de crecimiento endotelial en el vaso sanguineo.
/ Longitud del vaso sanguineo.

d Diametro del vaso sanguineo.

Om—1)+ Om Angulo de bifurcacion arterial.

ap Angiogénesis por brote.

ap Angiogénesis por particion.

P Probabilidad de angiogénesis por brote.

Pap Probabilidad de angiogénesis por particion.

by Numero total de vasos sanguineos.

o Grado diametral de asimetria en una bifurcacion arterial.
l, Longitud experimental del vaso sanguineo.

l; Longitud para cada segmento ;.

b Factor de contraccion para angiogénesis por brote.

Ay Factor de contraccion para angiogénesis por particion.
Ay Acho promedio del rinon.

D Dimension fractal.
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Resumen

En esta tesis, se modela el desarrollo del arbol vascular arterial del rinon utilizando la
teoria de grafos e incluyendo informacion fisiologica de la bifurcacion arterial. El rindn
es uno de los 6rganos mas complicados en términos de estructura y fisiologia, en parte por
su vascularizacion. El desarrollo del arbol vascular arterial del rindon ocurre mediante an-
giogénesis; esto es, la formacion de nuevos vasos sanguineos a partir de vasos pre-existentes.
Existen dos procesos de angiogénesis: por brote y por particion. Se modela el desarrollo del
arbol vascular arterial del rinon incorporando parametros fisiologicos en base a datos experi-
mentales previamente publicados. Los resultados muestran que es posible incluir la funcion
angiologica en el grafo para modelar la morfologia del arbol vascular arterial renal. La
longitud promedio en cada segmento en la morfologica de los arboles generados tienen in-
terseccion con resultados experimentales. El ancho promedio del arbol vascular arterial del
rinon de los arboles generados estd dentro del rango experimental. La dimension fractal de la
morfologia del arbol vascular arterial del rinon depende de la contribucion de angiogénesis
por brote y por particion, i. e., de la distribucion de los vasos sanguineos. Esto es, puede
proporcionar informacion si el rindn cuenta con la morfologia apropiada para desarrollar sus
funciones.

Palabras clave: Arbol vascular arterial del rifion, Angiogénesis por brote, Angiogénesis
por particion, Grafo, Dimension fractal.
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Abstract

In this thesis, we model the development of the arterial vascular tree of the kidney using
the graph theory and including physiological information of the arterial bifurcation. The
kidney is one of the most complex organ in terms of structure and physiology, in part because
of its vascularity. The development of the arterial vascular tree of the kidney occurs through
angiogenesis, i. e., the formation of new blood vessels from pre-existing vessels. There
are two processes of angiogenesis: sprouting and splitting. The development of the arterial
vascular tree of the kidney is modeled incorporating physiological parameters on bases of
experimental data previously published. The results show that it is possible to include the
angiological function in the graph to model the morphology of the renal arterial vascular tree.
The average length in each segment of the morphology of the trees have intersection with
experimental results. The average width of the arterial vascular tree of the kidney of the trees
generated 1s within the experimental range. The fractal dimension of the arterial vascular
tree of the kidney depends of the contribution of sprouting and splitting angiogenesis, i. e.,
of the distribution of blood vessels. That is, the fractal dimension can provide information if
the kidney has the appropriate morphology to perform their functions.

Keywords: Arterial vascular tree of the kidney, Sprouting angigenesis, Splitting angio-
genesis, Graph, Fractal dimension.
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Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos anos, el entendimiento de como se forman los vasos sanguineos ha pasado
a ser un objetivo primordial y desafiante en la actividad cientifica, ya que terapias podrian
basarse en el control localizado de su crecimiento. En el presente capitulo se explicara
porque es importante modelar la vasculatura arterial renal. Iniciaremos con generalidades
para arribar al problema: El estudio de la vasculatura renal. También se esbozaran algunos
de los esfuerzos que la comunidad cientifica ha hecho para comprender dicho problema,
especificamente desde el punto de vista de las matematicas. Se discutiré el potencial que
tiene la teoria de grafos para modelar el desarrollo del arbol vascular arterial del rinon.

1.1 Funcion del arbol vascular

Dentro del cuerpo humano abundan las estructuras complejas como es el caso de las
arborescentes. Un ejemplo de ellas es el sistema de tubos por el que fluye la sangre, llamados
vasos sanguineos (Guyton y Hall, 2000). Los vasos sanguineos comprenden arterias, que
llevan la sangre desde el corazon hasta los organos; las venas, que llevan la sangre desde
los organos hacia el corazon; y los capilares, que sirven de puente entre las arterias y las
venas. Esto es, la sangre es un 6rgano fluido complejo que circula a través del arbol vascular.
Un drbol vascular esta formado de arterias y venas a manera de las ramas de un arbol, y
los capilares forman una red de vasos sanguineos (véase Figura 1.1). Todos los 6rganos del
cuerpo humano funcionan gracias a la sangre que circula por el arbol vascular.

El paradigma actual es que la formacion del arbol vascular esta programada genéticamente
y controlada por determinantes celulares locales. Si durante la vida embrionaria los vasos
sanguineos no se desarrollan adecuadamente en o6rganos vitales; i. e., si crecen desordenada-
mente se originan graves problemas congénitos, de igual manera, cuando crecen en exceso se
forman tumores vasculares. Cuando los 6rganos empiezan a formarse, los vasos sanguineos
crecen con caracteristicas y distribuciones particulares para cada uno de ellos. Todavia no
esta claro si cada 6rgano emite senales propias o si lo que varia es la secuencia de las senales
y su orientacion espacial, lo cual parece ser lo mas probable, ya que el desarrollo del 6rgano
depende directamente de los factores involucrados.

Es fundamental analizar los mecanismos involucrados en el desarrollo vascular a nivel
celular y molecular, para asi después poder utilizar herramientas matematicas en el control de



Figura 1.1: Arboles vasculares en el cuerpo humano: arbol arterial (rojo) y arbol venoso
(azul).

enfermedades y promover el desarrollo de 6rganos artificiales. Sin embargo, la modelacion
matematica de sistemas biomédicos no es una tarea facil. De hecho, hasta donde sabemos
no existe ningun formalismo matematico que incluya informacion fisiologica para modelar
el desarrollo de la vasculatura arterial renal.

~ r

1.2 ;Por qué el rinon?

Los rinones son 6rganos sumamente vascularizados y constituyen el principal medio de
que dispone el organismo para purificar y mantener el equilibrio quimico en la sangre. Estos
regulan la concentracion de sustancias quimicas en el cuerpo, de las cudles se necesita un
equilibrio para mantener la vida, ya que las concentraciones excesivas pueden ser perjudi-
ciales. Los rinones son dos 6rganos en forma de frijol y cada uno tiene el tamano aproximado
de una mano cerrada (ver Figura 1.2).

El arbol vascular del rinon tiene la siguiente estructura: La arteria renal entra en el rinon
a través del hilio y luego se ramifica sucesivamente dando lugar, en orden de profundidad, a
las arterias interlobulares, arterias arciformes, arterias interlobulillares y a las arteriolas afe-
rentes, que dan lugar a los capilares glomerulares (Guyton y Hall, 2000), donde se filtra gran
cantidad de liquido y de solutos (excepto las proteinas del plasma) para empezar a formar
la orina. Estos capilares confluyen para formar las arteriolas eferentes, que da origen a una
segunda red capilar, los capilares peritubulares, que irrigan la nefrona. Los vasos del sistema
venoso discurren paralelos a los arteriales y forman venas interlobulillares, arciformes, in-
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Arteria
(sangre y materiales de
desecho entran al rindn)

Vena
(sangre limpia
sale del rifién)

Uréter
(los materiales de
desecho y liquidos
salen por la orina)

Figura 1.2: Rinon, imagen a partir de http://www.hepatitisc2000.com.ar

terlobulares y la vena renal (Guyton y Hall, 2000). La circulacion renal es peculiar por tener
dos redes capilares, la glomerular y la peritubular, cuyos capilares estan en serie y separados
por las arteriolas aferentes y eferentes, las cuales ayudan a regular la presion hidrostatica en
las dos redes capilares. Durante el desarrollo del arbol vascular renal, el ensamblado pre-
ciso en tiempo y espacio es un evento crucial que dirige la formacion de un rindén normal
preparado para la vida extraordinaria. La anatomia apropiada de la microvasculatura renal
con sus varios segmentos es importante para la regulacion de las distintas funciones que tiene
que llevar a cabo.

Los rinones son un sistema complejo que incluye mecanismos de: filtracion, absorcion
y excrecion. Entre las principales funciones que desempenan los rifiones destaca el proce-
sar la sangre limpia, filtrar el agua y desechos extras; liberar hormonas; regular el agua y
electrolitos de la sangre, como sodio, potasio y remover toxinas de la misma. De esta mane-
ra, diariamente nuestros rinones filtran 200 litros de sangre para remover unos dos litros de
desechos y de agua remanente (orina). El patron de distribucion de los vasos sanguineos en
el rindn es muy preciso, constante, genéticamente determinado y se reproduce en forma casi
idéntica en todas las especies; incluyendo a los humanos.

De acuerdo a datos de la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), una de cada diez
personas en el mundo tiene algiin desorden en el rinon, lo que provoca que cada ano mueran
prematuramente de ataques al corazon asociado a la Insuficiencia Renal Cronica. Las causas
mas comunes son la diabetes mellitus y la hipertension, ambas enfermedades muy preva-
lentes entre la poblacion. La tasa de crecimiento de la insuficiencia renal cronica ha sido
11% anual en los Gltimos 10 anos.

Con todo lo anterior, el estudio de la vasculatura es motivada en las areas biomédicas
emergentes.



1.3 Estudios de la vasculatura renal

La estructura vascular renal ha sido objeto de una serie de estudios, esto porque los
rinones son oOrganos vitales que realizan funciones de limpieza y equilibrio quimico de la
sangre. Los primeros estudios de Zamir y Phipps (1987) en el arbol vascular de rifion con-
sistieron en meticulosas observaciones morfologicas de la distribucion de los vasos sangui-
neos del rindn. Zamir y Phipps observaron y midieron experimentalmente los angulos y dia-
metros de ramificacion renal en rata. La rata fue anestesiada para posteriormente inyectarle
una solucion de Tyrode, con la que se obtiene el arbol vascular arterial solido para poderlo
estudiar en el Proyector de Perfiles Mitutoyo. Se puede observar en la Figura 1.3 que la
distribucion de los vasos sanguineos tiene un patron de ramificacion homologo a los arboles.
El arbol vascular del rindn se partio en pedazos mas pequenos, los cuales permitieron ma-
niobrar cada sitio de la ramificacion y asi tomar las medidas. El analisis morfométrico de la
distribucion de los vasos sanguineos en el rinon de rata indica que las caracteristicas de rami-
ficacion de estos son determinadas por condiciones de caracter fisiologico, especificamente
por la funcion angiologica.

Figura 1.3: Arbol vascular del rifion de una rata (Zamir y Phipps, 1987).

Mas recientemente, Zamir (2001) utilizo los sistemas paramétricos de Lyndenmayer para
generar estructuras arborescentes de ramificacion arterial. Un modelo de L-sistemas consiste
en bifurcaciones repetidas, con el axioma ® y la regla de produccion p dados por: @ : F, p :
F — F|—F|[+F], donde F representa una linea de longitud unidad en la direccion horizontal
y los corchetes representan la salida [ y el regreso | a un punto de ramificacion, mientras que
el signo mas y menos representan la direccion hacia la derecha e izquierda, respectivamente
(ver Figura 4 en Zamir (2001)). Zamir gener6 aleatoriamente arboles con diferentes grados
de simetria con respecto al didmetro; vease Figura 1.4, donde una seleccion aleatoria del
grado de asimetria no reproduce el patron de vascularizacion observada en el arbol vascular
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arterial del rindn. Sus resultados sugieren que los L-sistemas se pueden utilizar para producir
estructuras arborescentes fractales pero no para la ramificacion observada en los arboles
vasculares del rinon, esto debido a que tienen que incorporar las leyes fisiologicas de la
ramificacion arterial.

Figura 1.4: Arboles vasculares generados por L-sistemas, variando el indice de simetria con
respecto al didmetro (Zamir, 2001).

Posteriormente, Wahl, et. al. (2004) analizaron las redes microvasculares renales previa-
mente publicadas y compararon las graficas, utilizando la teoria de grafos para analizar la
topologia de la red glomerular en ratas en clasificaciones: adultas normales, recién nacidas
y adultas urémicas. Wahl y sus colaboradores, muestran que la mayoria de los vértices en
el glomérulo renal son bifurcaciones; i. e., vértices de grado 3. El porcentaje promedio de
vertices de grado 3 es 82.4% en adultas normales, 95.5% en recién nacidas y 64.1% en adul-
tas urémicas. También sugieren que la informacion obtenida en estudios de angiogénesis,
el cual describe el crecimiento de los vasos sanguineos, puede ser Util en el desarrollo de
un modelo de teoria de grafos para generar en condiciones normales redes microvasculares
renales.

En uno de los estudios mas recientes Nordsletten, ez. al., (2006) reconstruyeron numé-
ricamente el arbol arterial y venoso del rinon de rata, utilizando Tomografia Computalizada
(micro-CT, por sus siglas en inglés). El arbol vascular tiene una profundidad hasta llegar a las
arteriolas aferentes y se utiliza el método de Strahler (Strahler, 1962), obteniendo la siguiente



estructura en el arbol vascular: aferentes, orden 0-1; interlobulillares, orden 2-6; arciformes,
orden 6-7; interlobulares, orden 8-9 y arteria renal, orden 9-10. La Figura 1.5 muestra el
modelo reconstruido del arbol vascular arterial y venoso del rindén de 20um datos en micro-
CT. La limitacion de este proceso es que requiere de imagenes suficientemente claras de
las paredes vasculares y los limites. Los datos morfologicos obtenidos proporcionan una
base estadistica a partir de la cual la topologia de la vasculatura renal puede ser generada.
Previo a nuestra propuesta, reusaremos los aspectos fisiologicos de la vasculatura renal y su
desarrollo.

Figura 1.5: Reconstruccion del arbol vascular arterial y venoso de rata (Nordsletten, et. al.,
2006).

Se puede observar en los estudios previos que no existe un modelo matematico que incor-
poré informacion de los parametros fisiologicos encargados del desarrollo del arbol vascular
del rinon. Esto a pesar de los avances que se han realizado para el entendimiento de la
morfogénesis del arbol vascular del rinon (Tomanek, 2001).

1.4 Desarrollo del arbol vascular en el rinon

Los mecanismos involucrados en el desarrollo vascular renal han comenzado a ser diluci-
dados. La formacion de vasos sanguineos es un proceso complejo que implica la interaccion
perfectamente coordinada de multiples pasos. Existen muchos procesos implicados en la
regulacion de este proceso que deben actuar armoniosamente para que se formen los vasos
sanguineos funcionales. Datos experimentales indican que el control de la diferenciacion
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de los vasos sanguineos estd determinada en gran parte por el 6rgano en cuestion, i. e., los
factores involucrados en el desarrollo del 6rgano (Tomanek, 2001).

Por ejemplo, durante la embriogénesis, la creciente necesidad de oxigeno impulsa el
desarrollo del sistema cardiovascular. El principal factor que controla la formacion de los
vasos sanguineos es la falta de oxigeno. La carencia de oxigeno produce una respuesta local
que se caracteriza por la liberacion de factores de crecimiento especializados:

VEGF
TGEB1
Efrinas A 1-2
B
PDGR-B
Familia Ets (Ets-1,TEL)
Angiopoyetinas 1-2
Sistema renina-angiotesina

el factor de crecimiento endotelial vascular (VEGF, por sus siglas en inglés) es el princi-
pal factor que estimula la formacion de nuevos vasos sanguineos para suplir esa necesidad.
Otros factores involucrados en el desarrollo vascular renal son el factor de crecimiento trans-
formador B1 (TGF B1), las efrinas (A 1-2, B), el factor de crecimiento derivado de las pla-
quetas (PDGF-B), familia Ets, angiopoyetinas 1-2 y el sistema renina-angiotensina. Una vez
restablecida la tension de oxigeno se inhibe la produccion de factores pro-angiogénicos.

El crecimiento de los vasos sanguineos renales depende de la regulacion que ejerce
la concentracion tisular de oxigeno sobre el VEGEF, el cual es responsable de la diferen-
ciacion, migracion, proliferacion y ensamblado de células endoteliales (Tomanek, 2001). El
desarrollo del arbol vascular comprende dos procesos distintos: a) vasculogénesis y b) an-
giogénesis, los cuales son responsables del desarrollo vascular renal, esto dependiendo del
potencial de las células utilizadas (Tomanek, 2001). a) Vasculogénesis es la formacion de
nuevos vasos sanguineos cuando no existen vasos sanguineos pre-existentes, mientras que
b) angiogénesis es la formacion de nuevos vasos sanguineos a partir de vasos sanguineos
pre-existentes (en el siguiente capitulo se detallaran ambos procesos). El VEGF es el prin-
cipal motor de la vasculogénesis y angiogénesis, para establecer que el sistema vascular sea
normal tanto en su morfologia como en su funcionamiento. Entre sus principales funciones
estan: estimular la vasculogénesis, la remodelacion angiogénicay la formacion de brotes an-
giogénicos. Se desconoce cudl es la contribucion de la vasculogénesis versus la angiogénesis
en la formacion de vasos sanguineos especificos para un determinado 6rgano.

1.5 Contenido de la presente tesis

Ha habido aproximaciones a la morfologia de arboles vasculares renales utilizando he-
rramientas matematicas (Nordsletten, et. al., 2006; Wahl, et. al., 2004; Zamir, 2001), pero
sin incorporar la informacion fisiologica de como se va dando el desarrollo del arbol vascu-
lar renal. En este trabajo nos enfocaremos al desarrollo del arbol vascular arterial del rindén
mediante el proceso de angiogénesis. Existen dos tipos de angiogénesis: por brote y por
particion. Ambos procesos de angiogénesis generan estructuras arborescentes, las cuales se
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pueden representar mediante la teoria de grafos. Es decir, la teoria de grafos puede pro-
porcionar una base matematica para modelar el desarrollo de la vasculatura arterial renal
incorporando las leyes fisiologicas de la ramificacion arterial.

El objetivo principal de esta de tesis es modelar el desarrollo del arbol vascular arterial
del rinon utilizando teoria de grafos e incorporando informacion fisiologica. El contenido de
este trabajo es el siguiente:

e Capitulo 2: Se estudiara como ocurre el desarrollo vascular, especificamente el del
arbol vascular arterial del rinon. Se describira el proceso de angiogénesis, el cual
puede ocurrir de dos formas: por brote y por particion para el desarrollo de la vascu-
latura arterial renal. Asi mismo, se detallardn ambos procesos de angiogénesis desde el
punto de vista fisiologico, y enfocando las diferencias entre ellos mediante herramien-
tas matemeéticas.

e Capitulo 3: Se definira la estructura del grafo y se encontrara la funcion que describa
el fenomeno de vascularizacion arterial renal. Asi mismo, se definiran las principales
variables fisiologicas involucradas en el desarrollo del arbol vascular arterial renal.
Se analizaran matematicamente los dos procesos de angiogénesis y las condiciones
necesarias para el desarrollo de una vasculatura en condiciones normales. Esto es, se
generaran estructuras arborescentes incorporando las leyes fisiologicas de la ramifi-
cacion arterial renal. Se realizara un analisis del proceso de angiogénesis en el grafo
que represente el arbol vascular arterial del rinon.

e Capitulo 4: Se desarrollard un programa en Mathematica de Wolfram version 6, para
modelar el crecimiento del arbol vascular arterial del rinén incorporando la infor-
macion fisiologica y morfologica en el grafo. Se realizaran diferentes estudios es-
taditicos para los procesos de angiogénesis por brote y por particion en el grafo.

e Capitulo 5: Se presentaran las conclusiones sobre los resultados obtenidos en esta
tesis, asi como también se expondra el trabajo futuro a realizar.

A continuacion se muestra la produccion cientifica de esta tesis:

Aurora Espinoza-Valdez, R. Femat and Francisco C. Ordaz-Salazar. A model for renal
arterial branching based on graph theory. Mathematical Biosciences 225 (2010) 36-43.

Aurora Espinoza-Valdez, R. Femat and Francisco C. Ordaz-Salazar (2009). Applying
Graph Theory to Arterial Vascular Tree of the Kidney. Boletin de la Sociedad Matematica
Mexicana, ENVIADO.

Francisco C. Ordaz-Salazar, Aurora Espinoza-Valdez and R. Femat (2010). Fractal di-
mension of the arterial vascular tree of the kidney. Journal of Theoretical Biology, ENVIA-

DO.

Version completa del articulo publicado puede ser consultada en el Anexo.



Capitulo 2

Vascularizacion

El rinon es un 6rgano complicado en términos de estructura y fisiologia debido en parte
a que esta sumamente vascularizado. En este capitulo abordaremos la pregunta fundamental
que nos hacemos ;Como se desarrolla el arbol vascular del rindn?; misma que requiere ser
contestada a varios niveles. Explicaremos cuales son los procesos encargados de desarrollar
los arboles vasculares, especificamente del arbol vascular arterial del rinon.

2.1 Desarrollo vascular

El desarrollo vascular ocurre por medio de dos mecanismos que a veces se superpo-
nen: vasculogénesis y angiogénesis. Vasculogénesis es el proceso de formacion de los vasos
sanguineos a partir de células endoteliales progenitoras (angioblastos), las cuales migran y
se fusionan con otras células endoteliales y se diferencian mientras forman nuevos vasos
sanguineos (Tomanek, 2001). Los angioblastos emigran en respuesta a senales locales, tales
como el factor de crecimiento y la matriz extracelular, para formar nuevos vasos sanguineos.
Estos arboles vasculares después se podan y se extienden con angiogénesis para dar la estruc-
tura arborescente. Angiogénesis es la formacion de nuevos vasos sanguineos a partir de vasos
sanguineos pre-existentes, por proliferacion y migracion de células endoteliales previamen-
te diferenciadas (Tomanek, 2001). Vasculogénesis y angiogénesis son procesos complejos
que involucran remodelacion de la matriz extracelular, migracion y proliferacion de células
endoteliales, formacion del lumen y maduracion funcional de los vasos sanguineos.

En la Figura 2.1 se puede observar lo siguiente: /) La vasculogénesis, la cual es la
formacion de vasos sanguineos in situ a partir de precursores endoteliales tales como los
angioblastos. 2) La angiogénesis consta de distintas etapas que tienen lugar a partir de vasos
sanguineos surgidos mediante vasculogénesis. 3) También se puede observar que ambos
procesos, angiogénesis y vasculogénesis pueden suceder en forma simultanea (Tomanek,
2001).

Asi, podemos decir que la angiogénesis es la formacion de nuevos vasos sanguineos a
partir de vasos sanguineos pre-existentes, mientras que la vasculogénesis es la formacion
de nuevos vasos sanguineos cuando no existen vasos sanguineos pre-existentes. Ambos
procesos, tanto la angiogénesis como la vasculogénesis son posibles en el desarrollo de la
vasculatura renal. No es claro todavia cuanto contribuye cada uno de estos procesos en
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Vasculogénesis Angiogénesis

Vasculogénesis Yy
Angiogénesis

Arbol Vascular

Figura 2.1: Vasculogénesis, angiogénesis y ambos procesos.

el desarrollo de la vasculatura del rinon en condiciones normales (Tomanek, 2001). Sin
embargo, las arteriolas mas pequenas y los capilares se forman por vasculogénesis mientras
que las arterias lo hacen por angiogénesis (Tomanek, 2001).

Puesto que estamos interesados en el desarrollo del arbol vascular arterial del rindn, nos
enfocaremos en el proceso de angiogénesis.

2.2 Angiogénesis

La angiogénesis es definida como la formacion de nuevos vasos sanguineos a partir de
vasos pre-existentes, existen dos tipos de angiogénesis en el desarrollo vascular: por brote
y por particion. En ambos procesos de angiogénesis, ya sea bajo condiciones fisiologicas o
patologicas, la activacion de las células endoteliales en reposo es el primer evento que tiene
lugar (véase la Figura 2.2). Las células endoteliales activadas luego migran, proliferan y
remodelan la membrana basal (por la sintesis, degradacion y la reordenacion de los com-
ponentes en la matriz) para formar nuevos vasos sanguineos. La importancia de las células
endoteliales en la angiogénesis ha alentado los esfuerzos para aislar y purificar factores de
crecimiento en células endoteliales. L.a mayoria de los factores angiogénicos identificados a
la fecha actuan directamente sobre las celulas endoteliales.

El crecimiento y desarrollo normal del arbol vascular depende de la angiogénesis. Este
proceso es complejo en la produccion de nuevos vasos sanguineos para garantizar que células
y tejidos reciban oxigeno y nutrientes suficientes. La regulacion molecular de la angiogénesis
es controlada por distintos pasos. Esto es, una molécula angiogénica promueve la prolifera-
cion de células endoteliales, migracion o formacion del tubo, mientras un inhibidor interfiere
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Estimuld ‘angiogénico

TIN5

Células endoteliales

Figura 2.2: Vaso sanguineo con estimulo angiogénico.

en esos pasos (Patan, 2000).

El proceso de angiogénesis consta de distintas etapas que tienen lugar a partir de vasos
surgidos mediante vasculogénesis. El control de la angiogénesis por el VEGF es uno de los
mecanismos por los que el grado de vascularizacion de los tejidos se mantienen en condi-
ciones fisiologicas normales. Algunos estudios demuestran in vitro que el VEGF promueve
la migracion, proliferacion y formacion del tubo en células endoteliales para el proceso de
angiogenesis (Patan, 2000).

En conclusion, angiogénesis es la formacion de nuevos vasos sanguineos a partir de vasos
sanguineos pre-existentes y consiste de dos procesos: brote y particion. Angiogénesis involu-
cra degradacion de la membrana basal, remodelacion de la matriz extracelular, migracion
de células endoteliales en direccion del estimulo angiogénico, proliferacion de células en-
doteliales y formacion del vaso sanguineo. Nuestra discusion y resultados estan basados en
los dos procesos de angiogénesis como se detallan a continuacion.

2.2.1 Angiogénesis por brote

La angiogénesis por brote se refiere al proceso en el cual se activan las células en-
doteliales ramificandose hacia afuera de un vaso sanguineo pre-existente, para formar una
estructura con un brote (Figura 2.3). Las células endoteliales se transforman en un tubo
unido a la matriz extracelular. El brote requiere activacion de células endoteliales, la mem-
brana basal y matriz extracelular, deben ser degradadas para permitir la migracion de células
endoteliales y la extension del vaso.

Debe existir una coordinacion multiple para que se lleve a cabo el proceso de angiogénesis
por brote. Por ejemplo en la embriogénesis del rinodn, inhibiendo la degradacion de la matriz
extracelular se limita la migracion de la células endoteliales y por lo tanto la formacion del
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vaso sanguineo. El brote ocurre en un ritmo de varios milimetros por dia y permite a los
nuevos vasos sanguineos crecer a través de boquetes en la vasculatura (Tomanek, 2001).

Vaso
pre-existente
1. Degradacion de la membrana basal,

para permitir la migracion e inhibicion
de células endoteliales. l

. g , . Migracion de
2. Mlgrag}on de celglas endote.halres. en células endoteliales
direccion del estimulo angiogénico.
Se proliferan las células endoteliales
para formar el brote. Anileacion de las
células endoteliales.

l

3. Formacion del lumen. Mitosis de las ,
células endoteliales distantes a la ex- Formacion de
tremidad principal del brote. For- lumen
macion del lazo de conexion del brote.

El flujo comienza después de que los
lazos se hayan formado.

4. Maduracion de la pared del vaso. Se

forma la nueva membrana basal. Dos
vaS08

Figura 2.3: Angiogénesis por brote.
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2.2.2 Angiogénesis por particion

La angiogénesis por particion se refiere al proceso en el cual un vaso sanguineo se parte
en dos nuevos vasos. Las células endoteliales se extienden con eficacia formando dos vasos
sanguineos a través de los cuales la sangre pueda fluir. Este proceso es importante porque
es una reorganizacion de células endoteliales existentes, ya que permite un aumento en el
numero de vasos sanguineos sin un incremento correspondiente en el numero de células
endoteliales. Esto es especialmente importante pues en el desarrollo embrionario no existen
suficientes recursos para crear una microvascularizacion con las nuevas células que un nuevo
vaso sanguineo desarrolla cada vez.

En la angiogénesis por particion al realizarse el proceso de ramificacion; esta depende del
angulo y diametros de ramificacion, i. e., los diametros de los dos nuevos vasos sanguineos
dependen del diametro del vaso que salieron. En la Figura 2.4 se puede observar como es
que se lleva a cabo el crecimiento del arbol vascular mediante angiogénesis por particion.

2.2.3 Diferencias basicas entre angiogénesis por brote y por particion

Observaciones y mediciones han demostrado que angiogénesis por brote y por particion
son procesos que tienen algunos pasos en comun, pero también diferencias. En angiogénesis
por brote la extension del lumen da lugar a un nuevo vaso, mientras que en angiogénesis
por particion la matriz extracelular determina la extension del lumen. Otra diferencia es que
durante el proceso de brote el nuevo vaso sanguineo tiene un diametro en el rango del tamano
capilar. Por el contrario, durante el proceso de particion el vaso sanguineo se divide en su
centro para una formacion inmediata de dos nuevos vasos sanguineos, lo que provoca vasos
sanguineos de igual diametro (Patan, 2000).

El tipo de proceso de angiogénesis utilizado en el desarrollo en un determinado 6rgano
puede depender del nimero de vasos sanguineos que ya estaban presentes para cuando este
empieza a crecer rapidamente. Estudios recientes sugieren que la angiogénesis por particion
es mas probable que angiogénesis por brote durante la formacion del arbol vascular. La
angiogeénesis por particion esta presente en areas vasculares donde el flujo sanguineo es
ramificado en dos direcciones divergentes. El brote tiende a crecer (en longitud y diametro)
para concentraciones bajas de VEGF y disminuye en concentraciones mas altas. En particion
aun se encuentran realizando estudios experimentales de como afecta la concentracion de
VEGF.

Se conjetura que los procesos de brote y particion ocurren con una diferente probabilidad
en el arbol vascular arterial renal, para obtener la morfologia tan particular del rinon. Es mas
probable el proceso de angiogénesis por particion que angiogénesis por brote, esto debido
a requiere solo reorganizacion de las células endoteliales existentes y no migracion de las
mismas; es decir, tiene menos requerimiento energético.
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Vaso
pre-existente

1. Degradacion de la membrana basal
para tener en cuenta el movimiento or-
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2. Estiramiento y adelgazamiento de endoteliales

células endotelales. Esto permite la
extension del lumen del vaso.

]

Formacion de pilares
en direccién del
eje del vaso

3. Formacion de la base de la estruc-
tura del tejido intervascular y estabi-
lizacion.

=

Dos
VaS08

4. Formacion de la membrana basal.

Figura 2.4: Angiogénesis por particion.

2.3 Arbol vascular arterial del rifién

La estrechez de los rinones y de su vasculatura estan intimamente relacionadas con su
funcion. El rinon consta de tres arboles vasculares: arterial, venoso y uréter (ver Figura
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2.5). El patron de distribucion de los vasos sanguineos en el rinon es el resultado del 6rgano
en si ya que las caracteristicas y ubicacion de los vasos son necesarias para la secrecion y
reabsorcion de moléculas de filtrado glomerular y para la regulacion de la presion arterial,
esto es, para la funcion normal del rinon.

Figura 2.5: Rifidon: Arbol vascular arterial (rojo), arbol vascular venoso (blanco) y uréter
(amarillo) (http://www.bioeng.auckland.ac.nz).

El arbol vascular del rinon tiene la siguiente estructura: La arteria renal entra en el rindén
a través del hilio y, luego se ramifica sucesivamente dando lugar a las arterias interlobulares,
arterias arciformes, arterias interlobulillares. De acuerdo a estudios experimentales en el
arbol vascular del rinon (Guyton y Hall, 2000), podemos concluir que la vasculatura arterial
llega hasta la profundidad de las arterias interlobulillares. Esto es, esta formado por arterias
interlobulares, arciformes e interlobulillares.

2.3.1 Desarrollo de la bifurcacion arterial

El desarrollo del arbol vascular arterial del rinon ocurre mediante angiogénesis. El pro-
ceso de angiogénesis es la formacion de nuevos vasos sanguineos a partir de vasos sanguineos
pre-existentes. Existen dos tipos de angiogénesis: por brote y por particion. En resumen,
como premisas de la presente tesis, el desarrollo de la bifurcacion arterial del rindn depende
de:

e El proceso utilizado para generar la bifucacion arterial, esto es, angiogénesis por brote
0 por particion.
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e La concentracion del factor de crecimiento endotelial en el vaso sanguineo pre-exis-
tente, ya que del VEGF depende la longitud y el didmetro de los dos nuevos vasos
sanguineos generados en la bifurcacion.

e La longitud del vaso sanguineo pre-existente. En la bifurcacion arterial la longitud de
los nuevos vasos sanguineos generados depende de la longitud del vaso pre-existente,
asi como también del tipo de arterias a desarrollarse.

e El diametro del vaso sanguineo pre-existente. Dependiendo del proceso utilizado en
el desarrollo de la bifurcacion arterial se determinan los didmetros de los nuevos vasos
sanguineos.

e El angulo de bifurcacion depende del proceso por el cual se desarrolle la bifurcacion
arterial.

Vaso Dos nuevos
pre-existente vasos

Figura 2.6: Bifurcacion arterial

De acuerdo a datos experimentales, estos son los principales parametros fisiologicos in-
volucrados en el desarrollo de la bifurcacion arterial del rindn, ademas de la relacion témpo-
espacial entre la renina y la ramificacion arterial (Nakatsu, et. al., 2003; Patan, 2000; Reddi,
et. al., 1998; Tomanek, 2001). Asi partiendo de lo anterior, a continuacion se desarrolla la
propuesta del modelo.
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Capitulo 3

Representacion del arbol vascular
arterial del rinon en un grafo Gy

En este capitulo se analizara como es que el arbol vascular arterial del rinon se puede
representar en un grafo Gy en el cual se incluye la informacion fisiologica necesaria para
que se lleve a cabo el desarrollo del arbol vascular en condiciones normales. Esto es, el
grafo prescribe la topologia de la vasculatura arterial renal e incluye la regla del fendmeno
de vascularizacion.

3.1 Conceptos basicos

A continuacion, mencionaremos definiciones basicas de la teoria de grafos (Bondy y
Murty, 1976; Diestel, 2005).

Un grafo G es una terna ordenada (V' (G),E(G),ys) que consiste de un conjunto no
vacio V' (G) de vértices, de un conjunto E£(G) de aristas y de una funcion de incidencia yg
que asocia a cada arista un par ordenado (no necesariamente distintos) de vértices de G.
Vs E(G) =V (G)xV(G) donde sie € E(G), yg(e) = {u,v}, entonces se dice que e une a
uy v, los vértices u'y v son los extremos de e.

Un grafo es finito si tanto su conjunto de vétices y aristas son finitos. En esta tesis
hablamos solamente de grafos finitos, por lo que el término grafo siempre significa grafo
finito.

El orden de G es dado por el numero de vértices, denotado como | V' (G) |. Seav € V' (G),
el grado de v, denotado deg(v), es igual al nimero de aristas que son incidentes a v. Una
arista es incidente a un vértice si ésta lo une a otro. Un grafo es k — regular si deg(v) =
kYveV(G) (ke N).

Una caminata en G es una secuencia alternante finita W = vgevye;...v,_1e,V, de vérti-
cesy aristas, tales que para 1 <i < n los extremos de e; son v;_ y v;. Los vértices vy y v,, son

llamados origen y terminacion de W respectivamente y vy,...,v,_1 son vertices internos.
El entero n denota la longitud de /. Si las aristas ej, e, ..., e, son distintas y los vértices
v0,V1, ...,V también son distintos en la caminata ¥, decimos que W es un camino.

Una caminata es cerrada si su origen y terminacion son el mismo vértice. Una caminata
cerrada en la que todas sus aristas y vértices internos son distintos decimos que es un ciclo.
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El grafo G es conexo si, y solo si, dados cualesquiera dos vértices v,w € V' (G) existe una
caminata de v aw. Un grafo aciclico es un grafo que no tiene ciclos.
Un arbol es un grafo conexo y aciclico.

(b)

Figura 3.1: (a) Arbol vascular arterial del rifién humano, i. e., un angiograma (Pérez, et.
al. (2002)) (b) Un grafo conexo aciclico representando un arbol cualitativo; i. e., no existe
informacion fisiologica en él.

Existe una similitud morfologica entre el arbol (grafo) y el arbol vascular arterial del
rinon (angiograma). Aunque ambos, el arbol y la vasculatura renal son muy similares (véase
la Figura 3.1), un arbol tal como se defini6 anteriormente no incluye los datos fisiologicos
en vértices o aristas. Por lo tanto, a fin de modelar un arbol G para visualizar la topologia
del arbol vascular arterial del rinon en el cual se pueda incluir la informacion fisiologica, re-
definimos un grafo. Nuestra nueva definicion solo modifica la funcion de incidencia, lo que
nos permite asociar a cada arista uno o a lo mas dos vértices e introducir algunos pardmetros
fisiologicos en el grafo. Una ventaja de la re-definicion de grafo, es que la vasculatura arterial
renal puede terminar en aristas, ya que los vértices son el lugar donde se presenta el estimulo
angiogeénico para que se genere la bifurcacion arterial. Esto es importante porque permite
tener informacion fisiologica en el grafo sobre los recursos genéticos tal como se describen
a continuacion.

3.2 Grafo Gy

Definicion 1. Un grafo Gg es una terna ordenada (V' (Gr), E(Gr),Ws,) que consiste de un
conjunto no vacio V' (Gg) de vértices, de un conjunto E£(Gr) de aristas y de una funcion de

incidencia Wi, : E(Gg) — ZEGR), donde KZ&GR) =V(Ggr)U (V(GR) x V(GR)). Entonces,
para cada arista e € E(Gp) se cumple alguna de las dos siguientes condiciones:
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1. yg, asocia la arista e a un par de elementos de V' (Gg), Wg,(e) = {u,v}. Laarista e
tiene dos vertices extremos.

2. Yg, asocia la arista e a un elemento de V' (Gg), Wi, (e) = {u}. La arista e tiene un
vertice extremo.

Sea Gg un arbol y con las siguientes caracteristicas:

e Gp representa el arbol vascular arterial del rinon.
e (Cada arista es un vaso sanguineo de la vasculatura arterial renal.

e Gr tiene vértices con todas sus aristas orientadas en tal forma que de cada vértice salen
dos aristas y llega una, la orientacion simboliza la direccion de la circulacion del flujo
sanguineo en las arterias.

e Cada arista e es etiquetada como ¢;(;_1) donde i > 0y j > 1 (i,j € IN), y ademas cada
etiqueta contiene la informacion fisiologica del vaso sanguineo.

La etiqueta de las aristas en el arbol Gy es a favor de las manecillas del reloj para ambos
subindices iy j. En Gp el subindice i indica que arista genera cuales aristas en la bifurcacion
arterial. El arbol Gg tiene una profundidad j, donde cada ;j es un segmento en Gg. La
etiqueta en los veértices, también es a favor de las manecillas del reloj y es denotada por el
subindice 7 (¢ € IN) en el vértice en Gg, ademas de ser el que marca la bifurcacion arterial.
Asi, dadas cualesquiera de las aristas de una bifurcacion arterial de la Figura3.2 (m>2, m €
IN'y j > 2), estas estan relacionadas con i de la siguiente forma:

m—2

-1 . L. .
i ('"2—) st el subindice m es impar
> st el subindice m es par

donde i denota la arista que genera las otras dos aristas en la bifurcacion, en Gg el subindice
J — 1 denota la profundidad del vaso sanguineo pre-existente en el arbol de la vasculatura
arterial renal.

3.3 Parametros fisiologicos en G

De conformidad a lo discutido en el Capitulo 2, procederemos a incluir los parametros
fisiologicos en el grafo Gg. Sea G un arbol con aristas orientadas y etiquetadas, donde cada
arista representa un vaso sanguineo del arbol vascular arterial del rinén. Una etiqueta en el
arbol Gr es una funcion f : E(Ggr) — (R4 U{0})?, donde p es el nimero de parametros
fisiologicos considerados para el desarrollo del arbol vascular arterial renal. A continuacion,
se definen los parametros fisiologicos utilizados en el desarrollo de la bifurcacion arterial de
acuerdo a la Subseccion 2.3.1.

Ahora cada arista es etiquetada como e;;_1) (5,Cqr,1,d,0) donde s es el proceso utilizado
en el desarrollo de la bifurcacion arterial: angiogénesis por brote o por particion; Cer es la
concentracion de VEGF en el vaso sanguineo; / es la longitud del vaso sanguineo; d es
el diametro del vaso sanguineo y 6(,,_1) + 8y, el angulo de bifurcacion arterial, ver Figura
3.3. Notese que cada arista incluye informacion fisiologica del i-€simo vaso sanguineo que
generard la bifurcacion arterial mediante angiogénesis que ocurre por brote o por particion.
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l(m-1) emj(&@f)lmadm)em)

e(m-l)j(s 7C!;f7 l(m'1)7d(m'1) 7e(m-1))

d(m-l )

Figura 3.3: Representacion de una bifurcacion arterial en Gg con aristas etiquetadas y orien-
tadas.

3.4 Angiogénesis: a; y a,

Definicion 2. Sea g el proceso de angiogénesis por brote. Entonces, s = ap genera un nuevo

vaso sanguineo en la arista e;(;_1), el cual es formado por & (k € IN) celulas endoteliales (ver
Figura 3 .4).
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(i) N
€i(j1) =
e

emj
(a0 a’p)

(ii) (ayoa,)

€i(j-1) = €(m-1)j
—_—

Figura 3.4: Angiogénesis por brote.

Es importante distinguir si el brote ocurre en la arista e(,,_1), 0 ex;, ya que esto afecta la
geometria de Gr debido a los parametros fisiologicos utilizados, i. e., afecta la morfologia
del arbol vascular arterial del rinon. El parametro d del nuevo vaso generado por brote
cumple lo siguiente:

1. Si el nuevo vaso sanguineo en e;;_1) (vaso sanguineo pre-existente) es e(,,_);, for-
mado por ap, entonces d,—1 < dp, y dy = d;.

2. Si el nuevo vaso sanguineo en €i(j—1) €S emy, formado por ap, entonces d;, < diy—1'y

La relacion con respecto al angulo de bifurcacion arterial se obtiene de datos experimen-
tales, donde para e(,,_1), formado por a; se cumple que 6,,—1 > 8, y para e,,; formado por
ap se cumple que 0,, > 0,,_1 (Gabrys, et. al., 2005; Patan, 2000).

Definicion 3. Sea a,, el proceso de angiogénesis por particion. Entonces, s = a, genera dos
nuevos vasos sanguineos en la arista e;(;_1) (vease Figura 3.5).

Figura 3.5: Angiogénesis por particion.

El vaso sanguineo pre-existente e;;_1) se bifurca en e(,,_1); y en;. El parametro d de los
dos nuevos vasos generados por particion cumple la siguiente condicion:
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1. Los diametros de los nuevos vasos sanguineos son d,,—1 = d,,, = %.

El angulo de bifurcacion arterial es 6,,—1 + 0, = 75° (Gabrys, et. al., 2005; Patan, 2000).

El analisis que se hace en ap y a,, es el siguiente: por definicion, angiogénesis implica la
generacion de nuevos vasos sanguineos a partir de uno pre-existente. El vaso sanguineo ya
existente puede ser previamente formado por brote o por particion (vease Figura 3.6).

Angiogénesis
por brote

Vaso
pre-existente

6 (av o ay) 6

Angiogénesis
por particion

Figura 3.6: Cuando la angiogénesis es activada, el desarrollo de la bifurcacion arterial puede
ser por brote (ap) o por particion (ap).

3.5 Analisis de angiogénesis en G

La angioénesis por brote y por particion tienen pasos en comun, pero la mas importante
diferencia es que en brote existe migracion de células endoteliales, mientras que en par-
ticion solo existe reordenacion de las ya existentes en el vaso sanguineo pre-existente. Por
definicion los procesos de ap y a, son mutuamente excluyentes, entonces ap # ap.

Ahora bien, si el nuevo vaso sanguineo es formado por brote y etiquetado en e,_1),,
con respecto a d,, = d; tenemos que si el (m — 1)j-ésimo vaso sanguineo es formado por
ap, entonces el mj-ésimo vaso sanguineo corresponde a una parte del vaso sanguineo pre-
existente e;(;_1), lo cual implica que dy,, = d;. De la misma forma si el nuevo vaso sanguineo
es formado por brote y etiquetado en ey, el vaso e(,,_1); tiene el mismo diametro que el vaso
sanguineo pre-existente ei(j—1), I e, dm—1 = d;. Notese que existen dos implicaciones de
este analisis: (a) si el nuevo vaso sanguineo es formado por brote, el didmetro de una de las
aristas e(,,_1); 0 en; en la bifurcacion es igual al diametro del vaso sanguineo pre-existente
ei(j—1) Y (b) el proceso de brote tiene efecto geometrico en el arbol Gg, i. e., depende de
que arista e(,,_1); 0 ey, es brote. Complementariamente, si los dos nuevos vasos e(,,_1);
Yy emj son formados por particion, el vaso sanguineo pre-existente e;(;_1) puede ser brote o
particion.

Existen seis posibles combinaciones para angiogénesis por brote y por particion en el
desarrollo del arbol vascular arterial del rinon. Esto es, las combinaciones de la Figura 3.7
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son las siguientes: (i) si las aristas e;(;_1) y e(,—1); son formadas por a,, entonces ey, ] es
formada por ap. (ii) si las aristas e;;_1) y em; son formadas por a,, entonces e(,,_);
formada por ap. (1) si ¢;(;_1) es formada por ap y e(,,_); es formada por ap, entonces ey es
formada por ap. (II) si e;;_1 es formada por a, y ey es formada por ap, entonces e(,,_);
es formada por a,,. Complementariamente, para (ii1) o (III) si e(,,_1); ¥ em; son formadas por
ap, entonces e;(;_1) puede ser formada por a; 0 a,, respectivamente. Todas las bifurcaciones
tienen la misma posibilidad de ocurrir, donde a; y a, cada una puede desarrollar tres dife-
rentes estructuras de bifurcacion arterial.

apap,
Sie;;_1) es ap, = pueden generarse las bifurcaciones = ¢ apap,0

dpdp
0

apap,
Sie;;_1) es ap, = pueden generarse las bifurcaciones = < a,as,0

dpdp

Particion

(ii)

L(J 1) = €(m-)j

o
>
=

Figura 3.7: Existen seis posibles combinaciones para angiogénesis por ap y a, en el desarro-
llo de la vasculatura arterial renal. Para mas claridad en la figura denotamos con (i, i, iii) los
casos donde el vaso sanguineo pre-existente es ap y denotamos con (/,11,11]) para cuando
el vaso sanguineo pre-existente es a,,.
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Entonces, tenemos que a; genera solo un nuevo vaso sanguineo en un vaso sanguineo
pre-existente, mientras que a, genera dos nuevos vasos sanguineos. Si observamos la estruc-
tura de Gg (ver Figura 3.2) podemos asociar a cada ramificacion un vértice (v;) y ver que
solo dos aristas se encuentran después de cada vértice. Por lo que, desde el punto de vista de
la teoria de grafos podemos concluir que la angiogénesis genera dos aristas en el arbol Gg.
Por lo tanto, tenemos bifurcaciones independientemente si el desarrollo ocurre por brote o
por particion.

Si el arbol vascular arterial del rinon se desarrolla mediante ap y a,, entonces cada seg-
mento de Gy tiene 2/ vasos sanguineos. La vasculatura arterial renal se desarrolla de la
siguiente forma indistintamente si ocurre a 0 a, en cada vértice:

e Para el segmento j = 0, la arteria renal es el unico vaso sanguineo en la vasculatura
(es decir, la condicion inicial), esto es, es la raiz de Gg, ver Figura 3.2.

e Una vez activado el proceso de angiogénesis en la arteria renal, para j = 1 94 2 nuevos
Vasos sanguineos.

e Para el segmento j = 2, 3 4 vasos sanguineos, entonces tenemos 2 - 2 = 22
e Para el segmento j = 3, 3 8 vasos sanguineos, entonces tenemos 2 -2 -2 = 23.

Entonces, inductivamente tenemos para el segmento j = n, (n € IN) 3 2" vasos sangui-
neos. Por lo que para el n-ésimo segmento tenemos que 3 2 - 2"~ = 2" vasos sanguineos.

Consecuentemente, todos los veértices en el arbol Gy representando el arbol arterial re-
nal cumplen lo siguiente: degg,(v) =3 Vv € V(Gg), i. e., Gg es 3—regular. Esto es por
definici6n de como ocurren los procesos de ap y ap, en el desarrollo de Gg. Este resultado es
relevante ya que coincide con los datos reportados experimentalmente (Wahl, ez. al., 2004).

Como se vio en la Seccion 3.4, el arbol vascular arterial del rinon tiene profundidad hasta
las arterias intelubulillares y de acuerdo a estudios experimentales (Tomanek, 2001) organi-
zamos su estructura de la siguiente forma: arteria renal, segmento 0; aterias interlobulares,
segmentos 1-2; arterias arciformes, segmentos 3-4; arterias interlobulillares, segmentos 5-9.
Por lo tanto, tenemos que G, tiene una profundidad de 0 < j < 9.

Lo anterior implica que podemos calcular el nimero de vasos sanguineos en cada seg-
mento del arbol G cuando esté se desarrolla por a; y a,, por ejemplo en el segmento j =9
existen 27 = 512 arterias interlobulillares. Asi, el arbol vascular arterial del rifion se desarro-
lla por a; y a,, entonces podemos determinar el namero total de vasos sanguineos denotado
por by, en el j-ésimo segmento, esto es:

J
by=Y 27K

k=0

para0 < j <9. Por ejemplo, para el segmento j =53 b, = 2,2:0 2°~% = 63 vasos sanguineos

en G, mientras que para j =9 3 b, = ZZ:O 29—k = 1023 vasos sanguineos en Gr.

El grado diametral de asimetria en una bifurcacion es expresado por el indice: o0 = dg—,;l,
donde 0 < a0 < 1y los didmetros d,,,—1 y dp, son como los discutidos en la Figura 3.3. El
indice determina la asimetria entre los dos diametros en la bifurcacion. Cuando o = 1, los

dos diametros son iguales, i. e., d,—1 = d,,, y contrariamente un didmetro es mas grande
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que el otro, i. e., dy—1 < d, cuando oo < 1. El arbol es simétrico si oo = 1 en todas las
bifurcaciones en cada segmento en todo Gg.

Si existen ap y ap en el desarrollo del arbol vascular arterial del rinon, entonces el arbol
Gr es asimetrico. Supongase que existen los procesos de ap y a, en Gg, entonces tenemos:

(1) Si el nuevo vaso sanguineo es generado por a;, entonces dy,—1 < dp, lo cual implica
que el indice es a0 < 1.

(2) Por otro lado si los dos nuevos vasos sanguineos son generados por a,, entonces
dm—1 = dp 1o cual implica que el indice es o = 1.

Por lo tanto, o no es contante en todo el desarrollo de la vasculatura arterial renal, esto
es en Gg. El arbol vascular arterial del rindn es asimétrico de acuerdo a lo observado experi-
mentalmente. Al considerar los dos procesos de crecimiento en el desarrollo de la vasculatura
arterial renal, por lo que Gg también es asimétrico.
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Capitulo 4

Modelado del desarrollo del arbol
vascular arterial del rinon

En este capitulo se estudiara un modelo de como se genera el arbol vascular arterial
renal utilizando el grafo G e incorporando la informacion fisiologica en ¢él. Asi también, se
realizara un analisis de la contribucion de ap y a, para el desarrollo de Gg.

4.1 Funcion del vértice en la bifurcacion arterial

Vaso a,

pre-existente l; [,
€i(j-1) d.
li
a,

Figura 4.1: Vaso pre-existente en Gg, donde el vértice tiene la informacion si la bifurcacion
arterial se va a desarrollar por a; 0 a,,.
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La dinamica del arbol vascular arterial del rinon, i. e., de Gg esta en el vértice (ver Figura
4.1). Entérminos fisiologicos el vértice es el lugar donde se presenta el estimulo angiogénico
para que se lleve a cabo el proceso de angiogénesis ya sea por brote o por particion. Unas
preguntas inmediatas a esto son: (1) ;qué cantidad de C,r en el vaso sanguineo pre-existente
activa la migracion de células endoteliales? o (2) contrariamente ;qué cantidad de Cyr en el
vaso sanguineo pre-existente activa la reorganizacion de células endoteliales? No contamos
con la informacion de datos experimentales al respecto para poder responder estas preguntas
((1) y (2)), motivo por el cual, en este trabajo solo consideramos el desarrollo de la bifur-
cacioOn arterial probabilisticamente por a; si existe migracion de células endoteliales y por a,,
st no. Esto independientemente de la concentracion de VEGF existente en el vaso sanguineo
pre-existente, en la siguiente seccion se detalla mas lo referente a la concentracion de VEGF.

4.2 Incorporacion de informacion fisiologica en Gy

El modelo del desarrollo de G incluye los parametros fisiologicos (s,Cer,/,d, 0). Exis-
ten dos procesos por los cuales se puede desarrollar la bifurcacion arterial en Gg:

ap sidec

Ene; ;_;\ s genera la bifurcacion arterial por .
i(j—1) g p aps13flec )

donde ec es la migracion de células endoteliales en direccion del estimulo angiogénico.
La probabilidad de angiogénesis por brote es P,, y se selecciona su valor del conjunto
{0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}, donde la probabilidad de angiogénesis por particion es Py = 1 — Py,
se seleccionaron estas probabilidades debido a que no existe informacion experimental de
cual es la aportacion de cada uno de los procesos de angiogénesis para el desarrollo del arbol
vascular arterial del rinon. Se conjetura de que existen maximo en una igual probabilidad
en el desarrollo de Gr y que a, es mas probable. Esto se debe a que en procesos biologicos
se ahorra la mayor cantidad de energia posible, lo cual ocurren por definicion en el proceso
de angiogénesis por particion (solamente existe reorganizacion de células endoteliales ya
existentes en el vaso sanguineo pre-existente). Una vez determinado el proceso por el cual
se va a desarrollar la bifurcacion arterial, necesitamos obtener los valores de los parametros
(Cgr,1,d,0).

Cqr es un factor regulador esencial para el desarrollo del arbol vascular arterial del
rinon, esto es, en ambos procesos de angiogenesis. Mientras Cgr en brote promueve en
las células endoteliales la diferenciacion, migracion, proliferacion y ensamblado, su efecto
en angiogénesis por particion aun se esta investigando. Durante el proceso de angiogénesis
por brote la longitud y el diametro estan relacionados con Cq s por una aproximacion polino-
mial (véase Figura 3 de Nakatsu, et. al., 2003). Aqui nos enfocamos en determinar el valor
de las longitudes en la bifurcacion arterial en funcion de Cqr, esto es, en este trabajo no se
discutira el valor de los diametros en los vasos sanguineos. Esto debido a que no contamos
con la suficiente informacion de la influencia de Cyr en d para angiogénesis por brote y por
particion.

Cgs € [Cqr,Cgr], donde Cgr y Cgr es el valor minimo y maximo, respectivamente. Ex-
perimentalmente, para Cor GT, 35]ng/mL el nimero de brotes tendio a aumentar para Cqr
bajas (2.5 — 5)ng/ml y disminuyo para Cgr altas (15 —35)ng/ml. La longitud del brote
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Figura 4.2: 1zquierda: Muestra el comportamiento de como se da el aumento y disminucion
de la cantidad de brotes con respecto al comportamiento de Cyr. Derecha: Muestra el com-
portamiento de la longitud en el brote en base a Cgr (Nakatsu, et. al., 2003).

también tendio a aumentar ligeramente para Cqr bajas (2.5 — 5)ng/ml y disminuyo para Cgs
altas (15 —35)ng/ml. Se observo experimentalmente un aumento en el diametro del vaso
sanguineo para Cgs altas, ademas de determinar que Cqr no es requerido para el manteni-
miento de los vasos sanguineos, esto una vez que se hayan formado (Nakatsu, et. al., 2003).

El valor de la longitud adimensional de los datos experimentales /., donde /, € [80,130]
en base a datos experimentales de la Figura 4.2 (Nakatsu, et. al., 2003). Esto permite derivar
la funcion I, : [Cgr,Cgf] — [le, L), la cual se puede aproximar para VEGF 3, por:

3 2
le = 0.00878C; , —0.51326C;  +8.52128Cr + 81.12064. (4.2.1)

El arbol vascular arterial del rinon consiste de multiples segmentos de vasos sanguineos
con variedad en longitud y didmetros. Se determina el valor de la longitud de ¢l o los dos
nuevos vasos sanguineos desarrollados en la bifurcacion arterial, dependiendo del segmento
j en el cual se encuentren. Nos basamos en los datos experimentales de Nordsletten, et. al.,
donde reconstruyeron las longitudes de los vasos sanguineos para los diferentes segmentos
del arbol vascular arterial de rinon de una rata. De aqui en adelante se considerard el de-
sarrollo del arbol vascular arterial del rinon de rata, esto porque el patron de distribucion de
los vasos sanguineos en el rindn es muy preciso, constante, genéticamente determinado y
se reproduce en forma casi idéntica en todas las especies. Es decir, para realizar el modelo
del arbol vascular arterial renal para cualquier especie solo se cambiarian los rangos de los
segmentos para las diferentes arterias en el arbol. Entonces:

arterias interlobulares: j € [1,2], / € [0.793,10.306]mm,
arterias arciformes: j € [3,4], I € [0.357,4.569]|mm y
arterias interlobulillares: j € [5,9], / € [0.014,1.217|mm

Asi partiendo de lo anterior, a continuacion se explica el algoritmo utilizado para modelar
el desarrollo del arbol vascular arterial del rinon.
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m Datos experimentales de Nakatsu, et. al., 2003.
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Figura 4.3: [, es una aproximacion basada en datos experimentales para Cor = VEGF 2
(Nakatsu, et. al., 2003)

4.3 Algoritmo recursivo estocastico

El programa modela el desarrollo de la morfologia del arbol vascular arterial del rinon.
El algoritmo propuesto en este trabajo gestiona el desarrollo de la vasculatura arterial renal
incorporando informacion fisiologica para su crecimiento y funcionalidad. El programa se
hizo en Mathematica de Wolfram, version 6, en el cual algunos parametros estan basados en
datos experimentales y otros son generados aleatoriamente dentro de un rango de acuerdo a
estudios previamente publicados. En el Apéndice A se muestra el algoritmo del programa
desarrollado. En general los parametros (s,Cqr,/,d,0) en este programa se obtienen de la
siguiente forma:

Paso 1: Para el segmento j = 0 tenemos la arteria renal, este vaso sanguineo es la raiz del
arbol Gg. Se etiqueta la arista como e (s,Cgr, o0, d00,000). donde s es ap 0 a,, de acuerdo
a Pup y Pap. Entonces, Cgr € [0,35]ng/mL se genera aleatoriamente el valor de Cgr; loo =
Smm;,dypy=1y0=0°

Paso 2: El parametro s es definido en e;(;_y):

e Si el desarrollo de la bifurcacion arterial es por ap:

1. Cqr € [Cqr,Cqr] es generada aleatoriamente, dentro del rango [0,35]ng/ mL. En-

tonces, /, se obtiene de
l,= 0.00878Cg3f — 0.51326C§f+ 8.52128C, s+ 81.12064,

esto de acuerdo al valor obtenido de Cy .
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2. 1:[Cgr,Cqs]l — [I,1] donde / € R*. La longitud / del nuevo vaso sanguineo ge-
nerado por a; en €(m—1); O em; €s determinado en base al valor obtenido de /. y
al segmento en el cual se desarrollara:

arterias interlobulares:
Jj€11,2],1=0.207078952l, — 16.00545171, I € [0.793,10.306]mm

arterias arciformes:
Jj€13,4], 1 =0.091686802/, — 7.08072507, I € [0.357,4.569]|mm 'y

arterias interlobulillares:
Jj€15,9], 1=0.0261869/, —2.110307516, / € [0.014,1.217|mm.

3. La longitud / del vaso sanguineo en e(,_1),; 0 en; (vaso sanguineo # al vaso
sanguineo del punto 2), depende en donde se presento el estimulo angiogénico
ene; ;1,1 e, l=1li—a,ac[0.3,0.7/mm. Esto es, donde se pone el vértice en
Gr para marcar la bifurcacion arterial.

4. El diametro esta definido por d : [Cgr,Cqf] — [d,d] donde d € RT. El diametro d
del vaso sanguineo e(,,_1); 0 emj (vaso sanguineo = al vaso sanguineo del punto
2) generado por a; satisface que d < d; del vaso pre-existente e;(;_1).

5. El diametro d para el vaso sanguineo e(,_1), 0 em; (vaso sanguineo = al vaso
sanguineo del punto 3) en la bifurcacion arterial satisface que d = d; del vaso
sanguineo pre-existente €i(j—1)-

6. El angulo de bifurcacion arterial de los vasos sanguineos. El angulo de e(,,_1);
0 e,,; formado por a; es mas grande que el angulo del otro vaso sanguineo, y la
suma de estos angulos cumple que (8,,—1 +6,,) € [60°,80°].

e Si el desarrollo de la bifurcacion es por ap:

1. Cgy € [Cgr,Cqy| es generada aleatoriamente, dentro del rango [0,35]ng/ mL.

2. Lalongitud de los dos nuevos vasos sanguineos e(,,_1); Y em; son generados con
un factor de reduccion 0.67 y también dependiendo en la profundidad en la cual
se desarrollaran.

arterias interlobulares:
Jj€1,2],1€[0.793,10.306]mm

arterias arciformes:
Jj€13,4], 1 €[0.357,4.569|mm y

arterias interlobulillares:
Jj€15,9],1€[0.014,1.217|mm.

3. Los diametros de los dos nuevos vasos sanguineos cumplen que d,,,—1 = d,, = %.

4. El angulo de bifurcacion es 6,1 + 0, = 75°.
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Tenemos que C, s esta directamente relacionado con la longitud del nuevo vaso sanguineo,
cuando se desarrolla mediante el proceso de angiogénesis por brote. Para el proceso de an-
glogénesis por particion no existen datos experimentales de como se relaciona Cor en el
vaso sanguineo pre-existente con la longitud de los dos nuevos vasos sanguineos. En am-
bos procesos de angiogénesis, los nuevos vasos sanguineos generados tienden a disminuir
sus diametros conforme aumenta la profundidad en Gy y también depende del segmento de
arterias al que pertenecen, ya que estas estan dentro de un rango definido.

4.3.1 Ejemplo

Se generaron los parametros (s,Cgr,/,d,0) dentro del rango de estudios experimentales
previamente reportados. Los siguientes pasos se realizan para el desarrollo de cada una de
las bifurcaciones arteriales en Gg:

e Supongase un 50% de probabilidad de que exista migracion de células endoteliales
hacia el estimulo angiogénico y un 50% que no exista, i. e., que las células endoteliales
del vaso pre-existente solamente se reorganizan para generar la bifurcacion arterial.
Tenemos que:

apsidec

s ene; ;1) genera la bifurcacion por .
i(j—1) & p aps121ec )

entonces s = ap 0 s = a, ocurren en el desarrollo de Gg con igual probabilidad. Esto
es,ap=05ya,=0.5.

o Cgr €[0,35] ng/mL se genera aleatoriamente, rango basado en los resultados experi-
mentales de Nakatsu, et. al., (2003).

e La funcion /, es obtenida en base al valor Cq obtenido, /, = 0.00878C§f — 0.513C§f+
8.521C,r+81.12. Entonces, / se determina en base a datos experimentales de acuerdo
al segmento en el cual se desarrollaran los nuevos vasos sanguineos en la bifurcacion
arterial por a, 0 ap.

arterias interlobulares: j € [1,2], / € [0.793,10.306]mm,
[ =0.207078952/, — 16.00545171,
arterias arciformes: j € [3,4], [ € [0.357,4.569]mm,
[ =0.091686802/, —7.08072507 y
arterias interlobulillares: j € [5,9], / € [0.014,1.217|mm,
/=0.0261869/, —2.110307516.

e El diametro para el nuevo vaso sanguineo o los didmetros de los dos nuevos vasos
sanguineos se generan segun el proceso utilizado para desarrollar la bifurcacion arterial
por ap o a.
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Figura 4.4: (a) Arbol vascular arterial del rifion en G donde ap y ap tienen 50% de proba-
bilidad en el desarrollo. (b) Histograma con el ancho del rifon para todos los caminos en
Gg.

e El angulo de bifurcacion se genera segun el proceso utilizado para desarrollar la bifur-
cacion arterial ap (8,—1 + 6, € [60°,80°]) 0 ap (0m—1+6m = 75°).

La Figura 4.4 muestra que el arbol vascular arterial del rinébn en Gg concuerda con estu-
dios experimentales de Nordsletten, et. al. (ver Tabla 5), donde el camino promedio o ancho
del rinon es 17.454 + 6.165 mm. El ancho del rinén es la longitud de la raiz de Gy hasta
cada una de las aristas que se encuentran en el segmento j = 9 (las hojas del arbol). Para este
ejemplo tenemos que el ancho del rinon es 12.7898 + 0.725 mm.

4.4 Estadisticas de Gy

Se generaron 5000 modelos de la morfologia del arbol de la vasculatura arterial renal
para cada una de las 5 diferentes probabilidades en a; y a,,. Esto en base a lo establecido en
la Seccion 4.2, obteniendo las siguientes graficas.

La contribucion de cada proceso de angiogénesis por brote y por particion en el desarrollo
del arbol vascular arterial no se sabe bien atn (Tomanek, 2001). Generamos la vasculatura
arterial renal en la Figura 4.5, donde variamos la contribucion de ap y a, para el desarrollo
de Gg. Se observa graficamente que cuando es mas alta la probabilidad de a, que a; en el
desarrollo de arbol arterial renal, la morfologia de Gy es casi simétrica solo con respecto a
su estructura arborescente sin tomar en cuenta los parametros fisiologicos. La existencia del
proceso de angiogénesis por brote en el desarrollo del arbol vascular arterial del rinon hace
que se vuelva asimétrica la morfologia de G (el analisis se desarrollo en la Seccion 3.5).
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Figura 4.5: Ejemplos del desarrollo en el arbol vascular arterial del rinon usando diferen-
tes probabilidades para los procesos de angiogénesis. (a) a, es mas probable que a; en el
desarrollo del arbol vascular arterial del rinon (80% y 20%, respectivamente). (b) a, es mas
probable que a; en el desarrollo del arbol vascular arterial del rinon (70% y 30%, respectiva-
mente). (¢) Ambos procesos a, y ap tienen la misma probabilidad en el desarrollo del arbol
vascular arterial del rinon (50% y 50%, respectivamente).

La Figura 4.6 muestra la longitud en cada segmento (1 < j < 9) para cada uno de los
5000 Gp para cada una de las 5 diferentes probabilidades. Se puede observar, las longitudes
decrecen de forma exponencial, lo cual es de esperarse ya que la longitud en las arterias
tiende a decrecer a una mayor profundidad en el arbol vascular arterial del rinon. También
se puede observar que conforme aumenta la probabilidad en ap, la longitud decrece mas
rapido debido a como estan definidos los parametros fisiologicos para el desarrollo en el
arbol vascular arterial del rinon.
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Figura 4.6: Longitud en cada segmento j > 0 de G para cada una de las 5 diferentes proba-
bilidades en a;, donde a,, tiene la probabilidad Py, = 1 — Py,

La longitud para cada segmento j denotada por /; en G, se determina analiticamente de
la siguiente forma:

1; = loo(Paphs + Paphy)’ (4.4.1)

donde 0 < j <9; lopo = Smm es la longitud de la arteria renal; P,; definida en el conjunto
{0.1,0.2,0.3,0.4,0.5} y Pyp = 1 — Pap; hp = 0.5 es el promedio del factor de contraccion
paraap y A, = 0.67 es el factor de contraccion para a,. Entonces la longitud promedio para
cada segmento j es:

lo = 5mm I =3.095mm
I, =1.919mm I3 =1.191mm
Iy = 741mm Is = 462mm
le = 28Tmm l7 = 179mm
lg = .112mm lg = .070mm.

Se obtuvo a partir de los experimentos (Figura 4.6) la longitud promedio en cada uno de
los segmentos 1 < j < 9 para cada una de las 5 diferentes probabilidades en a; y a,,.

Nuestro modelo se puede observar en la Figura 4.8, para el desarrollo del arbol vascular
arterial del rinon incluyendo los parametros fisiologicos (s,Cgr,/,d,0). El arbol Gg tiene
interseccion en diferentes segmentos (1 < j < 9) con los resultados previamente publicados.
La mas importante diferencia entre el modelo utilizando parametros fisiologicos y los resul-
tados de Nordsletten, et. al., es en el segmento j = 2, donde nuestro modelo tiene una media
de longitud mas pequena. Esta diferencia puede deberse a que los arboles arterial y venoso
son paralelos y no estan bien marcados los limites de los vasos sanguineos en la Tomo-
grafia Computalizada. Nuestros datos son generados considerando parametros fisiologicos,
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rinon.

los cuales concuerdan con el hecho de que los vasos sanguineos decrecen en el arbol vascular
arterial del rinon (Guyton y Hall, 2000).

10¢
N ® — Longitud promedio en cada segmento
gl N — Resultados de Nordslettenet. al., 2006
E
£ 6
o
2
E
34
2 L
07 L L L 1 1 1 L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Segmento (n)

Figura 4.8: Comparacion de resultados. Linea solida: Media para la longitud promedio en
la Figura 4.6. Linea punteada: Resultado experimental de Nordsletten, ez. al., (2006).
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Se obtuvo el ancho promedio del rinon de forma analitica y a cada uno los 5000 arboles
Gr generados para las 5 diferentes probabilidades en a; y ap. El ancho promedio de Gg
denotado por 4g, es la longitud de la raiz (arteria renal, j = 0) a las hojas del arbol (aristas
interlubulillares, j = 9),

9
AGR = loo Z (Pabkb +Pap7‘p)1 (4-4-2)
Jj=0
donde /oo = Smm es la longitud de la arteria renal (raiz en Gg); P, es la probabilidad de
ap 'y Pap =1 — Py, con Py, definida en el conjunto {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}; A, = 0.5 es el
promedio del factor de contraccion para a, y A, = 0.67 es el factor de contraccion para a,,.
Entonces tenemos que:

Pab = O.I,AGR = 14.20mm
Py =02, A, = 13.59mm
P =03,46, = 13.01mm
P =04,A6, = 12.48mm
Pup=0.5,AG, = 11.99mm.

Lo anterior es considerando el promedio del factor de contraccion para A,. Ahora bien,
si se considera a A € [0.3,0.7], esto es, obtenemos el promedio con respecto a A, de la
siguiente forma:

. 5 7 .
Ev((Patho+ Paghp)) = 55— [ (Basho+ Paghy)Pay

5

- m[(jp"b +Pap7“p)j+l —(:3Pup +Pap7“p)j+l]
a

Sea a = (.7Pup + Paphy)’ 1y b= (3Pap+ Paph,) !, entonces

- 5l & [/t bt
T 2Py 2\ T I
N 5100 oo (aj-H bj—l—l)
a 2Pap o \J 1 j+1
donde
= gJt1 oo a . a = .
z : = z < / xfdx) = / fo dx  (por convergencia uniforme)
=0 Jj+1 j=o \Jo 0\ ;X0
a dx 1
= = —l 1— a :l
I A )

. o pitl
De igual forma, tenemos que Y =0 % =In (ﬁ) , entonces
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500 1-5
Agr = In ( )
2P, 1—a
2P, 1 — ((7Pap + Paphp) '

(4.4.3)

Sustituyendo los valores loo, Pap, Pap y Ap = 0.67, obtenemos

Pup =1, Pyp =9, entonces Ag, = 14.42 + 7'
Pap = 2, Pyp = .8, entonces A, = 13.79 = e
Pap =3, Pyp = 7, entonces Ag, = 13.23 £ .7!!
Pyp = 4, Pyp = .6, entonces Ag, = 12.73 £ gu
Puy =5, Pyp = .5, entonces Ag, = 12.28 + 7!
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Figura 4.9: Ancho promedio de 5000 arboles generados para cada una de las 5 diferentes
probabilidades de ap y a.

Ahora bien, en la Figura 4.9 se puede observar que para cada probabilidad el ancho
promedio del rinon esta dentro del rango determinado de acuerdo a estudios experimentales
reportados, que es de 17.454 + 6.165 mm (Nordsletten, et. al., 2006).

Existe una diferencia en el ancho promedio del arbol vascular arterial de rinon para los
diferentes andlisis realizados. Esto se debe principalmente al factor de contraccion del pro-
ceso de angiogénesis por brote (Ap), ya que valor de A, € [0.3,0.7] se genera de manera
aleatoria en el programa para desarrollar la vasculatura arterial renal.

En conclusion se observa que Cq  €s un regulador esencial para el proceso de angiogénesis
por brote especificamente para la longitud de los vasos sanguineos.
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4.5 Dimension fractal del arbol vascular arterial del rinon

Existen numerosos fendmenos y estructuras cuya geometria exhibe una dimension frac-
cional que difiere de la de los objetos de la geometria euclidiana. Generalmente con unos
sencillos algoritmos se generan formas y estructuras muy complejas y con unas propiedades
sorprendentes. La geometria fractal nos provee de una potente herramienta mediante la cual
podemos describir y generar con una reducida cantidad de informacion, numerosas formas
de la naturaleza. La aplicacion de la geometria fractal en modelizacion espacial responde a
un método para analizar formas, que permite la comparacion entre modelos espaciales y es-
tructuras empiricas. La relacion entre topologia y sistemas dinamicos ayudan a visualizar el
rango de comportamiento de un sistema dinamico. Normalmente consideramos que los pun-
tos tienen dimension 0, las lineas dimension 1, las superficies dimension 2 y los volumenes
dimension 3, que es lo que llamamos “dimension topolégica”. Por otra parte, la dimension
fractal cuantifica mediante la dimension la capacidad de un objeto de ocupar un espacio.

Un sistema de funciones iteradas (IFS, por sus siglas en inglés) es una coleccion finita
{w1,w2,...,w,} de aplicaciones contractivas de un espacio métrico completo, con factores
de contraccion s,, para n € {1,2,3,...,N}. La dimension fractal D de un objeto producido
por un IFS compuesto de » aplicaciones contractivas de un factor de contraccion s,, ese
puede obtener utilizando el teorema de Barnsley (1988). El cual permite cualquier tipo de
funciones contractivas, de forma que el conjunto no se descompone en partes idénticas al
total, sino que permite deformaciones. De esta forma se amplia notablemente la cantidad
de conjuntos y medidas fractales que se pueden obtener con el teorema de Barnsley. Estos
conjuntos y medidas no tienen todas las propiedades geométricas y de dimension que tienen
los conjuntos y medidas autosemejantes.

Para obtener de forma analitica la dimension fractal de la morfologia del arbol vascular
arterial del rinon, utilizamos el siguente teorema.

Teorema 4.1 (Barnsley,1988). Sea {IR™;wi,w2,...,w,} un sistema de funciones iteradas
hiperbdlica, y denote A su atractor. Suponga que w, es una semejanza de un factor de
contraccion s,, paran € {1,2,3,....N}. Si el IFS es totalmente desconectado o justo toca
entonces el atractor tiene dimensién fractal D(A) que esta dado por la solucién inica

N
Y [5a/P@ =1, D(4) € [0,m]
n=1

Si el IF'S tiene solapamiento entonces D< D(A) donde D es la solucién de

N _
Y |sal” =1, D€ [0,0).

n=1

En nuestro caso, tenemos que el factor de contraccion para el proceso de angiogénesis
por particion es A, = 0.67, mientras que para angiogénesis por brote el promedio del factor
de contraccion es A, = 0.5, entonces

esto es,
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ln(Pap) - ln(% _Pabkg)
—In(\p)

El valor de A; hace muy sensible la ecuacion para obtener la dimension fractal de Gg.
Esto se debe a que en el modelo para desarrollar el arbol vascular arterial del rinén Ap se
genera de forma aleatoria dentro del rango definido A, € [0.3,0.7].

Adicionalmente, utilizamos el teorema del conteo de cajas para obtener la dimension
fractal a cada uno de los 5000 Gg para cada una de las 5 diferentes probabilidades en ap y
ap.

D=

(4.5.1)

Teorema 4.2 (Conteo de cajas, Barnsley, 1988). Sea A € 7 (IR™), donde se utiliza la métrica
euclidiana. Se cubre R™ por cajas de ancho 2%, Sea N,(A) el nimero de cajas de ancho que
intersectan al conjunto. Si

In (Na(4))

entonces A tiene dimension fractal D.

Este teorema consiste en cubrir la figura con cajas de ancho 2%, y se seleccionan aquellas
1

cajas que estan ocupadas, hasta completar la figura de Gg. Luego, se va cambiando
progresivamente por otras cajas mas pequenas, siguiendo una proporcion (factor de escala)
y nuevamente se seleccionan las cajas ocupadas (vease Figura 4.10). Se traza una grafica de
comportamiento escalar donde: en el eje y vael In (N,(A)), i. e., el In del N,,(4) de las cajas
ocupadas en su totalidad (numerador de la formula D); en el eje x va el In (2"),i. e., el In
de las cajas correspondientes al factor escala (denominador de la formula D). El cociente
entre los valores representa la pendiente de la linea resultante y proporciona el valor de la
dimension fractal.

La dimension fractal en el arbol vascular arterial del rindn sintetiza informacion que va
mas alla de su estructura relacional, incluyendo la diposicion espacial de los vértices, donde
tienen lugar las ramificaciones. Ademas, es una medida de la forma en que el arbol G ocupa
el espacio donde se inscribe. Por consiguiente, emplearla como medida de la morfologia
del arbol vascular arterial renal G, y se aporta informacion para hacer discriminaciones
generales. En la Figura 4.11 se puede observar que la dimension fractal del arbol vascular
arterial de rinon depende de la probabilidad en a; y ap, i. e., de la distribucion de los vasos
sanguineos en el espacio.

En la Figura 4.12 se pueden observar arboles Gy para diferentes probabilidades en aj
y ap en el desarrollo del arbol vascular arterial renal. Cada uno de los arboles Gy tiene su
probabilidad P,p, ancho y dimension fractal D. En base a lo observado en las estructuras
arborescentes arteriales del rinon, se conjetura que la dimension fractal puede servir como
indicador para determinar si tiene la estructura adecuada para desarrollar sus funciones en
Optimas condiciones. Para esto, se podrian obtener las dimensiones fractales de angiogramas
en rinones sanos para determinar su rango y asi compararlas con los arboles Gg generados.
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Figura 4.11: Dimension fractal promedio para cada una de las 5 diferentes probabilidades

para ap y a, en cada uno de los 5000 arboles vasculares arteriales renales Gg generados para
las diferentes probabilidades.
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Figura 4.12: Ejemplos de arboles que representan la vasculatura arterial del rindn con: P,
ancho promedio y dimension fractal.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1 Conclusiones

Se estudio el desarrollo del arbol vascular arterial del rinon usando la teoria de grafos.
En este trabajo de tesis se muestra que la vasculatura arterial renal se puede representar
mediante un arbol Gy con aristas orientadas y etiquetadas e incluyendo leyes fisilogicas de
la vascularizacion arterial.

El arbol vascular arterial del rindn se genera mediante angiogénesis; esto es, la formacion
de nuevos vasos sanguineos a partir de vasos sanguineos pre-existentes. Se observo que
los vértices tienen la informacion de como se desarrolla la bifurcacion arterial y las aris-
tas contienen la informacion fisiologica de los vasos sanguineos. Existen dos tipos de an-
giogénesis: por brote y por particion, se analizo el desarrollo de la vasculatura arterial renal a
través de estos dos procesos. Por definicion brote y particion son dos procesos mutuamente
excluyentes en Gr. La principal diferencia en estos dos procesos es que en brote existe
migracion de células endoteliales, mientras que en particion solo existe reorganizacion de
células endoteliales ya existentes en el vaso sanguineo pre-existente donde se presenta el
estimulo angiogénico. Existen seis posibles combinaciones para angiogénesis por brote y
por particion en el arbol vascular arterial del rinon para generar la bifurcacion arterial. Es
importante distinguir cual vaso sanguineo en la bifurcacion arterial se desarrolla por brote,
pues la informacion fisiologica afecta la morfologia de la vasculatura arterial renal. El pro-
CEesO aj genera un nuevo vaso sanguineoy el proceso a, genera dos nuevos vasos sanguineos,
desde el punto de vista de la teoria de grafos, se puede concluir que la angiogénesis genera
solamente bifurcaciones en Gp.

El arbol vascular arterial del rinon es hasta las arterias interlobulillares, se determino la
profundidad de Ggentre 0y 9 (i. e., 0 < j <9). En base a teoria y datos experimentales orga-
nizamos su estructura de la siguiente forma: arteria renal, segmento 0; arterias interlobulares,
segmentos 1-2; arterias arciformes, segmentos 3-4; arterias interlobulillares, segmentos 5-9.

Consecuentemente, cada segmento j (0 < j < 9) tiene 2/ vasos sanguineos, j = 0 es
la arteria renal, i. e., la raiz en Gg. Entonces, degg, = 3 Vv € V(Gg), i. e., Gg es 3-
regular. Por otro lado, se concluye que Gr es asimétrico cuando el arbol arterial renal se
desarrolla mediante angiogénesis por brote y por particion, lo cual concuerda con los datos
experimentales en la vasculatura arterial renal. El proceso de angiogénesi por brote es el
que mas contribuye a incrementar la asimetria en la estructura del arbol vascular arterial del
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rinon, por definicion de a,. Todos los parametros son importantes, pero Cgr s un factor
regulador esencial para ambos procesos de angiogénesis. Especialmente para ap, ya que
afecta directamente la geometria del vaso sanguineo, en particular la longitud y diamtero del
vaso sanguineo.

Se Generaron 5000 modelos de la morfologia del arbol vascular arterial del rinon para 5
diferentes probabilidades en a; y a,,. Se analiz6 la morfologia de los arboles obtenidos para
compararla con la estructura del arbol vascular arterial del rinon experimental. Se obtuvo
la longitud /; de forma analitica en cada segmento j para cada unas de las probabilidades
de angiogénesis por brote P, y angiogénesis por particion Py, = 1 — Py, con Py, definida
en el conjunto {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}. De igual forma, se obtuvo la longitud promedio en
cada segmento a cada uno de los 5000 modelos de Gy, para las diferentes probabilidades en
ap y ap. Se compararon las longitudes promedio para cada segmento de G con los datos
experimentales de Nordsletten, ez. al., (2006), observando interseccion en los diferentes
segmentos. Adicionalmente, se obtuvo el ancho promedio de forma analitica y a cada uno
de los 5000 arboles de Gy para cada una de las 5 diferentes probabilidades de ap y a,, donde
todos los datos estan dentro del rango experimental.

La dimension fractal cuantifica mediante la dimension la capacidad de un objeto de ocu-
par un espacio. En Gg la dimension fractal depende de la probabilidad de a; y a,, en el desa-
rrollo del arbol vascular arterial del rinon, o sea de la distribucion de los vasos sanguineos. Se
conjetura que el obtener la dimension fractal de angiogramas en rinones sanos puede propor-
cionar informacion, esto es, si el rindn cuenta con la morfologia apropiada para desarrollar
sus funciones.

Todos estos resultados son validos si el proceso de angiogénesis es el unico proceso in-
volucrado en el desarrollo del arbol vascular arterial del rinon. La contribucion de esta tesis
es el modelado del desarrollo del arbol vascular arterial del rinon considerando parametros
fisiologicos. En especifico la concentracion de VEGF en el vaso sanguineo pre-existente,
el cual es el principal factor para que se lleve a cabo el desarrollo de la vasculatura arte-
rial mediante el proceso de angiogénesis. El programa generado nos permite cuantificar las
variaciones de cada uno de los parametros fisiologicos utilizados para modelar el arbol vas-
cular arterial del rinon. Se tiene informacion del i-esimo vaso sanguineo pre-existente, por
lo cual se puede analizar la relacion del vaso sanguineo pre-existente con su vecindad con
respecto a los parametros fisiologicos.

En conclusion, la teoria de grafos permite modelar el desarrollo vascular, i. e., genera
la ramificacion de estructuras arborescentes incorporando las leyes fisiologicas de la ramifi-
cacion arterial renal mediante el proceso de angiogénesis.
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5.2 Trabajo futuro

El trabajo de investigacion realizado en esta tesis permitid corroborar que la teoria de
grafos puede modelar el desarrollo del arbol vascular arterial del rinon incorporando infor-
macion fisioldgica. A continuacion se enuncian algunas prospectivas de trabajo a futuro para
el mejoramiento ya sea, de las técnicas utilizadas para la comprobacion de la hipotesis o del
planteamiento del problema:

1. Implementar una funcion para determinar el diametro de los vasos sanguineos con
respecto a la concentracion de VEGF en el vaso sanguineo pre-existente, para de-
sarrollar la bifurcacion arterial en el arbol vascular arterial del rinén. Es decir, d :
[Cer,Cqrl — [d,d] donde d € RT. Asi como también analizar si los resultados estan
dentro del rango de acuerdo a estudios experimentales previamente publicados.

2. Realizar un analisis respecto a la dependencia de un vaso sanguineo con su vecin-
dad. Esto es, obtener una funcion general de como es la dependencia entre los vasos
sanguineos en el desarrollo de la bifurcacion arterial. Aqui la pregunta que se abordara
es ¢,s1 una bifurcacion arterial en el arbol vascular arterial del rinon es determinada por
condiciones locales o esta también depende de las condiciones de sus vasos sanguineos
vecinos mas proximos?

Por otra parte, se realizara un analisis matematico para incorporar la dinamica de mi-
gracion y ensamblado preciso de las células endoteliales en la bifurcacion arterial.
Esto es, el vértice tiene la dindmica de porque proceso se desarrollara la bifurcacion.
Los vasos sanguineos son formados por paquetes discretos de células endoteliales en
el desarrollo vascular renal, se puede incorporar la dinamica de migracion y ensam-
blado preciso de las células. Esto es, se ha demostrado experimentalmente una relacion
témporo-espacial entre la renina y la ramificacion de las arterias renales. Estos datos
experimentales invitan a especular que la renina podria regular el proceso de bifur-
cacion arterial en el arbol vascular arterial del rinon, directa o indirectamente. Este
hecho esta relacionado con los vértices en el grafo Gr porque ellos representan los
puntos de ramificacion, i. e., si la bifurcacion se va a desarrollar por ap 0 ap.

3. Generar el arbol vascular arterial de rinon en 3 dimensiones incorporando o el angulo
rotacional en la bifurcacion arterial (ver Figura 5.1), asi como la longitud y didametro
de los vasos sanguineos.

En este punto se abordara la pregunta fundamental que nos hacemos ;de qué factores
fisiologicos o variables (Cqr,/,d, 0, 0 ®) depende el angulo de rotacion en el desarrollo
de la bifurcacion arterial del rindn?
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Figura 5.1: Bifurcacion R3: ® es el angulo del vaso sanguineo pre-existente, o es el angulo
de rotacion y 0 es el angulo de bifurcacion.
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Apéndice A
Algoritmo de programa en Mathematica

El software usado en el modelo del desarrollo para arbol vascular arterial del rinon fue
Mathematica de Wolfram, version 6. Este paquete tiene una estructura de datos para grafos,
los cuales en el modelo tienen la capacidad de incluir vértices y aristas etiquetas, asi como
la posicion de cada vértice en IR?.

El algoritmo genera paso a paso los parametros fisiologicos de cada uno de los vasos
sanguineos del arbol vascular arterial del rifion, etiquetando las aristas por (s,Cqr,/,d,9).
Esto es, la estructura de datos incorpora la informacion fisiologica en las arista. El diagrama
de bloques para generar la vasculatura arterial renal de acuerdo al Capitulo 3 es mostrado
en la Figura A.1. El algoritmo se inicia con la construccion de la raiz. El proceso de desa-
rrollo de la raiz se define de manera aleatoria con probabilidad de P,; para angiogénesis por
brote y P,, = 1 — P, para angiogenesis por particion, donde P, toma valores del conjunto
{0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}; Cgr = [0,35]ng/mL; | depende del segmento en el cual se desarrolla;
d no se genera en este algoritmo y el angulo de bifurcacion 6 depende del proceso por
el cual se desarrolla la bifurcacion arterial. En el algoritmo se generan las bifurcaciones
arteriales del arbol vascular arterial del rinon hasta j = 9 (arterias interlobulillares) en funcion
del proceso utilizado para su desarrollo (ap 0 a,) y de como se definieron los parametros
fisiologicos.

Mathematica tiene una funcion para mostrar el arbol vascular arterial del rinon utilizando
el arbol generado (grafo) y la estructura con la posicion de cada uno de sus vértices.
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Figura A.1: Algoritmo utilizado para modelar el desarrollo del arbol vascular arterial del
rinon.
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1. Introduction

Structure and distribution of the vascular tree of each organ are
fixed anatomically, determined genetically, and governed by phys-
iological laws. That is, formation of the vascular tree is pro-
grammed genetically and controlled by local determinants [1].
The development of the vascular tree occurs by means of two
mechanisms: vasculogenesis and angiogenesis. Vasculogenesis re-
fers to the initial events in the vascular growth on which endothe-
lial cell precursors (named angioblasts) migrate to discrete
locations, differentiate in situ, and assemble into solid endothelial
cords. Angioblasts form a plexus with endocardial tubes. Angiogen-
esis is the formation of new blood vessels from pre-existing ves-
sels, by proliferation, migration and differentiation of endothelial
cells. Angiogenesis suggests two distinct mechanisms: sprouting
and splitting. Although the vascular tree has been studied widely,
comprehension of the vascular tree development is an open prob-
lem whose generalization continues being a challenge for the sci-
entific community.

The kidney is one important organ for diverse homeostatic pro-
cesses and is one of the most complicated organs in terms of struc-
ture and physiology because, in part, it is highly vascularized,
consisting of three trees: arterial, venous, and ureter [2]. Because
the kidney constitutes the main organ maintaining the chemical
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balance in blood, the various branches of the renal vascular tree
accomplish specialized regional functions, such as filtration,
absorption and excretion. These facts have motivated diverse stud-
ies on renal vasculature seeking generalizations from the view-
point of mathematical and computer sciences [3-5].

A meticulous morphologic observation has recently been re-
ported on experimental measurements for angles and diameters of
renal network branching. Zamir and Phipps concluded in [3] that
the morphometric analysis of distribution of vessels in rat kidneys
indicates that branching characteristics are determined by general
angiological functions. After that, Zamir [6] used L-systems to gener-
ate branching structures incorporating physiological laws of arterial
branching. Although such results open an alternative for studying
renal vasculature including physiological laws, these first ap-
proaches are not conclusive. In a more recent study, renal vascula-
ture was numerically generated to a depth of afferent arterioles.
Nordsletten et al. [5] derived morphologic structures of both arterial
and venous trees in the kidney. Their results are relevant because re-
nal vasculature is generated computationally but no physiological
phenomena are involved. In summary, we can observe the following
in previous studies on renal vasculature: (i) results on renal vascula-
ture are mostly obtained by a fully-developed tree; i.e., vascular gen-
esisis notincluded. (ii) Graph theory has not been exploited to model
the renal venous-arterial tree in its structure and development by
including physiological phenomena. Therefore, an arbitrary asym-
metry parameter is entered into the computer obeying imposed
rules which “can be used to produce fractal tree structures that have



