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POSGRADO EN CIENCIAS APLICADAS

Sistemas interconectados con aplicaciones a

convertidores electrónicos

Tesis que presenta
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Glosario de śımbolos y acrónimos

ISS Estabilidad de entrada a estado
iISS Integral estabilidad de entrada a estado
C1 Conjunto de funciones continuas y diferenciables una vez en los reales
R Conjunto de los números reales
R+ Conjunto de los números reales positivos
L+ Conjunto limite positivo
CD Corriente directa
CA Corriente alterna
CD/CD Corriente directa a corriente directa
Bε(x0) Bola de radio ε centrado en x0

Re(λi) Parte real del eigenvalor λi
Im(λi) Parte imaginaria del eigenvalor λi
max{.} Máximo de {.}
sup{.} Supremo de {.}
u Ciclo de trabajo del convertidor conmutado
U Ciclo de trabajo promediado
R Carga o resistencia
L Inductancia
C Capacitancia
Mosfet Transistor de efecto de campo con tecnoloǵıa MOS
PI Controlador proporcional-integral
Df(x0) Derivada de la función f en x0

Si Sistema dinámico número i
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Resumen.

El papel estratégico de la electrónica de potencia en los sistemas de generación eléctrica
está en constante aumento como consecuencia de requisitos más estrictos sobre el ahorro
energético y la utilización de fuentes de enerǵıa renovables con la finalidad de desacel-
erar los efectos del cambio climático y asegurar la disponibilidad de enerǵıa en el futuro.
Los convertidores de electrónica de potencia son importantes para alcanzar el objetivo
de utilizar la enerǵıa de las fuentes renovables, pero existe un inconveniente muy impor-
tante a tomar en cuenta sobre las fuentes de generación de enerǵıas renovables, no son
constantes, sino más bien poseen una dinámica. En la literatura abierta, la fuente de
enerǵıa de un convertidor se ha considerado siempre constante; si se busca utilizar las
fuentes de enerǵıas renovables como entrada de la fuente de un convertidor, es necesario
considerar la fuente como un sistema dinámico interconectado al sistema dinámico del
convertidor y analizarlo desde el enfoque de sistema dinámico interconectado. El área
de investigación de la electrónica de potencia se ha enfocado en gran medida a estu-
diar la dinámica asociada a los convertidores de electrónica de potencia y descuidado
la dinámica de los sistemas interconectados a ellos. Recientes investigaciones están
enfocadas principalmente en los sistemas interconectados de las enerǵıas renovables,
que son resultados muy poco conocidos. En este trabajo se trata la teoŕıa matemática
básica de sistemas dinámicos interconectados, se analizan las condiciones de estabilidad
alrededor de su punto de equilibrio. Como una aplicación particular de los sistemas
dinámicos interconectados se encuentran condiciones de estabilidad alrededor del punto
de equilibrio del sistema “Módulo de celdas de combustible/Convertidor de voltaje”.
Además se implementa la parte experimental para mostrar el sistema interconectado
en funcionamiento. El primer sistema considera un módulo de celdas de combustible
que puede proporcionar un voltaje de salida de 26 V a 41.7 V y el segundo sistema
considera un convertidor de voltaje elevador de tres etapas y con la ayuda de un con-
trolador proporcional-integrativo se tiene un voltaje regulado de 330 V ante cambios
de carga de 250 Ω a 1 kΩ.

Palabras claves: fuentes renovables, dinámica, convertidores, sistemas interconecta-
dos, estabilidad, celda de combustible.
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Abstract.

As a consequence of stricter requirements on energy savings as well as in the use of
renewable-energy sources, power electronics is playing an important role in processing
electric energy. The above is with the objective to reduce the effects on the climate
change and assure the availability of energy in the future. The power converters have
become important equipment to be used in processing energy from renewable sources;
however, a major drawback of these energy sources is that they are not constant. They
have dynamics that had to be taken into consideration when designing a controller.
In the open literature, the input source of a converter is usually assumed as constant;
at the same time, if the input source comes from renewable-energy sources, the afore-
mentioned assumption is not longer valid. Moreover, the above system can be studied
using interconnected theory as the dynamics of the power converter and the renewable-
energy source form a complete system. The research in power electronics has devoted
a great time in study the dynamics of power converters but neglected the dynamics
of systems interconnected to them. Recent work has been dedicated the study to the
interconnection of renewable-energy sources, but the results are not well known. In this
work, the mathematical theory of interconnected systems is given where the stability
at the equilibrium point is studied. In particular, the study of the stability conditions
of the interconnected system Fuel-cell stack/ power converter. Experimental results
are shown using a three-stage cascade boost converter where the asymptotic stability
of the equilibrium is shown. Several theorems are given for the linear and nonlinear
models. Later, an average current-mode controller is designed for the boost converter,
such that a regulated output voltage of 330 V is obtained. The output voltage remains
constant even for large changes in the load from 250 Ω to 1 kΩ.

Keywords: renewable sources, dynamic, converter, systems interconnected, stability,
fuel cell.
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3.1.2 Principios básicos de un módulo de celdas de combustible PEM. 23
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Caṕıtulo 1

Generalidades de sistemas
interconectados.

1.1 Antecedentes de sistemas dinámicos interconec-

tados.

Un área importante de las matemáticas es el estudio de los sistemas dinámicos, los
análisis son importantes para poder entender y explicar los comportamientos f́ısicos
de algún fenómeno. El campo de estudio de los sistemas dinámicos se enfoca muchas
veces en problemas de estabilidad, ciclos ĺımites, bifurcación, entre otras, por ello la
importancia de su estudio e investigación. Hasta nuestra actualidad se han desarrollado
teoŕıas de mucha utilidad para comprender el comportamiento de un sistema dinámico,
tanto para sistemas lineales que son las primeras etapas de análisis hasta el análisis
de sistemas no lineales [1, 15]. El gran esfuerzo realizado por parte de la comunidad
cient́ıfica para desarrollar métodos que nos puedan ayudar a garantizar condiciones de
estabilidad global de sistemas dinámicos no lineales, llevo a desarrollar conceptos como
la estabilidad de entrada a estado (ISS por sus siglas en inglés, Input-to-State Stable)
ó conceptos como de integral estable de entrada a estado (iISS por sus siglas en inglés,
integral Input-to-State Stable), tales conceptos son de utilidad para el análisis de los
sistemas conectados en cascada y sistemas interconectados. Las definiciones formales
de ISS e iISS serán mencionadas en el caṕıtulo siguiente.

En la literatura, se han realizado análisis y encontrado condiciones de estabilidad
de sistemas interconectados no lineales. Una forma muy útil de establecer estabilidad de
sistemas interconectados retroalimentados, consiste en que los subsistemas sean ISS de
ganancia pequeña. Uno de los análisis propuestos para estudiar sistemas retroalimenta-
dos, es usar el teorema de ganancia pequeña, véase [2, 3], esta idea fue posteriormente
extendida en [4, 5] cuando se propone el teorema ISS de ganancia pequeña.
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Condicionar que los sistemas interconectados sean ISS, por śı mismo no muestra
una forma expĺıcita sobre cómo construir una función de Lyapunov para probar la
estabilidad del sistema interconectado. Sin embargo, una de las ideas propuestas es
construir herramientas con la cual sea posible obtener de manera mucho más sencilla
la función de Lyapunov del sistema interconectado y poder establecer las condiciones
que nos ayuden a garantizar estabilidad. Es importante proporcionar una prueba del
teorema ISS de ganancia pequeña para poder obtener una función de Lyapunov del
sistema interconectado de forma directa y garantizar estabilidad global uniformemente
asintóticamente estable como se muestra en [6, 7].

Considere el siguiente sistema interconectado:

S1 : ẋ1 = f1(t, x1, x2),

S2 : ẋ2 = f2(t, x1, x2),
(1.1)

donde xi ∈ Rni y fi(t, 0, 0) = 0 ∀t ∈ R+. La función fi(t, x1, x2) es localmente Lipschitz
en xi, i = 1, 2 y continua por pedazos en t. Sea V (t, x1, x2) ∈ C1 función de Lyapunov
que nos garantiza estabilidad de (1.1), donde V : R+×Rn1×Rn2 −→ R+ que satisface:

α(|x|) ≤ V (t, x) ≤ α(|x|)
∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −α(|x2|) + σ(|x1|)

(1.2)

donde x = (x1, x2), f(t, x) = (f1(t, x), f2(t, x)) y con alguna α, α, α, σ ∈ K∞. El
interés será enfocado a la función de Lyapunov del sistema (1.1) que se encuentran
interconectados como se muestra en la figura 1.1.

𝑆2: 𝑥 2 = 𝑓2(𝑡, 𝑥2, 𝑢2) 

𝑆1: 𝑥 1 = 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑢1) 

𝑢2=𝑥1 𝑢1=𝑥2 

Figura 1.1: Sistemas interconectados.

Una de las ideas propuestas en [8], es introducir una parametrización en una de
las entradas de los sistemas y poder garantizar estabilidad global bajo la condición
de estabilidad de entrada a estado. Se sugiere como deducir una entrada apropiada y
una función de Lyapunov para establecer la estabilidad del sistema interconectado. Al
suponer que se conoce la entrada y condiciones ISS del sistema S2, entonces es posible
desarrollar una forma sistemática de:
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i) generar funciones candidatas de entrada que acepta el sistema S1.

ii) generar funciones de Lyapunov que garantizan la estabilidad global del sistema
interconectado (1.1).

Otra herramienta desarrollada para determinar estabilidad global asintótica de
sistemas interconectados no lineales es la que se presenta en [9]. La idea principal
es flexibilizar la definición de ISS, donde el primer sistema y el segundo sistema se
consideran iISS y ISS respectivamente. Es importante mencionar que si un sistema
dinámico S es ISS entonces el sistema es iISS, lo contrario no siempre es cierto. En
[9] se desarrolla un nuevo criterio de estabilidad, basado en la parametrización de la
velocidad de suministro de los sistemas interconectados iISS y ISS respectivamente.
Por lo tanto, el trabajo anaĺıtico descrito anteriormente en [8] se generaliza a sistemas
iISS [10].

El criterio de estabilidad llamado iISS-ISS de ganancia pequeña, cubre un amplio
rango de no linealidades que el criterio de ganancia pequeña del teorema ISS. El análisis
de estabilidad de un sistema interconectado S1 con condiciones ISS y S2 con condiciones
iISS está detallada en [11, 12].

La clase de sistemas ISS han jugado un papel muy importante [13, 14, 19]. El
teorema ISS de ganancia pequeña es una herramienta muy útil para el análisis de
sistemas retroalimentados interconectados. En contraste, el concepto iISS aún es com-
plicado explorar su análisis, aunque el concepto y propiedades de los sistemas iISS se
han investigado en [10, 16].

Los sistemas interconectados pueden ser estudiados por criterios de estabilidad
tradicional, tales como el teorema de ganancia pequeña o los teoremas de pasividad,
que proveen condiciones suficientes para la existencia de soluciones. Por lo tanto, en
[17] se analiza sistemas generales, principalmente cuando no se conocen sus soluciones
y la forma en que se puede encontrar para sistemas que no están cubiertos por los
criterios de estabilidad tradicional.

El análisis de estabilidad se hace simple al conocer la función de Lyapunov del
sistema. Pero encontrar una función de Lyapunov es un arte y generalmente una tarea
muy complicada especialmente para sistemas de dimensiones grandes. Una de las tantas
formas de atacar el problema es dividir el sistema en subsistemas interconectados. La
idea propuesta en [18] es encontrar las funciones de Lyapunov de los subsistemas y luego
combinarlas para obtener una función de Lyapunov del sistema general. Aqúı tendŕıa
que tomarse en cuenta de que los subsistemas están interconectados en una forma no
lineal y que es posible que existan entradas externas que puedan influir en el sistema
que deben ser tomadas en cuenta.

¿Por qué el interés de estudiar sistemas dinámicos interconectados? es por el hecho
de analizar sus aplicaciones en el ámbito real, ya que la mayoŕıa de los fenómenos se
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encuentran relacionados o interconectados y pueden ser analizados desde el enfoque de
los sistemas dinámicos interconectados. El interés en este trabajo estará enfocado en
el sistemas dinámicos que modela un módulo de celdas de combustible y el convertidor
de voltaje elevador.

Actualmente gran parte de las enerǵıas que utilizamos, provienen de fuentes de
enerǵıas no renovables, como son: el gas, el carbón, el petróleo y otros. En estos últimos
años, se ha realizado un gran esfuerzo de investigación para desarrollar sistemas de
generación de enerǵıa eléctrica basados en fuentes de enerǵıas renovables. Como ya
bien se sabe existe un gran número de fuentes de enerǵıas renovables, como son: la
eólica, la fotovoltaica, la mareomotriz, la geotérmica, celdas de combustibles y otras
[20].

El uso de celdas de combustible es una alternativa bastante atractivas para la
generación de enerǵıa eléctrica [21]. Existen varios tipos de celdas de combustible clasi-
ficadas según el tipo de electrolito que utilizan [22, 23]. Uno de las más prometedoras
debido a su múltiple uso en aplicaciones estacionarias o en transportes, son las celdas
de membrana de intercambio protónico (PEMFC por sus siglas en ingles), debido a
su tamaño relativamente pequeño, a su diseño simple, a su peso relativamente ligero a
comparación con las otras y a su funcionamiento a baja temperatura [24]. Los módulos
de celdas de combustible PEM poseen su propia dinámica, producen un voltaje de
salida en corriente directa de bajo valor y con grandes variaciones, tal que para ser uti-
lizados, es necesario aumentarlo y regularlo por medio de un convertidor de CD a CD.
En la literatura existen varias topoloǵıas de convertidores de voltajes tipo elevador;
una de las más interesantes a considerar, ya que ofrece amplios rangos de conversión de
voltaje, son los convertidores en cascada tipo elevador [25]. Un hecho interesante en la
literatura, las fuentes de enerǵıa de estos convertidores casi siempre se han considerado
contantes.

1.2 Propuesta del presente trabajo

El objetivo de este trabajo es considerar que la fuente de alimentación del conver-
tidor de voltaje tiene su propia dinámica y por ende se pretende analizar el sistema
dinámico de la celda de combustible (PEM) y el sistema dinámico del convertidor de
voltaje como sistema interconectado. Establecer las ecuaciones matemáticas de dicho
modelo y encontrar las condiciones de estabilidad del punto de equilibrio del sistema.
La organización de este documento es la siguiente.

En el Caṕıtulo 2, se discute la teoŕıa básica de los sistemas dinámicos y de los
sistemas dinámicos interconectados. El trabajo es encontrar bajo qué condiciones el
sistema interconectado garantiza estabilidad en el punto de equilibrio. Como un primer
enfoque, se muestran condiciones de estabilidad del punto de equilibrio de la parte lineal
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del sistema, luego se presentan proposiciones y teoremas que nos ayudan a garantizar
estabilidad de los sistemas no lineales interconectados, que serán de utilidad para los
sistemas a estudiar.

En el Caṕıtulo 3, se hace uso de una función estática de la celda de combustible
y con una aproximación de mı́nimos cuadrados se caracteriza la función estática del
módulo de celdas de combustible del laboratorio de Control de Sistemas Electrónicos
de Potencia del IPICyT. Por otro lado, en la literatura abierta se dispone del modelo
del convertidor en cascada tipo elevador. Por lo tanto, se tienen los dos sistemas a con-
siderar, el siguiente trabajo es considerar estos dos sistemas de forma interconectada,
módulo de celdas de combustible/convertidor elevador. Con ayuda de las proposiciones
y teoremas del Caṕıtulo 2, se logra determinar las condiciones de estabilidad de di-
cho sistema interconectado y posteriormente se propone una función de Lyapunov del
sistema interconectado.

En el Caṕıtulo 4, con el resultado del caṕıtulo anterior se analiza el sistema lin-
eal módulo de celdas de combustible/convertidor elevador, se propone una función de
Lyapunov y se garantiza la estabilidad asintótica en su punto de equilibrio. Se presen-
tan los resultados experimentales, donde la salida de voltaje del módulo de celdas de
combustible esta entre 26 V a 42 V, conectando un convertidor elevador de tres etapas
con un cambio de carga de 250 Ω a 1 kΩ y con la ayuda de la ingenieŕıa de control uti-
lizando un controlador modo corriente, se regula el voltaje del sistema interconectado
módulo de celdas de combustible/convertidor elevador a 330 V.

Finalmente en el Caṕıtulo 5, se realiza una colección de todas las conclusiones a
lo largo del trabajo.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa básica de sistemas
interconectados.

En este caṕıtulo se introducen algunos conceptos básicos de la teoŕıa de sistemas
dinámicos y sistemas interconectados, con la finalidad de hacer este trabajo autocon-
tenido. Los teoremas que enunciaremos sin demostración pueden ser consultados en la
bibliograf́ıa sugerida [1, 15].

2.1 Sistemas Lineales

Sea x ∈ Rn y A una matriz de dimensión n×n. Un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales está definido por

ẋ = Ax, (2.1)

donde

ẋ =


dx1

dt
...
dxn
dt

 .

Sea x(0) = x0, la ecuación (2.1) tiene una única solución,

x(t) = eAtx0, ∀t ≥ 0,

donde eAt es el operador exponencial aplicado a la matriz At [1].
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Ejemplo 2.1.1 Considere el sistema lineal

ẋ1 = −x1

ẋ2 = 2x2.

Este sistema puede ser escrito de la forma siguiente

ẋ = Ax

donde A =

[
−1 0
0 2

]
, x =

[
x1

x2

]
.

La solución de este sistema está dada como sigue:

x1(t) = x10e
−t, ∀t ≥ 0

x2(t) = x20e
2t, ∀t ≥ 0.

Note que las soluciones que están sobre el eje x1 se aproximan al origen cuando
t→∞ y las soluciones que están sobre el eje x2 se aproximan al origen cuando t→ −∞.
El sistema dinámico definido por este sistema lineal es el mapeo φ : R × R2 −→ R2

dado como sigue:

φ(t, x0) =

[
e−t 0
0 e2t

]
x0.

donde xT0 = [x10, x20].

El siguiente teorema nos permite mostrar los subespacios estables e inestables de
sistemas lineales de la forma (2.1).

Teorema 2.1.1 Si los eigenvalores λ1, λ2, ..., λn de una matriz A real de n × n son
distintos, entonces existe un conjunto de eigenvectores v1, v2, ..., vn que forman una
base para Rn. La matriz P = [v1, v2, ..., vn] es invertible y

P−1AP = diag[λ1, λ2, ..., λn].

Supongamos que la matriz A tiene k eigenvalores negativos λ1, λ2, ..., λk y n− k
eigenvalores positivos λk+1, λk+2, ..., λn, entonces el subespacio estable e inestable del
sistema lineal (2.1) es:

Es = Span(v1, v2, ..., vk)

Eu = Span(vk+1, ..., vn).

Si la matriz A tuviese eigenvalores imaginarios puros, entonces existe un sub-
espacio central Ec.
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2.2 Sistemas no lineales

Definición 2.2.1 Supongamos que f : E ⊂ Rn −→ Rn es diferenciable sobre E.
Entonces f ∈ C1(E) si la derivada Df : E −→ L(Rn) es continua sobre E.

Teorema 2.2.1 Supongamos que E es un subconjunto abierto de Rn y que f : E −→
Rn. Entonces f ∈ C1(E) si y solo si las derivadas parcial es de ∂fi

∂xj
, i, j = 1, ..., n

existen y son continuas sobre E.

Sea E ⊂ Rn abierto, f ∈ C1(E) y

ẋ = f(x),

x(0) = x0.
(2.2)

Una solución de la ecuación (2.2), es una función φt(x0) : I ⊂ R → Rn, tal que
φ0(x0) = x0 y

d

dt
(φt(x0)) = f(φt(x0)).

A toda ecuación diferencial (2.2) se le puede asociar un sistema dinámico. Si
φt(x0) es la solución que pasa en tiempo cero por x0 [1].

Definición 2.2.2 Sea E ⊂ Rn abierto. Un sistema dinámico sobre E es una aplicación
de clase C1(E)

φ : R× E −→ E

tal que si φt(x) = φ(t, x) entonces φt satisface

i) φ0(x) = x para todo x ∈ E

ii) φt ◦ φs = φ(t+s)(x) para todo s, t ∈ E.

Para todo sistema de la forma (2.2), es de interés, saber si existe solución y
que cumpla la condición que sea única, bajo la hipótesis que f ∈ C1(E) donde E es
un subconjunto abierto de Rn. El siguiente teorema es de mucha utilidad para este
problema.
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Teorema 2.2.2 (Teorema fundamental de la existencia-unicidad). Sea E un subcon-
junto abierto de Rn que contiene x0 y suponga que f ∈ C1(E). Entonces existe un
a > 0 tal que el problema del valor inicial

ẋ = f(x)

x(0) = x0,

tiene una única solución x(t) en el intervalo [−a, a].

Aún cuando este teorema nos garantiza la existencia de una solución para el
sistema (2.2) cuando f ∈ C1(E), por lo general es dif́ıcil encontrarla de forma expĺıcita.
Por esta razón, daremos algunas herramientas que permitan comprender las soluciones
de manera cualitativa.

Definición 2.2.3 Sea E un subconjunto abierto de Rn y f ∈ C1(E). Para x0 ∈ E,
sea φ(t, x0) una solución del problema de valor inicial (2.2) definido en un intervalo
máximo de existencia I(x0). Entonces para t ∈ I(x0), el mapeo φt definidos como

φt(x0) = φ(t, x0)

se les llama flujo de la ecuación diferencial (2.2).

Una buena forma para empezar a analizar sistemas no lineales de la forma (2.2), es
determinar los puntos de equilibrios y describir el comportamiento de la solución cerca
de sus puntos de equilibrio. Por lo tanto es de interés en mostrar el comportamiento
local de (2.2) cerca del punto de equilibrio.

Definición 2.2.4 Un punto x0 ∈ Rn es llamado un punto de equilibrio de (2.2) si
f(x0) = 0. Un punto de equilibrio x0 es llamado punto de equilibrio hiperbólico de
(2.2) si todos los valores propios de la matriz Df(x0) tienen parte real distinto de cero.

Sea x0 un punto de equilibrio de (2.2)

ẋ = Ax (2.3)

con la matriz A = Df(x0). La función lineal Ax = Df(x0)x es llamada la parte lineal
de (2.2) en x0.
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2.2.1 Teorema de Hartman-Grobman

Uno de los resultados importantes en la teoŕıa local de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, es el teorema de Hartman-Grobman, el cual muestra que cerca de un punto de
equilibrio hiperbólico x0, el sistema no lineal (2.2) se comporta como un sistema lineal.

Definición 2.2.5 Dos sistemas autónomos de ecuaciones diferenciales tales como (2.2)
y (2.3) son llamados topológicamente equivalente en una vecindad del origen si existe
un homeomorfismo H que mapea un conjunto abierto U conteniendo el origen sobre
un conjunto abierto B conteniendo el origen, que mapea trayectorias de (2.2) en U
sobre trayectorias de (2.3) en B y preserva la orientación por el tiempo en el senti-
do que si una trayectoria se dirige de x1 a x2 en U , entonces la trayectoria se dirige
de H(x1) a H(x2) en B. Si el homeomorfismo H preserva la parametrización por el
tiempo, entonces los sistemas (2.2) y (2.3) son llamados topológicamente conjugados
en una vecindad del origen.

Teorema 2.2.3 (Hartman-Grobman). Sea E un subconjunto abierto de Rn contenien-
do el origen, f ∈ C1(E), y φt el flujo del sistema no lineal (2.2). Suponga que f(0) = 0
y que la matriz A = Df(0) no tiene valores propios con parte real cero. Entonces existe
un homeomorfismo H definido de una vecindad de cero U sobre una vecindad de cero
B, tal que para cada x0 ∈ U , existe un intervalo I0 ⊂ R que contiene al cero tal que
para todo x0 ∈ U y t ∈ I0,

Hoφt(x0) = eAtH(x0); (2.4)

es decir H env́ıa trayectorias del sistema (2.2) cerca del origen en trayectorias del
sistema (2.3) cerca del origen y preserva la parametrización por el tiempo.

Cuando existe un homeomorfismo H : U → B que cumple con la propiedad
(2.4), se dice que los sistemas (2.2) y (2.3) son topológicamente conjugados en U .
En particular, este teorema nos permite comprender lo que ocurre en una vecindad
de un punto de equilibrio analizando la parte lineal del sistema alrededor del punto
de equilibrio, siempre que éste sea hiperbólico. Cuando no es posible determinar la
estabilidad de un punto de equilibrio x0 a partir de su parte lineal, se recurre a otra
herramienta como es la función de Lyapunov, la cual definiremos en la siguiente sección.

2.2.2 Teorema de Lyapunov

Antes de enunciar la función de Lyapunov, es necesario expresar las siguientes defini-
ciones de estabilidad.

10



Definición 2.2.6 Sea φt que denota el flujo de la ecuación diferencial (2.2) definido
para todo t ∈ R. Un punto de equilibrio x0 de (2.2) es estable si para toda ε > 0 existe
un δ > 0 tal que para todo x ∈ Bδ(x

0) y t ≥ 0 se tiene que

φt(x) ∈ Bε(x
0).

El punto de equilibrio x0 es inestable si no es estable. El punto de equilibrio x0

es asintóticamente estable, si es estable y existe δ > 0 tal que para todo x ∈ Bδ(x
0) se

tiene que
ĺım
t→∞

φt(x) = x0.

Teorema 2.2.4 Si x0 es un punto de equilibrio asintóticamente estable del sistema no
lineal (2.2) y Re(λj) < −α < 0 para todo eigenvalor λj de la matriz Df(x0), entonces
dado un ε > 0 existe un δ > 0 tal que para todo x ∈ Bδ(x

0), el flujo φt(x) de (2.2)
satisface

|φt(x)− x0| ≤ εe−αt, ∀t ≥ 0.

Definición 2.2.7 Sea E ⊂ Rn abierto, f ∈ C1(E), V ∈ C1(E) y φt el flujo de la
ecuación diferencial (2.2). Para x ∈ E la derivada de la función V (x) a lo largo de la
solución φt(x) es

V̇ (x) =
d

dt
V (φt(x)) |t=0= DV (x)f(x).

Una función V que satisfaga la hipótesis del siguiente teorema, se le conoce como
función de Lyapunov.

Teorema 2.2.5 Sea E un subconjunto abierto de Rn que contiene a x0. Suponga que
f ∈ C1(E) y que f(x0) = 0. Suponga además que existe una función V ∈ C1(E) que
satisface V (x0) = 0 y V (x) > 0 si x 6= x0. Entonces

a) si V̇ (x) ≤ 0 para toda x ∈ E, x0 es estable;

b) si V̇ (x) < 0 para toda x ∈ E \ {x0}, x0 es asintóticamente estable;

c) si V̇ (x0) > 0 para toda x ∈ E \ {x0}, x0 es inestable.

Ejemplo 2.2.1 Considere el sistema

ẋ = −y3

ẏ = x3.
(2.5)
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Los valores propios de la parte lineal de este sistema en (0, 0) son ceros, por lo
que no podemos utilizar el teorema de Hartman-Grobman, para deducir la estabilidad.

Se propone para éste sistema una función de Lyapunov de la forma

V (x, y) = x4 + y4.

tal que su derivada es

V̇ (x, y) = 4x3ẋ+ 4y3ẏ = 0,

y por el teorema anterior, tenemos que el origen es estable.

Antes de seguir, es importante tener la noción de comparación de funciones, para
ello se dispone de las siguientes definiciones [15].

Definición 2.2.8 Una función continua α : [0, a) → [0,∞) es de clase K, si α es
estrictamente creciente y α(0) = 0. Es de clase K∞ si a = ∞ y α(r) → ∞ cuando
r →∞.

Definición 2.2.9 Una función continua β : [0, a) × [0,∞) → [0,∞) es de clase KL

si para cada s fijo el mapeo β(r, s) es de clase K con respecto a r, para cada r fijo el
mapeo β(r, s) es decreciente con respecto a s y β(r, s)→ 0 cuando s→∞.

La estabilidad o la estabilidad asintótica, propiedad del punto de equilibrio del sis-
tema (2.2) puede ser probada por el criterio de Lyapunov, en términos de comparación
de funciones, tal que pueden ser expresadas como sigue:

Teorema 2.2.6 Sea V : Bd ⊂ E → R donde V ∈ C1(E) tal que para funciones α(.),
α(.) de clase K, definido sobre [0, d)

α(‖x‖) ≤ V (x) ≤ α(‖x‖), ∀‖x‖ < d.

Si
∂V

∂x
f(x) ≤ 0, ∀‖x‖ < d, el punto de equilibrio x0 de (2.2) es estable.

Si para alguna función α(.) de clase K definida sobre [0, d),

∂V

∂x
f(x) ≤ −α(‖x‖), ∀‖x‖ < d
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el punto de equilibrio x0 de (2.2) es localmente asintóticamente estable.

Si d = ∞ y α(.), α(.) funciones de clase K∞, el sistema (2.2) es globalmente
asintóticamente estable en su punto de equilibrio x0.

Lema 2.2.1 El punto de equilibrio x0 del sistema no lineal (2.2) es globalmente asintótica-
mente y localmente exponencialmente estable si y solo si existe una función suave
V (x) : Rn −→ R y funciones de clase K∞, α(.), α(.), α(.) y números reales δ > 0,
a > 0, b > 0, tal que

α(‖x‖) ≤ V (x) ≤ α(‖x‖), ∀x ∈ Rn

∂V

∂x
f(x) ≤ −α(‖x‖), ∀x ∈ Rn

y α(s) = as2, α(s) = bs2 para toda s ∈ [0, δ].

2.2.3 Teorema de LaSalle.

Cuando no es posible verificar si un punto de equilibrio x0 es asintóticamente estable
por medio de una función de Lyapunov, pero de ésta se obtiene que el punto es estable,
es decir, cuando se tiene V̇ (x) ≤ 0 es posible utilizar el teorema de invariancia de
LaSalle para verificar si el punto de equilibrio x0 es asintóticamente estable [15].

Definición 2.2.10 El conjunto de todos los puntos ĺımites positivos de x(t) se llama
conjunto ĺımite positivo de x(t) y se denota por L+.

Definición 2.2.11 Un conjunto M se dice que es un conjunto invariante respecto a
ẋ = f(x) si

x(0) ∈M ⇒ x(t) ∈M, ∀t ∈ R

es decir, si una solución x(t) pertenece a M en un instante t, siempre permanecerá en
el conjunto M .

Definición 2.2.12 Un conjunto M se dice que es un conjunto positivamente invari-
ante si

x(0) ∈M ⇒ x(t) ∈M, ∀t ≥ 0.
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Lema 2.2.2 Si una solución x(t) en ẋ = f(x) es acotada y permanece en el dominio
E para toda t ≥ 0, entonces su conjunto ĺımite positivo L+ es un conjunto invariante,
no vaćıo y compacto, además x(t)→ L+ cuando t→∞.

Teorema 2.2.7 (LaSalle). Sea Ω ⊂ E un conjunto compacto positivamente invariante
con respecto a ẋ = f(x). Sea V : E −→ R una función continuamente diferenciable tal
que V̇ (x) ≤ 0 en Ω. Sea D el conjunto de todos los puntos de Ω donde V̇ = 0. Sea M
el mayor conjunto invariante contenido en D, entonces toda solución que inicia en Ω
se aproxima a M cuando t→∞.

Corolario 2.2.1 Sea x0 un punto de equilibrio para ẋ = f(x). Sea V : E −→ R una
función continuamente diferenciable y positiva en el dominio E que contiene el punto
x0, tal que V̇ (x) ≤ 0,∀x ∈ Rn. Sea S = {x ∈ E/V̇ (x) = 0} y suponga que ninguna
solución distinta de x0 puede permanecer en S, entonces el punto de equilibrio x0 es
asintóticamente estable.

2.2.4 Estabilidad de entrada a estado.

Considere un sistema no lineal

ẋ = f(x, u) (2.6)

con estado x ∈ Rn, entrada u ∈ Rm en la que f(0, 0) = 0 y f(x, u) es localmente
Lipschitz sobre Rn × Rm. La función de entrada u : [0,∞) → Rm. El conjunto de
funciones con norma suprema

‖u(.)‖∞ = supt≥0‖u(t)‖

es denotado por Lm∞.

Definición 2.2.13 El sistema (2.6) es llamado estable de entrada a estado (ISS por
sus siglas en inglés, input-to-state stable) si existe una función γ0(., .) de clase KL y
una función γ(.) de clase K, llamada una función de ganancia, tal que, para una en-
trada u(.) ∈ Lm∞ y alguna x0 ∈ Rn, la respuesta x(t) de (2.6) en el estado inicial x0

satisface

‖x(t)‖ ≤ γ0(‖x0‖, t) + γ(‖u(.)‖∞), ∀t ≥ 0 (2.7)

Dado, para algún par γ0 > 0, γ > 0, max{γ0, γ} ≤ γ0 + γ ≤ max{2γ0, 2γ}, una
alternativa a decir que un sistema es estable de entrada a estado es que existe una
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función γ0(., .) de clase KL y una función γ(.) de clase K tal que para alguna entrada
u(.) ∈ Lm∞ y alguna x0 ∈ Rn la respuesta x(t) de (2.6) en el estado inicial x0 satisface

‖x(t)‖ ≤ max{γ0(‖x0‖, t), γ(‖u(.)‖∞)}, ∀t ≥ 0. (2.8)

2.2.5 Estabilidad asintótica de sistemas conectados en casca-
da.

La importancia de encontrar condiciones que nos ayuden a garantizar estabilidad o es-
tabilidad asintótica de un sistema dinámico, se extiende a poder encontrar las mismas
condiciones para cuando los sistema dinámicos están conectados o interconectados. El
interés se enfocará en la teoŕıa de los sistemas interconectados, como sigue a contin-
uación.

Esta sección estará enfocada en la conexión en cascada de dos sistemas estables
de entrada a estado como se muestra a continuación

Sea
ẋ = f(x, z)

ż = g(z, u)
(2.9)

donde x ∈ Rn, z ∈ Rm, f(0, 0) = 0, g(0, 0) = 0 y f(x, z), g(z, u) localmente Lipschitz.

𝑧 𝑧 = 𝑔(𝑧, 𝑢) 𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑧) 𝑢 𝑥 

Figura 2.1: Sistemas dinámicos conectados en cascada.

Teorema 2.2.8 Suponga que el sistema ẋ = f(x, z), visto como un sistema con en-
trada z y estado x es estable de entrada a estado y que el sistema ż = g(z, u), visto
como un sistema con entrada u y estado z es estable de entrada a estado. Entonces el
sistema (2.9) es estable de entrada a estado.

Como resultado inmediato del teorema, cuando u = 0 se tiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.2.2 Considere el sistema (2.9) con u = 0. Suponga que el sistema ẋ =
f(x, z), visto como un sistema con entrada z y estado x es estable de entrada a estado
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y que el equilibrio z = 0 de ż = g(z) es globalmente asintóticamente estable. En-
tonces el punto de equilibrio (x, z) = (0, 0) del sistema (2.9) con u = 0, es globalmente
asintóticamente estable.

2.2.6 ISS-función de Lyapunov.

Definición 2.2.14 Sea V : Rn → R una función de clase C1. V es llamada ISS-
función de Lyapunov para el sistema (2.6) si existe funciones α(.), α(.), α(.) de clase
K∞ y una función χ(.) de clase K tal que

α(‖x‖) ≤ V (x) ≤ α(‖x‖), ∀x ∈ Rn (2.10)

y

‖x‖ ≥ χ(‖u‖)⇒ ∂V

∂x
f(x, u) ≤ −α(‖x‖), ∀x ∈ Rn. (2.11)

La expresión γ que aparece en la ecuación (2.8) puede ser calculada a partir de
la ecuación (2.10) y (2.11), tal que dicha expresión es:

γ(r) = α−1 ◦ α ◦ χ(r) (2.12)

esta expresión muestra la existencia de un ISS-función de Lyapunov como una condición
suficiente para la estabilidad de entrada a estado.

Otra manera de comprobar que una función V (x) es o no una ISS función de
Lyapunov para un sistema dado, es la siguiente.

Teorema 2.2.9 El sistema (2.6) es estable de entrada a estado si y solo si tiene una
función ISS-Lyapunov.

Lema 2.2.3 Considere el sistema (2.6). Una función de clase C1, V : Rn −→ R es
una función ISS de Lyapunov para el sistema (2.6) si y solo si existe funciones α(.),
α(.), α(.) de clase K∞ y una función σ(.) de clase K tal que

α(‖x‖) ≤ V (x) ≤ α(‖x‖), ∀x ∈ Rn

y
∂V

∂x
f(x, u) ≤ −α(‖x‖) + σ(‖u‖), ∀x ∈ Rn, u ∈ Rm.

16



2.3 Estabilidad de sistemas interconectados.

Otra aplicación de los sistemas interconectados en cascada de dos sistemas estables de
entrada a estado (ISS), que pueda garantizar que el sistema interconectado también es
ISS, como se muestra en la figura 2.2.

𝑧 𝑧 = 𝑔(𝑧, 𝑢) 𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑧) 𝑢 𝑥 

Figura 2.2: Sistemas dinámicos conectados en cascada con entrada u.

Sean los siguientes sistemas con condición ISS

ẋ = f(x, z)

ż = g(z, u)
(2.13)

donde x ∈ Rn, z ∈ Rm, f(0, 0) = 0, g(0, 0) = 0 y f(x, z), g(z, u) son localmente
Lipschitz.

Del análisis que se tiene del sistema (2.13), se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1 Suponga que el sistema ẋ = f(x, z) visto como un sistema con entrada
z y estado x es ISS y que el sistema ż = g(z, u) visto como un sistema con entrada u
y estado z es ISS. Entonces el sistema (2.13) es ISS [15].

Antes de seguir procedemos a mostrar la definición de contracción simple.

Definición 2.3.1 Se dice que γ1◦γ2 es una contracción simple si γ1◦γ2(r) < r,∀r > 0

Considere el siguiente sistema interconectado

ẋ1 = f1(x1, x2)

ẋ2 = f2(x1, x2, u),
(2.14)

donde x1 ∈ Rn1 , x2 ∈ Rn2 , u ∈ Rm y f1(0, 0) = 0, f2(0, 0, 0) = 0. Se supone que el
primer subsistema visto como un sistema con estado interno x1 y entrada x2 es estable
de entrada a estado. Igualmente se supone que el segundo subsistema, visto como un
sistema con estado interno x2 y entrada (x1, u) es estable de entrada a estado.
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𝑆2: 𝑥 2 = 𝑓2(𝑡, 𝑥2, 𝑢2) 

𝑆1: 𝑥 1 = 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑢1) 

𝑢2=𝑥1 𝑢1=𝑥2 

Figura 2.3: Sistemas de retroalimentación interconectados.

Supóngase que los sistemas de (2.14) son estables de entrada de estado, entonces
por definición, para el primer sistema existe γ01(., .) ∈ KL y γ1(.) ∈ K , con entrada
x2 ∈ Ln2

∞ que satisface:

‖x1(t)‖ ≤ max{γ01(‖x01‖, t), γ1(‖x2(.)‖∞)}, ∀t ≥ 0

ĺım
t→∞

sup‖x1(t)‖ ≤ γ1( ĺım
t→∞

sup‖x2(t)‖). (2.15)

Para el segundo sistema de (2.14), existe γ02(., .) ∈ KL, γ2(.) ∈ K y γu(.) ∈ K,
con entrada x1(.) ∈ Ln1

∞ , u(.) ∈ Lm∞ y satisface:

‖x2(t)‖ ≤ max{γ02(‖x02‖, t), γ2(‖x1(.)‖∞), γu(‖u(.)‖∞)}, ∀t ≥ 0

ĺım
t→∞

sup‖x2(t)‖ ≤ max{γ2( ĺım
t→∞

sup‖x1(t)‖), γu( ĺım
t→∞

sup‖u(t)‖)}. (2.16)

Basado en el teorema 10.6.1 de [15], se desarrolla una prueba que establece la
condición de estabilidad de sistemas interconectados.

Uno de los resultados interesantes de cómo saber si un sistema interconectado
es un sistema ISS, se muestra en la teorema siguiente. Dicha teorema será de mucha
utilidad para enfocarnos en los sistemas que serán analizados en adelante.

Teorema 2.3.2 Si existe γ1 y γ2 tal que γ1oγ2 es una contracción simple. El sistema
(2.14) visto como un sistema con estado x = (x1, x2) y entrada u, es estable de entrada
a estado. En particular las funciones de clase K

γ0(r) =max{2γ01(r), 2γ02(r), 2γ1oγ02(r), 2γ2oγ01(r)}
γ(r) =max{2γ1oγu(r), 2γu(r)}

es tal que la respuesta x(t) de la entrada u(.) ∈ Lm∞ es acotada y

‖x(.)‖∞ ≤ max{γ0(‖x0‖), γ(‖u(.)‖)}
ĺım
t→∞

sup‖x(t)‖ ≤ γ( ĺım
t→∞

sup‖u(t)‖).
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Prueba : Por (2.15) y (2.16) se tiene

‖x1(.)‖∞ ≤max{γ01(‖x01‖), γ1(‖x2(.)‖∞)}
‖x2(.)‖∞ ≤max{γ02(‖x02‖), γ2(‖x1(.)‖∞), γu(‖u(.)‖∞)}

ó
‖x1(.)‖∞ ≤max{γ01(‖x01‖), γ1oγ02(‖x02‖),

γ1oγ2(‖x1(.)‖∞), γ1oγu(‖u(.)‖∞)}
‖x2(.)‖∞ ≤max{γ02(‖x02‖), γ2oγ01(‖x01‖),

γ2oγ1(‖x2(.)‖∞), γu(‖u(.)‖∞)}.

Si γ1oγ2 y γ2oγ1 es una contracción simple, entonces

‖x1(.)‖∞ ≤max{γ01(‖x01‖), γ1oγ02(‖x02‖),
γ1oγu(‖u(.)‖∞)}

‖x2(.)‖∞ ≤max{γ02(‖x02‖), γ2oγ01(‖x01‖),
γu(‖u(.)‖∞)}

por la siguiente desigualdad

‖x(.)‖∞ ≤ max{2‖x1(.)‖∞, 2‖x2(.)‖∞}

se tiene

‖x(.)‖∞ ≤max{max{2γ01(‖x01‖), 2γ02(‖x02‖),
2γ1oγ02(‖x02‖), 2γ2oγ01(‖x01‖)},
max{2γ1oγu(‖u(.)‖∞), 2γu(‖u(.)‖∞)}}

‖x(.)‖∞ ≤max{γ0(‖x0‖), γ(‖u(.)‖∞)}.

entonces

‖x(.)‖∞ ≤ max{γ0(‖x0‖), γ(‖u(.)‖∞)}
ĺım
t→∞

sup‖x(t)‖ ≤ γ( ĺım
t→∞

sup‖u(t)‖). (2.17)

Sea el siguiente sistema:

S1 : ẋ1 = f1(t, x1, x2, w1)

S2 : ẋ2 = f2(t, x1, x2, w2)
(2.18)

donde fi(t, 0, 0, 0) = 0 para toda t ∈ [t0,∞), t0 ≥ 0 y xi ∈ Rni , wi ∈ Rpi tal que
las fi(t, ...) son continuas por pedazos en t y localmente Lipschitz en el resto de sus
argumentos y i = 1, 2.
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Proposición 2.3.1 Suponga que existe Vi ∈ C1, i = 1, 2, tal que Vi : R+×Rni −→ R+

tal que para toda xi ∈ Rni y t ∈ R+,

αi(‖xi‖) ≤ Vi(t, xi) ≤ αi(‖xi‖)
∂V1

∂t
+
∂V1

∂x1

f1(t, x1, x2) ≤ −α1(‖x1‖) + σ1(‖x2‖) + σw1(‖w1‖)

∂V2

∂t
+
∂V2

∂x2

f2(t, x1, x2) ≤ −α2(‖x2‖) + σ2(‖x1‖) + σw2(‖w2‖)

donde αi, αi, αi ∈ K∞ y σi, σwi ∈ K. Si existe ci > 1, i = 1, 2, tal que se satisface

α−1
1 ◦ α1 ◦ α−1

1 ◦ c1σ1 ◦ α−1
2 ◦ α2 ◦ α−1

2 ◦ c2σ2(s) < s,∀s ∈ (0,∞)

con (c1 − 1)(c2 − 1) > 1, entonces el sistema (2.18) es ISS con respecto a x = (x1, x2)
y w = (w1, w2)T [6].

El interés de buscar estabilidad o estabilidad global de los sistemas interconecta-
dos, tal que cumplen la condición que son sistemas estables de entrada a estado (ISS),
es con la finalidad de utilizarla en la interconexión del sistema módulo de celdas de
combustible/convertidor. Este problema es tratado en el caṕıtulo siguiente.
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Caṕıtulo 3

Interconexión de un módulo de
celdas de combustible y convertidor
de voltaje.

Debido a los problemas ambientales de contaminación se busca que gran parte de
nuestras enerǵıas provengan de fuentes de enerǵıas renovables y limpias con el medio
con el fin de disminuir los niveles de contaminación. Las fuentes de enerǵıas más limpias
conocidas actualmente son: eólica, solar, mareomotriz, celdas de combustibles y otras
[20]. El problema de estas fuentes, es que producen enerǵıa con grandes variaciones y
por ello es necesario regularlas. El trabajo de regular estas enerǵıas es con la ayuda de
la electrónica de potencia [31, 32].

3.1 Modelo eléctrico del módulo de celdas de com-

bustible PEM.

Una de las tecnoloǵıas que ha tomado gran interés en las últimas décadas son las celdas
de combustible, se espera que esta tecnoloǵıa proporcione un impulso importante para el
suministro de enerǵıa necesario para desarrollar a la industria, transporte, centros para
la generación de electricidad y otros. Actualmente se encuentran disponibles algunas
aplicaciones con celdas de combustibles; sin embargo, otras aplicaciones se encuentran
a un nivel experimental de investigación.

Algunos aspectos importantes de interés en la etapa de investigación son: buscar
nuevos materiales para fabricación y construcción de componentes, nuevos modelos
dinámicos, obtención de topoloǵıas eficientes de sistemas de control y potencia, sistemas
experimentales demostrativos, aplicaciones estacionarias, aplicaciones móviles y otros.
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En el caso del modelado es de gran importancia entender el comportamiento de
un módulo de celda combustible, ya que permite conocer la respuesta de la celda en
caso de perturbaciones que serán de interés para el diseño y construcción de estrategias
de control.

3.1.1 Tipos de celda de combustible.

Actualmente se han desarrollando una diversidad de celdas de combustible. Cada una
de ellas utiliza diferentes tipos de electrolitos y diferentes catalizadores que operan a
diferentes temperaturas, a continuación mencionamos algunas de ellas.

PEMFC (membrana de intercambio protónico). Actúa a temperaturas bajas alrede-
dor de los 80◦C, con las ventajas de una mayor densidad de potencia y vida útil. Es la
más utilizada en transporte de veh́ıculos ligeros.

DMFC (metanol directo). Consiste en una pequeña celda tipo PEMFC, la cual
funciona con metanol sin reformar; es decir, la fuente de hidrógeno. Es utilizada para
aplicaciones portátiles y microelectrónica.

SOFC (óxido sólido). Opera a una alta temperatura arriba de los 650◦C y hasta
1000◦C; produce vapor, CO2 y electricidad. No requiere metales preciosos para el cata-
lizador, ni del proceso de reformación. Puede utilizarse en escalas grandes y pequeñas,
en sistemas de alta potencia, incluyendo estaciones de generación de enerǵıa eléctrica
para edificios o conjuntos habitacionales.

AFC (alcalina). Es uno de los diseños más viejos y se ha usado desde 1960 en los
Estados Unidos en programas espaciales. Su costo es muy alto y requiere hidrógeno y
ox́ıgeno puros comprimidos, por lo cual es muy poco comercial. Trabaja a temperaturas
entre 150◦C y 200◦C. Tiene alrededor de 70 % de eficiencia.

PAFC (ácido fosfórico). Se puede aplicar en pequeños sistemas de potencia o
estacionarios. Trabaja a temperaturas medias (de 150◦C a 250◦C) por eso no es re-
comendable su uso en automóviles. Requiere de un reformador externo y soporta hasta
1.5 % de concentración de monóxido de carbono (CO) en el cátodo.

MCFC (carbonatos fundidos). Es la más adecuada para grandes sistemas de po-
tencia. Actúa a temperaturas aproximadas a 650◦C. Tanto su construcción como su
operación son más económicas ya que usa ńıquel como catalizador y como combustible
hidrocarburos.

Algunos tipos de módulo celdas de combustible son más adecuados para ciertas
aplicaciones que otros, dependiendo de las condiciones de operación bajo las cuales
trabajan. El presente trabajo centra su estudio en la celda de combustible PEMFC.
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3.1.2 Principios básicos de un módulo de celdas de combustible
PEM.

Los módulos de celdas de combustible son una alternativa bastante atractiva para
generar enerǵıa eléctrica [21]. Una de la más prometedoras es la PEMFC, debido a sus
múltiples usos en aplicaciones estacionarias o en transporte, su tamaño es relativamente
pequeño, su diseño simple, su peso ligero y su funcionamiento a bajas temperaturas.
Una celda de combustible es un dispositivo electroqúımico, que transforma la enerǵıa
de una reacción qúımica en enerǵıa eléctrica. En una celda de combustible la enerǵıa
producida no se agota, ya que el suministro de combustibles es continuo.

Cada celda de un módulo de celdas de combustible PEMFC constan de dos com-
partimientos para alojar los electrodos separados por una membrana de electrolito de
tipo polimérico. Los dos electrodos conectados a los lados de la membrana forman jun-
to con ésta un conjunto membrana-electrodo de la celda individual. El hidrógeno que
llega al ánodo se disocia en electrones y protones, los protones generados por la oxi-
dación de hidrógeno migran hacia el cátodo a través de la membrana pero los electrones
son forzados a viajar por un circuito externo hasta llegar al cátodo, ya que la mem-
brana está aislada eléctricamente. Finalmente en el cátodo las moléculas de ox́ıgeno
reaccionan con los electrones y protones para formar agua.

Carga 

𝑒− 

Combustible 

   Iones 
positivos 

Oxigeno 

𝐻2 

1

2
 𝑂2 

Agua 

𝐻2𝑂 

Ánodo Cátodo 
Electrolito 

Figura 3.1: Celda de combustible PEM.

La generación de corriente eléctrica de una PEM puede ser descrita por las reac-
ciones que toman lugar en cada uno de sus electrodos. El hidrógeno se suministra al
interior de la celda a través de ductos y canales hasta el ánodo, al hacer contacto y en
presencia de un catalizador se produce una reacción qúımica que separa los electrones
y los protones.

H2 → 2H+ + 2e−
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Los protones fluyen a través del electrolito desde el ánodo hasta el cátodo, mien-
tras que los electrones fluyen a través de un circuito externo a la carga. El ox́ıgeno
reacciona con los protones y electrones en el cátodo, produciendo agua y calor.

1

2
O2 + 2e− + 2H+ → H2O + calor

El voltaje que se puede obtener de una celda PEM es muy bajo, por la cual es
necesario conectar más celdas en serie de tal manera que se pueda obtener la magnitud
apropiada de voltaje suficiente. El interés es estudiar las celdas de combustible con un
enfoque eléctrico y esto se realizará en la siguiente sección.

3.1.3 Modelo eléctrico de un módulo de celdas de combustible
PEM.

Existen varias formas de modelar un módulo de celdas de combustible, como bien se
conoce la celda de combustible puede ser modelada qúımicamente. En este caso, la
celda de combustible se analiza por un modelo eléctrico estático con caracteŕıstica de
continuidad y con amplia gama de corrientes, incluida la condición en circuito abierto
[26, 27, 28].

Dicho modelo eléctrico consta solo de tres parámetros:

ef (if ) =
E0

1 +

(
if
Ih

)δ (3.1)

donde ef es la tensión de salida del módulo de celdas de combustible, E0 es el voltaje en
circuito abierto e if la corriente del módulo de celdas de combustible. Los parámetros
Ih y δ son coeficientes que dependen de la humedad del gas y de la temperatura del
combustible, estos parámetros deben ser calculados en espećıfico para cada módulo de
celdas de combustible.

Debido a los errores de modelado, ruido, instrumentación, etc; la expresión (3.1)
no tienen un valor único de Ih y δ para las celdas de combustibles con respecto a los
datos experimentales. Por lo tanto es necesario reformular el problema y encontrar
la forma de poder aproximar Ih y δ para cada módulo de celdas de combustible en
particular, por ello para encontrar Ih y δ será utilizando una aproximación en mı́nimos
cuadrados.

Las derivadas parciales de ef con respecto a Ih y δ estan dadas por:
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∂ef
∂Ih

=
E0i

δ
fδ

Iδ+1
h

[
1 +

(
if
Ih

)δ]2

y

∂ef
∂δ

= −
E0i

δ
f ln
(
if
Ih

)
Iδh

[
1 +

(
if
Ih

)δ]2

Sea (if (k), ef (k)) datos experimentales del módulo de celdas de combustible del
laboratorio, donde k = 1, ..., n y (Ih0, δ0) condición inicial.

Por la serie de Taylor se tiene:

ef (k) = ef (Ih0, δ0, if (k)) +

[
∂ef
∂Ih

(Ih, δ),
∂ef
∂δ

(Ih, δ)

]
(Ih0,δ0)

[
Ih − Ih0

δ − δ0

]
aśı

ef (k)− ef (Ih0, δ0, if (k)) =

[
∂ef
∂Ih

(Ih, δ),
∂ef
∂δ

(Ih, δ)

]
(Ih0,δ0)

[
Ih − Ih0

δ − δ0

]

bk = Ak∆X̄

como k = 1, ..., n entonces  b1
...
bn

 =

 A1
...
An

∆X̄

o
B = A∆X̄

donde ∆X̄ =

[
∆Ih
∆δ

]
. Por lo tanto ∆X̄ = (ATA)−1ATB, siempre que (ATA)−1 exista.

Se tiene la primera aproximación de (Ih, δ) de la siguiente forma:

Ih1 = Ih0 + ∆Ih

δ1 = δ0 + ∆δ
(3.2)

tómese (3.2) como una nueva condición inicial y se repite el proceso anterior hasta
(∆Ih,∆δ) sean lo suficientemente pequeños.

25



En este trabajo se ha utilizado el módulo de celdas de combustible PEM modelo
Nexa de la compañ́ıa Heliocentrics, el cual se muestra en la figura 3.2.

Figura 3.2: Módulo de celdas de combustible Modelo Nexa.

Este módulo es compacto, de bajo mantenimiento y totalmente automatizado que
proporciona una potencia máxima de 1.2 kW de corriente directa a un voltaje nominal
de salida aproximadamente de 26 V .

En la figura 3.3 se muestran los datos experimentales del módulo de celdas de com-
bustible en donde E0 = 41.7 V . Utilizando los datos experimentales y el procedimiento
de mı́nimos cuadrados, se obtiene una aproximación de Ih = 90.52 A y δ = 0.613 que
serán sustituidas en (3.1). En la figura 3.3 se muestra una comparación entre los datos
experimentales y la gráfica que se obtiene por medio de la expresión (3.1), confirmando
la precisión del modelo eléctrico estático, que será de utilidad más adelante.

3.1.4 Modelo del módulo de celdas de combustible y conver-
tidor de voltaje elevador.

Una vez obtenida la expresión del modelo eléctrico del módulo, lo siguiente es establecer
la expresión que lo conecta con el convertidor, el cual resulta en

ėf =
if
Cf
− iL
Cf
. (3.3)

donde ef representa el voltaje del módulo de celdas de combustible, iL es la entrada
del módulo de celdas de combustible, Cf el capacitor que acopla el módulo de la celdas
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Figura 3.3: Caracteŕıstica estática del módulo de celdas de combustible Modelo Nexa

de combustible con el convertidor de voltaje.

Si despejamos if de la ecuación (3.1) y la sustituimos en la ecuación (3.3), se
obtiene lo siguiente:

S1 :

{
ėf = Ih

Cf

(
E0

ef
− 1
) 1
δ − iL

Cf
(3.4)

donde ef es el estado del sistema y iL la entrada del sistema.

En la literatura abierta se conoce el modelo promedio que modela un convertidor
de voltaje tipo elevador [29, 30, 31]:

S2 :


i̇L =

ef
L
− (1− u)vC

L

v̇C =
(1− u)iL

C
− vC
C

(3.5)

donde (iL, vC) son la corriente en el inductor y el voltaje en el capacitor respectiva-
mente, (ef , u) entrada del convertidor, con u ∈ (0, 1) ⊂ R y L, C, R los parámetros
del convertidor todos positivos.

Es posible ver que los sistemas (3.4) y (3.5) están interconectados [15], el in-
terés será encontrar las condiciones que deben de cumplirse para que dicho sistema
interconectados sea estable.
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3.1.5 Sistema dinámico del módulo de celdas de combustible
convertidor de voltaje elevador.

Para ejemplificar los sistemas interconectados, se utiliza el sistema S1 que modela el
módulo de celdas de combustible como fuente de enerǵıa y el sistema S2 que modela el
convertidor de voltaje, con cambios de variables como sigue ef = ẽf +Ef , iL = ĩL + IL
y vC = ṽC + VC .

S1 :

{
˙̃ef = Ih

Cf

[(
E0

ẽf+Ef
− 1
) 1
δ −

(
E0

Ef
− 1
) 1
δ

]
− ĩL

Cf

S2 :

{
˙̃iL =

ẽf
L
− (1−U)ṽC

L

˙̃vC = (1−U )̃iL
C
− ṽC

CR

(3.6)

donde el punto de equilibrio de (3.6) es (0, 0, 0).

Módulo de 
celdas de 

combustible 

Figura 3.4: Módulo de celdas de combustible/convertidor de voltaje.

3.1.6 Análisis lineal del sistema.

La primera aproximación lineal del sistema (3.6) alrededor del equilibrio (0, 0, 0) es: ˙̃ef
˙̃iL
˙̃vC

 =

 −∆ − 1
Cf

0
1
L

0 − (1−U)
L

0 (1−U)
C

− 1
CR


 ẽf
ĩL
ṽC



+


0
v∗C
L

−i
∗
L

C

 ũ
(3.7)

28



donde ∆ = (Iδh + IδL)2/CfE0δI
δ
hI

(δ−1)
L ≥ 0.

El sistema (3.7) en lazo abierto tiene como polinomio caracteŕıstico

p(λ) =λ3 +

(
1

CR
+ ∆

)
λ2 +

(
(1− U)2

CL
+

∆

CR
+

1

CfL

)
λ

+

(
∆(1− U)2

CL
+

1

CfLCR

)
tal que los coeficientes de este polinomio son todos positivos y por el arreglo de Routh-
Hurwitz se tiene

s3 1 (1−U)2

CL
+ ∆

CR
+ 1

CfL

s2 1
CR

+ ∆ ∆(1−U)2

CL
+ 1

CfLCR

s1 a1 0

s0 ∆(1−U)2

CL
+ 1

CfLCR
0

dado que a1 =

[
(1−U)2

C2RL
+ ∆

(CR)2
+ ∆2

CR
+ ∆
CfL

]
1
CR

+∆
> 0; por lo tanto, el sistema lineal (3.7) es estable

en lazo abierto.

3.1.7 Análisis no lineal del sistema interconectado.

Esta sección estará enfocada en el análisis de estabilidad del sistema (3.6) vista desde
el enfoque de sistemas interconectados. Con la ayuda del teorema 2.3.2 se muestra que
el sistema (3.6) es estable de entrada a estado.

Es importante para este caso mostrar que cada sistema Si tienen una ISS-función
de Lyapunov, tal que V ∈ C1. Aśı como se muestra a continuación.

Para el primer sistema S1 la función de Lyapunov se selecciona como sigue

V (ẽ) =
Cf ẽ

2
f

2

donde su derivada es

V̇ ≤ |ẽf |

(
Ih

([
E0

|ẽf |+ Ef
− 1

] 1
δ

−
[
E0

Ef
− 1

] 1
δ

)
− |̃iL|

)
.

Elegimos una 0 < ε < 1 tal que

(1− ε)(|ẽf |) ≥
E0

1 +
(
|̃iL|+If
Ih

)δ − Ef
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donde If = Ih(
E0

Ef
−1)

1
δ y Ef = E0

1+
(
If
Ih

)δ . Esto implica que: V̇ ≤ |ẽf |[(1− ε)|ẽf |− |ẽf |] ≤

−ε(|ẽf |)2 = −α1(|ẽf |) donde α1(|ẽf |) es una función de clase K∞.

Si α = α =
|ẽf |2

2
, y por la ecuación (2.12), γ1 es de la forma:

γ1 = α−1
1 ◦ α1 ◦ χ1 =

1

1− ε

 E0

1 +
(
|̃iL|+If
Ih

)δ − E0

1 +
(
If
Ih

)δ
 .

Para el sistema S2 la función de Lyapunov se selecciona como sigue

V =
Lĩ2L
2

+
Cṽ2

C

2

donde su derivada es

V̇ = ĩLẽf −
ṽ2
C

R
.

Elegimos una 0 < ε < 1 tal que

(1− ε) |ṽC |
2

R
≥ |̃iL||ẽf |

esto implica que V̇ ≤ −ε |ṽC |
2

R
= −α2(|ṽC |), donde α2(ṽC) es una función de clase K∞.

Si α = α = L|̃iL|2
2

+ C|ṽC |2
2

, y por la ecuación (2.12), γ2 es de la forma:

γ2 = X2 =
|̃iL||ẽf |
1− ε

.

Al conocer las expresiones de γ1 y γ2, se esta interesado en mostrar que γ2 ◦ γ1 es
una contracción simple, por lo que se tiene la composición siguiente:

γ2(γ1(|̃iL|)) =
|̃iL|

(1− ε)2

 E0

1 +
(
|̃iL|+If
Ih

)δ − E0

1 +
(
If
Ih

)δ


note que E0

1+

(
|̃iL|+If
Ih

)δ ≤ E0

1+
(
If
Ih

)δ , por lo tanto:

γ2(γ1(r)) =
r

(1− ε)2

 E0

1 +
(
r+If
Ih

)δ − E0

1 +
(
If
Ih

)δ
 ≤ 0 < r, ∀r > 0,
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por definición γ2 ◦ γ1 es contracción simple

γ2(γ1(r)) < r, ∀r > 0

por el teorema 2.3.2 el sistema (3.6) es estable de entrada a estado.

3.1.8 Función de Lyapunov para el sistema módulo de celdas
de combustible/convertidor elevador.

Otra de las tantas formas para mostrar estabilidad de un sistema dinámico es utilizar
la herramienta de función de Lyapunov y para el caso del sistema dinámico a estudiar
se propone una función de Lyapunov como se muestra a continuación.

Sea el sistema dinámico del módulo de celdas de combustible/convertidor elevador

˙̃ef =
Ih
Cf

[(
E0

ẽf + Ef
− 1

) 1
δ

−
(
E0

Ef
− 1

) 1
δ

]
− ĩL
Cf

˙̃iL =
ẽf
L
− (1− U)ṽC

L

˙̃vC =
(1− U )̃iL

C
− ṽC
CR

(3.8)

Se propone una función de Lyapunov del sistema (3.8) como sigue:

V (ẽf , ĩL, ṽC) =
Cf ẽ

2
f

2
+
Lĩ2L
2

+
Cṽ2

C

2
. (3.9)

Nuestro interés se centra en mostrar estabilidad del sistema (3.8) alrededor de su
punto de equilibrio, para ello observemos la propiedad de la derivada de (3.9)

V̇ ≤ Ih|ẽf |

[(
E0

Ef + |ẽf |
− 1

) 1
δ

−
(
E0

Ef
− 1

) 1
δ

]
− |ṽC |

2

R
(3.10)

observe que la parte derecha de la ecuación (3.10) es siempre es negativa, ya que(
E0

Ef+|ẽf |
− 1
) 1
δ ≤

(
E0

Ef
− 1
) 1
δ
; por lo tanto, el sistema (3.8) es estable localmente.

Es interesante mostrar que el sistema (3.8) sea asintóticamente estable en el ori-
gen, para ello se observa que (3.9) es positiva definida y (3.10) es negativa semidefinida.
Sea D una vecindad del origen, entonces

S = {(ẽf , ĩL, ṽC) ∈ D/V̇ (ẽf , ĩL, ṽC) = 0} = {ẽf = 0, ṽC = 0} (3.11)
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note que si (ẽf , ĩL, ṽC) es una trayectoria en S, entonces

ẽf ≡ 0 ⇒ ˙̃ef ≡ 0

ṽC ≡ 0 ⇒ ˙̃vC ≡ 0
⇒ ĩL ≡ 0 (3.12)

Por lo tanto, la única solución que puede estar idénticamente en S es la solución
trivial (ẽf , ĩL, ṽC) = (0, 0, 0), entonces por el corolario 2.2.1, la vecindad del origen es
asintóticamente estable.

3.1.9 Función de Lyapunov del convertidor en cascada reduc-
tor.

Otro caso de sistema conectado en cascada se observa en la siguiente ecuación del
convertidor buck cuadrático. Sea el sistema convertidor de voltaje reductor dado en
[33].

ẋ1 =
Eu

L1

− ax2

L1

ẋ2 = b
x1

C1

− f ux3

C1

ẋ3 =
ux2

L2

− x4

L2

ẋ4 =
x3

C2

− x4

C2R

(3.13)

con punto de equilibrio o nominal (X1, X2, X3, X4, U).

La aproximación lineal del sistema (3.13) en el origen es:

˙̃x1 = −a x̃2

L1

+
E

L1

ũ

˙̃x2 = b
x̃1

C1

− f Ux̃3

C1

− f X3

C1

ũ

˙̃x3 =
Ux̃2

L2

− x̃4

L2

+
X2

L2

ũ

˙̃x4 =
x3

C2

− x4

C2R

(3.14)

se esta interesado en el sistema (3.14) en lazo abierto con ũ = 0.

Se propone una función de Lyapunov del sistema (3.14) en lazo abieto

V =
L1bx̃

2
1

2
+
C1ax̃

2
2

2
+
L2aex̃

2
3

2
+
C2aex̃

2
4

2
(3.15)
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al buscar las condiciones para que V̇ ≤ 0 se tiene la siguiente expresión

V̇ ≤ −ae|x̃4|2

R
≤ 0 (3.16)

por lo tanto (3.14) es estable en lazo abierto.
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Caṕıtulo 4

Resultados experimentales

El modelo del sistema módulo de celdas de combustible/convertidor elevador es el que
se presenta a continuación. Es de interés estudiar la parte lineal, presentar su análisis,
con el objetivo de diseñar un controlador. Este caṕıtulo estará enfocado en establecer
la aplicación con resultados experimentales que se mostrarán más adelante [39].

Sea el sistema dinámico módulo de celdas de combustible/convertidor elevador
en cascada de n-etapas como se muestra en la figura 4.1:

ėf =
Ih
Cf

(
E0

ef
− 1

) 1
δ

− iL1

Cf

i̇L1 =
ef
L1

− (1− u)vC1

L1

v̇C1 =
(1− u)iL1

C1

− iL2

C1

i̇L2 =
vC1

L2

− (1− u)vC2

L2

v̇C2 =
(1− u)iL2

C2

− iL3

C2

...

i̇Ln =
vCn−1

Ln
− (1− u)vCn

Ln

v̇Cn =
(1− u)iLn

Cn
− vCn
CnR

(4.1)

El punto de equilibrio del sistema (4.1) es:

(ef0 , iL01 , vC01 , iL02 , vC02 , ..., iL0n , vC0n , u0) =(
E0

1 + (
vC0n

IhR(1−U)n
)δ
,

vC0n

R(1− U)n
,
ef0

1− U
,

vC0n

R(1− U)n−1
,

ef0

(1− U)2
, ...,

vC0n

R(1− U)
,

ef0

(1− U)n
, U).
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Figura 4.1: Módulo de celdas de combustible/convertidor elevador de n-etapas.

4.1 Análisis lineal del sistema módulo de celdas de

combustible/convertidor elevador de n etapas.

El siguiente paso, es linealizar el sistema (4.1) alrededor del origen y realizar el análisis.
La parte lineal del sistema (4.1) es:

˙̃ef = − ẽf
kCf

− ĩL1

Cf

˙̃iL1 =
ẽf
L1

− (1− U)ṽC1

L1

˙̃vC1 =
(1− U )̃iL1

C1

− ĩL2

C1

˙̃iL2 =
ṽC1

L2

− (1− U)ṽC2

L2

˙̃vC2 =
(1− U )̃iL2

C2

− ĩL3

C2

...

˙̃iLn =
ṽCn−1

Ln
− (1− U)ṽCn

Ln

˙̃vCn =
(1− U )̃iLn

Cn
− ṽCn
CnR

(4.2)

donde k = E0δI
δ
hI

δ−1
f /(Iδh + Iδf )2.

35



Es importante probar la estabilidad del sistema (4.2). Para encontrar la condición
de estabilidad se hara uso de la función de Lyapunov.

Se propone una función de Lyapunov del sistema lineal (4.2) como sigue:

V =
Cf ẽ

2
f

2
+
L1ĩ

2
L1

2
+
C1ṽ

2
C1

2
+
L2ĩ

2
L2

2
+
C2ṽ

2
C2

2
+ · · ·+

Lnĩ
2
Ln

2
+
Cnṽ

2
Cn

2
.

El siguiente paso es derivar la función de Lyapunov y de ella encontrar condiciones
que nos ayuden a garantizar estabilidad.

La derivada de la función de Lyapunov propuesta es la siguiente:

V̇ = −
ẽ2
f

k
−
ṽ2
Cn

R
.

Nótese que V̇ solo garantiza estabilidad en el origen del sistema (4.2), ya que
es negativa semidefinida. La pregunta: ¿es posible garantizar estabilidad asintótica del
sistema (4.2)?. Para encontrar este objetivo se hara uso del corolario 2.2.1 y del prin-
cipio de invariancia de LaSalle [1].

Puede observarse que V es positiva definida y V̇ es negativa semidefinida. Sea

S = {x̃ ∈ E/V̇ (x̃) = 0}

donde x̃ es el estado del sistema lineal (4.2) y E un subconjunto abierto de R.

Con respecto a V̇ y el sistema lineal (4.2), es fácil observar que:

S = {x̃ ∈ E/ẽf = 0, ṽCn = 0} = {(0, 0, 0, ..., 0)}.

La única solución que puede estar idénticamente en S es la trivial (0, 0, 0, ..., 0); por lo
tanto, el origen del sistema (4.2) es asintóticamente estable.

4.2 Caracteŕıstica del módulo de celdas de com-

bustible PEM.

El haber establecido que el sistema lineal (4.2) es asintóticamente estable alrededor del
origen, lo que sigue, es obtener resultados experimentales con un controlador propuesto,
para ello se iniciará especificando los datos del módulo.
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El voltaje máximo de salida del módulo de celda de combustible modelo Nexa es
aproximadamente 41.7 V ; sin embargo, este valor cae a medida que el sistema entrega
mayor corriente a la carga. Por lo tanto, para proporcionar un voltaje de salida con las
caracteŕısticas deseables es necesario aumentar el voltaje de salida y regularlo por medio
de un convertidor de voltaje. Para tal fin, en el presente trabajo se propone utilizar
un convertidor elevador en cascada de tres etapas [33, 34, 39], tal como muestra el
diagrama de la Figura 4.2.

2D1L

1C S

3D

3C

2L 3L 5D
4D

2C
Módulo 

Celdas de 

Combustible 

1D

RfCfE

OVFD

fi

U

L1
i L2

i L3
i

C1
V

C2
V

C3
V

Figura 4.2: Módulo de celdas de combustible convertidor elevador de tres etapas.

El sistema lineal propuesto a analizar es el siguiente [35]:

˙̃ef = − ẽf
kCf

− ĩL1

Cf

˙̃iL1 =
ẽf
L1

− (1− U)ṽC1

L1

+
VC1

L1

ũ

˙̃vC1 =
(1− U )̃iL1

C1

− ĩL2

C1

− IL1

C1

ũ

˙̃iL2 =
ṽC1

L2

− (1− U)ṽC2

L2

+
VC2

L2

ũ

˙̃vC2 =
(1− U )̃iL2

C2

− ĩL3

C2

− IL2

C2

ũ

˙̃iL3 =
ṽC2

L3

− (1− U)ṽC3

L3

+
VC3

L3

ũ

˙̃vC3 =
(1− U )̃iL3

C3

− ṽC3

C3R
− IL3

C3

ũ

(4.3)

donde ũ representa la señal de control.
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Los datos del regulador son:

Capacitor Cf 5600 µF
Capacitor C1 47 µF
Capacitor C2 18,2 µF
Capacitor C3 3,3 µF
Inductor L1 72 µH
Inductor L2 200 µH
Inductor L3 1400 µH

Carga nominal R 250 Ω
Diodo D1 −D5 URU100120

Diodo DF T70HF120S02
Mosfet S1 IXFN80N50
Mosfet S2 IRF740

Amplificador Operacional IC1− IC3 TL081
Modulador LM311

Mosfet Driver IR2117

Observe que el sistema (4.3) puede ser expresado de la siguiente forma:

˙̃x = Ax̃+Bũ

donde x̃ = (ẽf , ĩL1 , ṽC1 , ĩL2 , ṽC2 , ĩL3 , ṽC3).

Con la matriz de controlabilidad se puede mostrar que el sistema lineal (4.3) es
controlable:

C = [B AB A2B A3BA4B A5B A6B].

Con ayuda de MATLAB es posible mostrar que C es de rango 7; por lo tanto, el
sistema (4.3) es controlable, esto será de mucha utilidad para el caso experimental. El
sistema (4.3) será utilizado posteriormente para analizar y diseñar el controlador de
dicho sistema.

4.3 Diseño de un regulador conmutado

Utilizando el convertidor elevador en cascada de tres etapas se construye un regulador
conmutado [36]. Existen dos enfoques generales que se utilizan ampliamente para el
controlador. El primer enfoque es el control modo-voltaje donde solo utiliza el voltaje de
salida para la retroalimentación; sin embargo, la estabilidad y el buen funcionamien-
to son dif́ıciles de lograr. Para lograr un buen desempeño se propone el uso de un
control modo-corriente promedio, el cual consta de dos lazos de retroalimentación. El
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lazo interno utiliza como señal de retroalimentación la corriente de un inductor o del
interruptor y el lazo externo retroalimenta la señal del voltaje de salida. Para el con-
vertidor propuesto, las variables de estado naturales para la retroalimentación son las
corrientes en los inductores y los voltajes de los capacitores. Para efectos de control,
es importante seleccionar las variables que son apropiadas desde el punto de vista de
rendimiento y aplicación. En este trabajo, para conservar los beneficios del control en
modo-corriente promedio, la corriente del inductor de la primera etapa se utiliza para
fines de retroalimentación junto con el voltaje del capacitor de la etapa de salida.

El diagrama de bloques del control modo-corriente propuesto se muestra en la
Figura 4.3, donde Vp es el voltaje de pico a pico de la rampa del oscilador y N es la
ganancia de amplificación de la corriente del inductor de la primera etapa. La función
de transferencia G(s) es un compensador de alta ganancia y F (s) es un filtro pasa-
bajas con un polo de alta frecuencia. La función de transferencia del controlador PI
está dada por K(s) y H representa un divisor de voltaje.

P
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



CONTROLv



u





N

H



G(s)

F(s)

K(s)

REFi

1e

2e

  Convertidor elevador 
        en cascada de
         tres etapas

Compensador de
    alta ganancia

Filtro pasa-bajas

Controlador PI

fe

Módulo Celdas de
    combustible

Figura 4.3: Control en modo corriente promedio para un convertidor elevador en cas-
cada de tres etapas.

Estas funciones de transferencia pueden ser implementadas fácilmente utilizando
un solo amplificador operacional como se muestra en la figura 4.3.

4.3.1 Diseño de lazo de corriente

El compensador de alta ganancia tiene la siguiente función de transferencia:
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G(s) =
KP (1 + s

wz
)

s
donde el diseño de este compensador es como sigue: el cero del compensador se coloca
al menos una década por debajo de la mitad de la frecuencia de conmutación PWM,
wz = 1/RFCFZ y KP = 1/Rl(CFZ + CFP ). Esta ganancia es generalmente alta, tal
que para proporcionar una regulación rápida de la corriente del primer inductor con
respecto a su referencia, lo cual da como resultado que la corriente promedio siga con
alto grado de precisión a la corriente programada.

La función de transferencia del filtro pasa-bajas con un polo a alta frecuencia esta
dada por:

F (s) =
1

1 + s
wp

donde el polo de alta frecuencia se coloca a una frecuencia por arriba de la mitad de
la frecuencia de conmutación y wP = (CFZ + CFP )/RFCFZCFP .

El compensador de alta ganancia y el filtro pasa-bajas se implementan utilizando
un único IC. El filtro se considera como parte del lazo de corriente. Cuando el lazo
de corriente está cerrado, la función de transferencia ṽ0/ṽCONTROL(s) es modificada
mediante la adición del compensador de amortiguación para el pico de resonancia de
baja frecuencia, lo que resulta en un solo polo a frecuencias más bajas.

4.3.2 Diseño de lazo de voltaje

El diseño se basa principalmente en un criterio simple para el lazo de ganancia: a) para
la estabilidad relativa, la pendiente en o cerca de la frecuencia de cruce debe ser no
más que un 20dB/dec; b) para mejorar la precisión de estado estable, la ganancia en
baja frecuencia debe ser alta y c) para la estabilidad robusta, se requiere márgenes de
fase y ganancia apropiados.

La función de transferencia del controlador PI está dada por:

K(s) = KC(1 +
1

Tis
)

donde KC = RFC/RlC es la ganancia proporcional, Ti el tiempo integrativo y wC =
1/Ti = 1/RFCCFC .

La ganancia proporcional tiene que ser diseñada junto con la red de divisor del
voltaje. Esta red está diseñada para retroalimentar el voltaje de salida a un valor
apropiado para el circuito de control. La ganancia de esta red se calcula utilizando
los valores del circuito R1, R2 y RlC . La ganancia KC es el parámetro de diseño
principal para la estabilidad robusta del regulador de conmutación. Un alto valor de
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KC resultará en una respuesta más rápida del regulador conmutado. En la Figura 4.4
se muestra el diagrama del circuito módulo de celdas de combustible/convertidor del
voltaje construido.
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Figura 4.4: Regulador conmutado utilizando un módulo de celdas de combustible como
fuente de alimentación.

Los valores del punto de operación para el convertidor elevador de tres etapas
utilizado son: voltaje de entrada E que varia de 26 V a 41.7 V y voltaje de salida Vo
de 330 V . Este voltaje puede utilizarse posteriormente para alimentar un inversor y
obtener un voltaje de 220 V en CA. Los valores de corriente en estado estable para el
primer inductor de 20.8 A, para el segundo inductor de 9.3 A y para el tercer inductor
es de 3.85 A. La carga nominal utilizada tiene un valor de 250 Ω, la cual produce
una corriente de salida de 1.3 A y una salida de potencia de 435 W . La frecuencia de
operación del convertidor es de 100 kHz. Para detectar la corriente del primer inductor
se utiliza el transductor de corriente modelo LA50-P fabricado por LEM.

Para el convertidor propuesto la función de transferencia ṽ0(s)/ũ(s) es de séptimo
orden y de fase no mı́nima con ceros localizados en:

{30675, 1169.2± j7750.7,−219.3± j18044,−607}

y polos en:

{−18.7± j17277,−159± j9608.9,−437.3± j3179.8,−726}.
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Figura 4.5: Polos y ceros de la función de transferencia ṽ0(s)/ũ(s).

Se puede notar que existen tres picos de resonancia dependientes de los paráme-
tros de construcción del convertidor. Debido a la presencia de los tres ceros del lado
derecho del plano es muy dif́ıcil alcanzar estabilidad y buen desempeño si se utiliza
para la construcción del regulador un control de un solo lazo.

La función de transferencia: ĩL1(s)/ũ(s) es de fase mı́nima con los mismos polos
que ṽ0(s)/ũ(s) y ceros localizados en:

{−105.4± j18056,−938± j11114,−1661.6,−744.05}

por lo que se propone la construcción de un control en modo-corriente promedio, donde
se retroalimenta la corriente del primer inductor y el voltaje de salida del convertidor.

Para este convertidor, un compensador de alta ganancia y un controlador PI están
diseñados bajo control en modo-corriente promedio mediante el procedimiento descrito
en la sección anterior. Se usan los siguientes valores CFZ = 10 nF , RFZ = 8.2 kΩ y
CFP = 680 pF que son seleccionados para el lazo de corriente.

Para el lazo de voltaje, los valores seleccionados para la red de divisor de voltaje
son R1 = 820 kΩ y R2 = 20 kΩ y para el controlador CFC = 22 nF , RFC = 33
kΩ y RlC = 4.3 kΩ. Por lo tanto, la funćıón de transferencia para el controlador es
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Figura 4.6: Polos y ceros de la función de transferencia ĩL1(s)/ũ(s).

K(s) = −7.67(1 + 1377/s).

4.4 Pruebas en lazo abierto

Inicialmente el ciclo de trabajo se fija de manera que a la salida del convertidor se
obtenga un voltaje de 330 V , por lo que se entrega a la carga una potencia de 435 W .
Posteriormente se aplican cambios tipo escalón a la carga de salida modificándola de
un valor de 250 Ω a 1 kΩ por medio de un MOSFET que opera a una frecuencia de
2 Hz. En la Figura 4.7 se muestra el voltaje de salida resultante. Se observa que el
voltaje de salida refleja los cambios de la carga cambiando su valor de 330 V a 460 V .

4.5 Pruebas en lazo cerrado

Se implementa el control en modo-corriente promedio. En la Figura 4.8 se muestran las
condiciones de operación cuando el regulador conmutado entrega a la salida un voltaje
de 330 V . En estas condiciones, el módulo de celdas del combustible está entregando
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Vo 

VG 

Figura 4.7: Voltaje de salida Vo en lazo abierto ante cambios tipo escalón en la carga
de 250 Ω a 1 kΩ. Voltaje de salida (100 V/div) y voltaje en la compuerta del MOSFET
VG (20 V/div), (Tiempo: 200 ms/div).

un voltaje de salida de Ef = 26 V y una corriente If ' 20.7 A. La corriente para
el primer IL1 inductor exhibe una forma de onda triangular con una aproximación de
alrededor de 8 A.

Esta señal se utiliza para fines de retroalimentación. Está claro que el regulador
de conmutación está funcionando en modo de conducción continua. Una ampliación en
el voltaje de salida para una carga nominal de 250 Ω se muestra en la figura 4.9 para
un voltaje de entrada de E = 26 V . El rizo del voltaje de salida es de aproximadamente
2 V , lo que resulta en un porcentaje de rizo de 0.6 %.

Posteriormente se aplican cambios tipo escalón a la carga de un valor de 250 Ω a
1 kΩ por medio de un Mosfet que opera a una frecuencia de 2 Hz. El voltaje de salida
resultante se muestra en la Figura 4.10. En este caso el voltaje permanece a un valor
constante de 330 V. Esta gráfica muestra claramente que el regulador posee robustez
ante cambios en la carga.

Es evidente que el regulador de conmutación es robusto ante cambios en la carga.
El voltaje suministrado por el módulo de celdas de combustible se muestra en la figura
4.11, donde aparecen cambios de voltaje de aproximadamente de 26 V a 31 V.
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Vo 

Ef 

 iL1 

Figura 4.8: Operación en lazo cerrado para una carga nominal de 250 Ω. Voltaje de
salida Vo (250 V/div), corriente del primer inductor iL1 (10 A/div), y voltaje del módulo
de celdas de combustible Ef (20 V/div), (Tiempo: 10 µs/div).

Figura 4.9: Ampliación del voltaje de salida para mostrar el rizado de conmutación
para una carga nominal de 250 Ω (5 V/div) (Tiempo:10 µs/div).
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Figura 4.10: Voltaje de salida Vo en lazo cerrado para cambios tipo escalón en la carga
de 250 Ω a 1 kΩ. Voltaje Vo (100 V/div) y voltaje en la compuerta del Mosfet VG (20
V/div), (Tiempo: 200 ms/div).

VG 

Ef 

Figura 4.11: Voltaje de la celda de combustible Ef en lazo cerrado para cambios en la
carga de 250 Ω a 1 kΩ. Voltaje de la celda de combustible Ef (10 V/div) y el voltaje
en el Mosfet VG (20 V/div), (Tiempo: 200 µs/div)
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

5.1 Comentarios finales

El consumo de enerǵıa es uno de los mayores medidores del desarrollo y bienestar de
una sociedad. Pero debido al incesante consumo de enerǵıa, se han generado problemas
en el medioambiente y crisis energética. Para un sistema económico como el actual,
cuyo crecimiento va a la par con la creciente demanda de enerǵıa, es inevitable que
en un determinado momento la demanda no pueda ser abastecida y todo el sistema
colapsaŕıa. Se ha realizado un gran esfuerzo de investigación para buscar la mejor forma
de aprovechar las fuentes de enerǵıas renovables y sustituir una parte del sistema de
enerǵıa tradicional.

Es importante mencionar que las fuentes de enerǵıas renovables no son fuentes
constantes y para ser utilizadas es necesario regularlas y controlarlas. La electrónica
de potencia juega un papel muy importante en los sistemas de generación de enerǵıa
renovable. Es la tecnoloǵıa clave que busca convertir de manera eficiente la enerǵıa
eléctrica de las fuentes de enerǵıas renovables. En la literatura abierta, existe un gran
número de convertidores de electrónica de potencia, donde las fuentes de enerǵıa se
consideran contantes; pero debido a que las fuentes de enerǵıas renovables no son con-
stantes se genera un problema de investigación. Por lo tanto es frecuente observar que
las fuentes de enerǵıas renovables están interconectadas con un convertidor eléctrico.

El enfoque principal de este trabajo, es buscar las herramientas matemáticas que
puedan ser de gran utilidad para tratar problemas de sistemas dinámicos interconecta-
dos. Uno de los muchos problemas importantes a considerar en los sistemas dinámicos
interconectados es garantizar la estabilidad del sistema y en qué condiciones. En el
Caṕıtulo 2 de este trabajo se puede observar una teoŕıa básica de sistemas dinámicos,
tanto para sistemas lineales como para sistemas no lineales, en este mismo caṕıtulo
también se muestra en qué condiciones es posible garantizar estabilidad y estabilidad
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asintótica de los sistemas dinámicos conectados en cascada. Se analizan los sistemas es-
tables de entrada a estado y se especifican unas herramientas matemáticas para poder
garantizar estabilidad de sistemas ISS interconectados.

Como se ha mencionado anteriormente la importancia de las fuentes de enerǵıas
renovables están tomando un gran auge en nuestros d́ıas. El hidrógeno puede ser con-
siderado como una forma de almacenar enerǵıas renovable y ser generada en cualquier
parte del planeta con las fuentes de enerǵıas renovables disponibles y ser utilizada como
combustible en el hogar o en el transporte. Los módulos de celdas de combustible es
una alternativa para la generación de enerǵıa eléctrica y uno de los más prometedores
son los módulos de celda de combustible PEMFC. Un módulo de celda de combustible
PEM produce un voltaje de salida en corriente directa de bajo valor y con grandes
variaciones, tal que para ser utilizados, es necesario aumentarlo y regularlo por medio
de un convertidor de CD a CD.

El objetivo principal de este trabajo, es analizar el sistema dinámico que modela
un módulo de celdas de combustible PEM y el sistema dinámico que modela un con-
vertidor elevador, cuando estos sistemas están interconectados. Este trabajo presenta
el sistema dinámico interconectado “Módulo de celdas de combustible/convertidor el-
evador”. Con la teoŕıa de los sistemas ISS interconectados se muestra la condición de
estabilidad del sistema. También con la teoŕıa de Lyapunov y el teorema de invariancia
de Krasovskii-LaSalle se muestra que la parte lineal del sistema módulo de celdas de
combustible/convertidor elevador es asintóticamente estable en el origen. Como prueba
experimental, se caracteriza el módulo de celdas de combustible PEM del Laboratorio
de Control de Sistemas Electrónicos de Potencia del IPICyT y se utiliza un convertidor
elevador de tres etapas conectados en cascada, donde el voltaje de salida Vo del módu-
lo de celdas de combustible vaŕıa entre 26 V a 41.7 V. Con ayuda de un controlador
PI, el sistema interconectado módulo de celdas de combustible/convertidor elevador,
mantiene un voltaje de salida de 330 V ante un cambio abrupto de carga de 250 Ω a 1
kΩ.

5.2 Trabajo a futuro

El análisis y aplicación del sistema interconectado módulo de celdas de combustible/con-
vertidor elevador, se torna de mucho interés. Un posible caso a estudiar seria encontrar
las caracterizaciones de todas las fuentes de enerǵıa, hacer la misma interconexión
y generar un conjunto de sistemas por cada fuente de enerǵıa renovable que exista,
buscando las condiciones de estabilidad tanto para el sistema lineal aśı como para el
sistema no lineal. Esto abriŕıa un gran número de experimentos y aplicaciones.

El siguiente caso si se utiliza el mismo módulo pero se opta por otro tipo de
convertidor de voltaje propuesto en la literatura, ¿Cuáles seŕıan sus condiciones de
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estabilidad? Con respecto al análisis de control, se abre otra posible rama de análisis y
condiciones, ya que es importante mencionar que seŕıa interesante proponer un control
más robusto si existiera dicha posibilidad.
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