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Resumen

El “efecto mariposa” es un término que se acund para describir como una pequena
perturbacion puede tener grandes repercusiones. Este concepto esta relacionado con la
sensibilidad a las condiciones iniciales que presenta el comportamiento caético. Indica
que la evolucion a largo plazo de una érbita cadtica que se genera al aplicar ecuaciones
deterministas a una condicioén inicial con cualquier tipo de incertidumbre “no se puede
predecir”; es decir, parece el resultado de un proceso aleatorio aunque es completamente
determinista. En este documento se aprovecha las caracteristicas del comportamiento
cadtico para construir generadores de bits seudo-aleatorios. Se propone una familia
multimodal con base en un tipo de mapeo logistico; entre las ventajas que presenta es
que al variar un parametro de control se obtiene distintas dindmicas, cadticas incluidas.
Se desarrolla un generador de bits con base en dicha familia. Por ultimo se evalia el
generador de bits por medio del banco de pruebas estadisticas del Instituto Nacional de
Estandares y Tecnologia (NIST por sus siglas en Inglés) para verificar si éste produce

secuencias indistinguibles de una aleatoria.

Palabras clave: Caos, generador de bits seudo-aleatorios, NIST, sistemas dindmicos

discretos.
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Abstract

The “butterfly effect” is a term born to describe how a little perturbation could have
a lot of repercutions. This term is close to a property present in chaotic behavior,
sensitivity to initial conditions. It indicates that the long-term evolution of a chaotic
orbit generated from applying deterministic equations to an initial condition with any
type of uncertainty “cannot be predicted”. In other words, while it may seem like a
random process it is completely deterministic. This document takes advantage of chaotic
behavior to build pseudo-random bit generators. A multimodal family is proposed based
on a type of logistic map. Among the advantages it presents, one is that when varying a
control parameter it obtains distinct dynamics, including chaotic ones. A bit generator
based on the multimodal family is developed. Lastly the bit generator is evaluated using
the National Institute of Standards and Technology (NIST) statistical tests suit in order

to verify if it produces sequences indistinguishable from random ones.

Key words: Chaos, discrete dynamical systems, NIST, pseudo-random bit generator.
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Capitulo 1
Introduccion

La interrogante planteada por Edward Lorenz en su articulo de 1972 [1] sobre:
Predictibilidad s El movimiento de las alas de una mariposa en Brasil podria comenzar
un tornado en Texas?', ha servido para aclarar conceptos en el area de los sistemas
dinamicos no lineales. Frecuentemente el analisis de sistemas fisicos se restringe a modelos
matematicos lineales debido a que son més sencillos de resolver que su contraparte no
lineal; no obstante, la mayoria de los fend6menos naturales presentan caracteristicas no

lineales [2].

Uno de los pioneros en el analisis en los fen6menos naturales es Henri Poincaré, en
1890 estudia la posibilidad de que cada planeta contintie de manera indefinida en sus
Orbitas o que alguno se aproxime al sol o hacia la oscuridad del infinito [1]|; aunque no
encuentra una respuesta definitiva a esta pregunta, se convierte en un gran contribuyente
de una de las mayores areas de estudio en matematicas, la topologia 2] y; ademaés,

propone una idea de lo que implica el comportamiento cadtico.

Tiempo mas tarde, a causa del avance tecnolégico que se obtuvo en la década
de 1950 se pudo realizar nuevos experimentos; de manera puntual la simulacion por
computadora de sistemas de ecuaciones diferenciales. Lorenz en 1963 estudia un modelo
reducido del clima representado por tres ecuaciones diferenciales mediante simulaciones
por computadora y observa que no sélo su sistema parece exhibir comportamiento no
periddico; sino también obtiene resultados distintos al cambiar las condiciones iniciales

por otras aproximadamente iguales, una idea de lo que es el caos determinista.

! El titulo original corresponde a “Predictability: Does the Flap of a Butterfly’s wings in Brazil Set

Off a Tornado in Texas?”



Una caracteristica necesaria y central en los sistemas dinamicos para exhibir caos
determinista es la sensibilidad a las condiciones iniciales [3]; esto indica que la evolucion
de condiciones iniciales aproximadamente iguales es completamente distinta. Observe en
la Figura 1.1 la evolucién de los puntos iniciales zo = 0.2 y o = 0.2001 al ser iterados

bajo el mapeo logistico:

Tpi1 = 4(1 — x,)zy, (1.1)

note que para el instante n = 8 se observa una pequena diferencia y para el n = 13
la evoluciéon de ambos puntos iniciales es completamente distinta. Es por esto que se
puede obtener un largo nimero de érbitas no correlacionadas que parecen aleatorias; sin
embargo, son deterministas y se pueden reproducir al conocer el punto inicial [4]. Cabe
mencionar que usualmente un sistema dindmico con comportamiento cadtico tiene un

pardametro de control para el cual el sistema bifurca.

Figura 1.1: Exhibiciéon de la sensibilidad a las condiciones iniciales que presenta un
sistema dindmico con comportamiento cadtico. La evoluciéon de xq = 0.2 se representa

por cuadros y la de x¢p = 0.2001 mediante rombos.

Los sistemas dindmicos con comportamiento cadtico han servido para desarrollar
sistemas criptograficos, Robert A. J. Matthews en 1989 se convierte en uno de los
pioneros en esta area ya que desarrolla un cifrador con base en caos [5], su publicacion
al respecto ostenta el titulo: “Sobre la derivacion de un algoritmo de cifrado cadtico®”

en el cual se sugiere la realizaciéon de un cifrador de flujo con base en el mapeo logistico

2El titulo original es On the derivation of a “chaotic” encryption algorithm.



generalizado que se presenta enseguida [6]:
Tonr1 = g\ o, B,x) = Az (o — xn)ﬁ, (1.2)

donde z es la variable de estado, A\, a y B son parametros del sistema.

1.1. Estado del arte

Debido al comportamiento ergddico, sensibilidad a las condiciones iniciales, transiti-
vidad y evolucion tmpredecible los sistemas dindmicos con comportamiento cadtico son
idoneos para desarrollar generadores de ntimeros seudo-aleatorios [7]; algunas aplicacio-
nes de estos generadores incluyen simulaciones numéricas, la industria de los videojuegos,

comunicaciones [8| y sistemas criptogréficos [9].

Los sistemas dinamicos discretos que se conforman por méas de una moda se han
estudiado por Smania en [10]; en dicho documento se analiza la dindmica del operador
de renormalizaciéon para mapeos multimodales. Particularmente desarroll6 una teoria
combinatoria para cierto tipo de mapeos multimodales. Por otro lado, Campos et al. [11]
muestran una construcciéon de mapeos multimodales con base en el mapeo logistico
y muestran como dicho mapeo puede exhibir comportamiento cadtico. Garcia et al.
desarrollan una aplicaciéon de dichos mapeos multimodales. La aplicaciéon consiste en un
generador seudo-aleatorio de ntimeros que funge como el nicleo de un cifrador de flujo,
ver [12].

Li y Sajeeth et al. recomiendan en [5, 13, 14] que para aumentar la seguridad y en
algunos casos la eficiencia de los generadores de bits seudo-aleatorios se debe mezclar la
salida de més de un mapeo cadtico; de esto surge el interés por generar nuevos sistemas
dindmicos tanto en tiempo discreto, como continuo. Pellicer-Lostao en 2008 publica
un articulo de un generador que mezcla dos mapeos tipo logisticos de dos dimensiones;
ademas, Patidar publica en 2009 dos articulos sobre este tipo de generadores con base en
mapeos cadticos y realiza un analisis estadistico; en el primero usa dos mapeos estindar

que se describen por:

Tpi1 = Tp + ksiny, mod 27, (13)
Yn+1 = Yn + Tny1 mod 2,

y en el segundo un par de logisticos; generan la secuencia al mezclar la salida de ambos

mapeos en lo que se podria llamar una funcion umbral variable y realizan un analisis

con base en dos bancos de pruebas estadisticas [15, 16, 17].
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1.2. Objetivo general

Desarrollar un generador de bits seudo-aleatorios con base en sistemas dindmicos
discretos con comportamiento cadtico que se describan mediante funciones continuas

por partes.

1.2.1. Objetivos especificos

= Construir una familia monoparamétrica con base en un sistema dinamico discreto

que se forma con miltiples mapeos unimodales.

= Desarrollar un generador de bits mediante las series de tiempo cadticas generadas

por medio de una familia multimodal.

= Caracterizar los generadores de bits que se obtienen mediante un banco de pruebas

estadisticas.

1.3. Contenido

En este capitulo se introduce algunos de los fundamentos que permiten incorporar
los sistemas dindmicos con comportamiento caético al area de generadores de secuencias
seudo-aleatorias; el estado del arte y los objetivos que llevan a la realizacion de este
documento. En el capitulo dos se encuentran los conceptos y definiciones que se emplean
en los capitulos posteriores; ademas, se establecen algunas convenciones y notaciones.
En el capitulo tres se propone una familia multimodal con base en un tipo de mapeo
logistico y el desarrollo de un generador de bits con base en ésta. En el capitulo cuatro
se desarrolla un generador de bits con el método propuesto y éste se analiza mediante el
banco de pruebas estadisticas del Instituto Nacional de Estandares y Tecnologia. Para
terminar, en el capitulo cinco se presentan las conclusiones que se obtuvo en el desarrollo

de este trabajo y el trabajo a futuro que permitiria extender los resultados.



Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo se presentan los conceptos basicos de las dreas de anélisis matematico
y sistemas dindmicos que seran usados en capitulos posteriores. Para mayor detalle se

recomienda consultar [1, 18, 19].

2.1. Analisis matematico

Un conjunto es una coleccion de elementos y sera denotado por S = {z : P(x)},
esto significa que S es el conjunto de los elementos = que satisfacen la condicion P(x).
Un conjunto que tiene un tnico elemento se conoce como unitario y uno que carece de

elementos se llama vacio y se denota por 9.

Una regla f que asigna a cada elemento de un conjunto no vacio X un tnico elemento

de un conjunto Y se llama funcion o mapeo de X a 'Y y se denota por:
f:X-=Y, (2.1)

a X se le conoce como el dominio de f y al conjunto {f(z) : x € X} como el rango
o imagen de f; conviene subrayar que el rango de f se puede distinguir del espacio
objetivo de f que es Y. Si la imagen de f es todo Y, f se llama sobreyectiva; en caso de
que f(x) = f(y) siempre que = = y, la funcion f se conoce como inyectiva; una funcion

que es sobreyectiva e inyectiva se llama biyectiva [20].

En caso de que exista un mapeo biyectivo ¢ de {1,2,...,n} a S para algin n € N,

el conjunto S se dice ser finito; el valor de n es Unico y se llama cardinalidad de S



denotado por card S o #5, al conjunto vacio se le asigna cardinalidad 0 [20]. Algunas

caracteristicas adicionales se describen a continuacion:

Definiciéon 2.1. Sea S un conjunto no vacio. Una particion I de S es una coleccion
de subconguntos no vacios de S (bloques) tales que cada elemento de S es un elemento

de exactamente uno de estos subconjuntos [21].

Sea f*) la k-ésima derivada del mapeo f donde k es un entero no negativo. Siempre

que f*) exista y sea continua en un conjunto S C R™ se denota como:
J € CH(S.R™), (2.2)

por conveniencia, en caso de que k = 0 se denota como f € C'(S,R™); ademas, si S es
invariante bajo f, i.e. f(S) C S se denota como f € C(S5) [22].

2.1.1. Linea real

En este trabajo se estudian los mapeos tinicamente definidos en espacios euclidianos

uni-dimensionales, donde la métrica euclidiana es dada como sigue:

d(z,y) = |z —yl, (2.3)

donde z,y € R. A continuacién se presentan conceptos que son usados a lo largo del

documento:
Definicion 2.2. Si sy es un numero real y € > 0; entonces el intervalo abierto:
(80 —&,80 + 8)7 (24)

es una e-vecindad de sy. St un conjunto S contiene una e-vecindad de so; entonces S es
una vecindad de so y este es un punto interior de S. El conjunto de puntos interiores de

S es el interior de S y se denota por S° [19].

Se agrega que en dimensiones mayores a uno, usualmente la vecindad de un punto

se define como una bola abierta de radio epsilon y centro sy que se denota como B.(sp).

Definicion 2.3. Sea S un subconjunto de R, siempre que cualquier vecindad de s,
contenga al menos un punto en S y uno en el complemento de S se dice que sy es un
punto frontera de S; al conjunto de puntos frontera de S se le conoce como frontera de
S y se denota por 0S. La cerradura de S se denota por S y es S =SUdS [19].
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Un conjunto X C R se dice ser acotado por arriba siempre que existe un b € R tal

que para todo x € X se satisface la desigualdad:
x < b, (2.5)

al nimero real b se le conoce como cota superior de X. A condiciéon de que b sea una
cota superior de X y no exista un nimero menor que cumpla esta condicién, b se llama

supremo de X y se denota a lo largo del documento como:
8 =sup X, (2.6)

de forma anéloga, un conjunto X C R se conoce como acotado por abajo siempre y

cuando exista un a € R tal que para todo x € X se satisface que:
a <z, (2.7)

al nimero a se le llama cota inferior de X; ademés, con tal que a sea una cota inferior
de X y ningin real mayor a este lo sea, este valor se llama infimo de X y se denota en
este documento mediante:

a=inf X, (2.8)

un conjunto X C R es acotado a condicién de que existan ntiimeros reales a y b tales
que para todo z € X se satisface que a < x < b; se debe agregar que un conjunto no

vacio acotado tiene un tnico supremo e infimo donde se satisface que:
inf X <sup X, (2.9)

un conjunto no vacio X C R es no acotado por arriba si carece de cota superior y de

forma similar se define uno no acotado por abajo [19].

Por ultimo, se hace énfasis en que los blogues que se trabaja en este documento son
unicamente intervalos acotados abiertos, cerrados o semi-cerrados por la izquierda o
derecha. Como ejemplo de estos intervalos se tiene a X = {z : 0 < x < 1} que tiene

como infimo y supremo los valores a =0, =1 donde a < £.

2.2. Sistemas dinamicos

Un sistema dinamico es la descripcion mateméatica del comportamiento de un sistema

fisico, mecénico, eléctrico, biologico, ecologico, etc. desde la perspectiva de un proceso
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determinista que se expresa por un nimero finito de variables de estado [23]; éstas se
usan para determinar el estado instantédneo del sistema y las ecuaciones de evolucion
entre un instante inicial y el siguiente. Si las reglas de evolucion se describen mediante
ecuaciones diferenciales se obtienen sistemas dindmicos de tiempo continuo; por otro
lado, si sus reglas de evolucion son las iteraciones de un mapeo en un tiempo discreto se

origina un sistema dindmico de tiempo discreto o sistema dindmico discreto [24].

2.2.1. Sistemas dinamicos discretos uni-dimensionales

Acorde con lo que se menciona anteriormente, las reglas de evoluciéon de un sistema

dinamico discreto o mapeo consisten en iteraciones y se denotan mediante:

Tnt1 = f(zn), (2.10)

enlacualn € Zon € Z"y f: X — X mapea del espacio de estados (espacio fase)
en si mismo, dicha relaciéon describe una ecuacion en diferencias o relacion recursiva
de primer orden; al valor xy se le conoce como semilla o punto inicial y con este se
genera una trayectoria o solucion { (o)} de forma recursiva donde n € Z*. Se conoce
a f(zo) como la primera iteracion de xq bajo f, a f%(zo) = f(f(z0)) como la segunda
iteracion de z¢ bajo f y de forma general, f™(zo) = f(f" *(z0)) es la n-ésima iteracion
de z¢ bajo f. Al conjunto de las iteraciones positivas de zq se le conoce como la érbita

positiva [18] y se denota mediante:

OF (z0) = {f"(w0) :n € Z"} = {wo, x1, .. ., Tps Tng1, - - -} = { T}y (2.11)

siempre que el mapeo f sea invertible, a la secuencia de iteraciones {f~"(x¢)} se le

conoce como la 6rbita negativa de xy para la que f=™ = (f~1)™.

En caso de que el mapeo (2.10) se describa por f(z,) = a, -z, donde a,, € R
se dice ser una ecuacion en diferencias lineal; en caso contrario se dice ser no lineal,

generalmente se excluye el caso de los mapeos lineales afin f(x,) = a -z, + b [22].

Un punto fijo o periddico de un sistema dindmico discreto es un punto x € R o un
conjunto finito de puntos {z, f(z),...,f" '(z) : z € R,h € Z*} con cardinalidad h
tales que al ser iterados bajo f, se repiten; para el caso de que sea un punto se dice ser
un punto fijo de f y se denota por T. Si es un conjunto finito de puntos se conoce como
un h-ciclo o ciclo de f de longitud h para la que el valor de h es el minimo n € Z* para

el que se satisface la relacion f"(x) = x.



Un punto fijo T del mapeo (2.10) se conoce como hiperbdlico siempre que se cumple

la restriccion:
|f'(@)] # 1, (2.12)

donde f’ es la derivada del mapeo (2.10) con respecto a z,, [18]. Una forma analitica
para entender el comportamiento de los h-ciclos y puntos fijos de un sistema dinamico

discreto se presentan a continuacién:
Teorema 2.1 (Hartman-Grobman). Sea T un punto fijo del mapeo (2.10) y se asume
que [ € CY(B.(Z),R™) para e > 0. Si T es un punto fijo hiperbdlico y f'(T) es invertible;

entonces f es conjugado al mapeo lineal f'(T) [22].

Corolario 1 (La linea real). Sea F' € C'(S,R) donde S es un intervalo no trivial.

» Se supone que T es un punto fijo del mapeo (2.10) en S°. Si |f'(T)| < 1 (|f'(T)| > 1)

entonces T es asintéticamente estable (inestable).

w Un ciclo {x1,29,..., 25} C S° de f es asintdticamente estable (inestable) siempre
h h
e T 1) <1 (nl )l > 1> 129

Para observar graficamente el comportamiento de una oérbita se puede emplear una
herramienta que se conoce como el método de iteracion grifica [3] o diagrama de escalon
(cobweb en inglés); esto es un procedimiento que superpone la ecuacion de la recta
g(x,) = x, ala “curva” x,,1 = f(z,) para trazar la orbita que describe un punto
inicial; paso por paso, el método inicia al trazar una linea recta entre los puntos (xg,0) y
(x0, 1), luego se dibuja una linea horizontal entre los puntos (zg, x1) y (21, 21); después
se dibuja una linea vertical entre (x1,21) y (21, 22), se traza una recta entre (z1,xs) y
(x9,22); a continuacion se sigue el mismo proceso de manera iterativa hasta graficar
la orbita {x,}m , para algan m € N [18]; sirva de ejemplo la orbita que describe el
mapeo logistico que se muestra en la figura 2.1, este representa un modelo idealizado
de poblacion; un rasgo que aparece son los puntos fijos de f que se encuentran donde
los valores de f y g coinciden, i.e. f(x,) = g(x,). Observe que la orbita de zq bajo f

converge al punto fijo que aparece en la parte superior derecha.
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X
n

Figura 2.1: Diagrama de escalén de la érbita del punto inicial g = 0.99 bajo el mapeo

logistico f(x,) = 2.8(1 — z,,)x,.

Una forma adicional de observar el comportamiento de la érbita de un punto inicial
se presenta enseguida, esta representacion se conoce como series de tiempo y es una
grafica que tiene como dominio el instante de tiempo n € Z* y rango el componente
escalar f™(zy), asi que se grafica el conjunto de puntos (n, f"(xy)) [22]; baste, como
muestra la figura 2.2 que exhibe los primeros elementos de la 6rbita positiva que se
presenta en la figura 2.1; de forma analoga a la anterior, se percibe que la 6rbita se

aproxima al punto fijo.

1 T T T T T T T

0.8 i

0.6 b

&
0.4 ]

0.2 ]

0 | 1 | 1 1 1 |
0 ) 10 15 20 25 30 35 40

n

Figura 2.2: Serie de tiempo del punto inicial xy = 0.99 bajo el mapeo f(x,) = 2.8(1 —
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2.2.2. Sistemas dinamicos discretos caodticos

Con la intenciéon de abordar el siguiente concepto se introduce el mapeo casa de
campana, este mapeo se representa mediante una ecuaciéon en diferencias lineal por

partes que se describe mediante la relacién:

2y, 0<wz, <3

2.13
2(1 — zy,), %<xn§1; ( )

Tp1 = t(z,) = {

este es un ejemplo de sistema dindmico capaz de exhibir comportamiento complejo; asi,
por ejemplo, se muestra en las Figuras 2.3a y 2.3b la érbita de un punto inicial z € (0, 1)
bajo el mapeo (2.13). Observe que la 6rbita aparenta exhibir un comportamiento no
periodico que parece aleatorio; ademas, ya que es un sistema dindmico determinista se
reproduce la misma oOrbita para el mismo punto inicial. Este comportamiento se conoce

como caos determinista |2| y se ha demostrado que (2.13) lo presenta [25].

1 T
0.8
_06F

<

S 04r

0.2

0
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

x
n

(a) Diagrama de escalon

1 T T
0.8 i
0.6
0471
0.2 g
0 1 1
0 50 100 150

n

(b) Series de tiempo

Figura 2.3: Representacion grafica de la érbita del punto inicial zy = 0.30001 bajo el

mapeo casa de campana (2.13).
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Algunas de las caracteristicas que se atribuye al comportamiento cadtico son la
sensibilidad a las condiciones iniciales y un aparente comportamiento similar al aleatorio
que en realidad es determinista [26]. Debido a que no existe una tunica definicién para
explicar este comportamiento, se presentan dos definiciones de las mas utilizadas que
existen; en primer lugar, se presenta la descripcion de este comportamiento que se conoce

como Caos en el sentido de Devaney:

Se dice que un mapeo f: X — X es caotico siempre que [3]:

= Los puntos peridédicos de f son densos en X.

= f es transitivo en X; esto es, dado cualquier par de abiertos U; y U; de X, existe

un punto xg € Uy y un n > 0 para el que f"(xy) € Us.

= f tiene dependencia sensible en X; esto es, existe una constante v tal que, para
cualquier xy € X y cualquier intervalo abierto U sobre x(, existe algin punto

inicial yo € U y n > 0 tal que:
| f" (o) — f"(yo)| > - (2.14)

La segunda descripcién toma como base el espectro de los exponentes de Lyapunov,
cada exponente representa la tasa exponencial promedio en que divergen o convergen
las o6rbitas en el espacio de estados. En el caso de un sistema dinamico discreto uni-
dimensional se tiene un dnico exponente de Lyapunov [27]. Siempre que se presente
una divergencia exponencial al iterar un par de condiciones iniciales aproximadamente
iguales, las orbitas que se obtiene experimentan un comportamiento distinto; mas
aun, si la 6rbita esta contenida en un conjunto cerrado y acotado; entonces el sistema
experimenta repetidamente una expansion y contracciéon en una direcciéon que resulta
en descorrelacionar estados cercanos. Asi que el comportamiento a largo plazo de una
condicion inicial con cualquier tipo de incertidumbre no se puede predecir, es lo que se

llama caos [28].

Los sistemas dinamicos discretos exhiben comportamiento complejo y cadtico desde
una dimension [26]; en contraste con lo anterior, un sistema dindmico de tiempo continuo
exhibe comportamiento cadtico para dimensiones mayores o iguales a tres [28]. En pocas
palabras, el comportamiento de un mapeo se caracteriza por el exponente de Lyapunov
del siguiente modo: Si el valor es positivo y la 6rbita se contiene en un conjunto cerrado y

acotado; entonces indica comportamiento cadtico; en caso de que sea negativo, indica la
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existencia de un h-ciclo asintéticamente estable y siempre que sea nulo senala una érbita
marginalmente estable [28]|. El método que se emplea para calcular una aprozimacion

del exponente de Lyapunov se discute a continuacion:

Definiciéon 2.4. El exponente de Lyapunov \ que se computa usando el método de la

deriwada se define como:
1 n
A= — In|F'(x;, , 2.15
n(2”| (v u)l) (215)

para la que F' representa la derivada con respecto a x y los valores xq, 1, x9, -+ , X, SON
iteraciones sucesivas. El exponente de Lyapunov se puede computar para una muestra

de puntos cerca del atractor para obtener un exponente promedio de Lyapunov [27].

Donde el valor de n en este documento es del orden de millones. A continuacion
se presentan dos sistemas dindmicos discretos adicionales al casa de campana que son
capaces de exhibir comportamiento complejo e inclusive cadtico; en primer lugar se
presenta en las Figuras 2.4a y 2.4b la iteracion de un punto inicial z € (0, 1) bajo el

mapeo logistico:

Tpi1 = f(x,) = 4(1 — x,)p, (2.16)

en segundo lugar se muestra en las Figuras 2.5a y 2.5b la iteracion de un punto inicial

zo € (—1,1) bajo el mapeo iterativo de Gauss:

Tpy1 = g(xn) = 5207 — 0.58. (2.17)
1 T
J L
0.8 |
i il
- 0.6 — .
8 0.4 F o Sz B
0.2 = 4
0
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

T
n

(a) Iteracion grafica
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(b) Series de tiempo
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Figura 2.4: Representacion grafica de la 6rbita de zy = 0.51 bajo el mapeo logistico (2.16).
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