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Resumen

En el estudio de sistemas dinamicos hay gran interés en la generacion de sistemas
cadticos con propiedades particulares, ya sea simplicidad de estructural, atractores con
multiples enroscados, entre otras. En los métodos propuestos para generar estos sis-
temas hay una cosa en comun, esto es, la falta de pruebas rigurosas de caos. Por tal
razon en esta tesis proponemos métodos para construir sistemas tridimensionales sim-
ples para los cuales sean demostrable que su comportamiento dinamico es caético. En
particular, proponemos que la demostracion de caos sea mediante el método de Shil-
nikov. El principal dificultad para esta demostracion es el garantizar la existencia de
orbitas homoclinicas o ciclos heteroclinicos. Un camino para construir sistemas cadticos
es asegurando que los sistemas construidos posean orbitas homoclinicas/heteroclinicas.
En esta tesis proponemos tres familias de sistemas lineales por partes para las cuales se
puede demostrar que tienen dindmica cadtica usando el método de Shilnikov. Aprove-
chamos la simpleza geométrica de las descripciones lineales alrededor de los puntos de
equilibrio del sistema para proponer un algoritmo de construccién que presentan una
serie de pautas para intersectar los eigenespacios y el plano de swithcheo de modo que
garantizamos que las conexiones entre los puntos de equilibrio son 6rbitas homoclinicas
o ciclos heteroclinicos. Ilustramos nuestros resultados con simulaciones numeéricas de
diferentes realizaciones de sistemas caoticos lineales por partes construidos utilizando
los algoritmos propuestos de dos y tres dominios lineales.
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Abstract

Currently, in the study of dynamical systems there is a great deal of interest on the
generation of chaotic systems with particular properties, such as structural simplicity,
multiscroll attractors, among others. There is a common feature in most of the methods
proposed for their construction, that is, the lack of rigorous proofs of chaos for the
resulting systems. For that reason in this thesis we propose to construct simple three
dimensional systems for which the chaotic behavior can be demonstrable. In particular,
we propose that the demonstration of chaos be done using the Shilnikov method. The
main difficulty for this type of demonstration is to guaranty the existence of homoclinic
orbits and heteroclinic cycles. A way to construct chaotic systems is to ensure that the
resulting systems have homoclinic/heteroclinic orbits. In this thesis we propose three
families of piecewise linear systems for which is possible to demonstrate that their
dynamical behavior is chaotic using the Shilnikov method. We take advantage of the
geometric simplicity of the linear descriptions of the dynamics around the equilibrium
points of the system to propose a construction algorithm that gives a series of steps
such that de eigenspacies and swithing planes intersect in a way that guarantees that
the connections between the equilibrium points are through homoclinic or heteroclinic
orbits. We illustrate our results with numerical simulations of the different realizations
of piecewise linear chaotic systems constructed using the proposed algorithms for two
and three linear domains.



Indice de figuras

1.1.

1.2.

2.1.
2.2.

2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

2.10.
2.11.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

3.7.

Diagrama “cobweb” para el mapeo logistico con condicién inicial xq = 0.8
exhibiendo: (a) un punto fijo estable para u = 1.5; (b) convergencia a
un atractor de periodo 2 para = 3.1; (¢) un atractor de periodo 4(con
condicion inicial zp = 0.5); y (d) comportamiento caotico para p = 4,
|di Bernardo et al., 2008]. . . . .. ..o
Atractor extrafio en el espacio de estados del sistema de Lorenz, conocido
como la mariposa de Lorenz. (1.2.7) . . . . ... ... ... ... ..

a) Orbita homoclinica b) Ciclo heteroclinico. . . . . .. ... ... ...
Mapeo de Poincaré para una orbita periddica cruzando a X por p, asi
como la de una trayectoria en la vecindad de la o6rbita periodica

Mapeo de Herradura de Smale, los rectangulos horizontales Hy y H;
pasan a ser rectangulos verticales |[Wiggins, 2003] . . . . ... ... ..
Ilustracién de una orbita homoclinica en un sistema lineal por partes. .
Mapeo de Poincaré para una orbita homoclinica, [Silva, 1993] . . . . . .
Circuitode Chua . . . . . . .. .. ...
Orbita homoclinica del circuito de Chua con condicion inicial (2.6.7) y
tiempo final ty =9. . . . ... L
Validacion numeérica de la 6rbita homoclinica del circuito de Chua. . . .

Atractor caotico del circuito de Chua (2.6.5) con los parametros (2.6.7).

Validacién numérica de la 6rbita Heteroclinica del circuito de Chua. . .
Atractor extrano en el espacio de estados para los parametros (2.7.3) en
la ecuacion (2.6.5) . . . . ..o

Bosquejo de la geometria de los eigenespacios del sistema . . . . . . . .
Focoen R? . . . . . . . . . ..
Eigenespacios y puntos de interés para la construcciéon de o6rbitas hete-
roclinicas . . . . . ...
Simulacion numérica del sistema 3.3.5 con parametros (a) v = =5, (b)
7= —10 (c) proyeccion xy paray = —b. . . ... ...
Eigenespacios y puntos de interés para la construcciéon de érbitas homo-
clinicas . . . . . . . .
Simulacion numeérica del sistema 3.4.4 con parametros (a) v = —2, (b)
v = —1 (¢) proyeccion xy paray=—0.3. . . . . . ...
Eigenespacios y puntos de interés para la construcciéon de o6rbitas hete-
roclinicas en sistema con tres pedazos. . . . . ... ... ... ... ..

XI

13

14
16
16
18

19
20
21
22

35



3.8. Simulacion numérica del sistema 3.4.4 con parametros (a) v = —3, (b)
v = —1.6 (¢) proyeccion xy paray=—0.8. . . . . . ... L. 40



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Se puede decir que la dindmica caotica, asi como la teoria de sistemas dinamicos,
comienza con los trabajos de Henry Poincaré a finales del siglo XIX. Motivado princi-
palmente por el problema de las orbitas de tres cuerpos celestes (una estrella y dos pla-
netas) experimentando atraccion gravitacional mutua [Poincaré, 1890]. Poincaré fue ca-
paz de mostrar que 6rbitas con comportamiento muy complejo (ahora llamado caético)
son posibles. Subsecuentes trabajos tempranos en teoria de caos incluyen aquellos rea-
lizados en [Birkhoff y Smithi, 1928|, [Cartwright y Littlewood, 1945] y [Smale, 1963].
A pesar de los resultados presentados en estos trabajos, la dindmica cadtica no solia
ser considerada en el &mbito de sistemas dindmicos fisicos. Esto cambio tras el trabajo
[Lorenz, 1963] en el cual mostraba como ecuaciones relativamente sencillas conducian a
una dindmica compleja recurrente pero no-periddica. Esto tltimo apoyado fuertemente
por el uso de soluciones numéricas. Con este tipo de herramientas se volvid clara la
importancia y frecuencia del comportamiento cadtico en una amplia gama de sistemas
fisicos y en multitud de ramas de la ciencia [Ott, 1993].

La dindmica cadtica en un sistema dindamico se caracteriza principalmente por: Te-
ner sensibilidad a las condiciones iniciales, ser transitivo y ser denso en orbitas perio-
dicas. Tras una inspeccién mas cercana de las propiedades anteriores puede surgir una
importante objeciéon: debido a la precision finita de las simulaciones por computadora
y rangos finitos de las mediciones experimentales, es posible que el comportamiento
presenciado sea producto de un artificio debido al instrumento de medicién o incluso
ser un comportamiento regular pero con un periodo o ancho de banda fuera de los
limites de captura del dispositivo. Por lo cual, una aproximacion rigurosa es necesaria
para garantizar la existencia de un comportamiento ca6tico de manera formal, de mo-
do que no se pueda culpar a efectos experimentales desconocidos por la complejidad
dindmica observada, como podria ser el caso en un sistema fisico. En este sentido una
de los més tutiles herramientas analiticas para sistemas auténomos es el trabajo de Shil-
nikov y subsecuentes extensiones a las cuales, en su conjunto, llamaremos el método
de Shilnikov.

En esta tesis presentamos un conjunto de pautas que permiten construir familias de
sistemas dindmicos, en los cuales podemos garantizar caos mediante en método de Shil-



nikov. A continuacién contextualizaremos el tipo de sistemas con los que trabajamos,
asi como este método como herramienta analitica.

1.2. Preliminares de sistemas dinamicos

En esta seccion damos una descripcion general y breve respecto a sistemas dindmicos
para poner en contexto el tipo particular de sistemas dindmicos que estaremos traba-
jando en esta tesis. Introducciones a sistemas dinamicos y caos mas detalladas pueden
ser encontradas en los libros: [Perko, 2001], [di Bernardo et al., 2008], [Wiggins, 2003],
[Ott, 1993], [Devaney, 1992, [Argyris et al., 2015|.

A grandes rasgos, un sistema dindmico es una construcciéon matemética compuesta
por un espacio de estados, un intervalo de tiempo y un operador de evolucion, el cual
toma condiciones iniciales @y del espacio de estados y los lleva a un estado a; en
el tiempo t. Cuando los cambios de la variable x; existen de manera univoca para
todo el espacio de estados y para todo tiempo, decimos que el sistema dindmico es
deterministico. Existe una gran variedad de sistemas dentro de este tipo como aquellos
descritos por funciones evaluadas reales y que se mueven en tiempo discreto o en tiempo
continuo. En estos ultimos, durante décadas se ha estudiado el fenémeno de caos, debido
a que, en mayor medida, en estos sistemas se basan los modelos matematicos con los
cuales se busca representar y entender los fenémenos fisicos reales. Los sistemas de
tiempo continuo son los que trabajamos en esta tesis. Sin embargo, en el método de
Shilnikov existe una estrecha relacion entre sistemas en tiempo continuo y discreto,
como veremos mas adelante. A continuacioén, se presenta una breve descripcion de
sistemas dinamicos en tiempo discreto.

Un sistema en tiempo discreto (con tiempo k = 1,2, ...) se le conoce como mapeo y se
estudia mediante teoria de ecuaciones en diferencias, los mapeos pueden ser expresados
como

donde f es una funcion evaluada real y calculable para toda condicién inicial. El ope-
rador de evolucién en un mapeo esta dado por f de la siguiente forma

F ¥ (@) = i, (1.2.2)

donde (k) significa la k-ésima composicion de f, esto es

k—veces
f® () ="Fo fo..of(xg).

3

A manera de ejemplo, considere la funcion f(x) = —z°, si componemos a f consigo

misma, tenemos entonces

fQ(Qj) = (f o f)(x) — —(—1’3)3 _ xg'

iterando del proceso tenemos
)= (fofof)z)=—(2")?°= -2,

3
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Figura 1.1: Diagrama “cobweb” para el mapeo logistico con condicién inicial zg = 0.8
exhibiendo: (a) un punto fijo estable para p = 1.5; (b) convergencia a un atractor de
periodo 2 para p = 3.1; (c¢) un atractor de periodo 4(con condicion inicial xo = 0.5); y
(d) comportamiento caético para p = 4, [di Bernardo et al., 2008].

fi @)= (fofofof)(a)=—(-2")"=a",

@) = (fo fED)(2) = (~1)ka™". (1.2.3)

Una manera muy tutil de estudiar mapeos de una dimensiéon es mediante el diagrama
de “cobwed”, en el cual se grafica ;. contra x; mediante su proyeccion en la diagonal
principal. Por ejemplo, el sistema (mapeo Logistico)

Tpp1 = prg(l —xg), x€[0,1], 0<p<4. (1.2.4)

En la Figura 1.1 podemos ver varios de los diagramas de “telarana” que pude tener el
mapeo para diferentes parametros. Es importante mencionar que solo los mapeos no-
invertibles pueden tener comportamiento cadtico a partir de dimensiéon 1. En el caso
de mapeos invertibles es necesario, al menos, dimensién 2 para exhibir caos.

Un mapeo es invertible si para cada x; existe un tnico x, tal que &1 = f(xy). En
tal caso definimos el mapeo inverso f~! como @y = f~!(x;) para todo x; en f(x).

Un sistema dinamico en tiempo continuo (¢t € R) es estudiado mediante teoria de
ecuaciones diferenciales ordinarias y suelen ser expresados como

(t) = f(x(t)) (1.2.5)

Donde @(x(t),t) es el operador solucion o flujo que toma condiciones iniciales de x(t)
y las lleva a su solucion al tiempo ¢

9 blalt). 1) = [Pa(D),0), H(i),0) = () (1.26)



Los sistemas dinamicos en tiempo continuo pueden ser divididos en dos grandes grupos:
conservativos y disipativos. Los flujos conservativos son aquellos en los cuales no entran
en consideracion los amortiguamientos. Los disipativos son sistemas donde si existe
amortiguamiento. En ambos casos, para sistemas de tercer orden, se puede presentar
comportamiento cadtico aunque de manera distinta. En los sistemas disipativos el caos
suele ir acompanado de atractores extranos en el espacio de estados, esto lo podemos
ver ejemplificado en el sistema de Lorenz cuyas ecuaciones son [Lorenz, 1963|:

#(t) = a(y(t) — (1))
y(t) = Ba(t) —y(t) — 2(t)=(t) (1.2.7)
£(t) = x(t)y(t) —~2(t)

un segmento de oOrbita para a = 10, § = y oy = % en el espacio de estados es
representada en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Atractor extrano en el espacio de estados del sistema de Lorenz, conocido
como la mariposa de Lorenz. (1.2.7)

En esta tesis trabajamos con flujos disipativos de tercer orden. Més atin, trabajamos
con flujos lineales por partes los cuales pueden ser vistos como un conjunto de sistemas
lineales afines y una serie de reglas que definen como se pasa de un dominio a otro en
funcion de los estados del sistema. En el capitulo 2 se vera esto con mas detalle.

A continuacién presentamos algunas de las herramientas utilizadas para argumentar
caos en un sistema dinamico.

1.3. Herramientas para argumentar caos en sistemas
dinamicos

Si bien un sistema dindmico caotico puede ser identificado hasta cierto punto al ob-
servar un atractor extrano en el espacio de estados o al ver una seccién de Poincaré del
espacio de estados, es necesario el uso de criterios objetivos para mostrar o argumen-
tar un comportamiento ca6tico en un sistema dinamico. A continuacioén presentaremos
algunas herramientas matemaéticas cominmente empleadas para argumentar caos, fi-
nalizando con el método de Shilnikov el cual nos garantiza la existencia de un niimero



contable de invariantes cadticos.

A) Exponentes de Lyapunov

Durante muchos anos los exponentes de Lyapunov han sido utilizados como una
medida de caos. Una de las caracteristicas distintivas de la dindmica cadtica es la
sensibilidad a las condiciones iniciales. Esto es, dos condiciones iniciales cercanas en el
atractor que divergen, llevando al sistema a ser impredecible. El exponente de Lyapunov
es la tasa de crecimiento promedio de esta separacion entre condiciones iniciales, con un
valor positivo significando sensibilidad a las condiciones iniciales, un valor cero significa
periodicidad (o quasiperiocidad), un valor negativo significa un estado estable.

Calcular numéricamente el exponente de Lyapunov es conceptualmente sencillo ya
que solo necesitamos dos condiciones iniciales cercanas y relacionar el logaritmo de su
separacion a una funcién lineal del tiempo. Sin embargo, existen una serie de compli-
caciones practicas [Sprott, 2010].

Primero, se tiene que seguir la trayectoria por un tiempo lo suficientemente largo
para estar seguros de que la trayectoria esta, de hecho, en el atractor antes de empezar
a calcular el exponente. No hay manera de saber con certeza cuanto hay que esperar,
y hay situaciones, poco comunes, en las que el tiempo necesario para llegar al atractor
es infinito.

Segundo, las condiciones iniciales elegidas para dos trayectorias no estaran, en gene-
ral, orientadas en la direccion de la expansiéon mas rapida, y su distancia puede, incluso,
acercarse antes de que empiecen a separarse. Afortunadamente, las trayectorias tienden
a orientarse en la direccion de la mas rapida separacion bastante rapido. Por lo cual,
es recomendable descartar algunos de los primeros puntos del calculo, de esta manera
se pude solventar este problema y el anterior.

Tercero, el hecho de que usualmente la tasa de separacion varia considerablemente
respecto a la posicion en el atractor, por esto es necesario promediar por un tiempo
largo para lograr una apropiada ponderacion de los puntos en cada regiéon del atractor.
Ya que el valor calculado converge lentamente, es necesario desarrollar un criterio de
convergencia.

Finalmente, y lo mas serio, es el hecho de que las condiciones iniciales deben tener
una separacion lo suficientemente larga para ser expresada de manera adecuada en
cualquier precisiéon que la computadora utilice, a la ves que la separaciéon no debe
caer a un valor cero o crecer tanto como a una fracciéon significativa del atractor. Este
requisito es casi siempre incompatible con el de seguir la trayectoria por un tiempo lo
suficientemente largo para lograr que el valor calculado converja.

Este ultimo problema se resuelve reajustando la separacion cada tiempo dt de modo
que la distancia vuelve a su valor original dy y mientras que el valor del exponente al
final del paso de tiempo es d;. De este modo el exponente méas grande de Lyapunov
esta dado por

donde <> significa el promedio a lo largo de la trayectoria.

B) Espectro de exponentes de Lyapunov

6



Hasta ahora solo hemos considerando un exponente de Lyapunov cuando en realidad
existen tantos exponentes como variables de estado y el que hemos considerado hasta
ahora es solo el de mayor magnitud de ellos. Una manera de visualizar los exponentes
de Lyapunov es considerando una elipsoide en tres dimensiones llena de condiciones
iniciales el cual se expandird o contraerd en cada una de sus tres ejes directores a
un tasa de cambio correspondiente a cada uno de los exponentes de Lyapunov. El
volumen del elipsiode sera proporcional al producto de sus exponentes y crece acorde a
V = Voeatet2)t " de modo que dV/dt = (A, + Ay + A3)V. La tinica manera de que el
volumen pueda crecer libremente es que la trayectoria no sea acotada y vaya a infinito,
tales casos no son considerados como caos ya que este ha de ser recurrente en el sentido
de que una trayectoria pasara arbitrariamente cerca de su condicién inicial y ésto de
manera repetitiva.

Con el espectro de exponentes de Lyapunov buscamos aportar mas informacion
que el maximo exponente. Considerando que los exponentes pueden ser positivos, cero
0 negativos y que su suma no puede ser positiva para sistemas acotados, hay cinco
posibles combinaciones. Un espectro (- - -) corresponde a un punto de equilibrio, (0
- -) corresponde a un ciclo limite, (0 0 -) corresponde a un 2-toro atractivo, (0 0 0)
corresponde a un toro invariante de dimension 1 o 2, finalmente un espectro (+ 0 -)
corresponde a caos.

Para llevar al cabo el calculo de todos los exponentes existen métodos numéricos
que sin embargo son complicados y lentos. Para esto existe una alternativa que suele
utilizarse para sistemas cadticos. Ya que un exponente debe ser positivo y uno cero,
el tercero debe ser negativo. Entonces, A\ es la suma de los exponentes conocidos y
A3 puede ser determinado por A3 = >_ A — \; ya que la suma de los exponentes es la
taza de crecimiento del volumen y esta dado por Y. A\ =< 91/0x + 0y/0y + 02/0z >
promediado a lo largo de la trayectoria [Sprott, 2010].

C) Rutas al caos

Otra manera de mostrar comportamiento cadtico es mediante teoria de bifurcacio-
nes, lo que se busca en este tipo de andlisis es mostrar como un sistema dindmico pasa
de comportamiento regular a uno ca6tico pasando por una serie de bifurcaciones bien
conocidas. Un ejemplo de esto es el escenario de Ruelle y Takens en el cual conforme
el parametro de interés varia en el espacio de parametros, el sistema pasa de tener
un equilibrio estable a un ciclo limite estable tras una bifurcacion de Hopf. Después,
tras otra bifurcaciéon de Hopf, tenemos un comportamiento quasiperiodico y tras una
tercera bifurcacion, dindmica caotica [Ruelle y Takens, 1971].

Otra ruta al caos comin vista en muchos mapeos es la de doblamiento de periodo,
la cual consiste en una cascada infinita de bifurcaciones de doblamiento de periodo
la cual lleva al sistema a tener orbitas periddicas de todos los periodos y dindmica
cadtica. Cabe senalar que rutas al caos como estas han sido, incluso, demostradas
empiricamente. Asi como este par de ejemplos existen otros patrones de bifurcacion
que llevan de una dindmica simple a una compleja [Argyris et al., 2015].

D) Método de Shilnikov



A diferencia de las herramientas mencionadas anteriormente, el método de Shilni-
kov nos permite demostrar de manera formal la existencia de comportamiento cadtico
alrededor de una 6rbita homoclinica o heteroclinica en la forma de herraduras de Smale,
a veces llamado caos homoclinico o heteroclinico.

A grandes rasgos, el método de Shilnikov nos dice que para sistemas dindmicos au-
ténomos de tercer orden con puntos de equilibrio hiperbélicos tipo foco-silla, es decir
que el Jacobicano del sistema evaluado positivo tiene eigenvalores con partes positivas
y negativas donde uno es real y el otro es un par complejo conjugado. Adicionalmente
existen Orbitas homoclinicas o ciclos heteroclinicos que tienen a estos puntos de equi-
librio como puntos terminales e iniciales. De acuerdo con el método de Shilnikov el
sistema tiene comportamiento cadtico si ademés de condiciones anteriores los eigenva-
lores del punto de equilibrio cumple con que el valor absoluto del eigenvalor real sea mas
grande que el valor absoluto de la parte real de los eigenvalores complejos conjugados,
a esto usualmente de le llamada la desigualdad de Shilnikov [Silva, 1993].

En el siguiente capitulo detallamos el método de Shilnikov.

1.4. Descripcién de la tesis

El objetivo de este trabajo de tesis consiste en proponer un método constructivo
de familias de sistemas lineales por partes que satisfagan las condiciones del método
de Shilnikov para demostrar rigurosamente la presencia de caos en estas familias de
sistemas dindmicos. La dificultad principal al utilizar el método de Shilnikov recae
en garantizar la existencia de 6rbitas homoclinicas/heteroclinicas. Para tal problema,
se tiene la hipotesis de que se pude proponer un método analitico de construcciéon
de las orbitas homoclinicas/heteroclinicas utilizando las caracteristicas geométricas de
los sistemas lineales por partes, a la vez que se garantizan las demas condiciones en
el método de Shilnikov. En particular proponemos una descripciéon de la familia de
sistemas lineales por partes con dos dominios donde la construccién de érbitas hete-
roclinicas es directa mediante un método constructivo inspirado en el propuesto en
[Li y Chen, 2009]. Extendemos nuestro método para el caso de una oérbita homoclinica
en un sistema con dos dominios, ademés proponemos un método de construccién de
ciclos heteroclinicos en sistemas con tres dominios.

Los resultados de esta tesis extienden el trabajo de [Li y Chen, 2009] complemen-
tando con las condiciones propuestas en [Carmona et al., 2008] para la construccion de
orbitas heteroclinicas, a la vez que proponemos una extension del método de construc-
cion para o6rbitas homoclinicas. El resultado principal de esta tesis es la propuesta de
un método constructivo de familias de sistemas lineales con dos pedazos en la cual hay
caos heteroclinico; asi como una familia que exhibe caos homoclinico. Ademés propo-
nemos una familia de sistemas caéticos lineales por partes con tres dominios en la cual
existe un ciclo heteroclinico entre dos puntos de equilibrio.

El resto del documento esta conformado como sigue: En el capitulo 2, presentamos
en detalle el método de Shilnikov empezando con algunas definiciones dentro de las
cuales se encuentra la de invariante cadtico y sistema por partes. Posteriormente se
explican algunos conceptos y herramientas matematicas necesarias para dar una idea



general sobre el método Shilnikov y su utilizacion en esta tesis. En el capitulo 3, presen-
tamos nuestra propuesta para construir 6rbitas homoclinicas/heteroclinicas en sistemas
lineales por partes con dos o tres dominios. En base en el método propuesto construi-
mos familias de sistemas cadticos lineales por partes para los cuales se demuestra caos
homoclinico y heteroclinico.



Capitulo 2

El método de Shilnikov

Empezamos definiendo, primeramente, qué es un sistema dinamico, qué es un siste-
ma por partes y un invariante cadtico. Tras esto, veremos una serie de conceptos en los
cuales se basan los resultados de Shilnikov y después presentamos los teoremas con los
cuales demostramos la existencia de invariantes cadticos en sistema lineales por partes.
Las definiciones presentadas a continuacion se basan en |di Bernardo et al., 2008|.

2.1. Conceptos basicos

Definicién 2.1.1. Un espacio de estados X, un conjunto indice 7"y un operador de
evolucion ¢' definen un sistema dinamico (X, T, ¢") si

¢'(x) =x, paratodo z € X,

¢ (x) = ¢°(¢'(x)) paratodo z€ X, t,se€T

El conjunto de puntos ¢'(z) para todo t € T es llamado trayectoria o 6rbita a
través de z. El retrato de fase del sistema dinamico asociado a ¢ es la representacion
de las orbitas del sistema en su espacio de estados.

Cuando un sistema dindmico es invertible tenemos la siguiente propiedad adicional
ot =id.

donde id es el operador identidad.

En el estudio de sistemas dindmicos nos centramos, principalmente, en las trayec-
torias del sistema tras un periodo largo de tiempo. Nos interesa como se comporta y
como terminara comportandose el sistema, por esto es que se estudian los conjuntos
invariantes, principalmente aquellos que son atractivos, los cuales estéan definidos como:

Definicion 2.1.2. Un conjunto invariante de un sistema dinamico (X, T, ¢') es un
subconjunto A € X, tal que, g € A implica ¢'(zy) C A para todo t € T. Un conjunto
invariante que es cerrado y acotado es llamado un atractor si

10



1. Para cada vecindad U C X de A lo suficientemente pequena existe una vecindad
V de A tal que ¢'(z) € U paratodoxz € V iyt >0,

2. Para todo z € U, ¢'(z) — A conforme t — .

Definicién 2.1.3. El dominio de atraccién ,también conocido como cuenca de atrac-
cion, de un atractor A es el conjunto U mas grande para el cual z € U implica ¢'(x) — A
conforme t — oc.

Alrededor de estos invariantes es en donde ocurre la dinamica “observable” la cual
es, como dijimos antes, la de interés al estudiar sistemas dindmicos. Es 1til, también,
definir aquellos puntos en el espacio de estados que son alcanzados tras un tiempo
infinito en el futuro o los alcanzados tras un tiempo infinito en el pasado.

Definicion 2.1.4. Un punto p es un punto limite w de un trayectoria ¢'(z) si existe
una secuencia de tiempos t; < to < ... con t; = 00y i — 0o tal que ¢ (z9) — p como
t;, — 00. Si, en cambio, existe una secuencia de tiempos con t; >ty > ... cont; = —0o0
y ¢'(xg) — p, entonces decimos que p es un punto limite « de ¢'(x(). Lo conjunto
limite w de x5 € X es el conjunto de todos los posibles puntos limite w. El conjunto
de todos los puntos limite o para todo xy € X es llamado el conjunto limite o del
sistema. Estos conjuntos son cerrados e invariantes.

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
t=f(x), z€DCR" (2.1.1)

donde D es un dominio, entonces (X, T, ¢') define un sistema dinamico si fijamos X = D
y T = R, y sea ¢'(z) := ®(x,t) el operador solucion o flujo que toma condiciones
iniciales x hasta su solucion al tiempo t.

Definiciéon 2.1.5. Un flujo suave por partes estd dado por un conjunto finito de sis-
temas de ecuaciones simultaneas

t="f(x,pn), para z€8S;, peR ie{l,2,..,m} (2.1.2)
donde:
1. yS, =D CR"
2. Cada S; tiene un interior no-vacio;

3. La interseccion entre las cerraduras de las partes del dominio Zij :=8S;NS; es

una variedad de dimension RV que esta contenida en las fronteras 0S8,y 0S;,
o es el conjunto vacio

4. Cada campo vectorial f; es suave tanto en el estado z como en el parametro p

5. Su flujo solucién ®@;(x,t) es suave en cualquier conjunto abierto U O S;. En
particular, cada flujo ®; esta bien definido en ambos lados de la frontera 0S;.
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Aqui la cerradura del conjunto S;, denotada como S; y es la unién del conjunto con su
frontera.

Los invariantes de mayor interés, y correspondientes a la dindmica observable, en
el estudio de sistemas en tiempo continuo son: puntos de equilibrio, ciclos limite, to-
ros invariantes y caos. En este trabajo de tesis buscamos garantizar la existencia de
comportamiento cadtico. A continuaciéon definimos lo que es un invariante cadtico.

Definicién 2.1.6. Un conjunto invariante cerrado y acotado A es llamado cadtico si
este satisface las siguientes condiciones:

1. Este tiene sensibilidad a las condiciones iniciales; i.e.: Existe un € > 0 tal
que. para cualquier z € A, y para cualquier vecindad U C A de z, existe y € U

v t >0 tal que | ¢'(z) — ¢'(y) |> €

2. Existe una trayectoria densa que eventualmente visita arbitrariamente cerca
de cada punto en el atractor, i.e.: Existe un x € A; C A tal que para cada punto
y € Ay C Ay cada e > 0 existe un tiempo ¢ (el cual puede ser positivo o negativo)
tal que | ¢f(z) —y |< e
Una vez establecidos los sistemas dindmicos con los que trabajamos y lo que busca-
mos en ellos, presentaremos una serie de conceptos y herramientas en las que se basa
el método de Shilnikov.

2.2. Orbitas Homoclinicas y Heteroclinicas

Otro tipo importante de conjuntos invariantes son las 6rbitas conectivas, las cuales
tienden a otros invariantes conforme el tiempo tiende a co asi como a —oo. Por ejemplo
una orbita que conecta un punto de equilibrio consigo mismo o con un segundo punto
de equilibrio. Este tipo de d6rbitas reciben el nombre de homoclinicas y heteroclinicas,
respectivamente.

Definicién 2.2.1. Una 6rbita para la cual sus conjuntos limite o« y w consiste en el
mismo punto de equilibrio es llamada 6rbita homoclinica.

Un bosquejo de una orbita homoclinica de muestra en la Figura 2.1 (a).

Definicién 2.2.2. Una o6rbita la cual el conjunto limite a es un punto de equilibrio y
el conjunto limite w es otro punto de equilibrio, es llamada o6rbita heteroclinica.

Un ciclo heteroclinico esta formado por la unién de dos o mas 6rbitas heteroclinicas,
generando un ciclo cerrado como se ve en la Figura 2.1(b).
Este tipo de orbitas se generan cuando las variedades locales estable e inestable de un
punto de equilibrio se interceptan generando un ciclo que une al punto de equilibrio con
si mismo para el caso homoclinico y cuando la intercepciéon ocurre con una variedad
local estable de un punto de equilibrio con la variedad local inestable de un segundo
punto de equilibrio se genera una ¢rbita heteroclinica. Las 6rbitas homoclinicas, asi
como las heteroclinicas, son consideradas doblemente asintoticas, esto debido a que la
orbita tiende a un punto de equilibrio conforme el tiempo avanza en sentido positivo o
hacia el otro punto de equilibrio para el tiempo negativo.
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Figura 2.1: a) Orbita homoclinica b) Ciclo heteroclinico.

2.3. Mapeo de Poincaré

Un mapeo de Poincaré es un sistema de tiempo discreto asociado a uno de tiempo
continuo descrito por ecuaciones diferenciales ordinarias. Este mapeo es generado con
el objetivo de trasladar el anélisis del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a
uno de tiempo discreto méas sencillo de estudiar, esta técnica tiene muchas ventajas:

La construccién de un Mapeo de Poincaré involucra una reduccién en el nimero
de variables del sistema lo cual conduce al analisis de un sistema de menor dimension
respecto al sistema original. Para problemas de baja dimension (dimension < 4) simu-
laciones numeéricas aportan mucha informaciéon sobre la dindmica global de un sistema.
Algunos conceptos que pueden ser dificiles de manejar en ecuaciones diferenciales or-
dinarias pueden ser més sencillos en su Mapeo de Poincaré asociado, como en el caso
de una orbita periddica cuyo andlisis en su dindmica discreta se reduce al anéalisis de
puntos fijos.

s 7 o S _d
.
/ p ool 0\\
/ R N\ \
‘\ [ k‘\ \
\ \ S
\ . \\\ //‘/ ,:
\ h / y
o r y
& s /
L -

Figura 2.2: Mapeo de Poincaré para una érbita periddica cruzando a Y por p, asi como
la de una trayectoria en la vecindad de la 6rbita periodica

El mapeo de Poincaré es utilizada para el analisis de estabilidad y bifurcaciones de
orbitas periddicas, la idea bésica consiste en construir un hiperplano ¥ el cual corta
transversalmente una trayectoria periodica I' (o una con comportamiento recurrente)
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la cual cruzard por X cada vez que complete su periodo, siendo asi como ocurre la
dindmica discreta en el hiperplano X.

Definicién 2.3.1. Sea I' una érbita periodica con periodo T para el sistema & = f(x)
y p € I'. Entonces debe existir una k-ésima funcion coordenada del campo vectorial en
el punto p diferente de cero, es decir, fr # 0. Consideremos al hiperplano

Y :={r e R"|z, =p}

Este hiperplano Y es llamado plano cortante o plano transversal al punto p. Para x € X
cercano a p el flujo ¢'(z) regresa a ¥ en el tiempo 7(z). Sea V' C ¥ un subconjunto
abierto en ¥ en el cual 7(z) es diferenciable. Entonces P(x) = ¢™®)(x) para z € V es
llamado mapeo de primer retorno o mapeo de Poincaré.

En la Figura 2.2 podemos ver una ilustracion de la construccion de un mapeo de
Poincaré.

2.4. Herradura de Smale

Contraction and
y expansion

Bl Folding
) A

Hy

Hy |

Ho

© F=El= =

— f(Ho) f(Hy)
0 A\ 1=)x1

Ho

Figura 2.3: Mapeo de Herradura de Smale, los rectangulos horizontales Hy y H; pasan
a ser rectangulos verticales [Wiggins, 2003]

El tipo de invariante cadtico que se demuestra en el método de Shilnikov es la herra-
dura de Smale, para explicar de manera sencilla la herradura de Smale presentaremos
una definicion geométrico-analitica del mapeo para después generar, a partir de este,
un conjunto invariante A de puntos disjuntos en el cual, por medio de su dindmica
simbolica asociada, es posible demostrar caos [Smale, 1963]. Considere un mapeo f en
un cuadrado unitario en R?

f:D— R? D={(z,y) eR*|0<2<1,0<y<1}

El cual contrae a D en la direccion x, lo expande en la direcciéon y y lo dobla de modo
tal que D cae dentro de si mismo como se muestra en la Figura 2.3. El desarrollo de las
propiedades de la herradura de Smale se presentan en [Wiggins, 2003|. En particular, se
muestra que este mapeo tiene un conjunto invariante con las siguientes caracteristicas:

= Un infinito contable de orbitas periodicas.
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= Un infinito no contable de érbitas no peridédicas.
= Una oOrbita densa.

A continuacién describimos la idea central detras de los trabajos de Shilnikov.

2.5. Meétodo de Shilnikov para demostrar caos en sis-
temas dinamicos tridimensionales

Counsideremos el sistema dindmico de dimension tres
i=f(x), teR, xeR’ (2.5.1)

donde el campo vectorial f : R* — R3 es clase C? (p > 1), sea ¢'(x) el flujo de
(2.5.1). Decimos que un punto de equilibrio  de (2.5.1) es un foco-silla hiperbolico si
los eigenvalores de la matriz Jacobiana de f en z, D f(Z), son de la forma

v,0+jw, oy<0, w#0 (2.5.2)

donde 7,0 y w son niimeros reales y j = v/—1.

Asociado con este punto de equilibrio hay un eigenespacio F¢(Z) de dimension 2
correspondiente a los eigenvalores complejos conjugados o =+ jw, al cual nos referiremos
como eigenplano. También hay un eigenespacio E"(Z) correspondiente al eigenvalor
real v, al cual nos referiremos como eigenrecta. Estos puntos de equilibrio son llamados
en parte silla por tener asociados a el dos eigenespacios, siendo uno estable y el otro
inestable debido a que oy < 0. Por otra parte es llamado foco ya que la dindmica en
el eigenplano es en forma de espiral debido a los eigenvalores complejos conjugados.

La eigenrecta y el eigenplano son invariantes ante el flujo del sistema dinamico
linealizado

y=Df(z)y (2.5.3)

donde y = & — 7, el cual se aproxima a (2.5.1) en la vecindad de z.

Para el sistema (2.5.1) las o6rbitas homoclinicas exsisten en la interseccion del ei-
genplano E°(Z) y la eigenrecta E"(Z), un ejemplo de esto se muestra en la Figura 2.1.
Nos referiremos al sistema 2.5.1 como sistema de Shilnikov cuando exhibe o6rbitas ho-
moclinicas o ciclos heteroclinicos. Cabe senalar que en el caso de sistemas lineales no
es posible que este tipo de intersecciones entre variedades ya que el plano y la recta se
extienden por todo el espacio de estados. Sin embargo, en sistemas lineales por partes
estas conexiones entre variedades pueden generarse debido a la conmutacion entre di-
namicas vecinas, las eigenvariedades de un punto de equilibrio en una particiéon pueden
ser conectadas por una trayectoria debida a la dindmica en otros de los pedazos del
sistema, esto se ejemplifica en la Figura 2.4.

En la vecindad del punto de equilibrio  y transversal a una comportamiento recu-
rrente se construye un mapeo de Poincaré

Xk+1 = P(Xk), k= O, 1, ce e (254)
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x=1,y=tz=s

Figura 2.4: Tlustracion de una 6rbita homoclinica en un sistema lineal por partes.

De esta manera, uno puede estudiar el sistema (2.5.4) en lugar del sistema original de
tres dimensiones (2.5.1). Para el caso de una orbita homoclinica (para orbitas hete-
roclinicas y ciclos heteroclinicos es similar) un mapeo de Poincaré local caracteristico
(llamado mapeo de Shilnikov) puede ser construido a partir de dos mapeos: 9, el cual
corresponde al flujo linealizado cerca del punto de equilibrio, mientras que el segun-
do, vy, describe el comportamiento en una vecindad de la 6rbita homoclinica lejos del
punto de equilibrio, esto se ilustra en la Figura 2.5. El mapeo de Shilnikov permite de-
terminar si existe una herradura de Smale al rededor de z. Para establecer lo anterior
es necesario que los eigenvalores de punto de equilibrio cumplan con la desigualdad de
Shilnikov, es decir, que el valor absoluto del eigenvalor real sea mayor al valor absoluto
de la parte real de los eigenvalores complejos conjugados [Silva, 1993)].

Figura 2.5: Mapeo de Poincaré para una orbita homoclinica, [Silva, 1993|

A continuaciéon presentamos los resultados principales del método de Shilnikov con
los cuales podemos garantizar que un sistema dinamico es cadtico.
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2.

6. Prueba de caos homoclinico

Teorema 2.6.1 (Método de Shilnikov homoclinico [Silva, 1993]). Dado el sistema au-
ténomo de dimensidn tres en (2.5.1), donde f es un campo vectorial C* en R3. Sea T

un

No

I

I1

IIT

v

punto de equilibrio para (2.5.1). Suponga lo siguiente:

1. El punto de equilibrio es un foco-silla cuyos eigenvalores caracteristicos satisfacen
la desigualdad de Shilnikov, esto es:

7[> lo|> 0 (2.6.1)

2. Existe una drbita homoclinica H basada en .

Entonces:

1. El mapeo de Shilnikov definido en la vecindad de T y transversal a H posee un
numero contable de herraduras de Smale en su dindmica discreta.

2. para cualquier perturbacion-C' ¢ de f? lo suficientemente pequeria, el sistema
perturbado
T=((x), xcR? (2.6.2)

tiene al menos un numero finito de herraduras de Smale en la dinamica discreta

del mapeo de Shilnikov definido en la vecindad de H.

3. Tanto el sistema original (2.5.1) como el perturbado 2.6.2 exhiben caos de herra-
dura también conocido como caos homoclinico.

tas [Silva, 1993|

Este resultado fue originalmente propuesto por Shilnikov, con los detalles sobre la
herradura se Smale anadidos posteriormente. Este ha sido también extendido para
campos vectoriales lineales por partes de clase C! [Tresser, 1984, probando que 1)
T esta en el interior de una de las particiones, y 2) H esta apartada de cualquier
otro punto de equilibrio aparte de Z y no es tangente a ninguna de las superficies
frontera entre las particiones.

Las conclusiones 2 y 3 del Teorema 1 indican lo que es llamado la propiedad de
estabilidad estructural del caos homoclinico, esto es, que sigue existiendo a pesar
de cambios menores en el campo vectorial. Esto tiene implicaciones importantes
para la investigacion de caos numérico como experimental, ya que los parametros
ambientales en esos contextos varian con el tiempo y son conocidos solo con preci-
sion finita. A diferencia de los invariantes caoticos, la estabilidad estructural de la
orbita homoclinica no esta garantizada.

La desigualdad de Shilnikov en (2.6.1) es crucial, si este fuera invertido las herra-
duras de Smale se irfan y no habria caos. La frontera |o|= |y| es un interesante
punto de bifurcacion entre el comportamiento regular y el caotico.

La parte mas dificil de aplicar este método es el establecimiento formal de la
existencia de la 6rbita homoclinica.
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Figura 2.6: Circuito de Chua

Ejemplo 1 (Circuito de Chua: Caos homoclinico)

El Circuito de Chua (Figura 2.6) se ha convertido en un paradigma para caos al
ser uno de los sistemas més simples que manifiestan el complejo fendémeno de caos,
tanto experimental como numéricamente. Las ecuaciones de estado que describen la
dindmica en el circuito de Chua son las siguientes [Chua et al., 1986]:

dUc Vo, — Uo
Cl 1 2 1

(Ve Vo, — V¢ i
C 2 - 2 2.6.3
20 Ia +1r ( )
Ldlcl -
a @

Donde el tnico elemento no-lineal es el resistor lineal por partes g(ve, ), el cual esta
descrito por la siguiente relacion

myve, + By(mg —my), ve, > B,
g(ve,) = § Mmovey; lvey |[< B, (2.6.4)
mive, — By(mog —my), ve, < —B,

donde my y m; son pendientes negativas y B, es un pardmetro de quiebre.

Un anélisis formal de la familia de campos vectoriales tipo double-scroll se presenta
en [Chua et al., 1986, el cual incluye un andlisis cualitativo general culminando en una
demostracion de la presencia de caos homoclinico, asi como un detallado analisis de
bifurcaciones. Para este ejemplo, el campo vectorial es: lineal por partes (por lo tanto
C* por partes) consistiendo en tres regiones con dos planos paralelos como planos
de switcheo, y es simétrica impar con respecto al origen. Esto puede apreciarse en la
forma no dimensional de las ecuaciones de estado, las cuales estan dadas de la siguiente
manera:

i=aly—z— g(z)]
y=r—y+=z (2.6.5)
z=—Py

donde el elemento no lineal esta dado por
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Figura 2.7: Orbita homoclinica del circuito de Chua con condicién inicial (2.6.7) y
tiempo final ¢ty = 9.

mx—my+my, *>1
g(x) =< moz, lz|< 1 (2.6.6)
mxr+myg—mq, < —1.

Los parametros «, 3, mg, y my son definidos en términos de los parametros del circuito
original. Para este ejemplo los valores de los pardmetros se fijan en

o =12.16545691, B =19, mg= — my = =. (2.6.7)

1
7 7

El sistema posee tres focos-silla distintos, uno en el interior de cada una de las
regiones (en particular una en el origen (0,0,0) y las otras dos simétricamente-impar
relacionados y localizados en (£(mg — m1)/(m1),0, F(mo —my)/(m1))).

Debido a la naturaleza lineal por partes del campo vectorial, un anélisis preciso de
las cualidades dindmicas en cada dominio es posible. Esto, junto con la parametriza-
cion del campo vectorial, hace posible establecer formalmente la existencia de un par
simétrico-impar de 6rbitas homoclinicas H* basadas en el origen.

La Figura 2.7 presenta una simulacién numérica (2.6.5) con las siguientes condiciones
iniciales

z(0) = —0.00001,  »(0) = —9.19102 x 10~",  2(0) = 5.96565 x 107%. (2.6.8)

Los parametros en (2.6.7) son utilizados en el articulo [Medrano-T et al., 2003]
y son parametros en los cuales se sabe que existe una o6rbita homoclinica, en dicho
articulo se presentan varios sistemas con o6rbitas homoclinicas asi como un método
numérico para encontrar sistemas con este tipo de 6rbitas. En este ejemplo utilizamos
las simulaciones presentadas el la Figura 2.7 para argumentar la existencia de una
Orbita homoclinica para el circuito de Chua. En la Figura 2.8(a) la simulacion corre
por 18 segundos, que es el doble de la duracion del la simulacién en la Figura 2.7,
se puede observar que la trayectoria se separa de la 6rbita homoclinica. en la Figura
2.8(b) se muestra el resultado de la simulacion obtenida al perturbar el parametro «
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(a) (b) (c)

Figura 2.8: Validaciéon numérica de la 6rbita homoclinica del circuito de Chua.

ligeramente, pasa de a = 12.16545691 a a = 12.1645600. Se observa que la orbita se
flexiona hacia la derecha. En la Figura 2.8(c) se presenta la simulacién obtenida de
perturbar el parametro a @ = 12.1654571, se observa que la orbita de flexiona hacia
la izquierda. Debido a la continuidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales con
respecto a sus parametros, uno puede utilizar esas divergencias opuestas respecto a la
orbita homoclinica para argumentar intuitivamente la existencia de una 6rbita de este
tipo en el circuito de Chua 2.6.5.

La integracion numérica fue realizada en una computadora personal utilizando
Matlab y la rutina ODE45 con una precision relativa y absoluta de 10712 y 10714,
respectivamente. Hay que advertir que esta es una operaciéon sensible y delicada, esto
debido principalmente a que la porciéon espira de la 6rbita homoclinica escapa rapida-
mente de la variedad inestable £°(0) ya que es un subconjunto en dos dimensiones de
un espacio de tres dimensiones y cualquier computadora posee precisiéon finita. Como
resultado uno puede seguir este tipo de 6rbitas solo por una pequena cantidad de tiem-
po antes de que la simulacion se mueva a otro conjunto. Este efecto posterior puede
verse en la Figura 2.8(a), (b) y (c), en esta secuencia de figuras se muestra lo que
ocurre cuando un pardmetro como « es ligeramente perturbada desde su valor nominal
en (2.6.7). Observe como la orbita se dobla hacia arriba o abajo de £(0) y no forman
un orbita cerrada. En cambio, debido a la continuidad de las soluciones de ecuaciones
diferenciales con respecto a sus pardmetros, uno puede utilizar esas divergencias opues-
tas respecto a la orbita homoclinica para argumentar intuitivamente la existencia de
una orbita de este tipo en la dinamica de (2.6.5).

Con los parametros en (2.6.7) encontramos los siguientes eigenvalores del Jacobiano
evaluado en el origen

v=277719y o+ jw = —1.0200 £ 53.5669 (2.6.9)

los cuales cumplen la desigualdad de Shilnikov, en la Figura 2.9 se muestra el atrac-
tor cadtico en el espacio de estados del sistema (2.6.5) con los parametros (2.6.7) y
condicion inicial (2.6.8).

2.7. Prueba de caos heteroclinico

Teorema 2.7.1 (Método de Shilnikov heteroclinico [Silva, 1993]). Dado el sistema
auténomo de dimensidn tres en (2.5.1), donde f es un campo vectorial C* en R?. Sean
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Figura 2.9: Atractor cadtico del circuito de Chua (2.6.5) con los parametros (2.6.7).

T1 Y Ty dos puntos de equilibrio distintos para (2.5.1). Suponga lo siguiente:

1. Ty y Ty son puntos de equilibrio focos-silla que satisfacen la desigualdad de Shil-
nikov

con la siguiente restriccion

0100>0 0 72 >0 (2.7.2)

2. Emiste un ciclo heteroclinico H* uniendo T, y T, que estd formado por dos orbitas
heteroclinicas H; (i =1,2).

Entonces, las conclusiones 1-3 del Teorema 1 se cumplen nuevamente, con H rempla-
zado por H;, el punto de equilibrio T por T; (i = 1,2), y el término caos homoclinico
por caos heteroclinico.

Notas [Silva, 1993]:

1 Este resultado es una generalizacion de los descubrimientos bésicos de Shilnikov.
Al igual que en el Teorema 1, este ha sido extendido para el caso lineal por partes
de clase C' con el requerimiento de que 1) cada punto de equilibrio esta en el
interior de una de las partes (pueden estar ambos en la misma parte), y 2) las
orbitas heteroclinicas estidn apartadas de cualquier otro punto de equilibrio aparte
de T; y no es tangente a alguna superficie frontera de ninguna de las partes.

11 Notas similares a las /) hasta IV') del Teorema 1 se cumplen aqui también.
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(a)

Figura 2.10: Validacién numérica de la érbita Heteroclinica del circuito de Chua.

Ejemplo 2 (Circuito de Chua: Orbita heteroclinica)

La familia de campos vectoriales tipo double-hook estd muy relacionada con su
contra parte tipo double-scroll. La mayor diferencia entre las familias de campos vec-
toriales es que en la double-hook el origen es un nodo-silla; esto es, los eigenvalores de
D f(z) son todos reales, no cero y no todos tienen el mismo signo.

El circuito de Chua (2.6.5) para los parametros

a = —4.50746268737, [ = —3.3373353844, mo = —2.4924, m; = —0.93 (2.7.3)

es llamado double-hook y se sabe que tiene un ciclo heteroclinico [Silva, 1993].

Las simulaciones por computadora en la Figura 2.10, las cuales son anélogos a los
de las Figuras 2.7 y 2.8 para la 6rbita homoclinica en el circuito de Chua, ilustran el
ciclo heteroclinico H”, el cual consiste en dos érbitas heteroclinicas.

Observar la existencia del ciclo heteroclinico a partir de las simulaciones de (2.6.5)
con los parametros (2.7.3) se vuelven incluso més dificil que en el caso de la o6rbita
homoclinica, ya que H* conecta dos focos-silla muy separados entre si y la sensibilidad
numérica es mas fuerte, los punto de equilibrio en el ciclo heteroclinico son

7 = (£22.32,0,F22.32)7,  i=1,2 (2.7.4)

los cuales estan separados por una distancia euclidiana de 63.13. Ademas z; (i = 1, 2)
tiene estabilidad inversa, esto es, 7 y o tienen signos opuestos comparados con el foco-
silla del Ejemplo 1. Por esta razon, realizamos las simulaciones en tiempo inverso, esto
es, con el lado derecho de (2.6.5) con signo contrario.

El ciclo heteroclinico del circuito de Chua se puede observar simulando cada o6rbita
heteroclinica a partir de las siguientes condiciones iniciales

x,;(0) = (4£22.2861576, F0.009506608, F22.28662665)" , 1=1,2 (2.7.5)

por 26 segundos en tiempo negativo.

En este caso se utilizaron las mismas precisiones absoluta y relativa que en el caso
de la 6rbita homoclinica del Ejemplo 1. En la Figura 2.10(a) se muestra el ciclo hete-
roclinico uniendo la simulacién partiendo de cada uno de los dos puntos de equilibrio
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T1y Ty. Mientras que la Figura 2.10(b) presenta la simulacion partiendo de Z; con un
valor a = —4.50746269, en este caso la trayectoria se flexiona a la derecha. FEn la Figura
2.8(c) se presenta la simulacion partiendo de Z; para un valor o = —4.50746260, en este
caso la trayectoria se flexiona a la izquierda. Por continuidad de las soluciones podemos
argumentar que existe una orbita heteroclinica uniendo x; con Z,, por simetria existe
otra Orbita conectando Zs con Z; generando un ciclo heteroclinico entre ambos puntos
de equilibrio.

-100

Figura 2.11: Atractor extrano en el espacio de estados para los parametros (2.7.3) en
la ecuacion (2.6.5)

En este ejemplo, los eigenvalores del Jacobiano evaluado en Z;(i = 1,2) estan dados
por

~v; = —0.9506607987,  0ijw; = 0.1330915934+1.044002616; i =1,2 (2.7.6)

Los cuales satisfacen las condiciones de Shilnikov en el Teorema 2, por lo tanto el
sistema tiene caos heteroclinico. En la Figura 2.11 se muestra el atractor caético del
double-hook para el circuito de Chua (2.6.5) con los parametros (2.7.3).

Los problemas de sensibilidad numérica y argumentaciones intuitivas indican que
una prueba rigurosa es necesaria para asegurar la existencia de las 6rbitas homoclinicas
y ciclos heteroclinicos. En el siguiente capitulo proponemos algoritmos que nos permiten
construir sistemas dindmicos lineales por partes en los cuales se garantiza rigurosamente
la existencia de estas 6rbitas y, mediante el método de Shilnikov, que estas familias son
cadticas.
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Capitulo 3

Construccion de familias de sistemas
lineales por partes con caos
homoclinico /heteroclinico

En este capitulo se presentan los resultados principales de esta tesis, empezando por
explicar una serie de condiciones bajo las cuales podemos construir sistemas lineales por
partes en los cuales existen 6rbitas heteroclinicas y que al cumplir con las restricciones
del método de Shilnikov son cadticos.

3.1. Resultados previos

En el articulo [Li y Chen, 2009] los autores presentan una manera de construir siste-
mas cadticos basados en el teorema de Shilnikov heteroclinico. Ellos proponen sistemas
lineales por partes los cuales son escogidos de modo que se garantizan intersecciones
entre los eigenespacios de sus puntos de equilibrio para y asi asegurar la existencia de
ciclos heteroclinicos. Los sistemas afines propuestos son:

0 1 0
x=| -1 a 0 | (x— f(x)) (3.1.1)
0 0 ~

donde x = (z,y, 2)T € R3, f(z) es una funcién constante por partes de la forma

(f117f127f13)T7 para Sl
(f217f227f23)T7 para S2
(Fos Fs )T, para Sy,
con (f}, ft, f})" € R?, el dominio es U;S; = D C R" y las variedades de conmutacion

son Zij =S;N S_j, como se describi6 en el capitulo 2.
El Jacobiano del sistema es:

fz) =

0 1
J = -1 a
0 0

=2 O o
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Figura 3.1: Bosquejo de la geometria de los eigenespacios del sistema

de modo que, seleccionando adecuadamente los valores de a y «y los eigenvalores cumplen
con la desigualdad de Shilnikov.

Los eigenplanos en cada punto de equilibrio son paralelo al plano z = 0 y las
eigenrectas son paralelas al eje z. Al elegir la ubicacion de cada punto de equilibrio se
puede proponer un plano de switcheo de la forma y + z = 1 con un angulo de 45°. Con
esta eleccion es posible garantizar la interseccion del eigenepacio inestable de un punto
de equilibrio, el plano de switcheo y el eigenespacio estable de otro punto de equilibrio
generando asi o6rbitas heteroclinicas, por simetria se generan ciclos heteroclinicos. De
esta manera, el método de Shilnikov es una prueba rigurosa de caos para esta familia
de sistemas.

En el articulo [Li y Chen, 2009] se propone el sistema:

10
x=| -1 a 0 | (x— f(x)) (3.1.2)
0 ~

T
7(%(1)) ) para SO donde S() — {(I7y7I)T :

1
cona=02v=-1y f(z) = { EO’ )T para Sq
r+y<l1}ty S ={(z,y,2)" 1z +y>1}.

Los puntos puntos de equilibrio son 7o = (1,0,0) y z; = (0,1,1), con las inter-
secciones definidas como se muestra en la Figura 3.1, esto es, los segmentos de recta
BM = E¢(Z;) N ¥p1 y CN = E°(ZTy) N ¥p1, asi como los puntos de interseccion
M = ET(J_Z'()) N 20’1 y N = Er(ffl) N 20,1.

Dado que ambos eigenplanos son inestables y las eigenrectas son estables, para
generar una orbita heteroclinica serd necesario que el eigenplano de Z( se intersecte
con la eigenrecta de i, por simetria, lo mismo ocurre de z; a zy generando un ciclo
heteroclinico.
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(0,0) e

q=(1,0/w)

Figura 3.2: Foco en R?

3.2. Meétodo de construccion propuesto

La interseccion de los eigenespacios no es suficiente para garantizar la existencia
de orbitas homoclinicas/heteroclinicas. Como se comenta en [Carmona et al., 2008 la
conexiéon de la eigenrecta y el eigenplano debe ocurrir en una regién especifica de la
interseccion E°(Z) N X1, esta region es en la cual E°(Z) que coincida con la variedad
estable/inestable local del sistema lineal por partes alrededor del punto de equilibrio.

Para identificar cuales son las variedades estables/inestables locales del sistema don-
de la conexion debe ocurrir consideremos un plano cuya dindmica es la correspondiente
a la de un foco en el eigenplano, como se muestra en la Figura 3.2, donde la dinamica

esta dada por
i = ( o vy ) (3.2.1)
wr oy

Suponiendo que el equilibrio esta en el origen y la recta r = {(z, y)| * = 1} delimita
el dominio de la funcién (3.2.1). Ademas, suponemos que ¢ € r es el punto en el cual el
campo vectorial es tangente a r, de modo que el punto ¢ € r parte de la trayectoria que
pasa por ¢. Entonces, si la dindmica tipo foco es estable, una trayectoria con condicién
inicial en ¢ tocard nuevamente a r a través del punto ¢ y posteriormente girara en
espiral dentro del dominio hasta llegar el punto de equilibrio. Similarmente, si el foco
es inestable, hay una trayectoria que diverge del punto de equilibrio tocando una vez
a r en el punto ¢ para volver a la recta pasando por q.

La variedad local estable/inestable en (3.2.1) esta delimitada por el segmento de
recta () con puntos finales ¢ y . Para este sistema podemos definir a la variedad esta-
ble/inestable local como el conjunto de trayectorias que tocan a cada uno de los puntos
en (). Debido a esto, no es suficiente con garantizar la interseccién de un eigenespacio
estable, plano de switcheo y eigenespacio inestable, este punto de interseccién debe
estar contenido en el segmento de recta () para que exista una orbita heteroclinica.
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Para calcular ¢ buscamos condiciones en las cuales se cumple que (f(x),h) = 0,
donde la direccién de h = (1,0) es normal a r. Se obtiene que ¢ = (1,0/w).
Si evaluamos ¢ en (3.2.1) tenemos que

. < O >
r = 2
w+ =

de modo que tanto el sentido de giro como la segunda componente de g depende de
w. Tal que para w < 0, g tiene signo negativo en su segunda componente y debido
al sentido de giro, la segunda componente de ¢ debe tener signo contrario a ¢ y dado
que es un foco inestable, |g| > |g|. Por esto, una seccion de recta con puntos finales
(1,0/w) y (1, —0/w) debe estar contenida en la segmento de recta (). En base a esto
es suficiente conocer a ¢ para identificar una region en la interseccion entre E°(Z) y
el plano de switcheo que coincida con la otra interseccion entre la variedad local del
sistema con el plano de switcheo.

A diferencia del articulo |Li y Chen, 2009], en esta tesis no se propone un sistema
con caos heteroclinico sino una familia de sistemas asi como un método para construir-
los. Ademés, utilizando pautas similares a las descritas en esta seccion para proponer
familias de sistemas con caos homoclinico. A continuacién se describe el método de
construccion de familias de sistemas lineales por partes con dos dominios donde el caos
heteroclinico se puede mostrar directamente utilizando el método de Shilnikov con caos
heteroclinico.

3.3. Método I. Caos heteroclinico

Supongamos que el espacio de estados de un sistema lineal por partes consta de
dos dominios Sy, S; y de un plano de switcheo X ;, como se muestra en la Figura
3.3, siendo %y y 7 los puntos de equilibrio correspondientes. Definimos los siguientes
puntos de interés

N = E(Zo) N X1 N E"(74),

M = E"(zg) N Xo1 N E(74).

donde E°(Z) es un eigenplano inestable, E"(Z) una eigenrecta estable, ¢y y ¢ son
puntos en los cuales el campo vectorial es tangente a la recta interseccion entre los
eigenplanos y el plano de switcheo. Los puntos ¢y v ¢; son los puntos correspondientes
a través de las trayectorias de los dominios Sg y S; que tocan al plano de switcheo con
condicién inicial gy y g1, respectivamente. (Qy es la seccién de recta con puntos finales
go vV (o; mientras que Q1 es la seccidon de recta con puntos finales ¢; y ¢;. Una oOrbita
heteroclinica que conecta a T con Z; debera divergir de Zy en E°(Zg) y pasar por el
plano de switcheo tocando el punto de interseccion N para finalmente llegar a z; a lo
largo de E" (1), para que esto ocurra es necesario que N pertenezca a la seccion de
recta (o ya que de este modo garantizamos la conexiéon de la variedad local inestable
de 7, la variedad local estable de ;. De manera similar, una 6rbita heteroclinica que
conecta Z; con Ty debera divergir de Z; a través de E°(Z;) cruzar el plano de switcheo
Y01 por M y converger en 7, a lo largo de E"(Zy), ademas M debe pertenecer al
segmento de recta Q).
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E(zo)

Figura 3.3: Eigenespacios y puntos de interés para la construccién de orbitas heterocli-
nicas

Para construir las orbitas heteroclinicas partimos de sistemas lineales afines los
cuales tienen como matriz Jacobiana una en la forma candnica de Jordan, de modo
que los egienespacios son un plano paralelo a dos de los ejes y una recta paralela al tercer
eje, esto sin importar la magnitud de los eigenvalores asociados a cada eigenespacio.
Consideramos también un plano de switcheo con un angulo, por conveniencia, de 45°
y posicionamos los puntos de equilibrio de modo que N y M existen, como se muestra
en la Figura 3.3. Ahora, para garantizar que N € Qo y M € 1 hacemos que |N| <
\qo| + Toy ¥ | M| < |q1] + %1, donde T, es la componente y de Z.

Considerando las pautas recién comentadas, y garantizando la desigualdad de Shil-
nikov, es posible construir familias de sistemas lineales por partes con caos heteroclinico.
Para lo cual se proponen los siguientes pasos.

3.3.1. Algoritmo de construcciéon de 6rbitas heteroclinicas en
sistemas lineales con dos pedazos

Presentamos a continuaciéon un algoritmo para construir 6rbitas heteroclinicas me-
diante las pautas recién establecidas utilizando la notaciéon de la Figura 3.3.

1. Partimos de un sistema lineal afin de la forma:

o —w 0 = fo
x=[w o 0 y— f2
0 0 =~ z— f3

donde E° es inestable y fo(z) = (fi (), f&(z), f3(x)) es una funcién constante por
partes la cual particiona el espacio de estados y define la ubicacion de los puntos
de equilibrio. para este subsistema elegimos la ubicacion del punto de equilibrio,
por ejemplo fo(z) = Zo = (0,0,0).
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2. Se define un plano de switcheo ¥y de la forma x + z = a (esto genera un plano
a 45 grados) donde a es una constante, el plano de switcheo no debe contener a
Zo v de modo que Zj esta en Sy. Por ejemplo z + z = 1.

3. Definimos un segundo sistema de la forma:

o —w 0 r— f}
x=|w o 0 y— f2
0 0 ~ 2= 7

en el dominio S; con un punto de equilibrio Z; el cual es ubicado sobre la linea de
interseccion [ y a la altura de la recta £ de modo que los puntos de interseccion N
y M estan estan en [ y k respectivamente. Por ejemplo para el plano de switcheo
x 4+ z =1 las coordenadas x y z de 7; son igual a 1, de este modo los puntos N
y M se intersectan con las rectas [ y k respectivamente.

4. Se ajusta la posicion del punto de equilibrio Z; para garantizar que la interseccion
de N con [ ocurre en el segmento de recta )y v la intersecciéon de M con k ocurre
en ()1, una manera de garantizar esto es ubicando la coordenada y de z; de modo
que N es el punto en [ mas cercano a Zy, por ejemplo podemos ubicar el punto de
equilibrio tal que z; = (1,0, 1). Con esto fijamos, fi(z) = (1,0, 1), como resultado
tenemos un sistema lineal por partes el cual tiene un par de 6rbitas heteroclinicas
generando un ciclo heteroclinico.

5. Por dltimo se seleccionan los eigenvalores de modo que cumplan la desigualdad
de Shilnikov y por lo tanto tener un sistema con caos heteroclinico.

Notas:
a) Elplano ¥y, tiene un angulo de 45° respecto x y z pero puede tener cualquier
grado de inclinacion deseado, sin que el algoritmo descrito arriba deje de

funcionar, ya que en cualquier caso se toma como referencia el primer punto
de equilibrio propuesto.

b) En el punto 4 del algoritmo tenemos la libertad de posicionar la componente
y de Z; como queramos siempre y cuando se cumpla que N y M sean puntos
de @y y @1, respectivamente.

3.3.2. Caos heteroclinico en una familia de sistemas lineales con
dos pedazos

Consideremos al sistema lineal por partes de la forma

op —w; O T
wp o1 0 y |, si r4+z2<1
0 0 m z
X = (3.3.1)
o9 —wy 0 rz—1
wy op O y—0 |, si z4+2z2>1
L 0 0 Y2 z—1
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donde Zg = (0,0, 0) es el punto de equilibrio correspondiente al dominio Sg = {(z,y, 2)|z+
z <1}y z; = (1,0,1) el punto de equilibrio en el dominio S; = {(x,y, 2)|z+2z > 1} con
Yo1={(z,y,2)|lx +2=1}, 01,00 >0, 71,72 <0, w; <0y wy>0. Los eigenespacios
correspondientes a cada punto de equilibrio son:
Er(fo) = {(I7y’ Z)|J] =Yy= 0}
E°(Zo) = {(z,y, 2)[z = 0}
E"(71) = {(z,y,2)|]r = 1,y = 0}
Ec(jl) = {(ZE,y,Z)lZ - 1}
dando asi los puntos de interés:
N = E%(Z) N Doy N E™ (1) = (1,0,0)
M — Er(fo) N 2071 N Ec(fl) - (07 O, 1)
do = (17 0'1/&)1, 0)
q1 = (0, =02 /wo, 1)

En base a lo discutido en la seccién anterior, si

IN| < |go| + Zoy (3.3.2)

|M| < |qi| + 21y (3.3.3)

existe un ciclo heteroclinico entre ¥y y z;, dado que cada par N y ¢y, M y ¢, son
colineales a una recta paralela al eje y. Por esto, las condiciones anteriores recaen en
los componentes y de cada punto. Entonces podemos concluir que si para el sistema
(3.1) se cumplen las siguientes condiciones

(z')al/wl <0<—O'1/CU1, (ii)-O’z/Mg<0<O’2/W2 y (ZZZ)”}/Z| > ‘O'Z'|, 22{1,2},
(3.3.4)
el sistema presenta caos heteroclinico. Por como esta construido el sistema (3.3.1) las
condiciones (i) e (i) de (3.3.4) siempre se cumplen quedando pendiente la condicion
(#7i) la cual corresponde a la desigualdad de Shilnikov.
Ahora presentamos un ejemplo de sistema dindmico dentro de esta familia. Sea

02 4 0 x
x=| —4 02 0 y |, si r+z<1
0 0 v z
(3.3.5)
02 -4 0 x—1
X = 4 02 0 y—0 |, si z4+22>1
0 0 ~ z—1

Con 7y € [—10, —5] cumplimos las tres condiciones para que pertenezca a nuestra familia
cadtica. En la Figura 3.4 se observan las ¢rbitas heteroclinicas y los espacios de estado
para algunos pardmetros en particular.
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x=1-s,y=-t,z=+s

Figura 3.4: Simulacion numérica del sistema 3.3.5 con parametros (a) -
v = —10 (¢) proyeccion xy para v = —b.

31




3.4. Método II. Caos homoclinico

Supongamos que el espacio de estados de un sistema lineal por partes consta de dos
subespacios y de un plano de switcheo Xy, como en la Figura 3.5, siendo Zy y Z; sus
puntos de equilibrio. Definimos los siguientes puntos de interés

N = E(Zo) N Eo1 N E*(74),

M = E"(%) N Sg1 N E'(7).

donde E¢() es un foco inestable, E”(Z) una recta estable y E*(Z) un centro con sentido
de giro positivo, gy es el punto en el cual el campo vectorial es tangente a la recta [, la
interseccion entre E°(Zg) y el plano de switcheo. Una 6rbita homoclinica que conecta
a To con sigo mismo deberé divergir de zy en E°(Zo) y atravesar el plano de switcheo
20,1 pasando por el punto de intersecciéon N, cruzar a través del medio circulo dado
por E'(Z;) para llegar nuevamente el plano de switcheo a través de M, y finalmente
converger a Ty a lo largo de E"(Zy), para que esto ocurra es necesario que N pertenezca
al segmento de recta )y. Destacamos que en un plano con un centro dado por una
matriz en la forma canoénica de Jordan la magnitud |x(¢)| es constante, por lo cual si

N y M son elementos de la misma trayectoria en este plano, entonces debe cumplirse
|IN — 21| = |M — z4].

Figura 3.5: Eigenespacios y puntos de interés para la construccién de 6rbitas homocli-
nicas

Para construir una orbita homoclinica tomamos consideraciones similares que en
caso heteroclinico para en el dominio Sy con la diferencia de que N debe ser conectado
a M al pertenecer ambos a E*(Z;), camplirse |N —Z;| = |M — T, | y tener una direcciéon
de rotacion congruente a las direcciones estable e inestable en Sy para conectar de este
modo E"(Zy) con E°(Zg) y formar la 6rbita homoclinica.
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3.4.1. Algoritmo de construcciéon de o6rbitas homoclinicas en
sistemas lineales con dos pedazos

Presentamos a continuacion un algoritmo para construir 6rbitas homoclinicas me-
diante las pautar recién establecidas y se aclara que la notacion en la Figura 3.5 sera
utilizada.

1. Partimos de un sistema lineal afin de la forma:

o —w 0 x— f
x=|w o 0 y— f¢
0 0 v z—f3

donde E° asociado a este es inestable y fo(z) = (fi(z), f(z), f&(x)) es una
funcién constante por partes la cual particiona el espacio de estados y define la
ubicacion de los puntos de equilibrio. para este subsistema elegimos la ubicacion
del punto de equilibrio, por ejemplo fo(z) = Zo = (0,0, 0).

2. Se define un plano de switcheo ¥ de la forma y + z = a (esto genera un plano
a 45 grados) donde a es una constante, el plano de switcheo no debe contener a

Zo v de modo que Ty esta en Sy. Por ejemplo y + 2z = 1.

3. Se propone un segundo sistema lineal afin en el subespacio S; de la forma

v 0 0 r— f}
x=|0 0 —-w y— [
0 w 0 z— f}

de modo que el eigenplano E* es perpendicular al plano de switcheo. Elegimos la
posicion del punto de equilibrio Z; tal que la distancia de este con N y M sea la
misma y N sea el punto de [ mas cercano a ;. Por ejemplo el punto de equilibrio
fi(x) =z, =(0,0.5,0.5)

4. Por 1ltimo se seleccionan los eigenvalores de modo que cumplan la desigualdad
de Shilnikov y por lo tanto tener un sistema con caos homoclinico.

Notas:

a) la ubicacion de el punto de equilibrio en el paso 3 es sobre el plano de
switcheo, sin embargo esto no es necesario, el punto de equilibrio puede
estar completamente adentro o afuera de su subespacio de definicién pero
debe cumplir |N — 1| = |M — 74].

b) Elplano ¥ tiene un angulo de 45° respecto = y z pero puede tener cualquier
grado de inclinacién y el algoritmo funciona en cualquier caso teniendo como
referencia el primer punto de equilibrio propuesto.
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3.4.2. Caos homoclinico en una familia de sistemas lineales con
dos pedazos

Ahora consideremos

o1 —Wq 0 X
wp o1 0 y |, st y+z<l1
0 0 71 z
X = < (3.4.1)
Yo 0 0 x—0
0 0 —ws y—05 |, si y+z2>1
0 wy O z—0.5

\

donde zy = (0,0, 0) es el punto de equilibrio correspondiente al dominio Sy = {(x,y, 2)|y+
z <1}y z; =(0,0.5,0.5) el punto de equilibrio en el dominio S; = {(z,y, 2)|[y+2z > 1}
con o1 = {(z,y,2)ly + 2 =1}, 01,09 > 0, 71,72 < 0, wy,ws > 0. Los eigenespacios
correspondientes a cada punto de equilibrio son:

E"(%0) = {(2,y,2)|lv = y = 0}
E*(Z) = {(z,y,2)[z = 0}
E(z1) = {(x,y,2)ly = 0.5, = 0.5}
El(‘fl) = {($7y72)‘x = 0}
dando asi los puntos de interés:
N = E°(Zo) N Xo1 N EY(Z,) = (0,1,0)
M = E"(Zo) N o1 N E(zy) = (0,0,1)

do = (—01/w17 170)-

Es importante destacar que debido a la estabilidad de E™(Zy) y E¢(Zo), E*(Z1) gira en
sentido positivo, es decir, de N hacia M como se ilustra en la Figura 3.5.
En base a las discusiones anteriores, si

IN| < |go| + Zos (3.4.2)

existe una o6rbita homoclinica basada en zy. Entonces al ser N y qq colineales a una
linea paralela al eje x podemos concluir que si para el sistema (3.4.1) se cumplen las
siguientes condiciones

(Z) 0'1/(&)1 <0< —Ul/wl, (ZZ) "'}/1| > ’0'1|7 (343)

el sistema presenta caos homoclinico. Por como esta construido el sistema (3.4.1) las
condiciones (7) de (3.4.3) se cumplen para cualquier valor de los eigenvalores, quedando
pendiente la condicion (i7) de (3.4.3), la cual corresponde a la desigualdad de Shilnikov.
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x=-t,y=1-s,2=+s

1.4 5

1.2+

0.8

0.4

0.2 o

-0.2 7

Figura 3.6: Simulacion numérica del sistema 3.4.4 con pardametros (a) v = —2, (b)
v = —1 (¢) proyeccion xy para vy = —0.3.
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Ahora presentamos un ejemplo de sistema dindmico dentro de esta familia. Sea

02 -1 0 x
X = 1 02 0 y |, st y+z2<1
0O 0 =2 z
(3.4.4)
v 0 0 xz—0
x=| 0 0 —1 y—05 |, si y+z2>1
01 O z2—0.5

Con 7 € [-2,—0.3] cumplimos las condiciones para que pertenezca a nuestra familia
cadtica. En la Figura 3.6 se observa lo 6rbita homoclinica y los espacios de estado de
algunos parametros en particular.

3.5. Método III. Caos heteroclinico en sistemas con
tres partes

Para el caso de caos en un sistema con tres pedazos partimos de las pautas estable-
cidas en los dos casos anteriores.

Figura 3.7: Eigenespacios y puntos de interés para la construccion de érbitas heterocli-
nicas en sistema con tres pedazos.

Supongamos que el espacio de estados de un sistema lineal por partes consta de tres
subespacios y dos planos de switcheo ¥_; ¢ y X1 como se muestra en la Figura 3.7,

36



siendo T_1, To y X1 sus puntos de equilibrio. Definimos los siguientes puntos de interés
N_1o=E(T_1)NX_10N E(Zy),

NO,I = EZ(ZZ’Q) N 20’1 N ET<j]1),
MO,I = Ec(ffl) N 2071 N Ei(f()),
M_1o0=FE(T)NX_10NE"(Z_1).

con ¢g_1 y ¢1 son puntos en los cuales el campo vectorial es tangente a la recta intersec-
cion entre sus respectivos eigenplanos y el planos de switcheo. Una 6rbita heteroclinica
que conecta a T_; con Z; debera divergir de _; en E°(Z_1) y pasar por el plano de
switcheo X_; o tocando el punto de interseccion N_; o cruzar el dominio Sy a través de
FE'(zg) conectando con Ny para finalmente llegar a z; a lo largo de E"(7;), para que
esto ocurra es necesario que N_; o pertenezca al segmento de recta ()_; y, como en el
caso homoclinico, |[N_; o — Zo| = |No1 — To|. De manera similar, una 6rbita heterocli-
nica que conecta T; con T_; debera divergir de z; a través de E(Z;) cruzar el plano
de switcheo X, por My, cruzar el dominio Sy a través de E%(zy) conectandose con
M_, y finalmente converger a z; por medio de E"(Z_1), ademas M, debe pertenecer
al segmento de recta Q1 y |M_10 — To| = |Mo1 — Zol-

3.5.1. Algoritmo de construccién de érbitas heteroclinicas en
sistemas lineales con tres pedazos

Presentamos a continuaciéon un algoritmo para construir 6rbitas heteroclinicas me-
diante las pautas recién establecidas utilizando la notaciéon en la Figura 3.7.

1. Partimos de un sistema lineal afin de la forma:

o —w 0 r— fh
x=|w o 0 y— f%
0 0 ~ 2= f2

donde E° asociado a este es inestable y fo(z) = (fa(z), f2(x), fé(z)) es una
funciéon constante por partes la cual particiona el espacio de estados y define la
ubicacion de los puntos de equilibrio. para este subsistema elegimos la ubicacion
del punto de equilibrio, por ejemplo f_1(x) =z_3 = (0,—1,—1).

2. Se define dos planos de switcheo, ¥_1 9 v Yo 1, de la forma y + z = a (esto genera
dos plano a 45 grados) donde a es una constante, los planos de switcheo no deben
contener a T_; o 1 de modo que T_; estard en S_; y T en Sy, estos planos son
paralelos entre si. Por ejemploy + 2= -1y y+ 2z = 1.

3. Se propone el segundo subsistema de la forma:

v 0 0 x—fo
x=|(0 0 —w y— f2
0w 0 z—f3
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en el dominio Sy, donde el la dinAmica de E(Z,) en la de un centro y es paralelo
al plano y y z, el punto de equilibrio es seleccionado de modo que los puntos
N_i 0y M_; son equidistantes a 7y, a la vez que los planos X_; ¢ y X ; también
son equidistantes a Zo. N_1 es el punto en E°(Z_1)NX_;( mas cercano z_;. Por
ejemplo fo(x) =z = (0,0,0)

4. Definimos un tercer subsistema de la forma:

o —w 0 x— fi
x=|w o 0 y— fo
0 0 ~ z— f3

dentro del dominio S; donde el E€ asociado a este es inestable. Para este subsis-
tema elegimos la ubicacion del punto de equilibrio de modo que los puntos Ny ;
y My 1 son equidistantes a Zy, por ejemplo f(z); = 71 = (0,1,1).

5. Por tltimo se seleccionan los eigenvalores de modo que cumplan la desigualdad

de Shilnikov y por lo tanto tener un sistema con caos heteroclinico.

3.5.2. Caos heteroclinico en una familia de sistemas lineales con
tres pedazos

Sea

( o1 —Wq 0 z—0
w o; 0 y—1 1, si y+22>1
0 0 71 z—1
09 —Wo 0 z+0

X = wy o9 0 y+1 |, si y+z2<-—1 (3.5.1)

0 0 7 z+1
Y3 0 0 T
0 0 —ws vy |, ly+2| <1
0 wy O z

\

donde zy = (0,0, 0) es el punto de equilibrio correspondiente al dominio Sg = {(z,y, )| y+
z <1, y+z> -1}, 7 = (0,1,1) el punto de equilibrio en el dominio S; =
{(z,y,2)ly + 2 > 1} con Xo1 = {(z,y,2)ly + 2 = 1}, T4y = (0,—1,—1) en el sub-
donimio S_; = {(z,y, 2)|y + 2 < —1}. 01, 09,03 > 0, 71,72, 73 < 0, wy,w3 > O,we < 0.
Los eigenespacios correspondientes a cada punto de equilibrio son:

Er(*@fl) = {(a:,y@)]x = _173/ = 0}
Bz ) = {(z,9,2)]z = 1}
E"(Zo) = {(,y,2)ly = z = 0}
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El(fo) = {(ib’,y, Z)‘.T = O}

E"(21) = {(z,y,2)|lz =1,y =1}
E(71) = {(z,y,2)]z = 1}
dando asi los puntos de interés:
N_1o=E(Z_1)NX_19N E(Zo) = (0,0,—1)
M_19=E"(Z_1)NS_10NE(Zy) = (0,—1,0)
q-1 = (—01/wy,0,—1).

Nog1 = E'(Zo) N So1 N E"(21) = (0,1,0)
MO,I = E%fo) N 20’1 N Ec(fl) = (0, O, 1)
q1 = (0'1/(,01, OJ ]')
En base a las discusiones anteriores, si
IN_10| <lg-10| + Zoz (3.5.2)
y
|Moi| < 1] + %1z (3.5.3)

ademas de
|IN_1,0 — To| = |Nox — Zo|
|\M_10 — Zo| = [Mo1 — T
existe una orbita heteroclinica que conecta _; con Z; cruzando por Sy y de manera
similar una o6rbita heteroclinica que conecta Z; con Z_;. Entonces podemos concluir
que si para el sistema (3.5.1) se cumplen las siguientes condiciones
(i) —o1/wr <0 < oy/wy, (ii)oyfws <0< —09/we vy (itd)|y| > |oy|, ©={1,2},
(3.5.4)

entonces el sistema con 3 pedazos es cadtico con un ciclo heteroclinico
Ahora presentamos un ejemplo de sistema dindmico dentro de esta familia. Sea

v o2 =2 x—0
x=|0 2 2 y—11], si y+z22>1
0 0 -1 z—1
v .2 =2 x—0
x=[ 0 2 .2 y+1 |, si y+2<1 (3.5.5)
0 0 -1 z+1
v 0 0 x
x=10 0 -1 vy |, ly+ 2| <1
01 O z

Con v € [—2,—0.8] cumplimos las condiciones para que pertenezca a nuestra familia
cadtica. En la Figura 3.8 se observan las orbitas heteroclinicas y los espacios de estado
con algunos parametros en particular.
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x=-t,y=-1-s,z=+s

Figura 3.8: Simulacion numérica del sistema 3.4.4 con parametros (a) v = —3, (b)
v = —1.6 (¢) proyeccion xy para v = —0.8.
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Capitulo 4

Conclusiones

El objeto de estudio este trabajo de tesis son sistemas lineales por partes los cuales
presentan caos de Shilnikov, es decir, que poseen puntos de equilibrio tipo foco-silla, los
eigenvalores asociados a los estos puntos de equilibrio cumplen con la desigualdad de
Shilnikov y que existen orbitas homoclinicas/heteroclinicas basadas en estos. Lo que
proponemos en esta tesis es: Algoritmos para construir familias de sistemas lineales
por partes con dos dominios las cuales presentan caos heteroclinico o caos homoclinico
y familias de sistemas lineales por partes con tres dominios las cuales presentan caos
heteroclinico.

Conseguimos esto al proponer la dinamica en de cada subsistema lineal de modo que
la matrices Jacobianas son en la forma canénica de Jordan, con lo cual obtenemos una
geometria simple e invariante de los eigenespacios asociados a cada punto de equilibrio.
Esto junto con una adecuada seleccion de los planos de swithceo y la ubicacion de los
puntos de equilibrio nos permite garantizar la correcta interseccion de las variedades
locales del sistema alrededor de los puntos de equilibrio generando asi érbitas homocli-
nicas o heteroclinicas, tras esto se proponen eigenvalores que satisfagan la desigualdad
de Shilnikov y garantizamos dinamica cadtica en las familias propuestas.

Utilizando el algoritmo presentado construimos un sistema lineal por partes con
dos dominios y un ciclo heteroclinico el cual tiene un atractor cadtico en forma de
dos enroscados en el espacio de estados. Un sistema lineal dos dominios y una 6rbita
homoclinica el cual muestra un atractor cadtico con un solo enroscado. Un sistema
lineal con tres dominios y un ciclo heteroclinico el cual conecta a los dos puntos de
equilibrio en los dominios externos transitando por el dominio central.

Como trabajo a futuro esta la posibilidad de extender el caso heteroclinico para
sistemas lineales por partes con n enroscados. Esto puede llevarse a cabo al extender el
algoritmo presentado y permitir agregar de manera sucesiva dominios, con los corres-
pondientes planos de switcheo y puntos de equilibrio, de modo que podemos generar
cualquier cantidad de dominios y enroscados. Sin embargo, la zona en el eigenplano que
coincide con la variedad local del sistema alrededor de los puntos de equilibrio no esta
delimitada de la misma manera que en la presentada en esta tesis, por lo cual es ne-
cesaria una extension a las condiciones mencionadas para identificar de forma efectiva
las variedades locales y garantizar la existencia de las 6rbitas heteroclinicas.

Otro trabajo a futuro a partir de esta tesis podria ser el estudio de condiciones bajo
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las cuales un sistema cadtico es atractivo o no. Por ejemplo, en las familias propuestas al
seleccionar valores de o > 0.3 fue dificil encontrar valores de v y w tales que el sistema
mostrara un atractor caotico. Debido a la gran flexibilidad que nos aporta la manera
en la que estas construidas las familias es viable el estudio de las condiciones dindmicas
bajo las cuales un sistema con un invariante cadtico exhibe un atractor extrano.
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