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Soluciones solit́onicas de las ecuaciones de Schrödinger no lineales de coeficientes variables que describen muchas situaciones reales de
propagacíon solit́onica se pueden obtener usando el mapeo de ‘integrabilidad diseñada’ a la ecuación estandar de Schrödinger no lineal de
coeficientes constantes propuesto por He y Li. En este trabajo se presenta este método para el caso de fibras con ganancia/pérdida y se aplica
a los casos de los solitones en fibrasópticas con amplificadores y los solitones brillantes en fibras no amplificadas.

Descriptores:Solitón; ecuacíon de Schr̈odinger no lineal; no autónomo; fibraóptica.

Soliton solutions of the non-linear Schrödinger equation of variable coefficients which describe many real cases of solitonic propagation
can be obtained by means of the ‘designable integrability’ mapping to the standard non-linear Schrödinger equation of constant coefficients
proposed by He and Li. In this paper, this method of obtaining the non-autonomous soliton solutions is presented for the general case of
optical fibers with gain/loss, and applied to fibers with amplifiers, and those allowing the propagation of bright solitons.
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1. Introducción

Es bien conocido que para la propagación de pulsos en fibras
ópticas una influencia muy significativa tienen la dispersión y
disipacíon de los pulsos y la no linealidad de las fibras. Estas
crean una distorsión y ṕerdida de sẽnal [1–3], feńomenos que
han sido estudiados desde finales de los años 60s, aunque fue
hasta los ãnos 80s que se utilizaron amplificadores para com-
pensar estas pérdidas [2]. Este proceso de amplificación es
usualmente obtenido en fibrasópticas dopadas con sı́lice [3].

Teóricamente, la propagación de pulsos en fibraśopticas
se puede describir por ecuaciones no lineales de la siguiente
forma

iψz + A(z)ψtt + B(z)|ψ|2ψ + iC(z)ψ = 0 (1)

las cuales son muy parecidas cuandoC(z) ∼ 0 a la conoci-
da ecuacíon no lineal de Schrödinger (ENLS) de coeficientes
constantes, que tiene soluciones solitónicas. Por lo tanto, hay
la posibilidad de regimenes de propagación, en especial el re-
gimen de dispersión ańomala, en los cuales los pulsosópticos
ordinarios se pueden transformar en pulsos solitónicos [1–3].

En este trabajo, realizamos un tratamiento matemáti-
co que consiste en transformar la ecuación no lineal de
Schr̈odinger de coeficientes variables (ENLS-CV), descri-
biendo un pulso dentro de una fibraóptica que presenta pérdi-
da compensada por una ganancia en una ENLS estandar de
coeficientes constantes, ecuación que puede ser resuelta por
distintos ḿetodos ya bien conocidos [4,5]. Este mapeo fue in-
troducido por He y Li en 2010 pero para las aplicaciones a las
fibrasópticas trabajaremos con una simplificación del ḿeto-
do propuesto por ellos. Cabe mencionar que el mapeo de He
y Li para la obtencíon de solitones no autónomos requiere el
cumplimiento de una condición (ver las Ecs. (17) y/o (18))

entre los tres coeficientes de una ecuación de tipo (1). Sola-
mente las fibraśopticas para las cuales se cumple esta condi-
ción permiten la propagación de los pulsos solitónicos.

2. Mapeo de He y Li para solitones en fibras
ópticas

2.1. Fibras con ganancia variable y tasa de ṕerdida
constante

Este tipo de fibras son productos regulares de la tecnologı́a
actual y por esto presentamos el mapeo de He y Li directa-
mente para este ejemplo aplicando los resultados obtenidos
a dos casos que aunque sencillos son relevantes en las otras
subsecciones. En general, las fibrasópticas modernas tienen
no linealidad conocida y la dispersión es un paŕametro con-
trolado de manera tecnológica, lo que implica que la ganancia
debe cumplir con una condición de compatibilidad ası́ como
mencionamos al final de la introducción, la cual se obtiene
de manera natural por el mapeo de He y Li. La ecuación no
aut́onoma ENLS-CV que describe la propagación de un pulso
solitónico en estas fibras es

i
∂ψ(t, z)

∂z
+

β(z)
2

∂2ψ(t, z)
∂t2

− i [g(z)− Γ]ψ(t, z)

+ γ̂(z)|ψ(t, z)|2ψ(t, z) = 0 , (2)

dondeψ es la envolvente del campo eléctrico del pulso,β(z)
es la dispersión de la velocidad de grupo,̂γ(z) es el coefi-
ciente de no linealidad, parámetros que son dependientes de
z, la coordenada en la longitud de la fibra y variable natural
de evolucíon de los pulsos mientras quet es la coordenada
transversal. La propagación de la onda se ve afectada por una
tasa de ṕerdida constanteΓ y una ganancia distribuidag(z).
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Una manera de garantizar la integrabilidad de (2), es por re-
lacionarla con la ENLS estandar de coeficientes constantes

i
∂q

∂Z +
1
2

∂2q

∂T 2
+ γ|q|2q = 0 , (3)

dondeγ = ±1, q = q(T ,Z), y los coeficientesβ(z) y γ̂(z)
se obtienen analı́ticamente bajo el mapeo. Proponiendo el an-
satz

ψ(t, z) = q(T ,Z)p(z)e−iφ(t,z) , (4)

tal queT = T (z, t) y Z = Z(z), se encontrará la forma
espećıfica paraβ, γ̂, T, Z, p, φ, dondeq(T ,Z) es solucíon
de (3). He y Li consideran el caso más general conp(z, t), sin
embargo para la propagación de solitones en fibraśopticas es
suficiente tomarp solamente como función dez [4].

Sustituyendo (4) en (2), sin perdida de generalidad, hace-
mos queβ(z) = (Zz/T 2

t ) y γ̂(z) = (γZz/p2), de donde se
obtiene la siguiente ecuación paraq

iqZ +
1
2
qT T

+ γ|q|2q + (k1 + ik2) qT + (k3 + ik4) q = 0 , (5)

con

k1 =
1
2
Ttt

T 2
t

,

k2 =
Tz

Zz
− φt

Tt
,

k3 =
φz

Zz
− 1

2
φ2

t

T 2
t

,

k4 =
pz

pZz
− 1

2
φtt

T 2
t

− 1
Zz

[g(z)− Γ] .

Dado que q tambíen satisface (3), debemos imponer
k1 = k2 = k3 = k4 = 0, para que (5) se vuelva (3). Es-
to se satisface cuando

T (z, t) = F (z)t + F1(z) , (6)

Z(z) = f0F (z) + f1 , (7)

φ(z, t) = a(z)t2/2 + b(z)t + c(z) , (8)

p(z) =
√

f3Fe
∫

[g(z)−Γ]dz , (9)

β(z) =
f0Fz(z)

F 2
, (10)

γ̂(z) =
γf0Fz(z)

f3F
e−

∫
2[g(z)−Γ]dz , (11)

dondeF1(z) = f2F (z) + f4 y los paŕametros de la fase son

a(z) =
F (z)
f0

, b(z) = f2
F (z)
f0

,

c(z) =
f2
2

2
F (z)
f0

+ f5 . (12)

La forma anaĺıtica de la funcíon F (z) depende de cada caso
particular, mientras quef0, f1, f2, f3, f4 y f5 son constantes
de integracíon, de las cualesf1, f4 y f5 pueden ser nulas. De
tal manera que la solución (4) tiene la forma

ψ(t, z) = q(T ,Z)
√

f3F

× e
∫

[g(z)−Γ]dze−i(a(z)t2/2+b(z)t+c(z)) . (13)

Notamos quef5 contribuye a la solución solamente con una
rotacíon deángulo constanteexp(−if5). Por lo tanto, toma-
remosf5 = 0 sin perdida de generalidad. Paraq(T ,Z) se
puede escoger cualquier solución de la ENLS estandar (3).
Aqúı usamos la solución q de Katyshev y colaboradores [6]

q(T ,Z) = A0 sech

(√
γA2

0

2
(T − vZ)

)

× e
i

[(
v2
4 +

γA2
0

2

)
Z+ v

2 (T −vZ)

]

(14)

dondeA0 es la amplitud yv es la ‘velocidad’ del pulso so-
lit ónico, la cual da la oblicidadθ = −arctan(4v) del solit́on
con respecto al ejeZ [7]. Denotando

F(z) = f0F (z) + f1 , F̃(z, t) = F (z)t + F1(z) ,

la solucíon completa es

ψ(t, z) = A(z) sech

(√
γA2

0

2
[F̃(z, t)− vF(z)]

)

× e
i

[(
γA2

0
2 − v2

4

)
F(z)+ v

2 F̃(z,t)−F (z)
2f0

(t+f2)
2
]

, (15)

donde
A(z) = A0

√
f3F (z)e

∫
[g(z)−Γ]dz . (16)

Se puede observar que la solución y el comportamiento del
pulso propagandose en una fibraóptica se obtienen si cono-
cemos los paŕametros de dispersión de la velocidad de grupo,
de no linealidad y de ṕerdida y ganancia. De (10) y (11) se
obtiene queF (z) tiene la siguiente forma funcional

F (z) =
f3

β(z)
γ̂(z)
γ

exp
[
2

∫
(g(z)− Γ)dz

]
. (17)

La función F (z) y tambíenF1(z), F(z) y F̃(z, t) est́an re-
lacionadas con el inverso del ancho del solitón no aut́ono-
mo [8,9]. La relacíon (17) se puede escribir también en forma
de la condicíon

γβ(z)F (z)
γ̂(z)

exp
[
−2

∫
(g(z)− Γ)dz

]
= f3 . (18)

Este tipo de condición fue tambíen obtenido en [8] por el
método de separar la ecuación no aut́onoma en un sistema de
dos ecuaciones para la fase y la amplitud.
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FIGURA 1. Gráficas del solit́on no aut́onomo (21). (a) Propagación del pulso conv = 1 para ṕerdida/ganancia = 0.6, convg = 1, dispersíon
de la velocidad de grupo10, tiempo de relajación0.2, bajo dispersíon ańomala; en (b), la gŕafica de contorno correspondiente. (c) Propagación
del pulso no aut́onomo conv = 2 para los mismos parámetros de fibráoptica; en (d), la gŕafica de contorno del pulso en este caso. (e)
Propagacíon del pulso conv = 1 para ṕerdida/ganancia =0.8 con los otros paŕametros iguales a los anteriores, (f), gráfica de contorno del
pulso. (g) y (h) Propagación del pulso para el mismo cociente pérdida/ganancia de0.8 y sin cambios en los otros parámetros pero conv = 2
y gráfica de contorno del pulso, respectivamente.
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FIGURA 2. Gráficas de la propagación del solit́on no aut́onomo (26) convg = 1, dispersíon de la velocidad de grupo10, tiempo de relajación
0.1, en regimen de dispersión ańomala. (a) y (b) Propagación del pulso parav = 1 y coeficiente de gananciaG1(z) = 1 y la gŕafica de
contorno del solit́on en este caso. (c) y (d) Lo mismo parav = 2.

2.2. Solitones en fibras con amplificadores

La propagacíon de solitones en fibras amplificadas está des-
crita por la ecuación no lineal de Schrödinger de coeficientes
constantes pero no en forma estandar [10]

i
∂u

∂ξ
− 1

2
(s + iδ)

∂2u

∂τ2
+ |u|2u− i

2
µu = 0 (19)

con ξ = z/LD, LD = T 2
2 /β2 es la longitud de dispersión,

T2 es el tiempo de relajación,β2 es el coeficiente de disper-
sión de la velocidad de grupo,τ = (t− z/vg)/T2 el tiempo
normalizado,s = sgn(β2) = ±1, δ = g0LD es la curvatura
del perfil de ganancia,µ = (g0 − α)LD ganancia neta yα el
coeficiente de ṕerdida.
En este caso la funciónF es compleja

F (ξ) = − f3(s− iδ)
γ(s2 + δ2)

eµξ . (20)

La solucíon no aut́onoma de (19) obtenida por el mapeo He-
Li, es decir aplicando (15) a este caso, es

u(τ, ξ) = A(ξ) sech

(√
γA2

0

2
eµξ(s− iδ)

s2 + δ2
(τ − v + 1)

)

× e

[
i s eµξ

2(s2+δ2) (γA2
0−v2+v(τ+1)−(τ+1)2)

]
, (21)

donde

A(ξ) = A0

√
−s + iδ

s2 + δ2

× e
µξ+ δeµξ

2(s2+δ2) (γA2
0−v2+v(τ+1)−(τ+1)2)

. (22)

En estas f́ormulas,γ = ±1 es el paŕametro de no linealidad
en el caso autónomo.

Gráficas tridimensionales de esta solución solit́onica se
presentan en Fig. (1) para una fibraóptica con perfil de ga-
nancia parab́olico, donde el cociente de pérdida/ganancia tie-
ne el valorα/g0 = 0.6 para las imagenes (a)-(d) y el valor0.8
para las imagenes (e)-(h). Se consideró el regimen de disper-
sión anomalas = −1, γ = −1 y δ = 0.24 paraα/g0 = 0.6
y δ = 0.32 paraδ = 0.32 paraα/g0 = 0.8. Las imagenes (a)
y (e) se presentan con velocidadv = 1 y las imagenes (c) y
(g) conv = 2. En las imagenes (b),(d),(f) y (h) se muestra la
perspectiva superior del pulso en cada caso. La disminución
de la amplitud de los solitones en el caso de la velocidad más
alta se puede entender de la expresión (22) donde el t́ermi-
no env2 es negativo teniendo la contribución principal a este
efecto. Por otro lado, en el caso de la pérdida/ganancia=0.8,
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este efecto es menos pronunciado debido a que el cociente
δ/(s2 + δ2) ∼ 0.17 lo que es menos de 0.20 para el caso de
pérdida/ganancia=0.6. Además, estas gráficas muestran que
el ancho de los solitones es proporcional al parámetrov de la
oblicidad.

2.3. Solitones brillantes en fibraśopticas con ganancia y
no linealidad variables

En este caso, la dinámica de propagación de la envolvente
eléctrica del pulso es representada por la siguiente ecuación
de coeficientes variables [11,12]

i
∂U(Z, T )

∂Z
+ Ω(Z)

∂2U(Z, T )
∂T 2

+
i

2
G1(Z)U(Z, T )

+ R(Z)|U(Z, T )|2U(Z, T ) = 0 , (23)

donde Ω(Z) es el coeficiente de dispersión, R(Z) es el
paŕametro de no linealidad de Kerr, yG1(Z) es el coeficien-
te de ganancia. Después de identificar los coeficientesβ(z) y
γ̂(z) conΩ(Z) y R(Z) tal quez = Z y t = T y al combinar
(10) y (11) se obtiene

R(Z) = 2γcΩ(Z) exp
[
−

∫
G1(Z)dZ

]
. (24)

La dispersíon disẽnada la escojemos como una función que
decae de manera exponencial,Ω(Z) = e−Z , porque este tipo
de dispersíon fue realizada experimentalmente [13].

Para este caso el pulso inicial se puede transformar en un
solitón de ancho constante1/F dondeF est́a dado por

F = 2f3
γc

γ
. (25)

Solitones de otro ancho no se pueden propagar en fibras con
las caracteristicas mencionadas en esta subsección. La solu-
ción no aut́onoma tiene la siguiente forma

U(T, Z) = A(Z) sech
(√

2
γ

γcf3A0 ((T + 2)− v)
)

× e
i

γcf3
γ

(
(γA2

0− v2
2 )+v(T+2)−(T+2)2

)
, (26)

donde

A(Z) =
√

2γc

γ
f3A0e

1
2

∫
G1(Z)dZ . (27)

La evolucíon de este solitón no aut́onomo se presenta en las
gráficas tridimensionales de la Fig. (2) para las velocidades
v = 1 y v = 2 en el casoG1 = 1 mostrando el crecimiento
exponencial de la amplitud y la dependencia de oblicidad del
ancho.

3. Conclusíon

Usando el ḿetodo de He y Li se han obtenido las for-
mas explicitas de los solitones no autónomos propagan-
dose en una fibráoptica en un par de casos de impor-
tancia experimental. En las condiciones apropiadas para el
manejo de solitones no autónomos, se puede realizar un
mapeo que convierte la ecuación NLS-CV en una ecua-
ción NLS estandar, si se cumple la condición F (z) =
(f3/β(z))(γ̂(z)/γ) exp

[∫
2(g(z)− Γ)dz

]
donde F (z) es

una funcíon que parametriza el mapeo. Esta condición garan-
tiza la integrabilidad del sistema y muestra que los solitones
no aut́onomos son posibles solo si los parámetros de la fi-
bra óptica cumplen esta condición. En general, los solitones
no aut́onomos diferen del solitón estandar en base al cual se
construyen en el ḿetodo de He y Li por tener una amplitud
y un ancho que dependen de los parámetros materiales de la
fibra óptica en la cual se propagan.
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