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Resumen

Puesto que una tarea importante en geometria fractal es el estudio de los conjuntos
invariantes compactos y sus propiedades, con ese fin se han desarrollado teorias bien
fundamentadas acerca de estos conjuntos. Un conjunto invariante compacto comunmen-
te se le conoce como conjunto fractal. En 1975, B. Mandelbrot fue el primero en dar una
definicién a estos conjuntos. Y los define de la manera siguiente: Un conjunto fractal
es un conjunto no vacio que es autosimilar y cuya dimensién de Hausdorff-Besicovitch
excede a su dimensién topoldgica [1]. Posteriormente en 1981, J.E. Hutchinson fue el
primer matematico en plantear una teoria para estudiar estos conjuntos en R", a los
que el llamé estrictamente autosimilares, introduciendo con ello el concepto de sistema
iterado de funciones [22]. Posterior a él, M.F. Barnsley generaliza las teorias de J.E.
Hutchinson y hacia 1998 populariza el concepto de sistema iterado de funciones [9]. A
partir de esto, el Teorema de Existencia y Unicidad para conjuntos fractales propuesto
por ML.F. Barnsley ha sido objeto de estudio. En esta tesis presentamos el caso espe-
cial de la construccién de un conjunto invariante compacto por medio de iteraciones
de orden fraccionario, asi como una proposicion y establecemos cuatro proposiciones
entorno a la construccion de sistemas iterados de funciones, y las condiciones a estos
sistemas para que los conjuntos invariantes compactos asociados a estas clases de SIF’s
presenten la autosemejanza topoldgica.

Estudio sobre los sistemas iterados de funciones contractivas

PALABRAS CLAVE: autosimilitud, sistema iterado de funciones, autosemejanza
topoldgica, iteracion de orden fraccionario.
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Abstract

Since an important task in fractal geometry is the study of compact invariant sets
and their properties, to that end well-founded theories about these sets have been de-
veloped. A compact invariant set is commonly referred to as a fractal set. In 1975, B.
Mandelbrot was the first to give a definition to these sets. And it defines it as follows:
A fractal set is a non-empty set that is self-similar and whose Hausdorff-Besicovitch
dimension exceeds it’s topological dimension [1]. Subsequently in 1981, J.E. Hutchinson
was the first mathematician to propose a theory to study these sets in R™, which he
call strictly self-similar, thus introducing the concept of iterated system of functions
[22]. After the, M.F. Barnsley generalizes the theories of J.E. Hutchinson and towards
1998 popularizes the concept of iterated system of functions [9]. Starting from this, the
existence and uniqueness theorem of M.F. Barnsley has been the subject of study. In
this thesis we present the special case of the construction of a compact invariant set
by means of fractional order iterations, as well as a proposition and we establish four
propositions surrounding the construction of iterated systems of functions, and the con-
ditions to these systems so that the associated compact invariant sets to these classes
of SIF’s present the topological self-similarity.

Study on contractive iterated function systems

KEYWORDS: self-similarity, iterated function system, topological self-similarity,
fractional order iteration.
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CAPITULO 1

Introduccion

Fractal es una palabra acunada por B. Mandelbrot para reunir bajo un s6lo nombre
una gran familia de objetos que han tenido un papel histérico en el desarrollo de la ma-
temadtica [1]. Una gran revolucidn en las ideas separa la matematica clasica del siglo XIX
de la matematica moderna del siglo XX. La matematica clasica esta enraizada en las es-
tructuras regulares de la geometria de Fuclides y en la evolucién continua caracteristica
de la dindmica de Newton. La matematica moderna empezo6 con la teoria de conjuntos
de Cantor y la curva de Peano que llena el plano. Desde el punto de vista historico,
la revolucion se produjo al descubrirse estructuras matematicas que no encajaban en
los patrones de Euclides y Newton. Estas nuevas estructuras fueron consideradas pa-
tolégicas como galeria de monstruos. Los matematicos creadores de esos monstruos les
concedian importancia por cuanto mostraban que el mundo de la matematica tiene una
riqueza de posibilidades que va mucho mas alla de las estructuras sencillas que veian en
la naturaleza. No obstante, la geometria fractal es una nueva rama nacida tardiamente
de la crisis de la matematica que comenzé cuando a duBois Raymond (1875) le llamé
la atencion una funcién continua y no diferenciable construida por Weierstrass. Dicha
crisis duré aproximadamente hasta 1925, siendo los principales actores Cantor, Peano,
Lebesque y Hausdorff. Ademaés de Besicovitch, Bolzano, Kock, Osgood, Sierpinski y
Urysohn los que trascendieron principalmente.

Es importante remarcar que durante la crisis que va de 1875 a 1925, los matematicos
se dieron cuenta de que no era posible una comprensién correcta de lo irregular y lo
fragmentado (asi como de lo regular y lo conexo) si se define la dimensién como nimero
de coordenadas. El primero en emprender un analisis riguroso fue Cantor en su carta a
Dedekind, fechada el 20 de junio de 1877. Le siguié Peano, y los pasos finales datan de
1920.

El hecho de que los fractales elementales sean dimensionalmente discordantes nos
sirve como motivacién para dar contenido matemaético al concepto ahora intuitivo de
fractal.



Nos concentraremos en dos definiciones que asignan, a cada conjunto del espacio
euclideo R™, y con independencia de lo patolégico que sea, un nimero real que por ra-
zones intuitivas y formales merece ser llamado su dimensién. La mas intuitiva de dichas
definiciones es la dimensién topoldgica segiin Brouwer, Lebesque, Menger y Urysohn.
La denotaremos a lo largo de esta tesis por dimy. La segunda definicion fué formula-
da por Hausdorff (1919) y Besicovitch le di6 la forma final y la denotaremos por dimpgpg.

Siempre que uno trabaja en el espacio euclideo R”, tanto dimy como dimygp toman
valores comprendidos entre 0 y n. Pero aqui se acaban las analogias. Mientras dimy es
siempre un entero, dimgp no tiene por qué serlo. Asi, ambas dimensiones no tienen por
qué coincidir; s6lo estan sujetas a la desigualdad de Szpilrajn dimgp > dimy. [1].

De lo anterior, segiin Mandelbrot define asi: Un fractal es por definicion, un conjun-
to cuya dimension de Hausdorff-Besicovitch es estrictamente mayor que su dimension
topoldgica [1].

Luego, los conjuntos con dimgp no entera son fractales . Asi, por ejemplo, el con-

log 2
junto de Cantor es un fractal ya que dimpyp = ] &

= 0,6309... > 0, mientras que su
og 3

dimy = 0. Sin embargo, algunos fractales pueden tener valores de dimyp enteros, aun-
que en esta tesis no los consideraremos. Un hecho sorprendente de que dimygp no tenga
que ser necesariamente un entero merece ser reflejado en esta terminologia. Si uno usa el
término fraccion en sentido amplio, como sinénimo de niimero real no entero, algunos de
los valores de dimyp son fraccionarios; asi pues, a menudo se llama dimension fraccio-
naria la dimensién de Hausdorff-Besicovitch. Ahora bien, dimypg puede tomar valores
enteros (menores que n pero estrictamente mayores que dimr). Diremos que dimgpg
es una dimensiéon fractal. Las diferencias en la dimension fractal reflejan diferencias
de forma en un aspecto no topolégico, que Mandelbrot propone llamar forma fractal.
La mayoria de los problemas realmente interesantes combinan aspectos fractales y to-
poldgicos de una manera cada vez mas sutil. Obsérvese que, en el caso de la topologia, la
definicién de la propia disciplina y la de dimr se fueron refinando en paralelo, mientras
que el concepto de dimpyp es anterior en mas de medio siglo al presente estudio sobre la
forma fractal. Y a propdsito, como se ha dado el nombre de Felix Hausdorff a una cierta
clase de espacios topologicos, la denominacion generalmente dada a dimpypg, dimension
de Hausdorff, podria sonar a dimensién de un espacio de Hausdorff, lo cudl podria su-
gerir que se trata de un concepto topoldgico, y no es asi en lo absoluto. He aqui, pues,
otra razén para definir la denominacion de dimension fractal. En efecto, la geometria
fractal como tal data de 1975, pero muchos de sus ttiles conceptos son anteriores a
Mandelbrot. Mediante esas piedras antiguas encajadas en una estructura recién cons-
truida, la geometria fractal pudo tomar prestada una base excepcionalmente rigurosa,
y pronto planted preguntas nuevas y compulsivas en el terreno de la matematica.



1.0.1. Estado del Arte

En este punto se hace una revision de los trabajos publicados que han marcado los
inicios del estudio de esta clase de conjuntos, denominados conjuntos fractales.

En 1975, B. Mandelbrot fue el primero en proponer y publicar en su libro La Geo-
metria Fractal de la Naturaleza [1], una definicién de estos conjuntos, y los define de la
manera siguiente: Un conjunto fractal es un conjunto no vacio que es autosimilar y cuya
dimension de Hausdorff-Besicovitch excede a su dimensién topoldgica . Posteriormente
en 1981, J.E. Hutchinson fue el primero en plantear una teoria muy formal y bien fun-
damentada de lo que ¢l llamo conjuntos estrictamente autosimilares, y lo hizo a partir
de la definicién propuesta por B. Mandelbrot y el conjunto de Cantor, la cual presenté
en su articulo Fractals and Self Similarity [22]. Sin embargo, las teorfas de J.E. Hutchin-
son acerca de los conjuntos estrictamente autosimilares eran para conjuntos definidos
en R™. En 1985, M. Hata en su articulo On the Structure of Self Similar Sets inves-
tigé propiedades topoldgicas del tinico conjunto compacto K tal que K =, fr(K),
donde cada f) es una contraccién débil de un espacio métrico completo y A es finito 6
A = N, proponiendo asi una nueva definicion de conjunto autosimilar y generalizando
algunos de los resultados de J.E. Hutchinson.

Después en 1988, M.F. Barnsley y S. Demko publicaron en su libro Fractals Fveryw-
here [9] una generalizacién del método de J.E. Hutchinson, mientras este iltimo utiliza-
ba semejanzas contractivas, M.F. Barnsley permite cualquier tipo de funciones contrac-
tivas, ampliando notablemente la cantidad de conjuntos fractales que se pueden obtener
con el método. Estos conjuntos fractales que amplian el de los conjuntos estrictamente
autosimilares, no tiene todas las propiedades geométricas y de medida que tienen estos
ultimos.

En 1990, K.J. Falconer estudié y publicé en su libro Fractal Geometry [10] diversos
conjuntos fractales como ejemplos de conjuntos autosimilares, adoptando la definicién
dada por J.E. Hutchinson y trabajando aproximadamente desde el mismo punto de
vista de este tltimo.

Por su parte, M.F. Barnsley y S. Demko [9] formalizaron una aproximacién a los
conjuntos fractales autosimilares, a los que M.F. Barnsley llamo atractores de SIF’s.
Posterior en 1991, C. Bandt y K. Keller en su articulo Self Similar Sets 2. A Simple
Approach to the Topological Structure of Fractals presentaron una descripcién de la to-
pologia de ciertos conjuntos autosimilares y consideraron propiedades de ramificacién
y conexidad. En 1992, F. Takeo en su articulo Self Similar Sets and Quotient Sets of
Infinite Sequences, estudié la estructura de conjuntos autosimilares que son invariantes
con respecto a dos contracciones sobre R”. En 1993, G.B. Lewellen en su articulo Self
Simalarity definié un conjunto autosimilar como un conjunto compacto que es la unién
de sus imagenes bajo los miembros de una coleccion de contracciones, indizadas por
un conjunto compacto A, extendiendo el trabajo de J.E. Hutchinson, M.F. Barnsley y
M. Hata, en cuanto la coleccién de contracciones que actuan puede ser o no contable.



En 1993, A. Kameyama en su articulo Self Similar Sets from the Topological Point of
View estudio propiedades topoldgicas de los conjuntos autosimilares, trabajando con la
definicién de M.F. Barnsley.

Sin embargo, las definiciones anteriores de la nocién de autosemejanza estan res-
tringidas al contexto de los espacios métricos. En 1994, W.J. Charatonik y A. Dilks
en su articulo On self-homeomorphic spaces [21] investigaron espacios topolégicos en
los cuales se puede encontrar, en todo abierto no vacio, una imagen homeomorfica del
espacio total. Presentaron el concepto de Autosemejanza Topoldgica con el cual se pre-
tende estudiar el concepto de Autosemejanza en el contexto mas amplio de los espacios
topolégicos.

Aunque ejemplos de conjuntos autosemejantes (o autosimilares) son conocidos des-
de hace mucho tiempo, al parecer es sélo recientemente que se hacen intentos para
establecer una base tedrica, formal y sistematica acerca de ellos.

Lo anterior motiva las siguientes preguntas:

. Es posible establecer nuevos métodos para construir SIF’s?, ; Podemos cambiar las
iteraciones de orden entero por iteraciones de orden fraccionario para tener convergen-
cia al punto limite?.

Es importante resaltar, que ain faltan aspectos importantes por investigar acerca
del Teorema de Existencia y Unicidad de los Fractales de M.F. Barnsley, tales como
asociar otros teoremas del punto fijo a su demostracion. En este trabajo contribuimos a
dicha investigacion, y realizamos un estudio acerca de las iteraciones de orden fraccio-
nario y su aplicacion en fractales, asi como el estudio de nuevos métodos para generar
sistemas iterados de funciones y algunas condiciones para la autosemejanza topologica.



1.0.2. Justificacion e Hipdtesis

En anos recientes el Teorema de Existencia y Unicidad de los Fractales de M.F.
Barnsley ha sido objeto de estudio, sin embargo las investigaciones realizadas a dicho
teorema solo se hacen asociando teoremas de punto fijo a su demostracion, lo que im-
plica el uso de iteraciones de orden entero. Por otro lado, en [9] sélo se presenta un
método para generar sistemas iterados de funciones.

Basado en lo anterior, en este trabajo de tesis tomamos como hipotesis el Teore-
ma de Existencia y Unicidad de los Fractales de M.F. Barnsley [9], y otros trabajos
de autosemejanza topologica desarrollados por W.J. Charatonik y A. Dilks [21], y las
nociones de cocientes topoldgicos presentados en [19] y [20].

Los sistemas iterados de orden fraccionario de funciones contractivas son una alter-
nativa para la generacién de conjuntos invariantes compactos (fractales) que presentan
ademas de existencia, unicidad.



1.0.3. Objetivo de la Tesis

Basado en lo anterior, en este trabajo de tesis nos planteamos el siguiente objetivo:

Realizar la construccion de un conjunto invariante compacto obtenido de un SIF por
medio de iteraciones de orden fraccionario, asi como condiciones que garanticen existen-
cia y unicidad para este tipo de proceso iterativo. Establecer ademas, nuevos métodos
para la construccion de ciertas clases de sistemas iterados de funciones, y algunas condi-
ciones de estos sistemas para que los conjuntos invariantes compactos correspondientes
presenten la autosemejanza topoldgica en el sentido de W.J. Charatonik y A. Dilks.

1.0.4. Esquema de la Tesis

En este capitulo 1 se ha dado una breve introduccién y motivacion al tema, se
presenta ademas el estado del arte de los conjuntos fractales, asi como también la jus-
tificacion e hipétesis, el objetivo principal y el esquema de la tesis. En el capitulo 2 se
presentan algunos de los conceptos y resultados fundamentales de la Teoria de Espacios
Métricos. En el capitulo 3 se introducen algunos de los conceptos y nociones basicas de
la Teoria de Fractales, que seran de utilidad durante el resto de la tesis. En el capitulo
4 presentamos el concepto de Sistema Iterado de Funciones y abordamos el Teorema
de Existencia y Unicidad para Conjuntos Fractales propuesto por M.F. Barnsley. En el
capitulo 5 presentamos el concepto de Autosemejanza Topoldgica propuesto por W.J.
Charatonik y A. Dilks para espacios topolégicos. El trabajo de investigacién se encuen-

tra en el capitulo 6. Y finalizamos con la conclusién y el trabajo a futuro en el capitulo
7.



CAPITULO 2

Conceptos Basicos

En esta seccion se presentan algunos de los conceptos, y resultados fundamentales de
la Teoria de Espacios Métricos, con la finalidad de entregar las herramientas necesarias
para comprender el trabajo que se ha venido realizado en el campo de la Geometria
Fractal.

2.1. Conjuntos y Funciones

Comencemos con los siguientes conceptos basicos ttiles, necesarios para el estudio
de la Teoria de Espacios Métricos.

Definicién 1. Congunto [7]. Un conjunto es una coleccion de objetos bien definida.

Denotaremos los conjuntos por letras mayusculas, y sus elementos por letras minuiscu-
las. La proposiciéon “p es elemento de A”, la denotaremos de manera usual p € A.
Existen dos maneras esencialmente de especificar un conjunto particular. Una manera
si esto es posible, es listando sus elementos, i.e., separando sus elementos por comas y
encerrandolos con llaves. La otra manera es indicando las propiedades que caracterizan
a los elementos del conjunto.

Definicién 2. Igualdad de Conjuntos [2]. Sean A y B conjuntos. A = B < Vx(z €
A& x e B).

Definicién 3. Subconjunto [2]. Sean A y B conjuntos. A C B & Ve(r € A=z €
B).

Definicién 4. Conjunto Potencia [2]. Sea A un conjunto. Entonces el conjunto de
todos los subconjuntos de A, denotado por P(A) es llamado el conjunto potencia de A.
En simbolos: P(A) ={B: B C A}.

Definicién 5. Par Ordenado [7]. (a,b) = {{a},{a,b}}.

Otro concepto importante es el de producto cartesiano, el cual se obtiene mediante
una operacion entre dos conjuntos.

Definicién 6. Producto Cartesiano/7]. Sean A y B conjuntos. El producto carte-
siano de A con B, denotado por A X B, es el conjunto de todos los pares ordenados con
primer elemento en A y sequndo elemento en B. En simbolos:



AxB={(a,b): (a€ A)A(be B)}.

El producto cartesiano de dos conjuntos cualesquiera A y B, es un nuevo conjunto
identificado como A x B.

Definicién 7. Relacidon [2]. Sean A y B conjuntos. Una relacion de A en B es un
subcongunto de A x B. Si R es una relacion de A en B y (a,b) € R, denotamos esto
por aRb. El dominio de R (denotado por Dom(R)) es el conjunto de todos los primeros
elementos de R. En simbolos:

Dom(R) ={a: (a,b) € R} = {a: aRb}.

La imagen de R (denotada por Im(R)) es el conjunto de todos los sequndos elementos
de R. En simbolos:

Im(R) ={b: (a,b) € R} ={b: aRb}.
Ndtese que Dom(R) C A y Im(R) C B.

El siguiente concepto nos sera de utilidad en la seccion 4.2, cuando hablemos de la
relacion que existe entre los sistemas iterados de funciones y su correspondiente espacio
de cédigos asociado.

Definicién 8. Relacion de Equivalencia [2]. Sea R una relacidn sobre un conjunto
A. Entonces decimos:

a) R es Refleriva < (Va € A)(aRa).
b) R es Simétrica < (VYa,b € A)(aRb = bRa).
¢) R es Transitiva < (Ya,b,c € A)(aRb A bRc = aRc).

Decimos que R es una Relacion de Equivalencia si es Reflexiva, Simétrica y Transitiva.

Definicién 9. [7]. Sea A un conjunto no vacio. Una particion del conjunto A es una
familia de subconjuntos disjuntos no vacios de A cuya union es todo A.

Definicién 10. [2/. Sea R una relacion de equivalencia definida sobre un conjunto
no vacio A. Sea v € A. La clase de equivalencia de x mddulo R, denotada por [x]r (o
algunas veces x/R), es el conjunto de todos los elementos de A que estan R-relacionados
con x. En simbolos:

[2]r ={y € A: yRaz}.

El conjunto de todas las clases de equivalencia de A es denotado por [Alr (o algunas
veces AJ/R) y es llamado A mddulo R. En simbolos:

[Alg = {[z]r : x € A).

Uno de los conceptos mas importantes en matematicas, sin duda es el siguiente.

8



Definicién 11. Funcion [2]. Sea f una relacion de A en B. Entonces f es una funcion
de A en B (Denotada por f: A — B, leida como “f es una funcion de A en B”) si
y solo si

a) Dom(f) = A.
b) (Ve € A)(Vy,z € B)(((z,y) € [) N ((z,2) € ) =y = 2).
Definicién 12. [2]. Sea f: A — B. Entonces

a) Decimos que f es uno-uno (o f es una
inyeccion)< (Yw, z € A)(f(w) = f(2) = w = 2).

b) Decimos que f es sobre (o f es surjeccion)<Im(f) = B.

c) Decimos que f es una correspondencia uno-uno (o una biyeccion) si f es uno-uno y
sobre.

Definicién 13. [2]. Sea f: A — B. Si C C A entonces definimos f(C) = {f(z) :
x € C}. Si D C B entonces f~1(D) ={x: f(x) € D}. f(C) es llamada imagen de C
y [7H(D) es llamada la preimagen de D.

Definicién 14. Conjunto Finito [3]. Sean A un conjunto y I, = {k € N: k < n},
n € N. A es finito con n elementos si existe una funcion biyectiva de A en I,. En
stmbolos:

(VneN)(#(A)=ne 3f:ASL)I,={keN:k<n})).

2.2. Espacios Métricos, Sucesiones, y Sucesiones de
Cauchy

Antes de pasar a la Teoria de Fractales, es necesario mostrar algunos de los conceptos
basicos sobre Espacios Métricos, cuya comprension es vital. Aunque en un principio
puedan parecer excesivamente abstractos, se vera su utilidad a la hora de conformar
una base teorica sélida para la Geometria Fractal.

Definicién 15. Espacio Métrico [8]. Un espacio métrico es un par de la forma
(X,d), donde X es un conjunto no vacio de objetos que llamaremos puntos, y d es una
funcion d : X x X — Rsq (llamada métrica o distancia definida en el espacio) que
satisface los dos siguientes axiomas:

)Vz,ye X, d(z,y) =0 z=y;
2)Va,y, 2 € X, d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

Definicién 16. Isometria [3]. Un espacio métrico (X, d) es isométrico a un espacio
métrico (Y, e) si existe una biyeccion f : X — Y que preserva las distancias, i.e., para

todo x,y € X, d(z,y) = e(f(x), f(y)).



Definicién 17. Traslacion [9]. Una traslacion en el espacio euclideo R™ es una iso-
metria caracterizada por un vector 7, tal que para cada p € A C R"™ se le hace corres-
ponder otro p' € R™, que satisface:

H

{Tﬂ R —R" pp'=10
p=p'=T(p)=p+

Las traslaciones pueden entenderse como funciones que generan movimientos di-

rectos sin cambios de orientacién, las cuales mantienen el tamano de los conjuntos o
funciones que son trasladados.

Definicién 18. Sucesidn [3]. Sea X un conjunto no vacio. Una sucesion en X es una
funcion s : N — X.

Puesto que el orden en que se escriben los elementos o términos de la sucesion es
importante, entonces el recorrido se puede pensar mas como un conjunto ordenado, por
lo que usaremos la siguiente notacion. s := (s, )nen, 0 sSimplemente s := (s,,),.

Definicién 19. Sucesion Convergente [3]. Sea (X,d) un espacio métrico y (sp)n
una sucesion en X. Diremos que (S,), converge si y sdlo si existe S € X, tal que para
todo € > 0, existe N € N tal que n > N implica d(s,,S) < €. S se llama limite de la
sucesion, y lo denotaremos lim, o (Sp)n == S 6 (Sp)n — S. Si la sucesion converge a
S € X, se dice que la sucesion es convergente en X; en caso contrario diremos que no
converge en X, o que es divergente.

Un resultado clasico en analisis es el siguiente:

Teorema 1. Unicidad del limite [}]. Si (s,), es una sucesion convergente en un
espacio métrico (X, d), entonces (s,), converge para un tunico punto limite.

Demostracién. Sean a,b € X. Supongamos que (S,), = a y (S,), — b con a # b.

Luego, d(a,b) > 0. Sea ¢ = @. Por otro lado,

($p)n — a= (Ve > 0)(IN; € N)(n > Ny = d(sp,a) <€)y
(Sn)n — b= (Ve > 0)(IN; € N)(n > Ny = d(sp,b) < €).

Sea n = max{ Ny, No}. Para todo n > N se sigue que 0 < d(a,b) < d(a, s,) 4+ d(s,,b) <

_d(‘;b) + —d(“;’b), lo cual es un absurdo. OJ

Otro concepto importante que sera de utilidad es el siguiente:

Definicién 20. Subsucesidon [4]. Sea (x,), una sucesion en X. Sea k : N — N una
funcion creciente (i.e., ny < ng = k(n1) < k(nz)). La funcién compuesta xok : N — X
se llama una subsucesion de (x,,)p.

Analicemos un poco esta definicion: se tiene
N=-N=X
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n >k, — xp,

De esta manera xok es una sucesién en X cuyos términos son extraidos de la sucesion
original (x,,),, pero no extraidos de cualquier manera, dado que la condicién n; < ns sig-
nifica que de (x,,), se van tomando términos xy, , Tx,, ..., Tk, , ... pero conservan el orden.

[lustremos los conceptos anteriores mediante el siguiente teorema.

Teorema 2. [//]. Sea (x,,), una sucesion en un espacio métrico (X, d). Entonces (), —
L si y sdlo si toda subsucesion de (x,,), también converge a L.

Demostracién. Supongamos que (x,), es una sucesiéon en (X,d) y (xy,)n — L es
una subsucesién de (x,,),. Luego, (x,), — L, pues la sucesién completa es subsucesién
de si misma. Reciprocamente. Sea ¢ > 0. Supongamos que (z,), — Ly (Zg,), €s una
subsucesién de (x,),. Luego, existe N € N tal que n > N implica d(z,,L) < €. En
particular, para cada k, > N se tendrd d(xy,,, L) < e. O

Cuando en una sucesién convergente en un espacio métrico ocurre que al ir avan-
zando en sus términos, estos se van acercando cada vez mas entre si, se dice que esta
es una sucesién de Cauchy. Formalmente, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 21. Sucesion de Cauchy [7]. Sea (X, d) un espacio métrico y (s,)n una
sucesion en X . Diremos que (s,)n es de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal
que m,n > N implica d(Sy,, $p) < €.

Teorema 3. [5]. Sea (X,d) un espacio métrico y (s,), una sucesion convergente en
X. Entonces (sp)n es de Cauchy.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Supongamos que (s,), es una sucesién convergen-
te en X y que L es el limite de dicha sucesién. Por hipotesis, existe N € N tal
que n > N implica d(s,,L) < £. Sean m,n. Supongamos que m,n > N. Luego,
d(Sn, $m) < d(sn, L) +d(sm, L) < 5+ 5 =¢c. [

NIM oo

Hemos demostrado entonces que, en cualquier espacio métrico toda sucesion con-
vergente es de Cauchy, pero lo reciproco no se cumple. Sin embargo, si existen espacios
métricos en los cuales toda sucesion de Cauchy es convergente, y seran precisamente
estos espacios los que nos van a interesar.

Definicién 22. Espacio Métrico Completo [7]. Diremos que un espacio métrico
(X, d) es completo, si toda sucesion de Cauchy en X converge en X.

Ejemplo 1. [//. Algunos ejemplos cldsicos de espacios métricos completos son R, R? ... R",
con la métrica Fuclidiana.
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2.3. Bola, Adherencia y Conjuntos Abiertos, Cerra-
dos, Acotados, y Compactos

Nuestro préximo objetivo es citar ciertas propiedades topoldgicas de un espacio
métrico, asi llamadas porque sélo dependen de una familia de subconjuntos del espacio
que recibe el nombre de topologia. De esta manera catalogamos las posiciones relativas
que puede tener un punto con respecto a un subconjunto de un espacio métrico.

Definicién 23. Bola [3]. Sea (X,d) un espacio métrico, a € X yr € Ryg. Se define
la bola de centro a y radio r, denotada B%(a) 6 By(a;r), por Bi(a) := By(a;r) := {x €
X |d(z,a) <r}.

Definicién 24. Punto Adherente [3]. Sea (X,d) un espacio métrico, S C X y
x € X. Diremos que x es un punto de adherencia de S (o punto adherente a S) si
existe una sucesion (s,), en S tal que (s,), — .

Definicién 25. Adherencia de un Conjgunto [4]. El conjunto de todos los puntos
de adherencia de un conjunto S se llama la adherencia o clausura de S; se denota por

S 6 adh(S).

Ejemplo 2. [4]. Consideremos los siguientes subconjuntos de R, (3,4), {3} v {7}.
Luego, (3,4) U{5} U{7} = [3,4]u {3} U{7}.

Es importante mencionar también que la adherencia de un conjunto se puede ana-
lizar con el concepto de bola. Citemos el siguiente teorema:

Teorema 4. [4]. Sea (X,d) un espacio métrico, S C X y x € X. Entonces x € S
si y sélo si toda bola con centro en x intersecta a S. En simbolos: x € S < (¥Vr >

0)(Bfi(z) NS #0).

Demostracién. Por hipétesis, existe una sucesién (s,), en S tal que (s,), — =.
Sea r > 0. Dado que (s,), — x, existe N € N tal que n > N = d(s,,z) < r, ie,
n>N = s, € Biz). Luego, n > N = s, € B¥(z) N S. Finalmente. Sea 7, = + con
n € N. Luego, existe s, € B (x)N S, i.e., ($p), es una sucesion en Sy d(s,, z) < = — 0

cuando n — oo de modo que (s,), — x, por tanto z € S. [J

En [4] se tiene el siguiente resultado (para una prueba de este lema consultar la
referencia).

Lema 1. [4]. Sea (X, d) un espacio métrico. Para todo S C X se cumple S C S.
Otro concepto fundamental es el siguiente:

Definicién 26. Conjunto Cerrado [3]. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X.
Diremos que S es cerrado si S = S.
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Ejemplo 3. [4/. Dada una bola By(a;r) en un espacio métrico (X,d), se define la
bola cerrada By(a;r) por By(a;r) := {x € X | d(z,a) < r}. By(a;r) es en efecto un
conjunto cerrado, ya que si x es un punto adherente de Bg(a;r) entonces existe una
sucesion (a,), de puntos de Bg(a;r) tal que (a,), — x; probemos que x € Bg(a;r).
Supongamos que d(x,a) > r. Luego, para € = d(x,a) —r > 0, existe N € N tal que
n >N = d(z,a,) < . Por tanto N € N = d(z,a) < d(x,a,) + d(a,,a) < e+, de
donde ¢ < ¢, lo cual es un absurdo. De esta manera d(x,a) <1, luego v € By(a;r).

Enunciemos un teorema que garantiza que en un espacio métrico completo, los
subespacios que heredan la completez son exactamente los subespacios cerrados.

Teorema 5. [/]. Sea (X, d) un espacio métrico completo y S C X. S es cerrado si y
solo si S es completo.

Demostracién. Supongamos que (s,), es una sucesién de Cauchy en S. Debemos
probar que (s,), converge en S. Luego, (s,), converge en X ya que X es completo,
i.e., existe € X tal que (s,), — 2. Asf z € S = S (S es cerrado), de modo que
(5,)n converge en S. Para probar que S es cerrado, basta probar que S C S. Seaz € S.
Luego, existe una sucesion (s,), en S tal que (s,), — . Dado que (s,), es convergente,
se sigue que es de Cauchy, y como S es completo, entonces (s,), converge en S, i.e.,
existe s € S tal que (s,), — s. Se sigue por el teorema de unicidad del limite x = s, y
por tanto x € S. [J

Usando el concepto de bola definiremos la nociéon de conjunto abierto, el cual a su
vez proporciona formas alternativas de caracterizar conceptos ya definidos como el de
conjunto cerrado o como el de conjunto compacto.

Definicién 27. Conjunto Abierto [3]. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X.
Diremos que S es abierto si para todo elemento s € S existe una bola que contiene a
s y que estd contenida en S. En simbolos, S es abierto < (Vs € S)(3B : BBola)(s €
B C S). Si para el punto s existe una bola B tal que s € B C S, se dice que s es un
punto interior de S. El conjunto de todos los puntos interiores de S se llama el interior
de S y se denota como S°.

Definicién 28. Conjunto Acotado [3]. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X.
Diremos que S es acotado si existen a € X yr € Ry, tales que S C By(a;r).

En otras palabras, S es acotado si es posible encerrarlo dentro de alguna bola. Un
resultado de [4] que serd de utilidad es el siguiente (para una prueba de este lema
consultar la referencia).

Lema 2. [4]. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X. S estd contenido en una bola si
y solo si estd contenido en la union de un numero finito de bolas.

Definicién 29. [4]. Sea (X,d) un espacio métrico y F = {S;}icr una familia de sub-
conguntos de X . Diremos que F es un recubrimiento (o cubierta ) de X o que F recubre
a X si X C ;s Si; diremos que F es un recubrimiento abierto (o cubierta abierta )
de X, si es un recubrimiento de X y cada S; es un conjunto abierto.

13



Ahora, si {S;}ier es un recubrimiento (abierto) de X, entonces llamaremos subre-
cubrimiento (abierto) a cualquier subfamilia de {S;};c; que también recubra a X.

Es importante senalar que de la familia de los conjuntos cerrados en un espacio
métrico, son de principal interés aquellos que cumplen la propiedad de ser compactos,
propiedad que definiremos a continuacién.

Definicién 30. Compacto [5]. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X. Se dice que
S es un conjunto compacto si todo recubrimiento abierto de S contiene un subrecubri-
miento finito.

Otra manera para definir un conjunto compacto, es la siguiente:

Definicién 31. Compacto [5]. Sea (X, d) un espacio métrico y S C X. Diremos que
S es compacto, si toda sucesion en S admite una subsucesion convergente en S.

Ejemplo 4. [5]. George Cantor (1845-1918) fue un matemdtico alemdn de la Univer-
sidad de Halle, fue el fundador de lo que se conoce hoy en dia como teoria de conjuntos.
El conjunto de Cantor fue publicado en 1883, dicho conjunto juega un papel importante
en varias ramas de las matemdticas. Para la construccion de dicho conjunto, se procede
de la siguiente manera:

1 2

Sea Ey el intervalo [0,1]. Separemos el segmento (3,3) y sea Ey la union de los

intervalos [0, %], [%, 1]. Separemos los tercios centrales de estos intervalos, y sea Es la
unidn de los intervalos [0, 5], [3,3], [, 7], [3,1].

Continuando de este modo, obtenemos una sucesion de conjuntos compactos E,,
tales que
a) By D FEy D E3---
b) E, es la union de 2" intervalos, cada uno de longitud 3.

El conjunto P =, E,, recibe el nombre de conjunto de Cantor.
Definamos ahora lo que es un conjunto totalmente acotado.

Definicién 32. [}]. Sea (X,d) un espacio métrico y S C X. Diremos que S es total-
mente acotado si para todo € > 0, existe una e-red que recubre a S.

Entenderemos por una e-red un nimero finito de bolas de radio €. En [4] se tiene el
siguiente resultado (para una prueba de este teorema consultar la referencia).

Teorema 6. [4]. Sea (X,d) un espacio métrico completo y S C X. Entonces S es
compacto si y solo si S es cerrado y totalmente acotado.

Definicién 33. [12] . Sea (X, d) un espacio métrico y A C X, A es acotado y no vacio.
Se define el diametro de A por |Al:= sup{d(ai, as) | a1,as € A}.

Obsérvese que como A estd acotado y es no vacio, entonces el conjunto {d(ay,as) |
aj,as € A} es un conjunto de nimeros reales, no vacio y acotado superiormente, de
modo que la definicién anterior estda bien formulada.
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2.4. Funciones Continuas, Contractivas, y el Teore-
ma del Punto Fijo de Banach

Daremos a continuacién una de las definiciones més importantes de la matematica,
que es de utilidad no sélo en la geometria fractal, sino en muchas otras areas.

Definicién 34. [4]. Sean (X,d) y (Y,e) espacios métricos, f : (X,d) — (Y,e) con
a,v € X. Diremos que f es continua en a, si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
d(z,a) < ¢ implica e(f(x), f(a)) < €. Diremos que f es continua en X (o simplemente
continua) si f es continua en a para todo a € X .

Si f no es continua en a, se dice que es discontinua en a. Sin embargo, la continuidad
se puede caracterizar en términos de bolas y conjuntos abiertos.

Teorema 7. [5]. Una funcion f de un espacio métrico (X,d) en un espacio métrico
(Y,e) es continua en (X,d) siy solo si f~1(V) es abierto en (X,d) para todo conjunto
abierto V- en (Y, e).

Demostracién. Supongamos que f es continua en X y que V' es un conjunto abierto
en Y. Debemos probar que todo punto de f~*(V') es un punto interior de f~!(V'). Para
ello, sea p € X. Supongamos que f(p) € V. Como V es abierto, existe un € > 0, tal que
y e Vsie(f(p),y) <e,ycomo f es continua en p, existe § > 0, tal que e(f(z), f(p)) < e
sid(z,p) < 6. Asipues, z € f~1(V) en cuanto d(z, p) < §. Reciprocamente, supongamos
que f~1(V) es abierto en X para todo conjunto abierto V en Y. Sean pe€ X, e >0y
V el conjunto de todo y € Y tal que e(y, f(p)) < &. V serd abierto; por lo que f~(V)
es abierto, y, por tanto, existe un 6 > 0, tal que z € f~(V) en cuanto d(p,x) < §. Pero
siz € f7H(V), se sigue que f(z) € V, de modo que e(f(x), f(p)) <e. O

Teorema 8. [5]. Supongamos que f es una funcion continua de un espacio métrico
compacto (X, d) en un espacio métrico (Y, e). Entonces f(X) es compacto.

Demostracién. Sea V,, un recubrimiento abierto de f(X). Como f es continua, por
el teorema 7, todos los conjuntos f~1(V,) son abiertos. Dado que X es compacto, existe
un nimero finito de indices, o, .. ., a, tales que X C (i, f1(V4,). Como f(f~1(E)) =
E, para todo E C Y, se sigue que, X C i, [ (V4,) = f(X) CUL, Va,. O

Teorema 9. [5]. Sea (X,d) un espacio métrico; entonces la union finita de conjuntos
compactos es un conjunto compacto.

Demostracién. Sean Aj, Ay, ..., A,, n conjuntos compactos en (X, d). Suponga-
mos que A = J!_; 4;. Sea R un recubrimiento abierto de A. Debemos probar que de
R, se puede extraer un subrecubrimiento abierto finito S de A. Dado que R un recubri-
miento abierto de A, y para cada i, 1 <i <n, A; C A, también R es un recubrimiento
abierto de A;. Ademas, dado que A; es compacto, se puede extraer de R un subrecu-
brimiento abierto finito S; para A;. Luego, S = |J_, S; es un subrecubrimiento abierto
finito de R para A. [J
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Es claro que la continuidad de una funcién depende no sélo de la forma como
esta definida la funcion, sino también de las métricas, tanto en el dominio como en el
codominio de la funciéon. Ademas, la continuidad de una funcién definida entre espacios
métricos también se puede analizar en términos de convergencia de sucesiones.

Teorema 10. [//. Sea [ : (X,d) — (Y,e). f es continua en a si y sdlo si (x,), — a
implica (f(x,))n — f(a), para cada sucesion (x,), en X ya € X.

Demostracién. Supongamos que f es continua en a y (z,), — a. Debemos pro-
bar que (f(z,))n — f(a). Sea ¢ > 0. De la continuidad de f en a, existe § > 0
tal que d(x,,a) < 6 = e(f(xn), f(a)) < e. Dado que (x,), — a, para § > 0 existe
N € N tal que n > N = d(z,,a) < 6, lo cual implica a su vez que e(f(z,), f(a)) <
e. Luego, (f(zn))n — f(a). Reciprocamente, sea ¢ > 0. Supongamos que no exis-
te 0 > 0 tal que f(By(a;0)) € B.(f(a);e). Luego, para cada n € N se tiene que
f(Ba(a; £)) € Be(f(a);e), de modo que para cada n € N existe x,, € By(a; 1) tal que
f(zn) ¢ Be(f(a);e), ie., d(zy;a) < % = e(f(zn), f(a)) > e. Asi, (z,), — a pero
(f(@n))n # f(a). O

Para efectos de construir conjuntos fractales sera de gran importancia la siguiente
definicién:

Definicién 35. Contraccion de Banach [6]. Sea (X, d) un espacio métrico completo
y f:(X,d) = (X,d). Diremos que f es una contraccion de Banach si eziste r € R,
0 <r <1 tal que para cualesquiera x,y € X se tiene d(f(z), f(y)) < rd(z,y). En tal
caso la constante r se llama factor de contraccion de f.

Ejemplo 5. [4]. Toda funcion constante definida en un espacio métrico es una con-
traccion. Sea (X, d) un espacio métrico con xg € X, donde g es fijo y sea f: (X,d) —
(X,d). Definamos f(x) = x¢ para todo x € X. Sea y € X. Luego, d(f(x), f(y)) =
d(xg,xg) = 0 < rd(z,y) para todo 0 < r < 1.

Teorema 11. [}]. Toda contracciéon es continua.

Demostracién. Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que f : (X, d) — (X, d)
es una funciéon contractiva, a € X, y € > 0. Debemos encontrar algin § > 0 tal que
para x € X, d(z,a) < § = d(f(z), f(a)) < €. Dado que f es una funcién contractiva,
existe r € R tal que 0 < r < 1 para el cual d(f(z), f(y)) < rd(x,y). Sir =0, se tendria
que d(f(x), f(y)) = 0 para z,y € X. Luego, f(z) = f(y) para z,y € X, i.e., f es una
funcién constante, y por tanto continua. Sea r > 0. Supongamos que § = £. Luego,
d(z,a) <= =°=d(f(x), f(a) <rd(z,a) <rxt=c [

Definicién 36. [9/. Sea f : X — X. Un punto o € X se llama punto fijo de [ si
satisface f(xg) = xo.

Definicién 37. [11]. Sean X un conjunto no vacio,n € Ny f : X — X una funcion. Se
define el iterado n-ésimo f° de f mediante f° = idx donde idx es la funcion identidad

en X y ftY = f(f°") (la composicion). De manera andloga, se define la n-ésima
iteracion de orden fraccionario f°x de f como fO%(fO%(- > foi(x) ) = f(x).

n VvVeces
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En 1922, el matematico polaco Banach, probd un teorema que aseguraba las condi-
ciones apropiadas para la existencia y unicidad del punto fijo, su resultado fué llamado
el Teorema del Punto fijo o Principio de Contracciéon de Banach. Se trata ademas, de
un resultado muy 1til en muchas areas de las matemaéticas, el cual, va a garantizar
la existencia y unicidad de cada conjunto fractal por medio de un sistema iterado de
funciones.

Teorema 12. El Teorema del Punto Fijo de Banach [6]. Sea (X, d) un espacio
métrico completo y f : (X,d) — (X,d) una contraccion. Entonces f tiene un tinico
punto fijo, es decir, existe un unico p € X tal que f(p) = p. Ademds, para cualquier
r € X se tiene lim,,_,o, f7"(x) = p.

Para conocer un poco méas acerca del teorema del punto fijo de Banach y los dife-
rentes tipos de funciones contractivas se sugiere consultar [6].
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CAPITULO 3

Introduccion a la Teoria de
Fractales

En 1890, Peano construy6 una curva continua que pasa por todos los puntos del
cuadrado unitario [0,1]?. Era el primer ejemplo de una curva que llena un espacio.
Anos méas tarde Hilbert ide6 una curva con idéntica propiedad pero de mas sencilla
elaboracion. Otro ejemplo es el del matematico Helge Von Koch en 1904, cuya cons-
truccién consiste en tomar un segmento y dividirlo en tres partes iguales, suplantando
la parte central por los dos segmentos que junto a dicha parte formarian un triangulo
equilatero. El proceso se repite infinitas veces con los cuatro segmentos resultantes.

A finales del siglo pasado, el matematico Charles Hermite tildaba de plaga lamenta-
ble, la fascinacion que otros matematicos sentian por determinadas curvas que desafia-
ban los cimientos de la geometria de la época. Muchos como él consideraban como
patoldgicas aquel tipo de curvas, desentendiéndose de sus insdlitas propiedades. Uno de
aquellos denominados monstruos geométricos era el conjunto de Cantor.

Las ideas de Poincaré fueron extendidas mas tarde fundamentalmente por dos ma-
teméaticos también franceses, Gaston Julia y Pierre Fatou, hacia 1918. Se trabajé mucho
en este campo durante varios anos, pero el estudio qued6 congelado en los anos 20. El
estudio fue renovado a partir de 1974 por el Dr. Mandelbrot de la Universidad de Yale,
quien es considerado el padre de la geometria fractal. Esta rama de la matematica se en-
marca en las areas del analisis matemaético, la geometria, la topologia y las mateméticas
aplicadas. En honor a él, uno de los conjuntos que el investigé lleva su nombre. Otros
matematicos, como Douady, Hubbard y Sullivan trabajaron también en esta area ex-
plorando mas las matematicas que sus aplicaciones. Desde la década del 70, este campo
ha estado en la vanguardia de los matematicos contemporaneos.
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3.1. Medida de Hausdorff, Dimensién de Hausdorfi-
Besicovitch, y Dimension Topolégica

De la amplia variedad de definiciones acerca de la dimension fractal en uso, la defini-
ciéon de Hausdorff-Besicovitch, basada en una construccién de Carathéodory, es la mas
antigua, y probablemente la mas importante. La dimension de Hausdorff-Besicovitch
tiene la ventaja de estar definida para cualquier conjunto, y es matematicamente con-
veniente, ya que se basa en las medidas, que son relativamente faciles de manipular.
Una desventaja importante es que en muchos casos es dificil de calcular o estimar por
métodos computacionales. Sin embargo, para la comprensién de las matematicas de
los fractales, la familiaridad con la medida de Hausdorff y la dimensién de Hausdorft-
Besicovitch es esencial. La idea de definir medidas usando cubiertas de conjuntos fué
introducida por Carathéodory (1914). Hausdorff (1919) usé este método para definir
las medidas que ahora llevan su nombre.

Comencemos con un espacio métrico (X,d) y F' C X, consideremos ademds un
nuimero real positivo s como el candidato para la dimensién de F', la medida externa
s-dimensional de Hausdorff de F, es la medida externa definida a partir del Méto-
do II (para un estudio més detallado de esto, se sugiere revisar [12]) por la funcién
conjunto c(A) = (JA|)*. La restriccién a los conjuntos medibles es llamada la medida
s-dimensional de Hausdorff-Besicovitch. Recordemos que el Método I (para un estu-
dio més detallado de estos métodos, se sugiere revisar [12]) da una construccién mas
explicita: Sea 0 > 0 (presumiblemente muy pequeno) y {A;} una d-cubierta de F, i.e.,
F C Y, A; con 0 <|A;|< 6, para cada A; se define

H3(F) = fnf{Z|Ai|S} (3.1)

De este modo nos fijamos en todas las cubiertas de F' por conjuntos de diametro en
la mayor parte J, y tratamos de minimizar la suma de las potencias de los i-ésimos
didmetros. Como § decrece, la clase de cubiertas permisibles de F' en (3.1) es reducida.
Por lo tanto, el infimo de #Hj(F') aumenta, y asi se acerca a un limite cuando 6 — 0.

Comencemos con la siguiente definicion:
Definicién 38. Medida de Hausdorff [10]. Llamamos a
H(F) = lim H(F) (3.2)
la medida de Hausdorff s-dimensional de F.
Este limite existe para cualquier subconjunto F' de R™, aunque el valor limite puede

ser (usualmente es) 0 o oo.

Algunos resultados interesantes acerca de la medida de Hausdorff son los siguientes:

Proposicién 1. [10]. Si F CR" y A > 0 entonces H*(AF) = N*H*(F'). Donde A\F =

{\z: z € F}, i.e., el conjunto F varia por un factor \.
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Demostracién. Sea {U;} una d-cubierta de F. Dado que A > 0, se sigue que {\U; }
es una Ad-cubierta de F. Luego, para A > 1, se sigue que H3;(AF) < > |AU;|°=
NS U< N HE(F), ya que esto se cumple para cualquier d-cubierta {U;} de F,
haciendo § — 0, se sigue que H*(AF) < A*H*(F). Por otro lado, para 0 < A < 1, se
sigue que H‘;*&(% * AF) <35« Uil*= (5)° Ui *< (5)*H35(AF), haciendo 6 — 0, se
sigue que H*(F) < 5H(AF). O

Proposicién 2. [10]. Sean F CR" y f : F — R™ un mapeo tal que

[f(z) = f(y)I< clz =yl (3-3)

con x,y € F para constantes ¢ > 0 y a > 0, entonces para cada s > 0 se tiene

WA (f(F)) < ciH (F).

Demostracién. Sea {U;} una d-cubierta de F. Sea ¢ = ¢d®. Luego, {f(FNU;)}
es una e-cubierta de f(F), i.e., |f(F NU)|< c|Uy]®. Por lo tanto >_.|f(F NU;)|a<
ca LU, se sigue que Hea (f(F)) < caHi(F). Haciendo § — 0y ¢ — 0, se tiene
Ha(f(F)) < caM(F). O

Retomando (3.1), para cualquier conjunto dado F'y 0 < § < 1, Hi(F) es no cre-
ciente con s, asi por (3.2), H*(F') es también no creciente. De hecho, algo més fuerte
es cierto: si t > sy {U;} es una d-cubierta de F, tenemos Y .|U;['< 6" )" |U;|®, asi
considerando el infimo H(F) < 6" 5H3(F). Por otro lado, haciendo § — 0 vemos que
si H¥(F) < oo entonces HY(F) = 0 para t > s.

El valor critico anterior es llamado la dimensién de Hausdorff-Besicovitch de F, y
la denotaremos como dimgp(F).
De lo anterior, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 39. Dimension de Hausdorff-Besicovitch [10]. Sea FF C R™. Se define
la dimension de Hausdorff-Besicovitch de F como dimyp(F) := inf{s: H*(F) =0} =
sup{s: H*(F) = oo}.

Proposicién 3. [10]. Sean F CR" y f : F' — R™ un mapeo tal que | f(x)— f(y)|< c|lz—
y|* con x,y € F para constantes ¢ >0 y o > 0, entonces dimpp(f(F)) < édimHBF.

Demostracion. Supongamos que s € Ryg v s > dimggF. Por la proposicién 2,

Ha (f(F)) < caH3(F) =0, ie., dimyp(f(F)) < 2 para todo s > dimypF. U

Cabe senalar, que otras definiciones acerca de dimensién son de uso generalizado,
es importante ademéas mencionar que no todas las definiciones de dimensién son de
aplicacion general, sélo algunas describen clases particulares de conjuntos.

Proporcionemos los siguientes conceptos basicos.

Definicién 40. Topologia [15] . Sea X un conjunto. Una Topologia Tx sobre X es
un subconjunto de P(X) tal que:
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0eTx yXeTx.
2) La union arbitraria de elementos de Tx es un elemento de Tx.
3) VU,V eTx)(UNV e Tx).

A los elementos de Tx se les llama abiertos.

Definicién 41. Espacio Topolégico [15]. Un espacio topoldgico es un par (X, Tx),
donde X es un conjunto y Tx es una topologia sobre X .

Usualmente escribiremos por simplicidad X es un espacio topologico, cuando no
haya confusiéon de que Ty es una topologia sobre X.

Definicién 42. [7]. Sea X un espacio topoldgico y x € X. Decimos que N es una
vecindad de x si existe G € Tx tal que v € G C N. Decimos que x es un punto interior
de N si N es una vecindad de x.

Asi, U C X es abierto si y sélo si U es una vecindad de x para todo x € U; si esto
es verdadero, existe para cada x € U un conjunto abierto G, con x € G, C U, también

U = U,ey G es abierto.

Definicién 43. [7]. Sea X wun espacio topoldgico. Un subconjunto F de X se llama
cerrado si su complemento FC = X\F es abierto.

Definicién 44. [3]. Sean X un espacio topoldgico, y K C X. Se dice que K es compacto
st para toda cubierta abierta de K se puede extraer una subcubierta abierta finita.

Un concepto de los méas importantes en topologia es el siguiente:

Definicién 45. Homeomorfismo [3]. Dados X y Y espacios topoldgicos, se dice que
f: X — Y es un homeomorfismo si y sdlo si f es biyectiva y bicontinua (i.e., f € C°
y f71 € C%. En tal caso, si Af : X = Y, X y Y se dicen ser homeomorfos, y se
denota X =Y.

Definicién 46. Autosimilitud [25]. Un conjunto autosimilar T' es un conjunto com-
pacto no vacio en un espacio métrico completo X con T = J | fi(T), donde fi,..., fm
son funciones contractivas en X .

Definicién 47. [15]. Un refinamiento de una cubierta E es otra cubierta E', tal que
cada V C E' estd contenido en algin U C E.

Definicién 48. Dimensién Topologica [15]. Un espacio topolégico X tiene dimen-
sion topologica d, si cada cubierta E tiene un refinamiento E', para la cual, cada punto
x € X estd contenido en a lo mds d + 1 subconjuntos de E'. Ademds, d es el entero
mds pequeno con esta propiedad.

Dado un conjunto A, denotaremos su dimensién topoldgica por dimy(A).
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3.2. Topologia Cociente

Presentemos los conceptos basicos siguientes.

Definicién 49. [7]. Sean X y Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y una funcion so-
breyectiva. La funcion f se dice que es una funcion cociente siempre que un subconjunto
U deY es abierto en'Y siy sélo si f~1(U) es abierto en X. En simbolos:

f: X — Yes una funcién cociente & (YU CY)U € Ty & f~YU) € Tx)(Im(f) =Y)

Esta condicion es mas fuerte que la de continuidad, algunos la llaman continuidad
fuerte. Una condicién equivalente es requerir que un subconjunto A de Y sea cerrado
en'Y siy sélosi f7}(A) es cerrado en X.

Dos clases especiales de funciones cociente son las funciones abiertas y las funciones
cerradas.

Definicién 50. [3]. Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y. Se dice que f es
una funcion abierta si para cada conjunto abierto U de X, el conjunto f(U) es abierto
enY.

Definicién 51. [3]. Sean X e Y espacios topoldgicos y f : X — Y. Se dice que f es

una funcion cerrada si para cada conjunto cerrado A de X, el conjunto f(A) es cerrado
enY.

Se sigue inmediatamente de la definiciéon que si f : X — Y es una funciéon continua
sobreyectiva que es abierta o cerrada, entonces f es una funcién cociente.

Mostremos como la nociéon de funcién cociente se puede usar para construir una
topologia sobre un conjunto.

Definicién 52. Topologia Cociente [7]. Si X es un espacio topolégico, A un conjunto
no vacio y f : X — A es una funcion sobreyectiva, entonces existe eractamente una
topologia T4 sobre A relativa a la cual f es una funcion cociente; se denomina topologia
cociente inducida por f.

La topologia 74 esta definida, por supuesto, reuniendo aquellos U C A tales que

fHU) € Tx.

Definicién 53. Espacio Cociente [7]. Sea X un espacio topoldgico y X* una par-
ticion de X. Sea f : X — X* la funcion sobreyectiva que lleva cada punto de X al
elemento de X* que lo contiene. En la topologia cociente inducida por f, el espacio X*
se denomina espacio cociente de X .

Dado X*, hay una relaciéon de equivalencia sobre X en la que los elementos de X*
son clases de equivalencia. Podemos pensar en X* como obtenido al identificar cada par
de puntos equivalentes. Por este motivo, el espacio cociente X* es llamado a menudo
espacio de identificacién, o espacio de descomposicién del espacio X.
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Podemos describir la topologia de X* de otra manera. Un subconjunto U de X* es
una coleccién de clases de equivalencia, y el conjunto f~(U) es la unién de las clases
de equivalencia que pertenecen a U. Asi, el conjunto abierto caracteristico de X* es una
coleccion de clases de equivalencia cuya union es un conjunto abierto de X.

Examinemos los conceptos previos mediante el siguiente teorema, el cual nos sera
de utilidad cuando hablemos de la autosemejanza topoldgica.

Teorema 13. [7]. Sean X,Y y Z espacios topolégicos. Sea p : X — Y wuna funcidn
cociente y g : X — Z una funcidn que es constante sobre cada conjunto p~*({y}) con
y € Y. Entonces g induce una funcion f : Y — Z tal que fop = g. La funcion inducida
f es continua si y solo si g es continua; f es una funcion cociente si y solo si g es una
funcion cociente.

X
g

p
f

Y Z

Demostracién. Sea y € Y. Por hipétesis g es constante sobre p~!({y}). Luego,
g(p~'({y})) es un conjunto unipuntual en Z. Sea f(y) = g(p~'({y})). Sea f: Y — Z.
Supongamos que para cada x € X, f(p(z))) = g(z). Si f es continua, entonces g = fop
es continua. Reciprocamente, supongamos que g es continua. Sea V € 7. Luego,
g (V) € Tx. Pero g7 (V) = p~!(f~1(V)); dado que p es una funcién cociente, se
sigue que f~1(V) € Ty. De aqui, f es continua. Si f es una funcién cociente, entonces g
es la composicion de dos funciones cociente y es asi una funcion cociente. Reciprocamen-
te, supongamos que g es una funciéon cociente. Puesto que g es sobreyectiva, también
lo es f. Sea V C Z. Probemos que V € Tz si f~}(V) € Ty. De la continuidad de p,
p 1 (f~HV)) € Tx. Dado que p~(f~1(V)) = g7 *(V), g7*(V) € Tx. Finalmente, como

g es una funcién cociente, V € T5. [.

A manera de proposicion presentamos las curvas de Peano.

Proposiciéon 4. [7]. Eziste una funcion continua y sobreyectiva f : ([0,1],7us) —
([0,1]%, 7us)- (topologia usual)
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3.3. El Espacio (H(X),h) donde viven los Fractales

Pasemos ahora al espacio métrico (H(X), h), llamado por M.F. Barnsley (ver [9])
uno de los pioneros en el estudio de la geometria fractal, como el espacio donde viven
los fractales.

Ahora presentamos la definicion dada por B. Mandelbrot.

Definicién 54. Conjunto Fractal [1]. Sea A un conjunto no vacio. Se dice que A
es un conjunto fractal, si es autosemejante (autosimilar) y si su dimension Hausdor(f-
Besicovitch excede a su dimension Topoldgica.

Definicién 55. Espacio de Hausdorff [17]. Sea (X,d) un espacio métrico completo.
Denotemos por H(X) la familia de todos los subconjuntos compactos no vacios de X,
i.e., H(X) :={K C X | Kes compacto, K # (}.

Es importante senalar que en geometria fractal, el uso del término espacio de Haus-
dorff es para hacer referencia a la familia H(X). Es un concepto muy distinto al que
estamos familiarizados con el espacio topoldgico de Hausdorff en topologia.

Una caracteristica importante en H(X) es que la continuidad preserva la compaci-
dad, es decir:

Teorema 14. [9]. Sean (X,d) y (Y, m) espacios métricos y f : (X,d) — (Y,m) conti-
nua. Si K € H(X) entonces f(K) € H(Y).

Demostracién. Supongamos que K € H(X) y (yn)n es una sucesién en f(K).
Debemos probar que (y,), admite una subsucesién convergente en f(K). Sea f(K) =
{yeY |y= f(k),k € K}. Supongamos que y,, = f(k,) para cada n € N y para algin
k., € K. Sea (ky), una sucesiéon en K. De la compacidad de K, existe una subsucesién
(kn,): de (ky)n tal que (k,,); — k para un k € K. Luego, (f(ky,,)): es una subsucesién
de (yn)n, y por la continuidad de f, se sigue que (f(ky,)): — f(k) € f(K). O

Observemos que los elementos de H(X) no son sencillos o elementales, dado que
cada elemento es a su vez un conjunto. Analicemos esto por etapas, para poder definir
una métrica en el conjunto H(X).

Definicién 56. Distancia de un Punto a un Conjunto Compacto [9]. Sea
(X,d) un espacio métrico, a € X y K € H(X). Se define la distancia del punto a al
conjunto K, denotada como d(a, K), por d(a, K) := min{d(a,z)|x € K}.

Proposicién 5. [9]. El minimo de la definicion anterior siempre existe.

Demostracién. Sea f : K — Rsy. Supongamos que f(z) = d(a,x), a € X'y
x € K. Veamos que f es continua. Sea € > 0. Por definicién de f, —d(z,y) < d(z,a) —
d(y,a) < d(z,y). Luego, |f(z) — f(y)|= |d(x,a) — d(y,a)|< d(x,y), y basta entonces
tomar 0 < 0 < e para obtener la continuidad de f.
Sea S = {d(a,z)|x € K} = {f(z)|]z € K}. Dado que K # ), S # (). Por definicién de f,
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S C Ry S es acotado inferiormente. Luego, existe P € R, tal que P = inf .S. Como P
es la maxima cota inferior de S, para cada n € N existe y, € K tal que f(y,) < P+ %,
y se tiene que —= < 0 < f(yn) — P < 2, ie, [f(yn) — P|< 2, de lo cual se deduce
que lim,, o0 f(yn) = P (3.4). De la compacidad de K, existe una subsucesién (yg, )n de
(Yn)n, tal que lim,,_, yx, = ¥ para algin y € K. Luego, f(lim, . yx,) = f(9) y por el
teorema 10, f es continua. Pero (f(y,)). es una subsucesién de (f(y,))n, se sigue por
el teorema 2 y por (3.4) que P = f(y), i.e., P es el minimo de S. [

Definicién 57. Distancia de Compacto a Compacto [9]. Sea (X,d) un espacio
métrico y A, B € H(X). Se define la distancia del conjunto A al conjunto B, denotada
como d(A,B), por d(A, B) := max{d(a, B)la € A}. En otras palabras, d(A,B) =
max{min{d(a,b)|b € B}|a € A}.

Aclaremos que d no es métrica, ya que en general no se cumple cZ(A, B) = d~(B JA).

Ejemplo 6. [§]. Sea el espacio métrico (R,d,) (la métrica euclidiana), A = [0,1] y
B =[0.2]. Luego, d([0,1],[0,2)) = 0 # 1 = d([0, 2], 0.1]).

Para que la definiciéon anterior quede bien establecida, tenemos que demostrar la
siguiente proposicion:

Proposicién 6. [9]. El mazimo de la definicion anterior siempre existe.

Demostracién. Sea f : A — Rsg. Supongamos que f(z) = d(z,B), z € Ay
A, B € H(X). Por la proposicién 5, f(x) siempre existe. Veamos que f es continua. Sea
e > 0. Tenemos |f(x) — f(y)|= |d(z, B) — d(y, B)| = |d(z,b1) — d(y, b2)| para algunos
bi,by € B, ie., d(z, B) = d(z,b) vy d(y, B) = d(y,bs). Por lo tanto, d(x, by) < d(z,by) <
d(z,y)+d(y,ba) y d(y, ba) < d(y,by) < d(y,z)+d(z,by). De las desigualdades anteriores
—d(z,y) < d(z,b1)—d(y,by) < d(x,y),ie., |d(x,b)—d(y,bs)|< d(z,y), y basta entonces
tomar 0 < & < € para obtener la continuidad de f.
Sea S = {d(z,B)|z € A}. Dado que A # 0y B # 0, S # 0. Por definicién de f,
S C R. Ademsds, como f: A — Rs( es continua y A es compacto, f(A) es compacto.
Pero f(A) =S, luego S es compacto y por lo tanto acotado. Luego, por el axioma del
supremo, existe P € R tal que P = sup S. Queremos probar que P es el maximo de S.
Asi, para cada n € N existe y, € A tal que P— < < f(y,), luego —+ <0< P— f(y,) <
L ie, |P— f(ya)|< %,y por tanto lim, o f(yn) = P (3.5). Supongamos que (y,), es
una sucesioén en A. De la compacidad de A, existe una subsucesion (yx, )n de (yn)n tal
que lim,,_,o yn = a para algun a € A. Luego, f(lim, - y,) = f(a), y de la continuidad
de f, lim, o f(yx,) = f(a). Por (3.5) y el teorema 2, se sigue que P = f(a), i.e., P es
el maximo de S. [J

Lema 3. [8]. Si A,B € H(X) y A C B, entonces d(A, B) = 0.

Demostracién. Supongamos que A, B € H(X) y A C B. Luego, d(A,B) =
méx{d(a, B)|la € A} = d(ap, B) para algin ayp € A C B, i.e.,d(A, B) = min{d(ao, b)|b €
B}. Dado que ag € B, se sigue que min{d(ag,b)|b € B} =0. O

Un concepto importante en la teoria de fractales es el siguiente:
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Definicién 58. [8/,/9]. Supongamos que A, B € H(X). Se define h(A, B) como h(A, B) :=
max{d(A, B),d(B, A)}.

El objetivo ahora es probar que h define una métrica en H (X ), para esto necesitamos
algunos resultados previos.

Lema 4. [9]. Sean S C R y k € R, k constante, entonces min{k+s|s € S} = k+minS.

Demostracién. Supongamos que k € R, S C Ry H = {k + s|s € S}. Luego,
k4+minS € H. Sea k+ s € H. Como s € S se tiene que min S < s, por lo tanto
k+minS <k+s,ie, k+minS =minH. [

Lema 5. [9]. Sean a,b,c,d,e, f € R, tales que cumplen las desigualdades a < b+ ¢ y
d < e+ f, entonces max{a,d} < max{b, e} + max{c, f}.

Demostracién. Supongamos que a, b, ¢,d, e, f € Ry max{a,d} = a. Luego, méx{a,d} =
a < b+c < méx{b, e}+max{c, f}. De forma andloga, supongamos ahora que méx{a, d} =
d. Luego, méx{a,d} =d < e+ f < max{b,e} + max{c, f}. O

Lema 6. [9]. Sean A, B,C € H(X),a € Ayc € C (ayc fijos). Entonces min{d(a,)|b €
B} < min{d(a,c)+ d(c,b)|b € B}.

Demostracién. Sean by, b, € B. Supongamos que d(a, ¢) + d(c, by
d(c,b)|b € B} y d(a,by) = min{d(a,b)|b € B}. Luego, d(a,b;) < d(
d(c, by). O

) = min{d(a, c) +
a,by) < d(a,c) +

Lema 7. [9]. Si A, B,C € H(X) entonces d(A, B) < d(A,C) +d(C, B).

Demostracién. Sean a € A y ¢ € C. Luego, d(a, B) = min{d(a,b)|b € B} <
min{d(a, c) + d(c,b)|b € B} < d(a,c) + min{d(c, b)|b € B}. Por otro lado, supongamos
ahora que ¢ € C'y d(a,C) = d(a,c). Luego, d(a, B) < d(a,c) + min{d(co,b)|b €
B} < d(a,C) 4+ méx{min{d(c,b)|b € B}c € C} = d(a,C) + d(C, B). Finalmente,
supongamos que a = ag y af(ao,Bz = d(A, B). Luego, d(A, B) < d(ay,C) +d(C,B) <
méx{d(a,C)|a € A} +d(C,B) = d(A,C) +d(C, B). O

Lema 8. [8]. h es una métrica sobre H(X).

Demostracién. Probemos la propiedad (1 ) de la definiciéon 15. Supongamos que
A, B € H(X), ag € Ay h(A, B) = 0. Luego, d(A,B) = d(B A) = 0. Lo cual implica
que existe a; € A tal que d(ay, B) = 0. Por otra parte, d(ag, B) < d(a;, B) = 0; en
consecuencia, ci(ao,B) = 0, luego, existe by € B tal que cf(ao, B) = d(ap,by) = 0, i.e.,
ag = by. Se sigue que a¢ € B.

Supongamos ahora que by € By h(A, B) = 0. Luego, d(A,B) = d(B, A) = 0. Lo cual
implica que existe b; € B tal que d(bl, A) = 0. Por otra parte, d(bo, A) < d(bl, A)=0;
en consecuencia, d(bo, A) = 0, luego, existe ag € A tal que aAl(bo, A) =d(by,ag) =0, i.e.,
by = ag. Se sigue que by € A.

Supongamos que a € A y h(A,B) = d(A, , B). Luego, para cada a € A, d(a,B) =
min{d(a,b)|b € B} =0, pues A C B, i.. d(A B) = max{0} = 0. Por otro lado, sea
b € B. Supongamos ahora que h(A, B) = d(B A). Luego, para cada b € B, d(b, A)
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min{d(b,a)la € A} =0, pues B C A, i.e., d(B, A) = max{0} = 0.

Probemos la propiedad (2) de la definicién 15. Supongamos que A, B,C' € H(X). Por
el lema 7, d(A, B) < d(A, ) +d(C,B)y d(B A) < d(B C) +d(C, A) Finalmente, por
el lema 5, méx{d(A, B),d(B,A)} < méx{d(4,(C),d(C,A)} + max{d(C, B),d(B,C)}.
U

Definicién 59. Métrica de Hausdorff [9]. Llamaremos al espacio métrico (H(X), h)
el espacio donde viven los fractales. La métrica h se llama métrica de Hausdorff.

Probemos algunos de los resultados mds interesantes de (H(X), h).

3.4. La Completez del Espacio (H(X),h)

En esta seccién probaremos que la completez de (X, d) implica la completez de
(H(X), h). Para lo cual se deben establecer algunos conceptos y resultados previos.

Definicién 60. Nube [8]. Sean (X,d) un espacio métrico, A € H(X), ye > 0. Se
define la nube de centro en A y radio €, denotada N(A,€), como N(A,e) == {z €
X|d(xz,A) < €}.

Un resultado inmediato referente a nubes es el siguiente:

Lema9. [8]. Sean A, B € H(X) ye > 0. Entonces h(A, B) < € siy sdlo si A C N(B,¢)
y BC N(Ae).

Demostracién. Debemos probar d(A, B) < ¢ <= A C N(B,e) yd(B, A) < ¢ <
B C N(A,¢). Supongamos que d(A, B) < e. Luego, méax{d(a, B)|la € A} < ¢, ie.,
d(a B) < e paratodoa € Ay AC N(B,¢). Reciprocamente. Sea a € A. Supongamos
ahora que A C N(B,¢). Luego, d(a B) < e. Por otro lado, sea ag € A. Supongamos
que d(ag, B) = d(A, B). Luego, d(A, B) < e. Finalmente. Supongamos que d(B, A) < ¢.
Luego, max{d(b, A)|b € B} < ¢, i.e., d(b,A) < ¢ para todo b € By B C N(4,¢).
Reciprocamente. Sea b € B. Supongamos ahora que B C N(A,¢). Luego, d(b A) <e.
Sea by € B. Supongamos que d(by, A) = d(B, A). Luego, d(B, A) < e. O

Definicién 61. [§/. Sean (X, d) un espacio métrico, A € H(X), y € > 0. Se define
la nube cerrada de centro en A y radio €, denotada N(A,¢), como N(A,e) = {r €
X|d(x,A) < e}. En otras palabras N(A,e) :={z € X|(Ja € A)(d(a,x) <¢)}.

Un resultado inmediato para nubes cerradas es el siguiente:
Lema 10. [8]. Sean A € H(X) y e > 0. El conjunto N(A,¢e) es cerrado.

Demostracién. Probemos que (N(A,¢))¢ es abierto. Sea y € (N(A,¢)). Luego,
d(y,A) > . Sea ag € A. Supongamos que d(y, A) = d(y, ay). Veamos que B(y;8) C
(N(A,¢))¢, donde § = d(y,ag) —e > 0. Sea 2z € B(y; §). Debemos probar que d(z,a) >
para todo a € A. Sea a € A. Luego, d(y,ag) < d(y,a) < d(y,z)+d(z,a) < d+d(z,a) =
d(y,ap) —e +d(z,a). O

Un resultado para nubes cerradas andlogo al lema 9 es el siguiente:
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Lema 11. /8. Sean A,B € H(X) y e > 0. Entonces h(A, B) < ¢ si y sdlo si A C
N(B,e) y BC N(A,¢).

Una herramienta que nos sera de utilidad en la demostracion del teorema principal
de esta seccidn, es el siguiente lema:

Lema 12. Lema de Extension [9]. Sean (A,), una sucesion de Cauchy en (H(X),h)
Y (nj)j | una sucesion creciente de naturales. Suponga que {x,, € Ay, | j € N} es una
sucesion de Cauchy en (X, d). Entonces eziste una sucesion de Cauchy {xn € A,|ln € N}
tal que T, = x,, para todo j € N.

Demostracién. Se construye la sucesién (Z,), de la siguiente manera: Para cada
n e {1,2,...,n; — 1} escogemos Z, € A, tal que d(z,,, A,) = d(xn,,%,). Andloga-
mente, para cada j € {2,3,...} y cada n;,_1 < n < n; se escoge I, € A, tal que
d(xn;, An) = d(zn;,Tn) con T,, = x,, para todo j € N. Probemos que (,), asi
definida es la sucesién buscada. Asi, (¥,), es una extension de (z,,); v 7, € A,
para todo n € N. Probemos que (), es de Cauchy. Sea ¢ > 0. Como (xy,); es

de Cauchy, existe N1 € N tal que ng,n; > Ny = d(zn,,7n;) < 5. Ademés como
(An)n es de Cauchy, existe Ny € N tal que m,n; > Ny = h(A,, Ay, ) . La lti-
ma desigualdad significa, segin el lema 9 que A,, € N(4,,,5) v Ay, (Am, <)
Luego, para m,n; > Ny :> T, € N(An, 3), ie, cZ(xn, m) < §. Analogamente,

n,ng > Ny = d(z,,,T,) < Basta entonces tomar N = méx{Ny, No} y se tendrd,
n,m > N = d(Z,,,T,) < d(mm,xn]) + d(2n,, Tn,) + d(2p,, Tn) < stit+s=e 0O

El teorema principal de esta seccion es el siguiente:

Teorema 15. [9]. Sea (X,d) un espacio métrico. (H(X),h) es completo si y sélo si
(X,d) es completo. Ademds, si (Ay,)n es una sucesion de Cauchy en (H(X),h) y A =
lim,, oo Ay, entonces A se puede caracterizar asi A := {x € X| existe una sucesion
(n)n en X, tal que (), = x yx, € A,, n € N}

Demostracién. (=) Sea (A,), una sucesién de Cauchy en (H(X), h). Definamos
A := {x € X]|existe una sucesion (x,), en X, tal que (z,), > zy x, € A,, n € N}

a) Probemos que A # (). Para esto basta probar que existe una sucesién de Cauchy
(an)n en A con a, € A, para todon € N. De la completez de X, se sigue que (a,), — a
para algiun a € X, y por tanto a € A. Como (A,), es una sucesiéon de Cauchy, pode-
mos escoger una sucesion creciente de naturales Ny < Ny < ... < N, < ... tales que
h(An,, An) < %, para todo m,n > N;, i € N.

Sea TN, € ANl' Luego, h(ANl,AN2) < % = 141\[1 - N(ANW%) i.e. d( N2) < %,
lo que a su vez implica que existe xy, € Ay, tal que d(a:Nl,a:NQ) < % Dado que
h(An,, An,) < 2% = Ay, C N(AN3,2%), se sigue que cz(xNQ,AM) < 22, y a81 suce-

sivamente se tiene una sucesién (zy,); con xy, € Ay, tal que d(zy,, zn,,,) < Qi. Sea
Ny, < Ny Luego, d(zn,,, xn,) < d(zn,,, TN, ) +A(@N,, 1 TN e) +oFd(TN, ) 2N,) <
2%,1 + 2,,1% + .+ 2,%1 tiende a 0 cuando n,m tienden a oo.

De esta manera, (zy;); es una sucesién de Cauchy, y por el lema de extensién existe
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una sucesién de Cauchy (Z,), tal que &, € A, para todon € Ny &y, = xy, para todo
i € N. Como X es completo, existe x € X tal que (Z,), — = de modo que = € A, i.e.,

A 0.

b) Probaremos ahora que A es cerrado. Sea (a;); una sucesion de elementos de A
tal que (a;); — a. Probemos que a € A. Como cada a; € A, entonces para cada i existe
una sucesiéon (z), con x!, € A, para todony (z%), — a;. i.e.,

(x}), = (2l 2d, o 2k ) = o

(xi)n = (95%>$§a 71'7217 ) — Qg

(@) = (2, ah, .. 2k, ) = a
("E?]z\[k)n:(xf[]cvlé\[k> 7x7]—yk7 ) _)aNk

4

a

Dado que (a;); — a, podemos encontrar una sucesion creciente de naturales Ny < Ny <
- < Nj < --- tal que para cada k, d(an,,a) < % Dado que (z)*),, — ay,, para k existe
my tal que d(z}}t an,) < 1. Luego, d(a)*, a) < d(x)k, an,)+d(an,,a) < t+1 = % tien-
de a 0 cuando k tiende a co. Notemos que y,,, = x%’; Luego, para cada k, ¥, € Am,,
y ademas (Ym, )k — @, i-e., (Ym, )x €s de Cauchy. Nuevamente, por el lema de extensién
obtenemos una sucesion de Cauchy (9, )m tal que para todo m, ¥, € Ay, €ON Yy = Y -
Por la completez de X, (§:m)m debe ser convergente, y dado que su subsucesion (Ym, )k
converge a a, entonces (Ym)m — a.

c) Sea £ > 0. Probaremos que existe N € N tal que n > N = A C N(A,,¢). Dado
que (A,), es una sucesién de Cauchy, existe N € N tal que m,n > N = h(A,,, A,) < ¢,
i.e., An C N(A,,¢). Seaa € A. Luego, existe una sucesion (a;); tal que a; € A; y (a;); —
a. Supongamos que N es suficientemente grande para que m > N = d(a,,a) < €. Lue-
g0, a, € N(A,,¢), pues A,, C N(A,,¢). De esta manera (ay, ayi1,dny2,...) €S una
sucesién en N (A, ) que converge en a, i.e., a € N(A,, &) = N(A,,¢).

d) Probemos ahora que A es compacto. Supongamos que A no es totalmente acotado.
Entonces existe algtin € > 0 para el cual no existe una e-red que recubra a A. Sea x; € A.
Luego,

AL B(xy,e) = (xg € A)(d(x1,22) > €),
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A B(xy,e) U B(xg,e) = (Jzz € A)((d(z3,21) > €) A (d(x3,29) > €)),

Se construye de esta manera una sucesion (z;); de elementos de A tal que para todo
i # j, d(x;,x;) > €. Ahora bien, por (c) existe un n suficientemente grande tal que
A C N(An, g) Entonces para cada x;, existe y; € A, tal que d(x;,y;) < < Como
A,, es compacto, existe una subsucesion (y,,); de (y,), convergente en A,. Por tan-
to (yn;)s es de Cauchy, asi que es posible encontrar y,,, y,, tales que d(yn,,¥n;) < 5.
Luego, d(xnnxnj) < d(Tn;, Yn,) + d(ynmxnj) < d(Tn;, Yn;) + d(Yn,, ynj) + d(ynj7$nj) <
5+ 5+ 5 = ¢. Lo cual contradice la forma como fue construida (x,),. De esta manera
A es totalmente acotado, y puesto que en (b) se demostré que es cerrado, se concluye

que A es compacto.

e) Probaremos ahora que lim,,_,,, A,, = A. Sea ¢ > 0. Probaremos que existe N € N
tal que n > N = A, C N(A,¢). Esto serd suficiente teniendo en cuenta (c) y el
lema 11. Por (c) existe N € N tal que m,n > N = h(A,,A,) < 5. Entonces pa-
ra m,n > N = A, C N(A,,5). Probemos que n > N = A, C N(A,¢). Sea
y € A,. Luego, existe una sucesién creciente de naturales N < N; < Ny < -+ <
N, < --- tal que m,n > N; = A, C N(A,, 35). Entonces A, C N(Ay,,%).
Como y € A,, existe ry, € Ay, tal que d(y,zy,) < 5. Como zy, € Ay, exis-
te xy, € Ap, tal que d(zn,,7n,) < 55. De esta manera continuamos y se encuen-
tra una sucesién ry,,Tn,, TNy, ... tal que xy, € Ay, v d(on;,2n,,,) < 5. Luego,
d(y,zn;) < d(y,zn,)+d(zN,, 2n,)+ - Fd(zn,_, 2n,) < S+5+ - +5 < &, paratodo j.
Ademas, (xy;); es una sucesién de Cauchy, luego, (zx,); — = para algin x. Esto implica
que z € A. Veamos que d(y, z) < €. Supongamos que d(y,x) > . Luego, d(y,z) —e > 0
y dado que (zy;); — x, existe M > 0 tal que N; > M implica d(zn;,r) < d(y,r) — &,
de donde € < d(y,r) —d(zy,,r) < d(y,zn;) +d(zn,, ) —d(zN,,2) = d(y,vN;) < €. ASi,
e < &, lo cual es un absurdo. Por lo tanto d(y,z) < e, y puesto que z € A se concluye
que y € N(A4,¢), luego A, C N(4,¢).

(<) Sea (x,,), una sucesién de Cauchy en (X, d). Como cada conjunto unitario {x,,}
es un compacto no vacfo, entonces ({7, }), es una sucesion en H(X). Sean {z,}, {z,n} €
H(X). Luego, h({zn},{zm}) = d{zn}, {zn}) = d(xn, {zn}) = d(z,, xm), de mo-
do que ({z,}), es una sucesion de Cauchy en H(X). Por hipétesis, ({z,})n — K
para algin K € H(X). Veamos que K es un conjunto unitario. Sean a,b € K y
e > 0. Luego, existe N € N tal que n > N = h(K,{z,}) < §. Observemos que
(K, {x,}) = méx{d(y,{z.})|y € K} = méx{d(y,z,)|y € K}. Ahora bien, para
n > N se tendrd d(a,b) < d(a, z,)+d(b, 2,,) < 2max{d(y, zn)|ly € K} = 2d(K, {x,}) <
2h(K,{x,}) < 2% 5 = €. De esta manera, para todo ¢ > 0 se tiene que d(a,b) < ¢,
lo que implica a = b y K = {a}. Por tanto, d(z,,a) = h({z,}, {a}) = h({z,}, K) se
puede hacer tan pequenia como se quiera, i.e., (z,), — a. O

Finalizaremos esta seccién con algunos lemas interesantes, los cuales nos seran de

utilidad en el capitulo 4 para garantizar el buen funcionamiento de los sistemas iterados
de funciones.
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Lema 13. /8. Sean (X,d) un espacio métrico y f : (X,d) — (X,d) una funcion
contractiva. Definimos la funcion f : (H(X),h) = (H(X),h) por f(K) = f(K) con
K € H(X). Entonces f es una funcién contractiva en (H(X),h), con el mismo factor
de contraccion de f.

Demostracion. Por el teorema 14, f estd bien definida. Dado que f es una funcién
contractiva, existe r € [0,1) tal que para todo z,y € X se cumple d(f(z), f(y)) <
rd(x,y). Sean A, B € H(X). Luego, h(f(A), f(B)) = h(f(A), f(B)) = max{d(f(A),
£(B)), d(f(B), {(A))}. Supongamos que h(f(A), (B)) = d(f(A), f(B)) = max{min{
d(f(a), f(b))|a € A}[b € B} < mix{min{rd(a,b)|a € A}|b € B}. Finalmente, h(f(A)
f(B)) < rmax{mi{d(a,b)la € A}|b € B} = rd(A, B) < r maz{d(A, B),d(B, A)}=
rh(A, B). O.

Lema 14. [9]. Sean A, B,C € H(X). Entonces d(AU B, C) = max{d(A,C),d(B,C)}.

Demostracién. Sean A, B,C € H(X). Luego, aKA UB,C) = méx{cZA(:c,C)]:c €
AU B} = méx{d(z,C)|lr € AV x € B} = mix{méax{d(z, )|z € A}, mix{d(x,C)|r €
B}} = méx{d(A,C),d(B,C)}. O

Lema 15. [9]. Sean A, B,C, D € H(X). Entonces h(AUB, CUD) < méx{h(A,C),h(B,D)}.

_ Demostracién. Sean A, B,C, D € H(X). Por el lema 7, d(4,C U D) < d(A4,0) +
d(C,CU D). Dado que C' C C'UD, por el lema 3, d(C,CUD) =0, ie., d(A,CUD) <
d(A, C).

De forma anéloga,

d(B,CUD) <d(B,D)+d(D,CUD)=d(B,CUD)<d(B,D),

d(C,AUB) < d(C,A)+d(A,AUB) = d(C,AUB) < d(C,A) y

d(D,AUB) <d(D,B)+d(B,AUB) = d(D,AUB) < d(D, B).

Por la definicién de h, el lema 14 y las desigualdades anteriores, se sigue que h(A U
B,CUD) = méx{d(AUB,CUD),d(CUD,AUB)} = max{max{d(A CUD),d(B,CU
)} maX{d(C AUB), d(D AUB)}} = max{d(A CUD), d(B, CuD), (C AUB),d(D, AU
B)} < max{d(A ), ( D), (C’ A),d(D,B)} = max{max{d(A ), (C A)}, méx{
d(B D),d(D,B)}} = max{h(A,C’),h(B D)}. O

Lema 16. [9]. Sean (X,d) un espacio métrico y f; : (X,d) — (X,d) una funcion
contractiva, i = 1,2,...,n conn € N, n fijo. St se define F (H(X),h) = (H(X),h)
como F(K) :=;_, f,( ) entonces F' es una funcidn contractiva.

Demostracion. Por los Teoremas 11, 9 y 14, F esta bien definida. Para probar que
F es una funcién contractiva basta considerar el caso de N = 2 (luego se aplica induccién
matemadtica). Dado que f; y f2 son funciones contractivas, existen 1,79 € [0, 1) tales que
para todo z,y € X se cumple d(f1(z), f1(y)) < rd(z,y) y d(f2(z), fa(y)) < r2d(z,y).
Sean A, B € H(X). Por los lemas 13 y 15, h(F(A), F(B)) = h(fi1(A ) f2(A), fi(B) U

f2(B)) < méx{h(f1(A), f1(B)), h(f2(A), fo(B))} < mdx{rih(A, B),r:h(A, B)} <
rmax{h(A, B),h(A, B)} = rh(A, B), donde r = max{ry, r}. D
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CAPITULO 4

Sistemas Iterados de Funciones

La palabra fractal, ha evolucionado durante los ultimos anos, B. Mandelbrot fué
el primero en usar esta palabra para describir conjuntos con propiedades fuera de lo
comun, como tener una dimension no entera o ser autosemejantes, entre otras; actual-
mente los fractales se pueden considerar como atractores de SIF.

Comenzamos esta secciéon presentando el concepto de sistema iterado de funcio-
nes, abordaremos ademas el resultado principal de la geometria fractal, el teorema de
existencia y unicidad para conjuntos fractales, de M. F. Barnsley.

4.1. Sistema Iterado de Funciones SIF, el Atractor
de un SIF

Comencemos con los siguientes conceptos basicos.

Definicién 62. SIF [10]. Un Sistema Iterado de Funciones (SIF) es una estructura
de la forma {(X,d) : f1, fa, ..., fn} donde (X,d) es un espacio métrico completo y cada
fi (X,d) = (X,d) coni=1,..,n es una funcion contractiva en (X,d).

Definicién 63. Atractor [10]. Sea K C X un conjunto compacto no vacio. Llamamos
a K un conjunto invariante o atractor para el (SIF) {(X,d) : fi, fo,..., fu} si K =

U?:l fz(K)

Algunas veces se le llama conjunto atractor para distinguirlo de otro tipo de atrac-
tores. Citemos ahora el teorema de M.F. Barnsley, el cual garantiza la existencia y
unicidad de lo que llamaremos el atractor de un SIF.

Teorema 16. Teorema de Existencia y Unicidad de los Fractales [12]. Sea
(X, d) un espacio métrico completo. Supongamos que {(X,d) : fi1, fa, ..., fu} €s un Sis-
tema Iterado de Funciones con sus respectivas contracciones 1, ...,7,. Entonces existe
un unico conjunto compacto invariante para el Sistema Iterado de Funciones.

Demostracién. Dado que (X, d) es un espacio métrico completo, por el teorema 15
(H(X), h) es también un espacio métrico completo. Sea F': (H(X),h) — (H(X), h) de-
finida por F'(A) = J._, fi(A). Supongamos que A € (H(X), h). Por definicién de H(X),
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A es un conjunto compacto no vacio. Se sigue por el teorema 9 que F'(A) también es un
conjunto compacto. Luego, por el lema 16 se sigue que F' es una funcion contractiva.
Sea r = max{ry,...,r,}. Dado que r,...,7, son pardmetros de contraccién, r < 1.
Queremos probar que h(F(A), F(B)) < rh(A, B). Sea ¢ > h(A, B). Supongamos que
x € F(A). Luego, x = f;(z*) para algin i y algun z* € A. Ya que ¢ > h(A, B), existe
y* € B con d(z*,y*) < q, i.e.,, y = fi(y*) € F(B) satisface d(x,y) = ryd(z*,y*) < rq.
Esto es verdad para todo z € F(A), también F(A) esta contenido en la rg-vecindad
de F(B). Similarmente, F'(B) esta contenido en la r¢g-vecindad de F(A) . Por lo tanto,
h(F(A), F(B)) < rq. Esto es verdadero para todo ¢ > h(A, B), también tenemos que
h(F(A), F(B)) < rh(A, B). Por lo tanto, tenemos una funcién contractiva F' definida
en un espacio métrico completo (H(X), h). Por el teorema del punto fijo de Banach, F
tiene un tnico punto fijo. [J

Presentemos un ejemplo para ilustrar el teorema anterior.

1 1 2
Ejemplo 7. [12]. Sea el SIF {(R,|-]) : fi1, f2} donde fi(z) = 3%y fa(x) = 3% + 3

En este caso F' : H(R) — H(R) esta definida por F(K) := fi(K) U fo(K) con
K € H(R).

Sea Cy = [0, 1]. Luego,

Cy = F(Co) = f1([0,1]) U fo([0,1]) = [0, 2] U [2,1]

Cy = F(C1) = fi([0,5] U [3, 1) U fo[0,3] U[3,1]) = [0, 5] U [, 5] U 5, 51 U5, 1]

Luego, lim,,_,o, C,, = .—; C\, = conjunto de Cantor.
Algunos resultados clasicos que garantizan la existencia de conjuntos invariantes

compactos son presentados por S. Hayashi [13] obtenidos como puntos fijos de Tarski.

Definicién 64. Autosemejanza [12]. Se dice que un conjunto es autosemejante si es
el atractor de un SIF.

Algunas veces se usa el término de atractor en conexién con un SIF, que es simple-
mente un conjunto finito de funciones actuando en un espacio métrico completo (X, d).

Presentemos algunos ejemplos de sistemas iterados de funciones.

Ejemplo 8. [9]. En el plano complejo el atractor del SIF {C : fi(z) = %z, fa(z) =

sz + %, fa(z) = %z + 31} es llamado el tridngulo de Sierpinski.

Ejemplo 9. [9]. En el plano complejo el atractor del SIF {C : fi(z) = %z, fa(2) =

12€'3 4+ 1 f3(z) = tze75 + 1 4 \/?32.’ fa(z) = 32+ 2} es llamado la curva de Koch.
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Ejemplo 10. [12]. En el plano complejo el atractor del SIF {C : fi(z
s243, f3(2) = 3243, fu(z) = 32434310, f5(2) = 32+3+30, fo(z) =
%z + %z’, fs(z) = %z + %z} se llama la carpeta de Sierpinski.

W=
N
+ ~—
W= ||
+
Wi
=
>
—
N
N—
|

Segiun B. Mandelbrot, un objeto es autosemejante si sus partes tienen la misma
forma o estructura que el todo, aunque pueden presentarse a diferente escala y hasta
estar ligeramente deformadas.

Es importante senalar que la dimensién de Hausdorff-Besicovitch presenta el in-
conveniente de ser muy poco practica al momento de ser utilizada. Es por ello que
habitualmente se recurre a otro concepto de dimensién: La dimensiéon de similitud, ba-
sada en la propiedad de autosimilitud de los fractales.

En general, si tomamos un conjunto de dimension D, podemos descomponerlo en
N réplicas de sf mismo reducidas en un factor de escala 7, y tendriamos que Nr? = C,
donde C' es constante.

Definicién 65. [16]. Un conjunto S es autosimilar si puede ser dividido en N sub-
conjuntos congruentes, cuando cada uno se aumenta por un factor constante M que

produce todo el conjunto S. La dimension fractal de un conjunto autosimilar S estd

_ logN
dada por D = Tog T

Formalmente, presentemos el concepto de dimensién de similaridad, propiedad de
los sistemas iterados de funciones.

Definicién 66. [12]. El valor de autosimilitud de una lista de parametros de contraccion
T1,. .., Ty €s el mimero positivo D que satisface rP? +rP + .. +rP =1,

Citemos una manera importante de construir funciones contractivas en (H(X), h).

Definicién 67. Transformacion y Conjunto de Condensacion [12]. Sean (X, d)
un espacio métrico y C € H(X). Definimos fo : (H(X),h) — (H(X),h) por fo(K) :=C
con K € H(X). Se dice entonces que fy es una transformacion de condensacion, y C
se llama conjunto de condensacion asociado.

Observemos de la definicién anterior que f; simplemente es una funcién constan-
te de (H(X),h) en (H(X),h), ademds es una funcién contractiva, con pardmetro de
contraccién 0, cuyo punto fijo es el conjunto de condensacién C'.

Definicién 68. [9]. Sean {(X,d) : fi,..., fu} un SIF y fo : (H(X),h) — (H(X),h)
una transformacion de condensacion. Llamamos a {(X,d) : fo, f1,- .., fu} un SIF con
condensacion.

Observemos que la tinica diferencia entre un SIF y un SIF con condensacién, es la
presencia en este ultimo de una funciéon contractiva diferente de las otras del SIF, sin
embargo, el SIF con condensacion puede funcionar igual que los otros y generar también
una sucesion convergente de compactos.
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4.2. Funcion de Direccionamiento

A. Kameyama fué el primero en considerar a los conjuntos invariantes compactos
como espacios cociente (ver [14]), introduciendo con ello el uso de una funcién especial.
En esta seccion presentamos el concepto de funcién de direccionamiento, esta funcion
permitird asociar a cada punto del atractor de un SIF un cédigo, es decir, un elemento
del espacio de codigos.

Presentemos los siguientes conceptos basicos.

Definicién 69. El Espacio de Cddigos [12]. Sean n € N con n fijo y >, =
{1,2,....n}. Se define el espacio de cédigos denotado por S como S" = {a =
canas. .. o € 3 coni € N}. Los elementos de . reciben el nombre de cédigos o
palabras semi-infinitas sobre el alfabeto .

A la luz de la definicién anterior, tenemos que los elementos de ZN son sucesiones
a = (a;)en, donde cada a; = (i) € Y, y se denotard o = ajanay. ... Denotaremos
>~* al conjunto de los cddigos finitos sobre el alfabeto, incluyendo el cédigo A = @; si
a = 10y ... Q,, entonces el cédigo semi-infinito @ serd @ = a1an . .. Q9 .. Qo

Es posible ademés definir un orden sobre Y * de la siguiente manera: Dados «, 3 €
S a < B sblo si f = ay para algiin v € Y7, aqui oy es la concatenacién de los dos
c6digos, méds ain dados a € >y B € ZN diremos que o < 3 sélo si f = ay para
algin v € ZN. Ademds, si a € " entonces a = ajay ...y, ¥ |a|= m es la longitud
del cédigo finito.

Primeramente veamos como el atractor de un SIF determina un espacio de codigos,
en términos del nimero de funciones contractivas.

Definicién 70. El Espacio de Cédigos asociado a un SIF [8]. Dado un SIF
{(X,d) : fi,..., fau}. El espacio de cddigos asociado al SIF estd definido como el
espacio métrico (ZN,dC), donde ZN representa el espacio de codigos en n simbolos

{1,2,...,n}, con la métrica d. dada por d.(w,o) =37, ‘E:ZJ:)]J‘ para todo w,o €Y.

A manera de lema presentamos el siguiente resultado (Para consultar la demostra-
cién ver la referencia).

Lema 17. [17]. (3N, d.) es un espacio métrico compacto.

Las siguientes proposiciones exhiben algunas propiedades topoldgicas importantes
del espacio de codigos.

Proposicién 7. [17]. Sean o, € ZN. Entonces d.(«a, 5) < m sty sélo si a; =
para todo i =1,... k.

Demostracién. («<). Sean «,f € ZN. Observemos que si a; = f; para todo
1=1,...,k, entonces

35



_ oo Jai—Bi|l oo loei—Bil oo -1 _ -1
dc(%ﬁ) - Zi:l (n+1)y? — Zi:kﬂ (n+1)¢ < Zi:k—i—l (77:+1)i - n(Z+1)k

Esto es, d.(o, B) < m (=). Supongamos que existe 1 < iy < k tal que oy, # By,
entonces se tiene d (o, 8) > |°(Yn‘1;’)3§‘ Ademds obsérvese que 1 < |ay, — B;,|< n, donde

de(a, B) > 1 >
i=1,...,k.0O

o jl)k lo cual es una contradiccién, por lo tanto «; = f3; para

Proposicién 8. [17]. Sea o* = ajas . ..y un cddigo finito de k componentes, entonces
el conjunto [o*] = {8 € S| Bi = au, i = 1,...,k} es abierto en el espacio Y. Se
denotard Z(k) al subconjunto de >." formado por los cédigos de k componentes.

Demostracién. Sea 8 € [af]. Se demostrara que la bola By, (8, ( L) estd con-

(nt1)FFT
*], para ello tomemos § € By (3, W) Por la proposicion anterior,
‘]

tenida en [«
B; = 6; para todo i = 1,...,k + 1, puesto que 8 € [aF] entonces § € [aF] | ie.,

Bdc(ﬁ?W) - [&k] O

A manera de lema presentamos el siguiente resultado (Para consultar la demostra-
cién ver la referencia).

Lema 18. [17]. El espacio de cddigos es homeomorfo al conjunto de Cantor.

Nuestro siguiente paso es la construccion de una funcién continua ¢ del espacio de
cddigos asociado a un SIF, sobre el atractor del SIF. Esto se sigue de formalizar nuestra
nocion de direccién. En el orden de hacer esta construccion necesitamos dos lemas. El
primer lema nos dice que si tenemos un SIF, y si estamos unicamente interesados en
saber como el SIF actia en relacion a un subconjunto compacto fijo de X, entonces
podemos tratar al SIF' como si estuviera definido en un espacio métrico compacto.

Lema 19. [9]. Sean {(X,d) : fi,..., fu} un SIF y K € H(X). Entonces existe K €
H(:X) tal que K C K y para cada @ = 1,...,n, f; : K — K. En otras palabras,
{(K,d): f1,..., fa} es un SIF cuyo conjunto subyacente es un compacto.

Demostracién. Para construir K consideremos el SIF con condensacién {(X,d) :
fo, fi,- -, fau}, donde la funcién fy es la funcién de condensacién determinada por K,
ie., fo(B) := K con B € H(X). Por el teorema 16, existe el atractor de este SIF con
condensacién, i.e., existe el punto fijo K de la funcién contractiva Fy : (H(X),h) —
(H(X),h) definida como Fy(B) := fo(B) U fi(B)U...U f,(B) = K U F(B), donde
F(B) = fi(B)U...U f,(B). Claramente K es compacto y ademds cumple Fy(K) = K,
ie., KUF(K)=K,dedonde K C Ky F(K) C K,ie., fi: K — Kparai=1,...,n.0

El siguiente lema constituye el primer paso que une el espacio de cédigos con el
atractor de un SIF, mediante una cierta funcion ¢, la cual mapea el producto cartesiano
del espacio ZN xN x X sobre X. Tomando ciertos limites, en el siguiente teorema

T . . ., N
podemos eliminar la dependencia en n y X para proporcionar la conexién entre » " y
X.
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Lema 20. [9]. Sea {(X,d) : fi,...,fan} un SIF con factor de contraccion \ (i.e.,
A =méax{A,...,\,}), donde \; es el factor de contraccion de f;, parai=1,...,n. Sea
ZN el espacio de codigos asociado al SIF.

Sea
¢: S XNx X = X
definida por
¢(a, §, %) = fa, © fay 0 ... 0 fo,(z).
Sea K € H(X). Entonces existe una constante D tal que
d(p(a,m, x1), p(a, j, 29)) < DA™}
conaEZN, m,j €ENyx, 29 € K.

Demostracién. Sean o, m, j, z1 y 2 como se definen en el lema. Se construye K
como en el lema 19, de manera que cada f; : K — K. Supongamos que m < j. Luego,
d)(aaja 1’2) - falo' . -Ofamofam+1o' : 'ofaj(x2) = ¢(a,m, .%3) con xrs = fam+1o' . -Ofaj (372)
De modo que d(¢(a, m, x1), ¢(v, j, x9)) = d(Pp(cr, m, z1), p(a, m, x3)) = d(fo, © fag©...0
Jon (1), far © fag © .0 fa, (x3)) < AN™d(21,23) < XD, donde D = méx{d(z,y)| =,y €
K }; D existe puesto que K es compacto. [

Establecidas las herramientas necesarias, podemos abordar la funcién que nos in-
teresa.

Teorema 17. La funcion ¢ o la funcion de direccionamiento [8]. Sea {(X,d) :
fi,-. o, fn} un SIF y A su atractor. Sea ZN el espacio de codigos asociado al SIF. Para
cadaa e SN, meNyxe X, sea () = limy, o ¢(a, m, x). Entonces p(a) siempre
existe, pertenece a A, es independiente de x, y la funcion

Y ZN — A
o o(a)
es continua y sobre.

Demostracién. Sean © € X y K € H(X) tales que # € K. Se construye K como
en el lema 19. Sabemos que el atractor A se puede obtener como

A = limyyoo WO ().
Observemos que
o(a, 1, ) = fo, () € W(K),
¢(a,2,2) = fa, © fo,(x) € WK),
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dla,m,x) = fo,0...0 fo, (x) € W(K),

Por el lema 20, la sucesién (¢(a,m,z)), es de Cauchy en (K, d), que es un espacio
métrico completo, y por el teorema 16, podemos afirmar que dicha sucesién converge a
un elemento del atractor A, i.e., lim,, ., ¢(a, m,x) € A.

Veamos que ¢ es continua. Sea € > 0. Por la propiedad arquimediana, existe ng € N
tal que XD < g, (X es el factor de contraccién del SIF y D es el didmetro de K). Para

a, B € ZN que cumplan d.(«, 5) < W — 6> 0, se tiene (n+1)" T[>0 \(O:L;ﬁ;\ +

S e Bl < 1, T s = Bil(n A+ 1)t R X e — Bl (4 1)t < 1
Luego, t = 0 de modo que o; = §;, con i = 1,...,ng (i.e., a y B coiciden en sus primeras
ng cifras).

Para j > ng se tiene que M < A", por lo tanto, si x1, 2y € f(,

d(¢(a,j7$1),¢(ﬁ,j, x?)) = d(foq ©...0 qu($1)7 f,31 ©...0 fﬁj(ajZ)) =
d(¢(@,j,$1),¢(a,j, .1’2)) S ND S A"D < €,

y tomando el limite cuando j — oo, d(lim; . ¢(av, j, 1), lim;_,o ¢(5, 7, 22)) < €, luego
d(p(a), p(B)) < e. Asi, ¢ es continua.
Solo falta probar que ¢ es sobre. Sea a € A. Claramente {x} € H(X) para cualquier
xr € X, de modo que
A = limy, 0o W ({z}).
Considere la sucesién de compactos
W({z}) ={fi(2),.... ful2)},

We2({x}) =
{fiofila), .., frofm(@), fa0 fi(2), ..., fao fu(®),. . fuo fr(x), .., fuo ful@)},

Weor({x}) = {fay © fa © -+ 0 far, (x)|os € {1,...,n}, 1 <i < m}

Como W™ ({x}) es convergente, se sigue que es una sucesiéon de Cauchy en (H(X), h);
por el teorema 15, existe una sucesion (a, ), tal que (am)m — a 'y a, € W ({z}) con
m € N. Asi, para cada m, @y = fam © fap ... 0 fom(2).

Se determina entonces una sucesion de cédigos (a™),, donde a™ = (a*);. Como SN
es compacto, (a™),, admite una subsucesién convergente, supongamos que (a"),, — a
con o € ZN. Por la 1ltima convergencia, los segmentos iniciales de los cédigos a®m
coincidentes con los de «, se van haciendo cada vez mas largos, de modo que
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d(¢(a,m, x), (b m,x)) < XD,
donde

tn) =t{re Nl ajm = ay, 1 <k <r}.
Tomando el limite en los dos lados de la desigualdad, se obtiene

Hmm—wo ¢(a7 m, 'T) = 11/n’lrn—)Oo ¢(akm7 m, l’),
‘;0(04) = lim,;, 00 fa’lfm ©...0 fafnm ({lf) = lim,;, 00 ak,, = a. O

De esta manera, para cada punto del atractor de un SIF podemos ahora definir lo que
llamaremos una direccion del punto.

Definicién 71. Funcion de Direccionamiento [8]. Sea {(X,d) : fi,..., f.} un
SIF con su espacio de codigos asociado ZN. Sea ¢ : ZN — A la funcion continua que
va del espacio de codigos sobre el atractor del SIF, construida en el teorema anterior.
Sea a € A. Llamaremos una direccion o codigo de a, a cualquier elemento del conjunto
o Ya) = {a € XV |p(a) = a}. Este conjunto es llamado el conjunto de las direcciones
de a. La funcion ¢ recibe el nombre de funcion de direccionamiento.
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CAPITULO 5

Autosemejanza Topoldgica

5.1. Concepto de Autosemejanza Topoldgica

En esta seccién presentamos la definicién de autosemejanza topoldgica propuesta
por W. J. Charatonik y A. Dilks [21], las definiciones que hemos presentado en las sec-
ciones anteriores acerca de la nocién de autosemejanza, estan restringidas al contexto de
los espacios métricos. W. J. Charatonik y A. Dilks propusieron la siguiente definicion,
con la que se pretende estudiar el concepto en el contexto de los espacios topoldgicos.

En lo que sigue entenderemos que autosemejanza significa autosemejanza topolégica.

Definicién 72. [19]. Un espacio topoldgico X se dird autosemejante topoldgicamente,
st todo abierto no vacio de X contiene un subespacio homeomorfo a X. En simbolos:

X es autosemejante topoldgicamente < (VP € Tx)(3R C P)(P # 0)(R = X).

Con la definicién anterior de autosemejanza, es posible encontrar conjuntos autose-
mejantes que no son necesariamente atractores de SIF’s (ver [17]).

Definicién 73. [17]. Sean {(X,d) : fi,..., fn} un SIF y ZN su espacio de codigos
asociado. Se define la relacion de equivalencia ~ sobre 3" como  ~ a < () = @(a).

Considerando el espacio de c6digos como espacio topoldgico, tenemos que los abier-
tos basicos son conjuntos donde todos los cédigos empiezan por un mismo codigo fi-
nito a; ... ag; de esta manera podemos clasificar estos conjuntos en ciertos niveles, de
acuerdo con la longitud del cédigo finito con que se caractericen los elementos de dichos
conjuntos. El nivel cero seria todo el espacio de cédigos; el primer nivel estaria formado
por los abiertos béasicos cuyos cédigos coinciden todos en la primera componente; el
segundo nivel estaria formado por los abiertos basicos cuyos codigos coinciden todos
en la primera y segunda componente; asi sucesivamente. La relacion ~ identifica de
cierta manera, cédigos de un abierto basico con cédigos de otro en un mismo nivel, en
el sentido de que podemos encontrar dos cédigos diferentes, salvo si a ~ < a =
que pertenecen a abiertos basicos diferentes del mismo nivel y estan relacionados.

Teorema 18. [17]. Sea {(X,d) : f1,..., fo} un SIF, A su atractor y 3" su espacio de
codigos asociado, entonces A es homeomorfo al espacio cociente ZN/ ~.
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Demostraciéon. Bajo las hipodtesis del teorema, tomemos ¢ como la funcién de
direccion y definamos la funcién

p:3N )~ A
como sigue:
?([o]) = ¢(a)

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

ZN

ASY

SN/~ A

Puesto que ¢ es continua y sobreyectiva, y p es la proyeccién natural es suficiente demos-
trar que ¢ es una funcion cociente para mostrar que ¢ es un homeomorfismo. Veamos
que ¢ es una funcién cociente, para ello demostraremos que es cerrada. Sea V' C ZN
un conjunto cerrado. Puesto que ZN es compacto, se sigue que V' también lo es, luego
©(V') es compacto ya que ¢ es continua. Por otro lado, dado que A es Hausdorff se
concluye que ¢(V') es cerrado. [

El teorema anterior sumado al hecho que el espacio de codigos es homeomorfo al con-
junto de Cantor, permite afirmar que todo atractor de un SIF es un cociente topolégico
del conjunto de Cantor.

5.2. Cocientes Topoldégicos

Presentemos la siguiente definicién, en la cual se precisan cuatro tipos distintos de
cocientes del espacio de Cantor.

Definicién 74. [19]. Sea X un espacio topoldgico,

i) X se dird un espacio autosimilar simbdlico si X es homeomorfo a un cociente
N ‘
>/ ~ de Cantor que satisface:

(Va,y € S (Vi e Y)(x ~ y = iz ~ iy)

A una relacion que satisfaga esta propiedad la llamaremos una relacion de
CcoOngruencia.
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.. - - -z - . N
it) X se dird un espacio de cancelacion si X es homeomorfo a un cociente Y | ~ de
Cantor que satisface:

(Va,y € SN (Vi € )iz ~ iy = & ~ 1)

A una relacion que satisfaga esta propiedad la llamaremos cancelativa.

., . .. . . . N
iii) X se dird un espacio cuasiinvariante si X es homeomorfo a un cociente > | ~
de Cantor que satisface:

(Vo,y € ZN)(W e )z ~y &ix ~iy)

A una relacion que satisfaga esta propiedad (es decir que sea simultdneamente de
congruencia y cancelativa) la llamaremos una relacion de invarianza.

i) X se dird un factor o espacio invariante si X es cuasiinvariante y de hausdorff, o

equivalentemente si X es cuasiinvariante y ~ es cerrada (es decir ~ es un cerrado del
: N N

espacio producto > x Y ).

A los factores invariantes se les conoce también como factores o espacios invariante-
mente autosemejantes. Observemos de la definicién anterior, que todo espacio invariante
es cuasiinvariante, y a su vez todo espacio cuasiinvariante es autosimilar simbdlico y de
cancelacion.

Proposicién 9. [19]. El atractor de un SIF es un espacio autosimilar simbdlico. Ademds,
si las contracciones del SIF son inyectivas entonces el atractor es un factor invariante.

Demostracién. Sean A el atractor de un SIF {(X,d) : fi,..., fa}, SV €l espacio
de coédigos asociado al SIF y ¢ : ZN — A la funcion definida en el teorema 17. Por
el teorema 18, A = YV / ~, donde la relacién ~ estd definida por z ~ y < ¢(z) = ¢(y).

Sean z,y € 3" ei € 3. Supongamos que z ~ y. Luego,

z~y = p(x) = e(y)
= iMysoe foy © - 0 fur, (D) = iMoo fy © - © fyn (D)
= fi(limy o0 fay © - © fo,,(p) = fillimmooo fy, © - 0 fy,, (D))
= liMyysoo fi© for © -0 fur, (D) = iMoo fi 0 fyr © - 0 fyn (D)
= p(iz) = ¢(iy)
= iz~ iy.

Sean cada una de las f; funciones inyectivas. Supongamos que iz ~ iy. Luego,
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iz ~ iy = p(iz) = p(iy)
= 1Moo fi © fu, © -0 fo, (p) = MM soo fi 0 f1 © .0 fy (D)
= filmpsoo fo, 0o 0 fo,,(P)) = fillmmooo fy, © - - 0 fy,. (D))
= My o0 for © -+ © fo, (P) = lMypyo0 fyy © - 0 [y, (D)
) =

p(z) = (y)

=T ~ Y.

Por ser A el atractor de un SIF, A € (H(X),h), i.e., A es de Hausdorff. O

Recordemos que Y es un espacio finito discreto y >_* denota al conjunto de todas
las palabras finitas sobre el alfabeto ).

Teorema 19. [17]. Todo factor invariante es autosemejante.

o) — (o))

Demostracion. El diagrama conmutativo que aparece arriba resume la idea de la
demostracién. Sea X un factor invariante, es decir X = S/ ~, donde SN/ ~ es
de Hausdorff y para todo i € >, @ ~ & i ~ if3. Sean U un abierto no vacio de
S/ vy p: N = SN/ ~ tal que p(a) = [a]. Luego, p~'(U) es un abierto no vacio
de SN, v por la autosemejanza de este tltimo existe o € 32 tal que el subespacio [o)
de todos los cédigos que empiezan por o, estd contenido en p~*(U) y es homeomorfo
a S bajo el homeomorfismo g : 3. — [0) definido por g(z) := ox. Se tiene que
p([0)) C U, luego basta mostrar que p([o)) = SN/ ~. Sea § : S/ ~—= p([0))
definida por g([z]) := [g(z)]. Veamos que § esta bien definida y es inyectiva. Sean
z,y € Y.V Si 2 ~ y entonces §([z]) = [g(z)] = [oz] = [oy] = §([y]) pues ~ es de
congruencia, luego g estd bien definida; ahora si g([x]) = g([y]) se tiene [oz] = [oy]
lo que implica x ~ y y [z] = [y], pues z ~ y es cancelativa, de aqui § es inyectiva.
Para ver que g es sobreyectiva consideremos y € p([o)). Luego, existe = € [o) tal que
y = 7] = [02] = [9(z")] = §([2]). Si p. denota la restriccién de p a [o) entonces se
verifica p, o g = g o p, y dado que p, y g son continuas, g o p es continua. Dado que p
es una funcién cociente, § es continua. Finalmente, como 3" / ~ es compacto y p([o))
es de Hausdorff, se sigue que g es un homeomorfismo. [
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CAPITULO 6

Sobre Iteraciones de Orden
Fraccionario y Conjuntos
Invariantes Compactos

En este capitulo se establece una proposicion acerca de las iteraciones de orden
fraccionario y su aplicacién en conjuntos invariantes compactos, asi como un ejemplo.
Establecemos ademds cuatro nuevas proposiciones entorno a la construccién de ciertas
clases de sistemas iterados de funciones, y algunas condiciones de estos sistemas para
que los conjuntos invariantes compactos correspondientes presenten la autosemejanza
topoldgica en el sentido de W.J. Charatonik y A. Dilks.

Proposicién 10. Sea el SIF {(X,d) : f}. Supongamos que para todo n € N las ite-

. . . 1 . .
raciones de orden fraccionario de f denotadas por f°» son funciones contractivas de
Banach.

1 1

(icey for(for (- (@) --)) = f(@))

g
n veces

Sean fou : (H(X),h) = (H(X),h) dadas por fou(C) = f°u(¢) con ¢ € H(X).

Para \y € H(X), consideremos

1 1

Entonces (¢, f(C), fo2(F(C)), fo3(f°2(f(C))),...) es una sucesion de Cauchy en (H(X), h),
ademds existe un unico conjunto invariante compacto A en (H(X),h) correspondiente
al SIF' anterior obtenido por iteraciones de orden fraccionario de la forma
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A~

A =10 fo5 (f71 (- f(Mo) ).

Demostracién. Sean n € Ny fou : (H(X),h) — (H(X),h) las contracciones
inducidas por las iteraciones de orden fraccionario de f en el espacio de los fracta-
les de M. F. Barnsley dadas por fo=(¢) = f°n(¢) con ¢ € H(X). Como cada fon
es contractiva, se sigue que cada una es continua. Dado que la imagen continua de

un conjunto compacto es un compacto, se sigue que f° l(C) € H(X). De lo anterior,
a1 | a1

For(fom(- f(Q)-++)) € H(X). Se sigue que (¢, f(¢), f2(£(0), Fo5(F2(F())), - )

estd bien definida en H(X). Probemos que la sucesién anterior es de Cauchy. Sean

e > 0y [[i.,r el pardmetro de contraccién de f‘)% o foﬁ 0---0 f, donde r; es
el pardmetro de contraccion de fo%. Como [[;_;r; < 1, podemos escoger N € N
tal que para todo n > N, ([, 7:)" < 0 donde 6 < 1. Sean n,m € N tales que

n<nuwwn>w'm%oMf%ﬁ$g~f@yw»ﬁﬂﬁﬁw~ﬂo~w>:
Mmax .1 . 1 . d(x, fom (fm=1(--- f(¢)--+))). Pero esto debe ser mas pequeno

z€fon (f =T (- f(O)))

A

que el didmetro de fou (fo ( - f(¢)--+)) definido por dmm(f (f ( fO)-) =
(

max .1 .1, d(z,y). Tenemos que diam(f°n (f = 1(- fO)--) < [T, 7))

zyefom (£ (- f(0)))
diam((). Escoglendo N tal que ([T, 7:)V*diam(C) < e garantlzamos que h(f° E( (

QD)) =y e <mfﬁfm<

FO) ) < Ty r)N * diam(¢) < e porque todas las distanmas consideradas por el

A o

mMAaximo son menores que diam(f"%(foﬁ(- - f(¢)+-+))). Como la sucesién anterior es
de Cauchy y (H(X),h) es completo, se sigue que tiene un limite en H(X). i.e., existe
¢* € H(X) tal que lim,, o, f"%(fonil(- - f(¢)-++)) = ¢*, se sigue por la unicidad del
limite que (* es tnico. [

Ejemplo Principal

Sea f : (R,|]) = (R,[|:|) definida por f(z) = iz. Probemos que f(z) es una fun-
cién contractiva de Banach. Sean x1,25 € R. Luego, |f(z1) — f(x2)| =|321 — 322| =
|5(z1 = 22)| =[5 |21 — 22| = 3|21 — 22

De lo anterior, {(R, |.|) : f(z) = 3z} es un SIF.

Para n € N, consideremos las iteraciones de orden fraccionario de f.

for(@) = Jdray i, £ (R [ (2) ) = f(a)

~~
n veces

Probemos que las iteraciones de orden fraccionario de f son funciones contractivas de
i ., . 1
Banach. Procederemos por induccién. Verifiquemos para n = 1. f°1(z) = Lo = %x =
2T
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1 .
f(z). Supongamos que se cumple para n = j. i.e., f°i(x) = 2%:5 es una funcién con-

tractiva de Banach. Probemos que se cumple para n=j+1. Sean 1, T2 € R. Luego,
1 1
\foi?(xl) — [ (z0)|= | L (1) —2y)|= — xo|. Probemos
+

que

T, —

+1

> 1, ie. ]1|2 |2]+1|. Por otro
sy

lado, |1|> |2J+1| siy sélosil> 2J+1 .27+, Por hipétesis de induccién |L1|< 1, o bien
<1 ie, 1< ]23| Ademss, |1|< \2]] sty sélosil< 27 .27, Sean a, b € R. Luego,
|2 |

97T = q si ysélosi a/tl =2y 927 = b si y s6lo si ' = 2. Finalmente, 1 > a - a implica
L >a, 0bien (2)F! > o/t e, > a7 asl - > @/t se sigue que 1 > 2 lo cual
es una contradiccion.

Para n € N, scan fon : (H(R),h) — (H(R), h) las contracciones inducidas por las
iteraciones de orden fraccionario de f en el espacio de los fractales de M. F. Barnsley

dadas por fou (¢) = 2%( con ¢ € H(R).

~ ~ ~

Por la proposicién anterior, (¢, £(¢), f22(£(0)), fo3(f°2(f(C))),...) es una sucesién
de Cauchy en (H(R),h).

Sea Ao = [0,1] C R. Por el Teorema de Heine-Borel [0, 1] es compacto en R. De lo
anterior, \g = [0,1] € H(R).

Luego,
AL = f()‘O) = [07 2]1
_ fol _ 1 .
A = [0 (A1) = [0, ]
Probemos por induccién que A, = fO%()\n_l) = [0, (Z"—] Verifiquemos que se
i=1 1
cumple para n = 1. Ay = f(A) = [O,%]. Supongamos que se cumple para n = j.
ie, \j = fo%()\j_l) = [0, (Zjl 1)]. Probemos que se cumple para n = j + 1. A\j1; =
28 4i=1 "7
po-L_
£ = o O s = 0 )

Luego, lim,, oo Ay = (02, [0

e ] Finalmente, el conjunto invariante compacto

) (Zn
obtenido del SIF anterior por med10 de iteraciones de orden fraccionario esta dado por

Presentemos algunas proposiciones nuevas para la geometria fractal.
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Proposicién 11. Sean f; : (R™, ||-]|) = (R™,||:]|) una funcion contractiva de Banach
(métrica euclidiana) y Ty, = (R™, [|-]) = R™||-|), ¥ € N. Si Ty(x) = fi(x £ ka) con
z,a € R" entonces {(R™, ||-||) : f1,T1,...,Tx} para un k fijo es un SIF.

Demostracién. Debemos probar que {(R™, ||-||) : fi,71,...,Tx} para k € N con k
fijo es un SIF. Es suficiente probar que 11, ..., T} son funciones contractivas de Banach.
Procederemos por induccién. Verifiquemos que para k = 1, T} es una funcién contractiva
de Banach. Sean z, 2o € R" y Ty () = fi(x £ a). Luego, ||T1(x1) — Ti(z2)|| =|| fi(z1 £
a) — fi(xe £+ a)||. Dado que f; es una funcién contractiva de Banach, existe r; € [0, 1)
tal que || fi(x1 £ a) — fi(xzs £ a)|| < rllzy £a— (v £ a)|| =rljlzr £a— 20 — (£a)|| =
r1||z1 — x2||. De lo anterior, ||T1(z1) — T1(z2)|| < ri|lxr — 22]]. Supongamos que se
cumple para k = p. Probemos que para k = p + 1, T,11(z) = fi(x £ (p+ 1)a) es una
funcién contractiva de Banach. Sean x1, 29 € R" y T11(z) = fi(x £ (p + 1)a). Luego,
| Tyt (1) = Tpi1 (z2) || =] fr(z1£(p+1)a)— fi(za£(p+1)a)|. Dado que f; es una funcién
contractiva de Banach, existe r; € [0,1) tal que || fi(z1£(p+1)a) — fi(zaE(p+1)a)| <
rllzi £ (p+1la—(za£(p+1)a)|| = rflzr £ (p+1)a—z2— (£(p+1)a)|| = r1]|z1 — 22|
De lo anterior, ||Tp+1(x1) — Tp1(z2)|] < rmiljzy — 22| O

Proposicién 12. Sea f; : (R", [|-]]) = (R™, ||-||) una funcion contractiva de Banach (
métrica euclidiana) y Ty : (R™, ||-]]) — (R™,||-||), ¥ € N. Si T}(z) = fi(z) + ka con
z,a € R™ entonces {(R™, ||-|) : f1, 15, ..., T} para un k fijo es un SIF.

Demostracién. Debemos probar que {(R™, ||-||) : f1,7},..., Ty} para k € N con k
fijo es un SIF. Es suficiente probar que 17, ..., T} son funciones contractivas de Banach.
Procederemos por induccion. Verifiquemos que para k = 1, 717 es una funcién contrac-
tiva de Banach. Sean x1,25 € R" y T (z) = fi(x) £ a. Luego, ||T}(z1) — T7 (x2)|| =
1f1(z1) £a—(fi(z2) £a)|| =[[f1(z1) £a— fi(z2) = (£a)|| =[|f1(x1) — fi(22)]]- Dado que
f1 es una funcién contractiva de Banach, existe 77 € [0, 1) tal que || fi(x1) — fi(z2)]] <
ri|lx1 — x2|. De lo anterior, |77 (x1) — T} (z2)|| < ri|lxy — x2||. Supongamos que se
cumple para k = p. Debemos probar que para k = p+ 1, T7, () = fi(z) & (p+ 1)a
es una funcién contractiva de Banach. Sean zy, 2o € R" y T, (7) = fi(z) & (p + 1)a.
Luego, |11 (x1) = T3 (w2) || = f1(21) £ (p+ Da — (fi(w2) £ (p+D)a) || = f1(z1) £ (p+
Da— fi(zy) — (£(p+1)a)|| =||fi(z1) — fi(z2)]]. Dado que f; es una funcién contractiva
de Banach, existe r; € [0,1) tal que ||fi(z1) — fi(x2)| < 7i||z1 — x2||. De lo anterior,
[Ty (1) = T3 ()| < rifley — a2l O

Presentemos ahora condiciones para que los conjuntos invariantes compactos ob-
tenidos por las proposiciones 11 y 12, sean autosemejanzantes topolégicamente en el
sentido de W.J. Charatonik y A. Dilks.

Proposicién 13. Sea el SIF {(R™, ||-||) : f1, T, ..., Tx}. Si f1 es una funcion inyectiva
y Tr(z) = filx £ ka), k € N con x,a € R" entonces el SIF {(R™, ||-||) : f1,T1,..., Tk}

para un k fijo es un SIF de funciones inyectivas.

Demostracion. Es suficiente probar que 17, ..., Ty para k € N pero fijo son funcio-
nes inyectivas. Procedemos por induccién. Verifiquemos que se cumple para k = 1. Sean
w,z € R". Sean Ty (w) = fi(w+a) y Ti(z) = fi(2%xa). Supongamos que T} (w) = T1(z),
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ie., filwxa) = fi(z£a). Dado que f; es inyectiva, w+a = z+a, i.e., w = z. Suponga-
mos que se cumple para k = p. Probemos que se cumple para k = p+1. Sean w, z € R™.
Sean Tpi1(w) = for1(wE£ (p+1)a) y Tpi1(2) = fpr1(z £ (p + 1)a). Supongamos que
Tpi1(w) = Tpia(2), ie, fori(w=x (p+1)a) = fpr1(z £ (p+ 1)a). Dado que f; es una
funcién inyectiva, se sigue que w+ (p+1)a=z+ (p+ 1)a, ie., w= 2. 0O

Proposicién 14. Sea el SIF {(R", ||-||) : f1, 17, ..., T¢}. Si fi es una funcion inyectiva
y Ty (z) = fi(z) £ ka, k € N con z,a € R™ entonces el SIF {(R™, ||-|) : fi,Ty,..., Ty}
para un k fijo es un SIF de funciones inyectivas.

Demostracién. Es suficiente probar que 77, ..., T} para k € N pero fijo son fun-
ciones inyectivas. Procederemos por induccion. Verifiquemos que se cumple para k = 1.
Sean w, z € R™. Sean T} (w) = fi(w)+ay Ty (2) = fi(z) £ a. Supongamos que T} (w) =
T7(z). Luego, fi(w)+a = fi(z) £a,ie., fi(w) = fi(z). Dado que f; es una funcién
inyectiva, w = z. Supongamos que se cumple para k = p. Probemos que se cumple para
k=p+1. Sean w,z € R". Sean T}, ,(w) = fi(w)£(p+1)ay Ty, (2) = fi(z)£(p+1)a.
Supongamos que Ty, (w) = T, (2). Luego, fi(w) £ (p+ 1)a = fi(2) £ (p + 1)a, asi
filw)xpata = fi(z)Epata,ie., fi(w) = fi(z). Dado que f; es una funcién inyectiva,
w=z U

Que los conjuntos invariantes compactos sean autosemejantes topolégicamente, nos

permite conocer més acerca de estos conjuntos con respecto a otras clasificaciones de
espacios topologicos ver [20].
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CAPITULO 7

Conclusion y Trabajo a Futuro

7.1.

Conclusion

M.F. Barnsley en [9], presenta un teorema que garantiza la existencia y unicidad
del conjunto invariante compacto correspondiente a un sistema iterado de funciones.
En este trabajo abordamos el estudio de las iteraciones de orden fraccionario y su apli-
cacion en los conjuntos invariantes compactos.

Como conclusiones tenemos lo siguiente:

Se presenta el caso especial de la construccién de un conjunto invariante compacto
haciendo uso de iteraciones de orden fraccionario, asi como una proposicién que
garantiza existencia y unicidad con este método iterativo.

Se establecen cuatro nuevas proposiciones que nos permitan bajo ciertas hipdtesis,
generar determinadas clases de sistemas iterados de funciones, formados por fun-
ciones contractivas de Banach definidas en el espacio métrico completo (R™, ||-|),
(métrica euclidiana), y se proporcionan condiciones a los SIF’s obtenidos con es-
tas proposiciones para que los conjuntos invariantes compactos correspondientes
sean autosemejantes topolégicamente.

En general, los conjuntos invariantes compactos son una clase muy restrictiva de
conjuntos, los cuales tienen muchas propiedades métrico topoldgicas, ademas la
obtencion de estos conjuntos mediante el teorema de existencia y unicidad de los
fractales de M.F. Barnsley es un proceso complejo, debido a la naturaleza del
proceso iterativo.

Finalmente, este trabajo de tesis muestra que el estudio de las iteraciones de

orden fraccionario es una herramienta de gran utilidad en la investigacion de los
sistemas iterados de funciones si es tratada cuidadosamente.
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7.2. Trabajo a Futuro

Como trabajo a futuro tenemos lo siguiente:

= Buscar métodos para generar funciones contractivas, que garanticen siempre la
existencia y unicidad del conjunto invariante compacto asociado al SIF formado
con esas funciones contractivas en particular, por medio del teorema de existencia
y unicidad de los fractales de M.F. Barnsley.

= Asociar otros teoremas de punto fijo en la demostracién del teorema de existencia
y unicidad de los conjuntos fractales de M.F. Barnsley.
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APENDICE A

Autosimilitud segiin Hutchinson

Uno de los pilares de la geometria fractal fue la nocién de autosemejanza propuesta
por J.E. Hutchinson [22], que presenté en su articulo “Fractals and self similarity”,
desarroll6 una teoria muy formal y bien fundamentada de los que el llamé conjuntos
estrictamente autosimilares. Demostré que dado S = {Sy,..., Sy}, un conjunto finito
de funciones contractivas sobre un espacio métrico completo (esto es lo que méas adelan-
te M. F. Barnsley [9] denominé un sistema iterado de funciones, SIF), existe un tnico
conjunto compacto no vacio K invariante con respecto a S, i.e., tal que K = Uf\il Si(K)
y discutié las propiedades de dicho conjunto invariante, principalmente en relacién con
su medida. Sugirié también una nocion de autosimilitud que podria ser mas 1til, usando
la llamada condicién del conjunto abierto de Moran, e hizo un estudio muy formal y
riguroso de los conjuntos autosimilares principalmente desde el punto de vista de la
teoria de la medida, y para el caso particular en que S es un conjunto de similitudes
(i.e., composiciones de isometrias y homotecias) y (X, d) es R™ con la métrica euclidiana.

Presentemos algunos de los conceptos y resultados propuestos por J. E. Hutchinson.

Definicién 75. Conjunto Invariante [22]. Sea K C R". Se dice que K es invariante
si existe un conjunto finito S = {Si,..., Sy} de funciones contractivas en K C R™ tales

que K =Y, Si(K).

En tal caso se dice que K es invariante con respecto a .S. A menudo pero no siempre,
los \S; son similitudes, i.e., la composiciéon de una isometria y una homotecia. En el caso
en que los S; son similitudes, tales conjuntos son construidos por un proceso iterativo.
Sin embargo, necesitamos el conjunto S para determinar el conjunto compacto inva-
riante K.

Presentemos el siguiente resultado de J. E. Hutchinson tomado de [22].

(1). Sea X = (X,d) un espacio métrico completo y S = {Sy,...,Sy} un conjunto
finito de mapeos contractivos en X. Entonces existe un tnico conjunto cerrado y aco-
tado K, tal que K = Ufil S;(K). Por lo tanto, K es compacto y es la cerradura del
conjunto de puntos fijos S;,..;, de composiciones finitas S;, o... o S; de elementos de

S.
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Para A C X, sea S(A) = vazl Si(A), SP(A) = S(SF71(A)). Luego, para el conjunto
cerrado y acotado A, S”(A) — K, con la métrica de Hausdorff. El conjunto compacto
K se denota por |S]. |S| mantiene varias dimensiones de una manera natural, tenemos
lo siguiente:

(2). En adicién a las hip6tesis de (1), supongamos que py,...,px € (0,1)y Zf\il pi =
1. Entonces existe una tunica medida regular de Borel p de tamano 1 tal que pu =

]-1 piSi (). Por lo tanto supp(u) = |S|. La medida p es denotada por ||.S, p||.

=1 #

Definicién 76. [22]. S: X — X es una similitud si d(S(x),S(y)) = rd(z,y) para todo
x,y € X y algiun r fijo.

ty : R" — R™ es la homotecia p,.(x) = rx (r > 0).
7 R" — R" es la traslacion 7,(x) = z — b.
Presentemos el siguiente lema. (Para consultar la demostracién ver la referencia.)

Lema 21. /22]. S : R" — R" es una similitud si y solo si S = p,. om0 O para alguna
homotecia p,, traslacion , y transformacion ortonormal O.

Definicién 77. Autosemejanza Estricta [17]. Sea K C X. Se dice que K es auto-
semejante con respecto a S si:

i) K es invariante con respecto a S, y
i) HE(K) > 0, H¥(K; N K;) =0 para i # j, donde k = dimyp K.

A continuacién citaremos un resultado que garantiza la existencia de conjuntos
autosemejantes en el sentido de Hutchinson. Para lo cual se introduce la condicion del
conjunto abierto. Esta condicion controla las intersecciones de las piezas del atractor,
con el objetivo de garantizar la segunda condicion de la definicién anterior.

Definicién 78. Condicion del Conjunto Abierto de Moran (OSC) [17]. Un
sistema iterado de funciones {(R™, M,) : S1,..., Sy} (M. métrica euclidiana correspon-
diente) satisface la condicion del conjunto abierto de Moran (OSC) si y sdlo si existe
un abierto no vacio U C R™ tal que S;(U) N S;(U) =0 parai # j y U~ Si(U) C U,
este conjunto serd llamado el conjunto abierto de Moran.

Teorema 20. [17]. Sean {(R™, M,) : Si,..., Sy} un SIF con factores de contraccion
{riti<i<n, tal que N > 1 y al menos dos puntos fijos de las contracciones S; son
distintos, K su atractor y sim K = s. Si existe un conjunto abierto acotado que satisface
la condicion del conjunto abierto, entonces dimpgpK > s y H*(K) > 0.
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