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Abstract: En este trabajo se presenta la modificacién del criterio de estabilidad de Mikhailov
para sistemas lineales fraccionarios de orden conmensurado. Dicha modificacién consiste en
determinar la medida apropiada del cambio total del argumento misma que depende del maximo
orden fraccionario del sistema «,, = na y no solo del entero n como se establece en la literatura.
Para ilustrar la validez del resultado se presentan algunos ejemplos.
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1. INTRODUCCION

Para el estudio de la estabilidad de un sistema lineal
de orden fraccionario es bien conocido el resultado prop-
uesto por (Matignon (1998)) y generalizado por (Bonnet
& Partington (2000)), el cual establece que un sistema
lineal de orden fraccionario es asintéticamente estable si
y sblo si las raices del pseudo-polinomio caracteristico
asociado al sistema se ubican en el semiplano izquierdo
del plano complejo. Sin embargo, la aplicaciéon de dicho
resultado demanda resolver el problema no trivial de cal-
cular explicitamente las raices de pseudo-polinomios. Por
lo tanto resulta deseable contar con métodos que nos
ayuden a determinar la estabilidad de sistemas de orden
fraccionario sin tener que calcular las raices de pseudo-
polinomios. En este sentido, existen algunos métodos
clasicos de estabilidad para sistemas lineales de orden en-
tero que han sido extendidos para el anélisis de estabilidad
de sistemas fraccionarios, como por ejemplo el criterio de
Nyquist (Valerio & da Costa (2013)) y recientemente el
criterio de Routh-Hurwitz (Liang et al. (2017)).

Entre otros criterios frecuenciales se encuentra el criterio
de estabilidad de Mikhailov que es presentado en (Bus-
lowicz (2008)) para una clase de sistemas lineales de orden
fraccionario con retardos. Dado que la clase de sistemas
lineales fraccionarios es una clase particular de sistemas
con retardos considerados en (Buslowicz (2008)) la cual
se obtiene haciendo cero los retardos, el resultado tipo
Mikhailov presentado en (Buslowicz (2008)) podria ser
utilizado para investigar la estabilidad de sistemas lineales
fraccionarios, y en particular los de orden conmensurado.
Cuando uno observa dicho resultado, resulta que la
condicion de estabilidad coincide con la condicién clasica
de Mikhailov para sistemas de orden entero, lo que en
principio no es esperado dada la naturaleza fraccionaria de
los sistemas. Sin embargo, cuando uno grafica la curva de
Mikhailov de algunos pseudo-polinomios particulares, re-
sulta que la condicién de Mikhailov en (Buslowicz (2008))
no es correcta. Lo anterior motiva el presente articulo,

donde presentamos el criterio de estabilidad de Mikhailov
modificado para sistemas fraccionarios de orden conmen-
surado. Adicionalmente, presentamos condiciones nece-
sarias para la estabilidad de los sistemas. Estas condiciones
estdn basadas en los coeficientes del pseudo-polinomio y
nos permiten por simple inspeccién determinar pseudo-
polinomios inestables. Las condiciones necesarias pueden
considerarse como un resultado andlogo al criterio de
Stodola conocido para polinomios (Bissell (1989)).

El resto del articulo esta organizado de la siguiente man-
era. En la seccién 2 se presentan algunos resultados prelim-
inares sobre pseudo-polinomios y su andlisis de estabilidad,
también se presenta el planteamiento del problema. El re-
sultado principal de la modificacién del criterio de estabil-
idad de Mikhailov para pseudo-polinomios se proporciona
en la seccién 3. La seccion 4 presenta algunos ejemplos
ilustrando la validez de los resultados y finalmente en la
seccién 5 se presentan las conclusiones.

2. PRELIMINARES Y PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

Un pseudo-polinomio caracteristico asociado a un sistema
lineal fraccionario de orden conmensurado es de la forma
p(s) = ans® +an_18*" "+ 4+ a1s* +ag, (1)
donde ag,k = 1,2,...,n € R, con a, # 0y ap = ka,
k=1,2,...,n, para algin o € RT.
Basado en los resultados expuestos en (Matignon (1998))
y (Bonnet & Partington (2000)), adoptamos la siguiente
definicién de estabilidad:

Definicion 1. El pseudo-polinomio p(s) se dice estable si
todas sus raices estan ubicadas en C_, el semiplano abierto
del plano complejo.

De los resultados de (Matignon (1998)), se sigue que
utilizando la transformaciéon A = s¢, la estabilidad de p(s)
puede determinarse mediante la ubicacién de las raices del
polinomio de orden entero

PA) = ap A\ 4 an 1 A" Far ) + ao. (2)



en la region del plano complejo A definida por

Ma:{AEC:%<arg(A)§ﬂ
o —m<arg(A) < —%}, (3)
como se establece en el siguiente resultado:

Lema 1. (Matignon (1998)) El pseudo-polinomio p(s) es
estable si y sélo si las n raices A;, 7 = 1,2,...,n, del
polinomio p(\) pertenecen a la regién M, 0 < a < 1.
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Fig. 1. Region M, en el plano complejo A para 0 < a < 1.

En la Figura 1 se muestra la forma de la regién de
estabilidad M, para 0 < a < 1.
Ahora presentamos la idea principal detras del criterio de
Mikhailov. Esta consiste en substituir s = iw en p(s) para
obtener

p(iw) = u(w) + iv(w),
y luego medir el cambio total de la variacién del argumento
de la funcién p(iw) cuando w va desde cero hasta infinito.
La grafica correspondiente de la funcién p(iw) en el plano
complejo, se le conoce como curva de Mikhailov.
Para el pseudo-polinomio p(s) el resultado tipo Mikhailov
(véase Teorema 2 en Buslowicz (2008) y Teorema 9.3 en
Kaczorek (2011)) es de la siguiente forma:

Teorema 1. El pseudo-polinomio p(s), con 0 < a < 1, es
estable si y sélo si

Aargp(iw)’;jO :n<g), (4)

lo que significa que la gréfica de p(iw) cuando w crece de 0
a 400 corre en sentido positivo (antihorario), n cuadrantes
del plano complejo, sin pasar por el origen.

Se observa que la condicién (4), coincide con la condicién
clasica del criterio de estabilidad de Mikhailov para poli-
nomios (Popov (1962)) y no refleja la naturaleza frac-
cionaria del pseudo-polinomio p(s).

Con el objetivo de verificar la validez del Teorema 1,
consideremos el siguiente pseudo-polinomio:

p(s) = s2/% —25'/8 1 3. (5)

En este caso tenemos que «,, = 2(%), es decir, n = 2y

o= %. El polinomio (2) de orden entero es entonces de la
forma

cuyas rafces A\jo = 1+ V/2i pertenecen a la regién M,.
Entonces podemos concluir por el Lema 1 que el pseudo-
polinomio en (5) es estable.

La curva de Mikhailov para p(s) en (5) se muestra en la
Figura 2, en donde se observa que el cambio total del

argumento tiende asintéticamente a 7/8 y no a n(g) =

2(%) = 7, como lo establece el Teorema 1.

Adicionalmente se observa que la curva corre en sentido
negativo (direccién horaria) y no en sentido positivo (anti-
horario) como lo establece el Teorema 1. Asi, el pseudo-
polinomio (5) es claramente un contra-ejemplo al Teorema
1, presentado en (Buslowicz (2008)).

Fig. 2. Curva de Mikhailov para p(s) en (5).

En la siguiente seccién presentamos la modificacién del cri-
terio de estabilidad de Mikhailov para el pseudo-polinomio
p(s). El resultado lo obtendremos siguiendo las ideas orig-
inales de (Popov (1962)) y explotando el hecho de que la
estabilidad de p(s) estd determinada por la ubicacién de
las raices de p(A) en M,,.

3. CRITERIO DE MIKHAILOV

Antes de establecer el criterio de Mikhailov, presentare-
mos condiciones necesarias para la estabilidad de pseudo-
polinomios. Recordemos que en el caso de polinomios una
condicién necesaria para que un polinomio sea Hurwitz,
es decir, las raices del polinomio estén ubicadas en C_, es
necesario que todos sus coeficientes no sean cero y ademds
tengan el mismo signo. Dicha condicién necesaria en el caso
de polinomios se conoce como criterio de Stodola, véase
(Bissell (1989)). Desafortunadamente el criterio de Stodola
no se cumple para pseudo-polinomios cuando 0 < o < 1,
sin embargo se pueden establecer condiciones necesarias
de estabilidad, como se expresa en el Lema siguiente.



Lema 2. Sea 0 < a < 1. Si p(s) es estable, entonces los
coeficientes a,, y ag son distintos de cero y tienen el mismo
signo.

Demostracion:

Claramente, a,, # 0. Si p(s) es estable, entonces todas las
raices de p(\) pertenecen a M,. Dado que M, ¢ C_, p(\)
puede tener raices complejas conjugadas con parte real
positiva, pero en particular no puede tener raices reales
positivas ni raices cero. La no existencia de raices cero
implica que ag # 0; ya que si este no fuera el caso entonces
podemos escribir p(A) = A"™§(A), en donde m < n'y §(\)
es un polinomio de orden n — m con coeficientes distintos
de cero, lo que implicaria la existencia de una raiz cero de
V.

Supongamos que a, > 0y ag < 0. Para A real, tenemos

p(0) =ap <0 and lim p(A) = 4oc.
A—00

Entonces, la continuidad de p(\) con respecto a A, implica
que p(A) tiene al menos una raiz real positiva, lo cual
contradice la estabilidad de p(s). Ahora supongamos que
an <07y ag > 0. Para X real, tenemos

p(0) =ap > 0and lim p(\) = —oo,
A—o00

por lo tanto, p(\) tiene al menos una raiz real positiva,
contradiciendo nuevamente la estabilidad de p(s). Asi,
concluimos que los coeficientes a,, y ag no deben ser cero
y tener el mismo signo. m

Es importante resaltar que el Lema 2 es equivalente al
Lema 9.3 en ( Kaczorek (2011)) pero es obtenido medi-
ante argumentos independientes del criterio de Mikhailov.
Ahora nos enfocaremos en el criterio de estabilidad de
Mikhailov. Primeramente observemos que del Lema 2 para
el problema de estabilidad de p(s) podemos asumir sin
pérdida de generalidad que los coeficientes a, y ag son
positivos. Por lo tanto, se tiene que p(0) = ag > 0 y en
consecuencia la curva de Mikhailov siempre comienza en el
eje real positivo, tal y como ocurre en el caso polinomial.
Considere los siguientes polinomios

Po(A) =(A=X) y (A =(A=C¢) (A —¢1)
donde \g € R, \g # 0, {1 = p1e®? y { = pre~ %%, con

p1 >0y ¢1 € (0,m).
Para0 < a<1lyre€0,00) sea

0o (r) = arg(re%i — o),
0,(r) = arg(r(za?ii - p16¢1i),
y ) )
02(r) = arg(re’s’ — pre= "),
Entonces

0o (r) = arg (ﬁo(re%i)) ,

0(r)=06,(r)+ 6 (r) = arg (ﬁl(re%i)) .
Los Lemas siguientes caracterizan el cambio total en
Oo(r), 01(r), O2(r) y O(r) cuando r varfa desde 0 hasta

oo, esenciales para obtener el resultado de estabilidad de
Mikhailov.

Lema 3. Para 6y(r) se satisface lo siguiente:

(1) Si Ag < 0 entonces 0y(r) es una funcion creciente de
r en el intervalo [0, 00) y

Ado (] = T (6)

(2) Si Ao > 0 entonces 0y () es una funcion decreciente
de r en el intervalo [0,00) y
am

by (N]5” = 5 — . (7)

Demostracion:

(1) Cuando Ay < 0, tenemos que 6p(0) = arg(—Xg) = 0.
Es geométricamente claro, véase Figura 3, que 6y(r)
es una funcién creciente (el vector v = re= ' — \g gira
en sentido anti-horario) para r en el intervalo [0, c0),
ademds 6y(r) — a§ cuando 7 — oo, lo que nos lleva
a la expresién en (6).

(2) Cuando Xy > 0, tenemos 6p(r) = m. De la Figura
3 es geométricamente claro que y(r) es una funcién
decreciente (el vector v = e3¢ — \g gira en sentido
negativo (horario)) para r en el intervalo [0,00),
ademds 0y(r) — af cuando 7 — o0, lo que nos lleva
a la expresion (7).
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Fig. 3. Raices reales positivas y negativas.
Lema 4. Para 01(r), 05(r) y 6(r) se cumple lo siguiente:

(1) Si & < ¢1 < m, entonces 01(r) es una funcion
creciente y O2(r) es una funcidn decreciente para r
en el intervalo [0,00) y

Ab1(r)f57 = 5 = (=7 + 1), (8)
Aby(r)[3° = %ﬁ — (7 — 1), 9)

que implica
. am
AG(F)[S :2(7).

. (10)
2) Si0 < ¢1 < &, entonces 61(r) y 62(r) son ambas
2

funciones decrecientes para r en el intervalo [0, 00) y

AN =T~ (m+a), (1)
A2 (r)|5° = a77r —(m—¢1), (12)

que implica
AR = 2(% - 7r) (13)

Demostracion:



(1) Cuando ¢ < ¢1 < m, véase Figura 4, tenemos

0,(0) = arg(—p1e?1?) = —7+ ;. Es geométricamente
claro que 6;(r) es creciente (el vector v; = re%’ —
p1e?1® gira en sentido anti-horario) cuando r au-
menta, ademds 6,(r) — % cuando r — oo, y de
esto se obtiene (8).
Por otro lado, tenemos que 05(0) = arg(— “pre o1ty =
T — ¢y Oo(r) decrece (el vector vy = reT’t —
p1e~?1 gira en sentido horario) cuando 7 aumenta
y 02(r) — ¢ cuando 7 — oo y asi se obtiene la
expresion en (9). Por lo tanto, el cambio total de 6(r),
cuando r va desde 0 hasta oo, estd dado por (10).
(2) Cuando 0 < ¢ < ¢, véase Figura 5, tenemos
0,(0) = arg(—p1e®'?) = m + ¢1. Geométricamente se
observa que 6;(r) decrece (el vector v; = re= ! —
p1e?1® gira en sentido horario) cuando r crece y
01(r) — <% cuando r — oo y asi se obtiene
la expresién (11). Por otro lado, tenemos 65(0) =
arg(—pre~ 1) = 1 — ¢1. Geométricamente, se puede
ver que la funmon O2(r) decrece (el vector vy =
re= ' — pje~?% gira en sentido horario) cuando r
crece y 0(r) — < cuando r — o0, obteniéndose
la expresién en (123. Finalmente, el cambio total del
argumento 6(r), cuando r varia desde 0 hasta oo, esta
dado por (13).
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Fig. 4. Raices complejas conjugadas estables.

Teorema 2. El pseudo-polinomio p(s) es estable si y sdlo

si
N T nm

Aargp(zw)‘o —an(2)—a( 5 ), (14)
donde 0 < @ < 1.
Demostracién:
Consideraremos solo pseudo-polinomios p(s) que cumplen
con el Lema 2, dado que al no satisfacerse esta condicién
necesaria no tiene caso investigar su estabilidad. Adicional-
mente, asumamos que p(s) no tiene rafces imaginarias
puras. Por medio de la transformacion A = s, un punto
en el plano complejo s = iw = wez’ es transformado en el
plano complejo A a A = w®e2°%. Por lo tanto se tiene que

pliw) = p(we=").
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Fig. 5. Raices complejas conjugadas inestables.

De esta igualdad se sigue que el problema de la medicién
del cambio total de argumento de p(iw) cuando w varia
desde 0 hasta oo es equivalente al problema de medir el
cambio total del argumento de p(re ) cuando r varfa
desde 0 hasta co. El polinomio entero p(\) tiene n raices
diferentes en el plano complejo A y puede factorizarse como
un producto de la forma

15()\) :an()\_)\l)"'(/\_/\m)"'
A=) A=A = Q) (15)
en donde A;,j = 1,...,m son raices reales y Cj,§j7j =
1,...,1, son raices complejas conjugadas. Claramente se
cumple que n = m + 2[. Entonces, tenemos
arg p(re= ") = arg(ay,) Zarg eTT - N\) 4+ (16)

l

TG+ Y (T -G).

j=1

—i—Zarg

La condicién necesaria garantiza que el polinomio p(\) no
tiene raices cero ni raices reales positivas. Por otro lado,
la hipdtesis de que p(s) no tiene raices imaginarias puras
implica que p(\) no tiene raices complejas conjugadas en
OM,, la frontera de la region M,. Sea p el nimero de
raices de p(\) que pertenecen a la regién (M, UIM,,) \ C.
Entonces existen (n — p) raices de p(\) que pertenecen a
M,,. De los Lemas 3 y 4 se sigue que cada una de las raices

que pertenecen a M, contribuyen % al cambio total del

argumento de p(re = ?). De la misma manera las raices que
pertenecen a (M, UJM,) \ C aportan (<° — ) al cambio
total de argumento. Por lo tanto de (15) y (16) obtenemos

o= () 45 o)

Para la estabilidad de p(s) es necesario y suficiente que
p(A) tenga todas sus raices en M, en otras palabras, que
p = 0. Haciendo p = 0 en (17) obtenemos (14) y la prueba
del Teorema 2. m

A arg p(iw) :O = (17)



Observemos que en el Teorema 2 no establece nada sobre la
direccién (positiva o negativa) de la curva de Mikhailov.
De hecho, del Lema 4 para el caso de raices complejas
estables se tiene que 6 (r) es una funcién creciente pero, sin
embargo, 02(r) es decreciente y, por tanto 6(r) = 01(r) +
02(r) puede ser creciente o decreciente cuando r aumenta
desde 0 hasta co. Como consecuencia tenemos que raices
estables complejas conjugadas no necesariamente implican
que la direccion de la curva de Mikhailov corra en sentido
positivo.

4. EJEMPLOS

Ejemplo 1. Considere el mismo pseudo-polinomio uti-
lizado para el contra-ejemplo en (5):

p(s) = s2/8 —251/8 13,

Como n =2, a, =1y ag = 3, la condicién necesaria del

Lema 2 se satisface y por lo tanto procedemos a verificar

la condicién del Teorema 2. Como «, = % vy a = %, se
sigue que

. Rl m s

s =au(5) =7

lo que coincide con lo observado en la Figura 2, en donde

el cambio total del argumento tiende asintéticamente a 3.

Ejemplo 2. Considere el pseudo-polinomio

p(s) = 0.85%2 +0.55%% 4- 1 (18)
el cual ha sido ampliamente estudiado en la literatura,
véase por ejemplo (Petras (2009)). En este caso tenemos
an = 22(1—10) = 22 de donde n = 22 y a = %
Primeramente, observamos que se satisface la condicion
necesaria del Lema 2 puesto que a,, = 0.8 y ag = 1.

La curva de Mikhailov de (18) se muestra en la Figura
6. En dicha figura se observa que el cambio total del
argumento tiende asintéticamente a 111—67, que es igual a
a5 . Por lo tanto, por el Teorema 2 se concluye que (18)
es estable, lo cual coincide con lo obtenido mediante el
célculo de las raices en (Petras (2009)). Note que, en este
caso, la curva corre en direccién positiva.

5. CONCLUSIONES

En este articulo se aborda el criterio de estabilidad
de Mikhailov para pseudo-polinomios de orden con-
mensurado. Primeramente se obtienen condiciones nece-
sarias para la estabilidad de dichos pseudo-polinomios,
en términos de los coeficientes a,, y ag. Esta condicién
necesaria es importante ya que nos permite por simple
inspeccion de los coeficientes del pseudo-polinomio deter-
minar su inestabilidad.

El resultado principal de este articulo es la modificacion del
criterio de estabilidad de Mikhailov. Dicha modificaciéon
consiste en determinar la medida apropiada del cambio
total del argumento para p(iw) cuando w varia desde cero
hasta infinito. El resultado en el Teorema 2 establece
que la medida del cambio total del argumento es an(g),
donde «,, = na es la maxima potencia fraccionaria del
pseudo-polinomio y no n(g) como ha sido reportado en la
literatura hasta el momento.

Otro resultado importante es que la curva de Mikhailov
no necesariamente gira siempre en sentido positivo para

05

Fig. 6. Curva de Mikhailov para (18).

el caso de pseudo-polinomios estables. En otras palabras
la conocida propiedad de fase monoténicamente creciente
para polinomios estables en general no se cumple para
pseudo-polinomios estables.
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