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Notación

N Conjunto de los números naturales.
Z, Z+, Z− Conjunto de los números enteros, enteros positivos y enteros negativos.
R, R+, R− Conjunto de los números reales, reales positivos y reales negativos.
C Conjunto de los números complejos.
C− Semiplano izquierdo abierto del plano complejo.
∂M Frontera del conjunto M.
Dα Derivada fraccionaria de orden α.
L Operador transformada de Laplace.
dxe Función techo de x ∈ R.
Γ(·) Función Gamma.
Eα(t) Función de Mittag-Leffler de un parámetro.
Eα,β(t) Función de Mittag-Leffler de dos parámetros.
Re(s) Parte real de un número complejo s.
arg(s) Argumento de un número complejo s.
∆arg p(s) Cambio total del argumento de p(s).⋃
k∈Z

Ak Unión matemática de un conjunto ı́ndice Ak.
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Resumen

En este trabajo de tesis se aborda el problema de estabilidad de sistemas lineales fraccio-
narios. La estabilidad de esta clase de sistemas está determinada mediante la ubicación de las
raı́ces del pseudo-polinomio caracterı́stico asociado. Debido a la complejidad en el cálculo
de las raı́ces del pseudo-polinomio resulta deseable contar con métodos que nos ayuden a de-
terminar la estabilidad de los sistemas sin tener que calcular las raı́ces de pseudo-polinomios.
El criterio de estabilidad de Mikhailov para sistemas lineales de orden entero es una herra-
mienta gráfica poderosa para determinar la estabilidad sin calcular las raı́ces asociadas al
polinomio caracterı́stico.

En este trabajo se presenta la extensión del criterio de Mikhailov para el caso de sistemas
lineales fraccionarios de orden conmensurado. Adicionalmente, se presenta la generalización
del criterio clásico de Stodola, que proporciona condiciones necesarias de estabilidad, para
dicha clase de sistemas.
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Abstract

This dissertation work addresses the stability problem of linear fractional order systems.
The stability of this class of systems is determined by the location of the roots of the as-
sociated characteristic pseudo-polynomial. Due to the complexity in the calculation of the
pseudo-polynomial roots, it is desirable to have methods that help us to determine the stabi-
lity of the systems without having to calculate pseudo-polynomials roots.
The Mikhailov stability criterion for linear integer order systems is a powerful and graphical
tool to determine the stability without having to calculate the roots of the associated charac-
teristic polynomial.

In this work the extension of the Mikhailov criterion is presented for the case of fractional
linear systems of commensurate order. Additionally, the generalization of the classic Stodola
criterion is presented, which provides necessary stability conditions for this class of systems.
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Capı́tulo 1

Introducción

En este capı́tulo se presenta una breve historia del cálculo fraccionario. Además, se men-
cionan las diversas áreas en donde se aplica esta herramienta matemática, especı́ficamente
para el modelado de sistemas de orden fraccionario y en el diseño de controladores. El esta-
do del arte para la estabilidad de sistemas de orden fraccionario se discute de manera breve.
Adicionalmente se presenta la formulación del problema de investigación y la organización
de esta tesis.

1.1. Historia del cálculo fraccionario
La idea de la generalización de dn f (t)

dtn , cuando n no es entero surgió en el nacimiento
del mismo cálculo diferencial. Los primeros acercamientos y discusiones acerca del cálculo
de orden no entero, surgieron entre Leibniz, Bernoulli y L’Hopital alrededor del año 1695,
quienes hicieron algunas observaciones sobre la posibilidad de considerar derivadas de or-
den 1

2 , de ahı́ el nombre de cálculo fraccionario. Fue Euler en 1738 quien dió el primer paso,
partiendo de la derivada de la potencia de una función, observando que en este caso la deri-
vada también tiene sentido cuando el orden n no es entero. Luego en 1820, Lacroix confirma
la observación de Euler llegando al mismo resultado. Es decir, considerando una función
y = xm, definieron que

dny
dxn =

Γ(m+1)
Γ(m−n+1)

xm−n,

con m y n no necesariamente enteros, en donde la función Γ(·), es la generalización de la
función factorial para números no enteros. Posteriormente, en 1812 Laplace propone la idea
de la diferenciación no entera, por medio de una integral. Después en 1822, Fourier sugiere
un operador derivada fraccionario, de orden p usando la siguiente igualdad

dp f (x)
dxp =

1
2π

∫
∞

−∞

λ
pdλ

∫
∞

−∞

f (t)cos(λx− tλ+ pπ/2)dt,

esta vez para ciertas funciones particulares f (x) no necesariamente la potencia de una fun-
ción. Parte fundamental del cálculo fraccionario se le atribuye a Niels Henrik Abel quien en
1823, aplicó una derivada de orden no entero en la solución de una ecuación integral para
resolver el problema de la tautócrona. Dicho problema consiste en determinar la curva que

1



describe el movimiento de una partı́cula que se desliza a lo largo de un curva suave, en un
plano vertical, bajo la influencia de la gravedad. Si el tiempo de deslizamiento es una cons-
tante k desde el punto más alto de la curva x hasta el punto más bajo 0, la ecuación integral
de Abel es: ∫ x

0
(x− t)−1/2

ϕ(t)dt = k.

Aquı́ el integrando ϕ(t) es la incógnita a deteminar. La solución a dicha ecuación integral
está dada por:

ϕ(t) =
1
π

d
dx

∫ x

0

k√
x− t

dt.

Posteriormente, en el periodo de 1832 a 1837, con una serie de trabajos, Liouville se posi-
cionó como unos de los principales aportadores sustanciales a la teorı́a del cálculo fraccio-
nario. Primero con la definición de la fórmula de la derivada de una función exponencial,
después definiendo la derivada fraccionaria como el lı́mite de un cociente de una diferen-
cia, con ello evaluó la derivada de algunas funciones elementales. Adicionalmente Liouville
abordó las aplicaciones de cálculo fraccionario para la solución de algunos tipos de ecua-
ciones diferenciales ordinarias lineales, finalmente propuso una expresión para la integra-
ción fraccionaria. Luego, Riemann en 1874, siguiendo la misma idea de Liouville propuso
una expresión para la integración fraccionaria, misma que desde ese momento se convir-
tirı́a en la formula de integración fraccionaria moderna, conocida como operador integral de
Riemann-Liouville, la cual está directamente relacionada con la fórmula de la integral iterada
de Cauchy. Por otro lado, en 1867, Grunwald y en 1868, Letnikov, desarollaron la definición
de derivación de orden no entero, utilizando la derivada iterada definida a través del lı́mite.
Con esto, se concluye una breve reseña histórica del cálculo fraccionario, el cual es el co-
mienzo para la formalización de la teorı́a de los operadores derivada e integral de orden no
entero. En la actualidad existen una gran variedad de operadores fraccionarios, como la inte-
gral fraccionaria de Weyl (1917), la integral fraccionaria de Riez (1936), la derivada fraccio-
naria de Caputo (1967), entre otros. Es importante resaltar la gran cantidad de matemáticos
importantes de la historia que hicieron sus aportaciones en esta área, misma que con el tiem-
po se ha ido perfeccionando. Para ver más detalles de la historia del cálculo fraccionario,
véase [1].

1.2. Sistemas de orden fraccionario
El cálculo fraccionario es una rama de las matemáticas que abre la posibilidad de ex-

tender las definiciones de derivada e integral para órdenes no enteros. En las últimas dos
décadas, las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario han sido utilizadas para el mo-
delado de varios fenómenos fı́sicos cuyas soluciones, en el caso de sistemas lineales, poseen
un decaimiento anómalo, diferente al de tipo exponencial [2].
Las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario logran explicar cierta clase de fenómenos
fı́sicos, se presume que tienen la capacidad de describir comportamientos que poseen memo-
ria, ya que una caracterı́stica del operador derivada de orden fraccionario es que no es local,
debido a que involucra una integral y por lo tanto depende de los valores de la función en un
intervalo.
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En la actualidad existen una gran cantidad de aplicaciones de ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario en áreas como fı́sica, quı́mica, ingenierı́a, finanzas, etc. Por mencionar
algunos ejemplos especı́ficos se encuentran aplicaciones en procesos de difusión [3], en el
modelado de propiedades mecánicas de materiales [4] en procesamiento de señales [5], [6],
en el modelado del comportamiento viscoelástico [7], [8], en bioingenierı́a [9], electrónica
[10], robótica [11], [12], entre otros. En particular, también podemos encontrar aplicaciones
en la teorı́a matemática de control [13], [14].

1.3. Cálculo fraccionario en la teorı́a del control
El primer acercamiento en la aplicación del cálculo fraccionario en la teorı́a del control

surge en el año de 1945 cuando H. Bode [15] usó una función de transferencia del tipo

F(s) =
(

ωc

s

)γ

, γ ∈ R,

donde ωc es la ganancia de frecuencia de cruce, y γ es la pendiente de la curva de magni-
tud. De hecho, probablemente sin el conocimiento de Bode, la función F(s) es un integrador
de orden fraccionario cuando γ > 0 y un diferenciador cuando γ < 0. Posteriormente en los
años setentas se propuso un controlador de orden fraccionario en el dominio de la frecuencia
conocido como CRONE (“Commande Robuste d‘Ordre Non Entier”) [16] , abriendo paso a
una generación de controladores robustos de orden fraccionario. Después a finales de los no-
ventas surgió el controlador fraccionario conocido como PIλDµ [14] que es la generalización
del controlador clásico PID. Claramente, para un sistema de control en lazo cerrado existen
cuatro posibilidades a considerar, con respecto a los órdenes de la planta y al controlador:

1. Planta entera con controlador entero,

2. Planta entera con controlador fraccionario,

3. Planta fraccionaria con controlador entero y

4. Planta fraccionaria con controlador fraccionario.

El controlador fraccionario PIλDµ posee una mayor cantidad de parámetros, es decir, cuenta
con cinco parámetros para sintonizar (Kp, Ki, λ, Kd , µ), mientras que el PID de orden entero
solo tiene tres (Kp, Ki, Kd), por lo tanto el controlador fraccionario tiene mayor flexibilidad
para la sintonización de las ganancias, esperando ası́ mejorar el rendimiento de un sistema de
control en lazo cerrado, sin embargo, implica que el diseño del mismo sea más complejo en
comparación con un controlador de orden entero. Del mismo modo, resulta natural utilizar
un controlador fraccionario cuando se trata de una planta fraccionaria.
Con el objetivo de ilustrar el efecto que tienen los controladores fraccionarios, consideremos
un ejemplo para el control de un sistema térmico. Es bien sabido que un proceso térmico
con transferencia de calor por conducción o convección se puede modelar aproximadamente
mediante una ecuación diferencial de primer orden, como la siguiente:

RC
dθ

dt
+θ = Rh,

3



donde R es la resistencia térmica, C es la capacitancia térmica, θ es la diferencia de tempera-
tura entre un elemento y otro, h es un cambio pequeño en el flujo de calor de la entrada. La
función de transferencia que relaciona a θ con h, se obtiene mediante

Θ(s)
H(s)

=
R

RCs+1
,

donde Θ(s) = L{θ(t)} y H(s) = L{h(t)}. Dadas las caracterı́sticas de la función de trans-
ferencia, en [17],[18] se proponen dos modelos para un calentador eléctrico, uno de orden
entero y otro de orden fraccionario, descrito por una función de transferencia

Ge(s) =
1

as+b
, (1.1)

donde a y b son parámetros a estimar mediante algún método de identificación paramétrica.
En [17] se consideran los parámetros a = 20.14 y b = 0.598. Por otro lado, se propone un
segundo modelo de orden fraccionario cuya función de transferencia es de la forma

G f (s) =
1

asα +b
, (1.2)

donde a diferencia del primer modelo, en este caso se añade el parámetro α. Los autores
argumentan que el modelo (1.2) aproxima mejor el comportamiento observado experimen-
talmente del sistema térmico usando una entrada de tipo escalón. Los valores estimados de
los parámetros para el modelo (1.2) son a = 39.69, b = 0.598 y α = 1.25.
Consideremos ahora el controlador PIλDµ que tiene como función de transferencia la que
sigue:

C(s) = Kp +Kis−λ +Kdsµ, (1.3)

donde Kp, Ki y Kd son respectivamente las ganancias proporcional, integral y derivativa.
Cuando λ = µ = 1 obtenemos el controlador clásico PID. De igual forma, ya sea haciendo λ

o µ cero tenemos el controlador PDµ o PIλ, respectivamente. Por ejemplo, para el caso del
controlador PDµ se tiene la siguiente función de transferencia:

Cµ(s) = Kp +Kdsµ. (1.4)

Considerando las cuatro posibilidades mencionadas anteriormente. Para el sistema de control
en lazo cerrado, la planta entera (1.1) con un controlador entero, es decir, haciendo µ = 1 en
(1.4), se tiene que la función de transferencia es como sigue:

G1(s) =
Kds+Kp

20.14s+Kds+(Kp +0.598)
. (1.5)

En cambio, para el caso de la misma planta entera (1.1) con un controlador fraccionario, la
función de transferencia es, la siguiente:

G2(s) =
Kdsµ +Kp

20.14s+Kdsµ +(Kp +0.598)
. (1.6)
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Por otro lado, para el caso de la planta fraccionaria en (1.2) el sistema de control en lazo
cerrado utilizando un controlador entero, es decir, (1.4) con µ= 1, la función de transferencia
es la que sigue:

G3(s) =
Kds+Kp

39.69s1.24 +Kds+(Kp +0.598)
. (1.7)

Y por último, el correspondiente a una planta fraccionaria (1.2) con un controlador fraccio-
nario (1.4), la función de transferencia en lazo cerrado se define como:

G4(s) =
Kdsµ +Kp

39.69s1.25 +Kdsµ +(Kp +0.598)
.

En [19] se diseña un controlador entero basado en el modelo entero y un controlador frac-
cionario PDµ diseñado sobre el modelo de orden fraccionario. Para el controlador entero se
obtuvieron los parámetros

Kp = 64.47, Kd = 12.39,

mientras que para el controlador de orden fraccionario se obtuvieron los parámetros

Kp = 64.47, Kd = 48.99, µ = 0.5.

Ambos controladores fueron aplicados experimentalmente al proceso térmico real. Los re-
sultados experimentales mostraron que el controlador fraccionario tenı́a una mejor respuesta
que el controlador de orden entero.
Existen muchas aplicaciones donde, como en el ejemplo anterior, se muestra una mayor fle-
xibilidad de los controladores enteros. Es importante mencionar que existen varios métodos
para sintonizar controladores de orden fraccionario, los cuales son propuestas modificadas
de métodos empleados en la teorı́a clásica del control. Evidentemente, en cada uno de los
métodos de sintonización, la estabilidad en lazo cerrado es fundamental.
En las funciones de transferencia de G2(s), G3(s) y G4(s), la estabilidad está determinada
por los ceros del denominador que para estos casos es de la forma:

p(s) = asα +bsµ + c, (1.8)

donde α = 0 para los casos donde la planta es de orden entero. La función de variable com-
pleja p(s) es conocida como pseudo-polinomio. Nuestro trabajo de tesis trata sobre el estudio
de las estabilidad de pseudo-polinomios de la forma (1.8). La formulación del problema que
abordaremos se describe en la siguiente sección.

1.4. Formulación del problema
Considere una ecuación diferencial lineal de orden fraccionario, de la forma

anDαny(t)+ . . .+a1Dα1y(t)+a0y(t) = 0, (1.9)

donde ai,α j ∈ R, i = 0,1, . . . ,n, j = 1, . . . ,n. Sin pérdida de generalidad, asumimos que
αn > αn−1 > .. . > α1. Dα j j = 1,2, . . . ,n, denota el operador derivada fraccionaria de Capu-
to o de Riemann-Liouville. El comportamiento de las soluciones de la ecuación (1.9) está
determinado por las raı́ces de la función caracterı́stica (pseudo-polinomio) siguiente:

p(s) = ansαn +an−1sαn−1 + · · ·+a1sα1 +a0. (1.10)
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Es importante mencionar que el pseudo-polinomio (1.10) es exactamente el mismo inde-
pendientemente del tipo de derivada fraccionaria que se utilice. Decimos que (1.10) es de
orden conmensurado si α j = jα, j = 1,2, . . . ,n, para algún α ∈ R+. El sistema descrito por
la ecuación en (1.9) es asintóticamente estable si y sólo si las raı́ces de (1.10) se encuentran
ubicadas en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo [2], [20]. La aplicación de
dicho resultado demanda resolver el problema no trivial de calcular explı́citamente las raı́ces
del pseudo-polinomio (1.10). Por lo tanto resulta deseable contar con métodos que nos ayu-
den a determinar la estabilidad de sistemas de orden fraccionario sin tener que calcular las
raı́ces de pseudo-polinomios.
En el caso de sistemas de orden entero existen resultados bien establecidos para verificar
la estabilidad de un sistema lineal sin necesidad de calcular las raı́ces del polinomio carac-
terı́stico asociado, como son los criterios de Stodola [21], Routh-Hurwitz [22], Nyquist [23]
y Mikhailov [24]. Sin embargo, estos resultados no se encuentran bien establecidos en el
caso de sistemas de orden fraccionario. En [25] se presenta el criterio de Mikhailov para
sistemas lineales comensurados de orden fraccionario descritos por (1.9). Sin embargo, en
[25], la condición de estabilidad coincide con la condición clásica de Mikhailov para siste-
mas de orden entero, lo que en principio no es esperado dada la naturaleza fraccionaria de
los sistemas. Adicionalmente, cuando uno grafica la curva de Mikhailov de algunos pseudo-
polinomios particulares, resulta que la condición de Mikhailov en [25] no es correcta. En
conclusión, no se tiene una extensión adecuada del criterio de Mikhailov y por otra parte no
existe una descripción del criterio de Stodola para el caso de sistemas de orden fraccionario.
Esta es la principal motivación del trabajo de investigación doctoral donde se pretende es-
tablecer criterios análogos a los de Stodola y Mikhailov para la clase de sistemas de orden
fraccionario conmensurado.

1.5. Organización general de la tesis
El resto de este manuscrito está organizado como sigue:

En el capı́tulo 2 se presentan algunos resultados preliminares sobre cálculo fraccionario ne-
cesarios para los resultados principales de este trabajo. En este capı́tulo se revisan conceptos
de derivada, integral y transformada de Laplace de operadores fraccionarios. Finalmente en
este capı́tulo se presentan resultados generales de la estabilidad de sistemas lineales fraccio-
narios.
El capı́tulo 3 contiene los resultados principales. Primeramente revisamos los resultados de
estabilidad de los criterios de Stodola y Mikhailov para sistemas de orden entero. Posterior-
mente, presentamos la generalización de estos criterios de estabilidad para sistemas frac-
cionarios conmensurados. Finalmente presentamos varios ejemplos ilustrando los resultados
obtenidos. En el capı́tulo 4 se presentan algunas conclusiones de esta investigación y se pro-
ponen algunas ideas como trabajo futuro.
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Capı́tulo 2

Fundamentos de cálculo fraccionario

En este capı́tulo se presentan algunos resultados preliminares necesarios para el desarollo
de la tesis. Se presenta la función Gamma y algunas de sus propiedades, la cual desempeña
un papel muy importante en la teorı́a del cálculo fraccionario. Por otro lado, se presentan
conceptos básicos del cálculo entero, en particular, la conceptualización de derivada e inte-
gral iterada que nos llevará de manera intuitiva a definir un solo operador difero-integral para
órdenes reales. En otra parte de este capı́tulo, se muestran conceptos básicos de cálculo para
órdenes reales y la definición del operador difero-integral de Riemann-Liouville y algunas de
sus caracterı́sticas. Finalmente, se presenta lo referente a la teorı́a de ecuaciones diferencia-
les de orden fraccionario y se define la estabilidad para este tipo sistemas. La mayorı́a de los
conceptos preliminares utilizados en este capı́tulo fueron tomados del libro en la referencia
[26].

2.1. Función Gamma

Definición 2.1. Para z ∈ R+. La función Γ(z) está definida como:

Γ(z) =
∫

∞

0
tz−1e−tdt. (2.1)

Lema 2.1. La integral impropia en (2.1) converge para z ∈ R+.

Demostración. Primeramente observemos que si z ∈ (0,1) entonces la función tz−1 es de-
creciente y tiende a infinito cuando t→ 0+. Por otro lado, si z≥ 1 entonces la función tz−1

no decrece para t ≥ 0, de hecho, es estrictamente creciente si z > 1 y tiende a infinito cuando
t → +∞. Por esta razón dividimos la demostración de convergencia de la integral (2.1) en
dos partes:

I) Cuando z ∈ (0,1). Reescribamos la integral impropia como

∫
∞

0
tz−1e−tdt =

∫ 1

0
tz−1e−tdt +

∫
∞

1
tz−1e−tdt. (2.2)
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La primera integral del lado derecho de (2.2) satisface∫ 1

0
tz−1e−tdt ≤

∫ 1

0
tz−1dt =

1
z

tz
∣∣∣1
0
=

1
z
.

Ahora consideremos la segunda integral del lado derecho de (2.2). Como tz−1 es de-
creciente de t, entonces se tiene que tz−1 ≤ (1)z−1 = 1, ∀t ≥ 1. Utilizando este hecho,
se sigue que ∫

∞

1
tz−1e−tdt ≤

∫
∞

1
e−tdt =−e−t

∣∣∣∞
1
= e−1.

Ası́, para z ∈ (0,1) tenemos que∫
∞

0
tz−1e−tdt ≤ 1

z
+ e−1 < ∞, (2.3)

y por tanto la integral impropia en (2.1) converge para z ∈ (0,1).

II) Cuando z ≥ 1. En este caso existe m ∈ N tal que m− 1 ≤ z− 1 ≤ m y por lo tanto se
satisface que tz−1 ≤ tm, ∀t ≥ 0. De lo anterior se sigue que∫

∞

0
tz−1e−tdt ≤

∫
∞

0
tme−tdt. (2.4)

Consideremos la función g(t)= tme−
1
2 t . Por un lado g(0)= 0 y por otro lado, aplicando

el Teorema de L’Hopital, se tiene que

lı́m
t→∞

g(t) = lı́m
t→∞

m(m−1)(m−2) . . . ·2 ·1
(1

2)
me

1
2 t

= 0.

Entonces, dado T > 0 existe β = β(T )> 0 tal que

g(t)≤ β ∀t ≥ T.

Escogiendo β suficientemente grande, la desigualdad anterior se satisface para t ≥ 0.
Entonces se tiene que

tm ≤ βe
1
2 t , ∀t ≥ 0.

Ası́, ∫
∞

0
tme−tdt ≤

∫
∞

0
(β e

1
2 t)e−tdt = β

∫
∞

0
e−

1
2 tdt = 2β. (2.5)

Por lo tanto, de (2.4) y (2.5) se tiene que para z≥ 1∫
∞

0
tz−1e−tdt ≤ 2β,

lo que implica que la integral impropia (2.1) converge.
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Corolario 2.1. La función Γ(z) cumple con lo siguiente:

lı́m
z→0+

Γ(z) = +∞.

Demostración. Dado que la función Γ(z) se puede reescribir como en (2.2), se tiene que∫
∞

0
tz−1e−tdt >

∫ 1

0
tz−1e−tdt >

∫ 1

0
e−1tz−1dt =

1
ez
.

Se sigue que Γ(z)→+∞ cuando z→ 0+.

En la Figura 2.1 se puede observar el gráfico de la función Γ(z).

Figura 2.1: Función Γ(z).

Ejemplo 2.1. Sea z = 1/2. Utilizando la definición en (2.1), tenemos que

Γ(1/2) =
∫

∞

0
t−1/2e−tdt.

Haciendo un cambio de variable u = t1/2, tenemos

Γ(1/2) =
∫

∞

0

1
u

e−u2
2udu = 2

∫
∞

0
e−u2

du.

Luego, (
Γ(1/2)

)2
=
(

2
∫

∞

0
e−u2

du
)(

2
∫

∞

0
e−v2

dv
)
= 4

∫
∞

0

∫
∞

0
e−(u

2+v2)dvdu.
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Para resolver esta integral impropia doble utilizaremos coordenadas polares. Sean u =
rcos(θ) y v = rsen(θ) entonces se tiene que

4
∫

∞

0

∫
∞

0
e−(u

2+v2)dvdu = 4
∫

π/2

0

∫
∞

0
e−r2

rdrdθ.

Por una parte, se tiene que

4
∫

π/2

0
dθ = 4(

π

2
),

por otro lado, haciendo el cambio de variable u = r2, se tiene que∫
∞

0
e−r2

rdr =−1
2

∫
∞

0
eudu.

Entonces (
Γ(1/2)

)2
= 4
(

π

2

)(
− 1

2

∫
∞

0
eudu

)
= π.

Por lo tanto
Γ(1/2) =

√
π.

Una propiedad interesante de la función Γ(z) está dada por el siguiente resultado:

Lema 2.2. La función Γ(z) satisface lo siguiente:

Γ(z+1) = zΓ(z), z ∈ R+. (2.6)

Demostración. De la definición de la función Γ(z) en (2.1) se tiene que

Γ(z+1) =
∫

∞

0
tze−tdt,

que al integrar por partes, se obtiene

Γ(z+1) =−tze−t
∣∣∣∞
0
+ z

∫
∞

0
tz−1e−tdt,

=−tze−t
∣∣∣∞
0
+ zΓ(z).

De la demostración del Lema 2.1 se sigue que lı́mt→∞ tze−t = 0 y por lo tanto se obtiene que

Γ(z+1) = zΓ(z).

La propiedad (2.6), también conocida como recursividad, es de hecho una generalización
del factorial para números enteros al caso de números reales positivos. Para visualizar lo
anterior primeramente observemos que Γ(1) =

∫
∞

0 e−tdt = 1. El siguiente resultado muestra
que el factorial de números enteros es un caso particular de (2.6).

Lema 2.3. Para n ∈ N se satisface

Γ(n) = (n−1)!. (2.7)

10



Demostración. Del Lema 2.2 y dado que Γ(1) = 1 se tiene que

Γ(2) = Γ(1+1) = 1Γ(1) = Γ(1) = 1
Γ(3) = Γ(2+1) = 2Γ(2) = 2 ·1 = 2!
Γ(4) = Γ(3+1) = 3Γ(3) = 3 · (2 ·1) = 3!

Supongamos que es válido para n, es decir,

Γ(n) = (n−1)!,

entonces
Γ(n+1) = nΓ(n) = n(n−1)! = n!.

Tomando en cuenta que 0! = 1, se tiene que la fórmula en (2.7) es válida para n ∈ N.

Por otro lado, la función Γ puede ser utilizada para describir un producto, como se pre-
senta en los corolarios siguientes:

Corolario 2.2. Para z ∈ R+

n−1

∏
k=0

(z+ k) = z(z+1) . . .(z+(n−1)) =
Γ(z+n)

Γ(z)
. (2.8)

Corolario 2.3. Para valores de n < z

n−1

∏
k=0

(z− k) = z(z−1) . . .(z− (n−1)) =
Γ(z+1)

Γ(z−n+1)
. (2.9)

Corolario 2.4. Para valores de n < z

−n−1

∏
k=0

(z+1+ k) = (z+1)(z+2) . . .(z−n) =
Γ(z−n+1)

Γ(z+1)
. (2.10)

Las demostraciones de los Corolarios 2.2, 2.3 y 2.4 se pueden encontrar en la referencia
[26]. Otro de los usos de la función Γ(z) es que se puede utilizar para escribir combinaciones.
Las combinaciones son el número de formas de seleccionar elementos de un conjunto y
generalmente se definen como una expansión binomial, como se presenta a continuación.

Definición 2.2. El número de subconjuntos con k elementos, escogidos de un conjunto con
n elementos es (

n
k

)
=

n!
k!(n− k)!

, n,k ∈ N. (2.11)

Utilizando la función Γ(z) obtenemos que n! = Γ(n+ 1), k! = Γ(k + 1) y (n− k)! =
Γ(n− k+1), entonces (2.11) se puede escribir como(

n
k

)
=

Γ(n+1)
Γ(k+1)Γ(n− k+1)

, (2.12)

que tiene sentido si n,k,(n− k) ∈ R/Z.
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2.2. Cálculo de orden entero
Antes de presentar los conceptos de cálculo de orden fraccionario, es conveniente revisar

algunos conceptos de cálculo de orden entero que nos ayudarán a entender las generalizacio-
nes de los operadores difero-integral para órdenes reales.

2.2.1. Derivadas iteradas
Definición 2.3. Dada una función f : R→ R. La derivada de f con respecto a t se define
como

d f (t)
dt

= lı́m
h→0

f (t)− f (t−h)
h

. (2.13)

Si el lı́mite en (2.13) existe, decimos que f (t) es diferenciable. Si h > 0 y el lı́mite
existe tenemos la derivada por la izquierda, y cuando h < 0 la derivada por la derecha. Si f
es diferenciable en t ambas derivadas por la derecha y la izquierda coinciden. Se sabe del
cálculo elemental, que se puede aplicar la composición de funciones de manera iterada, es
decir, para obtener la segunda derivada de f (t), tenemos

d
dt

(
d f (t)

dt

)
= lı́m

h→0

d
dt f (t)− d

dt f (t−h)
h

= lı́m
h→0

lı́m
h1→0

f (t)− f (t−h1)
h1

− lı́m
h2→0

f (t−h)− f (t−h−h2)
h2

h
,

haciendo h = h1 = h2, tenemos

d
dt

(
d f (t)

dt

)
= lı́m

h→0

f (t)−2 f (t−h)+ f (t−2h)
h2 .

De otra manera podemos escribir

d2 f (t)
dt2 = lı́m

h→0

1
h2

2

∑
k=0

(
2
k

)
(−1)k f (t− kh).

Sucesivamente, se obtiene en general que

dn f (t)
dtn = lı́m

h→0

1
hn

n

∑
k=0

(
n
k

)
(−1)k f (t− kh).

Dada una función f : R→ R, denotemos

D f (t) = D( f )(t) ∆
=

d f (t)
dt

. (2.14)

Ası́, en general se puede escribir que

Dn f (t) =
dn f (t)

dtn , n ∈ N, (2.15)

y para n = 0, tenemos D0 f (t) = f (t). El operador Dn es entonces el operador derivada sobre
f (t), n veces.
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2.2.2. Integrales iteradas
Ahora revisemos la integración clásica en el sentido de Riemann.

Definición 2.4. Sea f : [0, t]→ R una función (Riemann) integrable. Entonces definimos
F : [0, t]→ R tal que

F(t) =
∫ t

0
f (ξ)dξ. (2.16)

Ahora si integramos la función F, es decir,∫ t

0
F(ξ)dξ =

∫ t

0

(∫
ξ

0
f (τ)dτ

)
dξ,

tenemos, mediante un cambio en el orden de integración que∫ t

0

(∫
ξ

0
f (τ)dτ

)
dξ =

∫ t

0

∫ t

τ

f (τ)dξdτ =
∫ t

0
(t− τ) f (τ)dτ. (2.17)

Integrando nuevamente y utilizando (2.17) tenemos∫ t

0

(∫
ξ1

0

(∫
ξ2

0
f (τ)dτ

)
dξ2

)
dξ1 =

∫ t

0

(∫
ξ1

0
(ξ1− τ) f (τ)dτ

)
dξ1.

Cambiando el orden de integración, tenemos∫ t

0

(∫
ξ1

0
(ξ1− τ) f (τ)dτ

)
dξ1 =

∫ t

0

(∫ t

τ

(ξ1− τ)dξ1

)
f (τ)dτ =

∫ t

0

1
2
(t− τ)2 f (τ)dτ.

Luego entonces ∫ t

0

(∫
ξ1

0
F(ξ)dξ

)
dξ1 =

1
2

∫ t

0
(t− τ)2 f (τ)dτ.

Denotemos
D−1 f (t) ∆

=
∫ t

0
f (t)dt. (2.18)

Se sigue que

D−1
(

D−1 f (t)
)
= D−2 f (t) =

∫ t

0

(∫
ξ1

0
f (τ)dτ

)
dξ1,

está bien definido. Ası́ de los cálculos anteriores, se tiene que

D−1 f (t) =
∫ t

0
f (t)dt,

D−2 f (t) =
∫ t

0
(t− τ) f (τ)dτ,

D−3 f (t) =
1
2

∫ t

0
(t− τ)2 f (τ)dτ.

Supongamos que para n ∈ N, se tiene que

D−n f (t) =
∫ t

0

1
(n−1)!

(t− τ)n−1 f (τ)dτ. (2.19)
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Calculando inductivamente tenemos

D−(n+1) f (t) = D−1
(

D−n f (t)
)
=

∫ t

0

(∫
ξ

0

1
(n−1)!

(ξ− τ)n−1 f (τ)dτ

)
dξ.

Aplicando un cambio de variable de integración obtenemos

D−(n+1) f (t)=
∫ t

0

(∫ t

τ

1
(n−1)!

(ξ−τ)n−1 f (τ)dξ

)
dτ=

1
(n−1)!

∫ t

0

(∫ t

τ

(ξ−τ)n−1dξ

)
f (τ)dτ,

observando que ∫ t

τ

(ξ− τ)n−1dξ =
1
n
(t− τ)n,

obtenemos

D−(n+1) f (t) =
1

(n+1)!

∫ t

0

1
n
(t− τ)n f (τ)dτ =

∫ t

0

1
n!
(t− τ) f (τ)dτ.

De lo anterior se sigue el siguiente resultado.

Teorema 2.1. [26] La integral de orden n ∈ N de una función f (t) está dada por

D−n f (t) =
∫ t

0

1
(n−1)!

(t− τ)n−1 f (τ)dτ. (2.20)

La expresión (2.20) se conoce como la fórmula de la integral iterada de Cauchy.

2.2.3. Operador difero-integral
De los resultados anteriores es posible definir un solo operador funcional para la derivada

y la integral como a continuación. Se sigue la misma notación descrita en [26].

Dn f (t) =


dn f (t)

dtn si n ∈ N,
f (t) si n = 0,∫ t

0
Dn+1 f (t)dt, si n ∈ Z−.

(2.21)

Para ejemplificar la definición del operador difero-integral en (2.21) apliquemos dichos ope-
radores para ciertas funciones en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea f (t) = tλ, λ ∈ R+. Tenemos

D1 f (t) = λt(λ−1),

D2 f (t) = λ(λ−1)t(λ−2).

En general

Dn f (t) = λ(λ−1) . . .(λ− (n−1))t(λ−n) = t(λ−n)
n−1

∏
k=0

(λ− k). (2.22)
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Del Corolario 2.3, podemos escribir la expresión anterior como sigue

Dn f (t) = tλ−n Γ(λ+1)
Γ(λ−n+1)

, n < λ. (2.23)

Ahora consideremos el caso del operador Dn para n ∈ Z−. Para n =−1 tenemos

D−1 f (t) =
∫ t

0
ξ

λdξ =
1
λ

(
tλ+1

)
.

Para n =−2

D−2 f (t) =
∫ t

0
D−1 f (ξ)dξ =

1
λ+1

∫ t

0
ξ

λ+1dξ =
1

λ+1

(
1

λ+2

)
tλ+2.

En general, para n ∈ Z− se tiene la expresión siguiente:

Dn f (t) =
tλ+n

(λ+1)(λ+2) . . .(λ+n)
.

Utilizando el resultado del Corolario 2.4 podemos escribir la expresión anterior como:

Dn f (t) = tλ−n Γ(λ+1)
Γ(λ−n+1)

, n < λ. (2.24)

De (2.23) y (2.24) es natural pensar que la generalización del operador difero-integral en
(2.21) para valores de α ∈ R+, de la función f (t) = tλ es:

Dα f (t) = tλ−α Γ(λ+1)
Γ(λ−α+1)

, α < λ. (2.25)

Note que existe una restricción para los valores λ y α, de los cuales si la desigualdad α < λ

se cumple, entonces λ−α > 0, lo cual implica que λ−α+ 1 > 0 y entonces la función Γ

está bien definida. En otras palabras, el orden α de la derivada fraccionaria siempre debe ser
menor que el orden λ de la función f (t) = tλ.

Es importante mencionar que en general las derivadas fraccionarias se definen utilizando
ideas como las anteriores mediante el uso de la función Γ.

2.3. Cálculo fraccionario: Orden real

2.3.1. Operadores difero-integral de orden fraccionario
Definición 2.5. (Riemann-Liouville)

Dα f (t) =


∫ t

0

(t− τ)−α−1

Γ(−α)
f (τ)dτ α ∈ R−,

f (t) α = 0,
ddαe

dtdαe
Dα−dαe f (t) α ∈ R+.

(2.26)
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Observemos que si α ∈ Z entonces el operador Dα en (2.26) coincide con el operador Dn

dado en (2.21). En particular, cuando α ∈R−, Dα generaliza la fórmula de la integral iterada
de Cauchy para α reales. Por otro lado, observemos que si α ∈ R− y −1 < α ≤ 0 entonces
−1≤−α−1 < 0 y por tanto el kernel

(t− τ)−α−1 =
1

(t− τ)α+1 ,

presenta una singularidad cuando τ = t.
Ası́, surge la pregunta si el operador Dα está bien definido para −1 < α ≤ 0. Ecuaciones
de esta forma, es decir, con un kernel no acotado en uno o más puntos de singularidad en
su dominio de definición fueron investigados por él matemático noruego Abel, quien en
1823 investigó el movimiento de una partı́cula que se desliza a lo largo de una curva suave
desconocida, en un plano vertical bajo la influencia de la gravedad. Dicha partı́cula toma un
tiempo f (t) para moverse desde el punto más alto t hasta el punto más bajo 0 de la curva.
Abel determinó que la ecuación del movimiento de la partı́cula deslizándose a lo largo de la
curva está dado por la ecuación

f (t) =
∫ t

0

1√
t− τ

u(τ)dτ, (2.27)

donde f (t) es una función de datos determinados y u(t) es la incógnita a determinar. Obser-
vemos que el kernel k(t− τ) = 1√

t−τ
de (2.27) tiene una singularidad en τ = t y por tanto es

no acotado cuando τ→ t.
Abel demostró que la solución u(t) a la ecuación (2.27) es

u(t) =
1
π

d
dt

(∫ t

0

f (τ)√
t− τ

dτ

)
. (2.28)

Estos resultados seguramente influyeron en la definición de Riemann-Liouville para el ope-
rador Dα en (2.26). De hecho, consideremos α = 1/2 en (2.26),

D1/2 f (t) =
dd1/2e

dtd1/2eD
1/2−d1/2e f (t) =

d
dt

D−1/2 f (t).

De la definición (2.26) tenemos que

D−1/2 f (t) =
∫ t

0

(t− τ)−1/2

Γ(1/2)
f (τ)dτ,

y por lo tanto:

D1/2 f (t) =
d
dt

(
1

Γ(1/2)

∫ t

0
(t− τ)−1/2 f (τ)dτ

)
=

1
Γ(1/2)

d
dt

(∫ t

0
(t− τ)−1/2 f (τ)dτ

)
(2.29)
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La integral en la expresión (2.29) es precisamente la integral de Abel presentada con ante-
rioridad. Abel generalizó el problema original introduciento la ecuación singular integral

f (t) =
∫ t

0

u(τ)
(t− τ)α

dτ, 0 < α < 1,

la cual se conoce como ecuación integral generalizada de Abel. De la definición (2.26) se
sigue que si α ∈ R− y −1 < α ≤ 0 el operador Dα es, salvo un factor constante, la integral
generalizada de Abel. Por otro lado, si α ∈R+ con α /∈ Z+, entonces −1 < α−dαe= β < 0
y

Dα f (t) =
ddαe

dtdαe

∫ t

0

(t− τ)−β−1

Γ(−β)
f (τ)dτ. (2.30)

Ası́ cuando α ∈ R+ con α /∈ Z+, el operador Dα es una derivada entera de una integral
generalizada de Abel.
Una caracterı́stica interesante del operador Dα, cuando α ∈ R+, es que al aplicarlo a una
función constante el resultado no es cero en contraste con el caso entero en donde la derivada
entera de una constante siempre es cero. De hecho, como∫ t

0
(t− τ)−(β+1)dτ =

1
(1− (β+1))

t1−(β+1) =
1
−β

t−β.

Se sigue de (2.30) que si f (t) = c, entonces

Dα f (t) =
c

Γ(−β)

(
− 1

β

)( ddαe

dtdαe
t−β

)
.

De la expresión (2.22), se tiene que

ddαe

dtdαe
t−β = t−β−dαe

dαe−1

∏
k=0

(−β− k) = t−β−dαe(−β)
dαe−1

∏
k=0

(−β− k),

y por tanto

Dα f (t) =
c

Γ(−β)
t−α

dαe−1

∏
k=1

(−β− k).

De aquı́ concluı́mos que el operador Dα de una constante no es igual a cero cuando α ∈ R+

con α /∈ Z+. El operador Dα satisface las propiedades de linealidad y ley de los exponentes
como se establece en los siguientes resultados.

Teorema 2.2 ([26]). El operador Dα en (2.26) satisface

Dα(a f (t)+bg(t)) = aDα f (t)+bDαg(t),

donde a,b ∈ R.

Teorema 2.3 ([26]). El operador Dα en (2.26) satisface

Dα(Dβ f (t)) = Dα+β f (t). (2.31)

excepto cuando β > 0 y α+β > 0.
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Es importante mencionar que existen otras definiciones de operadores difero-integrales
fraccionarios como por ejemplo, el operador de Caputo, el de Grunwald-Letnikov, etc, véase
[26], [27] para un estudio detallado de estos.
Cada operador tiene ventajas y/o desventajas sobre los otros operadores. Por ejemplo, el
operador de Caputo impone restricciones adicionales sobre las funciones a las cuales puede
aplicarse y satisface que al aplicarlo a una función constante si es cero, pero por otro lado no
satisface la ley de los exponentes. En este trabajo sólo utilizaremos el operador de Riemann-
Liouville dado en (2.26), siendo este suficiente y general para los resultados obtenidos.

2.3.2. Transformada de Laplace
De manera análoga al caso entero, la transformada de Laplace del operador Dα es funda-

mental para el análisis de sistemas dinámicos de orden fraccionario.
Recordemos que dada f : [0,∞)→ R, la transformada de Laplace de f está definida como

F(s) = L{ f (t)}=
∫

∞

0
e−st f (t)dt. (2.32)

Las condiciones necesarias para garantizar la existencia de la integral impropia en (2.32) son
que f sea continua por tramos en [0,∞) y que f sea una función de orden exponencial, es
decir que si existen constantes c,M > 0 y T > 0 entonces | f (t)| ≤Mect para todo t > T .
Consideremos calcular la transformada de Laplace de la función f (t) = tλ, la cual es de
especial interés para el cálculo de la transformada de Laplace del operador Dα.
Tenemos que

F(s) = L{ f (t)}=
∫

∞

0
e−sttλdt.

Haciendo el cambio de variable τ = st, la expresión se puede escribir como

F(s) =
1

sλ+1

∫
∞

0
τ

λe−τdτ,

si λ >−1 entonces λ+1 > 0 y de la definición de la función Γ se tiene que

Γ(λ+1) =
∫

∞

0
τ

λe−τdτ.

Por lo tanto

F(s) =
Γ(λ+1)

sλ+1 , λ >−1.

Utilizando este resultado y el teorema de convolución se obtienen el siguiente teorema que
establece la transformada de Laplace para el operador Dα.

Teorema 2.4. [26] Dada f : [0,∞)→ R tal que F(s) = L{ f (t)} está bien definida, se tiene
que

L
{

Dα f (t)
}
=


sαF(s) si α ∈ R−
F(s) si α = 0

sαF(s)−
dαe−1

∑
k=0

skDα−k−1 f (0), si α ∈ R+
(2.33)

donde Dα es el operador de Riemann-Liouville dado por (2.26).

18



2.3.3. Las funciones de Mittag-Leffler
Para calcular algunas transformadas de Laplace relevantes en el análisis de sistemas de

orden fraccionario es necesario utilizar las funciones especiales de Mittag-Leffler [26].

Definición 2.6. Las funciones de Mittag-Leffler de uno y dos parámetros se definen respec-
tivamente como

Eα(t) =
∞

∑
k=0

tk

Γ(αk+1)
, α > 0. (2.34)

Eα,β(t) =
∞

∑
k=0

tk

Γ(αk+β)
, α,β > 0. (2.35)

Observemos que Eα,1(t) =Eα(t) lo que muestra la relación entre las funciones de Mittag-
Leffler de uno y dos parámetros. En particular, obtenemos que

E1(at) =
∞

∑
k=0

(at)k

Γ(k+1)
=

∞

∑
k=0

(at)k

k!
= eat = E1,1(at).

La ecuación anterior muestra que las funciones exponenciales son un caso particular de las
funciones de Mittag-Leffler. En otras palabras, las funciones de Mittag-Leffler son una ge-
neralización de funciones exponenciales y otras funciones trascendentales.

Teorema 2.5. [26] Sea

h(t) = tαk+β−1 dkEα,β(±atα)

d(±atα)k ,

donde k ∈ Z+, α,β ∈ R, a ∈ C. Entonces

L[h(t)] =
k!sα−β

(sα∓a)k+1 . (2.36)

De este resultado general se obtienen varios resultados particulares que permiten conocer
las transformadas de Laplace de ciertas funciones especiales que surgen naturalmente en el
cálculo de soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Corolario 2.5. Del Teorema 2.5 se tiene lo siguiente:

1. Haciendo k = 0,

L[tβ−1Eα,β(atα)] =
sα−β

sα−a
. (2.37)

2. Haciendo k = 0 y α = β,

L[tα−1Eα,α(atα)] =
1

sα−a
. (2.38)

3. Haciendo k = 0 y α = 1,

L[tβ−1E1,β(atα)] =
s1−β

s−a
. (2.39)

4. Haciendo k = 0,α = 1 y a = 0,

L[tβ−1E1,β(0)] =
1
sβ
. (2.40)
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2.4. Ecuaciones diferenciales de orden fraccionario
El problema de encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias es bastante

complejo. Para la clase de ecuaciones lineales con coeficientes constantes es posible encon-
trar soluciones explı́citas. En esta sección, revisaremos brevemente el problema de encontrar
soluciones de ecuaciones lineales con coeficientes constantes de orden conmensurado. Ası́,
consideremos la siguiente ecuación diferencial fraccionaria:

anDαny(t)+an−1Dαn−1y(t)+ . . .+a1Dα1y(t)+a0y(t) = 0, (2.41)

donde ai,α j ∈R, i= 0,1, . . . ,n, j = 1, . . . ,n, además αn >αn−1 > .. .>α1, Dα j j = 1,2, . . . ,n,
denota el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville dado en (2.26), además con
α j = jα para algún α ∈ R.
Debido a que se conoce como calcular la transformada de Laplace del operador Dα, entonces
podemos calcular la transformada de Laplace de (2.41), resolver para la incógnita y entonces
invertir para encontrar la solución y(t).
Calculando la transformada de Laplace en (2.41) obtenemos

an

(
sαnY (s)−

dαne−1

∑
k=0

skDαn−k−1y(0)
)
+an−1

(
sαn−1Y (s)−

dαn−1e−1

∑
k=0

skDαn−1−k−1y(0)
)
+ . . .

+a1

(
sα1Y (s)−

dα1e−1

∑
k=0

skDα1−k−1y(0)
)
+a0Y (s) = 0, (2.42)

donde Y (s) = L[y(t)]. De la expresión anterior se sigue que para poder calcular Y (s), y por
tanto una solución de (2.41) es necesario conocer los valores

Dα j−k−1y(0), k = 0,1, . . . ,dα je−1, (2.43)

para j = 1,2 . . . ,n. Estos valores en (2.43) son de hecho las condiciones iniciales requeridas
para poder determinar soluciones de (2.41). La ecuación (2.42) se puede escribir como

p(s)Y (s) =C, (2.44)

donde

C = an

( dαne−1

∑
k=0

skDαn−k−1y(0)
)
+an−1

( dαn−1e−1

∑
k=0

skDαn−1−k−1y(0)
)
+a1

( dα1e−1

∑
k=0

skDα1−k−1y(0)
)
,

p(s) = ansαn +an−1sαn−1 + . . .+a1sα1 +a0.

La función de variable compleja p(s) se conoce como el pseudo-polinomio caracterı́stico
asociado a (2.41). De hecho, p(s) es una función multivaluada, que tiene un número infi-
nito de raı́ces, aunque solo un número finito de ellas son significativas (relevantes) para las
soluciones de (2.41). En la siguiente sección trataremos el problema de la ubicación de las
raı́ces de p(s) en el plano complejo. Por ahora, con el objetivo de ilustrar la idea principal
para obtener soluciones de (2.41) mediante la expresión (2.44) presentaremos un ejemplo.
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Ejemplo 2.3. Consideremos la siguiente ecuación diferencial fraccionaria

Dy(t)+aD1/2y(t)+by(t) = 0. (2.45)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación anterior obtenemos(
sY (s)− y(0)

)
+a
(

s1/2Y (s)−D−1/2y(0)
)
+bY (s) = 0. (2.46)

De la expresión en (2.44) se sigue que (2.46) se puede escribir como p(s)Y (s) =C, donde

C = y(0)+aD−1/2y(0), y

p(s) = s+as1/2 +b.

Mediante el cambio de variable λ = s1/2, el pseudo-polinomio p(s) se puede transformar en
el polinomio de orden entero

p̃(λ) = λ
2 +aλ+b = (λ−λ1)(λ−λ2),

donde λ1 y λ2 son las dos raı́ces distintas de p̃(λ). Mediante la transformación inversa
s = λ2, se tiene que s1 = λ1

2 y s2 = λ2
2 son raı́ces de p(s). Se sigue que p(s) se puede

factorizar como
p(s) = (s1/2−λ1)(s1/2−λ2).

Utilizando expansión en fracciones parciales se tiene que

1
p(s)

=
1

λ1−λ2

[
1

s1/2−λ1
− 1

s1/2−λ2

]
.

Entonces

Y (s) =
C

λ1−λ2

[
1

s1/2−λ1
− 1

s1/2−λ2

]
. (2.47)

De acuerdo al Corolario 2.5 en la expresión (2.38), se tiene que

L
{

t−
1
2 E 1

2 ,
1
2

(
λ jt

1
2

)}
=

1
s1/2−λ j

, j = 1,2.

Ası́, aplicando la transformada inversa de Laplace en ambos lados de (2.47) se obtiene que
para t > 0:

y(t) =
C

λ1−λ2
t−

1
2

[
E 1

2 ,
1
2

(
λ1t

1
2

)
−E 1

2 ,
1
2

(
λ2t

1
2

)]
, (2.48)

es solución de la ecuación diferencial fraccionaria.

De la ecuación (2.48) se observa que aún para este ejemplo sencillo de una ecuación di-
ferencial fraccionaria, las soluciones son bastante más complicadas que en el caso entero.
La ecuación (2.48) muestra que en general las soluciones de esta clase de ecuaciones dife-
renciales está expresada mediante la función de Mittag-Leffler y depende de las raı́ces del
pseudo-polinomio p(s) asociado a la ecuación diferencial. En otras palabras, las raı́ces de
p(s) determinan el comportamiento de las soluciones de ecuaciones diferenciales fracciona-
rias lineales, en forma análoga al caso entero donde las raı́ces del polinomio caracterı́stico
gobiernan el comportamiento de las soluciones.
El comportamiento asintótico de la solución en (2.48) se puede encontrar del siguiente Teo-
rema:
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Teorema 2.6. [26] La función de Mittag-Leffler satisface la siguiente aproximación

Eα,β(t)≈
1
α

t
1−β

α et 1
α , cuando t→ ∞.

Ası́, en correspondencia al caso del ejemplo anterior, se satisface que cuando t→ ∞

E 1
2 ,

1
2

(
λ jt

1
2

)
≈ 2
(
λ jt
)
e
(

λ jt 1
2

)2

, j = 1,2,

y entonces

y(t)≈ 2C
λ1−λ2

t−
1
2

[
λ1teλ1

2t−λ2teλ2
2t
]
.

Como λ1
2 = s1 y λ2

2 = s2, la aproximación anterior se puede reescribir como

y(t)≈ 2C
λ1−λ2

t
1
2
[
λ1es1t−λ2es2t].

Es claro que y(t) tenderá a cero si Re(s j)< 0, j = 1,2. Las ideas anteriores pueden generali-
zarse para la ecuación (2.41) y obtener condiciones de estabilidad. Lo anterior fue presentado
por primera vez en la literatura por Matignon en 1998 [2] para el caso conmensurado y ge-
neralizado por Bonnet y Partington en [20] para el caso general. Ası́ se puede enunciar el
siguiente resultado:

Teorema 2.7. [20] La ecuación diferencial fraccionaria en (2.41) es asintóticamente estable
si y sólo si todas las raı́ces del pseudo-polinomio caracterı́stico asociado tiene parte real
estrictamente negativa.

2.5. Ubicación de las raı́ces de un pseudo-polinomio
El teorema anterior muestra la necesidad de estudiar la ubicación de las raı́ces de pseudo-

polinomios para la estabilidad asintótica de ecuaciones diferenciales fraccionarias. Conside-
remos el pseudo-polinomio

p(s) = ansαn +an−1sαn−1 + · · ·+a1sα1 +a0. (2.49)

donde α j ∈ R+ y α j = jα, j = 1,2 . . . ,n, para algún α ∈ R+. Utilizando la transformación
λ = sα, se obtiene un polinomio de orden entero

p̃(λ) = anλ
n +an−1λ

n−1 + . . .+a1λ+a0. (2.50)

Sean λ j, j = 1,2 . . . ,n las n raı́ces distintas entre si de p̃(λ). Estas raı́ces se pueden escribir
como

λ j = r jeiθ j , r j > 0, θ j ∈ [0,2π], j = 1,2, . . . ,n.

De la transformación inversa s = λ1/α se sigue que los valores complejos

s j = λ j
1
α = r j

1
α e

θ j+2kπ

α , k ∈ Z, j = 1,2, . . . ,n,

son raı́ces del pseudo-polinomio p(s). Para analizar la ubicación de las raı́ces de p(s) se
introduce la siguiente estructura de superficie de Riemann.
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Definición 2.7. La superficie de Riemann R S se define como el conjunto

R S = {s :−∞ < arg(s)<+∞}=
⋃
k∈Z

RSk. (2.51)

donde RSk es la k−ésima hoja de Riemann, descrita por

RSk = {s :−π+2kπ < arg(s)≤ π+2kπ}, k ∈ Z. (2.52)

La primer hoja de Riemann R P S también conocida como hoja principal se obtiene cuan-
do k = 0, es decir,

R P S = {s :−π < arg(s)≤ π},
donde la región correspondiente en el plano λ es

Rλ = {λ :−απ < arg(λ)≤ απ}.

Existen bastantes trabajos sobre la teorı́a de funciones multivaluadas y la estructura de las
hojas de Riemann. Para nuestro objetivo solo es conveniente recordar que p(s) es univaluada
en cada RSk y además que la R P S es utilizada para describir sistemas de orden fraccionario,
debido a que las raı́ces de p(s) en R P S determinan la estabilidad y respuesta dinámica de
los sistemas; véase [28],[29]. Las raı́ces de p(s) en R P S son llamadas raı́ces principales o
raı́ces relevantes.

Ejemplo 2.4. Sea el pseudo-polinomio siguiente

p2(s) = 0.8s2.2 +0.5s0.9 +1,

mediante la transformación λ = s
1

10 se obtiene el siguiente polinomio entero

p̂2(λ) = 0.8λ
22 +0.5λ

9 +1.

Las 22 raı́ces correspondientes y sus argumentos se muestran a continuación, igual que la
ubicación fı́sica de las raı́ces en la Figura 2.2.

λ1,2 =−0.9970±0.1182i, |arg(λ1,2)|= 3.023; λ11,12 =−0.025±1.011i, |arg(λ11,12)|= 1.595;
λ3,4 =−0.9297±0.4414i, |arg(λ3,4)|= 2.698; λ13,14 = 0.3080±0.9772i, |arg(λ13,14)|= 1.265;
λ5,6 =−0.7465±0.6420i, |arg(λ5,6)|= 2.431; λ15,16 = 0.5243±0.8359i, |arg(λ15,16)|= 1.010;
λ7,8 =−0.5661±0.8633i, |arg(λ7,8)|= 2.151; λ17,18 = 0.7793±0.6795i, |arg(λ17,18)|= 0.717;
λ9,10 =−0.259±0.9625i, |arg(λ9,10)|= 1.834; λ19,20 = 0.9084±0.3960i, |arg(λ19,20)|= 0.411;
λ21,22 = 1.0045±0.1684i, |arg(λ21,22)|= 0.1661.

Las raı́ces relevantes, es decir, que se encuentran en la primera hoja, se pueden expresar
mediante la siguiente expresión

R λ = {λ :−π/10 < arg(λ)≤ π/10},

que para este caso, son
λ21,22 = 1.0045±0.1684i.

Por lo tanto las raı́ces del pseudo-polinomio s1,2 = (λ21,22)
10 = −0.1084± 1.19699i están

en R P S . Las demás raı́ces están en las hojas subsecuentes.
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Figura 2.2: Ubicación de las raı́ces de p(λ) en el plano complejo λ.

2.6. Estabilidad de pseudo-polinomios
Basados en el Teorema 2.7, adoptaremos la siguiente definición:

Definición 2.8. El pseudo-polinomio p(s) se dice estable si todas sus raı́ces pertenecen al
semiplano abierto izquierdo del plano complejo C−.

En el caso conmensurado, el resultado original de Matignon, muestra que la estabilidad
del pseudo-polinomio p(s) puede garantizarse mediante la ubicación de las raı́ces de un poli-
nomio de orden entero en una región especial del plano complejo. Explı́citamente, mediante
la transformación λ = sα el pseudo-polinomio p(s) se transforma en el polinomio

p̃(λ) = anλ
n +an−1λ

n−1 + . . .+a1λ+a0.

En el plano complejo λ consideremos la región

Mα =

{
λ ∈ C :

απ

2
< arg(λ)≤ π o −π < arg(λ)<−απ

2

}
. (2.53)

véase las Figuras 2.3 y 2.4 donde se ilustra Mα para algunos valores de α. Note que M1 es
precisamente el semiplano izquierdo abierto del plano complejo λ.

El siguiente enunciado es una ligera modificación del resultado fundamental de Matignon
reportado en [2]. Es importante notar que esta modificación se basa en la Definición 2.8 y
la región Mα en (2.53). Adicionalmente, el enunciado en dicha referencia se establece para
0 < α≤ 1, sin embargo, en trabajos subsecuentes a [2] se muestra que el resultado es válido
también para 1 < α < 2, véase, por ejemplo [29].

24



Figura 2.3: Región Mα cuando 0 < α < 1. Figura 2.4: Región Mα cuando 1 < α < 2.

Lema 2.4. El pseudo-polinomio p(s) es estable si y sólo si las n raı́ces λ j, j = 1,2, . . . ,n,
del polinomio p̃(λ) pertenecen a la región Mα, para 0 < α < 2.

Ejemplo 2.5. Considere el siguiente pseudo-polinomio

p1(s) = s
2
3 −4

1
3 +8. (2.54)

Siendo α = 1
3 , λ = s

1
3 . El polinomio p̃(λ) es

p̃1(λ) = λ
2−4λ+8, (2.55)

y la región Mα está dada por

Mα =

{
λ ∈ C :

π

6
< arg(λ)≤ π o −π < arg(λ)<−π

6

}
.

Las raı́ces de p̃(λ) son λ1,2 = 2±2i = 2e±i π

4 y por tanto λ1,λ2 ∈Mα y por el Lema 2.4, el
pseudo-polinomio p1(s) en (2.54) es estable.

Ejemplo 2.6. Consideremos el siguiente pseudo-polinomio

p2(s) = s
4
3 +4s

2
3 +8, (2.56)

en este caso α = 2
3 , y el polinomio p̃(λ) asociado es (2.55) con las raı́ces λ1,2 = 2e±i π

4

mientras que la región Mα está definida como

Mα =

{
λ ∈ C :

π

3
< arg(λ)≤ π o −π < arg(λ)<−π

3

}
.

como arg(λ1) =
π

4 < π

3 y arg(λ2) = −π

4 < −π

3 , se sigue que λ1,λ2 /∈Mα y por el Lema 2.4,
p(s) no es estable.
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Como se ilustra en los ejemplos anteriores, el Lema 2.4 proporciona una herramien-
ta poderosa para estudiar la estabilidad de pseudo-polinomios de orden conmensurado. Sin
embargo, para utilizarlo tenemos que calcular las raı́ces del polinomio p̃(λ) lo cual no resul-
ta conveniente. Como es bien sabido, para el caso de polinomios enteros, existen una gran
cantidad de métodos para garantizar la estabilidad de polinomios sin calcular sus raı́ces.
Ası́, los métodos de Routh-Hurwitz, Nyquist, Stodola y Mikhailov proporcionan criterios
algebráicos y/o gráficos que permiten estudiar la estabilidad de polinomios sin calcular las
raı́ces. Motivado en lo anterior, se ha realizado bastante investigación para extender tales cri-
terios para el caso de pseudo-polinomios [25],[28], [30]. En esta dirección se centra nuestra
aportación principal en este trabajo de tesis. Especı́ficamente sobre la extensión del famoso
criterio de Mikhailov para la estabilidad de polinomios para el caso de pseudo-polinomios.
Este resutlado será presentado en el capı́tulo siguiente.
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Capı́tulo 3

El criterio de Mikhailov para sistemas
fraccionarios de orden conmensurado

En este capı́tulo se presentan los resultados principales de la tesis. Primeramente, re-
visaremos los criterios clásicos de Stodola y Mikhailov para polinomios. Posteriormente,
presentaremos un resultado existente en la literatura donde se argumenta que se presenta la
extensión del criterio clásico de Mikhailov para pseudo-polinomios y mostraremos que di-
cho resultado es incorrecto. Basado en lo anterior procedemos a presentar la modificación
adecuada del criterio de Mikhailov para pseudo-polinomios. Adicionalmente, mostramos las
modificaciones del criterio de Stodola para pseudo-polinomios.

3.1. Criterios de Stodola y Mikhailov para polinomios
Consideremos el polinomio

p(s) = ansn +an−1sn−1 + . . .+a1s+a0, (3.1)

donde a j ∈R, j = 1,2 . . . ,n. El polinomio p(s) se dice ser estable o Hurwitz estable si todas
sus raı́ces se encuentran en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo. Evidentemen-
te, la idea de calcular las raı́ces de p(s) no es conveniente. Ası́, el problema real consiste en
verificar la estabilidad de p(s) sin calcular las raı́ces y utilizando únicamente los coeficientes
de p(s). Muchos investigadores han contribuı́do en este problema, entre ellos, Routh, Stodo-
la, Hurwitz, Mikhailov, entre otros. El criterio de Stodola proporciona condiciones necesarias
sencillas de verificar para polinomios estables.

Lema 3.1 (Criterio de Stodola). Si el polinomio p(s) es estable entonces todos sus coeficien-
tes son distintos de cero y además tienen el mismo signo.

La condición necesaria de Stodola es también suficiente para polinomios de primer y
segundo orden. El criterio de Routh-Hurwitz proporciona condiciones algebráicas necesa-
rias y suficientes en términos de los coeficientes para la estabilidad de polinomios. Por otro
lado, los criterios de Nyquist y Mikhailov proporcionan soluciones gráficas al problema de
estabilidad de polinomios siendo una herramienta poderosa para el análisis y diseño de sis-
temas retroalimentados. En este trabajo nos concentramos en el criterio de Mikhailov, como

27



es presentado en el libro de Popov [24]. Dado el polinomio en (3.1), el criterio de Mikhailov
consiste en sustituir el valor imaginario puro s = iω, para obtener

p(iω) = X(ω)+ iY (ω) (3.2)

donde

X(ω) = a0−a2ω
2 +a4ω

4− . . . (3.3)

Y (ω) = a1ω−a3ω
3 +a5ω

5− . . . .

De (3.2) y (3.3), el valor p(iω) se puede representar en el plano complejo como un vector para
un valor dado de ω. Al variar ω en el intervalo [0,∞), el extremo del vector p(iω) describe
una curva para cada valor de ω. A la gráfica en el plano complejo obtenida en la forma
descrita anteriormente se le conoce como curva de Mikhailov. El resultado de Mikhailov
muestra que el signo de las partes reales de las raı́ces de p(s) se puede concluir a través de
la forma que tomará la curva de Mikhailov.
Con este fin, se definen a s1,s2, . . . ,sn como las raı́ces del polinomio p(s). Entonces p(s)
puede reescribirse como

p(s) = an(s− s1)(s− s2) . . .(s− sn).

Ahora consideremos los siguientes casos:

1. Una raı́z real negativa, s1 = α1 < 0. En este caso podemos considerar un polinomio
p0(s) = s−s1 y entonces p0(iω) = iω−s1. Sea θ1(ω) = arg(iω−s1), dado ω∈ [0,∞),
el valor complejo p0(iω) representa un vector v1 y si variamos ω desde cero hasta
infinito, el vector se desplaza sobre el eje imaginario. Se sigue que el vector v1 rota en
sentido contrario al reloj (sentido positivo) y

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
=

π

2
,

donde ∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
denota el cambio total del argumento de p(iω) cuando ω varia

de cero a infinito, véase la Figura 3.1.

2. Una raı́z real positiva, s1 = α1 > 0. Consideremos un polinomio p0(s) = s− s1 y en-
tonces p0(iω) = iω− s1. Sea θ1(ω) = arg(iω− s1), dado ω ∈ [0,∞), el valor complejo
p0(iω) representado por el vector v2, se desplaza en sentido horario (sentido negativo)
cuando se varia ω desde cero hasta infinito y

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
=−π

2
,

véase la Figura 3.2.

3. Un par de raı́ces complejas conjugadas con parte real negativa, ζ1 = α1 + iω1 y ζ̄1 =
α1− iω1, con α1 < 0. En este caso consideramos un polinomio

p1(s) = (s−ζ1)(s− ζ̄1).
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Figura 3.1: Raı́z real negativa Figura 3.2: Raı́z real positiva

Sean θ1(ω) = arg(iω− ζ1) y θ2(ω) = arg(iω− ζ̄1), dado que ω ∈ [0,∞), los valores
complejo de p1(iω) representan los vectores siguientes v1 = iω− ζ1 y v2 = iω− ζ̄1,
ambos vectores giran en sentido anti-horario cuando ω varia desde cero hasta infinito.
Entonces, para el vector v1 se tiene que

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
=

π

2
+ γ,

en cambio para el vector v2

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
=

π

2
− γ,

véase la Figura 3.3.

4. Un par de raı́ces complejas conjugadas con parte real positiva, ζ1 = α1 + iω1 y ζ̄1 =
α1− iω1, con α1 > 0. Para este caso, consideremos un polinomio

p1(s) = (s−ζ1)(s− ζ̄1).

Sean θ1(ω) = arg(iω− ζ1) y θ2(ω) = arg(iω− ζ̄1), dado que ω ∈ [0,∞), los valores
complejos de p1(iω) representan los vectores v1 y v2, que están descritos de la siguien-
te manera v1 = iω− ζ1 y v2 = iω− ζ̄1, los cuales giran en sentido horario cuando ω

varia desde cero hasta infinito. Entonces se sigue que para el vector v1 se tiene que

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
=−π

2
+ γ,

en cambio para el vector v2

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
=−π

2
− γ,

véase la Figura 3.4.
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Figura 3.3: Raı́ces complejas con parte real negativa.

Ahora, dado que el polinomio p(iω) tiene n raı́ces diferentes se puede factorizar en un pro-
ducto de la forma

p(iω) = an(iω− s1) · · ·(iω− sm)(iω−ζ1)(iω− ζ̄1) · · ·(iω−ζl)(iω− ζ̄l),

en donde s j, j = 1,2 . . . ,m son raı́ces reales y ζ j, ζ̄ j, j = 1,2 . . . , l, son raı́ces complejas con
su respectivo par conjugado. Es claro que se debe cumplir que n=m+2l. Entonces, tenemos

arg p(iω) = arg(an)+
m

∑
j=1

arg(iω− s j)+
l

∑
j=1

arg(iω−ζ j)+
l

∑
j=1

(iω− ζ̄ j). (3.4)

Del análisis de los casos 1 al 4, se sigue que cada raı́z real contribuirá con +π

2 o −π

2 ,
dependiendo del signo, al cambio total del argumento de p(iω). Por otro lado cada par de
raı́ces complejas conjugadas contribuirá con +2π

2 o −2π

2 , dependiendo del signo de la parte
real, al cambio total del argumento de p(iω).
Por lo tanto, si p(s) tiene p raı́ces con parte real positiva y (n− p) raı́ces con parte real
negativa, el cambio total del argumento de p(iω) cuando ω varia desde cero hasta infinito es:

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
= (n− p)

(
π

2

)
− p
(

π

2

)
= (n−2p)

π

2
. (3.5)

Es importante notar que en la relación anterior no se consideran los casos de raı́ces en cero,
al infinito o raı́ces puramente imaginarias. En el caso de raı́ces en cero, el término constante
a0 en el polinomio (3.1) es igual a cero, lo cual implica que la curva de Mikhailov comenzará
en el origen. En el caso de un par de raı́ces puramente imaginarias x =±iω0 el polinomio en
(3.1) se hace cero al sustituir x = iω0, por lo tanto la curva de Mikhailov pasa por el origen
en el punto correspondiente al valor ω = ω0. Ası́ la curva de Mikhailov nos permite conocer
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Figura 3.4: Raı́ces complejas con parte real positiva.

si el polinomio tiene alguna raı́z compleja pura y cual es su valor.
El criterio de estabilidad de Mikhailov se establece tomando en cuenta que para la estabilidad
de p(s) es necesario y suficiente que todas las raı́ces de p(s) tengan parte real negativa, lo que
implica que en la ecuación (3.5) tengamos que p = 0. De aquı́ se llega el siguiente resultado:

Teorema 3.1 (Criterio de Mikhailov). El polinomio p(s) en (3.1) es estable si y sólo si

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
=

nπ

2
. (3.6)

Para ilustrar el resultado anterior, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Considere el siguiente polinomio de séptimo orden:

p(s) = s7 +7s6 +23s5 +37s4 +56s3 +36s2 +12s+4, (3.7)

La Figura en 3.5 muestra la curva de Mikhailov para el polinomio p(s) en (3.7), en la
misma figura, se puede ver un acercamiento alrededor del origen de dicha curva. Como
se puede observar la curva corre en sentido positivo (anti-horario) y después de cruzar
seis cuadrantes permanece en un séptimo cuadrante tendiendo paralelamente al eje vertical
cuando ω→ ∞. Ası́ el cambio total del argumento es

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
=

7π

2
,

y consecuentemente p(s) en (3.7) es estable.
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Figura 3.5: Curva de Mikhailov para p(s) en (3.7).

Ejemplo 3.2. Considere el siguiente polinomio de quinto orden :

p(s) = s5 +2s4 +2s3 +46s2 +89s+260. (3.8)

La Figura 3.6 muestra la curva de Mikhailov para el polinomio p(s) en (3.8). Se observa
que inicialmente la curva corre en sentido positivo (anti-horario) y cruza el eje imaginario,
para después correr en sentido negativo y volver a cruzar el eje imaginario para finalmente
tender paralelamente al eje imaginario cuando ω→ ∞.
Ası́

∆arg p(iω)
∣∣∣ω=∞

ω=0
=

π

2
. (3.9)

y consecuentemente p(s) no es estable. De la fórmula (3.5) se tiene que

(n−2p)
π

2
= (5−2p)

π

2
=

π

2
,

lo que implica que p = 2, es decir, p(s) tiene 2 raı́ces con parte real positiva.

3.2. Criterio de Stodola y Mikhailov para sistemas de or-
den fraccionario

A partir de los resultados de Matignon [2] y Bonnet [20] para la estabilidad de sistemas
de orden fraccionario, se han realizado bastantes trabajos de investigación para extender los
criterior de Routh-Hurwitz [22], Nyquist [23] y Mikhailov [25] para pseudo-polinomios.
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Figura 3.6: Curva de Mikhailov para p(s) en (3.8).

3.2.1. Criterio de Mikhailov erróneo
En [25] se presenta el criterio de Mikhailov para sistemas lineales fraccionarios de orden

conmensurado. Sin embargo, este resultado no es correcto. Explı́citamente en [25] se pre-
senta el siguiente resultado:
El pseudo-polinomio p(s), con 0 < α≤ 1, es estable si y sólo si

∆arg p(iω)
∣∣∣∞
0
= n
(

π

2

)
, (3.10)

lo que significa que la gráfica de p(iω) cuando ω crece de 0 a +∞ corre en sentido positivo
(antihorario), n cuadrantes del plano complejo, sin pasar por el origen.
En este sentido, se observa que la condición (3.10), coincide con la condición clásica del
criterio de estabilidad de Mikhailov para polinomios establecida en el Teorema 3.1 y no
refleja la naturaleza fraccionaria de p(s). Con el objetivo de verificar la validez del resultado
en (3.10), consideremos el siguiente pseudo-polinomio:

p(s) = s2/8−2s1/8 +3. (3.11)

En este caso tenemos que αn = 2
(1

8

)
, es decir, n = 2 y α = 1

8 . El polinomio de orden entero
es entonces de la forma

p̃(λ) = λ
2−2λ+3,

cuyas raı́ces λ1,2 = 1±
√

2i pertenecen a la región M 1
8
. Entonces podemos concluir por el

Lema propuesto por Matignon [2] expuesto en el capı́tulo 2, que el pseudo-polinomio en
(3.11) es estable. Por otro lado, la curva de Mikhailov para p(s) en (3.11) se muestra en la
Figura 3.7, en donde se observa que el cambio total del argumento tiende asintóticamente

33



a π/8 y no a n
(

π

2

)
= 2
(

π

2

)
= π, como se establece en (3.10). Adicionalmente se observa

que la curva corre en sentido negativo (dirección horaria) y no en sentido positivo (anti-
horario) como lo establece la referencia [25]. Ası́, el pseudo-polinomio (3.11) es claramente
un contra-ejemplo al resultado presentado en [25].

Figura 3.7: Curva de Mikhailov para p(s) en (3.11).

3.3. Criterio de Stodola y Mikhailov para sistemas de or-
den fraccionario

Antes de establecer el criterio de Mikhailov, presentaremos las condiciones necesarias
de estabilidad para el caso de sistemas de orden fraccionario. El criterio de Stodola para
el caso de pseudo-polinomios es uno de los resultados principales de este trabajo de tesis,
correspondientes a los Lemas 3.2 y 3.3 que se enuncian a continuación, mismos que se
encuentran publicados en el artı́culo [31].
Supongamos un pseudo-polinomio descrito de la siguiente manera:

p(s) = ansαn +an−1sαn−1 + . . .+a1s+a0. (3.12)

donde αi ∈ R+, αn > αn−1 > .. . > α1 > 0. Además p(s) es de orden conmensurado, es
decir,αk = kα, (k = 1,2 . . . ,n), para algún α ∈ R.

Lema 3.2 (Criterio de Stodola 1≤ α < 2). Sea 1≤ α < 2. Si p(s) es estable entonces todos
los coeficientes son distintos de cero y tienen el mismo signo.

Demostración. Si p(s) es estable entonces todas las raı́ces de p̃(λ) pertenecen a Mα. Dado
que la región Mα⊆C−, se sigue que p̃(λ) es un polinomio Hurwitz y, por lo tanto el resultado
se sigue del criterio de Stodola para el caso entero en Lema 3.1.
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Lema 3.3 (Criterio de Stodola 0 < α < 1 ). Sea 0 < α < 1. Si p(s) es estable, entonces los
coeficientes an y a0 son distintos de cero y tienen el mismo signo.

Demostración. Por los argumentos anteriormente expuestos, claramente se requiere an 6= 0.
Si p(s) es estable, entonces todas las raı́ces de p̃(λ) pertenecen a Mα. Dado que Mα * C−,
el polinomio p̃(λ) puede tener raı́ces complejas conjugadas con parte real positiva, pero no
puede tener raı́ces reales positivas ni raı́ces cero. La no existencia de raı́ces cero implica
que a0 6= 0; ya que si este no fuera el caso entonces podemos escribir p̃(λ) = λmq̃(λ), en
donde m < n y q̃(λ) es un polinomio de orden n−m con coeficientes distintos de cero, lo
que implicarı́a la existencia de una raı́z cero de p̃(λ).
Supongamos que an > 0 y a0 < 0. Para λ real, tenemos

p̃(0) = a0 < 0 y lı́m
λ→∞

p̃(λ) = +∞.

Entonces, por la continuidad de p̃(λ) con respecto a λ, implica que p̃(λ) tiene al menos una
raı́z real positiva, lo cual contradice la estabilidad de p(s). Ahora supongamos que an < 0 y
a0 > 0. Para λ real, tenemos

p̃(0) = a0 > 0 y lı́m
λ→∞

p̃(λ) =−∞,

por lo tanto, p̃(λ) tiene al menos una raı́z real positiva, contradiciendo nuevamente la esta-
bilidad de p(s). Ası́, concluı́mos que los coeficientes an y a0 no deben ser cero y tener el
mismo signo.

Es importante mencionar que el Lema 3.3 es equivalente al Lema 9.3 que aparece en [32]
sin embargo este es obtenido utilizando el resultado del criterio de Mikhailov en la referencia
[25], mismo que se mostró con anterioridad que es incorrecto.

A continuación se presenta la modificación del criterio de estabilidad de Mikhailov para
el pseudo-polinomio p(s). Dicho resultado se obtiene siguiendo las ideas originales de [24]
y explotando el hecho de que la estabilidad de p(s) está determinada por la ubicación de las
raı́ces de p̃(λ) en Mα.
Primeramente observemos que de los Lemas 3.3 y 3.2 para el problema de estabilidad de
p(s) podemos asumir sin pérdida de generalidad que los coeficientes an y a0 son positivos.
Por lo tanto se tiene que p(0) = a0 > 0 y en consecuencia la curva de Mikhailov siempre
comienza en el eje real positivo, tal y como ocurre en el caso polinomial.
Ahora considere los siguientes pseudo-polinomios para los casos de raı́ces reales y raı́ces
complejas conjugadas:

p̃0(λ) = (λ−λ0) ,

p̃1(λ) = (λ−ζ1)
(
λ− ζ̄1

)
,

donde λ0 ∈ R, λ0 6= 0, ζ1 = ρ1eφ1i y ζ̄1 = ρ1e−φ1i, con ρ1 > 0 y φ1 ∈ (0,π).
Sea θ0 (r) = arg

(
re

απ

2 i−λ0

)
, θ1(r) = arg

(
re

απ

2 i−ρ1eφ1i
)

y θ2(r) = arg
(

re
απ

2 i−ρ1e−φ1i
)

,
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tal que

θ0(r) = arg
(

p̃0

(
re

απ

2 i
))

,

θ(r) = θ1(r)+θ2(r) = arg
(

p̃1

(
re

απ

2 i
))

.

Los Lemas siguientes caracterı́zan el cambio total en θ0(r), θ1(r), θ2(r) y θ(r) cuando r
varı́a desde 0 hasta ∞, esenciales para obtener el resultado de estabilidad de Mikhailov.

Lema 3.4. Para θ0(r) se satisface lo siguiente:

1. Si λ0 < 0 entonces θ0(r) es una función creciente de r en el intervalo [0,∞) y

∆θ0(r)
∣∣∣∞
0
=

απ

2
. (3.13)

2. Si λ0 > 0 entonces θ0 (r) es una función decreciente de r en el intervalo [0,∞) y

∆θ0(r)
∣∣∣∞
0
=

απ

2
−π, (3.14)

Demostración. En aras de la brevedad, probaremos la afirmación del caso cuando 0<α< 1.
La prueba del caso 1≤ α < 2 se comprueba bajo la misma lı́nea de argumentos.
1. Cuando λ0 < 0, tenemos que θ0(0) = arg(−λ0) = 0. Es geométricamente claro, véase
Figura 3.8 y 3.9, que θ0(r) es una función creciente (el vector v = re

απ

2 i−λ0 gira en sentido
anti-horario) para r en el intervalo [0,∞), además θ0(r)→α

π

2 cuando r→∞, lo que nos lleva
a la expresión en (3.13).

Figura 3.8: Raı́z real negativa
cuando 0 < α < 1.

Figura 3.9: Raı́z real negativa
cuando 1 < α < 2.

2. Cuando λ0 > 0, tenemos θ0(r) = π. De la Figuras 3.10 y 3.11 es geométricamente claro
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que θ0(r) es una función decreciente (el vector v = re
απ

2 i−λ0 gira en sentido negativo (ho-
rario)) para r en el intervalo [0,∞), además θ0(r)→ α

π

2 cuando r→ ∞, lo que nos lleva a la
expresión (3.14).

Figura 3.10: Raı́z real positiva
cuando 0 < α < 1.

Figura 3.11: Raı́z real positiva
cuando 1 < α < 2.

Lema 3.5. Para θ1(r), θ2(r) y θ(r) se cumple lo siguiente:

1. Si απ

2 < φ1 < π, entonces θ1(r) es una función creciente y θ2(r) es una función decre-
ciente cuando 0 < α < 1, mientras que cuando 1 ≤ α < 2, θ1(r) y θ2(r) son ambas
funciones decrecientes para r en el intervalo [0,∞) y

∆θ1(r)
∣∣∣∞
0
=

απ

2
− (−π+φ1), (3.15)

∆θ2(r)
∣∣∣∞
0
=

απ

2
− (π−φ1), (3.16)

que implica
∆θ(r)

∣∣∞
0 = 2

(
απ

2

)
. (3.17)

2. Si 0 < φ1 <
απ

2 , entonces θ1(r) y θ2(r) son ambas funciones decrecientes cuando 0 <
α < 1, mientras que cuando 1≤ α < 2, θ1(r) es decreciente y θ2(r) es creciente para
r en el intervalo [0,∞) y

∆θ1(r)
∣∣∣∞
0
=

απ

2
− (π+φ1), (3.18)

∆θ2(r)
∣∣∣∞
0
=

απ

2
− (π−φ1), (3.19)

que implica
∆θ(r)

∣∣∣∞
0
= 2
(

απ

2
−π

)
. (3.20)
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Demostración.
1. a) Cuando απ

2 < φ1 < π y 0 < α < 1, véase Figura 3.12, tenemos

θ1(0) = arg
(
−ρ1eφ1i)= arg(−ζ1) =−π+φ1.

Es geométricamente claro que θ1(r) es creciente (el vector v1 = re
απ

2 i−ρ1eφ1i gira en sentido
anti-horario) cuando r aumenta, además θ1(r)→ απ

2 cuando r → ∞, y de esto se obtiene
(3.15). De igual forma, tal como se observa en la Figura 3.12 tenemos que,

θ2(0) = arg
(
−ρ1e−φ1i)= arg(−ζ̄1) = π−φ1,

donde es claro que θ2(r) decrece (el vector v2 = re
απ

2 i− ρ1e−φ1i gira en sentido horario)
cuando r aumenta y θ2(r)→ απ

2 cuando r→∞ y ası́ se obtiene la expresión en (3.16). Por lo
tanto, el cambio total de θ(r), cuando r va desde 0 hasta ∞, está dado por (3.17).

Figura 3.12: Raı́ces estables complejas conjugadas cuando 0 < α < 1.

1. b) Cuando απ

2 < φ1 < π y 1 ≤ α < 2, véase Figura 3.13. Siguiendo la misma geometrı́a,
se puede ver que las expresiones dadas en (3.15), (3.16) y (3.17), se siguen cumplien-
do. Particularmente se tiene que θ1(0) = arg(−ζ1) = arg(−ρ1eφ1i) y θ2(0) = arg(−ζ̄1) =
arg(−ρ1e−φ1i). En el caso de θ1(r) y θ2(r) ambas son funciones crecientes (en donde los
vectores v1 = re

απ

2 −ρ1eφ1i y v2 = re
απ

2 −ρ1e−φ1i corren en sentido contrario a las manecillas
del reloj) cuando r crece desde 0 hasta ∞.
2. a) Cuando 0 < φ1 <

απ

2 y 0 < α < 1, véase Figura 3.14, tenemos

θ1(0) = arg(−ζ1) = arg(−ρ1eφ1i) = π+φ1.

Geométricamente se observa que θ1(r) decrece (el vector v1 = re
απ

2 i−ρ1eφ1i gira en sentido
horario) cuando r crece y θ1(r)→ απ

2 cuando r→ ∞ y ası́ se obtiene la expresión (3.18). De
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Figura 3.13: Raı́ces estables complejas conjugadas cuando 1≤ α < 2.

igual forma, tal como se observa en la Figura 3.14, donde tenemos

θ2(0) = arg(−ζ̄1) = arg(−ρ1e−φ1i) = π−φ1.

Geométricamente, se puede ver que la función θ2(r) decrece (el vector v2 = re
απ

2 i−ρ1e−φ1i

gira en sentido horario) cuando r crece y θ2(r)→ απ

2 cuando r→ ∞, obteniéndose la expre-
sión en (3.19). Finalmente, el cambio total del argumento θ(r), cuando r varia desde 0 hasta
infinito, está dado por (3.20).
2. b) Cuando 0 < φ1 <

απ

2 y 1 ≤ α < 2, véase Figura 3.15. Nuevamente, utilizando la mis-
ma geometrı́a se puede llegar a las expresiones en (3.18), (3.19) y (3.20). Particularmen-
te se observa que θ1(0) = arg(−ζ1) = arg(−ρ1eφ1i) y por otro lado θ2(0) = arg(−ζ̄1) =
arg(−ρ1e−φ1i). Para el caso de θ1(r) decrece (el vector v1 = re

απ

2 − ρ1eφ1i gira en sentido
horario) mientras que θ2(r) crece (el vector v2 = re

απ

2 −ρ1e−φ1i gira en sentido anti-horario)
cuando r→ ∞.

Con los Lemas anteriores estamos listos para enunciar el resultado principal de esta tesis,
este es el criterio de estabilidad de Mikhailov para pseudo-polinomios de orden conmensu-
rado el cual fue reportado en [31].

Teorema 3.2 ( Criterio de Mikhailov). El pseudopolinomio p(s) es estable si y sólo si

∆arg p(iω)
∣∣∣∞
0
= αn

(
π

2

)
= α

(nπ

2

)
, (3.21)

donde 0 < α < 2.

Demostración. Consideraremos solo pseudo-polinomios p(s) que cumplen con los Lemas
3.2 y 3.3, dado que al no satisfacerse esta condición necesaria no tiene caso investigar su
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Figura 3.14: Raı́ces inestables complejas conjugadas cuando 0 < α < 1.

estabilidad. Adicionalmente, asumamos que p(s) no tiene raı́ces imaginarias puras.
Por medio de la transformación λ = sα, un punto en el plano complejo s = iω = ωe

π

2 i es
transformado en el plano complejo λ a λ = ωαe

απ

2 i. Por lo tanto se tiene que

p(iω) = p̃(ωαe
απ

2 i).

De esta igualdad se sigue que el problema de la medición del cambio total de argumento de
p(iω) cuando ω varı́a desde 0 hasta ∞ es equivalente al problema de medir el cambio total
del argumento de p̃(re

απ

2 i) cuando r varı́a desde 0 hasta ∞. El polinomio entero p̃(λ) tiene n
raı́ces diferentes en el plano complejo λ y puede factorizarse como un producto de la forma

p̃(λ) = an(λ−λ1) · · ·(λ−λm) . . .(λ−ζ1)(λ− ζ̄1) · · ·(λ−ζl)(λ− ζ̄l), (3.22)

en donde λ j, j = 1, . . . ,m son raı́ces reales y ζ j, ζ̄ j, j = 1, . . . , l, son raı́ces complejas conju-
gadas. Claramente se cumple que n = m+2l. Entonces, tenemos

arg p̃(re
απ

2 i) = arg(an)+
m

∑
j=1

arg(re
απ

2 i−λ j)+ . . .+
l

∑
j=1

arg(re
απ

2 i−ζ j)+
l

∑
j=1

(re
απ

2 i− ζ̄ j). (3.23)

La condición necesaria garantiza que el polinomio p̃(λ) no tiene raı́ces cero ni raı́ces reales
positivas. Por otro lado, la hipótesis de que p(s) no tiene raı́ces imaginarias puras implica
que p̃(λ) no tiene raı́ces complejas conjugadas en ∂Mα, la frontera de la región Mα. Sea p
el número de raı́ces de p̃(λ) que pertenecen a la región (Mα ∪ ∂Mα) \C. Entonces existen
(n− p) raı́ces de p̃(λ) que pertenecen a Mα. De los Lemas 3.4 y 3.5 se sigue que cada una
de las raı́ces que pertenecen a Mα contribuyen απ

2 al cambio total del argumento de p̃(re
απ

2 i).
De la misma manera las raı́ces que pertenecen a (Mα∪∂Mα)\C aportan (απ

2 −π) al cambio
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Figura 3.15: Raı́ces inestables complejas conjugadas cuando 1≤ α < 2.

total de argumento. Por lo tanto de (3.22) y (3.23) obtenemos

∆arg p(iω)
∣∣∣∞
0
= (n− p)

(
απ

2

)
+ p
(

απ

2
−π

)
. (3.24)

Para la estabilidad de p(s) es necesario y suficiente que p̃(λ) tenga todas sus raı́ces en Mα,
en otras palabras, que p = 0. Haciendo p = 0 en (3.24) obtenemos (3.21).

Observemos que en el Teorema 3.2 no establece nada sobre la dirección (positiva o ne-
gativa) de la curva de Mikhailov. De hecho, del Lema 3.5 para el caso de raı́ces complejas
estables, cuando 0 < α < 1, se tiene que θ1(r) es una función creciente pero, sin embargo,
θ2(r) es decreciente y, por tanto θ(r) = θ1(r)+θ2(r) puede ser creciente o decreciente cuan-
do r aumenta desde 0 hasta ∞. Como consecuencia tenemos que raı́ces estables complejas
conjugadas no necesariamente implican que la dirección de la curva de Mikhailov corra en
sentido positivo.
En esta parte, se presentan algunos ejemplos que ilustran el criterio de Stodola y la modifi-
cación del criterio de Mikhailov para el caso de pseudo-polinomios, primeramente se desa-
rrolla el contra-ejemplo al Teorema [25]. Posteriormente se muestran ejemplos de pseudo-
polinomios ampliamente estudiados en la literatura [33] [28], de los cuales se conoce su
estabilidad por medio del cálculo explı́cito de las raı́ces del pseudo-polinomio, se explora el
caso estable y para el caso inestable cuando 0 < α < 1. Por otro lado, se muestran ejemplos
para el caso de 1 ≤ α < 2, en particular cuando α es irracional. Y por último un ejemplo
para el caso de raı́ces complejas puras, para observar el comportamiento que toma la curva
de Mikhailov, ya que en el Teorema 3.2 sólo es válido asumiendo el pseudo-polinomio no
tiene raı́ces complejas puras.

Ejemplo 3.3. Considere el mismo pseudo-polinomio utilizado para el contra-ejemplo en
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(3.11):
p(s) = s2/8−2s1/8 +3. (3.25)

En este caso n = 2, an = 1 y a0 = 3 por lo tanto, la condición necesaria del Lema 3.3 se
satisface. Ahora con la finalidad de investigar la estabilidad de (3.25) basta observar la
Figura 3.7 y verificar que se satisface la condición del Teorema 3.2. Dado que αn = 2

8 y
α = 1

8 , se sigue que

∆arg p(iω)
∣∣∣∞
0
= αn

(
π

2

)
=

π

8
.

Se puede ver en la Figura 3.7 que la curva de Mikhailov corre en sentido negativo además de
que el argumento de p(iω) inicialmente es negativo y decreciente, luego aumenta pasando
por cero y después por π/8 para finalmente decrecer hacia π/8, es decir, el cambio total del
argumento tiende asintóticamente a απ/2. Es importante destacar que el comportamiento
de la curva de Mikhailov en la Figura 3.7 no ocurre en el caso de polinomios. En conclusión,
del Teorema 3.2 se sigue que (3.25) es estable. Este resultado se puede verificar por medio
del cálculo de sus raı́ces.

Ejemplo 3.4. Considere el pseudo-polinomio

p(s) = 0.8s2.2 +0.5s0.9 +1 (3.26)

el cual ha sido ampliamente estudiado en la literatura, véase por ejemplo [33]. En este caso
tenemos αn = 22

( 1
10

)
= 2.2 de donde n = 22 y α = 1

10 . Primeramente, observamos que se
satisface la condición necesaria del Lema 3.3 puesto que an = 0.8 y a0 = 1.
La curva de Mikhailov de (3.26) se muestra en la Figura 3.16. En dicha figura se observa
que el cambio total del argumento tiende asintóticamente a 11π

10 , que es igual a αn
π

2 . Por lo
tanto, del Teorema 3.2 se concluye que (3.26) es estable, lo cual coincide con lo obtenido
mediante el cálculo de las raı́ces en [33] y expuesto en el capı́tulo 2 de esta tesis. Note que,
en este caso, la curva corre en dirección positiva.

Ejemplo 3.5. Considere el siguiente pseudo-polinomio [28]:

p(s) = s−2s1/2 +1.25. (3.27)

En este caso tenemos αn = 2
(1

2

)
= 1 n = 2 y α = 1

2 . Claramente, se satisface la condición
necesaria del Lema 3.3. Se observa la curva de Mikhailov de (3.27) en la Figura 3.17 corre
en dirección negativa y el cambio total del argumento tiende asintóticamente a−3π

2 . Se sigue
del Teorema 3.2 que el pseudo-polinomio en (3.27) es inestable.
Por otro lado, podemos ilustrar que la curva de Mikhailov nos permite conocer el número
de raı́ces inestables. Primeramente, note que (3.27) no tiene raı́ces puras imaginarias, dado
que la curva no pasa por el origen. Entonces, de la formula (3.24) se obtiene directamente
que p = 2, por lo tanto (3.27) debe tener dos raı́ces complejas conjugadas con parte real
positiva. El resultado de estabilidad se puede verificar nuevamente mediante el cálculo de
las raı́ces de (3.27) en [28].
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Figura 3.16: Curva de Mikhailov para (3.26).

Ejemplo 3.6. En este ejemplo se ilustra el resultado principal para pseudo-polinomios pa-
ra 1 ≤ α < 2. Primero, verificamos el criterio de Stodola dado en el Lema 3.2, para ello
considere los siguientes dos polinomios

p1(s) = s
8
3 +1

y
p2(s) = s

8
3 +2s

4
3 −1.

En ambos casos, tenemos que α = 4
3 y para p1(s) hay un coeficiente cero (no hay término

para s
4
3 ) mientras que para p2(s) los coeficientes no tienen el mismo signo, se sigue del

Lema 3.3 que p1(s) y p2(s) son inestables. Para ilustrar la conclusión de este resultado, ve-
rifiquemos la ubicación de las raı́ces de los pseudo-polinomios anteriores. Usando la trans-
formación λ = sα se tiene que el polinomio entero asociado a p1(s) es:

p̃1(λ) = λ
2 +1,

y sus raı́ces son λ1,2 =±i = e±π/2i, aplicando la transformación inversa, obtenemos que las
raı́ces del pseudo-polinomio p1(s) son s1,2 = (λ1,2)

3
4 = 3

4e±
3π

8 , y dado que |arg(s1,2)|< π/2
se concluye que s1,2 están en el semi plano complejo derecho del plano complejo s y por lo
tanto p1(s) es inestable.
Ahora para el caso de p2(s), aplicando la misma transformación obtenemos que el polino-
mio entero asociado es como sigue

p̃2(λ) = λ
2 +2λ−1,
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Figura 3.17: Curva de Mikhailov para (3.27).

cuyas raı́ces son λ1 = 2.4141eπi y λ2 = 0.4141. Es fácil notar que arg(s2) = 0, por lo tanto
se encuentra en el semi plano complejo derecho del plano complejo s y se concluye que p2(s)
es inestable.
Por otra parte, para ilustrar el criterio de estabilidad de Mikhailov consideremos el siguiente
pseudo-polinomio:

p(s) = s2
√

2 +4s
√

2 +8. (3.28)

Se tiene que αn = 2
√

2 que implica que n = 2 y 1 ≤ α =
√

2 < 2. Para (3.28) la condición
necesaria dadas por el Lema 3.3 se cumple. La curva de Mikhailov de (3.28) en la Figura
3.18 nos muestra que el cambio total del argumento se aproxima asintóticamente a

√
2π que

es equivalente a αn
(

π

2

)
por lo tanto (3.28) es estable por el Teorema 3.2. Note que la curva

de Mikhailov corre en sentido positivo como se estableció anteriormente.

Ejemplo 3.7. Considere el siguiente pseudo-polinomio:

p(s) = s−4s1/2 +8. (3.29)

En este caso αn = 2(1/2), n= 2 y α= 1
2 . Por lo tanto, el polinomio asociado de orden entero

es
p̃(λ) = λ

2−4λ+8, (3.30)

es claro que la condición necesaria de Stodola establece que el polinomio p(s) puede ser
estable, por lo tanto procedemos a determinar si es estable utilizando el criterio de Mikhai-
lov. La curva de Mikhailov de (3.29) se muestra en la Figura 3.19 en donde se observa que
la curva cruza por el origen, por lo tanto se puede decir que el pseudo-polinomio tiene un
par de raı́ces imaginarias puras. Y de ahı́ podemos concluir que dicho pseudo-polinomio no
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Figura 3.18: Curva de Mikhailov para (3.28).

es estable ya que las raı́ces se encuentran en el lı́mite de la región de estabilidad, lo cual se
puede verificar numéricamente.

Ejemplo 3.8. Considere el problema del sistema térmico con planta fraccionaria y control
PDµ expuesto en el Capı́tulo 1, descrito por la función de transferencia en lazo cerrado
siguiente:

G(s) =
Kdsµ +Kp

39.69s1.25 +Kdsµ +(Kp +0.598)
.

Consideremos el pseudo-polinomio

p(s) = 39.69s1.25 +Kdsµ +(Kp +0.598).

En este caso, existen varias alternativas con respecto a los valores de α y µ para tener un
pseudo-polinomio de orden conmensurado, como se muestran a continuación:

1. Si consideramos α = 1.25, es decir, 1 ≤ α < 2 entonces µ = kα, para algún k ∈ N.
Para distintos valores de k se tiene lo siguiente:

a) Si k = 1, entonces µ = α y el pseudo-polinomio p(s) es como sigue:

p(s) = (39.69+Kd)s1.25 +(Kp +0.598).

Aplicando el Lema 3.2, se pueden imponer las siguientes restricciones necesarias
de estabilidad con respecto a las ganancias, (39.69+Kd)> 0 y ( Kp+0.598)>
0.
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Figura 3.19: Curva de Mikhailov para (3.29).

b) Si k = 2, el pseudo-polinomio correspondiente queda como:

p(s) = Kds2.25 +39.69s1.25 +(Kp +0.598).

Del cual, usando nuevamente el resultado del Lema 3.2, se obtienen las siguien-
tes condiciones: Kd > 0 y (Kp +0.598)> 0.

c) Si k = 3, el pseudo-polinomio es de la siguiente forma:

p(s) = Kds3.25 +39.69s1.25 +(Kp +0.598).

Se tiene por medio del resultado en el Lema 3.2 que este pseudo-polinomio no
puede ser estable.

2. Si consideramos α = 1
4 es decir, 0 < α < 1 entonces µ = kα, para algún k ∈ N. Para

distintos valores de k se tiene lo siguiente:

a) Si k ∈ [1,4] entonces aplicando el resultado de Stodola en el Lema 3.3 resulta la
siguiente restricción para estabilidad (Kp +0.598)> 0.

b) Si k = 5, en este caso el pseudo-polinomio p(s) quedarı́a como sigue:

p4(s) = (Kd +39.69)s1.25 +(Kp +0.598).

Utilizando el resultado de Stodola en Lema 3.3 implica que (Kd + 39.69) > 0 y
(Kp +0.598)> 0 son condiciones necesarias para la estabilidad.

c) Si k > 5, en este caso se tiene que por el Lema 3.3 las siguientes condiciones
deben satisfacerse Kd > 0 y (Kp +0.598)> 0.
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Del análisis anterior se sigue que existen varias posibilidades de escoger µ y las ganan-
cias Kp y Kd para tener estabilidad. Para ilustrar un ejemplo, consideremos los valores
Kp = 64.47, Kd = 48.99 y µ = 0.5 propuestos en [19] como parámetros de control para este
modelo. El pseudo-polinomio caracterı́stico es

p(s) = 39.69s1.25 +48.99s0.5 +65.068, (3.31)

donde se observa que αn = 5(1
4), n = 5 y α = 1

4 . Con la finalidad de verificar la estabilidad
de (3.31) basta observar la Figura 3.20 y constatar que satisface la condición del Teorema
3.2, se sigue que

∆arg p(iω)
∣∣∣∞
0
= αn

(
π

2

)
=

5π

8
.

En conclusión, el pseudo-polinomio en (3.31) es estable.

Figura 3.20: Curva de Mikhailov para (3.31).
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Capı́tulo 4

Conclusiones

En esta sección se presentan las conclusiones de este trabajo de investigación, de igual
manera las perspectivas a futuro del mismo.

1. En este trabajo se mostró la extensión del criterio de Stodola para el caso de pseudo-
polinomios de orden conmensurado, cuando 0 < α < 2. En este sentido, se mostró
que para 1 ≤ α < 2, el criterio clásico de Stodola se mantiene, es decir, todo pseudo-
polinomio estable tiene sus coeficientes distintos de cero y del mismo signo. Sin em-
bargo, para 0 < α < 1, este criterio clásico no se mantiene y mostramos que en este
caso una condición necesaria para un pseudo-polinomio estable es que los coeficientes
an y a0 sean distintos de cero y del mismo signo.

2. Como otra aportación se obtuvo la modificación del criterio de Mikhailov para el caso
de pseudo-polinomios de orden conmensurado. Dicha modificación consiste en de-
terminar la medida apropiada del cambio total del argumento. En este resultado el
Teorema de Mikhailov modificado, se establece que la medida del cambio total del
argumento es αn

(
π

2

)
, donde αn = nα es la máxima potencia fraccionaria del pseudo-

polinomio y no n
(

π

2

)
como ha sido reportado en la literatura hasta el momento.

3. Además, se concluyó que la curva de Mikhailov no necesariamente gira siempre en
sentido positivo en el caso de pseudo-polinomios estables. Con ello podemos concluir
que la propiedad de fase monotónicamente creciente para pseudo-polinomios estables
en general no se cumple.

4. Finalmente, se concluyó que el resultado de la modificación del criterio de Mikhailov
es válido para valores de 0 < α < 2 y no solo para 0 < α < 1 como se establece en la
referencia [25].

Las perspectivas de este trabajo de investigación, se presentan a continuación:

Generalizar el resultado para el caso de pseudo-polinomios de orden no conmensurado.

Extender los resultados a pseudo-polinomios incluyendo términos exponenciales aso-
ciados a sistemas fraccionarios lineales con retardos.
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