IPICYT

INSTITUTO POTOSINO DE INVESTIGACION
CIENTIFICA Y TECNOLOGICA, A.C.

POSGRADO EN CONTROL Y SISTEMAS DINAMICOS
El criterio de estabilidad de Mikhailov para sistemas fraccionarios de orden conmensurado

Tesis que presenta
Jessica Carmin Mendiola Fuentes

Para obtener el grado de

Doctor en control y sistemas dinamicos

Director de la Tesis:

Dr. Daniel Alejandro Melchor Aguilar

San Luis Potosi, S.L.P., 25 de Junio de 2018



Constancia de aprobacion de la tesis

La tesis “El criterio de estabilidad de Mikhailov para sistemas fraccionarios
de orden conmensurado” presentada para obtener el Grado de Doctora en
Control y Sistemas Dinamicos, fue elaborada por Jessica Carmin Mendiola
Fuentes y aprobada el veinticinco de junio del dos mil dieciocho por los

suscritos, designados por el Colegio de Profesores de la Division de Matematicas
Aplicadas del Instituto Potosino de Investigacion Cientifica y Tecnoldgica, A.C.

—_—Aae—

Dr. Daniel Alejandro Melchor Aguilar
Director de la tesis

Dr. / Gonzalo Barajas Ramirez
J

urado en el Examen

o

Dr. Daniel Ulises Campos Delgado
Jurado en el Examen

Dr. Wrera Ibarra
Jurado en el Examen



IPICYT

Créditos Institucionales

Esta tesis fue elaborada en la Division de Matematicas Aplicadas del Instituto Potosino
de Investigacion Cientifica y Tecnologica, A.C., bajo la direccion del Dr. Daniel Alejandro
Melchor Aguilar.

Durante la realizacion del trabajo el autor recibi6 una beca académica del Consejo Na-
cional de Ciencia y Tecnologia 322282 y del Instituto Potosino de Investigacion Cientifica y

Tecnologica, A. C.

Adicionalmente, también recibié apoyo por parte de la fundacién Sofia Kovalevskaya.

11T



Instituto Potosino de Investigacion
Clentifica y Tecnologica, A.C.

Acta de Bxamen de Grado

El Secretario Académico del Instituto Potosino de Investigacién Cientifica y Tecnoiogica, A.C.,
certifica que en el Acta 005 del Libro Primero de Actas de Exadmenes de Grado del Programa de
Doctorado en Control y Sistemas Dindmicos esta asentado lo siguiente:

En la ciudad de San Luis Potosi a los 25 dias del mes de junio del afo 2018, se reuni6 a las 17:15
horas en las instalaciones del Instituto Potosino de Investigacion Cientifica y Tecnolégica, A.C., el
Jurado integrado por:

Dr. Juan Gonzalo Barajas Ramirez Presidente IPICYT

Dr. Daniel Alejandro Melchor Aguilar Secretario IPICYT
Dr. Daniel Ulises Campos Delgado Sinodal externo . UASLP
Dr. Hugo Cabrera Ibarra Sinodal IPICYT

a fin de efectuar el examen, que para obtener el Grado de:

DOCTORA EN CONTROL Y SISTEMAS DINAMICOS

sustentd6 la C.
Jessica Carmin Mendiola Fuentes

sobre la Tesis intitulada:
El criterio de estabilidad de Mikhailov para sistemas fraccionarios de orden conmensurado

que se desarrolié bajo la direccion de
Dr. Daniel Alejandro Melchor Aguilar

El Jurado, después de deliberar, determino

APROBARLA

Dandose por terminado el acto a las 18:56 horas, procediendo a la firma del Acta los integrantes
del Jurado. Dando fe el Secretario Académico del Instituto.

A peticién de la interesada y para los fines que a fa misma convengan, se extiende el presente
documento en la ciudad de San Luis Potosi, S.L.P.,, México, a los 25 dias del mes de junio de 2018.

—

Dr. Horacio Flores Zuiiiga
Secretario Académico;,r

>

{NSTITUTD POTOSIND %
3 DE INVESTIGACION b
CiEnTIFICA ¥ TECNOLOGICA, AC.

|
IPICYT |
| SECRETARIA ACADEMICA/




Agradecimientos

A mi asesor el Dr. Daniel Alejandro Melchor Aguilar por brindarme su confianza para
iniciar este proyecto de tesis. También agradezco su motivacion contagidndome su entusias-
mo por la ciencia, su admirable dedicacién como guia y finalmente su alentadora exigencia,
fundamental para mi carrera cientifica.

Un sincero agradecimiento a los Doctores Guillermo Fernandez Anaya, Daniel Ulises
Campos Delgado, Hugo Cabrera Ibarra y Juan Gonzalo Barajas Ramirez por su disponibili-
dad, les agradezco en especial por su labor en la correccion de este manuscrito que contribuy6
a la mejora de esta tesis.

A CONACYT por la beca de doctorado, a la fundacién Sofia Kovaléskaia y a la Socie-
dad Matematica Mexicana por el apoyo otorgado y al IPICyT por facilitarme los medios para
desarrollar mi proyecto doctoral.

De manera muy especial a mis familiares y amigos. A mis papés, mis hermanas, a mi

Tio Francisco que han sido un apoyo y porra incondicional en todo momento. A Sofi mi més
grande inspiracion que me da fuerzas e impulso para salir adelante.

VI



Indice general

Portada I
Constancia de aprobacion de la tesis 11
Créditos Institucionales 111
Acta de examen v
Agradecimientos VI
Indice de figuras IX
Notacion X
Resumen XI
Abstract XII
1. Introduccion 1
1.1. Historia del calculo fraccionario . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 1
1.2. Sistemas de orden fraccionario . . . . . . . . . . ... ..o 2
1.3. Calculo fraccionario en la teoriadel control . . . . . . . ... ... .... 3

1.4. Formulaciéon del problema . . . . ... .. ... ... .. ... ...... 5
1.5. Organizacion general de latesis . . . . . . . ... .. ... ... ..... 6

2. Fundamentos de calculo fraccionario 7
2.1. Funcion Gamma . . . . . . . . . . .. e e 7
2.2. Calculodeordenentero . . . . . . . . . . o i e 12
2.2.1. Derivadasiteradas . . . . . . . . . . ... e 12

2.2.2. Integralesiteradas . . . . .. ... .. .. ... .. ... 13

2.2.3. Operador difero-integral . . . . . . ... ... ... . ...... 14

2.3. Calculo fraccionario: Ordenreal . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 15
2.3.1. Operadores difero-integral de orden fraccionario . . .. ... ... 15

2.3.2. TransformadadeLaplace . . . . . . .. ... ... ... ...... 18

2.3.3. Las funciones de Mittag-Leffler . . . ... ... ... ... .... 19

2.4. Ecuaciones diferenciales de orden fraccionario . . . . . . . . .. ... .. 20

VII



2.5. Ubicacioén de las raices de un pseudo-polinomio . . . . ... ... ... ..
2.6. Estabilidad de pseudo-polinomios . . . . .. ... ... ... .......

3. El criterio de Mikhailov para sistemas fraccionarios de orden conmensurado
3.1. Criterios de Stodola y Mikhailov para polinomios . . . . . ... ... ...
3.2. Criterio de Stodola y Mikhailov para sistemas de orden fraccionario

3.2.1. Criterio de Mikhailoverréneo . . . . .. ... ... ... .....
3.3. Criterio de Stodola y Mikhailov para sistemas de orden fraccionario

4. Conclusiones

Bibliografia

VIII



Indice de figuras

2.1.
2.2.
2.3.
24.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10.
3.11.
3.12.
3.13.
3.14.
3.15.
3.16.
3.17.
3.18.
3.19.
3.20.

Funcion I'(z). . . . . . . o oo
Ubicacion de las raices de p(A) en el plano complejoA. . . . . . . . . . ..
Region My cuando O <o <1. . .. .. ... ... ... ... .......
Region Mg cuando 1 <0 <2. . . . . . . . ... .. .

Raizreal negativa . . . . . . . . . . . ... L
Raizreal positiva . . . . . . . . . . .. e
Raices complejas con parte real negativa. . . . . . .. ... ... .....
Raices complejas con parte real positiva. . . . . . . . ... ... ... ...
Curva de Mikhailov parap(s)en (3.7). . . . . . . . . . . .. ... .. ...
Curva de Mikhailov parap(s)en (3.8). . . . . . . . .. ... ... ... ..
Curva de Mikhailov para p(s)en (3.11). . . . . ... ... ... . ....
Raiz real negativacuandoO <o <1.. . ... ... ... ... .......
Raiz real negativacuando 1 <o <2.. . ... ... ... ... . ......
Raiz real positivacuando O <o < 1. . . . . .. .. ... ... ... ...,
Raiz real positivacuando 1 <o <2. . . . .. ... ... ... ... ..
Raices estables complejas conjugadas cuando0 <o <1. . . ... ... ..
Raices estables complejas conjugadas cuando 1 <o <2. . . .. ... ...
Raices inestables complejas conjugadas cuando O <a < 1. . .. ... ...
Raices inestables complejas conjugadas cuando 1 <o <2. . . .. ... ..
Curva de Mikhailov para (3.26). . . . . . . .. .. .. ... ... ...,
Curva de Mikhailov para (3.27). . . . . . . . . .. .. . o
Curva de Mikhailov para (3.28). . . . . . . .. .. ... .. ... ... .
Curva de Mikhailov para (3.29). . . . . .. ... ... ... ... .....
Curva de Mikhailov para (3.31). . . . . .. .. ... ... ... ......

IX



Notacion

7,7+, 7
R, R+, R™

Conjunto de los nimeros naturales.

Conjunto de los nimeros enteros, enteros positivos y enteros negativos.
Conjunto de los niimeros reales, reales positivos y reales negativos.
Conjunto de los niimeros complejos.

Semiplano izquierdo abierto del plano complejo.

Frontera del conjunto M.

Derivada fraccionaria de orden o.

Operador transformada de Laplace.

Funcion techo de x € R.

Funcién Gamma.

Funcion de Mittag-Leffler de un pardmetro.

Funcién de Mittag-Leffler de dos parametros.

Parte real de un nimero complejo s.

Argumento de un niimero complejo s.

Cambio total del argumento de p(s).
Union matematica de un conjunto indice Ay.



Resumen

En este trabajo de tesis se aborda el problema de estabilidad de sistemas lineales fraccio-
narios. La estabilidad de esta clase de sistemas estd determinada mediante la ubicacion de las
raices del pseudo-polinomio caracteristico asociado. Debido a la complejidad en el cédlculo
de las raices del pseudo-polinomio resulta deseable contar con métodos que nos ayuden a de-
terminar la estabilidad de los sistemas sin tener que calcular las raices de pseudo-polinomios.
El criterio de estabilidad de Mikhailov para sistemas lineales de orden entero es una herra-
mienta grifica poderosa para determinar la estabilidad sin calcular las raices asociadas al
polinomio caracteristico.

En este trabajo se presenta la extension del criterio de Mikhailov para el caso de sistemas
lineales fraccionarios de orden conmensurado. Adicionalmente, se presenta la generalizacion
del criterio clasico de Stodola, que proporciona condiciones necesarias de estabilidad, para
dicha clase de sistemas.
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Abstract

This dissertation work addresses the stability problem of linear fractional order systems.
The stability of this class of systems is determined by the location of the roots of the as-
sociated characteristic pseudo-polynomial. Due to the complexity in the calculation of the
pseudo-polynomial roots, it is desirable to have methods that help us to determine the stabi-
lity of the systems without having to calculate pseudo-polynomials roots.

The Mikhailov stability criterion for linear integer order systems is a powerful and graphical
tool to determine the stability without having to calculate the roots of the associated charac-
teristic polynomial.

In this work the extension of the Mikhailov criterion is presented for the case of fractional

linear systems of commensurate order. Additionally, the generalization of the classic Stodola
criterion is presented, which provides necessary stability conditions for this class of systems.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presenta una breve historia del calculo fraccionario. Ademds, se men-
cionan las diversas areas en donde se aplica esta herramienta matematica, especificamente
para el modelado de sistemas de orden fraccionario y en el disefio de controladores. El esta-
do del arte para la estabilidad de sistemas de orden fraccionario se discute de manera breve.
Adicionalmente se presenta la formulacién del problema de investigacion y la organizacion
de esta tesis.

1.1. Historia del calculo fraccionario
La idea de la generalizacion de d"dfl}gt)’ cuando n no es entero surgié en el nacimiento
del mismo célculo diferencial. Los primeros acercamientos y discusiones acerca del calculo
de orden no entero, surgieron entre Leibniz, Bernoulli y L’Hopital alrededor del afio 1695,
quienes hicieron algunas observaciones sobre la posibilidad de considerar derivadas de or-
den %, de ahi el nombre de calculo fraccionario. Fue Euler en 1738 quien di6 el primer paso,
partiendo de la derivada de la potencia de una funcidn, observando que en este caso la deri-
vada también tiene sentido cuando el orden n no es entero. Luego en 1820, Lacroix confirma
la observacion de Euler llegando al mismo resultado. Es decir, considerando una funcién
y =x", definieron que

Iy L)) .,
dx"  T(m—n+1) ’

con m y n no necesariamente enteros, en donde la funcién I'(-), es la generalizacién de la
funcion factorial para ndmeros no enteros. Posteriormente, en 1812 Laplace propone la idea
de la diferenciacion no entera, por medio de una integral. Después en 1822, Fourier sugiere
un operador derivada fraccionario, de orden p usando la siguiente igualdad

AP f(x) 1

I * P * _
- /_ W /_ fltycos(har—ih+ pr/2)dr

esta vez para ciertas funciones particulares f(x) no necesariamente la potencia de una fun-
cion. Parte fundamental del cdlculo fraccionario se le atribuye a Niels Henrik Abel quien en
1823, aplic6 una derivada de orden no entero en la solucion de una ecuacion integral para
resolver el problema de la tautécrona. Dicho problema consiste en determinar la curva que



describe el movimiento de una particula que se desliza a lo largo de un curva suave, en un
plano vertical, bajo la influencia de la gravedad. Si el tiempo de deslizamiento es una cons-
tante k desde el punto mas alto de la curva x hasta el punto més bajo 0, la ecuacion integral
de Abel es:

/0 "= 1) V2g(t)dt = k.

Aqui el integrando @(z) es la incégnita a deteminar. La solucién a dicha ecuacién integral

esta dada por:
1d

- -4 / LI

ndxJo Vx—t
Posteriormente, en el periodo de 1832 a 1837, con una serie de trabajos, Liouville se posi-
cioné como unos de los principales aportadores sustanciales a la teoria del cdlculo fraccio-
nario. Primero con la definicién de la férmula de la derivada de una funcién exponencial,
después definiendo la derivada fraccionaria como el limite de un cociente de una diferen-
cia, con ello evalud la derivada de algunas funciones elementales. Adicionalmente Liouville
abordo las aplicaciones de cdlculo fraccionario para la solucién de algunos tipos de ecua-
ciones diferenciales ordinarias lineales, finalmente propuso una expresion para la integra-
cion fraccionaria. Luego, Riemann en 1874, siguiendo la misma idea de Liouville propuso
una expresion para la integracion fraccionaria, misma que desde ese momento se convir-
tirfa en la formula de integracion fraccionaria moderna, conocida como operador integral de
Riemann-Liouville, la cual esta directamente relacionada con la férmula de la integral iterada
de Cauchy. Por otro lado, en 1867, Grunwald y en 1868, Letnikov, desarollaron la definicién
de derivacién de orden no entero, utilizando la derivada iterada definida a través del limite.
Con esto, se concluye una breve resefia histérica del célculo fraccionario, el cual es el co-
mienzo para la formalizacion de la teoria de los operadores derivada e integral de orden no
entero. En la actualidad existen una gran variedad de operadores fraccionarios, como la inte-
gral fraccionaria de Weyl (1917), la integral fraccionaria de Riez (1936), la derivada fraccio-
naria de Caputo (1967), entre otros. Es importante resaltar la gran cantidad de mateméticos
importantes de la historia que hicieron sus aportaciones en esta drea, misma que con el tiem-
po se ha ido perfeccionando. Para ver mas detalles de la historia del calculo fraccionario,
véase [1].

o(1)

1.2. Sistemas de orden fraccionario

El célculo fraccionario es una rama de las mateméticas que abre la posibilidad de ex-

tender las definiciones de derivada e integral para 6érdenes no enteros. En las dltimas dos
décadas, las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario han sido utilizadas para el mo-
delado de varios fendmenos fisicos cuyas soluciones, en el caso de sistemas lineales, poseen
un decaimiento andémalo, diferente al de tipo exponencial [2].
Las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario logran explicar cierta clase de fendmenos
fisicos, se presume que tienen la capacidad de describir comportamientos que poseen memo-
ria, ya que una caracteristica del operador derivada de orden fraccionario es que no es local,
debido a que involucra una integral y por lo tanto depende de los valores de la funcién en un
intervalo.



En la actualidad existen una gran cantidad de aplicaciones de ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario en dreas como fisica, quimica, ingenieria, finanzas, etc. Por mencionar
algunos ejemplos especificos se encuentran aplicaciones en procesos de difusion [3], en el
modelado de propiedades mecdanicas de materiales [4] en procesamiento de sefiales [5], [6],
en el modelado del comportamiento viscoeldstico [7], [8], en bioingenieria [9], electrénica
[10], robdtica [1 1], [12], entre otros. En particular, también podemos encontrar aplicaciones
en la teoria matematica de control [13], [14].

1.3. Calculo fraccionario en la teoria del control

El primer acercamiento en la aplicacion del cdlculo fraccionario en la teoria del control
surge en el afio de 1945 cuando H. Bode [15] us6 una funcién de transferencia del tipo

Fi)=(2) ver,

donde . es la ganancia de frecuencia de cruce, y Y es la pendiente de la curva de magni-
tud. De hecho, probablemente sin el conocimiento de Bode, la funcién F(s) es un integrador
de orden fraccionario cuando Y > 0 y un diferenciador cuando y < 0. Posteriormente en los
aflos setentas se propuso un controlador de orden fraccionario en el dominio de la frecuencia
conocido como CRONE (“Commande Robuste d‘Ordre Non Entier”) [16] , abriendo paso a
una generacion de controladores robustos de orden fraccionario. Después a finales de los no-
ventas surgid el controlador fraccionario conocido como PI ApH[14] que es la generalizacion
del controlador cldsico PID. Claramente, para un sistema de control en lazo cerrado existen
cuatro posibilidades a considerar, con respecto a los 6rdenes de la planta y al controlador:

1. Planta entera con controlador entero,

2. Planta entera con controlador fraccionario,

3. Planta fraccionaria con controlador entero y

4. Planta fraccionaria con controlador fraccionario.

El controlador fraccionario PI*DH posee una mayor cantidad de parametros, es decir, cuenta
con cinco parametros para sintonizar (K, K;, A, K4, u), mientras que el PID de orden entero
solo tiene tres (K, K;, Kz), por lo tanto el controlador fraccionario tiene mayor flexibilidad
para la sintonizacion de las ganancias, esperando asi mejorar el rendimiento de un sistema de
control en lazo cerrado, sin embargo, implica que el disefio del mismo sea mds complejo en
comparacion con un controlador de orden entero. Del mismo modo, resulta natural utilizar
un controlador fraccionario cuando se trata de una planta fraccionaria.

Con el objetivo de ilustrar el efecto que tienen los controladores fraccionarios, consideremos
un ejemplo para el control de un sistema térmico. Es bien sabido que un proceso térmico
con transferencia de calor por conduccion o conveccion se puede modelar aproximadamente
mediante una ecuacion diferencial de primer orden, como la siguiente:

Re®® 0=,
dt



donde R es la resistencia térmica, C es la capacitancia térmica, 0 es la diferencia de tempera-
tura entre un elemento y otro, 4 es un cambio pequeiio en el flujo de calor de la entrada. La
funcion de transferencia que relaciona a 6 con 4, se obtiene mediante

O(k) R
H(s) RCs+1’

donde O(s) = £{0(¢)} y H(s) = £{h(¢r)}. Dadas las caracteristicas de la funcién de trans-
ferencia, en [17],[ 18] se proponen dos modelos para un calentador eléctrico, uno de orden
entero y otro de orden fraccionario, descrito por una funcién de transferencia

1

Gl = o

(1.1)
donde a y b son pardmetros a estimar mediante algin método de identificacion paramétrica.
En [17] se consideran los pardmetros a = 20.14 y b = 0.598. Por otro lado, se propone un
segundo modelo de orden fraccionario cuya funcién de transferencia es de la forma

1

- as®+b’

Gr(s) (1.2)
donde a diferencia del primer modelo, en este caso se afiade el pardmetro . Los autores
argumentan que el modelo (1.2) aproxima mejor el comportamiento observado experimen-
talmente del sistema térmico usando una entrada de tipo escalén. Los valores estimados de
los pardmetros para el modelo (1.2) son a = 39.69, b =0.598 y a0 = 1.25.
Consideremos ahora el controlador PI*DH que tiene como funcién de transferencia la que
sigue:

C(s) = K+ Kis " + Kys', (1.3)

donde K, K; y K; son respectivamente las ganancias proporcional, integral y derivativa.
Cuando A = u = 1 obtenemos el controlador cldsico PID. De igual forma, ya sea haciendo A
o u cero tenemos el controlador PD* o PI*, respectivamente. Por ejemplo, para el caso del
controlador PD* se tiene la siguiente funcion de transferencia:

Cu(s) =K, +Kgs". (1.4)

Considerando las cuatro posibilidades mencionadas anteriormente. Para el sistema de control
en lazo cerrado, la planta entera (1.1) con un controlador entero, es decir, haciendo u =1 en
(1.4), se tiene que la funcidn de transferencia es como sigue:

de—l—Kp

G108 = S Ty s Kys & (K, +0.598)"

(1.5)

En cambio, para el caso de la misma planta entera (1.1) con un controlador fraccionario, la
funcion de transferencia es, la siguiente:

o KdSI“l —|—Kp
©20.14s+ Kyst + (K, +0.598)

Gafs) (1.6)
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Por otro lado, para el caso de la planta fraccionaria en (1.2) el sistema de control en lazo
cerrado utilizando un controlador entero, es decir, (1.4) con u = 1, la funcién de transferencia

es la que sigue:
KdS —+ KP

~ 39.695124 4 Kys + (K, +0.598)°
Y por dltimo, el correspondiente a una planta fraccionaria (1.2) con un controlador fraccio-
nario (1.4), la funcién de transferencia en lazo cerrado se define como:

K;s! + K p
 39.69515 + Kys#+ (K, +0.598)
En [19] se disefia un controlador entero basado en el modelo entero y un controlador frac-

cionario PD* disefniado sobre el modelo de orden fraccionario. Para el controlador entero se
obtuvieron los pardmetros

Gs(s) (1.7)

Gy(s)

K,=64.47, K;=12.39,
mientras que para el controlador de orden fraccionario se obtuvieron los paradmetros
K,=6447, K;=4899, u=0.5.

Ambos controladores fueron aplicados experimentalmente al proceso térmico real. Los re-
sultados experimentales mostraron que el controlador fraccionario tenia una mejor respuesta
que el controlador de orden entero.

Existen muchas aplicaciones donde, como en el ejemplo anterior, se muestra una mayor fle-
xibilidad de los controladores enteros. Es importante mencionar que existen varios métodos
para sintonizar controladores de orden fraccionario, los cuales son propuestas modificadas
de métodos empleados en la teoria clasica del control. Evidentemente, en cada uno de los
métodos de sintonizacion, la estabilidad en lazo cerrado es fundamental.

En las funciones de transferencia de G»(s), G3(s) y Ga(s), la estabilidad estd determinada
por los ceros del denominador que para estos casos es de la forma:

p(s) = as*+bs* +c, (1.8)

donde o0 = O para los casos donde la planta es de orden entero. La funcién de variable com-
pleja p(s) es conocida como pseudo-polinomio. Nuestro trabajo de tesis trata sobre el estudio
de las estabilidad de pseudo-polinomios de la forma (1.8). La formulacién del problema que
abordaremos se describe en la siguiente seccion.

1.4. Formulacion del problema

Considere una ecuacidn diferencial lineal de orden fraccionario, de la forma
anD*y(t)+ ...+ a1 D*'y(r) + agy(t) =0, (1.9

donde a;,a; € R,i =0,1,...,n, j =1,...,n. Sin pérdida de generalidad, asumimos que
Oy > Oy >...>0. D% j=1,2,...,n, denota el operador derivada fraccionaria de Capu-
to o de Riemann-Liouville. El comportamiento de las soluciones de la ecuacion (1.9) esta
determinado por las raices de la funcidn caracteristica (pseudo-polinomio) siguiente:

p(S) — ansan +an_1sa”71 +--- +611S0L1 +ay. (110)

5



Es importante mencionar que el pseudo-polinomio (1.10) es exactamente el mismo inde-
pendientemente del tipo de derivada fraccionaria que se utilice. Decimos que (1.10) es de
orden conmensurado si aj = jo, j = 1,2,...,n, para algin o € R™. El sistema descrito por
la ecuacion en (1.9) es asintéticamente estable si y sélo si las raices de (1.10) se encuentran
ubicadas en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo [2], [20]. La aplicacion de
dicho resultado demanda resolver el problema no trivial de calcular explicitamente las raices
del pseudo-polinomio (1.10). Por lo tanto resulta deseable contar con métodos que nos ayu-
den a determinar la estabilidad de sistemas de orden fraccionario sin tener que calcular las
raices de pseudo-polinomios.

En el caso de sistemas de orden entero existen resultados bien establecidos para verificar
la estabilidad de un sistema lineal sin necesidad de calcular las raices del polinomio carac-
teristico asociado, como son los criterios de Stodola [2 1], Routh-Hurwitz [22], Nyquist [23]
y Mikhailov [24]. Sin embargo, estos resultados no se encuentran bien establecidos en el
caso de sistemas de orden fraccionario. En [25] se presenta el criterio de Mikhailov para
sistemas lineales comensurados de orden fraccionario descritos por (1.9). Sin embargo, en
[25], 1a condicién de estabilidad coincide con la condicién clasica de Mikhailov para siste-
mas de orden entero, lo que en principio no es esperado dada la naturaleza fraccionaria de
los sistemas. Adicionalmente, cuando uno grafica la curva de Mikhailov de algunos pseudo-
polinomios particulares, resulta que la condicion de Mikhailov en [25] no es correcta. En
conclusion, no se tiene una extension adecuada del criterio de Mikhailov y por otra parte no
existe una descripcion del criterio de Stodola para el caso de sistemas de orden fraccionario.
Esta es la principal motivacion del trabajo de investigacion doctoral donde se pretende es-
tablecer criterios andlogos a los de Stodola y Mikhailov para la clase de sistemas de orden
fraccionario conmensurado.

1.5. Organizacion general de la tesis

El resto de este manuscrito estd organizado como sigue:

En el capitulo 2 se presentan algunos resultados preliminares sobre calculo fraccionario ne-
cesarios para los resultados principales de este trabajo. En este capitulo se revisan conceptos
de derivada, integral y transformada de Laplace de operadores fraccionarios. Finalmente en
este capitulo se presentan resultados generales de la estabilidad de sistemas lineales fraccio-
narios.

El capitulo 3 contiene los resultados principales. Primeramente revisamos los resultados de
estabilidad de los criterios de Stodola y Mikhailov para sistemas de orden entero. Posterior-
mente, presentamos la generalizacion de estos criterios de estabilidad para sistemas frac-
cionarios conmensurados. Finalmente presentamos varios ejemplos ilustrando los resultados
obtenidos. En el capitulo 4 se presentan algunas conclusiones de esta investigacion y se pro-
ponen algunas ideas como trabajo futuro.



Capitulo 2

Fundamentos de calculo fraccionario

En este capitulo se presentan algunos resultados preliminares necesarios para el desarollo
de la tesis. Se presenta la funcion Gamma y algunas de sus propiedades, la cual desempeina
un papel muy importante en la teoria del cdlculo fraccionario. Por otro lado, se presentan
conceptos basicos del calculo entero, en particular, la conceptualizacion de derivada e inte-
gral iterada que nos llevara de manera intuitiva a definir un solo operador difero-integral para
ordenes reales. En otra parte de este capitulo, se muestran conceptos basicos de calculo para
ordenes reales y la definicidn del operador difero-integral de Riemann-Liouville y algunas de
sus caracteristicas. Finalmente, se presenta lo referente a la teoria de ecuaciones diferencia-
les de orden fraccionario y se define la estabilidad para este tipo sistemas. La mayoria de los
conceptos preliminares utilizados en este capitulo fueron tomados del libro en la referencia

[26].

2.1. Funcion Gamma

Definicién 2.1. Para z € R*. La funcién I'(z) estd definida como:
['(z) = / e ldr. (2.1)
0

Lema 2.1. La integral impropia en (2.1) converge para z € R,

Demostracion. Primeramente observemos que si z € (0,1) entonces la funcién #~! es de-
creciente y tiende a infinito cuando ¢ — 0+-. Por otro lado, si z > 1 entonces la funcién A
no decrece para t > 0, de hecho, es estrictamente creciente si z > 1y tiende a infinito cuando

t — oo, Por esta razén dividimos la demostracion de convergencia de la integral (2.1) en
dos partes:

1) Cuando z € (0,1). Reescribamos la integral impropia como

o 1 °
/ tz_le_tdt:/ tz_le_tdt—{—/ e dr. (2.2)
0 0 1
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La primera integral del lado derecho de (2.2) satisface

L Lo 1 1
/ e ldt g/ Nt = —t*
0 0 z oz

Ahora consideremos la segunda integral del lado derecho de (2.2). Como >~ ! es de-
creciente de 7, entonces se tiene que 12! < (I)Z_l =1, V¢t > 1. Utilizando este hecho,
se sigue que

/ e dr §/ eldt = —e| =e .
1 1 1
Asi, para z € (0, 1) tenemos que
S L
e dt < —4e <oo, (2.3)
0 z

y por tanto la integral impropia en (2.1) converge para z € (0,1).

Cuando z > 1. En este caso existe m € N tal que m — 1 < z—1 < my por lo tanto se
satisface que =<Vt > 0. De lo anterior se sigue que

/ e ldr < / e dt. (2.4)
0 0

Consideremos la funcién g(r) = te=3' . Por un lado £(0) =0y por otro lado, aplicando
el Teorema de L’Hopital, se tiene que

~—~
|
f—
~—
—~
3

—2)...-2-1
lim g(t) = lim —— )

t—roo t—ro0 (%)me%t
Entonces, dado T > 0 existe f = B(7") > 0 tal que
g(t) <P vt >T.

Escogiendo P suficientemente grande, la desigualdad anterior se satisface para ¢t > 0.
Entonces se tiene que

1
" < Be2’, Vvt >0.

Asi,
/ e dr < / (Beedi =B / e ¥ di — 2. 2.5)
0 0 0
Por lo tanto, de (2.4) y (2.5) se tiene que para z > 1

/ “le~ldr < 2B,
0

lo que implica que la integral impropia (2.1) converge.



Corolario 2.1. La funcion I'(z) cumple con lo siguiente:

lim I'(z) = +oo.

z—07t

Demostracion. Dado que la funcion I'(z) se puede reescribir como en (2.2), se tiene que

v ! 1 1
/ tzletdt>/ tzletdt>/ e 1 ldr = —.
0 0 0 ez

Se sigue que I'(z) — +o0 cuando z — 0.

En la Figura 2.1 se puede observar el gréfico de la funcién I'(z).

20

Figura 2.1: Funcion I'(z).

Ejemplo 2.1. Sea z = 1/2. Utilizando la definicion en (2.1), tenemos que
I(1/2) = / 112 dr.
0
Haciendo un cambio de variable u = t'/2, tenemos

o 1 o
I(1/2) = /0 ~ e dudu =2 /0 e du.

u

Luego,

(F(1/2)>2 = <2/Oooe_”2a’u> <2/Oooe_v2a’v> = 4/000 /Ome_(”2+vz)dvdu.



Para resolver esta integral impropia doble utilizaremos coordenadas polares. Sean u =
rcos(0) y v = rsen(0) entonces se tiene que

oo 1% TC/2 e
4 / / e ) gydu = 4 / / e " rdrde.
0 0 0 0

Por una parte, se tiene que
7[/2 T
4 / a6 = 45,
0 2

por otro lado, haciendo el cambio de variable u = r?, se tiene que

%] 1 oo
/ e_rzrdr:——/ e'du.
0 2Jo

(v =o(Z) (-1 [ )=,

[(1/2) = V.

Una propiedad interesante de la funcién I'(z) estd dada por el siguiente resultado:

Entonces

Por lo tanto

Lema 2.2. La funcion I'(z) satisface lo siguiente:
[(z+1) =2(z), z€RT. (2.6)
Demostracion. De la definicion de la funcion I'(z) en (2.1) se tiene que
L(z+1) = /Owtze‘tdt,
que al integrar por partes, se obtiene

[(z+1)=—te""

+ z/ e dr,
0 0

T ().
0+z (2)

= —tfe!

t

De la demostracion del Lema 2.1 se sigue que lim;_,#°¢~" = 0y por lo tanto se obtiene que

P(z+1) = ().
OJ

La propiedad (2.6), también conocida como recursividad, es de hecho una generalizacién
del factorial para nimeros enteros al caso de nimeros reales positivos. Para visualizar lo
anterior primeramente observemos que I'(1) = f;" e~ 'dr = 1. El siguiente resultado muestra
que el factorial de nimeros enteros es un caso particular de (2.6).

Lema 2.3. Para n € N se satisface

['(n)=((m-1). (2.7)



Demostracion. Del Lema 2.2 y dado que I'(1) = 1 se tiene que

F2)=T(1+1)=10(1)=T(1)=1
F(3)=T2+1)=2I(2)=2-1=2!
[(4)=T(3+1)=30(3)=3-(2-1) =3!

Supongamos que es valido para n, es decir,

['(n)=n-1)!,
entonces
I'(n+1)=nl'(n)=n(n—1)! =nl.
Tomando en cuenta que 0! = 1, se tiene que la férmula en (2.7) es valida para n € N. [

Por otro lado, la funcién I'" puede ser utilizada para describir un producto, como se pre-
senta en los corolarios siguientes:

Corolario 2.2. Paraz € Rt

n—1 F(z—f—n)
H)(Hk) =zz+1)...(z+(n—1)) = ) (2.8)
Corolario 2.3. Para valores de n < z
n—1 B B F(Z"’l)
Corolario 2.4. Para valores de n < z
7! B _T(z—n+1)

Las demostraciones de los Corolarios 2.2, 2.3 y 2.4 se pueden encontrar en la referencia
[26]. Otro de los usos de la funcién I'(z) es que se puede utilizar para escribir combinaciones.
Las combinaciones son el nimero de formas de seleccionar elementos de un conjunto y
generalmente se definen como una expansion binomial, como se presenta a continuacion.

Definicion 2.2. El niimero de subconjuntos con k elementos, escogidos de un conjunto con

n elementos es
" ! keN 2.11)
= n . .
k kKl(n—k)!”

Utilizando la funcién I'(z) obtenemos que n! =T'(n+ 1), k! =T(k+ 1)y (n—k)! =
['(n—k+ 1), entonces (2.11) se puede escribir como

n I'(n+1)
(k) T Tkt DT(n—k+1) (2.12)

que tiene sentido si n,k, (n—k) € R/Z.
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2.2. Calculo de orden entero

Antes de presentar los conceptos de calculo de orden fraccionario, es conveniente revisar
algunos conceptos de cédlculo de orden entero que nos ayudaran a entender las generalizacio-
nes de los operadores difero-integral para 6rdenes reales.

2.2.1. Derivadas iteradas

Definicion 2.3. Dada una funcion f : R — R. La derivada de f con respecto a t se define

como df_(t) _ Hmw.

2.13
dt h—0 h ( )

Si el limite en (2.13) existe, decimos que f(z) es diferenciable. Si & > 0 y el limite
existe tenemos la derivada por la izquierda, y cuando 4 < 0 la derivada por la derecha. Si f
es diferenciable en ¢ ambas derivadas por la derecha y la izquierda coinciden. Se sabe del
célculo elemental, que se puede aplicar la composicion de funciones de manera iterada, es
decir, para obtener la segunda derivada de f(r), tenemos

lim LO=fO) gy LR = f(t=h—ho)
d (df(t)\ _ o Lr(t)—Lf(t—h) . P — Pr o
dt\ dt ) h>0 h 0 h ’
haciendo & = hy = hp, tenemos
4 (@) _ . f0)=2f(—h)+f(t—2h)
dt \ dt h—0 h? '
De otra manera podemos escribir
d*f(t) 1 & /2 '
=lim — —1)*f(t —kh).
ar? hli%h2,;0 Al
Sucesivamente, se obtiene en general que
df(t) .1 (n k
= lim — —1 t—kh).
d A & \ ) (DR
Dada una funcién f : R — R, denotemos
Adf(t
ps(t) = ()0 2 1. 2.14)
Asi, en general se puede escribir que
df(t
D'f(t) = dj;s), neN, (2.15)

y para n = 0, tenemos D f(1) = f(t). El operador D" es entonces el operador derivada sobre
f(t), n veces.
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2.2.2. Integrales iteradas
Abhora revisemos la integracion cldsica en el sentido de Riemann.

Definicion 2.4. Sea f : [0,t] — R una funcion (Riemann) integrable. Entonces definimos
F :[0,t] — R tal que

Fo) = [ e (2.16)

Ahora si integramos la funcién F, es decir,

[redw-[ (] gf<r>dr) d,

tenemos, mediante un cambio en el orden de integracion que

/Ot (/Oéf(”i)d‘c) dg = /0’ /th(r)dﬁdt = /Ot(t —1) f(t)dr. (2.17)

Integrando nuevamente y utilizando (2.17) tenemos

/Ot (/051 (/Oézf(r)dr) diz) SIS /Ol </0§1(§1 —T)f(t)dr) d&;.

Cambiando el orden de integracion, tenemos

/Oz (/()§1 (& —’C)f(’C)d’C) d& = /0’ (/j(&l _r)dﬁl)f(r)dt _ /Oz %(; _T)Zf(,c)d,c'
Luego entonces
/Ot (/051 F(é)dé) d€ = %/Ot(t —1)2f(1)dx.

D) 2 /0 (o). (2.18)

D! (D—lf(z)) =D 2f(t) = /Ol (/0&1 f(r)dt) dg;,

estd bien definido. Asi de los célculos anteriores, se tiene que

Denotemos

Se sigue que

Supongamos que para n € N, se tiene que

D f(r) = /O t o e (2.19)



Calculando inductivamente tenemos

D= f() =D (D74 () = | t ( / é (n_l o (é—f)”“f(f)df> dt.

Aplicando un cambio de variable de integracién obtenemos

D00 = [ ([ oty rmazan— L [ eyt ras

observando que

1
n

[ E=rpae= vy,

obtenemos

D) = s [ = e = [

De lo anterior se sigue el siguiente resultado.

Teorema 2.1. [26] La integral de orden n € N de una funcion f(t) estd dada por

Df(t) = /0 t (n_l 1)!(t—t)”_1 f(r)dr. (2.20)

La expresion (2.20) se conoce como la féormula de la integral iterada de Cauchy.

2.2.3. Operador difero-integral

De los resultados anteriores es posible definir un solo operador funcional para la derivada
y la integral como a continuacion. Se sigue la misma notacion descrita en [26].

d';’;,ﬁt) si n €N,

f(tt) sin=0, (2.21)
/ D' f(H)dt, si neZ.
0

D'f(1) =

Para ejemplificar la definicion del operador difero-integral en (2.21) apliquemos dichos ope-
radores para ciertas funciones en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea f(1) =t* A € R*. Tenemos

D'f(t) = n?=1),
D2 f(1) = MA—1)r?*2),

En general

D'f(t) =AA—1)...(A— (n—1))* =PI TT (A~ k). (2.22)



Del Corolario 2.3, podemos escribir la expresion anterior como sigue

., T(A+1)
D'f(t) ="l i< A 2.23
Ahora consideremos el caso del operador D" paran € Z~. Para n = —1 tenemos

Df(r) = /Ot £ g = %(thrl).

Paran= -2

D250 = [ D= o [(Ede= (,%H)ﬂ“.

En general, paran € 7~ se tiene la expresion siguiente:

D'f(t) = A+1)(A+2)...(A+n)’

Utilizando el resultado del Corolario 2.4 podemos escribir la expresion anterior como:

., T(A+1)
D' ft)=*"—""" L p<A 2.24
De (2.23) y (2.24) es natural pensar que la generalizacion del operador difero-integral en
(2.21) para valores de o € R, de la funcién f(z) = r* es:
o T(A+1)
Df(t) = *—""" g <A 2.25

Note que existe una restriccion para los valores A y o, de los cuales si la desigualdad oe < A
se cumple, entonces A — o > 0, lo cual implica que A —a+ 1 > 0 y entonces la funcién I’
estd bien definida. En otras palabras, el orden a de la derivada fraccionaria siempre debe ser
menor que el orden A de la funcién f(z) = r*.

Es importante mencionar que en general las derivadas fraccionarias se definen utilizando
ideas como las anteriores mediante el uso de la funcién I'.

2.3. Calculo fraccionario: Orden real

2.3.1. Operadores difero-integral de orden fraccionario

Definicion 2.5. (Riemann-Liouville)

t(t—1)"%! _
/Or—f(t)d'c aceR™,

o (—o)
DEf(t) =9 r@) a=0, (2.26)
jﬁ] Dl £ (p) ae Rt



Observemos que si o € Z entonces el operador D* en (2.26) coincide con el operador D"
dado en (2.21). En particular, cuando oo € R™, D* generaliza la formula de la integral iterada
de Cauchy para o reales. Por otro lado, observemos que si @ € R™ y —1 < a0 < 0 entonces
—1 < —a—1 < 0y por tanto el kernel

1
(-1 = [(ETEk
presenta una singularidad cuando T =¢.

Asi, surge la pregunta si el operador D* estd bien definido para —1 < o < 0. Ecuaciones
de esta forma, es decir, con un kernel no acotado en uno o més puntos de singularidad en
su dominio de definicién fueron investigados por él matemdtico noruego Abel, quien en
1823 investigd el movimiento de una particula que se desliza a lo largo de una curva suave
desconocida, en un plano vertical bajo la influencia de la gravedad. Dicha particula toma un
tiempo f () para moverse desde el punto mas alto ¢ hasta el punto més bajo 0 de la curva.
Abel determiné que la ecuacién del movimiento de la particula deslizdndose a lo largo de la
curva estd dado por la ecuacion

ro1
£l) = /0 T (2.27)

donde f(¢) es una funcién de datos determinados y u(¢) es la incégnita a determinar. Obser-

vemos que el kernel k(r — 1) = —L_ de (2.27) tiene una singularidad en T = ¢ y por tanto es

= 7=

no acotado cuando T — t.
Abel demostré que la solucion u(t) a la ecuacién (2.27) es

u(t) = %% ( /) t %m). (2.28)

Estos resultados seguramente influyeron en la definiciéon de Riemann-Liouville para el ope-
rador D% en (2.26). De hecho, consideremos oo = 1/2 en (2.26),

DV2s(e) = L iy - Lpigg
dtl1/2] dt ’

De la definicién (2.26) tenemos que

y por lo tanto:

d
- r(ll/z) i </ot<t 9T Wh) =



La integral en la expresion (2.29) es precisamente la integral de Abel presentada con ante-
rioridad. Abel generaliz6 el problema original introduciento la ecuacion singular integral

 u(1)
t) = dt, 0<a<l,
0= 7=
la cual se conoce como ecuacién integral generalizada de Abel. De la definicion (2.26) se
sigue que sia € R™ y —1 < a0 < 0 el operador D* es, salvo un factor constante, la integral
generalizada de Abel. Por otro lado, si o € R™ con ot ¢ Z*, entonces —1 <o —[o] =B <0

y

LAl (g
DR = /O g/ @ (2.30)

Asi cuando oo € R™ con o ¢ Z*, el operador D* es una derivada entera de una integral
generalizada de Abel.

Una caracteristica interesante del operador D%, cuando o € R™, es que al aplicarlo a una
funcién constante el resultado no es cero en contraste con el caso entero en donde la derivada
entera de una constante siempre es cero. De hecho, como

P ¥ ) S N (i X8 ) IS QP
/O(t T) +1dT_(1—(B+1))t1 “__Bt :

Se sigue de (2.30) que si f(¢) = ¢, entonces

o c 1 dlel
D f(t)zr(_B)<—B> (dtﬁﬂt 5).

De la expresion (2.22), se tiene que

o [a]-1 [a] -1
LB =51 T Bk =P (B T (B

dil®] k=0 k=0

y por tanto
c [a]—1
DYf(t) = mt_a kl:ll (—B—k).

De aqui concluimos que el operador D* de una constante no es igual a cero cuando oo € R™
con o ¢ Z". El operador D* satisface las propiedades de linealidad y ley de los exponentes
como se establece en los siguientes resultados.

Teorema 2.2 ([260]). El operador D* en (2.26) satisface
D*(af (r) + bg(r) = aD“f(r) + bDg(r),
donde a,b € R.
Teorema 2.3 ([20]). El operador D* en (2.26) satisface
DX(DP (1)) = D**P £ (2). 2.31)

excepto cuando 3 >0y o+ > 0.
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Es importante mencionar que existen otras definiciones de operadores difero-integrales

fraccionarios como por ejemplo, el operador de Caputo, el de Grunwald-Letnikov, etc, véase
[26], [27] para un estudio detallado de estos.
Cada operador tiene ventajas y/o desventajas sobre los otros operadores. Por ejemplo, el
operador de Caputo impone restricciones adicionales sobre las funciones a las cuales puede
aplicarse y satisface que al aplicarlo a una funcién constante si es cero, pero por otro lado no
satisface la ley de los exponentes. En este trabajo sélo utilizaremos el operador de Riemann-
Liouville dado en (2.26), siendo este suficiente y general para los resultados obtenidos.

2.3.2. Transformada de Laplace

De manera andloga al caso entero, la transformada de Laplace del operador D* es funda-
mental para el andlisis de sistemas dindmicos de orden fraccionario.
Recordemos que dada f : [0,e0) — R, la transformada de Laplace de f estd definida como

F(s) = £{f(1)} = /O T F ). (2.32)

Las condiciones necesarias para garantizar la existencia de la integral impropia en (2.32) son
que f sea continua por tramos en [0,%0) y que f sea una funcién de orden exponencial, es
decir que si existen constantes ¢,M >0y T > 0 entonces |f(t)| < Me paratodot > T.
Consideremos calcular la transformada de Laplace de la funcion f(z) = t*, la cual es de
especial interés para el célculo de la transformada de Laplace del operador D*.

Tenemos que

F(s) = £{f(1)} = /0 e,

Haciendo el cambio de variable T = st, la expresion se puede escribir como

oo

1 A,—1
F(S)—F 0 T'e dT,

siA > —1 entonces A+ 1 > 0y de la definicion de la funcién I se tiene que
T(A+1)= / the .
0

Por lo tanto F(?» 1)
+
F(S):W, 7\.>—1

Utilizando este resultado y el teorema de convolucion se obtienen el siguiente teorema que
establece la transformada de Laplace para el operador D%.

Teorema 2.4. [26] Dada f : [0,00) — R tal que F(s) = £{f(t)} estd bien definida, se tiene
que

S%F(s) si o e R™
ety =4 FY - sta=0 (2.33)
sOF(s)— Y s*D**1£(0), si o € RT
k=0

donde D* es el operador de Riemann-Liouville dado por (2.26).
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2.3.3. Las funciones de Mittag-Leffler

Para calcular algunas transformadas de Laplace relevantes en el andlisis de sistemas de
orden fraccionario es necesario utilizar las funciones especiales de Mittag-Leffler [26].

Definicion 2.6. Las funciones de Mittag-Leffler de uno y dos pardmetros se definen respec-
tivamente como

o lk
Eq(t) = kgbm o > 0. (2.34)
Eogt) =Y —— o, >0. 2.35
80 =X Fioxrpy *P> (2.35)

Observemos que Eq | () = Eq() lo que muestra la relacién entre las funciones de Mittag-
Leffler de uno y dos parametros. En particular, obtenemos que

o (a)f & ()

E\(ar) :,(ZE)F(IH—I) :kZZ)T =" =E (ar).

La ecuacién anterior muestra que las funciones exponenciales son un caso particular de las
funciones de Mittag-Leffler. En otras palabras, las funciones de Mittag-Leffler son una ge-
neralizacién de funciones exponenciales y otras funciones trascendentales.

Teorema 2.5. [26] Sea

h(t) _ tock+Bfl dkE%B(j:ata)
d(F+ar®)k ’
donde k € 7", a.,B € R, a € C. Entonces
kls®B

De este resultado general se obtienen varios resultados particulares que permiten conocer
las transformadas de Laplace de ciertas funciones especiales que surgen naturalmente en el
calculo de soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Corolario 2.5. Del Teorema 2.5 se tiene lo siguiente:

1. Haciendo k =0,

B—1 o SG_B
LtF Eqpat™)] = . (2.37)
2. Haciendok=0y o=,
1
a—1 o
E = . 2.38
L™ Ego(ar™)] g (2.38)
3. Haciendok=0ya =1,
1-B
CIPE, gar®)] = 2. 2.39
P ()] = 2.39)
4. Haciendok=0,00=1ya=0,
_ 1
L[P1E 5(0)] = 5 (2.40)
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2.4. Ecuaciones diferenciales de orden fraccionario

El problema de encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias es bastante
complejo. Para la clase de ecuaciones lineales con coeficientes constantes es posible encon-
trar soluciones explicitas. En esta seccion, revisaremos brevemente el problema de encontrar
soluciones de ecuaciones lineales con coeficientes constantes de orden conmensurado. Asi,
consideremos la siguiente ecuacion diferencial fraccionaria:

anD*y(t) +an—1D*'y(t) + ... +a1DMy(t) +aoy(r) = 0, (2.41)

dondeg;,0; €R,i=0,1,...,n, j=1,...,n,ademds &, > 01 >... >0, D% j=1,2,...,n,
denota el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville dado en (2.26), ademds con
oj = joupara algin o € R.

Debido a que se conoce como calcular la transformada de Laplace del operador D%, entonces
podemos calcular la transformada de Laplace de (2.41), resolver para la incdgnita y entonces
invertir para encontrar la solucion y(z).

Calculando la transformada de Laplace en (2.41) obtenemos

[0 ] -1 [ot,1]—1
an (s“”Y(s) - Z skDa"_k_ly(O)> +dan_1 (sa”lY(s) - Z skDanl_k_ly(0)> +...

k=0 k=0
[o]—1

+ay <s°°1Y(s)— Y skDal_k_ly(O))+aoY(s):O, (2.42)
k=0

donde Y (s) = £]y(7)]. De la expresion anterior se sigue que para poder calcular Y (s), y por
tanto una solucidén de (2.41) es necesario conocer los valores

D% 1y(0), k=0,1,...,[a;] - 1, (2.43)

para j = 1,2...,n. Estos valores en (2.43) son de hecho las condiciones iniciales requeridas
para poder determinar soluciones de (2.41). La ecuacién (2.42) se puede escribir como

p($)Y(s) =C, (2.44)
donde
[o,]—1 [o—1]—1 [o]—1
C= an( Z skDO‘”kly(O)> +a,—1 ( Z skDO‘"‘kly(O)> +a < Z skDO”kly(O)>,
k=0 k=0 k=0

p(s) = aps® +a,_1s* "' + ...+ a1 s™ +ap.

La funcién de variable compleja p(s) se conoce como el pseudo-polinomio caracteristico
asociado a (2.41). De hecho, p(s) es una funciéon multivaluada, que tiene un nimero infi-
nito de raices, aunque solo un nimero finito de ellas son significativas (relevantes) para las
soluciones de (2.41). En la siguiente seccion trataremos el problema de la ubicacion de las
raices de p(s) en el plano complejo. Por ahora, con el objetivo de ilustrar la idea principal
para obtener soluciones de (2.41) mediante la expresion (2.44) presentaremos un ejemplo.
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Ejemplo 2.3. Consideremos la siguiente ecuacion diferencial fraccionaria
Dy(1)+aD"?y(t) + by(1) = 0. (2.45)
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion anterior obtenemos
(s (5) = ¥(0)) +a (52 (s) = D™ 25(0) ) +b¥ (5) = 0. (2.46)
De la expresion en (2.44) se sigue que (2.46) se puede escribir como p(s)Y (s) = C, donde
C =y(0)+aD™'y(0), y

p(s) =s+as'?+b.

1/2

Mediante el cambio de variable A = s'/=, el pseudo-polinomio p(s) se puede transformar en

el polinomio de orden entero
PN =22 +ak+b=(A-L)(A—N2),
donde M y Ay son las dos raices distintas de p(\). Mediante la transformacion inversa
s = A2, se tiene que 51 = M> y 55 = hy> son raices de p(s). Se sigue que p(s) se puede
factorizar como
pls) = (s"2 = M) (s'2 = 22).
Utilizando expansion en fracciones parciales se tiene que
11 [ 1 1
p(s) _7»1—%2 _s1/2—7\,1 51/2—7\,2_.

Entonces

e L
CM M2 12—

De acuerdo al Corolario 2.5 en la expresion (2.38), se tiene que

S{t*%E%’% (xjt%)} _ sl/z;—kj’ j=1,2.

Ast, aplicando la transformada inversa de Laplace en ambos lados de (2.47) se obtiene que
parat > 0:

Y (s) (2.47)

c 1 1 1
- ey ) -ry (). s
es solucion de la ecuacion diferencial fraccionaria.

De la ecuacién (2.48) se observa que atin para este ejemplo sencillo de una ecuacion di-
ferencial fraccionaria, las soluciones son bastante mas complicadas que en el caso entero.
La ecuacion (2.48) muestra que en general las soluciones de esta clase de ecuaciones dife-
renciales estd expresada mediante la funcion de Mittag-Leffler y depende de las raices del
pseudo-polinomio p(s) asociado a la ecuacion diferencial. En otras palabras, las raices de
p(s) determinan el comportamiento de las soluciones de ecuaciones diferenciales fracciona-
rias lineales, en forma andloga al caso entero donde las raices del polinomio caracteristico
gobiernan el comportamiento de las soluciones.

El comportamiento asint6tico de la solucion en (2.48) se puede encontrar del siguiente Teo-
rema:
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Teorema 2.6. [26] La funcion de Mittag-Leffler satisface la siguiente aproximacion

Eqp(t) ~ &tTe «, cuando t — oo.

I 18 ,1

Asi, en correspondencia al caso del ejemplo anterior, se satisface que cuando ¢ — oo

%7% ( ]t ) ~ ( ]t)e » B
y entonces

2C
y(t) = . Kzt_; [Xltellzt — kztexzzt].

Como Mz =51y }\422 = 52, la aproximacion anterior se puede reescribir como

y(t) ~ 7»12—Ckzt et — hae™].

(S

Es claro que y(¢) tenderd a cero si Re(s;) <0, j = 1,2. Las ideas anteriores pueden generali-
zarse para la ecuacion (2.41) y obtener condiciones de estabilidad. Lo anterior fue presentado
por primera vez en la literatura por Matignon en 1998 [2] para el caso conmensurado y ge-
neralizado por Bonnet y Partington en [20] para el caso general. Asi se puede enunciar el
siguiente resultado:

Teorema 2.7. [20] La ecuacion diferencial fraccionaria en (2.41) es asintoticamente estable
si y solo si todas las raices del pseudo-polinomio caracteristico asociado tiene parte real
estrictamente negativa.

2.5. Ubicacion de las raices de un pseudo-polinomio

El teorema anterior muestra la necesidad de estudiar la ubicacion de las raices de pseudo-
polinomios para la estabilidad asintética de ecuaciones diferenciales fraccionarias. Conside-
remos el pseudo-polinomio

p(S) :ansan‘l‘an—lsanil +._'+a1s061 +ao. (2.49)

donde o € R" y o = jo, j = 1,2...,n, para algin o € R*. Utilizando la transformacién
A = s%, se obtiene un polinomio de orden entero

P(A) =aN'+ap N7+t aA+a. (2.50)

Sean A;, j=1,2...,n las n raices distintas entre si de p(A). Estas raices se pueden escribir
como
Aj=rie%, r;>0, 8;€(0,2n], j=1,2,...,n.
De la transformacién inversa s = A!/® se sigue que los valores complejos
| 0j+2n

1
sj:kja:rj&e « keZ, j=1,2,...,n,

son raices del pseudo-polinomio p(s). Para analizar la ubicacion de las raices de p(s) se
introduce la siguiente estructura de superficie de Riemann.
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Definicion 2.7. La superficie de Riemann RS se define como el conjunto
RS ={s: —oo <arg(s) < +eo} = | J RSk. (2.51)
keZ

donde RSy, es la k—ésima hoja de Riemann, descrita por
RSy = {s: —n+2kn < arg(s) < m+2kn}, ke Z. (2.52)

La primer hoja de Riemann X P.§ también conocida como hoja principal se obtiene cuan-
do k =0, es decir,
RPS ={s:—n < arg(s) <m},

donde la region correspondiente en el plano A es
Ry, ={\: —an <arg(L) < an}.

Existen bastantes trabajos sobre la teoria de funciones multivaluadas y la estructura de las
hojas de Riemann. Para nuestro objetivo solo es conveniente recordar que p(s) es univaluada
en cada RSy y ademds que la R P.S es utilizada para describir sistemas de orden fraccionario,
debido a que las raices de p(s) en R PS determinan la estabilidad y respuesta dinamica de
los sistemas; véase [28],[29]. Las raices de p(s) en R PS son llamadas raices principales o
raices relevantes.

Ejemplo 2.4. Sea el pseudo-polinomio siguiente
p2(s) = 0.85% +0.55" 41,

mediante la transformacion A = sT0 se obtiene el siguiente polinomio entero
p2(A) =0.8022 +0.50° + 1.

Las 22 raices correspondientes y sus argumentos se muestran a continuacion, igual que la
ubicacion fisica de las raices en la Figura 2.2.

}\,172 = —0.9970:&0.1182i, |arg(7u1’2)| = 3.023; 7\.11712 =-0.025+ l.Olli, |arg(7u11712)| = 1.595;

Aa4 = —0.9297 £0.4414i, |arg(As4)| = 2.698; 1314 = 0.30800.9772i, |arg(hi3,14)] = 1.265;
As.6 = —0.7465 +0.6420i, |arg(As,e)| = 2.431; Ajs5.16 = 0.5243 +0.8359i, |arg(Ais,16)| = 1.010;
7»773 = —0.5661 10.86331', |arg(7u7’3)| = 2.151; 7\.17713 =0.7793 :l:().6795i, |arg(k17’1g)| = 0.717;
No.10 = —0.259 £ 0.9625i, |arg(ho 10)| = 1.834; Aj920 = 0.9084 +0.3960i, |arg(Aig20)| = 0.411;
2122 = 1.0045 £ 0.1684i, |arg(7u21722)| =0.1661.

Las raices relevantes, es decir, que se encuentran en la primera hoja, se pueden expresar
mediante la siguiente expresion

Ry ={A:—n/10 < arg(A) <m/10},

que para este caso, son

2122 = 1.0045 £0.1684i.

Por lo tanto las raices del pseudo-polinomio s, = (M],zz)lo = —0.1084 £+ 1.19699i estdn
en RPS. Las demads raices estdn en las hojas subsecuentes.
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Figura 2.2: Ubicacion de las raices de p(A) en el plano complejo A.

2.6. Estabilidad de pseudo-polinomios

Basados en el Teorema 2.7, adoptaremos la siguiente definicién:

Definicion 2.8. El pseudo-polinomio p(s) se dice estable si todas sus raices pertenecen al
semiplano abierto izquierdo del plano complejo C_.

En el caso conmensurado, el resultado original de Matignon, muestra que la estabilidad
del pseudo-polinomio p(s) puede garantizarse mediante la ubicacion de las raices de un poli-
nomio de orden entero en una regidn especial del plano complejo. Explicitamente, mediante
la transformacién A = s* el pseudo-polinomio p(s) se transforma en el polinomio

P(A) = a,\" +a, NN A+ ap.
En el plano complejo A consideremos la region

Mq:{keC:%<arg(7»)§n 0—n<arg(7n)<—%}. (2.53)
véase las Figuras 2.3 y 2.4 donde se ilustra M, para algunos valores de o.. Note que M es
precisamente el semiplano izquierdo abierto del plano complejo A.

El siguiente enunciado es una ligera modificacion del resultado fundamental de Matignon
reportado en [2]. Es importante notar que esta modificacion se basa en la Definicién 2.8 y
la region My, en (2.53). Adicionalmente, el enunciado en dicha referencia se establece para
0 < o < 1, sin embargo, en trabajos subsecuentes a [2] se muestra que el resultado es valido
también para 1 < o < 2, véase, por ejemplo [29].
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Figura 2.3: Regién M, cuando 0 < o < 1. Figura 2.4: Regién M cuando 1 < o < 2.

Lema 2.4. El pseudo-polinomio p(s) es estable si 'y solo si las n raices Aj, j =1,2,....n,
del polinomio p(\) pertenecen a la region My, para 0 < o < 2.

Ejemplo 2.5. Considere el siguiente pseudo-polinomio
2 1
pi(s) =53 —45 +38. (2.54)
Siendo o. = % A= s3. El polinomio p(\) es
Pr(A) =A% —4h+38, (2.55)

v la region M, estd dada por

My = {ke@:g<arg(7u)§n 0 —n<arg(k)<—g}.

Las raices de p(N) son Mo =2+2i= 2eTi% y por tanto M, Ay € My y por el Lema 2.4, el
pseudo-polinomio pi(s) en (2.54) es estable.
Ejemplo 2.6. Consideremos el siguiente pseudo-polinomio

4 2
pa(s) =53 +4s3 + 8, (2.56)

en este caso o = % y el polinomio p(N) asociado es (2.55) con las raices hip = 2e*ii

mientras que la region My, estd definida como

My = {ke@:g<arg(7u)§n 0 —n<arg(k)<—g}.

como arg(A) = § < § yarg(hy) = —§ < =5, se sigue que M, Ay & My, y por el Lema 2.4,
p(s) no es estable.
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Como se ilustra en los ejemplos anteriores, el Lema 2.4 proporciona una herramien-
ta poderosa para estudiar la estabilidad de pseudo-polinomios de orden conmensurado. Sin
embargo, para utilizarlo tenemos que calcular las raices del polinomio p(A) lo cual no resul-
ta conveniente. Como es bien sabido, para el caso de polinomios enteros, existen una gran
cantidad de métodos para garantizar la estabilidad de polinomios sin calcular sus raices.
Asi, los métodos de Routh-Hurwitz, Nyquist, Stodola y Mikhailov proporcionan criterios
algebrdicos y/o graficos que permiten estudiar la estabilidad de polinomios sin calcular las
raices. Motivado en lo anterior, se ha realizado bastante investigacion para extender tales cri-
terios para el caso de pseudo-polinomios [25],[28], [30]. En esta direccion se centra nuestra
aportacion principal en este trabajo de tesis. Especificamente sobre la extension del famoso
criterio de Mikhailov para la estabilidad de polinomios para el caso de pseudo-polinomios.
Este resutlado serd presentado en el capitulo siguiente.
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Capitulo 3

El criterio de Mikhailov para sistemas
fraccionarios de orden conmensurado

En este capitulo se presentan los resultados principales de la tesis. Primeramente, re-
visaremos los criterios clasicos de Stodola y Mikhailov para polinomios. Posteriormente,
presentaremos un resultado existente en la literatura donde se argumenta que se presenta la
extension del criterio cldsico de Mikhailov para pseudo-polinomios y mostraremos que di-
cho resultado es incorrecto. Basado en lo anterior procedemos a presentar la modificacion
adecuada del criterio de Mikhailov para pseudo-polinomios. Adicionalmente, mostramos las
modificaciones del criterio de Stodola para pseudo-polinomios.

3.1. Ciriterios de Stodola y Mikhailov para polinomios
Consideremos el polinomio
p(s):ans"+an_1s"_l+...+a1s+a0, 3.1

donde a; € R, j=1,2...,n. El polinomio p(s) se dice ser estable o Hurwitz estable si todas
sus raices se encuentran en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo. Evidentemen-
te, la idea de calcular las raices de p(s) no es conveniente. Asi, el problema real consiste en
verificar la estabilidad de p(s) sin calcular las raices y utilizando Gnicamente los coeficientes
de p(s). Muchos investigadores han contribuido en este problema, entre ellos, Routh, Stodo-
la, Hurwitz, Mikhailov, entre otros. El criterio de Stodola proporciona condiciones necesarias
sencillas de verificar para polinomios estables.

Lema 3.1 (Criterio de Stodola). Si el polinomio p(s) es estable entonces todos sus coeficien-
tes son distintos de cero y ademds tienen el mismo signo.

La condicién necesaria de Stodola es también suficiente para polinomios de primer y
segundo orden. El criterio de Routh-Hurwitz proporciona condiciones algebréicas necesa-
rias y suficientes en términos de los coeficientes para la estabilidad de polinomios. Por otro
lado, los criterios de Nyquist y Mikhailov proporcionan soluciones graficas al problema de
estabilidad de polinomios siendo una herramienta poderosa para el anélisis y disefio de sis-
temas retroalimentados. En este trabajo nos concentramos en el criterio de Mikhailov, como
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es presentado en el libro de Popov [24]. Dado el polinomio en (3.1), el criterio de Mikhailov
consiste en sustituir el valor imaginario puro s = i(®, para obtener

p(io) = X (o) +iY (o) (3.2)
donde

X(0) =ap— 6120)2 —i—614(04 —... (3.3)

Y(0) =a10—a30° +as0 — ...

De (3.2) y (3.3), el valor p(im) se puede representar en el plano complejo como un vector para
un valor dado de ®. Al variar ® en el intervalo [0,0), el extremo del vector p(i®) describe
una curva para cada valor de . A la grifica en el plano complejo obtenida en la forma
descrita anteriormente se le conoce como curva de Mikhailov. El resultado de Mikhailov
muestra que el signo de las partes reales de las raices de p(s) se puede concluir a través de
la forma que tomaré la curva de Mikhailov.

Con este fin, se definen a sy,s7,...,s, como las raices del polinomio p(s). Entonces p(s)
puede reescribirse como

p(s) =an(s—s1)(s—52)...(s—5n).
Ahora consideremos los siguientes casos:

1. Una raiz real negativa, s; = o < 0. En este caso podemos considerar un polinomio
po(s) =s—s;1 y entonces po(i®) = i®—s;. Sea 0] (®) = arg(i®— s ), dado ® € [0, ),
el valor complejo po(im) representa un vector vy y si variamos ® desde cero hasta
infinito, el vector se desplaza sobre el eje imaginario. Se sigue que el vector v| rota en
sentido contrario al reloj (sentido positivo) y

Aargplio)| =T
Q) =
agplio)| =7,
W=oc
donde Aarg p(im) denota el cambio total del argumento de p(i®) cuando ® varia

de cero a infinito, véase la Figura 3.1.

2. Una raiz real positiva, s; = o > 0. Consideremos un polinomio po(s) = s — s y en-
tonces po(i®) = im—s;. Sea 01 (®) = arg(i® —s1), dado ® € [0, ), el valor complejo
po(im) representado por el vector v, se desplaza en sentido horario (sentido negativo)
cuando se varia ® desde cero hasta infinito y

=00 T
Aargp(io)| =7,

®=0 a

véase la Figura 3.2.

3. Un par de raices complejas conjugadas con parte real negativa, {; = o) + i@ y (;,1 =
o] —img, con o] < 0. En este caso consideramos un polinomio

pi(s) = (s =) (s = C1).
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Figura 3.1: Raiz real negativa Figura 3.2: Raiz real positiva

Sean 01 (w) = arg(io— {;) y 82(0) = arg(io — ;), dado que ® € [0,), los valores
complejo de p(i®) representan los vectores siguientes vi = i —{; y vo = i — il’
ambos vectores giran en sentido anti-horario cuando ® varia desde cero hasta infinito.
Entonces, para el vector v; se tiene que

W= T
Aarg p(io) ‘mzo =5 +v,
en cambio para el vector v
sargplio)|* =y

véase la Figura 3.3.

. Un par de raices complejas conjugadas con parte real positiva, {; = o +io; y §; =
o] — i®g, con o] > 0. Para este caso, consideremos un polinomio

pi(s) = (s =C)(s = C1).

Sean 0 () = arg(io —§;) y 82(m) = arg(im— {;), dado que ® € [0, ), los valores
complejos de p; (i®) representan los vectores vy y vz, que estdn descritos de la siguien-
te manera v; = i@ — {; y v2 = i® — {;, los cuales giran en sentido horario cuando o
varia desde cero hasta infinito. Entonces se sigue que para el vector v| se tiene que

W=00 T
Aargp(i(o)‘ "3 +7,
en cambio para el vector v,
W=o0 T
sargplio)]* " =%y
argplio)| " =-2 -y

véase la Figura 3.4.
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Figura 3.3: Raices complejas con parte real negativa.

Ahora, dado que el polinomio p(i®) tiene n raices diferentes se puede factorizar en un pro-
ducto de la forma

p(i®) = a(i® = s51) -+ (i0 — s) (i0 — L1) (i0 = 1) -+ (i0 — ) (i0 - §)),

en donde s;, j = 1,2...,m son raices reales y Cj,f_;j, Jj=1,2...,1, son raices complejas con
su respectivo par conjugado. Es claro que se debe cumplir que n = m+-2/. Entonces, tenemos

arg p(i®) = arg(a,) + Z arg(io—s;) +
=1

[ l _
arg(io— ;) + Y (io—C). (3.4)
Jj= =1 j=1

Jj=

Del anilisis de los casos 1 al 4, se sigue que cada raiz real contribuird con +% o —7,

dependiendo del signo, al cambio total del argumento de p(i®). Por otro lado cada par de
raices complejas conjugadas contribuird con +27 o —27%, dependiendo del signo de la parte
real, al cambio total del argumento de p(i®).

Por lo tanto, si p(s) tiene p raices con parte real positiva y (n — p) raices con parte real
negativa, el cambio total del argumento de p(i®) cuando ® varia desde cero hasta infinito es:

[V ==

Aarg p(io) o= (n—p) (g) —P(g> = (n—2p)

T

> (3.5)

Es importante notar que en la relacion anterior no se consideran los casos de raices en cero,
al infinito o raices puramente imaginarias. En el caso de raices en cero, el término constante
ap en el polinomio (3.1) es igual a cero, lo cual implica que la curva de Mikhailov comenzara
en el origen. En el caso de un par de raices puramente imaginarias x = £i®g el polinomio en
(3.1) se hace cero al sustituir x = i@, por lo tanto la curva de Mikhailov pasa por el origen
en el punto correspondiente al valor ® = ®g. Asi la curva de Mikhailov nos permite conocer
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Figura 3.4: Raices complejas con parte real positiva.

si el polinomio tiene alguna raiz compleja pura y cual es su valor.

El criterio de estabilidad de Mikhailov se establece tomando en cuenta que para la estabilidad
de p(s) es necesario y suficiente que todas las raices de p(s) tengan parte real negativa, lo que
implica que en la ecuacion (3.5) tengamos que p = 0. De aqui se llega el siguiente resultado:

Teorema 3.1 (Criterio de Mikhailov). El polinomio p(s) en (3.1) es estable si'y sdlo si

. W= pnTT
Aarg p(io) oo~ 2" (3.6)

Para ilustrar el resultado anterior, consideremos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.1. Considere el siguiente polinomio de séptimo orden:

p(s) = sT 4758 +235° +375% +565° +365% + 125+ 4, (3.7)

La Figura en 3.5 muestra la curva de Mikhailov para el polinomio p(s) en (3.7), en la
misma figura, se puede ver un acercamiento alrededor del origen de dicha curva. Como
se puede observar la curva corre en sentido positivo (anti-horario) y después de cruzar
seis cuadrantes permanece en un séptimo cuadrante tendiendo paralelamente al eje vertical
cuando ® — oo, Asi el cambio total del argumento es

L |o== TR
Aargp(iw)| =

y consecuentemente p(s) en (3.7) es estable.
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Figura 3.5: Curva de Mikhailov para p(s) en (3.7).

Ejemplo 3.2. Considere el siguiente polinomio de quinto orden :
p(s) = 5% + 25 + 25% + 4657 4 895 + 260. (3.8)

La Figura 3.6 muestra la curva de Mikhailov para el polinomio p(s) en (3.8). Se observa
que inicialmente la curva corre en sentido positivo (anti-horario) y cruza el eje imaginario,
para después correr en sentido negativo y volver a cruzar el eje imaginario para finalmente
tender paralelamente al eje imaginario cuando ® — oo.

Asi
Aargp(io)| =T (3.9)
&p 0=0 2 '
y consecuentemente p(s) no es estable. De la formula (3.5) se tiene que
T L T
-2p)==05-2p)z ==

lo que implica que p = 2, es decir, p(s) tiene 2 raices con parte real positiva.

3.2. Ciriterio de Stodola y Mikhailov para sistemas de or-
den fraccionario
A partir de los resultados de Matignon [2] y Bonnet [20] para la estabilidad de sistemas

de orden fraccionario, se han realizado bastantes trabajos de investigacion para extender los
criterior de Routh-Hurwitz [27], Nyquist [23] y Mikhailov [25] para pseudo-polinomios.
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Figura 3.6: Curva de Mikhailov para p(s) en (3.8).

3.2.1. Criterio de Mikhailov erroneo

En [25] se presenta el criterio de Mikhailov para sistemas lineales fraccionarios de orden
conmensurado. Sin embargo, este resultado no es correcto. Explicitamente en [25] se pre-
senta el siguiente resultado:

El pseudo-polinomio p(s), con 0 < o < 1, es estable si y sélo si

Aargp(i(o)‘: :n<E>, (3.10)

2
lo que significa que la grdfica de p(i®) cuando ® crece de 0 a +oo corre en sentido positivo
(antihorario), n cuadrantes del plano complejo, sin pasar por el origen.
En este sentido, se observa que la condicion (3.10), coincide con la condicién clasica del
criterio de estabilidad de Mikhailov para polinomios establecida en el Teorema 3.1 y no
refleja la naturaleza fraccionaria de p(s). Con el objetivo de verificar la validez del resultado
en (3.10), consideremos el siguiente pseudo-polinomio:

p(s) =s¥8 =258 1 3. (3.11)

En este caso tenemos que o, = 2(%) ,esdecirn=2y o= %. El polinomio de orden entero
es entonces de la forma

p(A) =A% =20 +3,
cuyas raices Ajp = 1 £ /2i pertenecen a la regién M 1. Entonces podemos concluir por el
Lema propuesto por Matignon [2] expuesto en el capitulo 2, que el pseudo-polinomio en

(3.11) es estable. Por otro lado, la curva de Mikhailov para p(s) en (3.11) se muestra en la
Figura 3.7, en donde se observa que el cambio total del argumento tiende asintdticamente
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am/8ymnoan(3)=2(%) =m, como se establece en (3.10). Adicionalmente se observa
que la curva corre en sentido negativo (direccién horaria) y no en sentido positivo (anti-
horario) como lo establece la referencia [25]. Asi, el pseudo-polinomio (3.11) es claramente
un contra-ejemplo al resultado presentado en [25].

Figura 3.7: Curva de Mikhailov para p(s) en (3.11).

3.3. Ciriterio de Stodola y Mikhailov para sistemas de or-
den fraccionario

Antes de establecer el criterio de Mikhailov, presentaremos las condiciones necesarias
de estabilidad para el caso de sistemas de orden fraccionario. El criterio de Stodola para
el caso de pseudo-polinomios es uno de los resultados principales de este trabajo de tesis,
correspondientes a los Lemas 3.2 y 3.3 que se enuncian a continuacién, mismos que se
encuentran publicados en el articulo [31].

Supongamos un pseudo-polinomio descrito de la siguiente manera:

p(s) = aps®™ +a,_15* '+ ... +ays+ap. (3.12)

donde o; € R, o, > a1 > ... > 0 > 0. Ademas p(s) es de orden conmensurado, es
decir,o = ko, (k=1,2...,n), para algin o € R.
Lema 3.2 (Criterio de Stodola 1 < o < 2). Sea 1 <o < 2. Si p(s) es estable entonces todos

los coeficientes son distintos de cero y tienen el mismo signo.

Demostracion. Si p(s) es estable entonces todas las raices de p(A) pertenecen a M. Dado
que laregion My, C C_, se sigue que () es un polinomio Hurwitz y, por lo tanto el resultado
se sigue del criterio de Stodola para el caso entero en Lema 3.1. U
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Lema 3.3 (Criterio de Stodola 0 < ot < 1). Sea 0 < a < 1. Si p(s) es estable, entonces los
coeficientes a, y ag son distintos de cero y tienen el mismo signo.

Demostracion. Por los argumentos anteriormente expuestos, claramente se requiere a, # 0.
Si p(s) es estable, entonces todas las raices de p(A) pertenecen a M. Dado que My ¢ C_,
el polinomio j(A) puede tener raices complejas conjugadas con parte real positiva, pero no
puede tener raices reales positivas ni raices cero. La no existencia de raices cero implica
que ap # 0; ya que si este no fuera el caso entonces podemos escribir p(A) = A"G(A), en
donde m < n'y g(A) es un polinomio de orden n — m con coeficientes distintos de cero, lo
que implicaria la existencia de una raiz cero de p(A).

Supongamos que a, > 0y ag < 0. Para A real, tenemos

p(0)=ap <0y lim p(A) = H-oo.
A—>oo

Entonces, por la continuidad de p(A) con respecto a A, implica que p(A) tiene al menos una
raiz real positiva, lo cual contradice la estabilidad de p(s). Ahora supongamos que a, <0y
ap > 0. Para A real, tenemos

p(0)=ap>0y lim p(A) = —oo,
A—ro0

por lo tanto, p(A) tiene al menos una raiz real positiva, contradiciendo nuevamente la esta-
bilidad de p(s). Asi, concluimos que los coeficientes a, y ap no deben ser cero y tener el
mismo signo. ]

Es importante mencionar que el Lema 3.3 es equivalente al Lema 9.3 que aparece en [37]
sin embargo este es obtenido utilizando el resultado del criterio de Mikhailov en la referencia
[25], mismo que se mostré con anterioridad que es incorrecto.

A continuacién se presenta la modificacion del criterio de estabilidad de Mikhailov para
el pseudo-polinomio p(s). Dicho resultado se obtiene siguiendo las ideas originales de [24]
y explotando el hecho de que la estabilidad de p(s) estd determinada por la ubicacion de las
raices de p(A) en My,.
Primeramente observemos que de los Lemas 3.3 y 3.2 para el problema de estabilidad de
p(s) podemos asumir sin pérdida de generalidad que los coeficientes a, y ag son positivos.
Por lo tanto se tiene que p(0) = ap > 0 y en consecuencia la curva de Mikhailov siempre
comienza en el eje real positivo, tal y como ocurre en el caso polinomial.
Ahora considere los siguientes pseudo-polinomios para los casos de raices reales y raices
complejas conjugadas:

)=(*=8)(A-C1),

donde hg € R, Ao # 0, §; = p1e®y &) = pre %, conp; >0y ¢; € (0,7).
Sea 0 (r) = arg (re%" - 7»()), 01(r) = arg (re%" - pleq’li) y 0,(r) = arg (re%" - ple_q’li) ,

"Sz
=
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tal que
Bo(r) = arg (ﬁo <re%i>),
0(r) =01(r)+062(r) =arg (ﬁl (re%’)).

Los Lemas siguientes caracterizan el cambio total en 6¢(r), 01(r), 62(r) y 6(r) cuando r
varia desde 0 hasta oo, esenciales para obtener el resultado de estabilidad de Mikhailov.

Lema 3.4. Para 0y(r) se satisface lo siguiente:

1. Si Ay < 0 entonces 0y(r) es una funcion creciente de r en el intervalo [0,0) y
o

Aeo(r)’: == (3.13)

2. Si Ay > 0 entonces 8¢ (r) es una funcién decreciente de r en el intervalo [0,0) y

=—_m, (3.14)
0

Demostracion. En aras de la brevedad, probaremos la afirmacién del caso cuando 0 < a0 < 1.
La prueba del caso 1 < a0 < 2 se comprueba bajo la misma linea de argumentos.

1. Cuando Ay < 0, tenemos que 0y(0) = arg(—Ag) = 0. Es geométricamente claro, véase
Figura 3.8 y 3.9, que 6o (r) es una funcién creciente (el vector v = res i — A gira en sentido
anti-horario) para r en el intervalo [0, «), ademds 8¢ (r) — o cuando r — oo, lo que nos lleva
a la expresion en (3.13).

Im Q9
&
@
\'
;0 8,0) | Re
Figura 3.8: Raiz real negativa Figura 3.9: Raiz real negativa
cuando 0 < ot < 1. cuando 1 < o < 2.

2. Cuando A¢ > 0, tenemos 6y (r) = 7. De la Figuras 3.10 y 3.11 es geométricamente claro
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que Bp(r) es una funcién decreciente (el vector v = re?! — )\ gira en sentido negativo (ho-
rario)) para r en el intervalo [0,0), ademds 6y(r) — a5 cuando r — oo, lo que nos lleva a la

expresion (3.14). [l
Im I'm
o “®
& kS
4
v \4
CI0) 6,
0,0) \710 Re T80 2, Re

Figura 3.10: Raiz real positiva Figura 3.11: Raiz real positiva

cuando 0 < a0 < 1. cuando 1 < a0 < 2.

Lema 3.5. Para 0,(r), 02(r) y 6(r) se cumple lo siguiente:

1. 8i % < ¢1 < m, entonces 0 (r) es una funcion creciente y 8 (r) es una funcién decre-
ciente cuando 0 < o < 1, mientras que cuando 1 < o < 2, 01(r) y 02(r) son ambas
funciones decrecientes para r en el intervalo [0,0) y

801()| | =5~ (~m+01), (.15)
AG>(r) ::%—(n—q)l), (3.16)
que implica o
o0 7T
AB(r) |7 = 2<7). (3.17)

2. 5i0< 01 <%, entonces 01(r) y 03(r) son ambas funciones decrecientes cuando 0 <
o < 1, mientras que cuando 1 < a. < 2, 01(r) es decreciente y 0,(r) es creciente para

r en el intervalo [0,00) y
b oTT

861(r)| = ~ (nt-01), (3.18)
Aez(r)‘::%—(n—(l)l), (3.19)

que implica _ -
Ae(r)‘o - 2(7 —n). (3.20)
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Demostracion.
1. a) Cuando & < ¢; <y 0 < a < 1, véase Figura 3.12, tenemos

01(0) = arg (—p1e®’) = arg(~C1) = —m+01.

Es geométricamente claro que 8 (r) es creciente (el Vector vi=resi— p1e® gira en sentido
anti-horario) cuando r aumenta, ademas 0 (r) — % cuando r — o, y de esto se obtiene
(3.15). De igual forma, tal como se observa en la Flgura 3.12 tenemos que,

02(0) = arg (—pre ) =arg(—{;) =n— 01,

donde es claro que 6,(r) decrece (el vector vy = rest — pre ® gira en sentido horario)
cuando r aumenta y 0>(r) — %F cuando r — oo y asi se obtiene la expresion en (3.16). Por lo
tanto, el cambio total de 6(r), cuando r va desde 0 hasta oo, estd dado por (3.17).

Figura 3.12: Raices estables complejas conjugadas cuando 0 < o < 1.

1. b) Cuando & < ¢; <my 1 < o < 2, véase Figura 3.13. Siguiendo la misma geometria,
se puede ver que las expresiones dadas en (3.15), (3.16) y (3.17), se siguen cumplien-
do. Particularmente se tiene que 0;(0) = arg(—{;) = arg(—p1e®?) y 0,(0) = arg(—{;) =
arg(—pre ). En el caso de 01(r) y 0,(r) ambas son funciones crecientes (en donde los
vectores v| = re T ple¢1’ y Vo =re 7 pie —917 corren en sentido contrario a las manecillas
del reloj) cuando r crece desde O hasta oo.

2.a) Cuando 0 < ¢; < &y 0 < o < 1, véase Figura 3.14, tenemos

01(0) = arg(—{1) = arg(—p1e®’) =T+ 91

L,y e am ; i . .
Geométricamente se observa que 01 (r) decrece (el vector vi = re 2 ' — pe®'’ gira en sentido
horario) cuando r crece y 8 (r) — %F cuando r — co y asi se obtiene la expresion (3.18). De
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Figura 3.13: Raices estables complejas conjugadas cuando 1 < o < 2.

igual forma, tal como se observa en la Figura 3.14, donde tenemos

02(0) = arg(—C;) = arg(—pre *) =n— 9.

Geométricamente, se puede ver que la funcién 6, (r ) decrece (el vector vy = re 2\ — pre 0
gira en sentido horario) cuando r crece y 0,(r) — %F cuando r — o, obteniéndose la expre-
sion en (3.19). Finalmente, el cambio total del argumento 6(r), cuando r varia desde 0 hasta
infinito, esta dado por (3.20).

2.b) Cuando 0 < ¢; < & y 1 < o0 < 2, véase Figura 3.15. Nuevamente, utilizando la mis-
ma geometria se puede llegar a las expresiones en (3.18), (3.19) y (3.20). Particularmen-
te se observa que 01(0) = arg(—{;) = arg(—p1e®) y por otro Jado 0,(0) = arg(—¢;) =
arg(—pre~ ). Para el caso de 0;(r) decrece (el vector vy = re T — p1e? gira en sentido
horario) mientras que 0,(r) crece (el vector v, = re 7 pre —0ii gira en sentido anti-horario)
cuando r — oo, ]

Con los Lemas anteriores estamos listos para enunciar el resultado principal de esta tesis,
este es el criterio de estabilidad de Mikhailov para pseudo-polinomios de orden conmensu-
rado el cual fue reportado en [31].

Teorema 3.2 ( Criterio de Mikhailov). EI pseudopolinomio p(s) es estable si 'y sdlo si

Aargp(im)‘::(xn<g> :oc<%>, (3.21)

donde 0 < o, < 2.

Demostracion. Consideraremos solo pseudo-polinomios p(s) que cumplen con los Lemas
3.2 y 3.3, dado que al no satisfacerse esta condicion necesaria no tiene caso investigar su
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Figura 3.14: Raices inestables complejas conjugadas cuando 0 < a0 < 1.

estabilidad. Adicionalmente, asumamos que p(s) no tiene raices imaginarias puras.
. ., . . ;
Por medio de la transformacién A = s*, un punto en el plano complejo s = i® = me2' es
. am ¢ .
transformado en el plano complejo A a A = @%e 2 *. Por lo tanto se tiene que

p(io) = pa%e ).

De esta igualdad se sigue que el problema de la medicién del cambio total de argumento de
p(i®) cuando o varfa desde 0 hasta oo es equivalente al problema de medir el cambio total
del argumento de j(re ) cuando r varfa desde 0 hasta co. El polinomio entero () tiene n
raices diferentes en el plano complejo A y puede factorizarse como un producto de la forma

PV =anA—=A) - (A=RAm) ... A= L)) (A =C1) - A= G) (A= Ty), (3.22)

endonde A;, j = 1,...,m son raices reales y Cj,i_;j,j =1,...,l, son raices complejas conju-
gadas. Claramente se cumple que n = m + 2/. Entonces, tenemos

m [ l
arg p(re ') = arg(ay) + ) arg(re? " M)+t Y arg(re ' — g+ Z re> ! — G). (3.23)
=1 =1 =1

La condicion necesaria garantiza que el polinomio p(A) no tiene raices cero ni raices reales
positivas. Por otro lado, la hipdtesis de que p(s) no tiene raices imaginarias puras implica
que p(A) no tiene raices complejas conjugadas en dM, la frontera de la regién M. Sea p
el nimero de raices de p(A) que pertenecen a la region (My UdMy) \ C. Entonces existen
(n— p) raices de p(A) que pertenecen a My,. De los Lemas 3.4 y 3.5 se sigue que cada una
de las raices que pertenecen a M, contribuyen %t al cambio total del argumento de p(re 7 b,

De la misma manera las raices que pertenecen a (MoC UdM¢) \ C aportan (%t — ) al cambio
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Figura 3.15: Raices inestables complejas conjugadas cuando 1 < o < 2.

total de argumento. Por lo tanto de (3.22) y (3.23) obtenemos

o0 oTT Tt
Aargp(iﬁ))‘o — (n—p)<7) +p<7—n). (3.24)
Para la estabilidad de p(s) es necesario y suficiente que p(A) tenga todas sus raices en My,
en otras palabras, que p = 0. Haciendo p = 0 en (3.24) obtenemos (3.21). ]

Observemos que en el Teorema 3.2 no establece nada sobre la direccidon (positiva o ne-

gativa) de la curva de Mikhailov. De hecho, del Lema 3.5 para el caso de raices complejas
estables, cuando 0 < o < 1, se tiene que 0;(r) es una funcidn creciente pero, sin embargo,
0>(r) es decreciente y, por tanto 0(r) = 01 (r) + 6, (r) puede ser creciente o decreciente cuan-
do r aumenta desde 0 hasta .. Como consecuencia tenemos que raices estables complejas
conjugadas no necesariamente implican que la direccidn de la curva de Mikhailov corra en
sentido positivo.
En esta parte, se presentan algunos ejemplos que ilustran el criterio de Stodola y la modifi-
cacion del criterio de Mikhailov para el caso de pseudo-polinomios, primeramente se desa-
rrolla el contra-ejemplo al Teorema [25]. Posteriormente se muestran ejemplos de pseudo-
polinomios ampliamente estudiados en la literatura [33] [28], de los cuales se conoce su
estabilidad por medio del cdlculo explicito de las raices del pseudo-polinomio, se explora el
caso estable y para el caso inestable cuando 0 < a0 < 1. Por otro lado, se muestran ejemplos
para el caso de 1 < a < 2, en particular cuando o es irracional. Y por ultimo un ejemplo
para el caso de raices complejas puras, para observar el comportamiento que toma la curva
de Mikhailov, ya que en el Teorema 3.2 sélo es vélido asumiendo el pseudo-polinomio no
tiene raices complejas puras.

Ejemplo 3.3. Considere el mismo pseudo-polinomio utilizado para el contra-ejemplo en
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(3.11):
p(s) =528 =258 4 3. (3.25)

En este cason =2, a, =1y ag = 3 por lo tanto, la condicion necesaria del Lema 3.3 se
satisface. Ahora con la finalidad de investigar la estabilidad de (3.25) basta observar la
Figura 3.7 y verificar que se satisface la condicion del Teorema 3.2. Dado que o, = % y
o= é, se sigue que

o T T
arg p(im) s = %5 2

Se puede ver en la Figura 3.7 que la curva de Mikhailov corre en sentido negativo ademds de
que el argumento de p(i®) inicialmente es negativo y decreciente, luego aumenta pasando
por cero 'y después por Tt/8 para finalmente decrecer hacia /8, es decir, el cambio total del
argumento tiende asintdticamente a or/2. Es importante destacar que el comportamiento
de la curva de Mikhailov en la Figura 3.7 no ocurre en el caso de polinomios. En conclusion,
del Teorema 3.2 se sigue que (3.25) es estable. Este resultado se puede verificar por medio
del cdlculo de sus raices.

Ejemplo 3.4. Considere el pseudo-polinomio
p(s) =0.85%24+0.55" + 1 (3.26)

el cual ha sido ampliamente estudiado en la literatura, véase por ejemplo [33]. En este caso
tenemos O, = 22(%) =2.2dedonden=22yo= %. Primeramente, observamos que se
satisface la condicion necesaria del Lema 3.3 puesto que a, = 0.8 y ag = 1.

La curva de Mikhailov de (3.26) se muestra en la Figura 3.16. En dicha figura se observa
que el cambio total del argumento tiende asintoticamente a 111—(;t, que es igual a &, 5. Por lo
tanto, del Teorema 3.2 se concluye que (3.26) es estable, lo cual coincide con lo obtenido
mediante el cdlculo de las raices en [33] y expuesto en el capitulo 2 de esta tesis. Note que,

en este caso, la curva corre en direccion positiva.

Ejemplo 3.5. Considere el siguiente pseudo-polinomio [25]:
p(s) =s—2s"241.25. (3.27)

En este caso tenemos o, = 2 (%) =1ln=2ya= % Claramente, se satisface la condicion
necesaria del Lema 3.3. Se observa la curva de Mikhailov de (3.27) en la Figura 3.17 corre
en direccion negativay el cambio total del argumento tiende asintoticamente a — 37“ Se sigue
del Teorema 3.2 que el pseudo-polinomio en (3.27) es inestable.

Por otro lado, podemos ilustrar que la curva de Mikhailov nos permite conocer el niimero
de raices inestables. Primeramente, note que (3.27) no tiene raices puras imaginarias, dado
que la curva no pasa por el origen. Entonces, de la formula (3.24) se obtiene directamente
que p = 2, por lo tanto (3.27) debe tener dos raices complejas conjugadas con parte real
positiva. El resultado de estabilidad se puede verificar nuevamente mediante el cdlculo de
las raices de (3.27) en [25].
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Figura 3.16: Curva de Mikhailov para (3.26).

Ejemplo 3.6. En este ejemplo se ilustra el resultado principal para pseudo-polinomios pa-
ra 1 < a < 2. Primero, verificamos el criterio de Stodola dado en el Lema 3.2, para ello
considere los siguientes dos polinomios

pi(s) :s-%—l—l

8 4
pas) =s3+2s3 —1.

En ambos casos, tenemos que 0. = %‘ y para pi(s) hay un coeficiente cero (no hay término

para 53 ) mientras que para p>(s) los coeficientes no tienen el mismo signo, se sigue del
Lema 3.3 que p1(s) y pa(s) son inestables. Para ilustrar la conclusion de este resultado, ve-
rifiquemos la ubicacion de las raices de los pseudo-polinomios anteriores. Usando la trans-
formacion h = s* se tiene que el polinomio entero asociado a pi(s) es:

(V) =A2+1,

y sus raices son Ay o = £i = et/ aplicando la transformacion inversa, obtenemos que las
raices del pseudo-polinomio pi(s) son sy 2 = (7»1’2)% = %ei%, y dado que |arg(s; )| < ®/2
se concluye que s 2 estdn en el semi plano complejo derecho del plano complejo s y por lo
tanto pi(s) es inestable.

Ahora para el caso de p;(s), aplicando la misma transformacion obtenemos que el polino-

mio entero asociado es como sigue
(M) =A2 4201,
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Figura 3.17: Curva de Mikhailov para (3.27).

cuyas raices son Ay = 2.4141e™ y Ay = 0.4141. Es fdcil notar que arg(sy) = 0, por lo tanto
se encuentra en el semi plano complejo derecho del plano complejo s y se concluye que p>(s)
es inestable.

Por otra parte, para ilustrar el criterio de estabilidad de Mikhailov consideremos el siguiente
pseudo-polinomio:

p(s) =s2V2445V2 18, (3.28)

Se tiene que O, = 2+/2 que implica que n =2y 1 < ot = v/2 < 2. Para (3.28) la condicién
necesaria dadas por el Lema 3.3 se cumple. La curva de Mikhailov de (3.28) en la Figura
3.18 nos muestra que el cambio total del argumento se aproxima asintéticamente a /2% que
es equivalente a o, (%) por lo tanto (3.28) es estable por el Teorema 3.2. Note que la curva
de Mikhailov corre en sentido positivo como se establecio anteriormente.

Ejemplo 3.7. Considere el siguiente pseudo-polinomio:
p(s) =s—4s'?+8. (3.29)

En este caso 0, =2(1/2),n=2ya= % Por lo tanto, el polinomio asociado de orden entero
es
B(A) =22 —4h+8, (3.30)

es claro que la condicion necesaria de Stodola establece que el polinomio p(s) puede ser
estable, por lo tanto procedemos a determinar si es estable utilizando el criterio de Mikhai-
lov. La curva de Mikhailov de (3.29) se muestra en la Figura 3.19 en donde se observa que
la curva cruza por el origen, por lo tanto se puede decir que el pseudo-polinomio tiene un
par de raices imaginarias puras. Y de ahi podemos concluir que dicho pseudo-polinomio no
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Figura 3.18: Curva de Mikhailov para (3.28).

es estable ya que las raices se encuentran en el limite de la region de estabilidad, lo cual se
puede verificar numéricamente.

Ejemplo 3.8. Considere el problema del sistema térmico con planta fraccionaria y control
PD* expuesto en el Capitulo 1, descrito por la funcion de transferencia en lazo cerrado
siguiente:

B Kys' + K,

39.695!25 + Kyst + (K, +0.598)

G(s)
Consideremos el pseudo-polinomio
p(s) =39.69s'% 4 K5 + (K, +0.598).

En este caso, existen varias alternativas con respecto a los valores de O y u para tener un
pseudo-polinomio de orden conmensurado, como se muestran a continuacion:

1. Si consideramos o. = 1.25, es decir, 1 < o < 2 entonces u = k., para algiin k € N.
Para distintos valores de k se tiene lo siguiente:

a) Si k=1, entonces u= oy el pseudo-polinomio p(s) es como sigue:
p(s) = (39.69+ Ky)s'* + (K, +0.598).

Aplicando el Lema 3.2, se pueden imponer las siguientes restricciones necesarias
de estabilidad con respecto a las ganancias, (39.69+K;) >0 y ( K,+0.598) >
0.
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\ 2 e

Figura 3.19: Curva de Mikhailov para (3.29).

b) Si k =2, el pseudo-polinomio correspondiente queda como:
p(s) = Kgs*% +39.695"% + (K, +0.598).

Del cual, usando nuevamente el resultado del Lema 3.2, se obtienen las siguien-
tes condiciones: K; >0 y (K, +0.598) > 0.

c) Si k =3, el pseudo-polinomio es de la siguiente forma:
p(s) = Kgs>% +39.695"% + (K, +0.598).

Se tiene por medio del resultado en el Lema 3.2 que este pseudo-polinomio no
puede ser estable.

2. Si consideramos oL = }‘ es decir, 0 < o < 1 entonces u = ko, para algiin k € N. Para
distintos valores de k se tiene lo siguiente:

a) Sik € [1,4] entonces aplicando el resultado de Stodola en el Lema 3.3 resulta la
siguiente restriccion para estabilidad (K, +0.598) > 0.

b) Sik =15, en este caso el pseudo-polinomio p(s) quedaria como sigue:
pa(s) = (Kg439.69)s'2 + (K, +0.598).

Utilizando el resultado de Stodola en Lema 3.3 implica que (Kz+39.69) >0y
(K, +0.598) > 0 son condiciones necesarias para la estabilidad.

c) Si k> 5, en este caso se tiene que por el Lema 3.3 las siguientes condiciones
deben satisfacerse Kd > 0y (K, +0.598) > 0.
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Del andlisis anterior se sigue que existen varias posibilidades de escoger u 'y las ganan-
cias K, y Ky para tener estabilidad. Para ilustrar un ejemplo, consideremos los valores
K, =64.47, K; = 48.99 y u= 0.5 propuestos en [ /9] como pardmetros de control para este
modelo. El pseudo-polinomio caracteristico es

p(s) = 39.69s"% 4 48.995° 4 65.068, (3.31)

donde se observa que o, = 5(%), n=5ya= th. Con la finalidad de verificar la estabilidad
de (3.31) basta observar la Figura 3.20 y constatar que satisface la condicion del Teorema

3.2, se sigue que

b1 5w

swaptol) ()~
argp(io)| = o(5) =g

En conclusion, el pseudo-polinomio en (3.31) es estable.

6(w)

9000

8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

-3500  -3000 -2500  -2000 -1500  -1000  -500 0O ') Re

Figura 3.20: Curva de Mikhailov para (3.31).
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta seccion se presentan las conclusiones de este trabajo de investigacion, de igual
manera las perspectivas a futuro del mismo.

1. En este trabajo se mostr6 la extension del criterio de Stodola para el caso de pseudo-
polinomios de orden conmensurado, cuando 0 < o < 2. En este sentido, se mostrd
que para 1 < o < 2, el criterio clasico de Stodola se mantiene, es decir, todo pseudo-
polinomio estable tiene sus coeficientes distintos de cero y del mismo signo. Sin em-
bargo, para 0 < o < 1, este criterio cldsico no se mantiene y mostramos que en este
caso una condicion necesaria para un pseudo-polinomio estable es que los coeficientes
an y ap sean distintos de cero y del mismo signo.

2. Como otra aportacion se obtuvo la modificacion del criterio de Mikhailov para el caso
de pseudo-polinomios de orden conmensurado. Dicha modificacion consiste en de-
terminar la medida apropiada del cambio total del argumento. En este resultado el
Teorema de Mikhailov modificado, se establece que la medida del cambio total del
argumento es o, (%), donde o, = now es la maxima potencia fraccionaria del pseudo-
polinomio y no n(%) como ha sido reportado en la literatura hasta el momento.

3. Ademads, se concluyd que la curva de Mikhailov no necesariamente gira siempre en
sentido positivo en el caso de pseudo-polinomios estables. Con ello podemos concluir
que la propiedad de fase monoténicamente creciente para pseudo-polinomios estables
en general no se cumple.

4. Finalmente, se concluy6 que el resultado de 1la modificacion del criterio de Mikhailov
es valido para valores de 0 < o0 < 2 y no solo para 0 < o < 1 como se establece en la
referencia [25].

Las perspectivas de este trabajo de investigacion, se presentan a continuacion:
= Generalizar el resultado para el caso de pseudo-polinomios de orden no conmensurado.

= Extender los resultados a pseudo-polinomios incluyendo términos exponenciales aso-
ciados a sistemas fraccionarios lineales con retardos.
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