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Resumen

A partir de la ecuacién de Langevin, un modelo determinista para la generacion
de movimiento Browniano es propuesto. Reemplazando el término estocastico por
una variable de estado adicional da un grado de libertad méas a la ecuacién de Lan-
gevin y la transforma en un sistema de tres ecuaciones diferenciales lineales, ademas
derivadas fraccionarias son consideradas; las cuales nos permiten obtener mejores
propiedades estadisticas propias del movimiento Browniano real. Como parte de la
aceleracion fluctuante se establecen superficies de conmutacion en el modelo. El sis-
tema final no contiene términos estocasticos, esto es, el movimiento obtenido es
completamente determinista. Ademas, del andlisis de series de tiempo, encontramos
que el comportamiento del sistema presenta las propiedades caracteristicas de movi-
miento Browniano, tales como: crecimiento lineal en tiempo para el desplazamiento
cuadrado promedio, distribuciéon de probabilidad Gaussiana para el desplazamien-
to promedio. Adicionalmente, usamos el andlisis de fluctuacién sin tendencia para

probar el caracter Browniano de las series obtenidas.
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Abstract

From the Langevin equation, a deterministic model for Brownian motion gene-
ration is proposed. Replacing the stochastic term with an additional state variable
gives a degree of freedom to the Langevin equation and transforms it into a system
of three linear differential equations, also fractional derivatives are considered; which
allow us to obtain better statistics properties of the real Brownian movement. As a
part of the fluctuating acceleration, switching surfaces are established in the model.
The final system does not contain a stochastic terms, that is, the obtained motion
is completely deterministic. In addition, from the time series analysis, we found that
the system behavior exhibits statistics properties of Brownian motion, such as, a
linear growth in time of the mean square displacement, Gaussian probability distri-
bution for the average displacement. Furthermore, we use the detrended fluctuation

analysis to prove the Brownian character of this motion.
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Capitulo 1

Introduccion

Con el afan de comprender el comportamiento del universo se han desarrollado
distintas técnicas y herramientas para la generacién de conocimiento estructurado
que han permitido entender diferentes fenémenos en la naturaleza, buscando formu-
lar leyes que describan en muchas ocasiones comportamiento complejo. En lo que
respecta a las ciencias exactas, se han desarrollado modelos matematicos que nos
ayudan a describir la evolucion temporal del universo, ya sea de manera determinis-
ta o estocastica. No obstante fue hasta el siglo XX que se empez6 a considerar la
teoria probabilistica. En ciertas condiciones un sistema dinamico puede ser determi-
nista y no ser predecible. A pesar de la complejidad que pueda tener un sistema, en
muchas ocasiones, se puede descomponer en sus partes mas simples y ser analizado de
esta manera; sin embargo, en algunos de estos casos existen limitaciones que no nos
permiten predecir su comportamiento ni construir un sistema dinamico determinista
que lo represente. Esto no significa que no se pueda decir algo de dichos sistemas
debido a las propiedades que presentan. Estos sistemas pueden ser entendidos con

la ayuda de la teoria de probabilidades, ejemplo de ello son las turbulencias y las



oscilaciones fisico-quimicas y bioldgicas. Vale la pena recordar el paradigma de Pierre
Laplace para poder ampliar la idea sobre determinista y predecible. Laplace imaginé
un demonio que es capaz de conocer la posicién y velocidad de todas las particulas
del Universo en un momento dado y también es capaz de resolver las ecuaciones
de Newton del Universo. Un demonio con estas capacidades (sobrehumanas pero no
sobrenaturales) conoceria el devenir de todo lo que existe, conoceria el més pequeno
movimiento de cualquier cosa o persona que viviera en los préoximos cien mil millones
de anos. Ni los seres humanos ni las computadoras pueden hacer esto, ya que utilizan
una cantidad finita de condiciones iniciales y un nimero limitado de cifras en sus
calculos. Da igual que un demonio asi no exista, pero nos permite darnos cuenta de
nuestra imperfeccién como seres limitados que somos. Un ejemplo de un sistema,
caracteristico por su complejidad, que ha sido ampliamente estudiado con teoria de

probabilidad, a pesar de conocerse su naturaleza, es el movimiento Browniano.

1.1. Movimiento Browniano

El estudio del movimiento Browniano se ha desarrollado a partir de los estudios
reportados por Robert Brown en 1821 [1]. Brown estudiaba el proceso de fertilizacién
de las flores, viendo a través de un microscopio el polen en agua, observé pequenas
particulas en un “rapido movimiento oscilatorio”. Las primeras especulaciones sobre
el movimiento Browniano era que las particulas tenian vida. Para 1917 Thomson [2]
dice que no se puede asegurar que los movimientos de organismos diminutos sean
vitales. Thomson describe el movimiento Browniano debido a un bombardeo mole-
cular figura 1.1. Gouy [2] realiz6 experimentos con los cuales daba argumentos que
apoyaban la teoria cinética. De su trabajo entre otros surgen las siguientes carac-

teristicas:



Figura 1.1: Representacién de las colisiones que experimenta una particula Brownia-
na.

1. El movimiento es muy irregular, compuesto de traslaciones y rotaciones, y la

trayectoria aparenta no tener tangente.

2. Dos particulas aparentan tener movimiento independiente, siempre y cuando

su aproximacion no sea menor que su diametro.
3. El movimiento es mayor para particulas pequenas.
4. La composicion y densidad de las particulas no aparenta afectar.
5. El movimiento es mayor en un fluido de menos viscosidad.
6. El movimiento es mayor a altas temperaturas.

7. El movimiento dura infinitamente.

Para 1895, la teoria cinética del movimiento Browniano era el bombardeo por las

moléculas del fluido figura 1.1, esta parecia la mas acertada.



Einstein, en el desarrollo de la teoria de la cinética molecular descubrié que de
acuerdo con la teoria atémica, podria haber un movimiento de particulas microscépi-
cas suspendidas que podrian observarse, esto sin saber sobre las observaciones con-
cernientes al movimiento Browniano las cuales eran en realidad muy familiares [3].
Mas tarde, Smoluchowski [4] dio la solucién al problema y atrajo la atencién de los

fisicos sobre el problema.

El argumento de Einstein para este fenémeno es que por medio de una densidad de
probabilidad es posible estimar que una particula Browniana esté en x a un tiempo
t. Einstein deriva una ecuacién considerando lo que se conoce como coeficiente de
difusion, el cual relaciona con una fuerza externa “virtual”. El argumento de Eins-
tein no da una teoria dinamica sobre el movimiento Browniano solo determina la

naturaleza del movimiento y el valor del coeficiente de difusién[3].

El estudio del movimiento Browniano ha sido extenso desde Robert Brown, Louis
Bachelier y Albert Einstein, quien propuso la primer descripcién matematica del
movimiento Browniano de una particula libre, después Paul Langevin obtuvo una
aproximacién a partir de la segunda ley de Newton. El modelo propuesto por Lan-
gevin [5] estd basado en una ecuacién diferencial de segundo orden con un término
estocastico, el cual representa la aleatoriedad de la naturaleza del movimiento. En
comparacion con el modelo de Einstein dice Langevin que el de él es infinitamente
mas simple. Es gracias a este modelo que Langevin es conocido como el fundador de

la teorfa de las ecuaciones diferenciales estocasticas [6].

Para su modelo Langevin considera dos fuerzas que actian sobre la particula. La

primera relacionada a la resistencia viscosa, esto de acuerdo con la formula de Stokes,

4



y por la irregularidad de los impactos de las moléculas de su alrededor. La segunda
una fuerza estocastica que él llama fuerza complementaria. Con este modelo Lange-

vin obtiene el mismo resultado que Einstein para el desplazamiento cuadrado medio.

1.2. Motivacién y Objetivo

La ecuacion de Langevin ha sido usada en muchas areas, tales como modelado de
procesos de evacuacién [23], conteo de photoelectrones [24], andlisis de la bolsa de
valores [25], estudio de suspensiones en fluidos [26], dinamica de conjunto de deute-
rones [27], dindmica de proteinas [28], auto organizacién en sistemas complejos [29],
etc. Para otras aplicaciones de la ecuacion de Langevin en fisica, quimica e ingenieria
eléctrica, nos podememos referir a [30]. El estudio de la ecuacién de Langevin clasica
esta basado en la hipétesis de que el proceso estocastico es un proceso de Markov, esto
es, las fuerzas aleatorias son independientes. A pesar de que la ecuacién de Langevin
juega un papel importante en muchos campos, todavia hay algunos comportamientos
como la difusién anémala (superdifusiéon y subdifusion), distribuciones de ley de po-
tencias, interacciones de largo alcance que la ecuacion clasica de Langevin no puede
describir bien. Es comin encontrar problemas fisicos modelados a partir de variacio-
nes en el modelo de Langevin [7, 8, 9, 10]. Por ejemplo: el movimiento Browniano de
un dipolo molecular en un potencial periddico [15]. En estos casos donde son consi-
derados otros factores en la ecuacién de Langevin se le conoce como la ecuacién de
Langevin generalizada (GLE) [11]. Se ha mostrado que para los distintos casos deriva-
dos de la GLE es posible obtener distintos comportamientos. La GLE se ha aplicado
a muchos sistemas los cuales son caracterizados por un proceso de difusion anémalo

en los cuales diferentes Kernels de memoria son considerados. En este sentido S. C.



Kou and X. Sunney Xie [12] usan la GLE con ruido gaussiano fraccionario para des-
cribir el fenémeno de subdifusién de la transferencia de un electrén dentro de una
proteina. Asi mismo, Wei Min et al [13] determinan a través de la GLE el kernel de
memoria de las fluctuaciones entre el par fluorescein-tyrosine dentro de una proteina
compleja. Por otro lado, también podemos encontrar la GLE en varios campos de la
fisica, como por ejemplo, el movimiento arménico perturbado por alguna interaccion
con un objeto. Por lo cual es importante analizar los efectos asociados con la natura-
leza desordenada de un entorno a través del estudio de la dindmica de disipacién de
un oscilador arménico inmerso en un ambiente desordenado. A. D. Vinales [14] deri-
van la solucion exacta para la GLE de una particula bajo la influencia de una fuerza
externa arménica usando transformadas de Laplace. Adicionalmente, S. Burov and
E. Barkai, describen la dindmica de una particula armonica a través de la ecuacion
de Langevin fraccional considerando los casos: sobreamortiguado, subamortiguado
y criticamente amortiguado para los cuales encuentran comportamientos diferentes
de los normales. Es importante recalcar que en cada uno de los trabajos antes men-
cionados el comportamiento dinamico obtenido en cada caso difiere de los demas,
esto muestra la versatilidad de la ecuacion de Langevin para caracterizar distintos
fenémenos de difusion. Por lo tanto, varios modelos fraccionarios basados en la ecua-
cién de Langevin fueron propuestos en [30, 31, 32]. Es por eso que la ecuacién de
Langevin fraccionaria puede capturar las caracteristicas que la ecuacion Langevin no

puede hacer.

Ademas, se cree que el movimiento Browniano se puede derivar totalmente de
modelos Hamiltoneanos de mecanica cldsica, segin el método de Van Hove [15],
Prigogine y Grigolini [16, 17]. El movimiento Browniano se ha estudiado como un

proceso estocastico continuo en el tiempo caracterizado por una distribucién normal,



el cual puede explicarse a escala molecular por una serie de colisiones en una dimen-
sién, en la cual pequenas particulas experimentan choques con una particula mayor

[4], por lo que nacié la pregunta, jes este proceso estocastico o determinista?

El comportamiento del movimiento Browniano es caracterizado por propiedades
especificas, tales como: crecimiento lineal en tiempo para el desplazamiento cuadrado
promedio, distribucién de probalidad Gaussiana para el desplazamiento promedio,
un decaimiento exponencial en tiempo de la funciéon de autocorrelacién posicional.
Adicionalmente el andlisis de fluctuacion sin tendencia, (DFA) desarrollado por Peng
y colaboradores [36], permite determinar las propiedades de correlacién de una senal,

tales como ruido blanco o ruido Browniano.

La idea del movimiento Browniano determinista ha sido discutida en hidrodinami-
ca y reactores quimicos con comportamiento oscilatorio, donde el movimiento es com-
pletamente determinista y en algunas ocasiones es referido como caos microscopico
[37]. Trefan y colaboradores [18] proponen modelar el movimiento Browniano a par-
tir de un proceso microscépico sin introducir aleatoriedad. El movimiento erratico
macroscdpico se muestra como una consecuencia de un proceso filtrado que es mi-
croscoOpicamente cadtico y produce una ecuacién de Langevin para la velocidad de la
particula y una ecuacion de Fokker-Planck correspondiente en el régimen de parame-
tro apropiado. Lo anterior convierte al modelo de Langevin en un generador de
movimiento determinista, sin embargo las propiedades estadisticas de este proceso

difiere considerablemente con las suposiciones estandar de la estadistica Gaussiana.

Huerta-Cuellar y colaboradores [19] proponen una aproximacién para generar mo-

vimiento Browniano determinista, agregando un grado de libertad a la ecuacion de
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Langevin obteniendo un modelo de tercer orden en el cual el término estocéstico
es reemplazado por una nueva variable definida por una tercer ecuacion diferencial
(ecuacién Jerk), con la cual se genera una distribucién de probabilidad tipo Gaussia-
na. Basados en los antecedentes antes mencionados para este trabajo de investigaciéon

se planteé el siguente objetivo.

Objetivo:
Construir un modelo matemdtico que describa la dindmica de movimiento Browniano
de manera determinista, tal que se cumplan las propiedades estadisticas de un mo-

vimiento Browniano real.

En esta propuesta de investigacion se busca, a partir del modelo propuesto por
Huerta-Cuellar y colaboradores, determinar hasta qué orden fraccionario de deri-
vacion del modelo se puede garantizar el tener la aproximaciéon a un movimiento
Browniano con el que se garantice una distribuciéon de probabilidad Gaussiana, de
tal manera que estos modelos puedan ser utilizados para obtener una descripcion
adecuada que nos permita representar el movimiento Browniano de algunos sistemas

naturales.

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera: En el capitulo dos
se presentan algunos de los antecedentes en el estudio del movimiento Browniano
asi como la teoria de sistemas dindmicos en la cual basaremos la construccién de
nuestro modelo. En el Capitulo tres se muestran conceptos basicos sobre la teoria de
ecuaciones diferenciales fraccionarias asi como los operadores diferenciales, la teoria
de estabilidad en sistemas fracionarios y un método numérico para resolver ecuaciones

diferenciales fraccionarias. En el capitulo cuatro se presenta un analisis dinamico



al modelo de orden entero, su aproximaciéon fraccionaria junto con su analisis de
estabilidad, los resultados numéricos obtenidos con dicha aproximacién para una
particula libre. En el capitulo cinco los resultados para una particula Browniana
bajo la influencia de un campo de fuerza externo. Por tltimo, en el capitulo seis se

presenta un resumen de las conclusiones obtenidas de este trabajo.
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Capitulo 2

Antecedentes

En general el término movimiento Browniano es reservado para el fenémeno fisico
y para el caso del movimiento Browniano en en teoria de probabilidades el término

utilizado es proceso de Wiener.

Definicién 2.0.1. Un proceso estocdstico real {Wy,t > 0} se llama un proceso de

Wiener st

w W, — W se distribuye como una variable aleatoria normal N(0;t — s), para

cualesquiera t > s > 0;

m para todo 0 < t; <ty < ...<t,, lasvariables aleatorias Wy, Wio—Wyi, ..., Wy, —

Win—1 son independientes;

= W, tiene trayectorias continuas.

11



2.1. Modelos

A inicios del siglo pasado, tanto A. Einstein [3] como M. Smoluchowski [4] plantea-
ron y resolvieron exitosamente el problema de la descripcién del movimiento Brow-
niano. Con el método de Einstein, el movimiento Browniano es descrito a través
de la probabilidad p(r,t) de encontrar a la particula en la posicién r al tiempo t,
la cual satisface la ecuacién macroscopica de difusién. Unos pocos anos mas tarde,
P. Langevin propuso otro método para resolver el problema, usar ecuaciones dife-
renciales estocasticas. Por otro lado, en lo que respecta al movimiento Browniano
determinista, el primer modelo reportado en la literatura fue propuesto por Trefan y
colaboradores en el cual reemplazan en la ecuacién de Langevin el proceso estocéastico
por un mapeo cadtico, con dicho modelo ellos logran obtener movimiento Browniano
de manera macroscopica sin embargo, este modelo no cumple con las propiedades
estadisticas del fenémeno. En este sentido, Huerta-Cuellar y colaboradores proponen
un modelo determinista para la generaciéon de un movimiento Browniano a partir
del modelo propuesto por Langevin agregando un grado de libertad al sistema, por
medio de reemplazar el término estocastico, relacionado a la aceleraciéon fluctuante,

por una ecuacién diferencial de tercer orden (ecuacién Jerk).

2.1.1. Modelo de Einstein [3]

Durante el desarrollo de la teoria de la cinética molecular Einstein descubrié que
es posible observar el movimiento de particulas microscopicas suspendidas lo cual
era entonces muy similar al movimiento Browniano. Einstein propone una funcién
de probabilidad p(z,t) de encontrar una particula Browniana en una posicién z a un

tiempo ¢ dada por:

12



plx,t) = ( ! b (2.1)

@rDrp2” "
donde D es el coeficiente de difusién el cual relaciona a una fuerza externa (fuerza vir-
tual), relacionada a la densidad del fluido y su temperatura, con lo cual considerando
que la particula Browniana experimenta una resistencia viscosa mv = 67na, con m
la masa de la particula, v su velocidad, a el radio de la particula y 7 el coeficiente

de viscosidad, se obtuvo que el coeficiente de difusién es de la forma:

kT
~ 6mna’

D (2.2)

Con dicha densidad de probabilidad y el coeficiente de difusién. Einstein llega a
que el desplazamiento cuadratico medio (DCM) de una particula Browniana a un
tiempo 7 estd dado por:

RT 1

Ax? = — .
* N 37r17aT

(2.3)

Este modelo determina la naturaleza del movimiento, mas sin embargo no propor-

ciona una teoria dindmica sobre el fenémeno.

2.1.2. Modelo de Langevin [5]

Langevin postulé que, primero, la particula sentiria una fuerza de friccion sim-
plemente por estar inmersa en un liquido. De acuerdo a la ley de Stokes para una
particula de radio r» en un medio de viscosidad 7, el cambio de la velocidad de la

particula en el tiempo satisface:

— = —b6mnav = —yv. (2.4)



A esta ecuacién Langevin agrega una fuerza estocastica a la que le llama fuerza
complementaria relacionada a la irregularidad de los impactos de las moléculas del
fluido. Con esto Langevin postuld la siguiente ecuacion, que lleva su nombre:

dv

mo ==+ Ag(t), (2.5)

donde el término A(t) representa la fluctuacién en la aceleracion, el cual provee el

caracter estocéstico del movimiento Browniano y caracteriza un proceso Gaussiano.

Con este modelo Langevin llega al mismo resultado que Einstein acerca del des-
plazamiento cuadratico medio de la particula dado por la ecuacién (2.3), asi como

provee un modelo mas general y exacto para la dinamica de una particula Browniana.

2.1.3. Trefan y colaboradores [18]

En lo que respecta al movimiento Browniano determinista, el primer modelo re-
portado en la literatura fue propuesto por Trefan y colaboradores, ellos no derivan
un sistema de ecuaciones microscopico para esto consideran a nivel microscopico un
proceso determinista llamado “Booster”, el cual es cadtico y lo relacionan a fluctua-
ciones térmicas de la particula Browniana; en este sentido el Booster debe cumplir
con las propiedades estadisticas caracteristicas de la fuerza complementaria de la
ecuacién diferencial (Distribucién Gaussiana). Para este modelo parten de la ecua-
ciéon de Langevin y reemplazan en la ecuacién el proceso estocastico por el Booster

(un mapeo caético),
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Figura 2.1: Desplazamiento en el tiempo (U.A.) de una particula Browniana en una
dimensién obtenido con el modelo (2.6) propuesto por Trefan y colaboradores.

T = Y,
g = —yy+&(t),

(2.6)

donde & es la fuerza determinista resultante del proceso cadtico. El cual esta definido

por el mapeo:

nr = o] — &[5 + &l + 1. 27)

Con dicho modelo ellos logran obtener movimiento Browniano de manera ma-
croscopica, ver Figura 2.1. Sin embargo, este modelo no cumple con las propiedades
estadisticas del fenémeno, ver Figura 2.2. En otras palabras, Trefan y colaborado-
res proponen un generador de movimiento Browniano determinista el cual presentan
como un sistema discreto que genera nimeros pseudo-aleatorios; no obstante las pro-
piedades estadisticas de este proceso difieren considerablemente con las asunciones

estandar de la estadistica Gaussiana. La principal aportacion de Trefan y colabora-
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Figura 2.2: Distribucion de probabilidad obtenidas para el Booster utilizado por
Trefén (imagen obtenida de [18]).

dores, es que nos muestran que es posible generar dinamica Browniana de manera

determinista, sin la necesitad de imponer las asunciones estadisticas.

2.1.4. Modelo de Huerta-Cuellar [19]

Huerta-Cuellar y colaboradores proponen un modelo determinista para la gene-
racion de movimiento Browniano, a partir del modelo propuesto por Langevin y
agregando un grado de libertad al sistema; esto reemplazando el proceso estocéstico,
relacionado a la aceleracion fluctuante, por una ecuacién diferencial de tercer orden.
Huerta-Cuellar y colaboradores obtuvieron una aproximacién a la generaciéon de mo-
vimiento Browniano de manera determinista transformando el modelo propuesto por
Langevin en un sistema de tres ecuaciones diferenciales de primer orden. En dicho
modelo el término estocastico es reemplazado por una nueva variable definida por

una ecuacién diferencial de tercer orden (ecuacién Jerk), para lo cual haciendo un

16



cambio de variable en la ecuacién de Langevin (2.5) se obtuvo el siguiente sistema

de ecuaciones:

T = Y,

y = —yy+ Ast).

(2.8)

Con la finalidad de generar movimiento Browniano determinista, el término es-
tocastico es reemplazado por una nueva variable z definida como una ecuacion dife-
rencial de tercer orden (ecuacién Jerk). La variable z que proponen, actia como la
aceleracion fluctuante, produce una dinamica de movimiento determinista; que esta
relacionada a los cambios de velocidad y aceleracion ocasionados por la friccion y las
colisiones con otras particulas del medio. Tomando todas estas consideraciones en la

ecuacion Jerk definen el sistema de ecuaciones de la siguiente manera:

S Y,
y = —y + 2, (2.9)
Z = —oqT — QY — 32 + Qy.

Con este modelo Huerta-Cuellar y colaboradores logran obtener movimiento Brow-
niano Figura 2.3 y una aproximacién a una distribucién de probabilidad tipo Gaus-
siana Figura 2.4 y un desplazamiento cuadrado lineal. En este caso se obtiene un
modelo completamente continuo en el tiempo, en el cual la aceleracion fluctuante
depende de los estados de dicho sistema. Con este modelo se lograron obtener carac-
teristicas estadisticas muy similares a las de movimiento Browniano tales como: un
desplazamiento cuadratico medio lineal, una distribucién de probabilidad semejante

a una Gaussiana, una ley de potencia para el espectro de frecuencias de *

‘—2” y una
ley de potencia de “1.5”, esta ultima obtenida por el Andlisis de Fluctuaciones sin

Tendencia (DFA, por sus siglas en inglés) [19], lo cual confirma el cardcter Browniano
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Figura 2.3: Desplazamiento en el tiempo (U.A.) de una particula Browniana en una
dimensién obtenido con el modelo (2.9) propuesto por Huerta-Cuellar y colaborado-
res.

del movimiento observado.

2.2. Atractores caoticos basados en sistemas ines-
tables disipativos

Considere el sistema dindmico el cual es definido por una clase de sistemas lineales

afin dados por:

X = AX + B(X), (2.10)

donde X = (w1, 29, 23)7 € R3 es el vector de estados, B = (by,by,b3)7 € R? re-
presenta un vector real y A € R3*3 denota el operador lineal que es no singular

con entradas (a;;), i,7 = 1,2,3. El punto de equilibrio de este sistema resulta en

X*=—-A"'B.
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Figura 2.4: Distribuciones de probabilidad obtenidas para posicién, velocidad y ace-
leracién respectivamente comparada con un ajuste (linea continua, imagen obtenida

de [19]).

La clase de sistemas lineales afin considerados aqui, son aquellos que presen-
tan oscilaciones al rededor del equilibrio de acuerdo con las variedades estables e
inestables E* y E", respectivamente. Estas variedades son definidas de tal forma
que ¥ = (¥123) es un conjunto de eigenvectores columna tal que Av; = A\;9; con
i=1,2,3; E° = Span{t } y E* = Span{ds3}. Con la finalidad de presentar dichas
oscilaciones y siguiendo un mecanismo similar como en [20, 21, 22], dos tipos de
sistemas disipativos con dinamica inestable han sido estudiados a los cuales vamos
a llamar sistemas disipativos inestables (UDS por sus siglas en inglés), no obstante
solo un tipo de ambos sera considerado en el presente trabajo. Este tipo es definido

en la siguiente forma:

Definicién 2.2.1. Un sistema lineal X = AX, donde X € R? es el vector de esta-
dos, A € R3>3 es el operador lineal y \;,i = 1,2,3, son los eigenvalores de A. Si
Zle Re(X\i) <0, y Ay es un nimero real negativo (A\; < 0), con Aa3 complejos con-

Jugados con parte real positiva (Re{\a3} > 0) entonces el sistema lineal es llamado
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un UDS de tipo 1.

Si el sistema lineal afin dado por ec. (2.10) satisface la definicién 2.2.1 con B = 0
entonces es posible generar un atractor 2 por medio de un sistema PWL bajo las

siguientes consideraciones para el vector B:

X = AX + B(X),

(
Bl, leEDh
Bz, 1fX.€D27

(2.11)
B(X) =

| By, ifX €D,

El vector afin B debe ser una funcién de conmutacion que cambie dependiendo
del dominio, D; C R3 con R? = U*_, D;, donde esté localizada la trayectoria. El equi-
librio del sistema (2.11) estd dado por X = —A~'B;, coni = 1,...,k, y cada vector

B; del sistema es considerado con la finalidad de generar un atractor multi-enroscado.

La idea del método reside en definir vectores B; con la finalidad de asegurar la
estabilidad de una clase de sistemas en R? con oscilaciones dentro del atractor . De
manera que para cada condicién inicial Xy € B C R?, donde 9B es la cuenca de atrac-
cién, el sistema dado por ec. (2.11) induce en el espacio de fase R" el flujo (¢');cr.
Asi, cada condicién inicial Xy € 9B genera una trayectoria dada por ¢'(Xg) : t > 0 la
cual es atrapada en un atractor 2l después de definir por lo menos dos vectores By y

B, como es descrito en [21].
Esta clase de sistemas despliegan varios atractores multi-enroscados como resul-
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tado de la combinacion de varias trayectorias inestables en “espiral”. El ntimero de
enroscados depende de la cantidad de vectores B;, 1 = 1, ..., k introducidos en el sis-
tema, asf los puntos de equilibrio estdn dados por X} = —A~!'B; y sus trayectorias
oscilan alrededor de ellos. Esto es consecuencia de una caracteristica importante de
este tipo de UDS, donde ellos pueden resultar en un atractor de un enroscado para
cada punto de equilibrio agregado apropiadamente en los dominios D; C R"™ en los

cuales el sistema es dividido [21].

Consideramos la siguiente familia de sistemas lineales afin que por simplicidad y
sin perdida de generalidad, asumimos que la ec. (2.10) estd dada por una ecuacién

tipo Jerk [22]:

0 1 0 0
A= 0 0 1 , B(X)= 0 : (2.12)
—Q1 —09 —Q3 O'(X)

donde aj,as,a3 € Ry o(X) : R® = R es una funcién escalén la cual estd deter-

minada por una ley de conmutacion para controlar el equilibrio del sistema como

sigue:
)
bl, if XGDlz{XGRs ZVTX<51};
by, if XE€D,={XeR?:§ <v' X<}
o(X)={ co ¢ L ’} (2.13)
\ b, if X€D,={XeR3:0,_1 <v X}
donde b; € Ry D;,i = 1,...,m, genera una particién del espacio de fase , con v € R3

(con v # 0) un vector constante y §; < dy < -+ < 9,1 determina las superficies de

conmutacién ¥; = {X € R}|v'X = §;}, j = 1,...,m — 1. En particular, asumimos
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que las superficies de conmutacién ¥; son definidas usando v = [1,0,0]" € R3 y
diferentes valores de ¢;. El rol de la funcién de conmutacién o es el de especificar
cual vector constante se activa para un dominio dado D, esto es, si 0(X) = b; para
i €I =1{1,...,m}, entonces el sistema lineal afin que gobierna la dindmica en el

dominio de conmutacién D; estd dado por X = AX + (0,0,b;)T.

Nuestro caso de estudio es cuando cada dominio de conmutacién contiene un tinico
punto de equilibrio tipo silla en 7 = A™'B;, con i € I. El mecanismo de generacién
de atractores multi-enroscado basado en esta clase de sistemas es de acuerdo con
las variedades estables e inestables. Por ejemplo, considerando dos dominios D; y
D1, v la superficie de conmutacién ¥; entre ellos. Cuando la trayectoria ¢;(z), con
condicién inicial xy € D;, alcanza la superficie de conmutacion ; y cruza a la region
D; 1, donde es nuevamente atrapada en un nuevo enroscado con punto de equilibrio

localizado en x},; = A™'B;.

Hay dos factores importantes sobre la generacién de atractores multi-enroscados,
primero que los enroscados son generados de acuerdo con los eigenvalores complejos
conjugados con parte real positiva, por lo cual los enroscados incrementan su tamano
de acuerdo a su variedad inestable. Segundo, que la trayectoria del sistema la cual
oscila alrededor del punto de equilibrio z] escapa desde el dominio D;. Esto ocurre
cerca de la variedad inestable E}' C D; donde cruza la superficie de conmutacion
y es atraida por la variedad estable Ej ; C D;y; hacia el punto de equilibrio zj,,
en el dominio D, 1. El proceso es repetido en forma inversa formando enroscados

alrededor de cada punto de equilibrio.

En este contexto, el sistema (2.10)-(2.12) puede desplegar varios atractores multi-
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enroscados como resultado de la combinacién de varias trayectorias de un espiral [21],
donde la conmutacién entre regiones estda gobernada por la funcién de conmutacion

(2.13).

Los siguientes resultados proveen condiciones para garantizar que el sistema (2.10)
es UDS Tipo I para un operador lineal general A = {a;;} € R?, con o;; € R para
i,7=1,2,3.

Proposicién 2.2.2. [34] considere la familia de sistemas lineales afin (2.10) con
operador lineal A dado por (2.12) con oy, s, a3 € R. Sea {a,b,c} un conjunto de
nimeros reales no cero llamados pardmentos de control. Si a; = c(a®? +b), ay =
a?+b+2ac y a3 = c—2a con b,c>0 y a<c/2, entonces el sistema (2.10)-
(2.12) es UDS Tipo I.

Demostracion. El polinomio caracteristico del operador lineal A es:

p()\) = )\3 + Oég)\2 + ()42)\ + o,
= XN+ (c—2a)\? + (a® + b + 2ac)) + (ca? + cb),
= (A+c¢)(A\? —2a\ + (a? + b)).

Las raices de p() dan las siguientes expresiones para el eigen espectro A = {1, Ao, A3}
de A: \; = —cy Moz = a+ivbh. Note que \; < 0y Z?:M\i = —c+2a<0si
a < c/2yc > 0. Entonces, de acuerdo con la definicién 2.2.1 el sistema (2.10)-(2.12)
es UDS Tipo I W

Proposicién 2.2.3. [34] Considere la familia de sistemas lineales afin dados por
(2.10), el operador lineal A basado en el sistema Jerk (2.12) con oy, a9, a3 € R. Si

a; > 0,0 < <aj/ag yas >0, entonces el sistema (2.10)-(2.12) es UDS Tipo I.
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Demostracion. Supongamos aq, a3 > 0. Ya que, por definicién, —ag = Trace(A) =
S0 A < 0, el sistema (2.10) es disipativo. Adicionalmente, con oy = det(A) el
sistema (2.10) tiene un equilibrio tipo silla, el cual estd determinado por el polinomio

caracteristico del operador lineal (2.12) es:
p(A) = X+ azA? + ag\ + ay,

el cual para as < a/ag, de acuerdo con el criterio polinomial de Hurwitz, implica
inestabilidad. Debido a que aq, as y a3 son positivos y de acuerdo con la regla de
los signos de Descartes, el polinomio caracteristico no tiene raices positivas, entonces
solo tiene una raiz negativa de acuerdo con que el punto de equilibrio es tipo silla.
Entonces el eigen-espectro esta dado por un eigenvalor real negativo y un par de

complejos conjugados con parte real positiva. O]

Solo un UDS tipo I genera un espiral inestable al rededor del punto de equilibrio
r* tal que una trayectoria ¢(zg), vo € R® — E*, cruza muchas veces un plano de
Poincaré 1II, si II es definido sobre el punto de equilibrio x* y perpendicular a la

variedad inestable £* 1 II.

Definicién 2.2.4. Sea {z}}", un conjunto de equilibrios de un sistema PWL (2.12)
basado en UDS Tipo I que genera un atractor cadtico A. Decimos que el sistema
(2.12) genera un atractor cadtico multi-enroscado con el minimo de equilibrios tipo
silla, si la trayectoria cadtica ¢(xo) C S;, cruza cada plano de Poincaré 11; definido

en x y 1l L EY mds de una vez antes de dejar el dominio S; e ir a los dominios

Si—1 0 Sit1.

Agregar mas equilibrios al sistema se puede implementar facilmente mediante el

uso de una funcion escalon, en lugar de generar superficies de conmutacién manual-
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mente, esto es, utilizando una funcién de generacion automatica de escalones tal como
se ha aplicado en [19]. Aqui una funcién round(x) se implementard para simplificar

y automatizar este proceso. La funcion se definird de la siguiente manera:

xr —1/2], para x < 0;
round(x) = ( /2l p (2.14)
|z +1/2], para z > 0.

Por ejemplo, para tener superficies de conmutacién y ubicaciones de puntos de
equilibrio similares a las descritas en ec. (2.13), Considere el vector de conmutacién

B = (0,0, b3)" dado por la siguiente funcién:

b3(x1) = ¢ x round(zy /), (2.15)

donde ¢ € R corresponde a la amplitud de la funcién que es similar a la variable ¢;,
y « corresponde a la longitud del paso dado por la funcién redondeo centrada en el

origen, esto se representa en el grafico de la Figura 2.5.
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Figura 2.5: Funcién b3 dada por (2.15). La distancia entre cada escalén esta dada
por a.
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Capitulo 3

Calculo fraccionario y Ecuaciones

diferenciales de orden fraccionario

Las derivadas e integrales no enteras son apropiadas para el modelado de sistemas
complejos. Se ha mostrado que los modelos de orden fraccionario son més adecua-
dos para modelar sistemas en los que se presentan las propiedades de no localidad,
hereridad, auto similitud y pseudo-aleatoriedad tales como: problemas de mecéanica
inversa, cinética estocastica, caos determinista, movimiento en fluidos viscosos, entre
otras. Un ejemplo de este tipo de fenémenos es el movimiento Browniano. La idea de
movimiento Browniano fraccionario es 1til en modelos de series de tiempo naturales.
La principal ventaja del movimiento Browniano fraccionario es que permite tener
infinitos lapsos de independencia entre sus incrementos. La teoria y resultados pre-
sentados a lo largo de este capitulo han sido tomados principalmente de la referencia

[38).
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3.1. Operadores fraccionarios

Las derivadas e integrales de orden fraccionario son generalizaciones de las de
orden entero. No obstante, en la literatura podemos encontrar una variedad de dife-
rentes definiciones para derivadas fraccionarias [38, 39, 40, 41], siendo las definiciones
de Riemann-Liouville y Caputo las més utilizadas [38]. La derivada fraccionaria de

Riemann-Liouville esta definida como:

mpon o Lodm ot ()
Daflw) = ['(m —n)dz™ /a (x — t)n—m+l @, (3:1)

y la definicion Caputo es descrita por:

x (m)
Dy f () = — | / - / t)n@nﬂdt, (3.2)

I'(m—n
con n € R, m la funcién cielo de n (m = [n]), y I' es la funcién gama la cual es

definida como:

I'(z) = /000 t=te~tdt. (3.3)

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville jugé un papel determinante en el
desarrollo del cuerpo tedrico del célculo fraccionario, y se utilizé con éxito en apli-
caciones estrictamente matematicas. Pero al tratar de realizar las modelizaciones
matematicas de fendmenos fisicos reales por medio de ecuaciones diferenciales fraccio-
narias, surgié el problema de las condiciones iniciales también de orden fraccionario.
Este tipo de condiciones no son fisicamente interpretables y presentan un obstaculo
considerable a la hora de hacer uso practico del calculo fraccionario. El operador

diferencial de Caputo, en contraste con el de Riemann-Liouville, emplea como con-
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diciones iniciales derivadas de orden entero, es por esto que el operador de estudio

utilizado en este trabajo es el operador de Caputo.

3.2. Existencia y unicidad para ecuaciones dife-
renciales fraccionarias de Caputo

Ahora, correspondiente al operador de Caputo en esta seccién discutiremos el
problema de existencia y unicidad de las soluciones.

Considera la ecuacion de la forma:

Dy*x(t) = f(t, 2(1)), (3.4)

sujeta a las condiciones iniciales
29(0) = 2§, with j =0,1,..., [ng] — 1.
Con respecto a la existencia de la solucion, el primer resultado corresponde al

teorema de existencia de Peano para ecuaciones de primer orden.

Teorema 3.2.1. Sea 0 < n y m = [n]. Ademas sea 29,..., 20"V e R, K >0y
h* > 0. Defina G = {(t,z) : t € [0,h*].]x — 1) th(()k)/kﬂ < K}, y sea la funcion
[ G = R continua. Ademas defina M = supuealf(t, 2)] v

h*, st M = 0;
min{h*.(KT(n + 1)/M)Y"}, otro caso.

h:=

Entonces, existe una funcion x € C[0,h] que resuelve el problema del valor inicial

(3.4).

29



Lema 3.2.2. Asuman las hipdtesis del teorema 3.2.1. La funcion x € C|0, h] es una
solucion del problema del valor inicial (3.4) siy solo si es una solucion de la ecuacion

integral no lineal de Volterra de sequndo tipo

m—1
w1 net

ﬂﬁ(t) = kZ:OHﬂ?O —|—m/0 ($—7') f(T,.T(T))dT (35)

Es importante notar que bajo ciertas suposiciones, la solucion existe en el intervalo

completo [0, h*] (y para todo ¢ para el cual f(¢,x) estd definido) y no solo para el

subintervalo [0, k] con algin h < h*.

Ahora abordaremos el teorema sobre unicidad de las soluciones el cual corresponde

al bien conocido resultado de Picard-Lindeloff.

Teorema 3.2.3. Sea 0 < n ym = [n]. Ademds sea x), ... ,xém_l) eR, K>0y

h* > 0. Defina al conjunto G conforme al teorema 3.2.1 y sea la funcion f: G — R

continua y Lipschitz con respecto a una sequnda variable, esto es:

|f(t, 1) — f(t,22)| < L|zy — 3], (3.6)

con una constante L > 0 independiente de t,x; y xo. Entonces, denotando h como
en el teorema 3.2.1, existe una unica funcion y € C[0,h] que resuelve el problema

del valor inicial (3.4).

En el caso de los sistemas lineales es necesario considerar otro teorema para la
existencia y unicidad. En el cual se consideran un conjunto de suposiciones ligera-
mente diferentes que nos permiten llegar a un resultado de existencia y unicidad para

una clase mas amplia de sistemas entre los cuales se incluyen las ecuaciones lineales.
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Teorema 3.2.4. Sea 0 < n y m = [n]. Ademds sea 20,..., 27" € R y h* > 0.
Defina el conjunto G := [0, h*] x R y sea la funcién f : G — R continua y satisfaga
la condicion de Lipschitz con respecto a una sequnda variable con una constante de
Lipchitz L > 0 que es independiente de t,x1 y xo. Entonces existe una unica funcion

definida x € C[0, h*] que resuelve el problema del valor inicial (3.4).
Se obtiene la consecuencia inmediata:

Corolario 3.2.5. Sea 0 < n ym = [n]. Ademds sea zJ,... ,xém_l) eRyh" >0
Defina el conjunto G := [0,00) X R y sea la funcidon f: G — R continua y satisfaga
la condicion de Lipschitz con respecto a una sequnda variable con una constante de
Lipchitz L > 0 que es independiente de t,x1 y xo. Entonces existe una unica funcion

definida x € C0, 00| que resuelve el problema del valor inicial (3.4).

Ahora podemos encontrar la solucion explicita de un sistema para una clase simple
de ecuaciones diferenciales fraccionarias de tipo Caputo, llamadas ecuaciones lineales

homogéneas con coeficientes constantes.

Teorema 3.2.6. Sea 0 <n ym = [n| y A € R. La solucidn del problema del valor
inicial

Diz(t) = Ax(t), x(0) ==z, 2"(0)=0 (k=1,2,...,m—1), (3.7)
estd dada por:

2(t) = 2B, (M),  t>0. (3.8)



Con E, la funcion Mittag-Leffler.
Definicién 3.2.7. Sea n > 0. La funcion E, definida por:

E.(z):= Z F(j;—j—i—l) (3.9)

7=0
Siempre que la serie converja es llamada la funcion de Mittag-Leffler de orden n.

La ecuacién diferencial considerada en el teorema 3.2.6 es un ejemplo simple de una
ecuacion diferencial lineal fraccionaria. Para las pruebas de los resultados presentados

en esta seccién véase la referencia [38].

3.3. Sistemas dinamicos de orden fraccionario

Teorema 3.3.1. [38] Un sistema general invariante en tiempo de orden fraccionario

conmensurado es descrito de la siguiente manera:
sujeto a las condiciones iniciales
29(0) = a:éj), conj=0,1,...,[ng] —1,

donde ny,ng, ..., n; € Q, tal que ng > ng—y > --->ny >0, n; —nj_; <1 para todo
1=2,3,....ky0<ng <1, sea M el minimo comun multiplo del denominador de
Ny, N, ... ,ng y seaa=1/M y N = Mny.

Entonces la ecuacion (3.10) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones.
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DgiEo(t) = [El(t),
Diay(t) = xa(t),
(3.11)
Dgl'N,Q(t) = .Z'Nfl(t),

D3$N—1(t) = f(t7 $0(t), xnl/a(t)v T 7$”k71/a(t))'

con condiciones iniciales

0 9™ s /M e NU{0}
€T =
! 0 otro caso.

Ademas de acuerdo con el teorema 3.3.1, este sistema lineal invariante en el tiempo

se puede expresar en forma matricial de la siguiente manera:

d*x(t)
dte

= Ax, (3.12)

donde x € R" es el vector de estados, A € R™"™ es un operador lineal, y a es el

orden conmensurado de derivada de orden fraccionario 0 < v < 1.

En los sistemas de orden fraccionario, la regién de estabilidad depende del orden
de derivada « tal como se representa en Figura 3.1 (tomada de [42]). Es importante
notar que la estabilidad del punto de equilibrio puede ser controlada por medio del
orden de derivada «, por ejemplo, un punto de equilibrio hiperbélico tipo silla de un
sistema de orden entero puede ser transformado a un punto de equilibrio estable al

cambiar el orden de derivada a del sistema.
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Stable Stable

Unstable

Unstable

Stable Stable

Figura 3.1: Region de estabilidad para un sistema de ecuaciones diferenciales de
orden fracional 0 < o < 1 [42].

Esta es una consideracion importante para el diseno de un modelo matematico
de movimiento Browniano debido a que nosotros estamos interesados en dindmica

inestable.

La estabilidad de sistemas de orden fraccionario se enuncia de la siguiente manera:

- Asintoticamente estable: El sistema (3.12) es asintticamente estable si y

s6lo si arg(X\)| > % para todos los eigenvalores A de la matriz A. En este caso,
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la solucién x(t) — 0 como t — oo.

- Estable: El sistema (3.12) es estable si y sélo si |arg(A\)| > % para todos los
eigenvalores A de la matriz A obedeciendo que los eigenvalores criticos deben

satisfacer |arg(\)| = & y tienen multiplicidad geométrica de uno.

El interés es tener dinamica inestable con la finalidad de obtener movimiento
Browniano, entonces el sistema es restringido a tener por lo menos un eigenvalor en
la region inestable, esto es, el sistema (3.12) es inestable si y sélo si |arg(A)| < &F

para por lo menos uno de sus eigenvalores A de la matriz A.

Adicionalmente, el sistema dado por (3.12) con su punto de equilibrio en el origen

puede ser generalizado por un sistema lineal afin como sigue:

d*x(t)
dte

= Ax + B, (3.13)

donde B € R" es un vector constante y A € R"*" es un operador lineal no singular.
Ahora el punto de equilibrio p = (x}, 25, -+, 2%)T = —A7!B de un sistema lineal afin
general conmensurado de orden fraccionario (3.13) con orden fraccionario 0 < o < 1,
es un punto de equilibrio tipo silla si sus eigenvalores A, Ao, ..., Mg, Apt1, .-, Ay de

la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio cumple la siguiente condicion.

arg(N\;)| >  cont=1,2,...,K,
arg] > % o1
larg(\)| < G coni=rk+1,k+2,...,n.

Notese que estamos interesados en trabajar con sistemas inestables, esto es, siste-
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mas que no cumplan la condicion de estabilidad local asintética.

minlarg(A\;)| > O;—W, para i =1,2,...,n. (3.15)

3.4. Método numérico para resolver ecuaciones di-
ferenciales fraccionarias

No hay métodos que puedan proporcionar, analiticamente, la soluciéon exacta de
cualquier ecuacion diferencial fraccionaria como las que proporcionan los sistemas de
orden entero, por lo tanto, es necesario utilizar métodos numéricos. El método de
Adams-Bashforth-Moulton (ABM), un esquema predictor corrector, fue reportado
en [43] y es usado para obtener la evolucién temporal de sistemas fraccionarios. El
algoritmo es una generalizacién del integrador clasico de Adams-Bashforth-Moulton
el cual es conocido para la solucién de problemas de primer orden como de sistemas

conmutados [42].

Ahora presentamos el método que es ampliamente utilizado y que se ha probado

su eficiencia en muchas aplicaciones préacticas [44, 45].

Considere la ecuacion diferencial fraccionaria que es descrita por (3.10) como sigue:

Dex(t) = f(t,z(t)), 0<t<T;

) (3.16)
2™y =2, k=0,1,...,n—1.

Asumimos la funcién f es tal que una tnica solucién existe en un intervalo [0, 77,
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y asumimos que trabajamos en una malla uniforme {t; = jh: 7 =0,1,..., N} con
algin entero Ny h =T/N.
La solucién de (3.16) esta dada por una ecuacién integral de tipo Volterra como:

[a]—1

Z oo+ = /0 (t— 2)°1 f(, (2))dz, (3.17)

[a]-1 k k
t 1
Tht1 = Z xlgk' Z a1 f (5, 25) + arsrpar f (b, ©540)), (3.18)
j=
donde
(M e o) k1)), s j=o0;
ala+1) ’ ’
ha
———((k = +2)* 4 (k= )"
Qjk+1 = O_/(CY + 1) (319)
—2(k — 5+ 1)), si 1 <7<k
h()!
— i j=k+ 1.
( ala+1)’ S i
con el esquema predictor dado como sigue.
&
If_,_l = $(0) + m Z bj7k+1f(tj, l‘j), (320)
5=0
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ha

(k1= = (k= j)%). (3.21)

bj,k+1 =

El error de esta aproximacion esta dado por:

maxj:()’lwmx(tj) - l‘h(t])‘ = O(hp) (322)

Es importante mencionar que en esta tesis se consideraran modelos de orden frac-
cionario. Por lo cual el algoritmo antes presentado es utilizado para obtener las
soluciones numéricas de las ecuaciones diferenciales fraccionarias presentadas en el

trabajo.
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Capitulo 4

Modelo determinista fraccionario
para generar movimiento

Browniano.

El principio del movimiento Browniano es una particula suspendida. El movimien-
to de esta particula ocurre debido a las colisiones entre las moléculas del fluido, y
considerando que en cada colision una molécula cambia su velocidad en pequenas
cantidades. Este hecho se debe a que la particula suspendida en condiciones norma-
les sufre aproximadamente 102! colisiones por segundo,entonces el efecto acumulado
resulta ser considerable. Cada una de estas colisiones estd siempre determinada por
el dltimo evento el cual es producido por las interacciones fisicas en el sistema. Dado
que se puede pensar que cada colision produce un cambio en el camino de la particu-
la, no se puede esperar seguir el camino con ningun detalle, esto es, los detalles de la
trayectoria que sigue la particula son infinitamente finos. Por lo tanto, la particula

Browniana realiza un movimiento fluctuante. Es por esto que los modelos estocasti-
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cos de movimiento Browniano siguen el movimiento promedio de una particula, no

una trayectoria particular de una particula.

La teorfa estocéstica del movimiento Browniano de una particula libre (en ausen-

cia de un campo de fuerza externo) generalmente se rige por la ecuacién de Langevin.

Se hicieron dos suposiciones principales sobre este término estocastico A¢(t) para

producir el movimiento Browniano:
- Ag(t) es independiente de x y v.
- Ay (t) varia extremadamente rapido en comparacién con la variacién de v.

La tltima suposicién implica que existe un intervalo de tiempo At durante el cual
las variaciones en v son muy pequenas. Alternativamente, podemos decir que aunque
v(t) y v(t + At) difieran en una cantidad insignificante, no exista correlaciéon entre

Ap(t) y As(t + At) debido a que es un término estocdstico.

4.1. Analisis del modelo de orden entero

Ahora basados en el método previo para la generacién de movimiento Browniano

[19], el siguiente operador lineal y vector constante es considerado:

0 1 0 0
A= 0 — 1 ,B = 0o |, (4.1)
—105%xv —70xv —0.7%xv v * bg

donde v € R" es un pardmetro constante.
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Figura 4.1: a) Diagrama de bifurcacién del sistema dado por las ecuaciones (2.11)
con (2.15) y (4.1) para el valor de 0 < v < 2, la Figura b) muestra la bifurcacién para
el rango 0.95 < v < 1.5 para 1,000,000 de iteraciones. Figuras ¢) y d) muestran el
numero de dominios D; visitados por la trayectoria del sistema para los mismos valo-
res de parametros anteriores. La condicion inicial considerada para ambos diagramas
es Xo = (0.7,0,0)T.

Con este vector B, el desplazamiento de los puntos de equilibrio es a lo largo del

eje x1, donde by conmuta de acuerdo con la funcién round dada por ec. (2.14).

El parametro v es usado para cambiar el eigen-espectro del operador lineal del
sistema, principalmente las direcciones de las variedades estables e inestables, en-

tonces v puede ser tomado como un pardmetro de bifurcacién [33] y de acuerdo con
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la proposicion 2.2.3 v estd restringido al intervalo 0 < v < 2.14 para preservar el
caracter UDS del operador lineal A. Las figuras 4.1 a) y b) muestran el diagrama de
bifurcacién por medio de considerar los maximos locales en cada dominio D; de cada
enroscado representado en x1, esto es, si el flujo gbfﬁl > ¢ln € D; (con t; > t,,) para el
rango de parametro 0 < v < 2 y el acercamiento en 0.95 < v < 1.5. ambos diagramas
fueron calculados con la misma condicién inicial X, = (0.7,0,0)7, la diferencia es
que en la figura 4.1 a) fue calculada para 10,000 iteraciones mientras que la figura

4.1 b) para 1,000,000 de iteraciones.

Es importante notar que para v < 1.1 los méaximos locales aumentan de acuerdo
con el tiempo, como el crecimiento lineal en tiempo para el desplazamiento cuadra-
do promedio reportado en [19]. Por otra parte, para v > 1.1 los maximos locales
permanecen constantes a pesar del tiempo. Esto muestra la transicion dinamica en-
tre el escape en tiempo y el confinamiento. Adicionalmente las figuras 4.1 ¢) y d)
muestran el nimero de dominios D; que el sistema visita para los mismos valores de
v, respectivamente. notese que, si el rango de v > 1.1 aproximadamente el niimero
de dominios D; visitados permanece en el valor constante de 3, esto debido a que el
sistema presenta un atractor de solo un enroscado localizado en el dominio interno
como se muestra en la figura 4.2. Esto se puede apreciar mejor en el area ampliada

en la Figura 4.1 d).

Con estos valores de parametros el equilibrio del sistema esta dado por Xj =
(b3/10.5,0,0)T. Por lo tanto ¢ = 6.3 y o = ¢/10.5 son asignados a la funcién ec. (2.15).
El eigen-espectro de la matriz A depende ahora del parametro de bifurcacion v, el

cual, por ejemplo, para el valor de v = 10/7 esta dado por:
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A(10/7) = {—1.4164,0.2082 =+ i3.2475},
0.3771 0.0892 + 0.0115
9(10/7) = {V123(v)} = —0.5342 0.0187 £40.2919 ;
0.7566 —0.9520

(4.2)

probando que la definicién 2.2.1 se satisface. Considerando estos valores, el sistema
resulta en un interesante fenémeno de multiestabilidad debido a la funcién redondeo
y la ubicacién de los eigenvectores como se muestra en la figura 4.2 b) para la con-
dicién inicial Xy = (—0.1,0,0)7. El atractor se encuentra cerca del equilibrio en el
origen debido a la condicion inicial dada. No obstante, no hay oscilaciones alrededor
de los puntos de equilibrio adyacentes, la razon reside en los eigenvectores, esto es,
la variedad estable del dominio en el cual la trayectoria esta oscilando, no empata y

ni se cruza con las variedades estables de los dominios adyacentes.

Esto puede ser facilmente observado en la figura 4.2 como es ahora explicado. Las
figuras 4.2 a) y b) presentan una proyeccién de la trayectoria en el plano (xy, z3)
para los sistemas (2.11) con (2.15) y (4.1), ambos inicializados con la misma condi-
cién inicial cerca del origen X, = (—0.1,0,0)T, pero considerando los valores para
el parametro de bifurcacién de v = 1 y v = 10/7, respectivamente. Observe en las
proyecciones que a medida que el tiempo aumenta la trayectoria oscila en el sentido
de las agujas del reloj, en ambos sistemas el atractor crece hasta que las trayectorias
de los enroscados cruzan la superficie de conmutacion cerca de la variedad inestable
E" marcada con lineas azules. Aparentemente, ambas trayectorias de los sistemas

cruzan el plano de superficie de conmutaciéon z; = x;,, marcado con lineas negras,
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en un vecindario cerca de la interseccién de la variedad inestable y estable marcadas
con linea azul y roja (dependiendo si la trayectoria estd escapando o entrando al
dominio), respectivamente. Sin embargo, al observar diferentes proyecciones de los
atractores, por ejemplo, la proyeccién en el plano (xy, z3) en las figuras 4.2 ¢) y d),
se puede apreciar que la direccién de las variedades han cambiado ligeramente con
respecto a las intersecciones con las superficies de conmutacion debido a la variacién

del parametro de v =1 a v = 10/7.

Observando de manera mds de cerca al gréfico en la figura 4.2 ¢) entre —1 < 7 <
—0.3. En este dominio D_; la trayectoria del sistema estd entrando desde la parte
superior cerca de x3 &~ 2 donde la flecha negra representa la direccion del cruce en la
interseccién de la variedad inestable E" con la superficie de conmutacion x; = z_1_,.
Antes de entrar al dominio D_; la trayectoria es dirigida por debajo de la variedad
estable E° en este dominio marcado con la linea roja, y luego cruza al dominio Dy
cerca de la interseccion de la siguiente variedad estable en Dy en x3 ~ —0.9. Observe
que algunas de las trayectorias que entran en este dominio terminan oscilando en el
enroscado como lo muestra la flecha en la parte inferior. Sin embargo, algunas de
las trayectorias en lugar de alcanzar el plano de enroscamiento en Dy son dirigidos

nuevamente a D_; y oscilan en el enroscado sobre la variedad inestable E*.

Este comportamiento es completamente diferente en la proyeccion del atractor en
la Figura 4.2 d) para v = 10/7. Aqui, cuando la trayectoria escapa del dominio Dy
cerca r3 ~ 3 y entra D_q, la trayectoria se dirige hacia la ubicacién de la variedad
estable y cruces cerca de la interseccion E° N z_q,, en aproximadamente x3 ~ 0.1.
Después de cruzar la trayectoria se redirige hacia el enroscado en Dy como la direc-

cién que representan las flechas. Este proceso se repite continuamente desde los dos
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Figura 4.2: Proyecciones de la trayectoria para el sistema dado por ec. (4.1), con
¢ =063y a=0.6. para v =1 a) sobre el plano (z1,x3), c) sobre el plano (z1, z3).
Para v = 10/7 b) sobre el plano (z1,x2), d) sobre el plano (z1,x3). Marcadas con
linea negra las superficies de conmutacion generadas por la funcién (2.15), con linea
roja el eigenvector real y con linea azul el eigenvector complejo. Las flechas negras
muestran la direccion de la trayectoria.

dominios contiguos al dominio en el que se encuentra el atractor.

4.1.1. Transicion entre el fenomeno mono-estable a multi-

estable

Ahora, para comprender el fenémeno y visualizar la ubicaciéon exacta de la inter-
seccion de E° y E" junto con los puntos que pertenecen el atractor 2 en la superficie

de conmutacién x; = xz;__, un plano de Poincaré se implemento exactamente en

cs)
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la superficie de conmutacién [33]. Primero, el plano de Poincaré es definido como
Y= {(@1,20,23)" € R® : yxy + pows + pigxs + pa = 0}, donde pug, ..., 04 € R
son los coeficientes de la ecuacién del plano cuyos valores se consideran dependiendo
de la ubicacién en estudio, que en este caso sera en las superficies de conmutacién
x1 = x4, con i € Z garantizando A N Y # (). Los eventos de cruce de interés son
{61(Xo), ¢4 (Xo), ¢5(Xo), e (Xo), - - - by (Xo), ¢ (Xo)} € T con m € Z*.
Donde m corresponde al total de eventos de cruce en X, y gbic corresponde a la
j-th interseccion de A N ¥ en la direccién f = in,out. El subindice out corres-
ponde a trayectorias que cruzan X con dzp/dt > 0, y in corresponde a trayecto-
rias que cruzan X con dxy/dt < 0. Las figuras 4.3 a) y b) presenta el plano de
Y = {(z1,79,73) € R® : &y —zy,, = 0} para los valores de v = 1 y v = 1.42,

respectivamente.

Distribucion de las intersecciones con el plano de Poincaré

Considere una trayectoria en 2 N D;, con punto de equilibrio X} € D,. Cuando
la trayectoria ¢'(Xg) oscila alrededor de X} aumenta la distancia al punto de equi-
librio y sale del dominio actual D; a D;.1 (0 D; a D;_1) a través de la superficie de
conmutacion cerca de la regién de intersecciéon de la variedad inestable con el plano
de Poincaré (E* N ), como se puede apreciar en la figura 4.3 con los puntos de
interseccién de la trayectoria ¢0ut(X0> marcados en circulos azules. El tridngulo azul
corresponde a la interseccion del vector Real(2(v)) con el plano de Poincaré, esto es
Real(¥5(v)) NX. La linea azul que aparece en ambas figuras 4.3 a) y b), corresponde
a la interseccion de la variedad inestable con el plano de Poincaré E* N Y. Observe

que la mayoria de las trayectorias cruzan cerca de esta secciéon debido al comporta-
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.3: Intersecciones de la trayectoria del sistema (2.11) con (2.15) y (4.1) con
la superficie de conmutacién ¥ ubicada en x;_, para a) v =1, b) v = 1.42. Marcado
con circulos azules las trayectorias salientes de D; cerca de E" N X. Los asteriscos
naranjas representan las trayectorias entrantes a D;. El tridngulo naranja representa
E° N3, y la linea azul corresponde a la interseccion de la variedad inestable con la
superficie de conmutacion.

miento del enroscamiento en o cerca de la variedad inestable, esto es, la mayoria de
los circulos azules se encuentran a lo largo de la interseccion marcada con la linea
azul. Sin embargo, la figura 4.3 a) presenta una regiéon de intersecciéon de puntos

tj

ai(Xo) no cerca de la variedad inestable (circulos azules no ubicados en

de escape ¢

la interseccién marcados en la linea azul), que aparece como una de las principales
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diferencias entre los puntos de escape en la figura 4.3 b) para un valor mayor del
pardmetro de bifurcacién. También tenga en cuenta que los puntos de interseccion
de entrada qﬁzg(Xo), marcados con asteriscos naranja para v = 1 estan dispersos
alrededor de la interseccion de la variedad estable y el plano de £* N ¥ marcada con
el tridngulo rojo en la figura 4.3 a), pero en la figura 4.3 b), los eventos de cruce
se encuentran debajo de esta interseccién de una manera aparentemente ordenada o
alineada. Teniendo en cuenta este cambio en los eventos de cruce, es facil determinar
que la distancia entre los eventos de cruce de trayectoria y los puntos de interseccién
de las variedades esta disminuyendo (Tenga en cuenta los rangos de valores tomados

por el eje z3 en la figura 4.3 a) y b)).

De acuerdo a este andlisis de bifurcacién nuestro interés es tener un mayor nimero
de puntos de cruce, para lo cual consideramos el valor del parametro de bifurcacién
v = 1/7 de acuerdo con lo observado en la Figura 4.1 y el eigen-espectro de la matriz

A dado por:

A(v) = {—0.8851,0.3925 + i1.2413},

0.6796 ~0.3640 + i0.2123 @3)
V() = {V123(V)} = —0.5643 0.1482 + §0.5250 '
0.4686 —0.7332

4.2. Aproximacion fraccionaria

Ahora, basados en calculo fraccionario, se han propuesto varias ecuaciones de
Langevin fraccionarias para generar movimiento Browniano, véase [30, 31, 32]. Estos

modelos difieren de la ecuacién de Langevin habitual al reemplazar las derivadas con
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respecto al tiempo por la derivada fraccionaria de orden a.

d*v d*x
G = g A, 4

donde x denota la posicion de la particula y v su velocidad.

Podemos reescribir la ecuacion fraccionaria de Langevin (4.4) en dos ecuaciones
diferenciales fraccionarias por un cambio de variables,
Dixr = v,
(4.5)
o —
Gv = —yv+ Ag(),

donde D es el operador derivada de Caputo.

Para generar un modelo determinista de movimiento Browniano, se agrega un gra-
do de libertad adicional al sistema (4.5) para evitar el término estocdstico mediante
el reemplazo de la aceleracién fluctuante A(t). Cambiamos el término estocéstico
Ay por una nueva variable z que se define mediante una ecuacion diferencial de ter-
cer orden como se reporta en [19]. La variable propuesta z actiia como aceleraciéon
fluctuante y produce un movimiento dindamico determinista sin término estocésti-
co, pero el comportamiento presenta las caracteristicas estadisticas del movimiento
Browniano tal como se mostré en trabajos previos [18]. Sin embargo, en nuestro
modelo, la aceleracién fluctuante tiene una dependencia directa de la posicién, velo-
cidad y aceleracién debido a la ecuacién Jerk implicada [46]. Cuando una particula
se mueve en un fluido, la friccién y las colisiones con otras las particulas, que exis-
ten en el entorno, necesariamente producen cambios en la velocidad y aceleracién

del movimiento; todos estos cambios se consideran en la ecuacién Jerk. Sin pérdida
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Figura 4.4: Proyeccién de SW perpendicular sobre el plano (z,v) (lineas azules), el
punto rojo representa una particula Browniana que se desplaza a lo largo de una
dimension z. La SW delimita cada region de potencial y cuando la particula cruza
la superficie representa un cambio de potencial en la particula.

de generalidad, definimos nuestro enfoque basado en sistemas disipativos inestables

(UDS) [20, 21] como sigue.

D% = v,
D = —yv+z, (4.6)
D%z = —ayx — asv — azz — ay(x),

donde a; € R son parametros constantes, con i = 1,2,3, y a4(z) € R actia como

una funcién constante por partes, esto es, una funcién escalon.

Las primeras dos ecuaciones de la ecuacién de Langevin fraccionaria (4.5) se deri-
van de la ecuacién de Langevin (2.4) con un pequeno cambio: el término estocastico
es reemplazado por un término determinista en el mismo espiritu que [20, 21].Ahora
construimos superficies de conmutacién (SW), Figura 4.4. Sin pérdida de generali-

dad, las SW se definen por planos perpendiculares al eje z, por lo que los dominios se
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Figura 4.5: Soluciones del sistema (4.6) en el espacio fase para diferentes valores de
a: (a) a = 0.8248, (b) a = 0.9500.

definen entre estas SW que se consideran como fronteras de cada dominio. En el caso
de sistemas reales, las SW se puede ver como un potencial de multiples pozos con
tiempo de escape fluctuante corto, donde cada dominio definido por las SW conserva
su comportamiento inestable de acuerdo con la parte lineal del sistema. El parametro

ay es definido como sigue

ay(z) = cyround(x/cs), (4.7)

con ¢y, c3 € R constantes. Aqui, la funcién round(z) se implementard para simplificar

el proceso de generacion de las SW.
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4.3. Resultados numéricos

En esta seccion, investigamos numéricamente el comportamiento a largo plazo de
las soluciones del sistema (4.6) al considerar diferentes 6rdenes de derivadas y los
siguientes valores de pardametros obtenidos del anédlisis del sistema de orden entero:
y=7x107% a; =15, as=12; a3=0.1; C1=0.9y C2=0.6. Vale la pena
mencionar que estos valores de parametros son los mismos que los utilizados para
generar comportamiento Browniano en [19]. Para estudiar el movimiento Browniano
generado por el sistema (4.6), fijamos los valores de los pardmetros y exploramos
diferentes 6rdenes de derivadas (valores de ). La estabilidad de los sistemas de orden
fraccionario es dada por la ecuacién (3.15), entonces el comportamiento local cerca
del punto de equilibrio es determinado por el Jacobiano del sistema (4.6) que tiene el
siguiente espectro A = {\; = —0.8304, Ay = 0.3651+ 1.2935i, A3 = 0.3651 — 1.2935: }.
Este espectro determina el valor critico del orden de derivada a. =~ 0.8249 para

obtener el sistema (4.6) con comportamiento estable,

2
a < —minlarg(\;)| ~ 0.8249. (4.8)
m

De acuerdo con los comentarios antes mencionados, a fin de preservar el sistema
(4.6) siendo inestable para generar un comportamiento oscilatorio, nosotros consi-
deramos o > a.. La figura 4.5 (a) muestra una solucién del sistema (4.6) para
a = 0.8248 y condicién inicial (zg, vy, 20)7 = (1.0,1.0,1.0)T, este valor de orden de
derivada da como resultado un comportamiento estable debido a @ < a... Por otro
lado, la figura 4.5 (b) muestra la solucion del sistema (4.6) para a = 0.95 y la mis-
ma condicion inicial, pero ahora este valor de orden de derivada da como resultado
un comportamiento inestable debido a o > .. Simulaciones numéricas se realizan

utilizando el algoritmo Adams-Bashforth-Moulton explorando diferentes valores de .
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La Figura 4.6 muestra una serie de tiempo de la posicion de una particula para
a = 0.95 donde se puede ver claramente el comportamiento caracteristico del movi-
miento Browniano. La trayectoria del movimiento Browniano esta determinada por
las condiciones iniciales y los valores de los parametros antes mencionados. Como
hay muchos pasos con una duraciéon de tiempo corto y pocos pasos con una duracién
de tiempo prolongada, se observa el desplazamiento cuadrado medio pronosticado en

tiempos cortos.

10
5, -
X
0 ]
_50 500 1000 150(?[( )2000 2500 3000 3500
a.u.

Figura 4.6: Serie de tiempo (U.A.) 2 de movimiento Browniano determinista obtenida
con el modelo propuesto dado por (4.6) con o = 0.95.

Las Figuras 4.7 y 4.8 muestra las propiedades estadisticas obtenidas para las series
de tiempo del sistema (4.6) para a = 0.95. La figura 4.7 muestra el crecimiento lineal
en el tiempo del desplazamiento cuadratico medio predicho, en relaciéon con el mo-
vimiento Browniano tradicional distribuciones de probabilidad Gaussianas de valor
cero pueden ser observadas en las Figuras 4.8 (a), (b), (c) para desplazamiento,

velocidad y aceleracién de la particula, respectivamente, en las cuales se puede ver
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Figura 4.7: Desplazamiento cuadratico medio obtenido de la soluciéon del sistema
(4.6), del cual se muestra un crecimiento lineal en el tiempo.
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Figura 4.8: Propiedades estadisticas obtenidas del sistema (4.6), La densidad de pro-
babilidad obtenida para el movimiento mostrado por medio de un histograma nor-
malizado (linea azul punteada), para desplazamiento (a), velocidad (b), y aceleracién

(¢), comparada con una distribuciéon Gaussiana tedrica ( linea roja punteada).
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que las distribuciones obtenidas del movimiento generado por nuestro sistema tienen

una mejor aproximaciéon Gaussiana que la obtenida con orden entero en [19].

Como se sabe, una fuerte sensibilidad a las condiciones iniciales es una carac-
teristica esencial inherente al caos. En el caso de movimiento Browniano (visto como
ruido) también es esencial la fuerte sensibilidad a las condiciones iniciales, y am-
bos pueden caracterizarse por un exponente de Lyapunov positivo. Aunque ambos
comportamientos pueden caracterizarse por el exponente de Lyapunov, la dinami-
ca es completamente diferente; el movimiento Browniano como ruido no forma un
atractor en el espacio de fase, es decir, son trayectorias no acotadas. Las trayectorias
Brownianas y de ruido tienden al infinito, mientras que la dindmica cadtica genera
un atractor localizado dentro de una cierta area del espacio de fase, por lo que las

trayectorias cadticas estan acotadas.

En la Figura 4.9 el maximo exponente de Lyapunov obtenido, de acuerdo con [47],
del sistema propuesto se muestra para confirmar la divergencia de las trayectorias

esperadas en el movimiento Browniano.

O,
=
g —Average
— -MLE = 0.290832 |
-1 1 1 1 1
20 40 60 80 100

Figura 4.9: Maximo exponente de Lyapunov obtenido para el sistema propuesto (4.6)
con a = 0.95.
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Finalmente, la propiedad de correlacién de las senales generadas por (4.6) se ca-
racteriza por el andlisis de fluctuacién sin tendencia (DFA), que fue desarrollado por
Peng [36]. Entonces, la técnica de DFA nos ayuda a garantizar que el sistema pro-
puesto genere movimiento Browniano, aplicamos el método de evaluacion de DFA
a las series de tiempo obtenidas con los valores de pardmetros antes mencionados.
El DFA es una herramienta importante para la deteccién de auto-correlaciones de
largo alcance en series de tiempo no estacionarias. El DFA se basa en la teoria del
camino aleatorio que consiste en un andlisis de escala. Las principales ventajas del
DFA sobre muchos otros métodos son que permite la detecciéon de correlaciones de
largo alcance de una senal incrustada en series temporales aparentemente no estacio-
narias, y también evita la falsa deteccion de aparentes correlaciones de largo alcance

que son un artilugio de no estacionariedad.

El procedimiento de DFA consiste en los siguientes cinco pasos:

*

Se calcula la media de la serie de tiempo z.

*

Se integran las series intermedias por intervalos de la seria de tiempo (de largo

total V).

y(k) = Z[Ji(i) — 7], (4.9)

*

La serie integrada es dividida en bloques de igual tamano n. La tendencia local

es obtenida por minimos cuadrados y es removida de cada bloque.

*

la raiz de la fluctuacién cuadrada promedio de esta serie integrada y sin ten-
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dencia es calculada por:

Fn) = | Slk) — ()2 (4.10)

* Las fluctuaciones pueden ser caracterizadas por un exponente de escalamiento

n, la pendiente de la recta que relaciona logF'(n) con log n
fm(n) ~n'". (4.11)

cuando el exponente de escala es n > 0.5 tres regimenes distintos se pueden definir

de la siguiente manera.

1 Sin~ 1, DFA define ruido 1/f.
2 Sin > 1, DFA define un comportamiento no estacionario o desacotado.

3 Sin = 1.5, DFA define movimiento Browniano o ruido Browniano.

La ley de escalamiento con n = 1.5401 revelado por el DFA y mostrado en la Figura

4.10 confirma el comportamiento Browniano de las series de tiempo obtenidas.
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Figura 4.10: n = 1.5 obtenido por el DFA indica el comportamiento Browniano del
movimiento observado (Figura 4.6).
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Capitulo 5

Modelo determinista fraccionario
para generar movimiento

Browniano en un campo de fuerza.

El uso de la ecuacion de Langevin ha sido ampliamente discutido y estudiado,
pero es comun encontrar problemas fisicos modelados a partir de variaciones en el
modelo de Langevin [7, 8, 9, 10]. Por ejemplo: el movimiento Browniano de un dipolo
molecular en un potencial periddico [14]. S.C. Kou y X. Sunney Xie [12] usan la
ecuacion de Langevin generalizada con ruido Gaussiano Fraccionario para describir

el fenémeno de subdifusion de la transferencia de un electrén dentro de una proteina.
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5.1. Movimiento Browniano en un campo de fuer-
za

Supongamos una particula Browniana inmersa en un campo de fuerzas externo
dado por K(z,t) en unidades de aceleracién, la ecuacién de Langevin dentro de la

teoria de Ornstein-Uhlenbeck resulta:

dz(t) = v(t)dt,
dv(t) = K(z(t),t)dt —~yv(t)dt + dB(t).

(5.1)

Siguiendo la metodologia propuesta en el capitulo 4 el término estocastico es re-

emplazado por un término determinista.

T = Y,

gy = K(z(t),t) —vy+ 2, (5.
2 = oqr— gy — azz + ay(r),

ay = c1Round(x/cs).

Ahora para garantizar el comportamiento inestable se considera el operador lineal

asociado al Jacobiano del sistema 5.2,

0 1 0
_ OK (z(t),
A= |Gy g |,
(5] —Qy —Q3

para el cual es necesario encontrar los valores de parametros a tal que el sistema siga

siendo UDS tipo I.
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El primer caso que se puede considerar, por su simplicidad, es en el cual K (z(t), 1)
es constante para el cual la solucién y comportamiento del sistema no se ve afectado
de forma significativa, esto se puede ver en el operador lineal A asociado ya que la
derivada es cero y el operador lineal toma la misma forma que en el caso de una

particula libre.

Ahora consideremos el caso en el que K (z(t),t) es lineal e independiente de ¢ como
ejemplo tenemos a S. Burov y E. Barkai [48], quienes describen la dindmica de una
particula arménica a través de la ecuacion de Langevin fraccionaria considerando los
casos: sobreamortiguado, subamortiguado y criticamente amortiguado. Consideremos
entonces el oscilador arménico unidimensional con frecuencia angular w la ecuacién

de Langevin en la teoria de Ornstein-Uhlenbeck queda de la forma:

T = Y,

(5.3)
y o= —wlr—yy+ Ap().

Al igual que en la teoria del oscilador arménico, se distinguen 3 casos:

= Sobreamortiguado v > 2w.
= Criticamente amortiguado v = 2w.

= Subamortiguado v < 2w.

Estos tres casos pueden observarse en la figura 5.1 para el caso de la ecuacion

diferencial estocdstica (5.3).

Nuestra aproximacion determinista queda definida de la forma:
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Figura 5.1: Movimiento Browniano bajo la influencia de un potencial armoénico bajo
los tres casos: Sobreamortiguado, criticamente amortiguado, subamortiguado respec-
tivamente (imagen tomada de [2])

D'y = v,
D'y = —w?T — yy + 2,
y o (5.4)
D"z = —apr — aoy — a3z — ay(x),
ay = c1 Round(z/cs),

donde a;—; 23, 1 y c2 son constantes.
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5.2. Resultados numéricos para movimiento Brow-
niano en un campo de fuerza armonico

Considerando los valores de parametros definidos en el capitulo anterior las so-
luciones numéricas obtenidas para los tres casos se muestran en la figura 5.2 para
el caso (a) sobreamortiguado, (b) criticamente amortiguado y (c) subamortigua-
do. En la cual se pueden observar las series de tiempo para la posicion asi como
la solucion del sistema en el espacio de estados, en estas imagenes se puede ver el
comportamiento ruidoso caracteristico del movimiento Browniano asi como el com-

portamiento oscilatorio asociado al oscilador arménico.

Figura 5.3 muestra las propiedades estadisticas obtenidas para las series de tiem-
po del sistema (5.4). La figura 5.3 muestra las distribuciones de probabilidad de
la particula en relacion con el movimiento Browniano tradicional, distribuciones de
probabilidad Gaussianas de valor cero asi como el crecimiento lineal en el tiempo
del desplazamiento cuadratico medio predicho, para el caso (a) sobreamortiguado,
(b) criticamente amortiguado, (c) subamortiguado, en las cuales se puede ver que
las distribuciones de probabilidad obtenidas del movimiento generado por nuestro

sistema tienen una buena aproximaciéon Gaussiana.

Como se mencioné en el capitulo anterior, una fuerte sensibilidad a las condiciones
iniciales es una caracteristica esencial en el movimiento Browniano, y puede caracteri-
zarse por un exponente de Lyapunov positivo. El movimiento Browniano como ruido
no forma un atractor en el espacio de fase, es decir, son trayectorias no acotadas.

Las trayectorias Brownianas como ruido tienden al infinito. En la figura 5.4 el maxi-
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mo exponente de Lyapunov obtenido, de acuerdo con [47], del sistema propuesto se

muestra para confirmar la divergencia de las trayectorias del movimiento Browniano.

Finalmente, la propiedad de correlacién de las senales generadas por el sistema
(5.4) se caracteriza por el andlisis de fluctuacién sin tendencia (DFA) que fue desa-
rrollado por Peng [36]. Entonces al igual que en el caso de una particula libre, la
técnica de DFA nos ayuda a garantizar que el sistema propuesto genere movimiento
Browniano, aplicamos el método de evaluacion de DFA a las series de tiempo obte-
nidas con los valores de pardmetros antes mencionados. E1 DFA es una herramienta
importante para la deteccion de auto-correlaciones de largo alcance en series de tiem-
po no estacionarias. El DFA se basa en la teoria del camino aleatorio que consiste en
un analisis de escala. En la figura 5.5 La ley de escalamiento con np = 1.5401 revelado
por el DFA del sistema propuesto se muestra para confirmar el caracter Browniano

de las series de tiempo.
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Figura 5.2: Serie de tiempo (U.A.) de la variable z de movimiento Browniano de-
terminista obtenida con el modelo propuesto bajo un potencial arménico, dado por
(5.4) con a = 0.95 y la solucién en el espacio de estados respectivamente, para los
tres casos (a) sobreamortiguado (b) criticamente amortiguado (c¢) subamortiguado.
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Figura 5.3: Propiedades estadisticas obtenidas del sistema (5.4). La densidad de pro-
babilidad obtenida para el movimiento mostrado por medio de un histograma nor-
malizado (linea azul punteada), comparada con una distribuciéon Gaussiana tedrica
( linea roja punteada), y se muestra un crecimiento lineal para el desplazamiento
cuadrado promedio respectivamente. Para los tres casos (a) sobreamortiguado (b)
criticamente amortiguado (c¢) subamortiguado.
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Figura 5.4: Maximo exponente de Lyapunov obtenido para el sistema propuesto (5.4)
con a = 0.95, para los tres casos (a) sobreamortiguado (b) criticamente amortiguado
(¢) subamortiguado.
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Figura 5.5: n = 1.5 obtenido por el DFA indica el comportamiento Browniano del
movimiento observado para los tres casos (a) sobreamortiguado (b) criticamente
amortiguado (c) subamortiguado.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis doctoral se abordé el problema de modelado del movi-
miento Browniano desde una perspectiva determinista. Del cual se obtuvo un modelo
determinista que exhibe series de tiempo con propiedades del movimiento Browniano.
A partir de la ecuacién de Langevin, para la construccion del modelo se utilizaron
sistemas lineales por partes basados en la teoria UDS y superficies de conmutacion
para emular los cambios de potenciales asociados a otras particulas del medio. Para
este modelo se considerd la ecuacion Jerk en lugar del proceso estocastico, este cam-
bio en la ecuacién de Langevin modifica al sistema anadiendo un grado de libertad
extra obteniendo un sistema de tres dimensiones. Esta nueva variable definida por
la ecuacion Jerk tiene distribucién de probabilidad Gaussiana la cual fue confirmada
de forma numérica. Adicionalmente para el modelado se consideraron derivadas de
orden fraccionario como herramienta para compensar incertidumbres asociadas al
sistema y mejorar las propiedades estadisticas comparadas con las del sistema de or-
den entero. Siguiendo la metodologia propuesta para la construccion del modelo dos
casos fueron considerados; el caso de una particula libre y el caso de una particula

bajo la influencia de un campo de fuerza externo.

El analisis estadistico aplicado a las series de tiempo obtenidas con el modelo
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propuesto presentan las caracteristicas tipicas del movimiento Browniano, llamadas,
crecimiento lineal para el desplazamiento cuadrado promedio, una distribucién de
probabilidad tipo Gaussiana para el desplazamiento, velocidad y aceleracién. Ade-
mas, el caracter Browniano de las series de tiempo obtenidas fue confirmado median-
te el andlisis de fluctuacién sin tendencia asi como la sensibilidad a las condiciones
iniciales caracteristica del ruido fue confirmada mediante el calculo del maximo expo-
nente de Lyapunov. Estos resultados muestran que las series obtenidas con el modelo
propuesto cumplen las principales caracteristicas del movimiento Browniano obteni-
do mediante un proceso estocastico. Basados en estos resultados los cuales fueron
obtenidos usando sistemas inestables disipativos se presenté la teoria para la cons-
truccién de un modelo para movimiento Browniano bajo la influencia de un campo
de fuerza externo. Particularmente se mostrd para el caso de un potencial arménico
asi como en el caso de la particula libre, se realizé el mismo andélisis estadistico y
aplicaciéon de pruebas a las series de tiempo obtenidas, con los cuales se valido el

caracter Browniano.

Por otro lado creemos que estos resultados pueden ser usados para la construccion
de modelos de difusion anémala, asi como para el desarrollo adecuado de modelos
realistas basados en series de tiempo experimentales con la finalidad de caracterizar

o imitar el comportamiento de movimiento Borwniano en sistemas reales.
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Apéndice A

Productividad

Publicaciones en revistas

» H. E. Gilardi-Velazquez, L. J. Ontanon-Garcia D. G. Hurtado-Rodriguez and
E. Campos-Cantén. Multistability in Piecewise Linear Systems versus Eigens-
pectra Variation and Round Function. International Journal of Bifurcation and

Chaos, Vol. 27, No. 9 (2017) 1730031 (14 pages).

= A. Anzo-Hernandez H. E. Gilardi-Velazquez and E. Campos-Cantén. On mul-
tistability behavior of Unstable Dissipative Systems. Chaos Vol. 28 No. 3,
(2018) 033613.

» H. E. Gilardi-Velazquez and E. Campos-Canton. Nonclassical point of view of

the Brownian motion generation via fractional deterministic model. Internatio-

nal Journal of Modern Physics C Vol. 29, No. 2 (2018) 1850020 (16 pages).
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Congresos internacionales

= 2015 Mexican Workshop on chaos and nonlinear dynamics sponsored by IEEE-

CAS, Poster: Generation of Brownian motion via deterministic models.

» Second Conference on Modelling, Identification and Control of Nonlinear Sys-
tems IFAC MICNON 2018, Articulo: Bistable behavior via switching dissipative

systems with unstable dynamics and its electronic design (Aceptado).

Congresos nacionales

» LIX Congreso nacional de fisica Poster: Movimiento Browniano determinista

en un campo de fuerza armoénico

= XLVIIT Congreso nacional de la sociedad matemética mexicana, Platica: Una

descripcion de la respuesta temporal de sistemas dinamicos de orden fraccional.

» LVII Congreso Nacional de Fisica 2014 Poster: MOVIMIENTO BROWNIANO
;ESTOCASTICO O DETERMINISTA?

Difusion

= H. E. Gilardi-Velazquez y E. Campos-Cantén. ;jEs el movimiento Browniano

un proceso estocastico o determinista? Bol. Soc. Mex. Fis. 29-2, 2015.

74



Bibliografia

1]

R. Brown, A brief account of microscopical observations made in the months of
June, July and August, 1827, on the particles contained in the pollen of plants;
and on the general existence of active molecules in organic and inorganic bodies,

Philosophical Magazine N. S. 4, 161-173, (1828).

G. E. Uhlenbeck, L. S. Ornstein, On the theory of the Brownian motion, Physical
review, 36(5), 823 (1930).

A. Einstein, Investigations on the theory of Brownian movement, edited with
notes by R. Furth, translated by A. D. Cowper, Dover, Dowver publications inc,
(1956).

M. Smoluchowski, Bulletin international de I’Académie des Sciences de Craco-
vie. Classe des sciences mathématiques et naturelles. Anzeiger der Akadémie der
Wissenschaften in Krakau. Mathematisch-naturwissenschaftliche classe, Bull.

Int. Acad. Sci. Cracovie. Classe des sciences math. et naturelles, 202-213 (1906).

P. Langevin, On the Theory of Brownian Motion, C. R. Acad. Sci. (Paris) 146,
p. 530-533 (1908).

5



[6]

[7]

[13]

[14]

E. Nelson, Dynamical theories of Brownian motion, Princeton university press,

(1967).

R. Metzler, & J. Klafter, The random walk’s guide to anomalous diffusion: a

fractional dynamics approach, Physics reports, 339(1), 1-77 (2000).

F. Amblard, A. C. Maggs, B. Yurke, A. N. Pargellis, & S. Leibler, Subdiffusion
and anomalous local viscoelasticity in actin networks, Physical review letters,

77(21), 4470 (1996).

Q. Gu, E. A. Schiff, S. Grebner, F. Wang, & R. Schwarz, Non-Gaussian transport
measurements and the Einstein relation in amorphous silicon, Physical review

letters, T6(17), 3196 (1996).

F. Sciortino, & P. Tartaglia, Harmonic dynamics in supercooled liquids: the case

of water, Physical review letters, T8(12), 2385 (1997).

R. Zwanzig, Nonequilibrium statistical mechanics, Oxford University Press, USA

(2001).

S. C. Kou, & X. S. Xie, Generalized Langevin equation with fractional Gaus-
sian noise: subdiffusion within a single protein molecule, Physical review letters,

93(18), 180603 (2004).

W. Min, G. Luo, B. J. Cherayil, S. C. Kou, & X. S. Xie, Observation of a power-
law memory kernel for fluctuations within a single protein molecule, Physical

review letters, 94(19), 198302 (2005).

A. D. Vinales, & M. A. Despésito, Anomalous diffusion: Exact solution of the ge-
neralized Langevin equation for harmonically bounded particle, Physical Review

E, 73(1), 016111 (2006).

76



[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

L. Van-Hove, Quantum-mechanical perturbations giving rise to a statistical

transport equation, Physica, 21(1), 517 (1955).

I[. Prigogine, Non-Equilibrium Statistical Mechanics, Courier Dover Publica-

tions, (2017).

P. Grigolini, A. Rocco, and B. J. West, Fractional Calculus as a Macroscopic

Manifestation of Randomness, Physical Review E, 59(3), 2603 (1999).

G. Trefan, P. Grigolini, & B. J. West, Deterministic Brownian motion, Physical
Review A, 45(2), 1249 (1992).

G. Huerta-Cuellar, E. Jiménez-Lopez, E. Campos-Cantén, A.N. Pisarchik, An
approach to generate deterministic Brownian motion, Communications in Non-

linear Science and Numerical Simulation, 8, 2740-2746 (2014).

E. Campos-Cantén, J. G. Barajas-Ramirez, G. Solis-Perales, & R. Femat, Mul-
tiscroll attractors by switching systems, Chaos: An Interdisciplinary Journal of

Nonlinear Science, 20(1), 013116 (2010).

L. J. Ontanén—Garcia, E. Jiménez-Lépez, E. Campos—Cantén, & M. A Basin,
family of hyperchaotic multi-scroll attractors in R™, Appl. Math. Comput., 233
(2014).

E. Campos-Cantén, R. Femat, & G. Chen, Attractors generated from switching
unstable dissipative systems, Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear

Science, 22, 033121 (2012).

R.A. Kosinski, A. Grabowski, Langevin equations for modeling evacuation pro-

cesses, Acta Phys. Pol. B 3(2), 365-377 (2010).

7



[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[31]

K. Wodkiewicz, M.S. Zubairy, Exact solution of a nonlinear Langevin equation
with applications to photoelectron counting and noise-induced instability, J.

Math. Phys. 24(6), 1401-1404 (1983).

J.P. Bouchaud, R. Cont, A Langevin approach to stock market fluctuations and
crashes, Fur. Phys. J. B 6(4), 543-550 (1998).

E.J. Hinch, Application of the Langevin equation to fluid suspensions, J. Fluid
Mech., 72(3), 499-511 (1975).

A. Takahashi, Basics of Deuteron-Cluster Dynamics by Langevin Equation, Ox-
ford University Press, (2009).

J. Schluttig, D. Alamanova, V. Helms, U.S. Schwarz, Dynamics of protein-
protein encounter: A Langevin equation approach with reaction patches, J.

Chem. Phys., 129(15), (2008).

J.G.E.M. Fraaije, A.V. Zvelindovsky, G.J.A. Sevink, N.M. Maurits, Modula-
ted Self-Organization in Complex Amphiphilic Systems, Mol. Simul. 25(3-4),
131-144 (2000).

W.T. Coffey, Y.P. Kalmykov and J.T. Waldron, The Langevin Equation: With
Applications to Stochastic Problems in Physics, Chemistry and Electrical En-
gineering, in Chemistry and Electrical Engineering, World Scientific Press, Sin-

gapore (2004).

V. Kobelev, E. Romanov, Fractional Langevin Equation to Describe Anomalous

Diffusion, Prog. Theor. Phys. 2000(139), 470 479 (2000).

78



[32]

33]

[34]

[38]

[39]

F. Mainardi, F. Tampieri, Diffusion regimes in Brownian motion induced by
the Basset history force, Techn. Pap. No 1 (ISAO-TP-99/1), ISAO-CNR, 25
(1999).

H. E. Gilardi-Velazquez, L. J. Ontanén-Garcia D. G. Hurtado-Rodriguez & E.
Campos-Cantoén, Multistability in Piecewise Linear Systems versus Eigenspectra
Variation and Round Function, International Journal of Bifurcation and Chaos,

27(9), 1730031 (2017).

A. Anzo-Hernandez H. E. Gilardi-Velazquez & E. Campos-Cantén. On multis-
tability behavior of Unstable Dissipative Systems, Chaos: An Interdisciplinary
Journal of Nonlinear Science, 28(3), 033613 (2018).

H. E. Gilardi-Velazquez, & E. Campos-Canton, Nonclassical point of view of the
Brownian motion generation via fractional deterministic model, International

Journal of Modern Physics C' 29(3), 1850020 (2018).

C. K. Peng, S. V. Buldyrev, S. Havlin, M. Simons, H. E. Stanley, & A. L.
Goldberger, Mosaic organization of DNA nucleotides, Physical review E, 49(2),
1685 (1994).

P. Gaspard, M. E. Briggs, M. K. Francis, J. V. Sengers, R. W. Gammon, J.
R. Dorfman, & R. V. Calabrese, Experimental evidence for microscopic chaos,

Nature, 394(6696), 865 (1998).

K. Diethelm, The Analysis of Fractional Differential Equations, Springer, Berlin
(2010).

L. Podlubny, Fractional differential equations, Academic Press, New York (1999).

79



[40]

[41]

[43]

[44]

[45]

[48]

C.A. Monje, Y.Q. Chen, B.M. Vinagre , D. Xue, V. Feliu, Fractional-order
Systems and Controls Fundamentals and Applications, Springer, London (2010).

I. Petras, Fractional-Order Nonlinear Systems Modeling, Analysis and Simula-

tion, Higher Education Press and Springer, Beijing and Berlin (2011).

E. Zambrano-Serrano, E. Campos-Cantén, & J. M. Munoz-Pacheco, Strange
attractors generated by a fractional order switching system and its topological

horseshoe, Nonlinear Dynamics, 83(3), 1629-1641 (2016).

K. Diethelm, F. Neville & A.D. Freed, A Predictor-Corrector Approach for the
Numerical Solution of Fractional Differential Equations, Nonlinear Dynamics,

29, 3-22 (2002)

N.J. Ford & J.A. Connolly, Comparing numerical methods for ordinary diffe-
rential equations, Commun. Pure Appl. Anal., 5, 289-307 (2006)

M.S. Tavazoei, M. Haeri, S. Bolouki & M. Siami, Stability preservation analysis
for frequency-based methods in numerical simulation of fractional order systems,

SIAM J. Numer. Anal. 47, 321-328 (2008)

J. C. Sprott, Some simple chaotic jerk functions, American Journal of Physics

65(6), 537-543 (1997).

M. T. Rosenstein, J. J. Collins, & C. J. De Luca, A practical method for calcu-
lating largest Lyapunov exponents from small data sets, Physica D: Nonlinear

Phenomena, 1-2, 117-134 (1993).

S.Burov, & E. Barkai, Fractional Langevin equation: Overdamped, underdam-

ped, and critical behaviors, Physical Review E, 78(3), 031112 (2008).

30





