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Resumen

En la vida real existen muchos sistemas complejos de diferente naturaleza ya sean bioldgi-
cos, fisicos, sociales o tecnoldgicos; los cuales pueden ser representados matematicamente
como grafos donde los nodos son sistemas dindmicos y los enlaces describen la forma en que
interactuan para dar al sistema sus caracteristicas y funcionalidad. A este modelo usualmente
se le llama red dindmica compleja ya que se caracteriza por buscar capturar la complejidad
estructural de las interacciones y la dindmica de los nodos que conforman al sistema original.
Uno de los aspectos mads interesantes del estudio de redes dindmicas complejas es determinar
su comportamiento colectivo, es decir, establecer la forma en que la evolucion dindmica de
sus nodos genera un comportamiento auto organizado. Un fendmeno bésico que se presenta
en este tipo de sistemas es el surgimiento de comportamiento sincronizado, es decir, que los
nodos de la red evolucionan coordinados en el tiempo. En general, este tipo de evolucion
dindmica al unisono no es necesariamente estable. En este caso, se pueden disefiar controla-
dores para imponer un comportamiento deseado en la red. La naturaleza de las conexiones
en la red permiten utilizar una metodologia de disefio llamada control por fijacion, en la cual
una accién de control por retroalimentacion local se aplica solo a un nimero muy reducido

de nodos y se logra el objetivo de control en toda la red, ya sea este un estado estacionario o
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seguir una referencia dada.

En este trabajo de tesis nos enfocamos en los problemas de sincronizacién y control por
fijacién cuando los nodos son funciones matematicas de modelos neuronales, especificamen-
te neuronas tipo Hindmarsh-Rose, los cuales describen matematicamente una aproximacion
al comportamiento eléctrico de la neurona. En particular, reproducen los ciclos de disparos
de picos caracteristicos del comportamiento neuronal. Nuestro modelo de la red neuronal es
una red compleja donde las neuronas estdn acopladas solamente en forma eléctrica. Para este
modelo de la red neuronal establecemos condiciones para el surgimiento de sincronizacion
idéntica cuando las conexiones son uniformes y también para el caso en que las conexiones
tienen pesos. Asi mismo, para ambos tipos de conexién proponemos controladores locales
basados en la estrategia de control por fijacion para imponer un comportamiento de punto de

equilibrio estable en toda la red de neuronas.
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Abstract

In real life there are many complex systems of different natures, they can be biological,
physical, social or technological; which can be represented mathematically as graphs where
the nodes are dynamical systems and the links describe the form in which they interact to gi-
ve the system its characteristics and functionality. These models are usually called complex
dynamical networks since they are characterized by the aim to capture the structural com-
plexity of the interactions and the dynamics of the nodes that constitute the original complex
system.

One of the most interesting aspects of the study of complex dynamical networks is de-
termining its collective behavior, that is, establishing the way in which the nodes evolve
dynamically to generate an autoorganized behavior. A basic phenomenon that is present in
these type of systems is the emergence of synchronized behavior, that is, the nodes in the
network evolve coordinated in time.

In general, this type of dynamical evolution at unison is not necessarily stable. In that ca-
se, controllers can be designed to impose the desired behavior on the network. The connected
nature of the system allows us to use the pinning control strategy to design the controllers.

Using this approach a local feedback control action can be applied only to a reduced number

XIII



of nodes to achieve the control objective for the entire network, the desired behavior can be
a fixed point or a given time-varying reference.

In this thesis, we focus on the synchronization and pinning control problems when the
nodes are neural models, specifically Hindmarsh-Rose type neurons, which describes mathe-
matically an approximation to the electrical behavior of a neuron. In particular, it reproduces
the spike bursting cycles that characterize the dynamics of a neuron. Our model of the neural
network is a complex dynamical network which is only coupled electrically. For these model
of the neural network, we establish conditions for the emergence of identical synchroniza-
tion when the connections are uniform and also when the connections have weights. Also,
for both types of connection, we propose local controllers based on the pinning strategy to

impose a stable fixed point behavior to the entire network of neurons.
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Capitulo 1

Introduccion

Todo en nuestro mundo esta entrelazado. Las ciudades estdn conectadas a través de ca-
rreteras, ferrocarriles y vuelos. Las paginas en la red informéatica mundial, conocida como
WWW (World-Wide-Web), estdn enlazadas por hipervinculos; los componentes de un cir-
cuito eléctrico estan conectados por medio de alambres; y las rutas a través de las cuales se
propagan enfermedades estdn asociadas a nuestra red de contactos sociales.

Ingenieros, matematicos y cientificos analizan estos sistemas asi como los problemas
asociados con sus comportamientos colectivos. Para ellos una herramienta basica es la teoria
de grafos. Matematicamente un grafo, G = (N, M), esta definido por un par de conjuntos no
vacios, uno de nodos (N) y el otro de enlaces (M). Un ejemplo de grafo se muestra en la
Figura 1.1 en el cual N = {1,2,3}. El conjunto de enlaces actia sobre los nodos, es decir,
cada enlace es un par ordenado que indica que nodos se conectan. El grafo que se muestra
en la Figura 1.1(a), tiene como conjunto de enlaces M = {(1,3),(3,1),(2,3),(3,2)} por lo

tanto, es un grafo no dirigido o bidireccional. Un grafo dirigido o digrafo, es aquel en que la



interaccion entre nodos fluye en una direccidén solamente, por ejemplo el grafo de la Figura
1.1(b) es un digrafo, el cual tiene el mismo conjunto N que el grafo anterior, pero su conjunto
de enlaces es M = {(1,3),(2,3)}, la flecha indica el flujo de informacidn, es decir el enlace
(1,3) indica que la informacién fluye del nodo tres al nodo uno solamente. Adicionalmente,
se puede asociar un peso a los enlaces de un grafo, esto indica la fuerza interaccion entre dos
nodos, un valor grande indica una interaccién fuerte, mientras que un valor pequefio indica
una interaccion débil. Un grafo con peso se compone de tres elementos, G,, = (N,M, W (M)),
donde N y M son los conjuntos de nodos y enlaces, respectivamente. La funciéon W : M — R™
asigna los pesos a cada enlace. Por ejemplo en la Figura 1.1(c) al enlace (1,3) se le asigna

un peso de w; =5y al enlace (2,3) se le asigna un peso de wp =2 [Chen et al. (2015)].

: i ; : %f W1 :5 W2 :2
(@) (b)

©

Figura 1.1: (a) Grafo no direccionado; (b) Digrafo; (c) Digrafo con pesos

Una forma de representar un grafo es mediante su matriz de adyacencia, A, la cual es una
matriz cuadrada cuyos elementos son diferentes de cero si los nodos correspondientes a esa

columna y rengldn estdn conectados. Por ejemplo, las matrices de adyacencia de los grafos



en la Figura 1.1 son:

Otra matriz asociada a un grafo que es de gran importancia es la matriz Laplaceana L, la
cual se obtiene poniendo en la diagonal el negativo de la suma de los elementos del renglén

correspondiente, en el caso de los grafos en la Figura 1.1 las matrices Laplaceanas son:

1 0 1 00 0 00 0
Lo=10 -1 1 |5 Ly=1l00 0 |3 Lo=]00 0
1 1 =2 11 =2 52 -7

En la literatura, algunas veces “red” se define de la misma manera que grafo, por ejemplo
[Dorogovtsev y Mendes (2003)]. Sin embargo, en términos muy generales, una red es el
modelo de cualquier sistema que admite una representacion abstracta como un grafo, donde
los nodos identifican elementos funcionales del sistema y el conjunto de enlaces representa la
interaccion entre esos elementos [Barrat ef al. (2008)]. De modo que un modelo en red puede
no solo usarse para representar sistemas simples, sino que también puede describir sistemas
complejos. En [Boccaletti et al. (2006)] se define complejo como algo que estd compuesto
por un gran nimero de unidades o elementos que se relacionan en forma complicada. Asi que

basicamente, un sistema complejo es aquel que estd compuesto por muchos elementos que



se relacionan de forma enmaraiiada. Representado este sistema con un grafo se captura su
complejidad de conexiones. Por este motivo, al modelo que captura este tipo de complejidad

cominmente se le llama red compleja [Chen et al. (2015)].

1.1. Redes complejas

En [Barrat et al. (2008)] se enfatiza la diferencia entre una red simple y una red compleja,
ya que se define a una red simple como una red de conexiones que forman un grafo regular

(Figura 1.2).

000000 _ . o o
(2) Path graph (b) Ring graph () Star graph (d) Complete graph

Figura 1.2: Grafos regulares

Por el contrario, una red compleja es una red que no satisface los requerimientos de
una red simple, es decir, estd conectada de manera irregular, con una estructura de cone-
xion enmarafiada. Puede inclusive incluir procesos de cambio en sus conexiones altamente
no lineales, tales como el crecimiento e incluso considerar fenémenos en multiples escalas
espacio-temporales [Chen (2014)]. Steven Strogatz en el afio 2001, propone que los mode-
los de sistemas complejos pueden incluir diferentes formas de complejidad para capturar de
mejor manera la realidad que se estd modelando. En particular, el modelo de red compleja
puede enriquecerse incorporando alguna de las siguientes fuentes de complejidad [Strogatz

(2001)]:



» Complejidad estructural: Incluir en el modelo mecanismos para describir lo complejo
del diagrama de alambrado del sistema. Una forma de capturar esta forma de com-
plejidad es construir un grafo de las conexiones del sistema, el cual puede ser muy

intricado o complejo.

» Evolucion estructural: Incluir en el modelo procesos que permitan cambiar el diagrama
de alambrado a través del tiempo. Una forma de hacer esto es considerando procesos
de cambio como el crecimiento de la red u otros procesos de cambio en las conexiones

[Barrat et al. (2008)].

» Diversidad de conexion: Considerar en el modelo que los enlaces entre los nodos pue-
den tener diferentes naturalezas. Una forma de incluir esta fuente de complejidad es
considerar que el grafo de conexiones tienen pesos, direcciones y signos [Chen et al.

(2015)].

» Complejidad dindmica: Incluir en el modelo reglas de evolucion de los estados de la
red. En particular, se puede considerar que solo los nodos tiene estados que cambian
con el tiempo, por ejemplo, una red con un diagrama de conexiones fijo donde los
nodos tienen estados que evolucionan segin un conjunto de ecuaciones diferenciales
o en diferencias, las cuales pueden ser no lineales con comportamiento complejo e in-
clusive cadtico, a este tipo de redes usualmente se les llama redes complejas dindmicas

[Chen (2014)].

» Diversidad de nodos: Incluir en el modelo del sistema complejo nodos de diferentes

naturalezas. Por ejemplo, nodos descritos por distintos modelos dindmicos interconec-
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tados por un grafo de conexiones fijo [Chen et al. (2015)].

» Meta-complicacion: Considerar que diferentes fuentes de complejidad pueden influen-
ciarse mutuamente, de modo que en el modelo del sistema complejo coexistan mas de

una de las complejidades mencionadas arriba.

Un ejemplo claro de una red con meta-complejidad es la red informdtica mundial WWW.
Debido a que su alambrado es complejo, es decir tiene la fuente de complejidad estructural;
las paginas web y los hipervinculos se crean y se destruyen muy frecuentemente, por lo tanto
tiene evolucion estructural; los hipervinculos no siempre son de ida y vuelta, de modo que
las conexiones tienen direccion. Otro ejemplo que requiere considerar meta-complejidad en
el modelado es la red neuronal, ya que ademads de tener un grafo de conexién complejo, los
estados del comportamiento de cada neurona se puede describir con un sistema de ecuaciones
diferenciales, ademds que los acoplamiento comtinmente deben considerar pesos, atn en las
representaciones mds simplistas del comportamiento de la sinapsis neuronal.

En este trabajo de tesis, se considera que al menos dos de las fuentes de complejidad
estdn presentes en el modelo de la red. Por un lado, la estructura de conexion es comple-
ja, adicionalmente consideraremos que los nodos serdn sistema dinamicos y las conexiones

tendréan diferentes pesos.

1.2. Modelo de red compleja

Para caracterizar la complejidad de un grafo de conexion usualmente se utilizan tres as-
pectos estructurales basicos, los cuales son invariantes ante deformaciones de las conexiones

7



que no cambien que nodos estdn conectados en la red, estos son [Chen et al. (2015)]:

» Longitud de camino promedio (L), es el promedio de la distancia mas pequefia medida

en enlaces entre cualquier par de nodos en la red.

» Coeficiente promedio de agrupamiento (C), es el promedio sobre todos los nodos de la
red del coeficiente de agrupamiento de nodo, esta medida de transitividad, se obtiene
dividiendo el numero de los vecinos del nodo i son vecinos entre si, entre €l nimero

maximo de enlaces que puede haber entre ellos.

» Distribucion del grado de nodo (P(k)), es la funcién de densidad que describe la pro-
babilidad de que un nodo elegido uniformemente al azar tenga un grado de nodo exac-

tamente igual a k.

En términos generales, las redes complejas del mundo real se caracterizan por presen-
tar los fendmenos estructurales de mundo pequerio, escala libre y alto agrupamiento con
escasas conexiones. Los cuales se explican brevemente a continuacion:

El fendmeno de mundo pequerio se relaciona con la medicién de distancias en la red.
Se presenta cuando L es muy pequeia comparada con el nimero de nodos en la red. Se
asume que si L es proporcional al logaritmo del niimero de nodos en la red, se tiene el efecto
estructural de mundo pequerio [Dorogovtsev y Mendes (2003)].

El fenémeno de escala libre se relaciona con la distribucién de grado de nodo, se refiere
a que una vez que se generan nodos que concentran las conexiones, llamados hubs, la pro-
porcion de hubs a nodos con pocas conexiones se mantiene a pesar del tamafio de la red,

es decir, esta propiedad es libre de escala. Una caracteristica de las redes con el fenémeno



estructural de escala libre es que tiene una distribucién de grado de nodo similar a una ley
de potencias [Barrat et al. (2008)].

El efecto estructural de alfo grado de agrupacion con escasas conexiones, se presenta
ya que en general las redes complejas se organizan en grupos relativamente densos con al-
gunas conexiones entre grupos, a estas se les llama puentes débiles, entonces, el grado de
agrupamiento puede ser relativamente alto aunque solo se tengan unas cuantas conexiones
[Chen et al. (2015)].

Aunque el estudio de grafos se puede decir que comenz6 en el siglo XVI con los trabajos
de Euler sobre los puentes de Konigsberg. El proponer modelos que capturen los efectos
estructurales asociados con redes del mundo real tomo varios siglos. Uno de los primeros
modelos que exitosamente capturd algunas de las propiedades descritas arriba fue el grafo
aleatorio propuesto y analizado por Erdos y Rényi (ER) en la década de 1960. El modelo

consiste de dos pasos [Erdos y Rényi (1959)]:

1. Se comienza con N nodos sin conexiones.

2. Para cada par de nodos como un proceso estocastico de probabilidad uniforme p se
determina si se coloca un enlace para ese par. Esto se repite hasta que todos los pares

han sido considerados.

El grafo resultante es la realizacion del modelo de grafo aleatorio ER, la cual tiene una
probabilidad critica p* relativamente baja a partir de la cual con probabilidad casi uno captura
el fendmeno de mundo pequeio. Sin embargo, el coeficiente de agrupamiento es casi cero,

aproximadamente p*. Adicionalmente, su distribucién de grado de nodo se asemeja a la



distribucion de Poisson [Chen et al. (2015)].

Décadas mas tarde, en el afio de 1998, buscando capturar adicionalmente el alto grado de
agrupamiento con escasa conexiones observado en redes del mundo real, Duncan J. Watts y
Steven H. Strogatz (WS) propusieron un modelo de red que combina un grafo regular con

uno aleatorio de la siguiente manera:

1. Regular. Comenzando con una red en forma de anillo con N nodos, donde cada no-
do esta conectado a 2K de sus vecinos inmediatos, con K > 0 un entero usualmente

pequeio.

2. Aleatorio. Para cada enlace de la red anillo se realambra con una probabilidad unifor-
me p,. El proceso de realambrar consiste en desconectar el enlace y reconectarlo a otro

nodo escogido al azar evitando auto-bucles y multiples enlaces entre nodos.

Para valores adecuados de p, la red resultante tiene el efecto de mundo pequefio y preser-
va un coeficiente de agrupamiento relativamente alto. Mientras que la distribucién de grado
de nodo, sigue siendo muy similar a la de Poisson. Al modelo de WS usualmente se le llama
el modelo de red mundo pequefio [Chen et al. (2015)].

En un intento por capturar la distribucion de grado de nodo observado en redes del mundo
real. Barabdsi y Albert (BA) en 1999 propusieron un modelo de red que genera la realizaciéon

del grafo de la siguiente manera [Barabdsi y Albert (1999)]:

1. Crecimiento. Comenzando con un nimero pequeiio (mg) de nodos, en cada paso de
tiempo, un nuevo nodo es afiadido a la red y se conecta a m < mg de los nodos exis-

tentes en la red.
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2. Acoplamiento preferencial. Los nodos a los que se va a enlazar el nuevo nodo se esco-
gen con una probabilidad que depende de su grado de nodo (k;), es decir, la probabili-
dad I1(7) de que el nuevo nodo se conecte al i-ésimo nodo esta dada por:

ki
Yk

I1(i) = (1.1)

La red resultante después de ¢ pasos tiene N = ¢ +mg nodos y mt enlaces. En particular,
se caracteriza por una distribucién de grado de nodo con la forma de una ley de potencias
P(k) < k3. Estas redes son no homogéneas, es decir, muchos nodos en la red tienen pocas
conexiones mientras que pocos nodos concentran un gran nimero de enlaces, a estos nodos
se les llama “hubs” (o nodos concentradores). Las redes construidas a través del modelo BA
son llamadas redes de escala libre pues capturan un fendmeno presente en muchas redes de
la vida real, el fendmeno de que “El rico se hace mads rico, y los pobres siguen pobres y son
mds” independientemente del tamafio de la red. En este trabajo de investigacion utilizaremos

el modelo de red BA para incorporar la complejidad estructural en nuestra red de neuronas.

1.3. Modelo de red dinamica

En nuestro modelo de red compleja consideraremos que la complejidad dindmica es
producida por modelos neuronales del tipo Hindmarsh-Rose (HR), los cuales exhiben dos
comportamientos: uno llamado “picos ” (spiking, en Inglés) que ocurre cuando la activi-

dad eléctrica de la neurona alterna en una escala de tiempo rdpida y uno llamado “dispa-
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ros” (bursting) que es cuando la actividad se prende y apaga en una escala de tiempo lenta.
El comportamiento periddico caracteristico de las neurona HR es llamado spike-busting, o
“disparos de picos” [Belykh et al. (2005)].

El modelo neuronal HR es una version simplificada de las ecuaciones propuestas por
Hodgkin y Huxley (HH) para modelar el comportamiento eléctrico de la neurona de axén
gigante del calamar [Hodgkin y Huxley (1952)]. Cabe remarcar que el modelo HH describe
el potencial de la membrana en forma fisioldgicamente fundamentada y es el resultado de
una serie de experimentos. Como el modelo HH es bastante complejo mateméticamente, se
propuso una aproximacion, llamada el modelo de HR con el objetivo principal de capturar
los comportamientos de disparos de picos caracteristicos de las neuronas reales. Por lo tanto,
este modelo carece de interpretacion fisiologica de sus parametros tales como la dependencia
del potencial de la membrana en la distancia espacial entre soma y axon, entre otros aspectos
que pueden ser modelados del comportamiento de una neurona real. Sin embargo, capturan
muchas de las propiedades inherentes de la neurona, incluyendo el comportamiento de pico
en ambos regimenes tren de picos y disparos periddicos, asi como su dependencia en la
estimulacién externa [Hindmarsh y Rose (1984)].

El sistema de ecuaciones que describe el modelo neuronal HR es el siguiente:

(1) —ax(1)3 +bx(t)> + 14 y(r) — 2(¢)
y) | = e—dx(t)> —y(t) : (1.2)

(1) e(s(x(r) +x0) —2(r))
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Donde las variables x(z), y(¢), y z(¢) representan el potencial de la membrana, la variable
de recuperada y la variable de adaptacion, respectivamente. La corriente de estimulacion
externa esta denotada por la letra / y la constante € < 1 representa el cambio de escala de
tiempo entre la componente rapida (x(),y(z)) y la lenta (z(¢)). La dindmica del modelo (1.2)
se analiza con mayor detalle en el siguiente capitulo.

En esta tesis utilizamos una red dindmica compleja para modelar una red neuronal real.
Con este modelo buscamos capturar aspectos de su complejidad dindmica y estructural. Los
nodos de la red son modelos neuronales de tipo HR (1.2), los cuales exhiben un comporta-
miento llamado disparos de picos. Para capturar la complejidad estructural de la red ademas
de considerar conexiones generadas por un modelo de red compleja de tipo mundo pequefio
o escala libre, se considerard el caso en que las conexiones tienen pesos. Partiendo de es-
te punto, buscamos determinar las condiciones para el surgimiento de dos fendmenos de
comportamiento colectivo, la sincronizacién y la regulacién por fijacion [Chen (2014)]:

Sincronizacion. Consideramos que este es un fenémeno colectivo se presenta cuando dos
0 mas sistemas tienen comportamientos dindmicos coordinados en el tiempo, por ejemplo
pueden evolucionar al unisono, lo cual es llamado sincronizacién idéntica [Wang y Chen
(2002)]. En el caso de una red dindmica se dice que logra (asintéticamente) la sincronizacion
idéntica si los estados de todos los nodos de la red tienden a una misma solucién conforme
el tiempo tiende a infinito.

Regulacion por fijacion. También llamada control pinning, es un fenémeno fuertemente
relacionado con la sincronizacién en redes, en el cual se impone un comportamiento de punto

de equilibrio estable en toda la red aplicando inyecciones de retroalimentacion local lineal
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solo a una pequeiia fraccién 8 < N de nodos en la red [Wang y Chen (2002a)].

El control por fijacion es un fendmeno colectivo comin en redes de la vida real, puede
observarse en los grupos sociales, por ejemplo en la dindmica de formacién de opiniones,
donde el resultado puede ser conducido por una pequefia porciéon de individuos claves, que
son denominados lideres de opinion, los cuales son responsables de que el punto de vista de
miles de agentes en la red sea homogéneo. Debido a las acciones de control, dentro de la
misma red coexisten dos tipos de nodos: no-controlados (seguidores) y controlados (lideres).
En particular, éstos dltimos desempenan el papel de agentes fijados dentro de toda la red,
forzando las trayectorias de los nodos no controlados a dirigirse hacia el objetivo de control
a través del efecto que tienen sobre ellos a través de la red, en otras palabras, mediante un
control virtual [Li (2005)].

Diferentes trabajos en la literatura han investigado la dindmica de redes de neuronas. En
[Steur (2007)] la realizacién y sincronizaciéon de modelos HR en arreglos pequefios de has-
ta cinco neuronas fue investigada identificando comportamientos de sincronizacién parcial y
completa. En [Kim y Allgower (2010)] se investigd un esquema de acoplamiento no lineal de
neuronas HR desde una perspectiva de teoria de control lo que permitié establecer la estabi-
lidad asintdtica del comportamiento sincronizado. [Hrg (2013)] investigd la dindmica de dos
modelos HR bajo acoplamiento unidireccional logrando identificar diferentes condiciones
de estabilidad global y comportamiento sincronizado exponencialmente rapido. La sincroni-
zacion en redes de neuronas difusivamente acopladas fue investigada en [Steur et al. (2009),
Steur (2011)] mediante un andlisis de semipasividad se mostré que con un acoplamiento su-

ficientemente fuerte el comportamiento sincronizado surge en forma estable. En [Belykh et
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al. (2005a,b)] se mostré que mediante los resultados de teoria de grafos se puede determinar
la estabilidad del comportamiento sincronizado en redes de osciladores, usando a las neu-
ronas HR como un ejemplo. En [Mamat et al. (2013)] se investigé el efecto de retardo en
la sincronizacién de los modelos neuronales HR y se establecieron condiciones para lograr
la sincronizacién en términos del nimero de miembros de la red que reciben informacion,
resaltando que la sincronizacién puede ocurrir de forma diferente para el subsistema en la
escala de tiempo rapida que para el subsistema de escala lenta. En [Solis-Perales y Zapata
(2013)] se investigd la sincronizacion en redes de modelos neuronales HR con acoplamien-
tos negativos. El caso de redes con evolucion estructural se investigd en [Solis-Perales et al.
(2016)]. Tomando estos resultados como base en [Solis-Perales y Barajas-Ramirez (2017)]
se investigd la activacion de redes de neuronas HR. Mientras que en [Djeundam et al. (2016)]
se analiz6 la dinamica de redes de neuronas HR con acoplamiento tipo Kuramoto asi como
la sensibilidad del comportamiento sincronizado a cambios en el factor de desorden de la
red.

Respecto del control por fijacion recientemente se han publicado algunos tutoriales del
tema, resaltando [Chen (2014), Chen et al. (2015)], asi como el libro [Su y Wang (2013)].
En particular, respecto de redes de neuronas HR se puede mencionar [Zhou et al. (2008)]
donde se investig6 la sincronizacién por fijacion en redes de neuronas HR. Cabe mencionar
que en la literatura hay muchos trabajos enfocados en sincronizacién de redes de neuronas
HR, pero muy pocos enfocados en la regulacion de este tipo de redes, debido esto el trabajo
de investigacion de esta tesis se enfoca en el problema de regulacién en redes de neuronas

HR con acoplamientos uniformes y con pesos.
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1.4. Planteamiento del problema

En este trabajo de investigacion utilizamos la siguiente ecuacion de estados para describir
una red de nodos dindmicos idénticos conectados de manera lineal y bidireccional:
N

%) = fx(0)+c Y, LiD(xj(t) —xi(t)), parai=1,2,...,N. (1.3)
i=1,j#i

Donde x; = [x1,Xj2, ..., Xin] € R" son las variables de estado del nodo i; f(x;) es una fun-
cién que describe la dindmica de cada nodo dentro de la red; c es la fuerza de acoplamiento
y se considera uniforme para toda la red; I € R"*" es la matriz de acoplamiento interno,
compuesta por ceros y unos que describe cuales elementos de las variables de estado de los
nodos conectados se acoplan entre si. La matriz de acoplamiento externo L = {I;;} € RV*N
indica la manera en que los nodos estan conectados. Una forma directa de incluir compleji-
dad estructural en este modelo es considerar que la matriz L describe un grafo generado con
un modelo de red compleja, tales como el grafo aleatorio de ER, una red de mundo pequefio
o una red de escala libre [Chen et al. (2015)]. Adicionalmente, suponemos que la conexion
de la red es difusiva esto significa que la suma de L por renglones es nula y debido a que es
simétrica también lo es por columnas. Los elementos de la diagonal de L son de la forma:

N
l

I =— Z jjparai=1,2,...,N. (1.4)
J=1j#

Siendo L la matriz Laplaceana de la red. Si utilizando las equivalencias anteriores, la
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ecuacion (1.3) se puede escribir como

N
xi(t) = f(xi(t)) +c¢ Z lijrx]'(l‘), parai=1,...,N. (1.5)

J=1

El problema de sincronizacién idéntica consiste en determinar bajo qué condiciones los
estados de todos los nodos de (1.5) evolucionan asintéticamente a una soluciéon comun [Chen
et al. (2015)].

Para resolver el problema de regulacion por fijacién, primero suponga que para una por-
cion d (0 < & < N) de nodos, se incluye una ley de control por retroalimentacion de estados

local

/Jl'(l) = —cK,-l"(xi(t) —f). (1.6)

Con X un punto de equilibrio comun a todos los nodos de la red y ¥ > 0 la ganancia de
control para el nodo i. Sin pérdida de generalidad, podemos reordenar los indices de (1.5)
para que los nodos controlados sean los primeros d. Entonces, la red dindmica compleja

controlada tendra dos partes en su ecuacion de estados:

fxi(0)) + e X Txj(r) + (), parai=1,2,...,8;
xXi(t) = (1.7)

F(xi(2)) —I—c):]}':l 1;iTxj(1), parai=08+1,8+2,...,N.

El disefio de u;(t) que resuelve el problema de regulacion por fijacion tiene dos aspectos

adicionales a considerar. Por un lado, decidir cuantos nodos deben ser fijados y por el otro,
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cudles de los nodos en la red se deben controlar. En este sentido, consideremos dos estrategias
basicas para elegir los nodos controlados. En la primera se toman nodos en forma aleatoria,
alternativamente se fijan los nodos segun su grado de nodo. De acuerdo con los resultados
de [Wang y Chen (2002a)] en general para una red escala libre la segunda estrategia es mas
efectiva logrando el objetivo de control con un nimero menor de nodos fijados.

El objetivo general de la tesis es determinar condiciones bajo las cuales una red de neu-
ronas HR logran la sincronizacion idéntica cuando la conexion es uniforme y también para
conexiones con pesos. Adicionalmente, se propone un disefio de control basado en la estra-
tegia de regulacidn por fijacién en la cual se controla solo un nimero muy reducido de los
nodos de la red y se logra estabilizar la red completa a un punto de equilibrio homogéneo
para redes con ambos tipos de conexiones.

El documento de tesis se divide en cinco capitulos. En el siguiente capitulo se presentan
los aspectos bésicos del modelado de neuronas y se discute a detalle el modelo HR. En el
tercer capitulo se presentan las soluciones de los problemas de sincronizacién y regulacion
por fijacion para el caso de redes de neuronas HR interconectadas eléctricamente de manera
uniforme, bidireccional y difusiva. Mientras que en el cuarto capitulo extendemos estos re-
sultados para el caso de redes neuronales con pesos en las conexiones. La tesis concluye con

algunos comentarios finales y el planteamiento de trabajo futuro en el quinto capitulo.
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Capitulo 2

Modelos neuronales: L.a neurona

Hindmarsh-Rose

En este capitulo introducimos varias nociones elementales de neurociencias, ya que en
esta tesis nos enfocaremos en redes cuyos nodos son modelos neuronales y su comporta-
miento, cuando son acopladas en redes.

Los modelos neuronales son el resultado de una gran labor experimental y tedrica por par-
te de la comunidad cientifica. Estos modelos, ayudan a predecir el comportamiento eléctrico
de una neurona bioldgica para estudiar la forma en que estas procesan informacion. Una
neurona bioldgica, es una célula de la forma mostrada en la Figura 2.1, que se comunica a
través de sefiales electroquimicas mediante sus dendritas, las cuales se conectan al ax6n de
la siguiente neurona mediante sinapsis y se encargan de transmitir sefiales de una neurona a
la siguiente [Aizenberg (2011)].

Las neuronas cuando son excitadas por estimulos externos, muestran un comportamien-
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Figura 2.1: Bosquejo de una neurona bioldgica

to eléctrico clasico llamado potencial de accion, el cual es generado por el flujo de iones
(dtomos cargados eléctricamente) a través de los canales 16nicos de la membrana celular,
esto se muestra en la Figura 2.2. A este flujo también se le conoce como corriente idnica y
estd compuesta principalmente por la corriente debida al sodio (Iy,+) y al potasio (Ix+). Adi-
cionalmente se considera una pequeifia corriente de fuga (;) compuesta por el Cloro (CI7) y

otros iones.
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The sodium-potassium pump maintains the resting potential of a neuron.

Figura 2.2: Esquema del flujo de corrientes idnicas a través de la membrana celular de la
neurona.

Matematicamente el potencial de accion, puede ser descrito por la diferencia de poten-
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ciales adentro y afuera de la neurona (2.1), y esqueméticamente tiene la forma mostrada en

la Figura 2.3.

V= Vln - Vext (21)
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Figura 2.3: a) Comportamiento del potencial de accion conocido como spike (picos); b)
otro comportamiento del potencial de accion conocido como spike bursts (disparos de picos)
ambos en la membrana [Fall et al (2002)].

El pico o pulso mostrado en la Figura 2.3 a) es conocido como spike y es generado cuando
una pequefia corriente positiva es aplicada a través de un electrodo externo, la cual se propaga
como un pulso que viaja a través de axén en la membrana. Si el estimulo es suficientemente
grande, la neurona crea un tren de pulsos. Por otro lado, se tiene el spike burst (Figura 2.3
b)). El comportamiento de disparos de picos se forma debido que alternan una escala de
tiempo lento y una de tiempo rdpido en la descripcion del sistema. La escala de tiempo
lento se caracteriza por la desactivacion de la neurona cuando su umbral de excitabilidad
muestra un estado de reposo, mientras que en la escala de tiempo rdpida se generan rapidos
y repetitivos picos y de esta manera ambas escalas de tiempo crean el disparo. Durante estos

comportamientos las compuertas de los canales i6nicos se abren y se cierran permitiendo
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que el interior y el exterior de la membrana se carguen positiva y negativamente [Belykh et

al. (2005)].

2.1. El modelo neuronal de Hodgkin y Huxley

El modelo Hodgkin-Huxley (HH) [Hodgkin y Huxley (1952)], es el resultado de una
serie de experimentos en el ax6n gigante del calamar (Figura 2.4).
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Figura 2.4: a) Calamar Lymnaea; b) muestra la forma en la que experimentalmente es exci-
tado el ax6n de la neurona por medio de electrodos. [Fall ef al (2002)].

Mediante ecuaciones diferenciales modelaron el flujo de corrientes ionicas que pasan
a través de la membrana celular del calamar. En neurociencias este modelo (2.2), ha sido
ampliamente utilizando para estudiar la dindmica del potencial de accion en la membrana
de una neurona. Mateméticamente, el modelo de HH esta compuesto por cuatro ecuaciones

diferenciales, donde tres de estas describen tres tipos diferentes de canales i6nicos (n,m, h):
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cv —gnam h(V —Via) — gxn*(V = Vi) —gi(V = V) +1

n o, (V)(1—n)—B,(V)n

_ .2
i (V) (1 =) — By (V)
i (V) (1 =) —Bu(V)h

En este sistema de ecuaciones diferenciales, V representa el potencial en la membrana,

I € R representa la estimulacion externa, gya, gk y g2 € RT, y las funciones estén dadas

0.01(—50-V —(60+V) _()1 35+V) —(60+V)
por 0,(V) = 2Tt By = 0.125¢ ™50, 0u(V) = i, Bu(V) =46 15,

(V) = 0.07¢" 0" y By(v) = ~=zowwy + 1

e 10

En el modelo (2.2), la primera ecuacion obedece las leyes de Kirchhoff ya que nos indica
que la sumatoria de las corrientes idnicas dadas por el Na (sodio), K (potasio), y por otras
corrientes denotadas por [ cuyo componente principal es el Cl (cloro), puede ser vista como
la corriente i0nica total denotada como /, donde ademas las corrientes idnicas en este modelo
estan representadas de acuerdo a la ley de Ohm, en relacién a la facilidad y no a la resistencia
con que fluyen las corrientes a través de los canales i6nicos de la membrana, es decir que
estas corrientes estdn relacionadas por la conductancia g definida como el inverso de la resis-
tencia, de manera que estas corrientes estan descritas por la siguiente ecuacion Iy, g = gV
siendo V como (2.2). La segunda ecuacién del modelo de HH, modela la dindmica de ac-
tivacion del Potasio n a través de los canales i6nicos cuando las compuertas estan abiertas,
esto puede verse en las Figuras 2.3 y 2.2. Las constantes o, y 3, indican el estado de tran-
sicidén permisivos y no permisivos de las compuertas y cambian dependiendo del voltaje en

la membrana V, durante la experimentacion para el desarrollo de este modelo (2.2) Hudking
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y Huxley observaron que la dindmica de la conductancia del sodio en los canales i6nicos
era compleja, y estd no podia ser descrita por una sola ecuacion, por lo que decidieron que
era necesario separar la dindmica de activacion y desactivacion del flujo del sodio a través
de los canales i6nicos dado por m y h respectivamente, siendo modelado el comportamiento
a través de las ultimas dos ecuaciones de este (2.2), donde de la misma manera, o, O Yy
B, P, representan la transicion de los estados permisivos y no permisivos de las compuertas
respectivamente, esto puede observarse en la Figura 2.2.

El modelo de HH captura basicamente la esencia del comportamiento eléctrico de la
membrana dado por el accién de potencial en la neurona, debido a esto es posible describirlo
a través de un circuito eléctrico cuyo comportamiento es semejante al modelo de HH, el cual

puede verse en la Figura 2.5.

Vin ? Dentro
Viya VI \28

= Na 9k ) 174

Vna Vi V.
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Figura 2.5: Circuito eléctrico equivalente a la membrana neuronal.

En este circuito, la membrana celular puede ser vista como un condensador que tiene la
capacidad de almacenar carga i6nica a medida que el potencial eléctrico cambia a través de la

membrana, las resistencias representan las diferentes corrientes i6nicas, una para Na™*, una

24



para K y otra para una fuga no especifica en los diferentes canales i6nicos en la membrana
y las baterias actian como las fuerzas de accionamiento electroquimicas las que impulsan a
las corrientes idnicas a través de los canales i6nicos. En este circuito la corriente capacitiva
Ic que pasa a través de la membrana tiene dos componentes principales, uno asociado con
la capacidad de la membrana de almacenar energia C,, el otro esta asociado con el flujo de
iones que pasan a través de los canales en la membrana.

El modelo de HH es una base de la cual se derivan modelos neuronales més simplificados
por ejemplo el modelo de HR propuesto por [Hindmarsh y Rose (1984)], el cual es el interés

en este trabajo de investigacion.

2.2. El modelo neuronal de Hindmarsh y Rose

El modelo HR [Hindmarsh y Rose (1984)], es un modelo matemaético inspirado por el
modelo HH para capturar el comportamiento dindmico de la propagacion del potencial de
accion a lo largo del ax6n de una neurona de manera intuitiva. Esto significa que no se
modelan fendémenos bioldgicos o cognitivos verdaderos en la neurona, sino mds bien es
un modelo matematico abstracto de una neurona bioldgica. Sin embargo, el procesamiento
de senales en el modelo de HR es muy parecido al de una neurona bioldgica, de manera
que esté modelo matemdtico produce una salida en respuesta a sus entradas y ademads su
estructura matematica es muy simple y puede ser aplicado a muchos problemas especificos,

por ejemplo la sincronizacion de redes neuronales.
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El modelo de HR estd formado por tres ecuaciones diferenciales:

- (1) [ —ax(t)® +bx(t)? +y(t) —z(t) +1 _
yt) | = e—dx(1)? —y(t) : (2.3)
RN e(s(x(t) +xo) —z(1)) |
x(t) vs. t y(t) vs. t 7(t) vs. t

y(t)
.Z(t)

I I I I I I I I I I I I
500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

z(t)

(d)

Figura 2.6: Solucién numérica del modelo de HR. (a)-(c) Los estados x(t), y(t), z(t), respec-
tivamente. (d) El espacio de estados del sistema HR.

En el modelo de HR, la variable que expresa el potencial de accion es x(t), y(t) es la
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variable de recuperacion, mientras que z() es la variable de adaptacion, estas dltimas se
relacionan con el flujo de iones que cruzan a través de los canales i0nicos de la membrana,
esto significa que este modelo captura la dindmica del potasio (K) y el sodio (Na) dentro de
la misma variable y(z), ademds considera que la carga del K es positiva al igual que la del Na,
esto quiere decir que estas corrientes son transportadas a través de canales rapidos, mientras
que en la variable z(7) se describe el flujo del cloro y otros iones considerados dentro de las
corrientes de fuga, los cuales son transportados a través de los canales lentos. Debido a esto,
su comportamiento puede ser divido en dos subsistemas a diferentes escalas de tiempo, de
forma que las variables x(¢) y y(¢) trabajan en una escala de tiempo ¢ conocida como la escala
de tiempo répida y estd dada por ¢ = £, mientras que la variable z(¢) trabaja a una escala de
tiempo lento T, con el pardmetro 0 < € < 1 la relacion entre escalas de tiempo [Christian
(2015), Djeundam et al. (2016)].

En (2.3) la variable I representa la corriente de estimulacion externa y las constantes a,
b,e,d,syxo€R" son los pardmetros del modelo HR. En particular, el comportamiento de
disparos de picos se presenta para el conjunto de valores {a =1,b=3,e=1,d =5,s =4,
x0 =0.795,&=0.001} y la condicién inicial en [x(0);y(0);z(0)] = [0;0;0]. Como se muestra
en la Figura 2.6 los estados del modelo HR presentan series de picos rapidos en disparos
lentos periddicos, es decir, el comportamiento conocido como disparo de picos. La Figura
2.6 d), muestra el espacio de estados del modelo de HR (2.3) donde es posible observar la
actividad de la neurona cuando alterna entre una escala de tiempo rapida y lenta. Asi mismo
se puede observar la desactivacion de la neurona cuando su umbral de excitabilidad muestra

un estado de reposo (para z(r) < 0) y los rapidos y repetitivos disparos formados por el
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potencial de accién en la neurona (para z(¢) > 0), esto puede verse en la drbita periédica
cerrada y acotada de la solucidn en el espacio de estados.
Los puntos de equilibrio del modelo HR se obtienen anulando la dindmica, esto es, en

los puntos (X,¥,Z) que solucionan la ecuacidn algebraica:

—aB bR+ —7+1 0
e—di -3 =10 |- (2.4)
e(s(X¥+x0) —2) 0

De (2.4) los puntos de equilibrio tienen como primer componente las raices del polinomio

de tercer orden:

Los cuales son: (—0.6468 + 1.6334i,—0.7064) ya que (2.3) es un modelo de un sistema
real, sus valores solo pueden ser reales. Bajo estas condiciones encontramos que existe un

solo punto de equilibrio de interés:

by —0.7064
§|=| —1.4948 |- (2.5)
Z 0.3545

Para investigar la dindmica del modelo HR alrededor de este punto de equilibrio, primero
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obtenemos la matriz Jacobiana de (2.3)

Ty ©O.0) = | 2dx()

Es

—3ax(t)>+2bx(t) 1

De esta forma evaluamos (2.5) en la ecuacion anterior y considerando los pardmetros del

modelo HR dados anteriormente es posible obtener la ecuacion siguiente:

—5.7350
J(%,9,2) ~ | 7.0637

0.0040

1

-1

0

—1

0

—0.001

(2.6)

Cuyos eigenvalores son: {—6.9264,0.1883,0.0020}. Debido a que dos eigenvalores tie-

nen parte real positiva y uno tiene parte real negativa, este punto de equilibrio es considerado

hiperbdlico de tipo silla con dos direcciones inestables. Por lo tanto, aplica el teorema de

Hartman-Grobman, siendo la dindmica alrededor del punto de equilibrio localmente inesta-

ble, es decir, se aleja del punto de equilibrio, pero se queda atrapada en el comportamiento

periddico de disparos de picos, por lo tanto podemos decir que en términos globales es esta-

ble en el sentido de Lyapunov [Perko (2002)].

Suponga que el objetivo de control para este sistema es estabilizar el punto de equilibrio

(2.5) por medio de una retroalimentacién lineal local de la forma
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u(t) = —K([x(2);y(t);2(t)] — [%5:2])- (2.7)

Con K € R3, de modo que el sistema en lazo cerrado es:

x(1) —ax(t)? +bx(t)? +y(t) —z(t) + 1

yt) | = e —dx(1)? —y(1) + Bu(r). (2.8)

0| | ebe ) ) |

Por simplicidad, supongamos que la entrada de control puede utilizar todos los estados
del sistema y se aplica a todas sus variables, es decir, las entradas de K son diferentes de
cero y B =[1;1;1]. Mas aiin, considere que se asignan los eigenvalores del sistema en lazo

cerrado en {—5,—5, —5}. Entonces, utilizando el método de asignacién de polos la ganancia

de control se obtiene como:

K =[-30.4774,-25.4517,64.1931].

La simulacion del sistema en lazo cerrado se presenta en la Figura 2.7. Como se puede
observar de la simulacion, la accién de control se aplicé al modelo HR hasta que # > 1500
como se muestra en las Figuras 2.7 a)-c), mientras que la evolucion de los estados se presen-
tan en la Figura 2.7 d) y el espacio de estados en 2.7 e), donde con un circulo se marca la
localizacion del punto de equilibrio.

Abhora, si consideramos que solo tenemos acceso al estado x(¢) y que solo podemos apli-

car el controlador en la primera coordenada del modelo HR. El disefio de control se complica
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Figura 2.7: Solucién numérica del modelo de HR estabilizado a un punto de equilibrio por
retroalimentacion de estados.

un poco més ya que B = [1;0;0] y para tener que en lazo cerrado el punto de equilibrio es
asint6ticamente estable asignamos la ganancia de control en: K = [30.4774,0,0]. Entonces
se obtiene el comportamiento que se muestra en la Figura 2.8.

En el siguiente capitulo abordamos el problema de sincronizacion de redes dindmicas
complejas donde los nodos son modelos neuronales HR. Adicionalmente, disefiamos con-
troladores locales para una fraccion pequefia de nodo para estabilizar la red completa en el

punto de equilibrio (2.5).
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Controlen el etado st

() (b) (©

(d)

Figura 2.8: Soluciéon numérica del modelo de HR estabilizado a un punto de equilibrio por
retroalimentacion de salida. (a)-(c) Accién de control en los estados x(¢), y(¢) y z(¢); respec-
tivamente.
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Capitulo 3

Red de neuronas idénticas con

acoplamiento uniforme

Considere una red de N nodos idénticos acoplados de manera lineal y difusiva, sin direc-
cién ni pesos en las conexiones, cuyos nodos son sistemas dindmicos n-dimensionales. La

ecuacion de estados de la red dinamica es:

N
X(1) = flxi(0)+c Y LT(x(r) —xi(t)), parai=1,...,N. (3.1)
j=Li#i
Donde x;(t) = [x1(¢),xi2(t), ., xin(t)]T € R" representa el vector de estados del i-ésimo

nodo; f: R" — R" es una funcién no lineal suave que describe la dindmica de un nodo
aislado; la constante ¢ > 0 € R representa la fuerza de acoplamiento y es la misma para toda
la red; la matriz de acoplamiento interno I € R"*" es una matriz constante de unos y ceros

que determina la forma en la cual las variables de estado de los nodos se acoplan entre si,

33



por simplicidad, asumimos que I" = diag(ry,r2,...,r,) donde r; = 1 significa que los nodos

acoplados i, j son enlazados a través de su k-€sima variable de estado. Asumimos que la

matriz de acoplamiento externo L = {/;;} € RY*V tiene las siguientes caracteristicas:

@

(ii)

(111)

(iv)

Es irreducible (i.e., que no es posible generar columnas o renglones de puros ceros por

operaciones de filas y columnas).

Los elementos fuera de la diagonal son simétricos, [;; = [;; para i # j. Para indicar que

hay una conexion entre el nodo i y el nodo j, [;; = [;; = 1; de otra manera [;; = [;; = 0.

Los elementos en la diagonal, /;; estan definidos como:

N N
li=— Y lLj=— Y li=—kiparai,j=1.2,. .. N. (3.2)
j=1,j#i i=1,j#i

Donde k; es el grado del nodo i, es decir, el nimero de enlaces que conectan al i-€simo

nodo.

Satisface la condicion de difusividad, es decir, que la suma por columnas o por ren-
glones es igual a cero. Esta condicion describe un tipo de situacion de balance; con-
ceptualmente similar a la ley de Kirchhoff’s en teoria de circuitos, debido a que los

elementos de L satisfacen

N
lij=0, parai=1,2,...,N. (3.3)
j=1

Como consecuencia de las condiciones (i)-(iv) y utilizando el teorema de los circulos
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de Gerschgorin se puede demostrar que la matriz L tiene solamente un eigenvalor cero de
multiplicidad 1, el cual estd asociado al eigenvector derecho [1,1,..., 1]T. Ademas, el resto
de los eigenvalores de L son estrictamente negativos, y se pueden escribir ordenadamente de

la siguiente manera [Chen et al. (2015)]:
O=AM>M0m>M>-->hy (3.4)

Utilizando (3.3) la red (3.1) puede reescribirse de la siguiente manera:

N
Xi(1) = f(xi(t)) +c Y iTx;(t), parai=1,2,...,N. (3.5)
j=1

3.1. Sincronizacion en redes dinamicas

La sincronizacion de la red dinamica (3.5) se define como la solucién en la cual asintéti-
camente las trayectorias de cada uno de sus nodos convergen a un mismo estado s(t), esto

€S

x1(t) =x2(t) =---=xn(t) = s(t), cuando t — oo. (3.6)

Donde s(f) € R" es la solucién de un nodo aislado de la red, es decir

$(1) = f(s(t)) 3.7)
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De hecho, s(¢) puede ser un punto de equilibrio, una drbita periddica o un atractor cadtico
[Chen et al. (2015)]. Para mostrar que el estado sincronizado s(¢) es una solucién de la red

(3.5) sustituimos x;(¢) = s(¢) para toda i, dando como resultado lo siguiente:

N
$(t) = f(s(t))+¢ ) l;Ts(t), parai=1,2,...,N. (3.8)

J=1

Por (3.3), el segundo término de (3.8) se puede escribir como Fs(t)chjyzl l;j =0, dando
como resultado que el estado sincronizado s(z) es una solucién de la red (3.5) repetida N
veces.

Para conocer la estabilidad de la solucién s(z) en la red (3.5), definimos el error de sin-
cronizacion 1;(¢) dado por:

Mi(t) = x;(t) —s(t), parai=1,2,...,N. (3.9

De tal manera que la dindmica del error de sincronizacion estd dada por:
Ni(t) = x;(¢t) —s(t), parai=1,2,...,N. (3.10)
Abhora sustituimos la ecuacion (3.5) y (3.7) en (3.10) obtenemos:

N
Mi(t) = f(xi(t)) +¢ Y 1iTx;(r) — f(s(t)) parai=1,2,...,N. (3.11)
j=1

Linealizando la funcién f(x;(¢)) alrededor de s(¢) mediante la serie de Taylor truncada a
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la primera derivada, tenemos: f(x;(t)) ~ f(a)|a=s(r) + DS (@)]a=s(r) (xi(t) — @)|a=g(s)- Esto es:

flxi(r)) = f(s(1)) +Df (s(t))mi7)- (3.12)

Donde Df(s(z)) es el Jacobiano de f evaluado en s(z). Despejando de (3.9) m;(¢) y sus-

tituyendo (3.12) en (3.11) obtenemos:

N
Mi(r) =Df(s()Mi(r) +¢ Y l;;Tn;(r) parai=1,2,....N. (3.13)

j=1
La ecuacién (3.13) también puede ser escrita en forma vectorial, para esto se define la

matriz de error:

n(1) =Mi(),M2(1),...,nn ()] € RPN, (3.14)

Escribiendo (3.13) en términos de 1(¢) tenemos como resultado

N(t) =Df(s(e)M(r) +cIn(z)L. (3.15)

Debido a que L es una matriz cuadrada, simétrica, e irreducible es posible diagonalizarla

mediante un cambio de variable, definido como:

N =wr)e . (3.16)

Donde ® = [01,02,...,0n5] € R¥*YN es una matriz unitaria e invertible, tal que la matriz
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L se descompone de la siguiente forma L = ®AP~! con A = diag[h,)2,..., y], siendo
Aiparai=1,2,... N, los eigenvalores de la matriz L.

Considerando lo anterior (3.15) se puede escribir en las variables W (¢) como:

W) =Df(s(t))W(t) +cTW(t)A. (3.17)

Ahora, si descomponemos a (3.17) por columnas tenemos lo siguiente:

wi(t) = (Df(s()) + D) wi(t), parai=1,2,...,N. (3.18)

Donde w;(t) € R". La ecuacién (3.18) representa N ecuaciones lineales variantes en el
tiempo asociadas a cada eigendireccion de la matriz L. Ademads sabemos que el eigenvalor
A1 = 0, estd asociado al eigenvector derecho [1,1,...,1]” y por lo tanto, estd relacionado con
la dindmica del estado sincrono s(z) segin (3.7). Tomando esto en cuenta, el andlisis de es-
tabilidad del estado sincronizado s(¢), requiere que se determine la estabilidad de solamente
N — 1 ecuaciones lineales variantes en el tiempo (3.18) correspondientes a las direcciones
transversales de la solucién de sincronizacion [Chen et al. (2015)].

De este modo, la estabilidad de s(7) como solucién de la red (3.5) se reduce a demostrar

la estabilidad de las siguientes N — 1 ecuaciones:

wi(t) = (Df(s(t)) +cAI)wi(t) parai =2,3,...,N. (3.19)

Para mostrar que los sistemas lineales variantes en el tiempo (3.19) son asintéticamente
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estables la funcién de Lyapunov propuesta es:

Vi(t) = wi(t)TPw;(r), parai=2,3,...,N. (3.20)

Donde P = PT > (0 € R"*" es definida positiva.
La derivada de (3.20) en las trayectorias de cada una de las ecuaciones de (3.19) estd dada

por

Vit) = wi(t)T[(Df(5(£)) + AT)P + P(Df(s(¢)) + M) wi(e) parai =2,3,...,N. (3.21)

La derivada (3.20 ) es definida negativa, si se cumple la siguiente desigualdad matricial

(Df(s(t)) + MD)P+P(Df(s(t)) + cAT) < —Qparai=2,3,...,N. (3.22)

Donde Q = Q7 > 0 € R"*" es una matriz definida positiva. Sabemos que los eigenvalores
de L, estan ordenados como en (3.4) y de acuerdo a este orden, A; es el eigenvalor mas grande

diferente de cero. Supongamos que d; = cA; y que se satisface la desigualdad matricial

(Df(s(2)) +dT)P+P(Df(s(t)) +dTl) < —Qparai=2,3,...,N. (3.23)

Si existe un valor d que es mds grande que todos los d;’s y para el cual la desigualdad
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matricial se sigue cumpliendo. Este debe ser tal que:

d > chy (3.24)

Debido aque 0 > Ay > A3 > --- > Ay y d < 0, entonces la condicién de estabilidad del

estado sincronizado (3.8) puede escribirse en términos de la fuerza de acoplamiento como:

c> . (3.25)

Si elegimos la fuerza de acoplamiento uniforme de la red ¢, suficientemente grande como
para cumplir la desigualdad (3.25), podemos asegurar que la red se sincroniza a la solucion
de un nodo asilado s(7). Este resultado es conocido en la literatura como el criterio de A, (ver

por ejemplo: [Wang y Chen (2002), Li (2005), Chen et al. (2015)]).

3.1.1. Ejemplo 1: Sincronizacion de una red uniforme de neuronas HR

Para ilustrar la validez de los resultados tedricos de la seccidn anterior, comenzamos por
construir una red compleja de cincuenta nodos formado bajo el modelo de red propuesto por
Albert Laszl6 Barabdsi y Réka Albert mejor conocido como el modelo de escala libre BA
[Barabasi y Albert (1999)].

Para construir la matriz de acoplamiento externo L = {/;;} € R¥*V utilizamos los si-

guientes pasos:

(i) La entrada /;; parai < j toma el valor de cero o uno, de acuerdo el algoritmo BA con
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Red de tipo escala libre de BA con n=50
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Figura 3.1: Grafo del modelo de BA con my = m = 3 y cincuenta nodos

mop = 3y m = 3 hasta llegar a N = 50.
(i1) Dado que la matriz L es simétrica, asignamos las entradas tal que /;; = [j;.

(i11) Para cumplir la condicion de simetria difusiva, los elementos en la diagonal /;; estdn
; . N N ..
definidos como: [;; = — jzl’#il,-j = _Zi:Lj;éilﬁ = —k;, parai,j=1,2,...,N. De

modo que la suma por renglones o por columnas es nula.

La Figura 3.1, muestra una realizacion del grafo escala libre BA. En nuestra realizacién
de red de escala libre, el grado de nodo méximo es dieseis para uno de los nodos concentra-
dores y el minimo es tres para veintisiete nodos, por lo tanto, la distribucién de grado de nodo

se asemeja a una ley de potencias. La matriz Laplaciana resultante L tiene eigenvalores con
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Figura 3.2: Eigenvalores de la matriz Q de (4.12), que muestra que para d = —8 y P la matriz
identidad, Q es definida negativa para todo tiempo.

el orden de (3.4). Para este ejemplo, tenemos que los eigenvalores se ordenan como sigue:

0=A>A=—-14183>.-- > A50=—17.6717

Utilizamos el modelo de la neurona HR (2.3) para cada uno de los nodos, de modo

que x;(t) = [xi1(¢),xn(t),x;3(t)]7 € R? es el vector de estados de la i-ésima neurona HR.

Suponiendo que las neuronas se acoplan solo eléctricamente, es decir, solo por la variable

xi1(t), esto es equivalente a imponer I'" = diag(1,0,0), entonces la ecuacién de estados de

nuestro modelo de la red de neuronas HR es:

Xil (t)
X,‘z(t) =

Xi3 (l‘)

—ax;1 (1) + bxi1 (£)> +x2(t) —xi3(t) +1
e —dx; (l‘)2 —x,-z(t)

e(s(xi1(¢) +x0) —xi3(t))
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Figura 3.3: Estados de la red uniforme de neuronas tipo HR con ¢ = 10 después de ¢ = 2000.

parai=1,2,...,N.

Aplicando los resultados previos sabemos que si la fuerza de acoplamiento uniforme ¢
satisface la condicién (3.25) la red dindmica (3.26) se sincroniza en el sentido de (3.6) a la
solucion de una neurona aislada descrita en la Figura 2.6. Es decir, se debe encontrar el valor

de d tal que existan las matrices P y Q definidas positivas tal que

(Df(s(t)) +dT)P+P(Df(s(t)) +dIl) < —Q. (3.27)

Para cada valor de s(7) de la trayectoria periddica de la neurona HR que se muestra en la
Figura 2.6. Suponiendo que P es la matriz identidad, con d = —8 los eigenvalores de Q en

(3.27) son negativos para todo tiempo con valores en los intervalos

MQ) = {[~50.4290,—5.9997] , [~7.9794, —0.0030] , [—2.0009, —0.0023]}
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Figura 3.4: Error de sincronizacién de la red de neuronas tipo HR con ¢ = 10 después de
t =2000.

como lo muestra la Figura 3.2. De modo que con d = —8 existen las matrices Py Q tal que
la desigualdad (4.12) se satisface. Por otro lado, la matriz de acoplamientos externos L tiene
como su eigenvalor mas grande diferente de cero a A, = —1.4183. Entonces, de acuerdo con
(3.25),si¢c > 1.48W = 5.64 la red dinamica (3.26) se sincroniza en el sentido de (3.6) como

se muestra en las Figuras 3.3y 3.4

3.2. Regulacion por fijacion en redes dinamicas

Una vez haber logrado la sincronizacién en la red anterior, es posible regularla en un
estado de control deseado de la siguiente manera. Suponga que el objetivo de control para

la red dindmica (3.5) es que un estado estacionario homogéneo ¥ € R" sea asintéticamente
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estable, esto es, que para la red

N
Xi(t) = f(xi(t)) + ¢ Z lijFXJ(t), parai=1,2,... ,N.

J=1

La solucién X con f(X) = 0 sea asintdticamente estable al menos localmente. En otras

palabras, el objetivo de control es disefiar controladores tal que

x1(t) =x2(t) = -+ = xn(t) = X cuando t — oo. (3.28)

Para que el objetivo de control se cumpla, se propone usar el método de control de redes
llamado control por fijacion (pinning) [Wang y Chen (2002a)]. En este método se disefian
controladores lineales de retroalimentacion local solo para una pequeiia fraccion de nodos &
(0 < 8 < N) de la red, llamados nodos fijados, controlados o lideres [Su 'y Wang (2013)].

Sin pérdida de generalidad, asumimos que los nodos de la red (3.5) son ordenados de
tal manera que los primeros indices corresponden a los nodos controlados, entonces la red

dindmica controlada estd dada por:

Si(0) + e X Txj(0) + i), parai=1,2,...,8;
%i(t) = (3.29)

f(xi(1)) +CZ]}]:1 1iiTx;(t), parai=08+1,8+2,...,N.

Donde y;(t) es la entrada de control para el nodo i y estd definida como
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/J,'(l) = —CK,'F()C,‘(Z) —f). (3.30)

Siendo k; € R la ganancia de control para el i-€simo nodo. El resto de las variables de
(3.29) y (3.30) estan descritas como en la seccion anterior.

Sustituyendo g;(¢) en la red (3.29) se obtiene lo siguiente:

() Fxit) + e X 1jTxj(t) — eil(xi(t) = %), parai=1,2,...,8;
Xi(t) =
Fi(0) + e X, 1T (), parai=38+1,8+2,...,N.
(3.31)

Es facil mostrar que ¥ € R" es una solucién para la red controlada (3.31). Basta sustituir
por cada nodo el estado X y debido a la conectividad difusiva (3.3) de la matriz L, X es
solucidn estacionaria para la red repetida N veces.

Para establecer la estabilidad de ¥ como solucion de la red (3.31) definimos el error de
control €;(¢) = x;(t) — X, para i = 1,2,...,N, de modo que la dindmica del error de control

estd dada por:

&i(r) =xi(t) —x =x;(t), parai=1,2,...,N. (3.32)

Entonces, sustituyendo (3.31) en (3.32) obtenemos:

f(xi(r)) —{-Czljy:l lijFEj(l‘) —cxiTgi(t), parai=1,2,...,9;
(1) = (3.33)

fxi(0) +e Xl 1Tej(1), parai=08+1,8+2,...,N.
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Observamos que la dindmica de la red (3.33) es no lineal debido a la funcién f. Por lo
tanto es necesario analizar el comportamiento alrededor de la solucion estacionaria X, para
esto utilizaremos el método de linealizacion como en la seccién anterior. De acuerdo a esto

y debido a que f(X) = 0 tenemos lo siguiente

fxi(1)) = f(©) +Df (%) (xi(r) — X) = Df (D)&i(7).

La version linealizada de la red controlada (3.33) alrededor de X, es la siguiente:

Df()f)ﬁi(l) —{-CZ[}’:] lijFEj(l) — CKZ'FEZ'(Z‘), parai=1,2,... ,0;
(1) = (3.34)

Df(x)e;(t) +c XY, lijTe;(t), parai=38+1,8+2,...,N.

Donde Df(x) € R"*" es el Jacobiano de f evaluado en x. En forma vectorial, la ecuacion

anterior (3.34) tiene la siguiente forma:

&(t) = Df(X)8(t) + cIE(t) (L - K). (3.35)

Siendo &(t) = [e1(¢),€2(t),. .., en(t)] € R™N la matriz de errores, cuyas columnas mues-
tran el error de cada uno de los nodos. La matriz K = diag(x;, %2, ...,Ks,0,0,...,0) € RN*N

es la matriz de ganancias. Ahora sea B = L — K, la ecuacion (3.35) se reescribe como

E(1) = DF(R)&(r) +cTE(1)B. (3.36)
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Por herencia de L y K, la matriz B también es simétrica con entradas reales. Por lo tanto,

sus eigenvalores se pueden ordenar de la forma

e > oy (337)

Asi mismo, B se puede diagonalizar de la siguiente manera

B=A0A™! (3.38)
Donde A = [61,03,...,0y5] € RY*N y se forma con los eigenvectores 6; de B, por otro
lado Q = diag[o;, 0y, ..., 0y] € RV*N es una matriz diagonal formada por los eigenvalores

o; de B. Ahora si consideramos el siguiente cambio de variable () = ZA la ecuacién anterior

(3.36) se convierte en la siguiente:

Z(t) =Df(R)Z(t) + T Z(1) Q. (3.39)

Descomponiendo por columnas la ecuacion (3.39), obtenemos:

zi(t) = (Df(x) +coyl') zj, parai=1,2,...,N. (3.40)

Donde z; € R" en (3.40) y representa N sistemas lineales invariantes en el tiempo los
cuales son exponencialmente estables si y solo si la parte real de los eigenvalores de la

matriz Df (%) 4+ co,I" parai=1,2,...,N, son negativos. Esto significa que todas las matrices
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anteriores deben de ser Hurwitz. Si esta condicion se satisface, todos los sistemas lineales
de la ecuaci6n (3.40) tienen a €;(r) = 0 como una solucién exponencialmente estable y el
estado estacionario homogéneo X es asintéticamente estable para la red controlada (3.31), al
menos de manera local. De acuerdo a (3.37), sabemos que a; es el eigenvalor con la parte
real mds grande de la matriz B, de tal manera que si Df(x) + coI" es Hurwitz, el resto de
las matrices para i = 2,...,N, también son Hurwitz. En [Chen et al. (2007)] este argumento
es desarrollado para mostrar que se puede controlar una red fijando solamente un nodo. Con
base al andlisis anterior, el disefio de las ganancias de control nos dice que si elegimos k;
tal que las matrices Df(X) 4+ ca;I" son Hurwitz para i = 1,2,...,N tenemos el problema de
control resuelto. Concluyendo asi, que la red controlada (3.31) es estable en el estado x. En
este sentido, el problema de disefio de control por fijacién es seleccionar el niimero de nodos
a controlar, los cuales pueden ser elegidos de manera aleatoria o estratégica dependiendo la
topologia de la red. Cabe mencionar que un valor pequefio de & corresponderd un valor muy
grande para K, mientras que por el contrario, si tomamos un ndmero grande de nodos d el
valor de k serd mucho menor para lograr que la red se estabilicé en el estado estacionario

homogéneo X.

3.2.1. Ejemplo 2. Regulacion por fijacion de una red de neuronas HR

Para ilustrar la validez de los resultados tedricos desarrollados en la seccion anterior,
proponemos el siguiente ejemplo. Se utilizard la misma red aleatoria que fue construida
para el ejemplo anterior, es decir, una red BA de escala libre con cincuenta nodos. La red
controlada de neuronas HR bajo la estrategia de control por pinning tiene la siguiente forma:
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Xi1 (Z‘) —axji (l‘)3 + bx; (l‘)2 +xi2(t) —xig(t) +I+CZ_1]Y:1 lijle(l‘) —l—,ul'(l‘)

Xiz(t) = e—dx,-l(t)z—xiz(t) (3.41)

X3 (1) e(s(xi1 (1) +x0) —xi3(2))

parai=1,2,...,8,0+1,0+2,...,N.

Note que aqui k; =0,Vi € [0+ 1,...,N] cuando (1) = —cx;T(x;1 () — 1) y ' =diag([1,0,0]).
El estado estacionario homogéneo X es el punto de equilibrio real del sistema (2.5) que para

los pardmetros establecidos es

% —0.7064
XY=1x | ®| —1.4948
3 0.3545

Se utilizan dos estrategias para elegir los nodos a fijar (controlar) ya sea aleatoriamente o
escogiendo los nodos con mas grande grado de nodo. En este ejemplo en particular, primero
fijamos los nodos de manera estratégica, de tal manera que el nodo con mayor grado es
elegido a fijar, el cual en la red el séptimo elemento, esto es; k; = 16. De acuerdo a esto, la
matriz B esta dada por la diferencia de la matriz L y la matriz K = diag(0,...,%7,0,...,0).
De acuerdo al anélisis tedrico anterior, sabemos que si elegimos de manera adecuada el valor
de la ganancia x tal que (3.40) sea Hurwitz podemos resolver el problema de control. Por lo

tanto para este ejemplo en particular, si elegimos a k7 = 40, los eigenvalores de B ordenados
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de acuerdo a (3.37) son los siguientes

o = —0.2008 > -+ > 059 = —56.3133

Considerando el valor de la fuerza de acoplamiento ¢ = 10, y bajo estos pardmetros, com-
probamos que (3.40) es Hurwitz, debido a que cuando o,; = —0.2008: A (Df(X) + coy )=
-0.0044-2.9746i, A, (Df (x) + ca I')=-0.0044+2.9746i, A3 (D f (%) + co; I')=-0.0015+0i, aho-
ra cuando o = —1.4279: A (Df(X) + cool)=-10.2118, Ay (Df(X) + cool)=-2.0679 y el
tltimo eigenvalor A3 (D f(%) + capI')=-0.0012, para oz = —1.5642: A; (Df (%) + cazl')=
-11.7255, A (Df (%) 4+ ca3')=-1.9172, A3 (D f (%) + caz)=-0.0012, - - -, y 0590 = —56.3131:
A (Df(X) + casel’)=-560.1142, A, (D f(x) + casol)=-1.0176, A3 (D f(X) + cos0I")=-0.0010.

Comprobamos que esta matriz en cada o; para i = 1,--- ,N es Hurwitz, de tal manera
que es posible concluir en este ejemplo que el estado estacionario X igual a (2.5) es asint6ti-
camente estable de manera exponencial, como se muestra en la Figura 3.5y 3.6.

Siguiendo con esta estrategia de control y de acuerdo al andlisis tedrico anterior, sabemos
que el valor de la ganancia requerido para estabilizar la red dependera del numero de nodos
fijados dentro de la red. Como otro ejemplo, fijemos ahora a la red (3.41) en los 5 nodos
con mayor grado de nodo siendo ki = 12,k3 = 12,kq4 = 14,ks = 14,k7 = 16, observamos
que para asegurar la estabilidad de la red, es necesario valores de ganancia K pequefios pero
mayores o igual a 2.5, de tal manera que si el valor de la ganancia aumenta el tiempo nece-
sario para alcanzar la estabilidad de la red disminuye. Por lo tanto, sea Kk = 5, entonces los

eigenvalores de la matriz D f(X) 4+ co,I" para el eigenvalor mas grande seran los siguientes,
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(a) (b) (©

Figura 3.5: Estados de la red uniforme de neuronas tipo HR con k7 = 40 después de r = 200.

Ay A = (Df(X) +coyl’)=-0.6724 £+ 3.1196i, A3 (Df(x) +cayI') =-0.0014 y de la misma
forma, podemos concluir que B es una matriz Hurtwitz, teniendo sus eigenvalores el siguien-
te orden oy = —0.3344 > --- > 059 = —22.3479. En estos dos casos. Observamos que al
afiadirle entradas de control a la red en los nodos hub, el valor de la ganancia necesario para
estabilizar la red disminuye drasticamente.

Por otro lado, si fijamos los nodos de manera aleatoria en la red puede tener diferentes
comportamientos, ya que puede se logre el objetivo de control o no, debido a que no siempre
se fijaran los nodos adecuados debido a la naturaleza de crecimiento de la red de BA, en la
cual por construccién muy pocos nodos tienen alto grado de nodo mientras que la mayoria
presenta grado de nodo pequeno. Si desedramos analizar esta estrategia aleatoria de control
en la red, podriamos fijar la red en el nodo 12, 27 y 42 con k =5, k = 3 y k = 3, respectiva-
mente; debido a que estos nodos por naturaleza de crecimiento de la red de BA tienen maés

probabilidad de ser elegidos debido a que aproximadamente el 60 % de los nodos dentro de
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() (b) (©

Figura 3.6: Error de regulacién por fijacion de la red de neuronas tipo HR con k7 = 40
después de r = 200.
la red tienen este grado de nodo.

En base a este analisis, es posible concluir que si fijamos a la red en nodos importantes,
es decir en aquellos cuyo grado de nodo k sea mayor, podemos asegurar que con valores de
ganancia pequefios la red puede ser estabilizada aun cuando solo sea fijado un nodo siempre
y cuando sea el que tiene mayor grado de nodo, més atin si anadimos entradas de control a
mas nodos importantes podemos asegurar que la red se estabilice en un periodo de tiempo
corto. Mientas que si elegimos nodos de forma aleatoria no siempre se podra asegurar que la
estabilidad de la red ocurra ya que en base a la naturaleza de crecimiento de la red de BA,
habra mas posibilidad de que se fijen los nodos con menor grado de nodo debido a que serdn
la gran mayoria, y por lo tanto la estabilidad en la red dependerd de la cantidad de nodos

seleccionados a fijar.
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En el siguiente capitulo abordamos el problema de sincronizacién y regulacion de re-
des dindmicas complejas cuyas conexiones no son uniformes donde los nodos son modelos
neuronales HR. De la misma forma que en el capitulo anterior, disehamos controladores por
retroalimentacion local para una fraccion pequeiia de nodos en la red para de esta forma

lograr estabilizar la red completa en el punto de equilibrio (2.5).
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Capitulo 4

Redes con pesos en las conexiones

Muchas conexiones presentes en las redes de la vida real, no pueden ser simplemente
representadas por entidades binarias, ya que existen conexiones que son mas fuertes que
otras, de tal manera que si le asociamos valores, éstos dependerian de la fuerza con la que
cada par de nodos en la red se acoplan entre si; en otras palabras las interacciones entre
un elemento de la red y sus vecinos depende del grado de cohesién que estos tengan. Un
ejemplo de lo anterior, ocurre en la dindmica social, ya que si suponemos que cada grupo
de individuos es un nodo y las interacciones entre ellos son los enlaces, podemos deducir
su grado de convivencia, de tal manera que es posible medir el vinculo que existe entre
individuos, siendo mas fuerte o mas débil la convivencia entre algunos de ellos. En este
ejemplo y muchos mas presentes en la vida real, es necesario que la matriz de adyacencia en
el modelo de red ya no simplemente se represente con entradas de unos y ceros, si no que
cada entrada dependa de la fuerza de atraccion que cada nodo i tiene sobre su nodo vecino j.

A estas fuerzas en los enlaces cominmente se les llama pesos. En este capitulo, asumimos
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que los pesos son nimeros positivos, los cuales representan la atraccidn entre cada par de
nodos de la red. Considere una red de N nodos idénticos acoplados de manera difusiva con
pesos en las conexiones, cuyos nodos son sistemas dindmicos n-dimensionales. La ecuacion

de estados que describe este comportamiento es la siguiente:

N
%) =)+ Y, eT(xj(t) —xi(r)), parai=1,2,...,N. (4.1)

j=Lj#i
Donde x;(t) = [x;1(¢),x2(t),...,xin(t)]T € R" representa el vector de estados del i-ésimo

nodo; f : R" — R" es una funcién no lineal suave que describe la dindmica de un nodo
aislado de la red; la matriz de acoplamiento interno I' € R"*" es una matriz constante de
unos y ceros que determina la forma en la cual las variables de estado de los nodos se acoplan
entre si, por simplicidad, asumimos que I" = diag(ry,r2,...,r,) donde r; = 1 significa que
los nodos acoplados i, j son enlazados a través de su k-ésima variable de estado. La matriz

de acoplamiento externo C = {¢;;} € RV*N tiene las siguientes caracteristicas:
(i) Los elementos c¢;; con i # j son nimeros reales no negativos.

(i1) Los elementos fuera de la diagonal son simétricos, es decir, ¢;; = c¢j;. Para indicar que

hay una conexion entre el nodo i y el nodo j, ¢;j = cj; > 0; de otra manera ¢;; = c;; = 0.

(ii1)) Los elementos en la diagonal, ¢;; estdn definidos como:

N N
Cij — — Z Cij = — Z Cji, parai,j:1,2,...,N. (42)
j=1#i i=1,j#i
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(iv) Satisface la condicion de difusividad, es decir:

N
Y cij=0,parai=1,2,...,N. (4.3)
j=1

Debido a la condicién (iv), la ecuacion (4.1) puede ser reescrita como:

N
(1) = fxi(t)) + Y cijTxj(t), parai=1,...,N. (4.4)

J=1
De la misma forma que en el capitulo anterior, se analizard el comportamiento colectivo

de sincronizacién y regulacion de la red con pesos (4.4) como se muestra a continuacion.

4.1. Sincronizacion en redes dinamicas con pesos en las co-

nexiones

Para investigar la estabilidad de la solucién de sincronizacion de la red (4.4), es necesa-
rio ajustar el método presentado en el capitulo anterior. Para esto comencemos planteando el
objetivo de sincronizacion, bajo el cual es necesario determinar si la solucién de comporta-

miento al unisono es asintoticamente estable; esto es:

x1(t) =xp(t) = -+ =xn(t) = 5(t), cuando t — co. 4.5)
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La dindmica del estado sincronizado s(¢) estd dada por:

$(1) = f(s(1)) (4.6)

De la misma forma que en capitulo anterior, es posible mostrar que el estado sincronizado
s(t) es una solucién de la red (4.4). Para esto, sustituimos s(¢) en x;(¢) parai = 1,2,...,N
y por la condicién de difusividad (4.25) que la matriz C satisface, s(¢) es una solucién para
toda lared (4.4).

Observamos que existen analogias entre la red con pesos (4.4) y en la red sin pesos (3.5),
ya que ambas matrices L y C son difusivas. Por lo que, debido a esto es posible dar un criterio
de sincronizacion para la red con pesos a partir del criterio de sincronizacion de la red sin
pesos vista en el capitulo anterior.

Para analizar, la estabilidad de la solucién s(¢) en la red (4.4), procedemos a generar una
nueva matriz F € RV*V de entradas cero-uno a partir de la matriz con pesos C de la siguiente

manera

1. Los elementos de la matriz F fuera de la diagonal se asignan como F;; = Fj; = 1 siel

nodo iy j estan conectados (c;; > 0), de otra forma F;; = Fj; = 0.

2. Las entradas en la diagonal son calculadas de la siguiente manera:

parai=1,2,...,N.



La nueva matriz F satisface la condicion de difusividad, ya que la sumatoria por renglones
y por columnas es igual a cero parai = 1,2,...,N. Observamos que F, es la matriz sin pesos
resultante de la matriz con pesos C, cuyas caracteristicas son las mismas que la matriz L del
capitulo anterior. Después de esto, como siguiente paso se construye una matriz P a partir de
la matriz F de la siguiente manera:

c
P=_F. 4.7
> 4.7)

Dondec € RT y P={p;;} € RV*N. De esta manera, los elementos fuera de la diagonal de
la matriz P son simétricos y estan multiplicados por un niimero escalar p;; = 5(F;;) = 5(Fji),
al igual que los elementos de la diagonal p; = 5(F;;). Note que la constante ¢ puede verse
como la fuerza uniforme de conexion en una red sin pesos.

Ahora creamos una matriz Q, la cual representa el error que existe entre estas matrices,
de tal forma que sea

Q=P-C. (4.8)

Siendo Q = {q;;} € RV*N por construccién, sus elementos tienen las siguientes carac-

teristicas:

(i) Los elementos fuera de la diagonal son de la forma
qij = pij — Cij- (4.9)
(i1) Los elementos en la diagonal q;;, estdn definidos como:
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N N
Cc .
Qi =pi—Ci= Y, ¢j =35 Y Fjparai=1.2,...N. (4.10)

Para poder garantizar la sincronizacion en la red (4.4), es necesario primero sincronizar
la red sin pesos formada mediante la matriz F, de tal forma que tenemos el siguiente modelo

de red:

N
Xi(1) = f(xi(t)) +c Y FijTx;(t), parai=1,2,...,N. (4.11)
j=1

Observamos que las caracteristicas de conexion de la red (4.11) son similares a las del
modelo de red del capitulo anterior (3.5), por lo que debido a esto, existe un error de sincro-

nizacion denotado como

Bi(t) =xi(t) —s(t), parai=1,2,...,N. (4.12)

Donde s(r) € R" estd definido de la misma forma que en la seccién anterior. Ademas es
posible demostrar que s(¢) es una solucién de la red (4.11), esto mediante un andlisis similar
al capitulo 1, debido a que se sabe que la matriz F satisface la propiedad de difusividad.
De la misma forma el analisis que se sigue para demostrar estabilidad de s(¢) en (4.11) es
exactamente el mismo dado en el capitulo anterior, por lo tanto es posible obtener la dindmica

del error de sincronizacion (4.12), la cual tiene la siguiente forma:

Bi(r) = xi(t) — s(¢), parai=1,2,...,N. (4.13)
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Ahora si sustituimos la ecuacién (4.11) y (4.12) en la ecuacion (4.13) se tiene lo siguiente:

N
Bi(t) = f(xi(t)) + ¢ Y FiTx;(t) — f(s(r)) parai=1,2,...,N. (4.14)
j=1

De la misma manera procedemos a linealizar la dindmica de la funcién f(x;(¢)) alrededor de
s(t), después de esto la ecuacion resultante, se escribe en forma vectorial mediante la matriz
de error B(¢) = [B1(¢),Ba(t), - .., Bn(#)] € RN quedando de la siguiente forma:

B(r) =Df(s(t))B(t) +cIB(1)F. (4.15)

Debido a las caracteristicas de tamafio y simetria presentes en la matriz F, es posible
diagonalizarla mediante un cambio de variable dado por B(¢) = X(z)¥~!, donde ¥ es una
matriz cuadrada dada por ¥ = [¥|,¥,,...,Py] € RY*N es unitaria y ademads invertible. A
consecuencia de esto, F puede ser descompuesta de la siguiente manera: F = ¥YW~!, donde
T es la matriz correspondiente a los eigenvalores y; parai = 1,--- ;N de la matriz F.

Ahora y mediante el cambio de variable anterior, es posible obtener un sistema descom-

puesto en columnas de la siguiente forma:
6i(t) = (Df(s(t)) +cyil’) wi(t), parai=1,2,...,N. (4.16)

Donde o;() € R". Sabemos de acuerdo al anlisis para redes sin pesos del capitulo anterior
que solo es necesario analizar la estabilidad del estado sincronizado s(z) en las N — 1 ecua-

ciones lineales variantes en el tiempo, de tal manera que la ecuacién anterior (4.17) es ahora
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la siguiente:

Gi(t) = (Df(s(t)) +cyil') wi(t), parai =2,...,N. 4.17)

Ahora de la misma forma, se propone una funcién de Lyapunov similar a la del capitulo
anterior

Vi(t) = 6;(t)"Po;(t), parai=2,3,...,N. (4.18)

Siendo P = PT > 0 € R™". De acuerdo al anélisis anterior sabemos que la derivada de

(4.18) es definida negativa si se cumple la desigualdad de Lyapunov dada por

(DF(s(t)) + cyD)P+P(Df(s(t)) +cyT) < —0 (4.19)

Parai=2,3,...,N y donde Q = QT > 0 € R"*" es una matriz definida positiva.
Mediante este analisis es posible obtener un valor de ¢ necesario tal que haga que la red

(4.11) se sincronice, donde ademads se sabe que ¢ debe de satisfacer lo siguiente

(4.20)

Donde d es un niimero como en el capitulo anterior tal que hace que la desigualdad de
Lyapunov (4.19) se siga satisfaciendo y siga siendo definida negativa.

Por otro lado y después de este analisis es necesario asegurar que la sumatoria de los
elementos en la diagonal q;; de la matriz Q es positiva, para esto los elementos de la matriz

C son elegidos de tal manera que para cuando c¢;; > 0y i # j solo se elegirdn las entradas c;;
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de la siguiente forma

cij > % 4.21)

Para que de esta manera, q;; = ZIJVZL#Z. cij— Z’}’:L#i 5(pij) = |qii|, y por lo tanto la ma-
triz Q sea semidefinida positiva. De esta forma, los eigenvalores de la P son mas grandes o
iguales que los eigenvalores de C debido a que para que Q sea semidefinida positiva las entra-
das de P deben ser mas grandes que las de C.Si consideramos que ademas sus caracteristicas
de conectividad son similares entonces sabemos que sus eigenvalores estan ordenados de
acuerdo a (1.3) por lo tanto el eigenvalor mas grande de cada uno de estos serd A, de cada

una de estas matrices. Por lo tanto tenemos que

M(0)< 5

12 (F). (4.22)

Y desde que A (P) > A2(C) +2A,(P—C) se tiene que A2(C) < A2(P) = 5Y2(F). De acuer-
do al andlisis anterior, sabemos que existe un d < 0 que es mds grande o igual que (502(F)).
De esta forma demostramos que los estados de la red con pesos (4.4) son asintéticamente
estables al menos de manera local si y solo si elegimos correctamente en base a (4.21) las

entradas de la matriz con pesos C. En el articulo Li y Chen (2006) menciona que la sincro-

nizacioén de una red de este tipo (4.4) puede ser caracterizada de la siguiente forma:

(i # ). (4.23)
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Cabe resaltar que solo es posible asegurar que el fenémeno de sincronizacién ocurre si el
método para sincronizar redes con pesos se realiza de esta forma, ya que de otra manera no

es posible asegurar que este fenémeno ocurra.

4.1.1. Ejemplo 3: Sincronizacion de una red con pesos en las conexiones
de neuronas HR

En esta seccion se propone un ejemplo con el cual se pretende ilustrar los resultados
de sincronizacién anteriores. Para este ejemplo, se utilizé la misma topologia de red del
capitulo anterior la cual esta dada por la Figura 3.1, el cual fue construido bajo el modelo
de crecimiento de BA, sin embargo, en esta red los enlaces tienen pesos, los cuales fueron
elegidos de acuerdo a (4.23), debido a que es necesario elegir las entradas de la matriz C de
la forma correcta para asegurar la sincronizacion en la red (4.4). Por lo tanto, la matriz de

acoplamiento externo C = {c;;} € RV*V est4 construida de la siguiente manera:

(1) Los pesos de la matriz C son nimeros reales positivos, i.e., ¢;j € RT.

(i1) Para los elementos fuera de la diagonal. En la entrada de la matriz correspondiente, es
necesario indicar los pesos entre cada par de nodos conectados i y j (i # j) en la red,

esto es ¢;j = cj; > 0, de otra manera ¢;; = c¢;; = 0, por lo tanto es simétrica.

(iii)) Los elementos en la diagonal c;; estdn definidos como:

N N
ci=— Y, cj=— Y, cji,parai,j=12,..N. (4.24)
J=Lj#i i=1,j#i
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(iv) Los elementos por renglén satisfacen:

N
Y cij=0,parai=1,2,...,N. (4.25)
j=1

Esta red estd formada por 50 nodos cuya dindmica es el modelo de HR (2.3), de tal forma

que la red descrita anteriormente se ve como en la siguiente ecuacion de estados:

%1 (1) —ax;1 (t)? +bxj (£)> +1+xp(t) — xi5(t)
N
Xo(t) | = e —dxi (t)> — xi(1) + Zl cijlxj(e) - (4.26)
iz
X3 (1) e(s(xi1 (1) +x0) —xi3(1))

parai=1,2,3,...,N.

Donde x;(¢) € R? representa el vector de estados del i-ésimo nodo; la matriz I" por sim-
plicidad tiene de la siguiente forma I" = diag(1,0,0) y de acuerdo a esto las neuronas estan
acopladas internamente a través de su primer variable estado, el cual estd relacionado con el

potencial de accidon. De acuerdo a lo anterior la ecuacion (4.26) tiene la siguiente forma:

xi1 (1) —ax;| (l‘)3 ~+ bxj; (l‘)2 —|—1+X(i2> (1) —xi3(t) _|_21]Y:1 cijxji(t)
i) | = e —dxi1 (1)? —xp(1) (4.27)
xi3(1) e(s(xi1 () +x0) —xi3(1))

parai=1,2,...,N.
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Considerando que la red en este ejemplo tiene las mismas conexiones que la red en el
ejemplo 1 del capitulo anterior, se sabe que la nueva matriz F formada a partir de la matriz
con pesos C tendrd las mismas caracteristicas de la matriz L del ejemplo anterior, debido a
esto es que es posible obtener las matrices consecutivas tales que a partir del anélisis tedrico
se pueda saber el valor adecuado para escoger las entradas de la matriz C tal que hagan que
la red se sincronicé de acuerdo a (4.23). En este ejemplo, las entradas necesarias para que la
red alcance el objetivo de sincronizacion deben de ser mayor a 5, debido a que consideramos
qued=d=—8,c=10y 7 (F) = Ay(L) = —1.4183 valores obtenidos del ejemplo anterior.
Este comportamiento se muestra en las siguientes Figuras 4.1 y 4.2.

.t
I I

(@) (b) (©)

Figura 4.1: Estados de la red con pesos cuyos nodos son neuronas de tipo HR.

En este ejemplo en particular se ha demostrado que eligiendo de manera correcta las
entradas de la matriz C, es posible asegurar que redes con peso de la forma (4.4) puedan
alcanzar el estado de sincronizacion, siempre y cuando el andlisis en estos modelos en parti-

cular se lleve a cabo bajo la forma anterior, ya que de otra manera no es posible asegurar que
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() (b) (©

Figura 4.2: Error de Sincronizacién de la red con pesos cuyos nodos son neuronas de tipo
HR.

el fendmeno de sincronizacidén ocurra.

4.2. Regulacion por fijacion en redes con pesos en las cone-

xiones

En la seccion anterior observamos que una red que presenta conexiones con pesos aso-
ciados (4.4), puede ser conducida de la misma forma que en el capitulo 3 hacia un estado
sincronizado s(z). En esta seccion en particular se busca que la misma red con pesos (4.4)
converja a un estado estacionario homogéneo llamado x, el cual de la misma forma que en
el capitulo anterior, representa la solucidon de un nodo aislado de la red, por lo tanto x € R”.

De tal forma que el comportamiento dindmico descrito anteriormente y el cual ademas es el
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objetivo de control en esta seccidn, se representa por la siguiente ecuacion:

x1(t) =xp(t)=---=xn(t) =% cuandot — oo. (4.28)

El estado estacionario homogéneo X satisface que f(x) = 0. Para lograr el objetivo de control
(4.28), de la misma forma que en capitulo anterior, se utilizé la estrategia de control por
pinning, que de manera general consiste en disefiar entradas de control para una pequeia
porcién de nodos en la red llamada J siendo 6 < N siendo N el tamaifio de la red. A través de
esta estrategia de control, la cual es muy utilizada debido a que reduce el nimero de controles
necesarios para que el objetivo de control sea alcanzado, la informacién se envia solo a una
pequena cantidad de nodos los cuales son elegidos de manera estratégica o aleatoria de tal
forma que a través de sus conexiones hacia otros nodos la informacion pueda ser distribuida
para que de esta forma, los nodos no controlados sigan el comportamiento de los nodos
controlados para asi alcanzar un comportamiento colectivo comun en la red.

Con esto en mente, la red (4.4) bajé estd estrategia de control donde ademads y por sim-
plicidad los nodos de la red estan ordenados de tal manera que los nodos controlados sean
los primeros elementos en la red y los nodos no controlados sean los siguientes, tiene la

siguiente forma:

f(xi(t)) —l—ZIJy:l c,-jl"xj(t) +u;, para 1= 1,2, - ,8;

xi(t) = (4.29)

\f<xi(t)) +Z’]V:1c,-jl“xj(t), parai=0+1,0+2,...,N.
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Donde y; es la entrada de control y equivale a —«I'(x;(¢) — X) siendo k la ganancia de

control (x > 0), I' la matriz de acoplamiento interno y esta descrita como en la seccion

anterior.

Es necesario demostrar primero que X es una solucion comun para todos los elementos de

la red (4.29), para esto y de la misma forma al capitulo anterior, sustituimos X en la ecuacion

(4.29) parai=1,---,N; de tal forma que si seguimos con el procedimiento adecuado, nos

damos cuenta que debido a la propiedad de difusividad que cumple la matriz C (4.25), es

posible concluir que X es solucién de la red. Por otro lado, como hemos venido haciendo

durante el transcurso de esta tesis, es necesario conocer la estabilidad de x en la red (4.29),

para esto y de manera similar al capitulo anterior definimos el error de control dado por:

y;(t) =x;(t) — %, parai=1,2,...,N. (4.30)

Cuya dindmica es la siguiente ecuacion:

i(t) =x(t), parai=1,2,...,N. (4.31)

Ahora sustituimos la red (4.29) y la ecuacion (4.30) en (4.31) obtenemos lo siguiente:

. f(xi(t>)+zljyzlcijrll'[j(t>_KiF\Pi(I)? Parai: 1727'--78;
Vilt) = (4.32)

f(xi(t)) +Z§y:1€ijrllfj(f), parai=0+1,0+2,...,N.

Es necesario analizar la dindmica alrededor de la solucion estacionaria X para esto y
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debido a que la dindmica de la funcién f en la red (4.32) es no lineal, se procede a linealizar

la funcién f alrededor de X, de tal manera que la red (4.32) es ahora la siguiente ecuacion

() f®) +DFEWi(0) + X0 eijTw(1) = xlyi(t), parai=1,2,....8;
Wi(t) =
FE)+DfEWi(0) + X0 ciTw;(), parai=3+1,8+2,...,N.
(4.33)

Debido a que f(x) = 0 la ecuacion (4.33) es la siguiente

Df(@)wi(t) + X0, cijDy(t) =l yi(t), parai=1,2,....8;
Vi(r) = (4.34)

Df(f)qf,-(t)jtzllecijr\pj(t), parai=0+1,0+2,...,N.

Es necesario definir una matriz ¥ tal que sus entradas, represente los errores de control

de los N nodos; de tal manera que sea

W(t) = [wi(t),¥2(t),...,wn()] € RPN (4.35)

La ecuacion (4.34) en forma matricial de acuerdo a (4.35) tiene la siguiente forma

P(1) =Df(E)W() +TP(t)(C—K) (4.36)

Donde Df(x) € R"*" es el Jacobiano de f evaluado en &, la matriz de ganancias dada
por K = diag(K1,Ky,...,%s,0,0,...,0) € RV*N donde x; >0 sii=1,---,8y ki =0 si
i=1+9,2+9,---,N.
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Ahora sea definida la matriz B, cuyas entradas representan la diferencia entre la matriz

de pesos C y la matriz de ganancias K, de tal forma que (4.36) es ahora la siguiente

¥(t) = Df(X)¥(t) +T'¥(t)B. (4.37)

Los elementos de la matriz B son de la siguiente manera, para los elementos fuera de la
diagonal b;; = c;;, mientras que los elementos en la diagonal b;; = ¢;; — X;. Las caracteristicas

de la matriz B permiten que sus eigenvalores pueden ser ordenados de la siguiente manera

B1>P2>P3>-->Pn (4.38)

Donde ademads, se sabe que la matriz B se puede diagonalizar de la siguiente forma B =

ABA‘I, siendo A = [6],62,...,0n] € RN*N y se forma con los eigenvectores derechos 6; de
B, por otro lado B = diag[B1,Ba, . . ., Bn] € RV*N cuyas entradas representan los eigenvalores
o; de B.

Proponemos un cambio de variable de la forma W(z) = ZA, tal que la ecuacion (4.37) sea

la siguiente:

Z(t) = DF(R)Z(t) + TP(1)B. (4.39)

Ahora si descomponemos la ecuacion anterior (4.39) en columnas, se obtiene lo siguien-

te:
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zi=(Df(X)+PBil)z;, parai=1,2,... N. (4.40)

Donde el vector z; € R". La ecuacion (4.40) representa N sistemas lineales invariantes
en el tiempo los cuales de la misma manera que en el capitulo anterior, son asintéticamente
estables si la matriz D f (%) + ¢f,I" para cada o; cuando i = 1,2, ... N es Hurwitz. Si esto es
cierto, se puede concluir que el estado estacionario homogéneo X es asintoticamente estable
y por lo tanto es una solucién para la red controlada (4.29). De manera general y de acuerdo a
la ecuacion (4.38), sabemos que B es el eigenvalor con la parte real mas grande de la matriz
B, de tal manera que si Df(¥) 4+ I es una matriz Hurwitz entonces el resto de las matrices
con 3; parai=2,...,N, también seran Hurwitz. Y por lo tanto y de manera similar al analisis
del capitulo anterior, sabemos que si elegimos el valor adecuado de la ganancia x; tal que los
eigenvalores de las matrices Df(X) + B, tengan la parte real negativa para i = 1,2,...,N,
podemos asegurar que el problema de control esté resuelto y por consecuencia concluir que

el estado estacionario homogéneo X es asintéticamente estable.

4.2.1. Ejemplo 4: Regulacion por fijacion en una red con pesos en las
conexiones de neuronas HR

Para mostrar las validez de los resultados tedricos anteriores se propuso un ejemplo en
el cual se utiliz6 el mismo modelo de red aleatoria de BA, Figura 4.3. Para este ejemplo,
consideramos una red de N nodos idénticos acoplados de manera difusiva con pesos en las

conexiones, cuyos nodos son sistemas dindmicos n-dimensionales de la forma (2.3).
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Red de tipo escala libre de BA con N=25

Figura 4.3: Grafo del modelo de BA con my = m =5 y veinticinco nodos

La matriz de acoplamiento externo C = {c¢;;} € RV*N para este ejemplo, fue construida

de la siguiente manera:

(i) Las entradas fuera de la diagonal son simétricas, esto es ¢;; = c¢j; cuando i < j, si hay
conexion entre el nodo i y el nodo j (i # j) entonces les correspondera un valor mayor

a cero, si este no fuera el caso entonces no habra conexion y por lo tanto ¢;; = ¢j; = 0.

(i) Las entradas en la diagonal c;; de la estdn definidas de la siguiente manera:

N N
ci=— Y, cj=— Y, cjiparai,j=12,..N. (4.41)
J=1j# i=1,j#i

Esta matriz de acuerdo al modelo de crecimiento de BA comenzé con mg = 5 y cada

paso del tiempo nuevos nodos fueron afiadidos hasta llegar a un total de 25 nodos.
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(iii) Esta matriz satisface la condicién de difusividad, debido a que cada la sumatoria por

renglon es igual a cero, esto es

N
Y cij=0,parai=1,2,...,N. (4.42)
j=1

El comportamiento de red esta descrito por la siguiente ecuacion de estados:

xi1 (1) —axi1 (t)3 +bxi (t)* +x(t) —xi3(t) +1 Y cijxi (1) Ui
xp(t) | = e —dxi1(t)? —xp(t) + 0 +10
R (1) | I e(s(xi1 (¢) +x0) —xi3(1)) 1 1 0 | 9]
(4.43)
parai=1,--- ,N. Donde y; es la entrada de control disefiada por retroalimentacion lineal de
la forma y; = —xI'(x;(t) — %), siendo x el punto de referencia y estd dado por un punto de

equilibrio real del sistema de HR el cual es ¥ = (0.7069, —1.4983, —0.3525). Considerando

esto, la ecuacion anterior se ve de la siguiente manera:

K1 (1) —axit (1) +bxit (0)* +xi2 (1) — i3 (1) + 1+ X0 cijjn (8) — wi(xin (1) — %)
Xp(t) | = | e—dxi(t)* —xip(t)
() || elsCean(r) +x0) —xi(r)) ]
(4.44)

parai=1,2,...,8,0+1,6+2,...,N.

En este ejemplo y de acuerdo al modelo aleatorio de BA elegiremos fijar los controlado-

74



res en los nodos de manera estratégica. Para este ejemplo en particular elegimos el nodo 2,
debido a que es un nodo hub el cual tiene el mayor nimero de enlaces dentro de la red. Del
andlisis anterior se sabe que para solucionar este problema de control, es necesario elegir de
manera correcta el valor de la ganancia tal que haga que cada una de las matrices (4.40) sean
Hurwitz para cada B; coni = 1,--- , N de la matriz B, de tal forma que cada uno de los eigen-
valores de (4.40) tengan la parte real negativa para asi lograr que la red alcance el objetivo
de control dado por (4.28). De esta forma elegimos a k» = 150, siendo los eigenvalores de B

de acuerdo al orden (4.38) los siguientes

B1 = —0.3903 > By = —1.0695 > --- > Brs = —170.3659

Considerando esto, se procede a comprobar que (4.40) es Hurwitz, para esto se tiene que
cuando B; = —0.39033:

AMyA (Df(x)+cpil) = —0.9517£3.1363i y A3 (Df(X) + cp1I") = —0.0014 + 0i
cuando B, = —1.0695: A; (Df(X)+cPil’) = —5.5184, Ay, (Df(X)+cPil) = —3.1772 y
A3 (Df (%) +cPiT) = —0.0012 + 0i de esta forma se realizé el andlisis para cada valor de B;
cuandoi=1,--- N y se comprob6 que es Hurwitz, concluyendo asi en este ejemplo que de
la misma manera el estado estacionario X es asintoticamente estable de manera exponencial,
como se muestra en la Figura 4.4 y 4.5.

En el siguiente capitulo presentamos las conclusiones de este trabajo, al igual que el

trabajo a futuro en este tema de investigacion.
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(a) (b) (©)

Figura 4.4: Estados de la red con pesos cuyos nodos son neuronas de tipo HR.

(b) (©)

(a)

Figura 4.5: Error de regulacion de la red con pesos cuyos nodos son neuronas de tipo HR.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis analizamos el comportamiento colectivo de una red dindmica compleja de N
nodos, siendo cada uno de éstos, un sistema dindmico n-dimensional con acoplamientos li-
neales. En particular estudiamos la sincronizacion y regulacion en dos casos. El primer caso,
es cuando se tiene una fuerza de acoplamiento uniforme; en el segundo caso consideramos
diferentes fuerzas de acoplamiento en los enlaces. Aun que, analizamos el comportamien-
to colectivo para una red general. El trabajo se enfoca en redes cuyos nodos son modelos
neuronales de HR (2.3), el cual se asocia con el comportamiento eléctrico de la membrana
neuronal.

Se analizo la estabilidad del estado sincronizado en redes complejas de nodos idénticos,
basados en este resultado se abordoé el problema de regulacion. En el caso de redes con peso
uniforme se utilizé un método similar al conocido en la literatura como Criterio de Ay, el cual
nos permite establecer condiciones de estabilidad asintética de la solucion sincronizada como

la solucién de un nodo aislado cualquiera s(¢) repetido N veces, de manera local mediante
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una linealizacién de la dindmica y una descomposicion de las conexiones.

Después de haber logrado la sincronizacion en la red uniforme, abordamos el problema
de regulacion de la red a un punto de equilibrio de los nodos aislados. Mds aun, el obje-
tivo de control se logra sin necesidad de controlar cada uno de los nodos. Para lograr este
objetivo, se selecciond una estrategia de control llamada pinning, la cual es muy usada de-
bido a que reduce el nimero de controladores necesarios para controlar la red, ya que las
entradas de control son afiadidas de manera estratégica a una pequefa porcion de nodos de
la red llamada & (& < N) aunque también estas pueden ser afiadidas de manera aleatoria.
En este trabajo aplicamos controladores solo a los nodos mas conectados resultando en una
regulacién bastante rapida y efectiva.

Para el segundo modelo de red propuesto, las conexiones entre los nodos tienen pesos
variados y la matriz de acoplamiento externo ya no tiene simplemente entradas de cero y uno
por lo que se plante6 que era necesario hacer extensiones de la teoria utilizada en el modelo
de red con acoplamiento uniforme. En el sentido de tener una matriz de pesos que sea mas
definida negativa que la necesaria para sincronizar en una red con conexiones uniformes. Esto
se corroboro debido a que en base al andlisis anterior de redes sin peso se pudo establecer
condiciones bajo las cuales el fendmeno de sincronizacién en la red con pesos se puede
lograr. De manera consecutiva se deseaba demostrar que estas redes pueden alcanzar un
punto de referencia dado y de la misma forma era necesario utilizar una estrategia de control
econdmica, por lo que de la misma forma se utilizé la estrategia de control por pinning, a
través de esta y mediante el uso de la teoria de dlgebra lineal, control clasico y sistemas no

lineales pudimos establecer las condiciones bajo las cuales la red con pesos en las conexiones
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converge a un estado de control deseado llamado x.

Como trabajo a futuro, en este tema de investigacion se propone plantear nuevos fendme-
nos de interés de tal manera que nuevos modelos de red surjan, en los cuales mas carac-
teristicas dadas por Steven Strogatz sean consideradas. Por ejemplo considerar que exista
diversidad de conexidn en el sentido de que los pesos en la red tengan diferentes signos y a
partir de este establecer condiciones bajo las cuales el comportamiento de sincronizacién y
regulacion exista. Por otro lado y en este mismo contexto considerar que el modelo de red
tiene direcciones es decir; la informacion entre los nodos fluye en un solo sentido y bajo una
direccion. También se puede considerar que dentro de la misma red coexistan diferentes tipos
de nodos, por ejemplo modelos neuronales de HH, Morris Lecar, Fitzhugh-Naguno (FN) y
HR. Para que de la misma manera, se puedan establecer las condiciones de estabilidad bajo
las cuales los fendmenos de sincronizacion y regulacion ocurran.

Otra caracteristica importante que puede ser considerada en un modelo de red es cuando
todas las variables vistas anteriormente son consideradas juntas, de tal manera que todas
estas complicaciones se influyan mutuamente y provoquen un comportamiento complicado

y por consecuencia se asemeje mas a un fendmeno real.
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