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Resumen. En esta contribucién se analiza una
clase de mapa escalar obtenido a partir de las for-
mas de onda del convertidor elevador controlado
en modo corriente pico sin rampa estabilizadora.
Se establecen condiciones necesarias y sufientes
para caracterizar el comportamiento estable y
periédico del ciclo de trabajo. Las propiedades
geométricas de los mapas escalares son ilustradas
con mapas iterativos.

1 INTRODUCCION.

Debido a la importancia que tiene el convertidor elevador
se han desarrollado diferentes esquemas de control: 1)
control en modo voltaje y 2) control en modo corriente
(Kassakian, et al., 1991; Middlebrook, 1989; Verghese,
et al., 1989; Mohan, et al. 1989). La implementacion
de estos esquemas de control ha permitido la regulacién
del voltaje de salida. Sin embargo, diferentes investiga-
ciones han reportado diversos fenémenos alineales como
son: periodicidad, oscilaciones cuasipe-riédicas y caos
(Banerjee, et al., 2000; Lu y Tse, 2001; di Bernardo y
Vasca, 2000; Tse, et al., 2000). También se ha reportado
que la ganancia de retroalimentacién (Chan y Tse, 1997)
y otros parametros del cicuito (Banerjee y Chakrabarty,
1998; Deane y Hamill, 1990) pueden ser usados como
parametros de bifurcacién entre estos comportamientos
(di Bernardo y Vasca, 2000).

Adicionalmente, se ha publicado que un mapa escalar
de la forma zpi1 = f(xr) asigna el estado anterior
en el estado actual y permite una representacién clara
del comportamiento dindmico de convertidores (Seddley,
2002) y muchos otros sistemas fisicos (Arrowsmith, et
al. 1994; Strogratz, 1994; Wiggins, 1990). Hamill, et al.,
(1992) y Deane (1992) reportan el modelo de un mapa i-
terativo para convertidores obtenido a partir de las ecua-

ciones diferenciales ordinarias del convertidor para los
estados del sistema. Estos mapas iterativos han sido
obtenidos a partir de una aproximacién discreta en el
tiempo de la solucién del modelo de espacio de estados
y pueden llevar a obtener mapas con dimensién mayor
que uno y pueden ser muy complejos para su andlisis. El
propésito de este trabajo consiste en obtener un mapa
escalar a partir de las formas de onda del convertidor
elevador controlado en modo corriente pico. Es decir,
nuestro interés es simplificar el procedimiento de mode-
lado del comportamiento dindmico de los convertidores
cd-cd y proporcionar criterios de estabilidad y existencia
de ciclos limite. La organizacién del texto es como sigue.
La descripcién del convertidor elevador controlado bajo
el esquema de control en modo corriente pico y el mapa
escalar obtenido a partir de la geometria de las formas de
onda son discutidos en la Seccién 2. En la Seccion 3, las
propiedades geométricas del mapa escalar son estudia-
das analiticamente en el dominio del ciclo de trabajo y
se presentan relaciones que determinan la ubicacién del
punto fijo, ademds se establecen criterios de estabilidad,
periodicidad e inestabilidad. En la Seccién 4 se mues-
tran ejemplos ilustrativos donde la trayectoria del mapa
iterativo presenta diferentes tipos de comportamiento.

2 CONVERTIDOR ELEVADOR
EN MODO CORRIENTE.

El convertidor elevador estd formado por un diodo, un
elemento de conmutacién (interruptor), un inductor y
una resistencia de carga en paralelo con un capacitor.
La Figura 1 muestra el diagrama esquemadtico del con-
vertidor elevador controlado en modo corriente. Bajo
el esquema de control en modo corriente, el interrup-
tor es encendido cada T segundos a una frecuencia fija.
Durante el intervalo de tiempo en el cual el interruptor



estd cerrado la corriente del inductor 77 se incrementa
en forma lineal. Cuando la corriente pico del inductor
es igual a la senal de control el interruptor se abre y la
corriente del inductor se reduce hasta que el interruptor
es cerrado nuevamente.

L ]
RN [~
—_— LT
IL
ECT) R ?
R
A
Jis s
|
L Fl: il
| EiERES gl PR Yoo

Figura 1.-Convertidor elevador controlado en modo
corriente sin rampa estabilizadora

De esta forma, el convertidor adopta dos topologias:
1) cuando el interruptor estd cerrado y 2) cuando el in-
terruptor estd abierto. Las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el comportamiento dindmico del convertidor
en sus diferentes topologias son: para el interruptor cer-
rado

dv, Ve
it ~ RC
para el interruptor abierto
dv, i Ve
4 ~ C CR

donde F es el voltaje de alimentacién y v, es el voltaje
en el capacitor.

Por otro lado, las formas de onda que describen el com-
portamiento de la corriente del inductor y la relacién que
existe con el ciclo de trabajo se muestran en la Figura
2. El tiempo de encendido y apagado del interruptor
se determina por el ciclo de trabajo. En el intervalo
de tiempo nTs < tx < (n + di)Ts el interruptor es
encendido y es apagado durante el intervalo de tiempo
(n+dp)Ts <t < (n+ 1)Ts. Geométricamente la dis-
tancia del voltaje de control a la corriente del inductor
sensada al inicio del ciclo k + 1 es igual a la sensada al
final del ciclo k. Esta relaciéon puede ser expresada por

Vs1 = veo — M1diTs NR,;. Reacomodando se obtiene la
siguiente ecuacién para el ciclo de trabajo dy41
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Figura 2.- Formas de onda del convertidor
elevador sin rampa estabilizadora

donde Vi1 y Vi son los voltajes obtenidos al sensar la
corriente del inductor al final del ciclo k y en diTs res-
pectivamente, M; = E/L es la pendiente de la corriente
del inductor sensada durante el tiempo de encendido del
interruptor, dy, y d+1 son el ciclo de trabajo en el ciclo k
y ciclo k + 1, respectivamente y T es el periodo de con-
mutacién del interruptor. Nuestro intéres es construir
un mapa iterativo que relacione el ciclo de trabajo dy41
con el ciclo de trabajo di. Como veremos enseguida,
éste puede realizarse a partir de la ec. (3) donde estd
involucrada la corriente del inductor sensada al final del
k-ésimo ciclo (V1) que estd dada por la siguiente expre-
sién:

Vo1 = i(tk) N R (4)
donde (n + di)Ts <t < (n+ 1)Ts.

Ahora bien, el sistema (2) gobierna el convertidor en
el intervalo de tiempo cuando el interruptor estd abierto
de donde se obtiene la ecuacién diferencial de segundo
orden no homogénea

d?ip(t)
dt R dt

£diL(t) E

+i(t) = = (5)

LC
R

Para la cual, haciendo t; = (1 — dg)Ts, obtenemos la
siguiente solucién

E

. Voo B\ _o1-a,
G (NR _E)e t-am) 1 2
(6)

donde o = 1/2RC'; que al ser sustituida en (4), se obtiene

v, E E
— co = —a((1—dp)Ts) 4
Vi ((NRS R)e +R)NRS @)

Asi se tiene la expresion para el k-ésimo ciclo de trabajo

o — ENR;
s = TR ENE (,

_ —a(l—dk)Ts)
RMT.NR, \' ¢ ®

El término e~ *(1=4)Ts puede ser aproximado al m-

ésimo orden por medio de una expansién en series de



Taylor como sigue:
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donde O (-) denota los términos de orden superior a
m. Tomando los términos lineales de la aproximacion
(m = 1) y sustituyendo en (8) obtenemos la expresién
que relaciona el ciclo de trabajo di41 con dj:

veoR — ENR;
A1 = o dk)( RM,NR, > (10)
que tiene la forma general
Tpt1 =a (1l —xp) (11)

donde a = (a%). Esta ecuacién presenta un
s

medio muy conveniente de analizar el comportamiento
dindmico del ciclo de trabajo. Si bien, la ecuacién (11)
es lineal, la iteracién de esta expresiéon puede presen-
tar diferentes comportamientos utlizando la variable a,
como parametro de bifurcacién (Li y Yorke, 1975; Sed-
dley, 2002).

3 PROPIEDADES GEOMETRI-
CAS.

El mapa escalar (11) describe el comportamiento del ci-
clo de trabajo proporcionando su valor actual respecto
al valor anterior. El punto fijo * del mapa escalar (11)
es determinado por la interseccién de la imagen de las
funciones f(z) =z y f(x) = a(l — z) que son suaves y
continuas en z.En la préctica se busca que el punto de
operacion del ciclo de trabajo se encuentre en el intervalo
(0,1), por lo tanto, este es el rango de interés sobre la
ubicacién del punto fijo del mapa escalar dado por (11).
El siguiente resultado proporciona las condiciones nece-
sarias que permiten ubicar el punto fijo en el intervalo
(0,1).

Lema 1. Considerar el mapa escalar x11 = f(xy)
donde la regla de asignacion f : R — R esta dada por

*

(11). Entonces existe un punto fijo dado por: x* =

Lema 2. Sea x* el punto fijo de la regla de asignacion
(11) donde z* pertenece al intervalo (0,1) si a > 0.m

Prueba. Asimase que J ~ J y [0,1] C J, entonces
por el Lema 1 se concluye la existencia del punto fijo x*.
Acotando el valor del punto fijo en el intervalo deseado se
obtiene: 0 < a/(1+ a) < 1; de donde por manipulacién
algebraica se obtiene a > 0.g

Teorema 3 (Li y Yorke, 1975). Sea J C [v,6] un
intervalo cerrado tal que J ~» J. La regla de asignacion
f: R — R tiene un punto fijo asintéticamente estable x*

si y solo si |df (x)/dx| <1 en x* € J y condicién inicial
xo € J.m

Observacién. Del Lema 1 se tiene que la regla de
asignacién tiene un punto fijo *. Ademds del Teorema
3, el punto de equilibrio es asintéticamente estable si
|df (x)/dz| < 1 evaluada en x*, por lo tanto el punto de
equilibrio z* es estable si se cumple |a| < 1. Ahora bien,
del Lema 2 z* € (0,1) si se cumple a > 0. Reuniendo
éstas condiciones se tiene que a € (0,1).

Teorema 4. Sea xi11 = f(xy) el mapa escalar donde
la regla de asignacion f : R — R es definida por (11)
para algin valor inicial xo perteneciente al intervalo J =
[v, 6] que contiene el punto fijo x*. Si |df(x)/dx| < 1,
entonces no hay puntos periddicos con n > 2.m

Prueba. La derivada del mapa (11) evaluada en
el punto fijo z* estd dada por % = —a, donde

el criterio de estabilidad |df(x)/dz| < 1 implica que
la] < 1. Ahora es suficiente con probar que el mapa
escalar bajo la regla de asignacién (11) no tiene puntos
periédicos con periodo dos. Por definicién la composi-
cién fo f(x) = f(f(z)) = x corresponde al punto = con
periodo dos que estd contenido en el intervalo J. De
esta forma la composicién f(f(z)) = x estd dada por
f?(x) =all —a(l —z)] = 2. Luego, por manipulacién
algebraica, tenemos a — a? + a?x — x = 0. Puesto que el
punto fijo z* satisface f(z*) = z* y por lo tanto satisface
f?(x*) = a* lo factorizamos para obtener una solucién
diferente de z*, entonces se obtiene (a + 1)(a — 1) =0
que no tiene una solucién que cumpla |—al < 1; lo cual
completa la prueba.g

Teorema 5. Sea J = [v,8] un intervalo cerrado para
las constantes v y 6 tal que J ~ J. El mapa escalar (11)
tiene un punto periddico xP, con un periodo a lo mucho
igual a dos (p = 2), perteneciente a la vecindad Q C J
del punto fijo x*, si y solo si |df (x)/dz| =1 evaluada en
el punto fijo x* perteneciente a J, para cualquier condi-
cion inicial xo en el intervalo J.g

4 SIMULACIONES NUMERICAS.

En lo que sigue se presentan simulaciones numéricas
donde se ilustra el comportamiento dindmico del mapa
escalar (11). Estas fueron realizadas para el caso en que
se satisface la existencia del punto de equilibrio z* en el
intervalo (0,1). La figura 3 muestra el comportamiento
dindmico del ciclo de trabajo cuando a < 1, nétese que
la trayectoria converge al punto fijo *. en la Figura 4 se
muestra el caso cuando a = 1; note que la trayectoria es
periddica en la vecindad del punto fijo *. Finalmente si
a > 1, la trayectoria diverge del punto fijo x* (ver Fig.
5).
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Figura 3. Trayectoria que converge al punto fijo x*.
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Figura 4. Trayectoria periédica.
z* = 0.5.
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Figura 5. Trayectoria inestable. a =1.2, M > 1y

x* = 0.54.
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Las Figuras 6 y 7 muestran los valores que toma el ciclo
de trabajo en cada iteracién de los mapas escalares. En
la Fig. 6, la linea discontinua corresponde a la Fig. 3
donde @ = 0.8 y z* = 0.44. Notese que para a = 0.3
el ciclo de trabajo converge a z* = 0.23 cuando k =~
6 (Iimea continua) y para a = 0.8 el ciclo de trabajo
converge a z* cuando k£ =~ 25. Finalmente en la Fig.
7 se muestran los valores que toma el ciclo de trabajo
cuando la trayectoria es periédica (linea continua con
1) y cuando la trayectoria diverge del punto fijo
(linea discontinua con a = 1.2).
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Figura 6. Ciclo de trabajo respecto a la k-ésima
iteracién. a) a = 0.8y 2* =0.44; b) a = 0.3 y 2* = 0.23
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Figura 7. Ciclo de trabajo respecto a la k-ésima
iteracién. a) a =1y 2*=0.5;b) a=12y z* =0.54

En la Figura 7 se puede observar que la tasa de conver-
gencia al punto fijo depende directamente de la pendiente
de f(x) en x*; si la pendiente disminuye, entonces la tasa
de convergencia aunmenta (ver Figs. 3y 4). Ahora bien,
los pardametros fisicos mas importantes son el valor de la



ganancia del lazo de corriente N y de las variaciones en
la carga R. La dependencia del pardmetro a respecto
a éstos se relaciona, respectivemente, con las siguientes
expresiones

Voo RL
N = 12
ER, (L 4+ 2R2C) (12)
2 2 P2 2
Lve, + \/(cho) —8N2R2CE>?L
R= (13)

4ANR,CE

En las Figuras 8 y 9 se ilustra el pardmetro a como una
funcién de N y R respectivamente.
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Figura 8. Pardmetro a como funcién de N.
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Figura 9. Pardmetro a como funcién de R.

Nétese que si N < 3.66 (o R < 40), entonces a > 1
y el mapa escalar presentard una trayectoria inestable.
Cuando N = 3.66 (R = 40) a toma su valor critico y la
trayectoria serd periédica. Finalmente, st N > 3.66 (R >
40) entonces a < 1y la trayectoria convergers al punto
fijo. El valor de los pardmetros fisicos del convertidor

elevador usados para obtener las gréficas fueron tomados
de Chan y Tse, (1997).

5 CONCLUSIONES.

El estudio del ciclo de trabajo se ha llevado a cabo a par-
tir de un mapa escalar donde la regla de asignacion esta
dada por una aproximacién lineal a la solucién de las
ecuaciones que gobiernan el ciclo de trabajo del conver-
tidor elevador. La regla de asignacién es obtenida de las
formas de onda y el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que describen el comportamiento dindmico del
convertidor elevador controlado bajo el esquema de con-
trol en modo corriente pico. En este trabajo se han pro-
porcionado las herramientas necesarias para caracterizar
el comportamiento dindmico del ciclo de trabajo alrede-
dor del punto fijo para esta clase de covertidores. Con
ello, se complementan los resultados previos reportados
por Sedley (2002). Se demuestra que la rapidez de con-
vergencia al punto fijo depende directamente del valor
del pardmetro a de la regla de asignacién (11). Final-
mente se relaciona el pardametro de bifurcacién a con los
parametros fisicos del convertidor. Los resultados de este
trabajo pueden ser extendidos a los convertidores reduc-
tor, elevador-reductor y Cuk y resultados en este sentido
serdn reportados en breve.
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