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Resumen

Densidades invariantes, intermitencia y transicon de fase en mapeos aleatorios
en el intervalo.

Palabras clave: m.i.a.c., operadores de Perron-Frobenius, propiedades estadisti-
cas, decaimiento de correlaciones, exponente de Lyapunov, histogramas, exploracion
numeérica.

Este trabajo de tesis esta centrado en la exploracion numérica de algunas fa-
milias de mapeos aleatorios en el intervalo para las cuales, los resultados teoricos
existentes no garantizan que pueda contar con una medida invariante absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesgue (m.i.a.c.). La evidencia aqui presenta-
da funge como un argumento de la plausibilidad de su existencia en este tipo de
dinamicas que presentan una importante influencia de dinamicas con direccion no
expansiva, o bien, contractiva estricta.
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Abstract

Invariant densities, intermittency and phase transition on random interval maps.

Key word: measures, Perron-Frobenius operators, statistical properties, correla-
tion decay, Lyapunov exponent, histograms, numeric computation.

This thesis explores numerically some random interval maps families, which are
not granted to have an absolutely continuous invariant measure with respecto to the
Lebesgue measure (ACIM), since most of the existent results about the existence of
an ACIM for random interval maps require the strict expansiveness of the dynamic.
The numeric evidence shown here sugest that these theoric results may be exten-
ded to interval maps with an important influence of non-expansive dynamics, or even
strictly contractive ones.
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Capitulo 1

Introduccion

Catalogando a los sistemas dinamicos respecto a la predictibilidad de su compor-
tamiento inherente para tiempos muy grandes, se identifican primero aquellos cuya
Orbita asume una direccion regular (por ejemplo, describen puntos fijos o puntos pe-
riédicos); y por otro lado, se tiene la coleccion de sistemas con una dindmica deno-
minada a menudo como “ erratica”. El enfoque adoptado para el estudio del segundo
tipo de sistemas es, o bien, el estudio del comportamiento asintético de la érbita para
un tiempo grande; o el estudio de la evolucidn de un conjunto “grande” de condiciones
iniciales en el espacio de estados, esto es, el estudio del comportamiento estadistico
de las érbitas. Resulta que ambos enfoques son equivalentes en el caso de los siste-
mas ergddicos. Esto es un resultado fundamental en la teoria, el teorema ergédico de
Birkhoff (los detalles se pueden encontrar mas adelante en el capitulo 2.6). En esta
tesis nos enfocamos a dindmicas en el intervalo, especificamente en transformacio-
nes a tiempo discreto cuyo espacio de estados es el intervalo unitario [0, 1], donde,
bajo ciertas condiciones generales es posible entender que las 6rbitas se distribuyen
(para casi toda condicién inicial) segun una funcién de distribucion o densidad.

Desde este enfoque, estudiar esta clase de sistemas dindmicos en particular sig-
nifica estudiar la evolucion de las densidades, esto se logra definiendo una accion en
el espacio de las funciones (de densidad) que representa a la dinamica en el espa-
cio de estados. Desde este punto de vista, establecer la existencia de una medida
invariante respecto a la dindmica es equivalente a encontrar de un punto fijo para
el operador asociado [6]. A este operador se le conoce como el operador de Perron
Frobenius. La existencia de esta medida invariante, representa el punto de partida al
estudio de las propiedades estadisticas del sistema dinamico en cuestion.

Un primer trabajo en el contexto de los mapeos en el intervalo, es el resultado
postulado en [2], en el que se demuestra la existencia de una medida invariante ab-
solutamente continua (respecto a Lebesgue) para una dinamica expansiva a trozos
en el intervalo. La idea es mostrar que el operador de Perron Frobenius asociado a la
dinamica cuenta con un punto fijo en un subespacio adecuado de las funciones con-
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tinuas, esto es en el espacio de las funciones de variacion acotada (ver los detalles
en el capitulo 2.4), ya que en este subespacio el operador es contractivo y por tanto
es posible usar las técnicas clasicas de teoremas de punto fijo.

Los mapeos expasivos en el intervalo han sido de gran interés en el estudio de los
sistemas dindmicos y en particular en el estudio de las propiedades estadisticas, ya
que representan ejemplos sencillos para describir fendmenos complejos, por ejemplo
para modelar el fenémeno de turbulencia en fluidos [1]. Un ejemplo ahora clasico de
dinamica en el intervalo que es expansivo en todas partes, excepto por un punto, es
el mapeo de Mannevile Pomeau. Este mapeo, o familia parametrizada de mapeos,
fue definida por Manneville y Pomeau como un modelo sencillo del fendmeno de
intermitencia [1] ya que cuenta con un punto fijo indiferente, cerca del cual la dinami-
ca se “estanca” por intervalos largos de tiempo. Desde entonces ha sido estudiado
ampliamente dada la riqueza de sus comportamientos (vea por ejemplo [3, 10]).

La familia de mapeos de Manneville Pomeau que esta definida mediante la si-
guiente expresién para un parametro « > 0:

| x(1+2%2), 0<z<05
Ta(m)‘{zx—L 05<z <1,

muestra cambios notables en su comportamiento estadistico en funcién del pardme-
tro. Por ejemplo, presenta una medida invariante absolutamente continua (m.i.a.c.)
respecto a Lebesgue, cuya densidad es una ley de potencias [3] para 0 < a < 1; una
funcion constante, para « = 0; o una funcion ¢ para algunas condiciones iniciales y
para « = oo. En este sentido, se dice que presenta el fendmeno de transicion de fase.

El trabajo en esta tesis esta enfocado sobre el estudio de mapeos del interva-
lo; sistemas de una dimensién, y lineales por partes. Se propone un par de familias
de mapeos aleatorios del intervalo, con el propoésito de obtener modelos relativa-
mente simples caracterizados por un solo parametro, que asimilen algunas de las
propiedades estadisticas mencionadas, como la existencia de una medida invariante
absolutamente continua respecto a Lebesgue, transicion de fase o intermitencia. La
contribucion principal radica en que se permite que la dinamica tenga componentes
que no son estrictamente expansivas, ya que como se explica mas adelante, la teoria
existente s6lo aborda dinamicas expansivas.

Existen trabajos que abordan el estudio de transformaciones aleatorias del inter-
valo (por ejemplo [4, 5]) respecto a la existencia de una medida invariante absolu-
tamente continua y el espacio de las densidades alcanzables que la transformacion
aleatoria puede exhibir en funcén de los pesos de probabilidad, primordialmente para
mapeos expansivos. En [9] se estudian sistemas aleatorios mas generales. Ahi se
da explicitamente una condicién de expansividad en promedio como una condicién
suficiente para establecer la existencia de la m.i.a.c. Por dltimo cabe mencionar que
en [11] se estudian sistemas que cuentan con una direccién contractiva con ruido
aditivo, sin embargo, en un contexto ligeramente distinto al abordado en esta tesis.
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En el presente trabajo se relinen y se proponen argumentos mediante evidencia
numeérica para resolver algunas preguntas abiertas acerca de estos sistemas de una
dimension, principalmente aquellos que cuentan con un caracter aleatorio. En el ca-
pitulo 2 se presentan las definiciones y herramientas basicas de analisis que atafien
a esta tesis. Se da un poco de la teoria acerca de los espacios de funciones L? y
de variacion acotada. Se da la definicion del operador de Perron Frobenius. También
se presenta el teorema de Lasota Yorke mencionado anteriormente que garantiza la
existencia de una m.i.a.c. y establece que la densidad asociada pertenece al espacio
de las funciones de variacion acotada. Por ultimo en este capitulo se dan las defini-
ciones de decaimiento de correlaciones y exponente de Lyapunov que seran usadas
en el capitulo de resultados.

En el capitulo 3 se establecen conceptos y resultados de interés acerca de dina-
mica aleatoria. Se define lo que es un mapeo aleatorio en el intervalo, que es el objeto
principal de este trabajo de tesis. Se da teoria conocida respecto a la existencia de
medidas invariantes asociadas a algunas clases particulares de mapeos aleatorios
contenida en [4, 5].

Finalmente, en el capitulo 4 se estudian dos familias de mapeos aleatorios linea-
les por partes en el intervalo. En el caso de la primer familia se muestra evidencia
numeérica de la existencia de una densidad para todo valor del parametro distinto de
cero y la evidencia numérica obtenida y sugiere que el método propuesto por Go-
ra y Boyarsky en [5] puede ser extendido a mapeos no estrictamente expansivos,
con lo que se establece una conjetura acerca de la posible entensién del método a
una clase mas general de mapeos. De la misma forma se presentan resultados pa-
ra la segunda familia de mapeos aleatorios. Se presentan los resultados numéricos
y semi analiticos con los que se propone otra conjetura acerca de la existencia de
la m.i.a.c. en funcion del parametro que caracteriza su comportamiento estadistico.
Las simulaciones numéricas incluyen la estimacion de la densidad invariante para los
distintos regimenes del parametro, una estimacién de decaimiento de correlaciones
y del exponente de Lyapunov que nos sirven para proponer y estimar un valor critico
del parametro para el cual existe un cambio en las propiedades de regularidad de
la densidad invariante. Todo esto como argumentos de plausibilidad de que la teoria
existente sobre mapeos aleatorios en el intervalo puede ser extendida en los sentidos
aqui abordados.






Capitulo 2

Definiciones y conceptos
preliminares

Un sistema dinamico es un conjunto de estados X, el cual es comunmente un
espacio métrico compacto, equipado con una transformacion S del espacio X en si
mismo, que actia como una evolucién temporal. De aqui en adelante sera denotado
por el par (X, 95).

En el presente manuscrito nos restringimos a dinamica discreta, es decir que
consideramos un mapeo con una evolucién a tiempo discreto. Sea S : X - X una
funcion que dice cual sera el nuevo estado del sistema en un paso de tiempo. Si
xo € X es el estado del sistema al tiempo cero, el estado en el tiempo 1 es 21 = .S ()
y de manera mas general el estado en el tiempo n esta dado recursivamente por la
iteracion x,, = S(z,-1). Esto a menudo se escribe z,, = S*(xy) con S™ = SoSo...0S (n
veces), donde o es el simbolo de composicién de funciones: (Sog)(x) = S(g(x)). La
sucesion {S™(xg) }nez+ €S conocida como la drbita de la trayectoria de la condicion
inicial x [7]. Si existe la funcion inversa de S, entonces la érbita esta también definida
para n negativos [7].

2.1. Mapeos en el intervalo

De ahora en adelante, estudiaremos sistemas dinamicos definidos en el intervalo
X = [0,1], cuya imagen es sobre si mismo. A pesar de su relativa simpleza, los
mapeos en el intervalo tienen una gran riqueza de comportamientos. Algunos de
estos son ejemplos muy representativos de comportamientos clave en el estudio de
los sistemas dinamicos y de sus propiedades estadisticas. Un ejemplo importante es
el mapeo logistico, que sin embargo no sera de estudio en la presente tesis. Una
clase general de dinamica en el intervalo, que ha sido ampliamente estudiada y que
sera el tema central de este trabajo son los mapeos expansivos en el intervalo.

5
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Definicion 2.1 (Mapeos expansivos en el intervalo). Sea X = [0,1], sean 0 = ag <
a; < - < ax = 1 una sucesion de numeros en el intervalo a; € [0,1] para toda i =
0,..., K, tal que forman una particion de [0, 1]. A la transformacion T : [0,1] - [0, 1]
se le llama mapeo expansivo en el intervalo si satisface que:

1. El mapeo T restringido a cada elemento de la particion, T; .= T
conT,; e C2.

[ai,a:11] Cumple

2. Existe una constante A > 1 tal que el inf o 11|T"(x)| > A > 1.

Uno de los ejemplos clasicos en los sistemas dinamicos es el siguiente (figura
2.1):

Ejemplo 2.1. E/ mapeo del intervalo x,,,, = 2z, (mod 1) esta definido como

2x, 0<z<0.5
2r-1, 05<zx<l

S(x)= 2x (mod 1)

Trayectoria del sistema

09 i I
08t
07t

06

041
03

02}

o1p i ! F

0 i n L L L i . n J 1 1 1 -l 1 L L i I J
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0O 1 20 30 40 5 60 70 8 9 100
X

Figura 2.1: Transformacién del intervalo S(z) = 22 (mod 1) (izquierda) y una muestra
de su trayectoria tipica, con 100 iteraciones (derecha).

Este ejemplo es importante ya que muestra un comportamiento “erratico” de las
trayectorias para casi toda condicién inicial, de ahi que la figura (la densidad) describe
la cantidad de veces que la trayectoria pasa por los distintos puntos en el intervalo,
se distribuye de manera uniforme, una caracteristica de los procesos estocasticos
uniformemente distribuidos. Nétese que cada punto f(z) posee dos preimagenes y
por lo tanto el mapeo no es invertible.

El ejemplo anterior nos hace pensar que estudiar el comportamiento de una érbita
en particular puede ser una tarea dificil “predecir” donde estara la 6rbita del sistema

6
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al paso de tiempo 10000, sino que es mas facil preguntarse por la distribucion de los
puntos bajo la dindmica. Esto se definira con detalle a continuacién, por lo que hacen
falta algunas definiciones preliminares.

Nota 2.1. Siuna cierta propiedad que involucra a los puntos de un espacio de medida
se preserva excepto para un conjunto de medida cero, entonces se dice que esa
propiedad es verdadera casi ciertamente (abreviado a.e. por su término en inglés).
La notacion i — a.e. (0 simplemente a.e. si i esta implicito), se utiliza a veces si la
propiedad es valida casi siempre con respecto a la medida .

Una manera de estudiar de forma empirica las propiedades estadisticas o proba-
bilisticas de estos sistemas dinamicos es mediante la construccién de histogramas,
realizados mediante el calculo computacional de un nimero grande de iteraciones
del sistema en cuestién; del mismo modo ayuda a ilustrar la frecuencia asintética con
la que la trayectoria del estado del sistema incide en determinadas regiones del es-
pacio de estados [8]. Esto se logra de la siguiente manera. Se divide el espacio de
estados [0, 1] en n intervalos discretos disjuntos de modo que el i-ésimo intervalo es
(se omite el punto final 1):

[i—1/n,i/n) i=1,...,n
Después, dado un estado inicial del sistema z, se calcula para una N grande
Zo, S(fEQ), 52(1'0), ceey SN([E())

de longitud N, donde N > 2n [8]. Un histograma elaborado para una particion del
espacio de estados suficientemente fina y una cantidad suficientemente grande de
iteraciones, revela la forma aproximada que toma la funcién de densidad invariante
asociada a un sistema dinamico. Para el ejemplo 2.1, se logra apreciar en la figura
2.2 como la frecuencia asintética revela la posible densidad invariante asociada a la
transformacion del intervalo, que como se comprueba mas adelante, lo es.

2.2. Medida y espacios de medida

Por conveniencia, a continuacion se incluyen conceptos generales sobre espacios
de medida y sistemas dinamicos medibles. Este contenido es una recopilacion de
lo ma relevante (en lo que concierne al trabajo presente) acerca de los temas en
cuestion. Estos preliminares son estandar y se puede encontrar informacién mas
detallada al respecto, por ejemplo, en [6], [7], [8], etc.

Definicion 2.2 (o-algebra). Sea X un conjunto no vacio arbitrario. Una clase de sub-
conjuntos Y. de X es llamada o algebra sobre X si satisface:
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10000 if i de S(x)=2x (mod 1) 100000 iteraciones de S(x)=2x (mod 1) 10000000 iteraciones de S(x)=2x (mod 1)
20 140 12000

120 10000

100

0 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(.1 (01 01

Figura 2.2: Histogramas para la transformacién S(z) = 22 (mod 1), para 10* (izquier-
da), 10° (centro) y 107 iteraciones. Estos aproximan gradualmente una funcién de
densidad constante, correspondiente a una distribucion uniforme.

1. Si A e Y implica que A¢ € X3, donde A¢ = {x € X :x ¢ A} es el complemento de
AenX.

2. SiA,eX,n=1,2 .. implica que la union; ; A, € ¥.

3. SiXeX.

Definicion 2.3 (Medida). Una funcién no negativa ;. de conjuntos a valores reales
(incluyendo posiblemente o) definida sobre una o-algebra . es llamada medida si

» (@) =0.
. 2 (UZO:I An) = Z:zo:l M(An),

para cualquier sucesion finita o infinita { A,,} de conjuntos disjuntos por pares de ¥,
esdecir, AinAj=2,1+ .

Definicion 2.4 (Espacio de medida). La terna ordenada (X, X, 1) es llamada espacio
de medida si esta dada una o -algebra 3. sobre un conjunto X y una medida j. definida
sobre ¥.. Si la medida no esta especificamente expresada, el par ordenado (X, )
es llamada espacio medible y cualquier A € Y es llamado conjunto > medible, o
simplemente, conjunto medible.

Definicion 2.5 (Espacio o-finito). Se dice que un espacio de medida (X,X, 1) es
o-finito si X es una union numerable de sus subconjuntos con medida finita, es decir:

X=UA, A,e%, u(A,)<oo, n=12 .

n=1
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Definicion 2.6 (Espacio finito de medida). Se dice que un espacio de medida (X, 3, 1)
es finito si u(X) < co. En particular, si ;1(X) = 1, entonces el espacio de medida es
llamado espacio de probabilidad o espacio de medida normalizado.

Definicion 2.7 (Funcién medible). Sea (X, 3, 1) un espacio de medida. Una funcion
de valores reales (o complejos) f : X - R (C resp.) se dice que es medible si
f~Y(G) € X para todo conjunto abierto G c R (o C), donde f~'(G) ={x e X : f(x) €
G} es laimagen inversa de G bajo f.

Nota 2.2. Mas generalmente, se dice que una transformacion X — Y desde un espa-
cio medible (X,32) hacia un espacio medible (Y, A), es medible si S~1(A) € ¥ para
cada A € A. Asi, una funcién medible f es una transformacion medible desde (X, )
hacia (R, B). Si X1 y X5 son espacios topolégicos con sus respectivas o—-algebras
de Borel B, y Bsy, entonces una transformacion continua S : X, — X, es una trans-
formacion medible por Borel. En particular, una funcion continua sobre un espacio
topoldégico es una funcion medible.

Uno de los conceptos mas relevantes en esta tesis es el de funcion de densidad,
y antes de definirla, se define brevemente el concepto de variable aleatoria. Una fun-
cion de densidad de probabilidad esta comunmente asociada a medidas invariantes
absolutamente continuas en el sentido de que su existencia provee de una herra-
mienta estadistica para el estudio de los sistemas dinamicos.

Definicion 2.8 (Variable aleatoria). Una variable aleatoria es una transformacion &
del espacio de resultados X al conjunto de numeros reales, es decir

£: X >R,
tal que para cualquier numero real x € R
{weX :f(w)<z}eX

Definicion 2.9 (Funcién de densidad de probabilidad). Se dice quena variable alea-
toria £ posee una funcion de densidad F(z), donde F es una funcion integrable
respecto a la medida de Lebesgue, si la densidad de & con respecto a una medida
de referencia y esta dada por

A) = d:de,
v(£eA) o @ ), T

donde v es la medida de la probabilidad de distribucion de & en un conjunto A, para
cualquier conjunto medible A € X..

Definicion 2.10 (Transformacién que preserva la medida). Sea (X, X, 1) un espacio
de medida. Se dice que una transformacion medible S : X — X preserva la medida
i, 0 alternativamente, se dice que la medida y. es invariante ante S, si

p(S7(A)) =pu(A), VAeX

9
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Nota 2.3. De manera practica es dificil verificar que una transformacion preserva
la medida para todo conjunto medible en la definicion anterior, en la practica si se
verifica ;1(S=1(A)) = u(A), para todos los conjuntos medibles en una subclase m que
es cerrada bajo la operacion de interseccion de sus miembros, y que es generadora
de X, es decir, 3. es la o—-algebra mas pequefia que contiene a w, entonces . es
invariante ante S. La subclase w con esta propiedad es llamada un w—sistema.

Con tal de definir la medida de ciertas funciones, o bien su valor esperado respec-
to a la medida definida en el sistema, es importante establecer la siguiente definicion.

Definicion 2.11 (Funcién simple). Una funcion medible f : X — [0,00) sobre un
espacio medible es llamada funcién simple si su rango consiste de una cantidad finita
de puntos. En otras palabras f es una funcion simple si

= i%‘XA“ Aje X,
=1

donde «; son los distintos valores que puede tomar la funcion y X4, es la funcion
caracteristica de A;.

En mediciones fisicas, a menudo se considera una distribucion de probabilidad
de una cantidad fisica. Sea (S, X) un sistema dinamico, con X un espacio fase de
medida finita (X)) < oo y sea A un subconjunto de X. En lugar de observar las pro-
piedades deterministicas de las érbitas individuales, se consideran las propiedades
probabilisticas observando las frecuencias de los primeros n términos de la 6rbita
{S™(z)} de un punto inicial  que entra en A para todos los nimeros naturales n.
Para calcular la frecuencia, sea X 4 la funcion caracteristica de A:

1, si zeA
XA(:E)_{ 0, si x¢A.

Entonces, la frecuencia para un n dado es exactamente £ Y7 X 4(Si(x)).

Definicion 2.12 (Frecuencia asintética de A € X). Considere un subconjunto A € ¥,
la frecuencia asintética o el promedio temporal de A esta dada por el limite

1 n—1 ]
lm — > Xa(S'(z)),
LG L)

que de existir, mide qué tan frecuentemente entra la drbita en A, o el promedio tem-
poral para el que la dinamica pasa por A.

Uno de los conceptos mas importantes en este trabajo de tesis es el de medida
absolutamente continua, que definimos a continuacion.

10
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Definicion 2.13 (Medida absolutamente continua). Sea ;. una medida sobre una o -
algebra . y sea v una medida arbitraria sobre .; v puede ser positiva, real o comple-
ja. Se dice que v es absolutamente continua con respecto a 1. y se escribe

VKL

siv(A) =0 paracada A € 3 tal que u(A) = 0. Sise cumple que v < |1 y p < v, se
dice entonces que las medidas v y ;1. son equivalentes, escrito como . = v.

Teorema 2.1 (Teorema de Radon-Nikodyn). Sea (X, X, ) un espacio de medida
o finito y sea v una medida de valores reales (0o complejos) tal que es absoluta-
mente continua respecto a . Entonces existe una unica funcion f : X - R (o C),
p-integrable tal que

V(A):fAfdu, VAeY. (2.2)

Ademas, siv < p y v es o-finita, entonces (2.2) es aun valida con una funcion medible
no negativa f que puede no ser integrable respecto a .

2.3. Espacios L

Dado que se estudiara el comportamiento de densidades respecto a la evolucion
de la dinamica, es importante establecer el espacio donde actuara tal evolucion, esto
es, los espacios de funciones. Para empezar, el concepto de variaciéon es fundamental
para la definicion de compacidad sobre espacios L', que a su vez cobran relevancia
al ser sobre los cuales estan definidos los operadores de Perron-Frobenius.

Definicion 2.14 (Espacio L? y L*°). Sea (X, X, ) un espacio de medida finita. Sea
p un numero real tal que 1 < p < oo. La familia de todas las funciones p-medibles de
valores reales (o complejos) f : X — R (o C) que satisface

[ \fPda < o0
X

esta denotada por LP. El espacio L> (X, X, 1) esta definido como la familia de todas
las funciones medibles que estan acotadas ji-a.e.

Definicién 2.15 (Norma L#). El ndmero ||f||, = (/| f|pd,u)1/p es llamado norma L?
de f € LP parap < oo; y el nimero ||g||.. = €ss sup,.x|g(x)| es referido como la norma
L>degeL>.

Nota 2.4 (Supremo esencial). El ess sup,.y de una funcion cualquiera | € L? es el
supremo de una funcion que es valido casi siempre (j.-a.e.):

essig)gf(sv) =f{M: p({z: f(x) > M}) = 0}

11
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Es bien sabido que bajo la definicion arriba descrita de la norma LP, LP(X, %, i)
es un espacio de Banach, es decir, un espacio normado completo [6].

El espacio dual, o simplemente el dual, por definicién es el espacio de todos los
funcionales lineales acotados [6]. El teorema siguiente caracteriza el dual de L».

Teorema 2.2. Sea 1 < p < oo. El dual de L»(X,%, ) es isomorfo a LV (X, 3, 11),
dondel/p+1/p'=1,parap>1yp =ocosip=1.
La relacién dual entre f € LP y g € L¥" esta dada por

(f.9)= [ Sodn

que satisface la desigualdad de Cauchy-Holder

(£l <l fllpllglly,  VfeL? geL”,

2.4. Variacion acotada

Otro concepto importante para la clase de dindmica considerada en este traba-
jo es el concepto de variacién acotada. Y la subclase de funciones de un espacio
normado que satisfacen la propiedad de variaciéon acotada.

Definicion 2.16 (Variacién). Sea f una funcién de valores reales o complejos definida
en un intervalo [a,b]. La variacion de f sobre [a,b] es el nimero no negativo (puede
ser infinito)

\ f= sup{zn]f(xz) - f(xiq)|ta=zg<m <...<xp = b}.
[a,b] i=1

SiViap) f < o0, se dice que f es de variacion acotada sobre [a,b].

Nota 2.5. Algunas veces se escribira L en lugar de LP(X,%, 1) cuando el espacio
de medida queda implicito, LP(X), LP(11) o LP(X) cuando los respectivos elementos
del espacio de medida sean implicitos.

Definicion 2.17 (Variacion en L'). Sea f € L'(a,b). Entonces, su variacion sobre
[a,b] esta definida como

[\/b]f:fnf{ V g:9(x)=f(z),Vre [a,b],u—a.e.}.

[a,b]

SiViap) | < o0, entonces se dice que f es de variacion acotada sobre [a, b].

12
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2.5. Compacidad y quasi compacidad

Uno de los resultados importantes para la clase de mapeos expansivos en el
intervalo usa un teorema del punto fijo, de un operador aplicado en cierto espacio de
funciones, una de las condiciones requeridas para la existencia del punto fijo, es una
condicién de compacidad.

Definicion 2.18 (Precompacidad fuerte y compacidad). Sea (X, X, o) un espacio de
medida y sea F un subconjunto de L'(X). Se dice que el conjunto F es (fuertemen-
te) precompacto si para cada sucesion {f,} € F existe una subsucesion {f,.} de
{f.} tal que

lim £, - £l =0

para algun f € L. Si ademds F es cerrado en L', entonces se dice que F es com-
pacto.

Definicion 2.19 (Precompacidad y compacidad débiles). Se dice que el conjunto F
es debilmente precompacto si cada sucesion {f.} € F contiene una subsucesion
{f..} que converge débilmente a algun f ¢ L'(X), i.e.,

lim(f,. g) = (f.g), Vg € L*(X).

Si ademds F es cerrado en la topologia débil de L'(X), entonces se dice que F es
débilmente compacto.

Sea T : V - V un operador lineal acotado sobre un espacio de Banach (V,||-||v/)-

Definicion 2.20 (Compacidad). Se dice que T' es compacto si mapea conjuntos aco-
tados a conjuntos precompactos.

Definicion 2.21 (Quasi compacidad). Se dice que T' es quasi compacto si existe un
entero positivo r y un operador compacto K tal que

1T - K|y < 1.

2.6. Ergodicidad y mezclado

Los sistemas dindmicos discretos cadticos, por definicidn satisfacen la propiedad
de transitividad, este concepto a su vez esta relacionado a la idescomponibilidad de
la transformacién [6] (que se definira mas adelante).

Si para una transformacion que preserva la medida S : (X, %, p) - (X, X, 1)
existe un conjunto no trivial A € ¥ diferente de X tal que S~!'(A) = A, entonces
S-1(A¢) = Ac se tiene asi que la dindmica de S puede ser descompuesta en dos

13
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partes S|a: A - Ay S|ac : A - Ac. Si ésto no puede suceder, entonces S tiene la
propiedad de ergodicidad [6]. Se dice que un conjunto A es invariante ante S o un
conjunto invariante de Ssi satisface

S7I(A) = A.

Definicion 2.22 (Ergodicidad). Sea (X, X, 1) un espacio de medida. Se dice que una
transformacion medible S : X — X es ergodica si cada conjunto invariante A € 3. de
S es tal que (A) = 0 o que (A¢) = 0. En otras palabras, S es ergddica si y sélo
si sus conjuntos invariantes o sus complementos son iguales al conjunto vacio a.e.
Tales conjuntos son conocidos como los subconjuntos triviales de X .

Teorema 2.3. Sea (X, 1) un espacio de medida y sea S : X — X una transfor-
macion no singular. Entonces S es ergodica si y sdlo si para cada funcion medible
acotada f : X - R,

[(5(2))=f(z), VeeX p-ae
implica que f(x) es constante casi siempre (a.e.).

Las definiciones de mezclado y mezclado débil proveen nociones mas robustas
de la irregularidad para la dinamica deterministica.

Definicion 2.23 (Mezclante). Sea (X, X, 1) un espacio de medida de probabilidad
y sea S : X - X una transformacion que preserva la medida. Se dice que S es
mezclante si para todo A, B € ¥,

lim (57 (A) 0 B) = p(A)p(B).

Definicion 2.24 (Débilmente mezclante). Sea (X, 3, ) un espacio de medida de
probabilidad y sea S : X — X una transformacion que preserva la medida. Se dice
que S es débilmente mezclante si para todo A, B € ¥,

i 152 (571(4) 0 B) - (A -0

Teorema 2.4 (Teorema ergodico puntual de Birkhoff). Sea 1 una medida de proba-
bilidad sobre X que es invariante bajo una transformacion S : X — X. Entonces,
para cualquier funcion integrable f definida sobre X y casi toda x € X, el promedio
temporal

lfm lngolf(si(a:))

existe y se denota por f(z). Ademas

JE(S(JU)) =f($),VxeX - a.e

Si ademas S es ergddica, entonces f es la funcién constante [, fdpu.

14
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El siguiente teorema ergddico expresa los conceptos de ergodicidad, mezclado
débil y mezclado en forma funcional. Esto resulta atil para corroborar si transforma-
ciones concretas poseen las propiedades mezclantes [6].

Teorema 2.5. Sea (X, X, 1) un espacio de medida de probabilidad y sea S : (X, %, ) —
(X, X%, 1) una transformacion que preserva la medida.

1. Las siguientes expresiones son equivalentes:

a) S es ergddica
b) Paratoda f, g € L*(1),

, 1n1
gggn f foS)gdu = ffdufgdu

c) Paratoda f e L?(u),
i 25 [ (reshran-(f, i)

2. Las siguientes expresiones son equivalentes:

a) S es débilmente mezclante
b) Paratoda f, g € L*(1),

f (foS")gdu~ f fduf gdu‘
c) Paratoda f € L?(1),

1n1f(f 0 §°) fji - (ffdu) -0

lim — 1 Z
n—oo n

n—oo n

d) Paratoda f € L*(p),

lfm 1%[[){(fosi)fdu—(fxfdu)2: - 0.

’n—)OOTL,LO

3. Las siguientes expresiones son equivalentes:

a) S es mezclante
b) Paratoda f, g€ L?(p),

tim [ (fo5"gdu= [ fau [ gdn.
n—oo JX X X

c) Paratoda f € L?(u),
tin [ (7o) gau=( [ san)
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2.7. Operador de Perron-Frobenius

Sea (X, 3, ) un espacio de medida y sea S : X - X una transformaciéon no
singular. Dada una funcién f € L', se define una medida de valores reales

A =f duVAEY.
p(A) = f o, fmn VA€

Dado que S es no singular, ;:(A) = 0 implica que ps(A) = 0. Asi, el teorema de Radon
Nikodyn implica que existe una Unica funcién f € L', tal que

pp(A) = [ fduvAes,

Definicion 2.25 (Operador de Perron-Frobenius). El operador P : L' — L' definido
por

fPfdM:/ fdu, YAeX, Vfell,
A S-1(A)
es llamado el operador de Perron-Frobenius asociado a S.

Una expresion explicita del operador de Perron-Frobenius asociada a mapeos en
el intervalo, cuyo desarrollo y demostracion se puede encontrar en [6] es la siguiente:

d
P = — d b €.
f(x) o ])f m, x¢€la,b], ae

S~1([a,x
Asi, el operador de Perron-Frobenius puede ser visto como una composicién de un
operador integral y un operador diferencial. Ademas, si la transformacién S : [a,b] —
[a, D] es diferenciable y mondtona, de la ecuacién anterior, resulta:

)

Pf() = F(57 (@) | 457 @)

o bien [7]:

f(y)
Psf(x) =
Y, S%:)_m |S,(y)|
Si un sistema dado opera sobre una densidad como una condicién inicial, en lugar
de sobre un punto individual, entonces las densidades sucesivas estan dadas por un
operador lineal integral, el operador de Perron-Frobenius [8].

Ejemplo 2.2. Considerando el ejemplo 2.1 (ecuacion (2.1), se calculé como se ob-
tiene la evolucion de las densidades segun el operador de Perron-Frobenius para la
transformacion (diferenciable y mondtona por partes) S(x) = 2x (mod 1)
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S(x)= 2x (mod 1)

0 " L . " L " L L
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
X

Figura 2.3: Transformacién del intervalo S(z) = 2z (mod 1).

Se tiene que

r+1

SHx) = %x, Vre[0,0.5], S'(z)= , Yxel0.5,1],

y tomando P{f(x) como f(z) = 1 -, la primera iteracién del operador de Perron-
Frobenius resulta como

L

Al repetir el procedimiento con f () = f»(x) para calcular la segunda iteracion PZf(z),
se obtiene f»(z) = 2—3x = f3(x). Luego, se procede a obtener una expresion explicita
para P§ f(x) por induccion matematica:

Suponga
2” + 1 x
Se verifica que cumpla para los primeros numeros naturales:
0 1 1
Pof(x)=1-u, Psf(m)————z Psf(x)————m

Ahora, se supone como verdadera P% f(x) y se calcula P2+ f(x):

1/n+1 1 /1 1(2n41 1 (z+1\) 2027+1)-1 2z
n+1 _ _
gt f(x)_§(2n+l _27(§x))+§(2n+1 _27( 2 ))_ gni2  gny9’

que puede reescribirse como

2(n) +1 T
n+1
PS+ f( ) 9(n+1)+1 2(n)+1’
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lo cual demuestra por induccion matematica que la expresion propuesta para P f (x)
es correcta. Entonces, mediante el criterio de L'hopital se obtiene el limite para cuan-
do n tiende a infinito del operador de Perron-Frobenius:

1
lim P¢f(z) = 3

se tiene una funcion constante, correspondiente a una distribucion uniforme en el
intervalo.

Nota 2.6. Esta operacion demuestra lo que se estudio de manera empirica con la
estimacion de los histogramas, en la figura 2.2, la funcion de densidad invariante
asociada a S(x) = 2z (mod 1) es una constante, correspondiente a una distribucion
uniforme.

Cabe mencionar que en el ejemplo anterior, cualquier funcién de densidad cons-
tante es densidad invariante asociada al mapeo S(z) = 2x (mod 1), o bien punto fijo
del operador de Perron-Frobenius Ps, es decir la funcidon que satisface la ecuacién
Psf*=f*.

Para el caso general de los mapeos expansivos en el intervalo, se tiene un re-
sultado clasico, de existencia de la densidad invariante bajo la accién del operador
de Perron-Frobrenius, este resultado usa para su demostracién argumentos de com-
pacidad y un teorema de punto fijo, cuando el operador actia sobre un subespacio
particular de L'(u).

Teorema 2.6 (Teorema de Lasota-Yorke, 1973 [2]). Sea 7 :[0,1] — [0, 1] una funcion
C? por partes tal que inf |7'| > 1. Entonces para cualquier f € Ly, la sucesion
n-1
W
" k=0
converge en norma a una funcion f* € Ly. La funcion limite posee las siguientes
propiedades:
(1) f>0 = f*>0.
(2) [y frdm= [, fdm.
(3) P.f* = f* y consecuentemente la medida du* = f*dm es invariante bajo .
(4) La funcion f~* es de variacion acotada; ademas, existe una constante c inde-
pendiente de la eleccion de la f inicial tal que la variacion de f* satisface la desigual-

dad siguiente
V fr<dlfll-
(0,1]

Para ilustrar la convergencia del operador de Perron-Frobenius, de acuerdo al teo-
rema 2.6, se muestra en la figura 2.4 las funciones resultantes tras aplicar el operador
de Perron-Frobenius a la funcién inicial P2 f(z) = 1 -« Note que la funcién limite (en
este caso f*(z) = %) cumple con las cuatro condiciones que el teorema establece; la
(4),conc>0.
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1 Covergencia del operador de Perron-Frobenius

09F

08
P

07F T

\\“ <
S S S
= — T
e 0.5 - = ———
o \:h“?‘i:“—:
04r \1“‘*‘
03 \‘\__

0.2

0.1+

0 . | . L | . L . L J

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

Figura 2.4: Convergencia de la sucesion de funciones de densidad tras aplicar el
operador de Perron-Frobenius a la funcién inicial P2 f(x) (en rojo) para el mapeo del
ejemplo 2.1.

2.8. Decaimiento de correlaciones

Sea (X, X, 1) un espacio de medida de probabilidad, y sea S : X — X una
transformacion no singular. Dadas dos funciones adecuadas f y g de un espacio de
funciones, las cuales a menudo son llamadas también, en este contexto, observables,

las diferencias
[ (gosmypdu- [t [ gdn
X X X

son llamadas funciones de correlacion de los observables f y g. Si S preserva P y
es mezclante, entonces la funcién de correlacion decae hacia cero cuando n tiende a
infinito. La tasa del decaimiento de correlaciones mide la velocidad con la que la dina-
mica del sistema determinada por S y P de vuelve independiente de las condiciones
iniciales [6].

Definicion 2.26 (Coeficiente de correlacion). Sea i una medida invariante de proba-
bilidad para una transformacion no singular S : X — X y sea n un entero positivo.
Para cualquier f € L' y g € L> la cantidad

Cor(t.g.m)=| [(go 5™ pdn= [ sau [ syl
X X X
es referida como el enésimo coeficiente de correlacion.

En la practica, la medida i generalmente se desconoce y por lo tanto no es po-
sible determinar el coeficiente de correlaciéon analiticamente. En [7] se provee una
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expresion para el coeficiente de correlacion que se sigue del teorema ergodico pun-
tual de Birkhoff y de la expresion del coeficiente de correlacion, y es la siguiente:

[y

1 n-1 1 n-1

Cor(f,g.n. k) = - ZO (5" (@))g (5" (@) - — ZO f(S'(x)) -

n—

> 9(5'(x))

7=

S|

2.9. Exponente de Lyapunov

Otra de las caracteristicas principales de los sistemas cadticos es que las trayec-
torias dependen de una manera muy sensitiva de las condiciones iniciales. Es decir,
si se comienza con dos condiciones iniciales genéricas, la distancia entre las 6rbitas
aumenta exponencialmente rapido en el tiempo. Este fendbmeno del crecimiento de
errores pequenos en la condicién inicial es llamado dependencia sensitiva a condi-
ciones iniciales [7].

Definicion 2.27 (Punto fijo hiperbdlico). El punto xo es un punto fijo hiperbdlico del
mapeo S si S(xg) =xo y|S"(xo)| # 1.

Definicion 2.28 (Punto fijo hiperbdlico atractor o repulsor). Hay dos tipos de puntos
fijos hiperbdlicos. Se dice que un punto fijo es hiperbdlico atractor si

15" (wo)| < 1
Se dice que un punto fijo es hiperbdlico repulsor si
|S"(z0)| > 1

Nota 2.7. Un sistema hiperbdlico, esto es, con puntos fijos hiperbdlicos, esta carac-
terizado por la predictibilidad de sus orbitas (en el sentido de que convergen a un
punto fijo, cilcos periodicos o al infinito), sin importar las condiciones iniciales. En un
sistema hiperbdlico repulsor, dos orbitas no pueden permanecer arbitrariamente cer-
ca entre si [7]. Y en un sistema hiperbdlico atractor, las orbitas convergen hacia el
punto fijo, para tiempos suficientemente grandes.

Definicién 2.29 (Transformacién expansiva). Se dice que transformacion S : X - X
es expansiva, si para todo elemento de su espacio de estados x € X, se cumple que

;};Iel)]g |S"(x)| > 1
La cantidad A\ definida por:
1
A= lim —log |S™(z)| = /10g|S’(-)|d,u,
n—>oo n
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es conocida como el exponente de Lyapunov de la transformacion S para la medi-
da u. Frecuentemente el exponente de Lyapunov es interpretado como una medida
cuantitativa de la dependencia sensitiva a condiciones iniciales en sistemas deno-
minados cadticos [7]. Del teorema de Birkhoff y la expresién para el exponente de
Lyapunov [7], se sigue la expresidn que se empleara mas adelante en el capitulo 4:

1 1l .
A= lm —log|S™(z)| = im = ) log|S'(57(x))|

Ya habiendo definido los conceptos y resultados Utiles para esta tesis acerca de di-
namica determinista (y mapeos del intervalo en general), se procede a presentar en
el capitulo siguiente algunas definiciones y resultados correspondientes a dinamica
aleatoria, pertinentes para la exposicion y posterior discusion del capitulo 4.
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Capitulo 3

Dinamica aleatoria

Con el fin de modelar procesos mas realistas a partir de sistemas simples, se han
definido sistemas dinamicos que estan sujetos a un cierto tipo de perturbacién, ya
que los procesos fisicos reales la mayoria de las veces, estan sujetos a alguna forma
de ruido.

Una forma de definir este tipo de fenédmenos es utilizando modelos relativamente
simples, por ejemplo mapeos aleatorios, que son sistemas dinamicos a tiempo dis-
creto, en los que se selecciona tras cada iteracon una transformacion de entre una
coleccion, de manera aleatoria. Para casos mas generales y mas detalles referimos
a [13]. Esta tesis queda enfocada sobre la clase de mapeos aleatorios.

Antes de definir de forma precisa las dinamicas aleatorias en las que se centra
este estudio, es necesario introducir nociones béasicas de los procesos estocasticos
y la teoria de las probabilildades.

El espacio de medida en esta seccidn es referido como un espacio de probabili-
dad y la notacién empleada en esta seccion para describirlo sera (2, F,P), para el
espacio de resultados, la o-algebra y la medida de probabilidad, respectivamente.

Definicion 3.1 (Proceso estocastico). Un proceso estocastico es una coleccion de
variables aleatorias {&; : t € T'} parametrizada por un conjunto T, llamado espacio
parametral, en donde las variables toman valores en un conjunto ¢ llamado espacio
de estados.

Definicion 3.2 (Independencia). Si se tiene un conjunto de datos {w;} c F, con
F=UL F,coni=1,2 .. nparacadaw;,i=1,2 ..,n sobre un espacio de medida
de probabilidad (2, F,P), se dice que los datos son independientes, si

P(F, 0 Fy) =P(F,)P(F,), n+m

Es decir, la probabilidad de observar dos valores w; y wy €s simplemente la proba-
bilidad de observar w; multiplicada por la probabilidad de observar w,. En el presente
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trabajo, en la parte aleatoria que se utiliza para definir a los sistemas dinamicos alea-
torios, s6lo se consideran procesos independientes idénticamente distribuidos, ya
que es una forma natural de modelar las perturbaciones y ademas por simplicidad
[12].

Un resultado fundamental de la teoria de probabilidad es la ley de grandes nume-
ros. Establece que en el limite de datos infinitos n — oo el promedio de la muestra
converge al valor esperado E(¢;). Es decir, con una cantidad suficientemente grande
de datos, las aproximaciones incrementan su precision [12].

Teorema 3.1 (Ley de grandes numeros). Sea {¢,,} un proceso independiente e idén-
ticamente distribuido con ley P, con esperanza finita E({;). Entonces para cualquier
e>0

1 n
IP(EZ@—]E(gj)ze)»O, cuando n — oo.
i=1

En el caso de los sistemas dinamicos, la ley fuerte de los grandes nimeros es el
teorema ergddico de Birkhoff, debido a que en éstos, el promedio temporal (ecuacién
2.4) es analogo al valor esperado en un proceso estocastico.

Otro resultado fundamental de la teoria de probabilidad es el teorema del limite
central, que se describe a continuacion:

Teorema 3.2 (Teorema del limite central). Dada una muestra n de variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas, denotadas {¢1,&s, ..., &, }, cada una
asociada a un promedio m y varianza 0. Sea E(¢;) el promedio de la muestra de los
valores,

1 n
E(fj )=— Z &i-
nix
Entonces en el limite asintotico de cuando n — oo la variable aleatoria definida por
\/E(E(gj ) - m)7

converge en distribucion a una variable aleatoria normal con promedio cero y varianza

o2.

La nocién de convergencia en distribucién quiere decir que la funcion de distribu-
cion de probabilidad asociada al proceso estocastico es invariante.

Nota 3.1. En el limite de tamarios de muestra suficientemente grandes el error en la
estimacion converge a cero a una tasa de \/n [12].

24



CAPITULO 3. DINAMICA ALEATORIA

3.1. Mapeos aleatorios

Ahora se puede describir de forma mas precisa lo que es el objeto central de esta
tesis, los mapeos aleatorios.

Definicion 3.3 (Mapeos aleatorios en el intervalo). Un mapeo aleatorio en el intervalo
Tirw) es un sistema dinamico de tiempo discreto en el cual una transformacion T
es seleccionada aleatoriamente y aplicada a cada iteracion del proceso. EI mapeo
T Se elige de una coleccion de mapeos del intervalo I con probabilidad constante
P € w, donde w es una coleccion de las probabilidades correspondientes, de modo
quep,>0,parak=1,2,..K,con K <oo, y Yi pp = 1.

El teorema 2.6 es un resultado de existencia de la medida absolutamente con-
tinua para mapeos expansivos en el intervalo, sin embargo es cierto para dinamica
completamente determinista. Una pregunta natural es preguntarse si es valida una
versiéon aleatoria de este teorema. Esta pregunta en general no esta completamen-
te resuelta, sin embargo existen varios resultados validos para distintas formas de
perturbaciones como se vera a continuacion.

3.2. Existencia de las densidades invariantes asocia-
das a un mapeo aleatorio

En [5] se muestra un teorema para determinar la existencia de una medida in-
variante absolutamente continua asociada a un mapeo aleatorio con probabilidades
dependientes de la posicion, el cual es el siguiente:

Teorema 3.3 (Gora-Boyarsky 2006). Sea el mapeo aleatorio T, que cumple las
siguientes suposiciones:

7

= EXxisten particiones P = {Il(k), coos Ly

coni=1,...,q,k=1,2,.... K

bk =1,2,.., K, tal que cada 7y, = 1|,

1. es mondtono,

2. (C?,

3. |, | > o > 1, para alguna constante universal o, y

4. las funciones que asignan probabilidades a cada mapeo T, pr(z), k =
1,2, ..., K son funciones C' por partes.
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Sead = min{)\(li(k)) ci= 1, qe k= 1,2, K}y B = sup,pr(z), b =1,2,... K,
entonces para cada f € BV (I),

V(Pr) s AT+ B [171ir
donde
A= Q(ﬁl +62+...+6K)’ B= 2(&1 +62+...+5K) N i i (&)/ |
o od k=12,..K | ut

Si A < 1, entonces el mapeo aleatorio T'posee una medida invariante absolutamente
continua (m.i.a.c.) u.. Ademas, el operador Pr es cuasi compacto.

Existe un método descrito brevemente aqui y detallado en la referencia [5] para
calcular las densidades invariantes de mapeos aleatorios dependientes de la posi-
cién. Un mapeo aleatorio dependiente de la posicion T=T\r .y, donde I' = (71,72, ..., k)
es una coleccién de K mapeos en un intervalo y w = (p1,po, ..., px) una coleccién
de las probabilidades correspondientes dependientes de la posicidn, se tiene que
pe(z) >0parak =1,2,..., Ky Y+, pr(z) = 1. De modo que tras cada iteracion, el
mapeo aleatorio 7' se mueve del punto x al punto 7, (x) con probabilidad p,(z). Para
una coleccion fija de mapeos I', T puede poseer diferentes funciones de probabilidad
invariantes, dependiendo en la eleccién de el peso de las probabilidades w [5].

Definicion 3.4. (Semi mapeo de Markov lineal por partes) Un mapeo T es un semi
mapeo de Markov lineal por partes sobre una particion P = {1, I», ..., 1} si cualquier
intervalo I; puede ser particionado en subintervalos {Jl(i), ...Jﬁf)} tal que 7|, es
lineal y su imagen es una unién de algunos intervalos de {I,1>,...,1,}. La densidad

invariante de un semi mapeo de Markov lineal por partes es constante por partes
sobre la particion P.

3.3. Obtencion de las densidades invariantes asocia-
das al mapeo aleatorio

Para el semi mapeo de Markov lineal por partes 7, el operador de Perron-Frobenius
consiste en una matriz M = (1, ;)1<i,j<¢> CON

1

mij =

'5(1.,7",‘]')7

! )
7150

donde §(z,7,j) = 1 si r(J9) 5 I; y 0 en caso contrario. La densidad invarian-
te de un semi mapeo de Markov lineal por partes esta representada por un vector
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f=1f, 2 Jql, i = fl1, y estéd normalizado por el requerimiento Y7, f; = ¢. Simi-
larmente, cada peso asignado a las probabilidades se asumen como constante sobre
los elementos de la particion P y queda representado por p = [p(1),p(2),...,p(q)],
pi =plr,, 0 < p(i) < 1. Bajo esta notacion, la densidad invariante ante T resulta como

K
/= 3 Midiag(pe)

=1
donde “t” denota la transpuesta de la matriz y diag(py) es la matriz diagonal con ele-
mentos pr(1),pr(2), ..., px(q) en la diagonal. Se fija una coleccién de semi mapeos
de Markov lineales por partes I' = (7, ..., 75 ) ¥ Se considera el conjunto de densida-
des alcanzables (o realizables) A" como el conjunto de funciones f tales que existe
un vector w = (p1(x),p2(x), ..., px(x)) que asigna un peso a las probabilidades, de
modo que f es una densidad invariante de el mapeo aleatorio en cuestion T(r ). En
[5] se demuestra que A" es convexo y en el mismo articulo se presenta un resulta-
do para calcular sus puntos extremos al asignar un vector de probabilidades w que
consta de ceros y unos. El teorema es presentado a continuacion.

Teorema 3.4 (Puntos extremos del conjunto de densidades alcanzables [5]). Sea
' = (m,...,7x) una coleccion fija de semi mapeos de Markov lineales por partes
definidos sobre una particion cominP. Sea A{" el conjunto de las densidades alcan-
zables que se considera asignando un peso de probabilidades que son constantes
en elementos de P. Si | es un punto extremo de AY’, entonces [ corresponde a un
peso de probabilidades p;. = [pr(1),....,pr(q)],k = 1,..., K, donde los componentes
de cada p,, son(0 0 1.

El caso siguiente, tomado de [5] ejemplifica el teorema 3.3:

Ejemplo 3.1. Se consideran dos semi mapeos de Markov lineales por partes i,
que preservan la medida de Lebesgue y tales que el mapeo aleatoio dependiente de
la posicion construido con éstos posee mas de una densidad invariante. Sea Ty, 1
definida sobre [0,1] con particion de Markov P = {[0,1/2],[1/2,1]} y las matrices
correspondientes de Perron-Frobenius

Joree(1 1)

o

Para las probabilidades p, = (p1(1),p1(2)) = (s,t), p2 = (1 - pi1(1),1 - p1(2)) =
(s,t) se obtiene la densidad invariante f = ( f1,2 — f1) normalizada por la condicion

Ji+ fa=2:

WM =
W
N[ =
NN [

8 -2t
.f1:8_t_sa f2:2_fl-

Nétese que f; puede asumir cualquier valor en el intervalo [6/7,8/7], con f1((1,0)) =

6/7y f1((0,1)) =8/7.
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Figura 3.1: Representacion posible de la configuracién de los mapeos 7 y 7», con ba-
se en sus matrices de Perron-Frobenius. Las lineas gruesas delimitan los elementos
de P.

Nota 3.2. Los resultados de los teoremas 3.3 y 3.4, asi como del método propuesto
en [5] para la obtencion de las densidades invariantes estan garantizados para semi
mapeos de Markov lineales por partes, C? por partes y monétonos por partes, ade-
mas de contar un peso de probabilidades asignado por su posicion en el espacio de
estados.

Asi, habiendo establecido los conceptos y resultados preliminares concernientes
a esta tesis, se procede en el capitulo siguiente a exponer los resultados numéricos
obtenidos para un par de familias de mapeos aleatorios que no pertenecen a la clase
de dindmicas para las cuales ya esta garantizada la existencia de una m.i.a.c.
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Capitulo 4

Resultados

En esta seccion se exploran dos casos de estudio que consisten en mapeos alea-
torios del intervalo [0, 1], cuyas propiedades estadisticas quedan en funcién de un
parametro. La principal contribucién de este trabajo de tesis es una exploracion nu-
mérica para presentar una serie de conjeturas y dar argumentos de plausibilidad
acerca de la existencia de una medida absolutamente continua para una sistema de
mapeos aleatorios en el intervalo con la propiedad de no ser estrictamente expan-
sivos todo el tiempo. Es decir que se da evidencia numérica de que algunos de los
resultados mencionados en el capitiulo anterior se pueden extender para mapeos
eventualmente expansivos o que incluyen contracciones.

Estudiamos dos familias de mapeos, descritas con detalle a continuacion.

4.1. Familia | de mapeos aletorios

Para el primer caso de estudio, la dinamica esta descrita por la eleccion aleatoria
entre dos mapeos posibles, uno que tiene una rama no expansiva y el otro el 2x
(mod 1). Se tiene que se puede escribir como un mapeo aleatorio dependiente de la
posicion, mediante las consideraciones que son enunciadas a continuacion.

Sean T =Tir ) Y Tps1 = Ti(2y), con I' = {71, 75}, donde

x, 0<x<0.5 2z, 0<x<0.5
71(z) :{ 2w-1, 05<z<1 ¥ ) :{ 2¢-1, 05<z<l. (4.1)

Se tiene ademas la particion P = {[0,0.5],[0.5,1]} (figura 4.1), f = [f1, f2], con
fitfo=2,yw=pr=[p(1),pr(2)] con p; = [a,a] y para p, la probabilidad comple-
mentaria, de modo que p; = [1 - a, 1 — ], es decir que el parametro « es fijo para
cada realizacién. Se procede a mostrar los céalculos algebraicos para las densidades
invariantes asociadas al mapeo aleatorio. Primero, se construyen las matrices IM; y
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X

Figura 4.1: Familia | de mapeos aleatorios y su particion de Markov delimitada por la
linea gruesa.

M, de acuerdo al método propuesto en [5], y se sustituyen junto con los datos de p;
y el vector f en la expresidén antes presentada.

1 1/2 1/2 1/2
IMI:[()]jz]’y ]M5:[1;2 Jz]’

entonces
1127 0] A 12 12 [ 1-a 0 i
Lol DR R ]

|1 1/2 afi 1/2 1/2 (1—a)f1

f‘[o U2][aﬁ]+l1ﬂ U2][O—aﬁ§]
f:[oef1+%af2]+l%[(1—a)f1+(1—04)f2]] [f1]_1[(1+a)f1+fz]
50 HO-a)fi+(1-a)f] |° | fo (1-a)fi+ fo

2
De modo que al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene una expresién para f;
y para f, en funcién del parametro «:

2 2 - 20
fl f2: 9 .
e

:2—0/

Y dado que « es un parametro entre 0 y 1, al aplicar la metodologia propuesta en
el teorema 3.3, los puntos extremos del conjunto de densidades alcanzables, asig-
nando pesos de 0 6 1 a los elementos del vector de probabilidades constantes, se
tiene quecon a =0, f; =1y f, = 1, de modo que se obtiene una distribucion uni-
forme en el intervalo [0, 1] (esto es consistente con la observacién de que con « =0
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sOlo sucede el mapeo 7, equivalente al T' = 2z (mod 1)). Y con « = 1, se tiene que
f1 =2y fy =0, evidenciando que al sélo suceder 7, la trayectoria se concentra en el
intervalo [0,0.5] de manera uniforme, aunque realmente, se concentra en forma de
una funcion delta.

Sin embargo, recordando que sélo esta demostrado que la metodologia arriba
aplicada es vélida para mapeos estrictamente expansivos (principalmente en cuanto
a la existencia de la m.i.a.c.), se recurre a presentar estimaciones numéricas de es-
tas densidades de probabilidad esperando corroborar los resultados analiticos para
algunos casos genéricos.

Primero se realiz6 el conteo de la incidencia de la trayectoria del mapeo aleatorio
dentro de cada uno de los 1000 subintervalos iguales en los que se dividio el espacio
de estados [0, 1], ilustrado mediante un histograma. Para cada uno de los valores del
parametro de probabilidad o se obtuvieron diferentes histogramas (figura 4.2).

12000

o
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 ! 0 01 02 03 04 OS5 08 07 08 08 1

16000 (

14000

12000

10000

8000

6000

4000

o - N & B v ® 4 » © 3

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 OS5 06 07 08 09 1

Figura 4.2: Histogramas obtenidos numéricamente para 107 iteraciones y diferentes
valores de a. Se obtiene un histograma correspondiente a la distribucién uniforme
con « = 0 (arriba, izquierda) . Conforme se incrementa el pardmetro, con « = 1/3
(arriba, derecha) y o = 2/3 (abajo, izquierda), la trayectoria se distribuye con cada
vez mayor incidencia en el intervalo I; = [0,0.5) y uniformemente dentro de I; e I.
Con a =1 (abajo, derecha), sélo sucede 7; y la trayectoria se estanca en el primer
punto de I; en el que cae (la distribucion es una funcién delta).

A partir de los datos obtenidos de la distribucion de la trayectoria, se obtuvo la
aproximacién numeérica de la densidad invariante con base en el promedio del con-
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teo de incidencia para cada elemento de P (dado que la distribucién es uniforme),
normalizando los resultados de acuerdo a la metodologia del método analitico antes
discutido. Se puede observar que conforme se incrementa el nUmero de iteraciones
aplicadas al mapeo aleatorio, las densidades estimadas numéricamente coinciden
con las que provee la expresion analitica obtenida (figura 4.3).

Con 1 k iteraciones Con 20k iteraciones

T T
3 8
- o /
« 18 ey Z 18 =
f i f 7
£ P £ P
518 T+ 318 o
K] . 3 ’*/
3 + £ e
Zigr st 244
g g k] ez
3 S el 3 /,/
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s /:..4/ s U
i 5 g
T S L gt
o E . R S o _ N S e S S
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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2 e aeoneE . 2
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2 s ] rd
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L . . L . . 08
0 0.1 0z 03 04 05 06 07 08 08 1 0 0.1 0z 03 04 05 06 07 08 09 1
Parametre de probabilidad Parametre de probabilidad

Figura 4.3: Convergencia numérica para 20 valores de a de la funcion de densidad
estimada contra la analitica. En color negro se graficé f; = 2/(2-«). Las cruces color
negro son el promedio de la incidencia de la trayectoria en I, y las cruces azules
son la desviacion estandar, positiva y negativa. Note que se requiere de una cantidad
relativamente baja de iteraciones para apreciar la convergencia.

Como resultado, se tiene que para la familia | de mapeos aleatorios debe ser po-
sible obtener una expresion para calcular las densidades de probabilidad invariantes
empleando el método propuesto en [5]. A pesar de que el mapeo aleatorio no cum-
ple las condiciones del método de Gora y Boyarsky, (nota 3.2) se muestra evidencia
de que las aproximaciones numéricas de estas densidades de probabilidad coinci-
den con las obtenidas analiticamente para una cantidad suficientemente grande de
iteraciones. Con base en ésto, se propone la siguiente conjetura:

Conjetura 1. Sea I\r, la clase de mapeos aleatorios en el intervalo definidos por
(4.1). Considere el parametro « € [0, 1] de probabilidad de eleccion entre los mapeos.
Entonces para o + 1 existe un numero natural N > 1 suficientemente grande tal que
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paratodon > N, T(" o) €8 expansivo para casi toda condicion inicial z € [0, 1]. Como
consecuencia el método de Gora y Boyarsky es aplicable.

4.1.1. Estimacion del exponente de Lyapunov

Utilizando la expresién mencionada en el capitulo 2
= lim — Z log|S’(S7(x))|

se calcul6 numéricamente el exponente de Lyapunov para el mapeo aleatorio, en
funcion del parametro de probabilidad «. Cuando o = 1 0 cuando « = 0 se puede cal-
cular analiticamente; es facil ver que que el exponente de Lyapunov decrece desde
A =1n(2) con « = 0 hasta cero (con « = 1) conforme se incrementa el valor del para-
metro de probabilidad. Como se puede apreciar en la figura 4.4, no decrece de ma-
nera lineal, sino que describe una curva similar a la que genera f; = (2-2a)/(2 - «).
Al normalizar f,, ambas curvas coinciden; se puede atribuir alguna relacion entre el
célculo del exponente de Lyapunov para mapeos aleatorios en funcién del parametro
de probabilidad « y el célculo analitico de sus densidades de probabilidad invariantes.

Exponente de Lyapunov .\ , en funcién de o

0.4

A contra f, normalizada

o
N

o

0 " L " " . " " L "
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Parametro de probabilidad «

Figura 4.4: Exponente de Lyapunov, en funcién de «, graficado contra f, = (2 -
2a)/(2-«) con la normalizancién adecuada. Aparentemente estan relacionados bajo
la misma regla de cambio en funcién del parametro de probabilidad.

Con esta informacién se puede concluir, recordando la conjetura 1, que a pesar
de que el método propuesto en [5] s6lo seria valido para mapeos aleatorios estricta-
mente expansivos, puede funcionar para mapeos que no lo son. Queda a considerar
también que este ejemplo induce un caso patolégico (degenerado) cuando el para-
metro de probabilidad « es igual a 1; por lo que en un trabajo futuro seria plausible
una revisién y ajuste de las condiciones del teorema para casos un tanto mas gene-
rales; e igualmente proponer una metodologia para el calculo analitico del exponente
de Lyapunov para mapeos aleatorios.
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4.2. Familia Il de mapeos aletorios

El segundo caso consiste en el mapeo aleatorio 7" = T(r,), donde I' = {7;,} es una
coleccion con cardinalidad no numerable de mapeos con probabilidad constante py. y
w = {px} una coleccién de las probabilidades correspondientes, se tiene que p; > 0
para k = 1,2,...y >72 pr = 1, Yk, con una distribucién uniforme de la probabilidad
de elegir en cada iteracion, cualquiera de los mapeos en la coleccion I', definidos
mediante

_ ﬁkl’, 0<z<0.5
Tk(w)‘{ 2¢-1, 05<x<l’ (4.2)

donde ;1 = 7(x,), Y Bk €S un nimero real en [+, 2], siendo ~ € [0, 2] un pardmetro
fijo para cada realizacién, que determina el rango de valores que 3, puede asumir
para cada iteracion del mapeo aleatorio.

Este mapeo posee para todos valores del parametro un punto fijo en x = 0 que
en funcion de v y de cada iteracién, es casi siempre hiperdlico atractor o repulsor, e
indiferente con probabilidad 0 (note que para v > 1 este x = 0 es siempre repulsor, y
con B = 1, indiferente); mientras el otro punto fijo x = 1 es repulsor.

4.2.1. Estimacion de la medida invariante

La primer labor sobre este caso de estudio consistié en explorar mediante simu-
laciones numéricas la distribucion de la érbita para una cantidad de iteraciones igual
a 107, para lo cual se elaboraron los histogramas correspondientes para 200 valores
del parametro, comenzando con v = 0 e incrementando ~ en 0.01 con condiciones
iniciales aleatorias. A partir de ésto se distinguen cinco patrones de caracteristicos
de la dinamica en funcién de ~.

a) v € [0,0.26] : Para el primer valor explorado v = 0, se tiene que para cada
estado x,, € [0,0.5] hay una probabilidad de 1/2 de que la érbita asuma alguna dina-
mica expansiva, o bien, no expansiva (repulsora o atractora, respectivamente, desde
la perspectiva del punto fijo en z = 0). Naturalmente, conforme se incrementa el valor
del parametro, la probabilidad de que predomine la dinamica no contractiva se incre-
menta. Sin embargo, los histogramas generados por la dinamica para este intervalo
de valores, consisten en una funcién delta concentrada en cero (figura 4.5).

En el histograma la o6rbita se concentra en cero, no obstante, al visualizar la tra-
yectoria para una cantidad relativamente baja de iteraciones es posible sefalar dife-
rencias notables en la dindmica conforme se incrementa ~ (figura 4.6).

b) v € (0.26,0.4] : A partir de aqui los histogramas generados por el mapeo alea-
torio muestran una distribucion de la érbita que abarca todo el intervalo [0, 1]; y para
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Figura 4.5: Acercamiento de los histogramas sobre el intervalo [0,0.25], generados
por la dinamica con 107 iteraciones, para v = 0 (izquierda) y v = 0.26 (derecha).
La trayectoria se concentra en una vecindad suficientemente pequena del punto fijo
x =0, de modo que la funcién de densidad apreciada es una funcion delta centrada
en 0.

Trayectoria de T7 con =0.0 Trayectoria de T7 con =0.26

0.9

0.6

Figura 4.6: Diagrama de la trayectoria tipica para v = 0 (izquierda) y v = 0.26 (de-
recha). Note que la tendencia a permanecer cerca del cero decrece conforme se
incrementa . Con v = 0.26, aun cuando la trayectoria incide relativamente cerca del
punto fijo durante una cierta cantidad de iteraciones, suele alejarse por instantes.
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este rango de valores, se obtiene una distribucidén correspondiente a una curva decre-
ciente, que no se logré ajustar numéricamente a una ley de potencias o0 a una curva
exponencial por completo, sino que solamente alrededor del punto fijo = = 0 (figura
4.7). Sin embargo, es posible notar por los histogramas que predomina la direccién
de la dinamica de los mapeos expansivos de la coleccion, y aparece el fenémeno
de intermitencia que se observa en el Manneville-Pomeau, en que las trayectorias
tienden a pasar largas excursiones en una vecindad del 0. Por lo tanto, se muestra
evidencia de que existe una transicion de fase en cuanto al comportamiento general
de la dindamica en funcién de un valor del parametro ~ € [0.26,0.27], que conlleva
incluso el surgimiento de una funcion de densidad absolutamente continua respec-
to a la medida de Lebesgue. En la figura 4.8 se presentan un par de histogramas
representativos de este patron.

0.05 7 T T
= Acercamiento del histograma

| Ajuste f(x)=0.0851/x"0.8508

0.04 -

0.035 |

=}
=}
@

0.025 -

o
o
N}

Frecuencia asintotica

0.015

0.01 |

0.005

Figura 4.7: Ajuste de la curva del histograma normalizado para v = 0.34. En este
acercamiento alrededor del punto fijo en x = 0, es posible ajustar la curva descrita
por la funcion de densidad, como una ley de potencias, con exponente 0.8509. Para
el resto de valores de «y € (0.26,0.4] se mantiene este patrén.

c) v € (0.4,1] : Con una presencia en declive de la dindmica contractiva, el ma-
peo aleatorio para este intervalo de valores de ~ produce histogramas que describen
una funcién de densidad dividida en dos secciones. Esta division paulatinamente se
torna mas visible en funcién de . La primera, correspondiente al intervalo [0, /2]
describe una curva que eventualmente pasa de ser una curva decreciente, a tomar
la forma de una recta monétona decreciente que termina en el punto /2. La por-
cion restante, el intervalo (+/2, 1] mantiene en apariencia su naturaleza como curva
“rapdamente” decreciente (en el sentido de que se asemeja a una ley de potencias o
curva exponencial, como ya se menciond. En los histogramas (figura 4.9), la funcion
de densidad exhibe un punto de no diferenciabilidad cuya localizacién cambia en fun-
cion del valor de v, a una razén de /2, lo que hace pensar que existe una transicién
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108 Histograma de T7 con y=0.27 Histograma de T7 con y=0.4
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Figura 4.8: Histogramas generados por la dindmica con 107 iteraciones, para v = 0.27
(acercamiento sobre la regién [0,0.25], izquierda) y v = 0.4 (derecha). Advierta que
aunque la trayectoria tiende a incidir aun alrededor del cero, la funcién de densidad
empirica es absolutamente continua respescto a la medida de Lebesgue.

de fase de segundo orden para algun valor de ~y € [0.4,0.41].

d) v € (1,1.5] : La dindmica del mapeo aleatorio bajo estos valores de ~, es ya
estrictamente expansiva, asi que el punto fijo x = 0 es repulsor con probabilidad de
1, por que podria esperarse una concentracién menor de la 6rbita alrededor de x = 0.
De manera similar al rango de valores de y descrito arriba, en funcién del aumento
del parametro, se presenta una nueva fragmentacion del espacio de estados, desde
el punto de vista de la medida asociada, revelando un nuevo punto de no diferencibi-
lidad aproximadamente en x = v — 1, obteniendo asi una division del intervalo en tres
secciones. Ademas, la funcién de densidad para el sector del intervalo [v/2,1] pasa
de ser una curva que decrece de manera inmediata, a ajustarse a la forma de una
recta decreciente monétona; de nuevo, asemejando lo que sucede con la division del
intervalo [0,+/2] para el rango anterior de valores de ~ (ver figura 4.10). La distribu-
cion sigue propensa a disminuir su incidencia cerca del punto fijo = = 0 en funcién de

Y.

e) v € [1.5,2] : Dentro de esta gama de valores del parametro, los histogramas
revelan la aparicion de mas puntos de no diferenciabilidad en la funcién de densi-
dad, pero con una localizacion aun no determinada. Eventualmente, la funcion de
densidad se vuelve suave (diferenciable), posiblemente a causa de una subdivisién
suficientemente fina en [0, — 1] y para valores mas grandes del parametro adopta
gradualmente la naturaleza de una funcién constante, correspondiente a una distribu-
cion uniforme (véase figura 4.11). Esto es de esperarse ya que este mapeo aleatorio
es equivalente al mapeo determinista del intervalo 7'(x) = 2z (mod 1), para 7y = 2.

37



Histograma de T7 con y=0.41

Frecuencia
Frecuencia

0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Xl

CAPITULO 4. RESULTADOS

Histograma de T7 con y=1.00
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Figura 4.9: Histogramas generados por la dindmica con 107 iteraciones, para v = 0.4
(izquierda) y v = 1.00 (derecha). Observe el punto x = v/2, principalmente para valo-
res mas grandes en este rango del parametro, surge un punto de no diferenciabilidad
en la funcién de densidad, por lo que la érbita posee una regla distinta de distribucién

para diferentes regiones del espacio de estados.

Histograma de T7 con y=1.05
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Figura 4.10: Histogramas generados por la dindmica con 107 iteraciones, para 7 =
1.05 (izquierda) y v = 1.5 (derecha). Note que la funcién de densidad es ahora lineal
por partes, y presenta dos puntos de no diferenciabilidad, aproximadamente en x =

y-lyenz=~/2.
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En general, de acuerdo con los histogramas, la trayectoria del mapeo aleatorio
mantuvo su tendencia a incidir alrededor del punto fijo = = 0; es decir, las regiones
mas cercanas a x = (0 contienen una mayor parte de la incidencia asintética de la
orbita.

Histograma de T7 con y=1.85 Histograma de T'r con +=1.99

12000

12000

10000 10000

8000 8000

6000 6000

Frecuencia
Frecuencia

4000 4000

2000 2000

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Figura 4.11: Histogramas generados por la dinamica con 107 iteraciones, para v =
1.85 (izquierda) y v = 1.99 (derecha). La funcién de distribucién tiende a suavizarse
en [0, — 1] y finalmente, a convertirse en una funcién constante para valores de ~
cercanos a 2.

Entonces, como resultado se tiene que para el segundo caso de estudio, se pro-
porciona evidencia de que para algun valor, o intervalo de valores del parametro que
le caracteriza, existe una medida de probabilidad invariante absolutamente continua,
respecto a la medida de Lebesgue. La teoria existente funciona para transformacio-
nes que preservan la medida o bien, para mapeos equipables con una particién de
Markov, y es el caso que esta familia de mapeos carece de estas propiedades. En
este sentido, un resultado analitico, extenderia la teoria actual. De acuerdo con la
exploracién numérica realizada de las propiedades estadisticas del mapeo aleatorio
en funcion del pardmetro, se presenta una transicion de fase evidente para un valor
especifico del parametro, al que se denomina como critico (7, ). Esta contribucién es
interesante ya que es un modelo sencillo de mapeos aleatorios del intervalo que da
lugar al fendémeno de transicén de fase, que hasta donde es de nuestro conocimiento
no existe. Con esto se puede establecer la siguiente conjetura:

Conjetura 2. Considere la familia de mapeos aleatorios en el intervalo definida por
(4.2). Entonces existe un valor de parametro ~. € [0,1/2] tal que para todo ~y > 7., el
mapeo aleatorio posee una medida invariante absolutamente continua respecto a la
medida de Lebesgue, y no la posee para ~y < ..
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4.2.2. Exponente de Lyapunov

Se estim6 numéricamente el exponente de Lyapunov, para realizaciones de N =
107 iteraciones, ejecutando el calculo con los UGltimos n = 2 * 10° valores de la trayec-
toria, para los mismos 200 valores para los que se obtuvieron los histogramas. De
acuerdo a esta estimacion numérica, y recordando la conjetura 2, para las realiza-
ciones hechas existe un valor critico del parametro v (aqui denotado por ~.) para el
cual el exponente de Lyapunov pasa de ser negativo a positivo, haciendo notar una
transicion de fase en la dinamica del mapeo, en la que la 6rbita pasa de poseer una
naturaleza ordenada, en el sentido de que las trayectorias con condiciones iniciales
similares tienden a acercarse exponencialmente, a asumir una dinamica mayormente
expansiva y por lo tanto mezclante.

E L en funcién de
08 ‘ : Y ; neer

0.6

041 -

/ X:0.27
/ Y: 0.008484
0.2/

-0.4 : - - : ! - : : - '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 18 2

Parametro 4
Figura 4.12: Estimacion numérica del exponente de Lyapunov, en funcion de ~. Al
igual que con los histogramas, con v = 0.27 se presenta un cambio importante en las
propiedades del mapeo, que se mantiene para valores mayores de ~. En este caso,
la dependencia sensitiva a condiciones iniciales.

Como se ve en la figura 4.12, el exponente de Lyapunov en funcion de ~ crece
de manera no lineal, hasta llegar un valor igual al In(2) »~ 0.6931, cuando el mapeo
aleatorio es equivalente al T'(x) = 2z (mod 1) y cambia de signo para un valor del
parametro ~y € [0.26,0.27].

A causa de esto Ultimo, se repitié la aproximacién numérica del exponente de
Lyapunov con la misma precision, para 200 valores del pardmetro v € [0.26,0.27]
considerando el promedio de 100 realizaciones, con el fin de obtener una cota més
precisa del valor ~.. Dentro de este intervalo de valores de +, el exponente de Lya-
punov cambia de signo repetidamente, lo que se atribuye a la dinamica aleatoria del
mapeo. Aunque a la vez que vy se incrementa, esta tendencia de cambiar de signo
disminuye porque también posee una naturaleza creciente. Para las realizaciones
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%10 Promedio para 100 realizaciones
T

n/ X: 0.2626
~ |/ v "
VeV | Y: 1.64e-06

70.26 0.261 0.262 0.263 0.264 0.265 0.266 0.267 0.268 0.269 0.27
Parametro ~

Figura 4.13: Estimacion numérica del exponente de Lyapunov (promedio de 100 rea-
lizaciones), para v € [0.26,0.27]. En la etiqueta, el valor mas pequefio de ~ para el
cual el exponente de Lyapunov comienza a mantenerse positivo.

efectuadas, el valor mas grande del parametro ~ para el cual el exponente de Lya-
punov se mantiene negativo, es v = 0.2626 y en adelante, continla incrementandose
de manera no lineal, para v > . (figura 4.13), exhibiendo una notoria y creciente
tendencia del mapeo aleatorio a ser mayormente expansivo.

4.2.3. Decaimiento de correlaciones

Al no conocerse la medida de probabilidad invariante asociada al mapeo aleato-
rio, se elaboraron dos aproximaciones numéricas de la funcién que describe la tasa
del decaimiento de correlaciones para los distintos valores del parametro . En am-
bos casos, se calculé a partir de una trayectoria de n = 107 — k iteraciones, con
k=1,2,...,Ky K =3000. La primera estimacién con los observables f = g = X 4(x)
definidos como la funcién caracteristica del intervalo A = [0,0.05] y la segunda esta-
bleciendo los observables f = g = T*** como el estado del sistema. Por lo tanto, las
aproximaciones numéricas corresponden a las expresiones siguientes:

1

CA’orxAm(k) o

Emwun) ,
- (4.3)

ZXA(TZ 2))Xa(T"(2)) - (m
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Corpn(k) = —— S (@) (@ (2)) - (;”j(wm)) 4

La tasa del decaimiento de correlaciones estimada presenta, describiéndolo en

un sentido amplio, tres tipos de comportamientos distintivos en funcién de ~, para las
diferentes selecciones de observables.

|
T, ey 4 - Estimacion del decaimiento
‘—/v\«/\\/\w“ — Ajuste f(x)=-9.509e-11*x+5.844e-06,

Figura 4.14: Gréficas para la estimacién de la tasa del decaimiento de correlaciones
en funcion de k, con 0.25 = vy < .. para k = 3000. Considerando f = g como el estado
del sistema (izquierda, gréfica log-log) el coeficiente de correlacion varia de manera
irregular y no fue posible realizar un ajuste de la curva, mientras que para f = g
siendo la funcién caracteristica de un intervalo A = [0,0.5] (derecha) el decaimiento
es lineal.

A) Para la estimacion con (4.3):

= Tomando como observable a la funcidn caracteristica, para valores de v < v, se
identifica una tasa de decaimiento lineal (figura 4.14).

m Conforme se incrementa ~ relativamente cerca de ~., la estimacion del coefi-
ciente de correlaciones comienza a adoptar una forma de una curva no lineal.
Posteriormente se graficaron los datos en escala logaritmica para ambos ejes
(conocida como log-log) para realizar un ajuste; ya sea para una curva expo-
nencial o una ley de potencias (figura 4.15). Sin embargo, la grafica revela que
existe un cambio del régimen de decaimiento en funcion de K, pasando de
parecer de acuerdo al ajuste, ley de potencias, a un régimen de decaimiento
mas inmediato, que no se logré ajustar a una curva exponencial o de ley de
potencias. Y finalmente, para los ultimos valores de K que se estimaron, el de-
caimiento vuelve a ajustarse a la curva de ley de potencias pero con una tasa
menos decreciente.
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m Para valores de v mayores y relativamente lejanos a ~. (por ejemplo, v = 0.3),
el comportamineto del decaimiento descrito en el punto anterior se mantiene,
aunque con ligeros cambios. Paulatinamente, el régimen inicial de ley de po-
tencias se torna mas breve, y en cambio, régimen final de ley de potencias se
prolonga (figura 4.16) y se acerca eventualmente a cero. Mientras el régimen
intermedio, a su vez, se acorta de manera que la gréfica logaritmica del decai-
miento bien puede quedar separada en dos regimenes: uno de ley de potencias
rapidamente decreciente y otro en el que se mantiene en cero.

B) Para la estimacién con (4.4):

= Tomando como observable al estado del sistema, para valores de v < 7., gra-
ficando los datos de manera lineal, se identifica una tasa de decaimiento en la
que aparentemente el decaimiento es cero siempre. Sin embargo, tras graficar-
los de manera logaritmica (figura 4.14) se presenta un cambio en el coeficiente
de correlacion irregular, que por periodos decrece y por momentos crece, por
lo que para este observable, la informacon aqui obtenida es poca.

= Al incrementar v relativamente cerca de . (aproximadamente en el intervalo
[0.26,0.28]), la estimacion de correlaciones, como en el caso con la funcién
caracteristica, comienza a adoptar una forma de una curva no lineal. De igual
modo se graficaron en la figura 4.15 los datos en escala logaritmica para am-
bos ejes (conocida como log-log) para realizar un ajuste exponencial o de lay
de potencias, lo cual se logré de manera clara, pero para valores del parametro
entre 0.265 y 0.275, debido a que al incrementar mas -, el ajuste de ley de po-
tencias de pierde, ya que la curva descrita presenta el mismo comportamiento
qgue la que se obtiene con la funcidén caracteristica, es decir con un régimen
de decaimiento rapido entre dos regimenes de ley de potencias. Sin embargo,
cabe resaltar que con ésta eleccidon de observables si se logrdé al menos pa-
ra un rango pequeno de valores de v el ajuste del decaimiento a una ley de
potencias.

m Para valores de v > . la curva que describe el decaimiento es muy similar a la
que se describe para la estimacion con la funcién caracteristica como observa-
ble.

Ahora bien, es importante recalcar que para los casos en que el decaimiento del
coeficiente de correlaciones seasemeja a una ley de potencias, se podria concluir,
con base en el teorema 2.5, que dado v, conforme la probabilidad de escoger en
cada iteracidén una dindmica expansiva se incrementa, hasta v ~ ~., entonces estaria
garantizado que el coeficiente n ir4 a cero y que para determinado valor del para-
metro (.) el mapeo es por lo menos, débilmente expansivo. Sin embargo, en este
caso aun no se ha logrado demostrar que este mapeo aleatorio preserva la medida
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Figura 4.15: Grafica log-log de la estimacion de la tasa del decaimiento de correla-
ciones, con v ~ 7, para K = 3000. Considerando f = g como el estado del sistema
(izquierda), y para f = g siendo la funcién caracteristica de un intervalo A = [0,0.5]
(derecha). En ambos casos, con v = 0.265 la tasa comienza a adoptar un compor-
tamiento de decaimiento ajustable mediante una ley de potencias decreciente, sin
embargo, para la estimacion de las correlaciones con la funcion caracteristica del
sistema, este ajuste es menos preciso.

de Lebesgue para algun valor del parametro ~; asi que lo Unico que puede respaldar
el decaimiento en ley de potencias de correlaciones alrededor de 7. y mas inmediato
aun para valores mayores, es que la dindmica de la transformacion se vuelve cada
vez mas independiente de las condiciones iniciales para v mas grandes. Luego, que
la medida asociada para cada valor del parametro, para v > ~. es de hecho, invarian-
te.

4.2.4. Evidencia adicional

En esta seccion se presentara evidencia numérica adicional que respalda la con-
jetura 2, de la existencia de una medida invariante absolutamente continua para esta
familia de mapeos aleatorios.

En en [9] se demuestra una condicion necesaria y suficiente para la existencia de
una medida de probabilidad invariante absolutamente continua asociada a un mapeo
aleatorio, definido con una coleccién I' de cardinalidad finita. La condicién planteada
en el ejemplo que en la referencia se propone, es equivalente a

K K
H|T/::(x)|pk>17 ]{?:1,...7K7 Zpkzla
k=1

k=1

gue adecuada al caso de estudio en cuestidn, se reescribié como

K
[]5:>1, (4.5)
k=1

siendo [; la pendiente del mapeo 7 correspondiente a la iteracién ¢, coni = 1,2, ...n.
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log(K) log(K)

Figura 4.16: Graficas log-log de la estimacion de la tasa del decaimiento de corre-
laciones, con (4.4) (izquierda), y (4.3) (derecha). En ambos casos, con v = 0.265 la
tasa comienza a adoptar un comportamiento de decaimiento ajustable mediante una
ley de potencias en los primeros datos (recuadros de la izquierda), sin embargo, pre-
senta un régimen de decaimiento mas inmediato aun no identificado, que no permite
el ajuste exponencial y de ley de potencias, y conforme crece k, el decaimiento se
mantiene constante (recuadros de la derecha). Este patén del decaimiento de correla-
ciones se mantiene para valores mayores del parametro, excepto que eventualmente
son menos notables los regimenes primero y segundo, y el decaimiento permanece
constante para la mayor parte de los valores de k.

El célculo se realiz6 para hasta 106 iteraciones, con 1000 valores de «y € [0.25,0.3],
gue es un rango de valores de interés, donde se encuentra ~.. Igualmente, se acot6
de esta manera debido a que a mayor cantidad de iteraciones, el valor del produc-
to crece exponencialmente y el resultado para v mayores es mostrado simplemente
como indefinido (o). Las graficas a continuacion mostradas revelan una cota del
parametro v a partir del cual la condicion se cumple con v > ., que consistentemen-
te con la evidencia presentada hasta ahora, atribuyen a ~. un valor aproximado de
0.2631 (figura 4.17).

También, en [5] se refiere una condicion suficiente para la existencia de una me-
dida invariante absolutamente continua para mapeos aleatorios C? por partes y ex-
pansivos:

K
S B cocn, (4.6)
iz |7l

para alguna constante o. En el presente trabajo sumatoria fue estimada numéri-
camente para este mapeo aleatorio aproximandolo mediante de una cantidad finita,
cada vez mayor de los mapeos de la colecciéon I" con una distribucion uniforme (por
ende p; = 1/K).

Para realizar las graficas presentadas mas adelante, primero se establecio la can-
tidad de mapeos K con la que se calcularia la aproximacion de la sumatoria, después
se incremento el valor de v desde 0 hasta 2 en incrementos de 0.01 y se calculé la
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Figura 4.17: Estimacién numérica de la condicién discutida en [9]. La etiqueta indica
el primer valor de ~ para el cual, al seguir incrementando ~, la condicion se sigue
cumpliendo, asegurando una cota minima para .. Note que al aumentar el nUmero
de iteraciones se acota de manera mas precisa el valor de ~..

sumatoria, aproximando una funcién de vy que nos provee una cota del parametro
para la cual la medida invariante absolutamente continua existe.

De acuerdo con la estimacién, al considerar una cantidad mayor de mapeos
7 € I, el valor de la sumatoria indica que para un valor del parametro v ~ 0.41 y
0.41 < v < 2, se mantiene estrictamente por debajo del valor de 1, con una tendencia
decreciente (figura 4.18). Asi que por lo menos, para la aproximacion del mapeo con
' de cardinalidad finita, la existencia de la m.i.a.c. queda garantizada. Se realizé una
aproximacioén hasta para K = 10000.

Por dltimo, se realiz6 la integral numérica para el intervalo [1/2,1] en los 200
histogramas de la distribucién de la 6rbita, con el fin de estimar numéricamente la
probabilidad de que la trayectoria incida dentro de este intervalo. A partir del histo-
grama normalizado, con una densidad empirica h, se calculd para 200 valores de ~
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Figura 4.18: Estimacion numérica de la condicion discutida en [5], con K = 10 (iz-
quierda) y K = 1000. Al mejorar la aproximacion, con K mayores, la funcién cambia
relativamente poco y provee una cota del valor parametro ~ para el cual la aproxima-
cién del mapeo con I de cardinalidad finita posee una m.i.a.c.

la estimacidon numérica de

A 1.
Pz, €[1/2,1]) = fm hdm,

donde m es la medida de Lebesgue. Para los valores del parametro v < ., la pro-
babilidad P(z, € [1/2,1)] se mantiene muy cercana a cero y se acrecenta en fun-
cién de v a una tasa practicamente nula. Sin embargo, para v = 0.27, se tiene que
P(x, € [1/2,1]) = 5.4+ 1075 y para valores mas grandes, P(z,, € [1/2,1]) comienza a
aumentar hasta llegar a un valor de 0.5, cuando el mapeo aleatorio es equivalente al
mapeo determinista 7'(x) = 2x (mod) 1 el cual posee una distribucién uniforme.
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Figura 4.19: Estimacion numérica de P(x,, € [1/2,1]). Observe que para valores de
v < 7. el valor de la integral numérica se mantiene muy cercano a 0, sin embargo,
con y = 0.27, P(z, € [1/2,1]) = 5.4+ 10-6, y con v = 0.28, P(z,, € [1/2,1]) = 0.004369.
Para de 7 > 7., P(z, € [1/2,1]) crece de manera aparentemente regular.
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Capitulo 5

Discusion y conclusiones

Primero, para la familia | de mapeos aleatorios, los resultados presentados en
esta tesis arrojan evidencia de que un mapeo aleatorio no requiere una condicién de
expansividad estricta para garantizar que posee una medida invariante absolutamen-
te continua respecto a Lebesgue. Ademas, que el método propuesto en [5] provee
de resultados certeros para calcular las densidades invariantes asociadas; con una
condicién de expansividad eventual, por lo que los teoremas 3.3, 3.4, asi como el
método pueden ser revisados y plantearse para casos mas generales. Por otro lado,
el cambio del exponente de Lyapunov parece estar relacionado con el cambio de la
densidad invariante asociada a la dinamica en funcion del parametro, lo que sugie-
re que hay una manera analitica de calcular el exponente de Lyapunov en mapeos
aleatorios que toma en cuenta los pesos de probabilidad asignados a los mapeos de
una familia aleatoria.

El caso de la segunda familia de mapeos aleatorios exige un enfoque diferente,
porque no se sabe todavia para qué valores de ~ preserva la medida y hasta ahora
no se le ha podido equipar con una particion de Markov, lo que dificulta el calculo
la medida invariante asociada a éste mediante el operador de Perron Frobenius. No
obstante, por lo menos para la version finita de esta familia, los resultados numéricos
ya mostrados (expresiones (4.5) y (4.6)) garantizan su existencia debido a que no
depende de las realizaciones y en versiones finitas, es posible verificarlo. También
dan una cota aproximada del valor critico del parametro para el cual podria suceder
la transicion de fase y el decaimiento de correlaciones respaldaria la invarianza de la
medida. Entonces seria interesante demostrar que existe un valor preciso del para-
metro critico y demostrar que los resultados aplicables a familias finitas de mapeos
aleatorios se pueden extender a familias infinitas, asi como que existe una transicion
de fase de segundo orden para otro valor de v, en que la funcién de densidad se
vuelve C'! por partes.

Una constante sobre este par de casos de estudio es que cuentan con significa-
tiva direccién de la dinamica no expansiva y ademas, contractiva para la familia Il.
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CAPITULO 5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

El motivo de esta tesis estd basado en que la mayoria de los resultados conocidos
sobre medidas invariantes absolutamente continuas en mapeos aleatorios en el inter-
valo, tratan con dindmicas estrictamente expansivas, por lo que obtener resultados
analiticos en este ambito, es decir, demostrar las conjeturas 1 y 2 (ya respaldadas
por evidencia numérica) abriria una brecha para proponer una metodologia analitica
para comprobar la existencia de una m.ia.c. y para el calculo de sus densidades inva-
riantes, asi como para tratar casos mas generales, e inclusive, de lograr adecuarlos
a una clase mas global de dinamicas, generalizar para sistemas deterministas.
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