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Resumen

En el area de sistemas dinamicos, el sistema de Hindmarsh—Rose (HR) es un modelo
matematico bien conocido de la actividad eléctrica neuronal. Dicho modelo disefiado a
partir de una generalizacion del modelo de Hodgkin-Huxley (HH) y de FitzZHugh-Nagumo
(FHN) representa mediante un conjunto de ecuaciones matematicas el potencial de
membrana y las corrientes de iones que ocurren de forma bastante aproximada al com-
portamiento real de las neuronas activas.

Dado que las neuronas forman una amplia y compleja red de transmision de in-
formacién y se comunican con otras neuronas por medio de conexiones entre ellas, la
sincronizacion de su actividad no ha sido analizada del todo y resulta un factor funda-
mental en su estudio y comprension.

Por lo cual, en este trabajo se aborda la sincronizacion de la dinamica cadtica de los
modelos matematicos de dos neuronas de HR a través de un acoplamiento basado en
niveles o umbrales de activacion previamente definidos. El tipo de acoplamiento utilizado
es unidireccional y se realiza mediante una sefnal subamortiguada adaptable, la cual se
activa en cada evento de cruce entre la trayectoria de una neurona asignada como
maestra atravesando un valor umbral definido mediante un plano de Poincaré.

Se presenta un nuevo sistema acoplado de neuronas maestro-esclavo basado en
modelos matematicos. El tipo de sincronizacién entre los sistemas se detecta mediante
analisis matematicos y simulaciones numéricas considerando el estudio de la estabilidad
de los puntos de equilibrio, el enfoque del sistema auxiliar y los exponentes de Lyapunov
para determinar la dindmica cadtica que resulta de dichos sistemas.
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Abstract

In the area of dynamical systems, the Hindmarsh-Rose (HR) system is a well-known
mathematical model of neuronal electrical activity. This model designed from a generali-
zation of the models of Hodgkin-Huxley (HH) and FitzHugh-Nagumo (FHN) represents
by a set of mathematical equations the membrane potential and the ion currents that
occur in a highly approximate way to the actual behavior of active neurons.

Since the neurons form a wide and complex network of information transmission and
communicate with other neurons through connections between them, the synchroniza-
tion of their activity is a fundamental factor.

Therefore, this work deals with the synchronization of the chaotic dynamics of two
Neurons of HR through a link based on previously defined levels or thresholds. The type
of coupling used is unidirectional and is made by an adaptive subdampened signal, which
is activated in each crossover event between the trajectory of a neuron assigned as a
master through a threshold value located by a plane of Poincaré.

A new coupled system of master-slave neurons is presented based on mathematical
models. The type of synchronization between the systems is detected by mathematical
analysis and numerical simulations considering the study of the stability of the equilibrium
points, the approach of the auxiliary system and the exponents of Lyapunov to determine
the Chaotic dynamics that result from these systems.
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Glosario

Célula glial Son células cuya funcién principal es dar soporte a las neuronas y controlar
el microambiente neuronal, especialmente la composicion idnica, los niveles de
neurotransmisores y los factores bioquimicos de crecimiento celular.

Conexén Subunidad estructural de una unién tipo gap, que forma un puente entre
células adyacentes en algunos tejidos de los vertebrados. Esta constituido por seis
subunidades de conexina dispuestas en anillo y ancladas en la membrana, unidas a
otro conexoén en la otra célula.

Equilibrio dinamico Estado en el que la velocidad de un proceso en un sentido es igual
a la velocidad del proceso en sentido inverso, cuando se desarrolla de manera
simultanea, como cuando la velocidad de evaporacién es igual a la velocidad de
condensacion de un liquido en un recipiente cerrado.

Impulso antidrémico Esto significa que el flujo nervioso, de caracter eléctrico, va desde
su axén hasta el cuerpo celular de la neurona, y de ahi al axén de la siguiente
neurona.

Impulso ortodromico En el ser humano la transmisién de la sefial nerviosa es ortodré-
mica. Esto significa que el flujo nervioso, de caracter eléctrico, va siempre desde
el cuerpo celular de la neurona hasta su axoén, y de ahi al cuerpo celular de la
siguiente neurona.

Liquido intersticial o o Liquido tisular Es el liquido contenido en el intersticio, o es-
pacio entre las células. Consiste en un solvente acuoso que contiene aminoacidos,
azlcares, acidos grasos, coenzimas, hormonas, neurotransmisores, sales minerales
y productos de desecho de las células.

Modelo de neurona FitzHugh-Nagumo Consiste en dos ecuaciones diferenciales aco-
pladas. No es posible generar un tonic bursting. Creado como una representacion
mas simple de los resultados excitables-oscilatorios en comparacion con el modelo
mas complejo de Hodgkin-Huxley..

Modelo de neurona Hindmarsh-Rose Es un modelo matematico que tiene como ob-
Jetivo estudiar el comportamiento de la actividad spiking y bursting del potencial de
membrana observado en experimentos realizados con una sola neurona. Ademas,
el modelo tiene la forma matematica de un sistema de tres ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales con variables dinamicas adimensionales x(t), y(t) y z(t).
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Modelo de neurona Hodgkin-Huxley Uno de los modelos de conductancia mas com-
plejos y considerado el mas biolégicamente significativo. Puede explicar con preci-
sion las muchas corrientes i6nicas a través de la membrana celular. Consiste en 4
ecuaciones diferenciales (expandido a mas de 7 por los investigadores posteriores
[Lewis, 1966]) y tiene muchos coeficientes ajustables..

Modelo de neurona Morris-Lecar En base a las oscilaciones de voltaje observadas en
las fibras musculares del barnaculo. Un modelo biofisico preciso, lo que significa que
cada variable tiene una conexién bioldgica. La salida es capaz de generar spiking
pero no bursting. Consiste en dos ecuaciones diferenciales..

Neurona Célula del sistema nervioso que genera y transmite los impulsos nerviosos. Las
neuronas estan conectadas entre ellas formando circuitos neuronales.

Neurona postsinaptica Es |la célula que transmite el impulso desde la sinapsis.

Neurona presinaptica Es la célula que conduce el potencial de accion hasta la zona de
sinapsis.

Sinapsis El término significa conexién y fue introducido por Charles Sherrington en
1897, y descrito por Ramén y Cajal, que las visualizd por primera vez en el micros-
copio 6ptico. Se denomina sinapsis a la zona especializada en la que se transmite
la informacién entre dos neuronas o entre una neurona y una célula efectora.
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CAPITULO 1

Introduccion

1.1. Introduccion

En neurociencia, existe evidencia experimental que indica que la sincronizaciéon neu-
ronal juega un papel importante en el procesamiento de la informacién en el cerebro
[Purves et. al., 2004], por ejemplo, durante el procesamiento de la informacién olfatoria
en el bulbo olfatorio. Ademas, el caos ha sido encontrado desde redes de neuronas hasta
electroencefalografia macroscépica (EEG) tanto en la teoria como en la experimenta-
cion [Aihara, Takabe and Toyoda; Hrg, 2013; Makarenko and Llinds, 2013; Nguyen and
Hong, 2013].

Se suele comprender que la sincronizacion de las actividades neuronales presentadas
por la sincronizacion cadtica es importante para la memoria, el aprendizaje, el control del
movimiento y enfermedades tales como la epilepsia [Babloyantz and Destexhe, 1986].
Ademas, desempeia un papel importante en la realizacion de la memoria asociativa,
la segmentacion de imagenes y la vinculacién [Tsuda, 2001]. Con el fin de facilitar el
estudio de sincronizacién neural, pueden implementarse modelos dindmicos tipicos de la
actividad eléctrica, por ejemplo, el modelo de neurona Hindmarsh-Rose.

El modelo de Hindmarsh-Rose (HR) es un modelo de dimension 3 mas popular y
estudiado en ciencias neurolégicas, donde su dinamica no lineal es variada [Dtchetgnia
Djeundam et. al., 2013]. En este modelo, el potencial de accién de una sola neuronas se
dispara debido a un estimulo suficiente que sobrepasa un valor llamado umbral, induce
varios modos de comportamiento que reflejan la actividad delicada de una auténtica
neurona: una sucesion de un estado de reposo, disparo del potencial de accién y periodo
de desactivacién [Storace, Daniele and de Lange].

En la naturaleza, el potencial de accion de una neurona se propaga como una onda
de despolarizacion, seguida por una onda correspondiente de repolarizacion. Cuando la
membrana acaba de terminar este ciclo, esta en el estado refractario durante algunos
milisegundos [Purves et. al., 2004]. Este retardo impide que el potencial de accion se
propague “hacia atras” hacia el cuerpo de la célula (es decir, la conduccién de impul-
so antidromico) y asegura que en condiciones normales la conduccion de impulso es
unidireccional [Brodal, 2016].

Por lo tanto, el modelo de HR puede ser utilizado en la simulacién de la actividad
cerebral para investigar la sincronizacién cadtica. Los potenciales de accién y su natu-



raleza (periddica o cadtica) dependen de algunos parametros clave del modelo como,
por ejemplo, la corriente aplicada /, que conduce a la aparicion de la actividad eléctrica
neuronal a través de la inestabilidad de los puntos de equilibrio [Dtchetgnia Djeundam
et. al., 2013]. La idea de la sincronizacién de dos sistemas cadticos con sefiales de
conduccién y diferentes esquemas de acoplamiento regular, fue descrita por Pecora y
Carroll [Pecora et. al., 1997]. El método se basa en vincular una trayectoria del sistema
maestro con los mismos valores como respuesta para el sistema esclavo.

En este trabajo se propone una configuracion de los diferentes acoplamientos [Pecora
et. al., 1997] maestro-esclavo que existen, para acoplar dos neuronas HR y sincronizar
su actividad eléctrica, donde es definido como acoplamiento mediante umbrales.

1.2. Sincronizacion neuronal en los seres vivos

La sincronizacion esta presente en los seres vivos, existen zonas del cerebro en donde
se presenta comportamiento sincrono, siendo esto de vital importancia para coordinar
alguna accion. Ademas, se ha visto que la actividad eléctrica del cerebro es posible
clasificarla en ondas; donde estas son oscilaciones electromagnéticas en algin rango de
frecuencia que surgen de la actividad eléctrica sincrona [Gregoriou et. al., 2015].

Una de las caracteristicas de la red de neuronas es que sus componentes, pueden
presentar actividad eléctrica sincrona y generar actividad oscilatoria, dicha actividad se
ha asociado a diversas funciones fisiolégicas como el procesamiento de la informacién
sensorial, la memoria, etc. [Desmaisons, Vincent and Lledo]. La actividad eléctrica os-
cilatoria de una red de neuronas esta medida [Trevifio and Gutiérrez, 2007] por:

1. Las propiedades intrinsecas de sus células.

2. La topologia de sus conexiones.

3. La dinamica de sus interacciones sinapticas.

1.3. Caos en la actividad cerebral

Existen estudios detallados de los electroencefalogramas (EEGs) de los humanos,
los cuales revelan la existencia de dinamica cadtica, por ejemplo, durante un ataque
epiléptico presenta comportamiento periddico regular, ritmico mientras que lo normal es
el caos. Existe la presencia de atractores extrafios en la actividad cerebral [Montero and
Moran, 1992].



1.4. Objetivos de la tesis

1.4.1. Objetivo General

Sincronizar un conjunto de neuronas representadas por modelos matematicos a través
de acoplamientos por medio de umbrales de activacion.

1.4.2. Objetivos Especificos

e Encontrar en la literatura los conceptos que determinen una relacion entre la
parte biolégica de las interconexiones entre neuronas y la parte matematica que
se utilizard mediante los acoplamientos por umbrales y los modelos matematicos
existentes de la neurona.

e Caracterizar el modelo matematico de Hindmarsh-Rose para determinar su esta-
bilidad.

e Establecer el valor de los pardmetros en los cuales el sistema presenta dindmica
cadtica mediante un analisis de bifurcaciones y calculo de los exponentes caracte-
risticos de Lyapunov.

e Disefar un sistema acoplado de neuronas mediante umbrales considerando el estu-
dio biolégico de sus interconexiones de tal manera que se obtenga sincronizacién.

e Encontrar los parametros en los cuales el sistema acoplado presenta sincronizacion
o desincronizacién en redes de neuronas basadas en modelos matematicos.

1.5. Contenido de la tesis

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera. El Capitulo 2 esta dedica-
do a las bases biolégicas acerca de la electrofisiologia neuronal y el modelado matematico
del potencial de acciéon. También, se muestra desde la morfologia celular de la neurona,
pasando por los mecanismos moleculares para que se lleve a cabo un potencial de accién
hasta su modelado matematico propuesto por Hodgkin y Huxley.

En el Capitulo 3 se abordan los modelos matematicos simplificados y mas conocidos
posterior a la aparicién del modelo neuronal de Hodgkin y Huxley como es el de Morris-
Lecar, FitzHugh-Nagumo y Hindmarsh-Rose, donde se explica brevemente el desarrollo
de las ecuaciones de dichos modelos simplificados. Ademas, para el presente trabajo el
modelo de estudio es Hindmarsh-Rose, donde se presenta: la obtencién analitica de los
puntos de equilibrio; los analisis de estabilidad y de bifurcaciones (el modelo presenta
caos, fendmenos de spike y bursting).

En el Capitulo 4 se aborda una propuesta de acoplamiento llamada “mediante um-
brales”, ademas de presentar los resultados obtenidos del fenémeno de sincronizacién
cuando son acoplados dos neuronas de Hindmarsh-Rose mediante planos de Poincaré.
En el Capitulo 5 se dan las conclusiones del trabajo realizado y el trabajo a futuro.
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Por dltimo, la seccién de apéndice esta dividida las siguientes secciones: el Apéndi-
ce A trata de las bases de la teoria de bifurcaciones; el Apéndice B muestra las bases
del acoplamiento unidireccional; el Apéndice C muestra el plano de Poincaré como he-
rramienta matematica empleada para este trabajo; el Apéndice D se presenta una breve
explicacion de los métodos de analisis nimericos empleados, los cuales se utilizaron pa-
ra realizar las simulaciones numéricas utilizando el programa de MATLAB; los cédigos
generados para las simulaciones nimericas son presentados en el Apéndice E; y en el
Apéndice F se presentan 3 trabajos obtenidos y presentados en congresos nacionales e
internacionales.



CAPITULO 2

Electrofisiologia neuronal y modelado
matematico

En este capitulo hacemos un recordatorio de algunos conceptos fundamentales de la
electrofisiologia neuronal, que son necesarios para comprender la presente tesis. Comen-
zamos con la biologia bésica de la neurona, después con iones y corrientes (potencial de
accion), y avanzamos por ultimo hacia el modelo de Hodgkin-Huxley.

Cabe destacar que es indispensable comprender estos conceptos, para entender como
Hodgkin-Huxley modelaron matematicamente el potencial de accién de la neurona de
calamar gigante considerado el esqueleto de la biomatematica moderna.

Uno de los objetivos de la presente tesis es fundamentar desde la perspectiva bio-
I6gica el tipo de acoplamiento con un modelo neuronal de dimensién menor (Véase el
Capitulo 4) y tomarle la importancia que se merece en como funcionan las neuronas
reales.

2.1. La neurona

El Sistema Nervioso esta compuesto por una amplia red de células especializadas,
las cuales solo algunas tienen la capacidad de transmitir seflales entre si. Su papel
fundamental es integrar la informacién de sucesos externos e internos, analizar y de
acuerdo a ello ejecutar las acciones que promuevan la supervivencia del organismo.

La neurona esta especializada en la excitacion y conduccién del impulso nervioso,
y se comunica con otras neuronas por medio de sinapsis, lo cual les permite actuar
como unidad estructural y funcional del sistema nervioso. Los procesos que establecen
la manera en que se comunican y conectan permite que esta importante funcién se
regule.

Este sistema esta conformado por células de 2 tipos: neuronas y células gliales. Las
neuronas estan especializadas para la propagacién y transmisién de sefiales, mientras que
las células gliales proporcionan a las neuronas lo necesario para garantizar su adecuado
funcionamiento [Tortora and Derrikson, 2006].

En el esquema morfoldgico tipico de una neurona, a pesar de su diversidad morfolo-
gica y fisiolégica esta compuesta [Barker et. al., 2010; Tortora and Derrikson, 2006] en
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Figura 2.1: Morfologia general de la neurona.

general por 4 partes constitutivas como se muestra en la Figura 2.1:

2.2.

Dendritas (del gr. déndron, arbol): Son la porcion receptora o de entrada de una
neurona. Normalmente, son cortas, finas y con un alto grado de ramificacién. En
muchas neuronas las dendritas conforman una estructura arborescente de ramifi-
caciones que se extienden desde el cuerpo celular.

Cuerpo celular (pericarién) o soma: Constituye el centro funcional y metabdlico
de la neurona, en él se encuentra el nucleo y esta rodeado por el citoplasma, en
el cual se hallan los tipicos organelos celulares como lisosomas, las mitocondrias
y el complejo de Golgi (donde ocurre la mayoria de los procesos metabdlicos vy la
codificacion de genes).

Axén(del gr. axoon, eje): Es caracteristico de una neurona al poseer solamente uno,
propaga las senales eléctricas hacia otra neurona, una fibra muscular o una célula
glandular. El axén es una proyeccion cilindrica larga y delgada que generalmente
se une con el cuerpo celular mediante una estructura llamada cono axénico.

Terminales axdnicas o sinapticas: Constituyen los elementos de transmisién de la
neurona. A través de ellas, una neurona se comunica y transmite la informacién
a la zona receptiva de otra neurona o célula efectora (por ejemplo, muscular). La
zona de contacto se llama sinapsis.

Potencial de membrana

La membrana celular o membrana plasmatica es una estructura biolégica que aisla
el interior de la célula del medio extracelular y controla la entrada y salida de sustancias.



Exterior
K+ (20 mM)

Transporte
Activo
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CI (560 mM) Potencial de equilibrio de Nerst

Interi + 20 — _
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Transporte
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Figura 2.2: Concentracion de iones y potencial de Nerst (2.2) a temperatura ambiente
(T =27 °C) asociadas al axén gigante del calamar [Fall et. al., 2002].

Consiste en una bicapa de fosfolipidos estable (de minima energia) que envuelve el
citoplasma de la célula y tiene compuestos incrustados como proteinas y carbohidratos.
Ademas, posee una composicion quimica de 52 % de proteinas, 40 % de lipidos 'y 8%
de azlcares.

La cabeza polar de los fosfolipidos es hidrofilica, por lo cual se organizan de manera
espontanea para hacer frente al liquido extracelular de naturaleza polar, mientras que
sus colas apolares estan orientadas hacia el interior de la membrana. Las proteinas
son necesarias, cuya estructura tridimensional establece un mecanismo que permite a
la célula el intercambio de pequeinas moléculas polares o cargadas, como es el caso
particular de los iones, con el medio extracelular, que de otra manera no podrian cruzar
la membrana debido a la regidn apolar interior [Purves et. al., 2004]. Estas proteinas se
pueden dividir [Barker et. al., 2010; Tortora and Derrikson, 2006] en dos categorias:

e Canales i6nicos, son proteinas transmembranales cuya estructura forma un poro
por el cual permiten la difusién pasiva de iones a través de gradientes de con-
centracién. Hay dos tipos: con compuertas o sin éstas, los primeros pueden estar
abiertos o no, lo cual permite un flujo selectivo de iones. Mientras que los segundos
siempre permanecen abiertos.

e Transportadores de iones o bombas idnicas, son otro tipo de proteinas transmem-
branales que impulsan activamente iones a través de la membrana en contra de
gradientes quimicos o fisicos, para lo cual emplean energia del metabolismo de
la célula. Las células emplean bombas i6nicas para mantener los gradientes de
concentraciones de iones a través de sus membranas.

La membrana plasmatica presenta propiedades eléctricas, ya que se presenta eléctrica-
mente polarizada (su lado interno es mas negativo que el externo), y determina efectos
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osmoticos ya que es capaz de influir en la distribucion de los iones debido a que ejerce
una permeabillidad selectiva sobre ellos. Estos se encuentran en diferente concentracion
a uno u otro lado de la membrana.

Existen 2 tipos de fuerzas que conducen a cada especie idnica a través de los canales
de membrana: gradientes de concentracién y de potencial eléctrico En primer lugar,
los iones se difunden por el gradiente de concentracion. Por ejemplo, los iones de K+
representados en la Figura 2.2, difunden afuera de la célula porque la concentraciéon de
K* en el interior es mayor que la del exterior. Mientras que salen de la célula, los iones
de KT llevan una carga positiva y dejan una carga neta negativa dentro de la célula (que
consiste sobre todo de aniones impermeables A~), produciendo asi la corriente exterior.
Las cargas positivas y negativas se acumulan en los lados opuestos de la superficie de
la membrana, creando un gradiente de potencial eléctrico a través de la membrana [Fall
et. al., 2002; Izhikevich, 2006].

En forma general, se denomina potencial de membrana o potencial transmembrana a
la diferencia de potencial eléctrico entre el interior y el exterior celular, donde se denota
como V,,, la cual es la variable fisica mas importante en la dindmica neuroeléctrica.
La cual puede cambiar rapidamente y controlar un gran namero de canales iénicos. En
términos matematicos, el potencial de membrana viene definido como:

Vm = Vin — Vout- (21)

Este voltaje se puede medir al colocar un electrodo dentro de la membrana (Vj,) vy
registrar el voltaje relativo al exterior (V,,¢, al que algunos autores le asignan un potencial
0).

2.2.1. Potencial de reposo y ecuaciéon de Nerst

Al inicio, la neurona se halla en un estado de reposo, la membrana de las neuronas
es relativamente impermeable a los iones. Esto es particularmente importante para la
generacion del potencial de membrana en reposo. El i6n intracelular de mayor concen-
tracion es el potasio, en tanto que el sodio lo es en el liquido extracelular; por lo tanto,
el flujo natural de estos iones de acuerdo a sus gradientes de concentracién es para
el K*, la salida de la neurona y para el Na® la entrada en ella desde el exterior. La
salida de los iones positivos de la neurona genera un potencial de membrana negativo
o hiperpolarizaciéon, mientras que lo contrario ocurre con el ingreso de iones positivos o
despolarizacién [Purves et. al., 2004].

Cuando el potencial observado se obtiene como un equilibrio dindmico (quimica) en
el que los iones netos fluyen a través de la membrana es cero se le denomina potencial
de reposo. De hecho esto no es cierto para cada i6n, dado que la membrana no permite
el paso de iones por igual. El valor del potencial de membrana en el que el flujo de un
solo i6n X es cero se denomina potencial de inversion [Fall et. al., 2002] (V) del ién X
y puede obtenerse por:



=t () e

donde R = 8.314472 J - mol™! - K™! es la constante universal de los gases ideales,
F = 96485 C - mol™! es la constante de Faraday, T es la temperatura absoluta en K
(273.15+4°C), zx es la valencia del i6n, [X];, y [X],,; son las concentraciones del i6n X
respectivamente adentro y afuera de la célula en mol - m™3. La ecuacion (2.2) se llama
ecuacion de Nernst.

El potencial de Nerst es el potencial para solo un i6n permeante. En realidad, ningln
canal es perfectamente selectivo para un i6n dado, y existen varios canales selectivos
para varios iones en una célula. La ecuacién de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK) esta rela-
cionada con la ecuacién de Nerst (2.2), pero considera el caso donde hay conductancias
multiples [Fall et. al., 2002]. La ecuacion GHK determina el potencial de membrana en
reposo de una célula a partir de una suma ponderada de las diversas conductancias:

RT Pya+ [Na*] o P [KT o + Por [CI] t
_ In ou — ou , (23)
F PNa+ [Naﬂ in + P+ [K+]/n + PCI_ [CI } i

m

Vin

donde

1

e Py es la permeabilidad de membrana para ese i6n X expresado en m-s™ -, el cual

debe ser determinado experimentalmente.

o [X] [X],,, R, T y F son definidos como en (2.2).

out’

2.2.2. Potencial de accion

Lo que caracteriza a una neurona de otras lineas celulares excitables, es su capacidad
de cambiar su estado de reposo de la membrana y servir como un medio de generacion
de sefiales eléctricas (impulso nervioso). Cuando a la neurona se le inyecta una corriente
de amplitud y duracién apropiada para despolarizar su membrana, se ha observado que el
potencial de membrana alcanza un cierto nivel (alrededor de —55 mV) de despolarizacion
(es frecuentemente un valor umbral definido). Rapidamente aumenta a un valor positivo
de aproximadamente 30 mV y después se reduce a un valor un poco mas negativo que
el potencial de reposo y posteriormente vuelve al valor del reposo [Purves et. al., 2004].

En caso contrario, si inicialmente el estimulo aplicado a la neurona no es lo sufi-
cientemente grande, la neurona volvera a su estado de reposo. El potencial de accion
genera sefales que son el nucleo de la transmisién del impulso nervioso. Esta variacion
del voltaje transmembranal se propaga como una sefial ondulatoria a lo largo del axon.

Se puede observar que la amplitud (en términos generales la forma) de la traza
de voltaje registrado es independiente de la amplitud de la corriente suministrada, y
es siempre la misma una vez que el potencial alcanza el umbral. Este comportamiento
estereotipado se llama potencial de accién.

A continuacién se muestra las 6 fases [Purves et. al., 2004] del potencial de accion,
representadas en la Figura 2.3:



—

. El estimulo es recibido por las dendritas de una célula nerviosa. Esto ocasiona que
los canales de Na™ sean abiertos. Si la abertura se mantiene lo suficientemente
para que en él transiten los iones de Na™ y llevar el potencial interior desde —70 mV
hasta —55 mV, entonces el proceso sigue su curso.

2. Después de superar el umbral de accién, se abren mas canales de Na™ (canales
dependientes de voltaje). La afluencia de Na™ impulsa el interior de la membra-
na celular hasta aproximadamente 30 mV. El proceso en este punto es llamado
despolarizacién.

3. Los canales de Na™ son cerrados y los canales de KT se abren. Dado que los
canales de KT son mas lentos para abrir, la despolarizacion toma mas tiempo para
completarse.

4. Con los canales de K* abiertos, la membrana comienza a repolarizarse de nuevo
hacia su potencial de reposo

5. La repolarizacién tipicamente rebasa el potencial de reposo hasta llegar a los
—90 mV. Esto se conoce como hiperpolarizacion y pareciera ser contraproducente
por ser mas negativo que el potencial de reposo, sin embargo, es muy importante
en la transmisién de la informacién. La hiperpolarizacién impide a la neurona reci-
bir otro estimulo durante este tiempo, o al menos eleva el valor umbral necesario
para evitar cualquier nuevo estimulo.

6. Posteriormente a la hiperpolarizacién, la bomba de sodio y potasio conduce fi-
nalmente a la membrana de la neurona, a su estado de reposo de —70 mV al
restablecer la concentracion de iones K+ en el interior.

2.3. Transmision sinaptica

Las sinapsis son conexiones funcionales entre las neuronas, cuya comunicacién hace
posible interpretar los estimulos y dar una respuesta, en donde participan al menos dos
neuronas; una que se encuentra “corriente arriba” (proximal), origen del impulso eléctrico,
se denomina neurona presinaptica y la neurona que se encuentra “coriente abajo” (distal)
hacia la cual fluye esta corriente se denomina postsinaptica [Barker et. al., 2010; Purves
et. al., 2004].

La mayor parte de sinapsis ocurre entre la conexion de los axones de una neurona vy
las dendritas (axodendriticas) de otra neurona, pero también se conocen sinapsis axo-
somaticas (entre un axdn y el cuerpo celular) y axoaxdnicas (entre axones). Permiten
la transmision de informacion de la neurona presinaptica a la neurona postsinaptica.
Existen dos tipos diferentes: sinapsis eléctricas y sinapsis quimicas, que difieren tanto
estructuralmente como funcionalmente.

En la mayoria de las neuronas normalmente el impulso nervioso viaja desde el soma
hacia las terminales nerviosas. Esto se denomina conduccién otodrémica del impulso
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Figura 2.3: Esquema de las etapas tipicas del potencial de accién.

nervioso. La propagacién del potencial de accién en la direccién opuesta se denomina
conduccién antidrémica del impulso nervioso. Esto es evitado, sin embargo, por el es-
tado refractario que surge justo después de la despolarizaciéon de la membrana. Cuando
un axon se estimula artificialmente (por ejemplo, eléctricamente) en algin punto a lo
largo de su recorrido, los potenciales de accién viajan tanto ortodrémicamente como
antidrémicamente [Brodal, 2016].

La conduccién del impulso antidrémico puede ocurrir en las ramas periféricas de
los axones en neuronas sensoriales a la estimulacién natural. Los potenciales de accién
viajan entonces ortodromicamente hacia el Sistema Nervioso Central, pero también los
terminales activados antidrdmicamente liberan sustancias que induce inflamacion del
tejido [Brodal, 2016].

2.3.1. Sinapsis quimica

A pesar de |la cercania entre las membranas plasmaticas de las neuronas presinapticas
(terminal sinaptico) y postsinapticas (membrana postsinaptica) en una sinapsis quimica,
estas no se tocan. Estan separadas por el espacio sinaptico (hendidura sinaptica), de
unos 20 nm lleno de liquido intersticial.

En este tipo de sinapsis, el mensaje (o impulso nervioso) es transmitido por la neu-
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rona presinaptica al liberar un neurotransmisor que se difunde a través del liquido de la
hendidura sinaptica y se une a receptores especificos en la membrana plasmatica de la
neurona postsinaptica, como resultado al recibir la sefal quimica se produce un potencial
postsinaptico.

2.3.2. Sinapsis eléctrica

En una sinapsis eléctrica (Véase Figura 2.4), los potenciales de accion se transmiten
directamente entre neuronas adyacentes mediante uniones tipo gap o también llamada
unién en brecha (“gap junction”), en donde los iones transitan y la transmisién eléctrica
se produce en unos pocos sitios del cerebro. Cada unién en brecha contiene alrededor
de cien conexones tubulares, que actiian como conductos conectando directamente el
citosol de ambas células. A medida que los iones fluyen de una neurona a la siguiente a
través de los conexones, el potencial de accién se propaga de neurona a neurona.

La sinapsis eléctrica tiene dos ventajas (véase [Tortora and Derrikson, 2006]) muy
importantes:

e Comunicacién con mayor rapidez, dado que los potenciales de acciéon se transmiten
de manera directa entre la neurona presinaptica y postsinaptica a través de las
uniones en brecha, este tipo de sinapsis es mas rapida que la sinapsis quimica. Los
eventos que tienen lugar en una sinapsis quimica llevan un poco mas de tiempo y
demoran ligeramente la comunicacion.

e Sincronizacioén, la sinapsis eléctrica puede sincronizar la actividad de un grupo de
neuronas o de fibras musculares. Es decir, un nimero importante de neuronas o
fibras musculares pueden producir potenciales de accién al unisono si es que estan
interconectadas por uniones de tipo gap.

2.4. Modelado matematico del potencial de accién

La dindmica de estas interacciones es compleja y su explicacion requiere del uso de
modelos matematicos en términos de ecuaciones diferenciales. Los cambios de voltaje a
través de la membrana se analizan como un proceso no lineal que constituye el paradigma
genuino del fendmeno de excitabilidad.

Este fendmeno se caracteriza por la existencia de:

e Un umbral, que tiene que ser superado para que se produzca el fenédmeno, a este
valor se le denomina voltaje umbral (V).

e Una respuesta de tipo todo o nada en la despolarizacién de la membrana, es decir,
si el voltaje no excede el V,, no se iniciara el potencial de accion y el potencial
regresara a su valor de reposo. Si, por el contrario, el voltaje supera dicho valor
umbral, entonces la neurona se excitara dando lugar a un potencial de accién.
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Figura 2.4: Sinapsis eléctrica, las uniones tipo gap entre membrana presinaptica y post-
sinaptica permiten que la corriente fluya pasivamente a través del canal formado por los
conexones de ambas neuronas.

e Un periodo refractario, es un intervalo de tiempo posterior a la estimulacién, que
tiene que transcurrir para que otro estimulo supraumbral pueda desatar una nueva
respuesta de excitacion.

2.4.1. Modelo matematico neuronal de Hodgkin y Huxley

Uno de los modelos mas representativos y exitosos en neurociencia es el modelo
neuronal disefiado por Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley en 1952 [Hodgkin
and Huxley, 1952], donde publicaron una serie de cinco articulos que les proporcionarian
afos mas tarde, en 1963, el maximo reconocimiento por su trabajo: el premio Nobel de
fisiologia o medicina. Sus trabajos, dados a conocer en la revista “Journal of Physiology”,
establecian los fundamentos del proceso de generacién y propagaciéon del potencial de
accion.

Hodgkin y Huxley formularon un modelo matematico para explicar el comportamiento
de las células nerviosas, donde su herramienta principal de estudio consistié en el axén
gigante del calamar (loligo forbesii). Dicho axén tiene un didmetro de aproximadamente
medio milimetro frente a un axén tipico que es mil veces menor. Esta eleccion fue
todo un éxito debido a la inexistencia de microscopios eléctricos y de las simulaciones
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por ordenador. Ademas, se requirieron determinadas técnicas experimentales [Izhikevich,
2006] como:

e Space Clamp: Es el mantenimiento de una distribucién de voltaje uniforme en la
membrana, sobre la zona donde se intenta medir la corriente, intensidad de la
membrana. Para ello se introduce un alambre delgado de plata a lo largo del axon,
para simular lo ocurrido con un parche de membrana.

e Voltage Clamp: Consiste en dejar que el potencial de la membrana se mantenga
en un nivel de voltaje deseado.

Con ello consiguieron identificar de forma independiente la contribucién individual de
los iones. Demostrando que el Na™ y el KT, suponen una importante aportacién a las
corrientes ionicas que se generan durante un potencial de accion.

2.4.2. La membrana como un circuito eléctrico

Las particulas que atraviesan la membrana determinan las propiedades eléctricas
de las células y, en particular de las neuronas. Por ende, una manera bastante Gtil para
describir la dinamica del potencial de membrana es equiparar a la neurona con un circuito
eléctrico equivalente de tipo RC (resistivo y capacitivo) en un arreglo en paralelo como
se muestra en la Figura 2.5.

El circuito esta compuesto de tres componentes fundamentales: un capacitor C, el
cual tiene la capacidad de almacenar carga y sirve para emular el comportamiento de
la membrana celular, las resistencias representan los distintos tipos de canales idnicos
embebidos en la membrana para las distintas especies iénicas que son Na™ y KT; y las ba-
terias sirven para emular los potenciales establecidos por las diferencias de concentracion
de los iones presentes en la parte interna y externa de la membrana.

La corriente que atraviesa la membrana tiene dos componentes principales, una aso-
ciada con la capacidad eléctrica de la membrana y la otra asociada con el flujo de iones,
que circulan por su correspondiente canal idnico. Estas corrientes son representadas en
el circuito eléctrico mostrado en la Figura 2.5 por /¢, Ina, Ik € IL.

La intensidad de corriente /-, se define como la tasa de cambio de la carga en
la superficie de la membrana, es decir, Ic = ¢(t). La carga q(t), esta relacionada
con el voltaje instantaneo de la membrana V,, y la capacitancia de la membrana C,,,
por la relacion g = C,,V,,. Por lo tanto, la intensidad de corriente se describe como
lc = CVin(t).

La corriente i6nica /x esta subdividida en 3 componentes, una corriente de sodio
Ina, Una corriente de potasio Ik y una pequeia corriente /i, debido a fugas constituidas
por iones de cloro principalmente. Por lo tanto,usando las leyes de Kirchhoff, el com-
portamiento del circuito eléctrico equivalente queda descrito por la siguiente ecuacién
diferencial:

CVin(t) + Ix = 0. (2.4)
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Entrada (Exterior celular)

Ina Ik I
y/c
Rna Rk Ru
- - -
VN3+_-'_ T _VK — _V|_

Salida (Interior celular)

Figura 2.5: Circuito eléctrico de Hodgkin-Huxley representando la membrana. Ry, =
1/9na; Rk =1/9x; RL. =1/g.. Rna Y Rk varian con el tiempo y potencial de membrana;
los demas componentes son constantes. Figura adaptada de [Hodgkin and Huxley, 1952].

Para una corriente externa / # 0, entonces la suma de la Ecuacion (2.4) sera igual
a la intensidad aplicada, es decir:

CoVin(t) = 1 — Ix, (2.5)

donde / es la intensidad de corriente suministrada que puede ser inyectada a través de
un electrodo intracelular. La Ecuaciéon (2.5) es la base para expresar el cambio en el
potencial de membrana V,,, debido al flujo de las corrientes que cruzan la membrana.

Ahora, tenemos que la intensidad de corriente idnica esta relacionada con el voltaje
de la membrana mediante la ley de Ohm, V = [|R. Sin embargo, en muchas ocasiones
es mas comun y facil presentarla en términos de la conductancia la cual esta definida
como g = 1/R, por lo tanto, se obtiene la relacion | = gV'.

Otra consideracion a tomar es el potencial de equilibrio de cada i6n Vi, el cual se
define como el potencial en el cual la corriente iénica Ix neta que fluye a través de
la membrana es cero, también recibe el nombre de potencial de Nerst, descrito con
anterioridad en la Ecuacion (2.2).

La intensidad de corriente total /x, es la sumatoria de cada una de las corrientes
idnicas del circuito. Ademas, cada intensidad de corriente es el producto de la conduc-
tancia por la diferencia entre el potencial de membrana y el potencial de Nerst. Asi, se
tiene que

Ix =1Ina+ Ik + 1L =9na (Voo —Wa) + Ik (Vin = V) + L (Vi — W) . (2.6)
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Otro aspecto que se tomd en consideracion durante el modelado, son los canales
que permiten el flujo iénico. Este movimiento idnico produce corrientes eléctricas que
pueden llegar a desencadenar un potencial de accién. Como ya se menciono antes, el
potencial de accién es debido a un aumento en la conductancia del sodio gn,, provocando
la entrada de iones Na™ hacia el interior de la neurona ocasionando que el interior se
vuelva mas positivo (despolarizacion).

Complementando lo anterior, se ha visto que en el calamar la membrana neuronal
presenta 2 tipos de canales y un tipo de bomba los cuales son fundamentales para la
actividad eléctrica:

e Canales selectivos a KT, sensibles a voltaje con una compuerta.
e Canales selectivos a Na™, sensibles a voltaje con 2 compuertas.

e Las bombas de sodio-potasio que sacan 3 Nat por cada 2 K™ que introduce al
interior de la membrana (Axoplasma) como se muestra en la Figura 2.2.

Ahora tenemos que la conductancia gn, varia en funcién del tiempo y empieza a
disminuir aproximadamente hacia el maximo del potencial de accién, por lo que también
depende del voltaje, es decir, gna = Fna(t, V). De manera anéloga, el flujo de los iones
de potasio K™ conlleva a las mismas conclusiones, por lo tanto, gk = Fk(t, Vi,). Poste-
riormente, el problema a resolver era encontrar dichas funciones Fy,(t,Vi,) y Fk(t, Vin)
que modelan las conductancias.

En el modelo original de Hodgkin y Huxley [Hodgkin and Huxley, 1952] propusieron
que cada canal individual posee una compuerta la cual presenta dos estados: permisivo
y no permisivo. Por lo tanto, definieron p; como la fraccion de que las compuertas tipo
I estuvieran abiertas. Al aplicar la ley de accién de masas, se obtiene la transicion entre
los estados permisivo y no permisivo. La cual obedece la siguiente ecuacién diferencial:

pi = ai(1—pi) — Bipi, (2.7)

donde a;(V,,) y Bi(V.n) son las constantes de proporcion dependientes del voltaje, las
cuales describen la transicion entre los estados. Asi que la Ecuacion (2.7) sigue la ley
de la conservacion de la masa, obtenido a partir del siguiente esquema:
6[
pi=1—pi.

Si el voltaje de la membrana V,,, se mantuviese fijo para algin valor de V, entonces
la fraccidn de compuertas abiertas, alcanzaria un valor estacionario, dicho de otra forma
p; = 0 cuando t — oo, dado por:

o7
a; + 6
El transcurso del tiempo para alcanzar este valor estacionario, esta descrito por la
constante de tiempo dada por:
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B 1
o+ 06
Combinando las ecuaciones (2.8) y (2.9), con la Ecuacién (2.7) se cumple que:

T (29)

_ Pico — Pi

= (2.10)

pi
Esta ecuacion diferencial (2.10) tiene una solucién que es una simple exponencial, la
cual satisface las condiciones iniciales p; = p;o cuando t = 0.

Pi(t) = Pico(Vin) = (Pioc(Vin) — Pics(0)) exp (_T,-(\t/m)> : (2.11)

Finalmente cuando un canal se halla en estado permisivo contribuye de cierta manera
a la conductancia total. Se establece la conductancia por unidad de area debido a un
conjunto de canales tipo X por gx. El valor de gx en un tiempo dado esta determinado
por el producto de tres factores: la conductancia de un canal abierto, la densidad de
canales y la fraccién de canales abiertos en un tiempo dado.

El producto de los primeros 2 términos es una constante de normalizacion definida
como gx, la cual determina la maxima conductancia posible cuando todos los canales
estan abiertos. La fraccion de canales en estado abierto, definido por Px donde X es la
especie ionica, es decir gx = gx Px.

Resulta imposible hacer mediciones experimentales sobre la densidad de canales abier-
tos en determinado tiempo, entonces se estima la fraccién de canales abiertos con la
probabilidad. Por lo tanto, si se requiere que r eventos idénticos independientes ocurran
para que la conductancia se active, la probabilidad de que se active es Px = Hle pi,
donde p; es la probabilidad de que cada uno de los r eventos independientes sucedan.
Se tiene que:

gx = ax [ [ (2.12)
i=1

2.4.3. Conductancia del Potasio

Para su caracterizacion se realizaron experimentos basados en el “Voltage Clamp” y
asi poder estudiar de forma independiente la conductancia del potasio sin la interaccion
del sodio.

Hodgkin y Huxley propusieron la existencia de una particula de activacion del potasio
n, que obedece la ecuacién diferencial (2.20b) a partir de (2.7), si p; = n para el caso
del potasio.

En los experimentos se considera que el potencial de membrana comienza en el
estado de reposo (con V;, = 0), el potencial es elevado a un nuevo potencial fijo V.
Cuando la neurona se halla en reposo se cumple por la Ecuaciones (2.8) y (2.9) que:

Nso(0) = 2, (0)7,(0). (2.13)
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Dado que V;, se mantiene fijo, se obtiene por (2.8) y (2.9) que la variable n alcanza
un valor estacionario cuando t — oo dado por la siguiente ecuacion:

Noo (Ve) = an(Ve)Th(Ve). (2.14)

La solucion de la ecuacion dada por (2.11) describe la evolucion en el tiempo de la
conductancia del potasio:

A(6) = VD) — (1 (V) = ()0 (=) (215)

donde
1

on(Ve) +Bn(Ve)

La ecuacién (2.15) describe la dinamica de n como respuesta al cambio de voltaje.
Por otra parte, hay que considerar que n es una probabilidad, por lo tanto, toma valores
entre 0 y 1, debe ser multiplicada por su constante de normalizacién gx. Hodgkin vy
Huxley [Hodgkin and Huxley, 1952], gracias a los datos experimentales al fijar el voltaje
en la Ecuacion (2.15), encontraron que conforme avanza el tiempo de la conductancia
debia proporcionar una grafica sigmoidal. Posteriormente, determinaron que el valor de
la curva de ajuste se obtenia para r, = 4, en la Ecuacién (2.12). Entonces, la ecuacion
que describe la conductancia del potasio viene dada por:

To(Ve) = (2.16)

gk = gkn". (2.17)

2.4.4. Conductancia del Sodio

Los resultados experimentales llegaron a eludir las diferencias entre la conductancia
del sodio respecto a la del potasio. La diferencia radica a que la conductancia del sodio es
transitoria y solamente dura unos milisegundos Por lo que la dinamica es mas compleja,
sin embargo, la esencia del modelado guarda una estrecha relacién con el caso de la
conductancia del potasio.

Para ajustar el comportamiento cinético, tuvieron que postular la existencia de dos
particulas una de activacién m y otra de inactivacién h. Tales particulas son probabili-
dades de que las compuertas se hallen abiertas, con valores comprendidos entre O y 1.
El comportamiento de my h estan caracterizadas por las Ecuaciones (2.20c) y (2.20d),
respectivamente. Con una estrategia similar al caso anterior llegaron a una descripcion
para la conductancia del sodio dada por:

INa = §N3m3h. (218)

donde r,, = 3y r, = 1, son los valores que Hodgkin y Huxley determinaron para
obtener la curva de mejor ajuste que se aproxime a los datos experimentales sobre la
conductancia.
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2.4.5. Conductancia de los iones de fuga

En la mayoria de las membranas biolégicas existen poros por donde fluye la corriente
de forma no controlada, es lo que se denomina conductancia de escape g, la cual no
depende del voltaje aplicado y permanece constante en el tiempo, dado por:

9= ar. (2.19)

2.4.6. Modelo neuronal completo

Resumidamente, el modelo neuronal de Hodgkin-Huxley [Hodgkin and Huxley, 1952]
es un sistema de 4 ecuaciones diferenciales, donde una de las ecuaciones modela la dina-
mica del potencial de membranay las otras 3 hacen referencia al flujo de las componentes
idénicas a través de las compuertas.

I — gNamah(Vm - VNa) - §Kn4(vm - VK) - gL(Vm - VL)

Vi (t) = c ., (2.20a)
n(t) = a,(1—n)—LB,n, (2.20b)
m(t) = an(l—m)—Bnm, (2.20c)
h(t) = au(1—h)—Byh. (2.20d)
Donde
0.01(Vi, + 10)
an = Vm+10 ] (2213)
exXp ( 10 ) -1
B, = 0.125ex Vin (2.21b)
A |
0.1(Vj, + 25)
exp (¥552) — 1
Vin
Bm = 4exp (1—8> : (2.21d)
a, = 0.07ex Vin (2.21e)
nom REEP %0 ) |
8 ! (2.21f)
! exp (Yzt30) 4 1° '
Los valores de las constantes [Hadeler and Marqués, 1982] son:
_ 3 _ 3 _ 3
Ina = 120 mS/cm® g =36 mS/cm® g = 0.3 mS/cm (2.22)

Wa = —115 mV Vk =12 mV V=-106mV C,=1 uF/cm?

Estas magnitudes (2.22) proporcionan la descripcion del proceso a una temperatura
de 6.3 °C, donde S = 1/€2. El modelo es capaz de reproducir la forma de respuesta
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de las neuronas ante una corriente suministrada, donde la minima cantidad de corriente
sostenida necesaria para generar un potencial de accion se le llama “rheobase” [Izhikevich,
2006].
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CAPITULO 3

El modelo matematico de
Hindmarsh-Rose

3.1. Antecedentes del modelo matematico de Hindmarsh-
Rose

El modelo de HH (2.20) puede ser reducido a un modelo de dos variables mediante
la identificacion y combinacion de variables con escalas de tiempo similares, permitiendo
que las variables relativamente rapidas sean instantaneas [Coombes and Bressloff, 2005].
Por ejemplo, la constante de tiempo para m es un orden de magnitud mas rapida que el
orden de h o n. Por lo tanto, es razonable aproximar m por m..(V;,), logrando eliminar
la ecuacion diferencial (2.20c).

También, las variables ny h evolucionan en escalas de tiempo similares y con una
relacion aproximadamente constante entre sus valores (es decir, la suma de n(V,, t)
y h(Vj,, t) es aproximadamente constante). Por lo tanto, es razonable combinar h 'y
n en una sola variable de “recuperacion”, que se ha denominado como w [FitzHugh,
1961]. Empleando esta variable de recuperacion se reemplaza la Ecuacion 2.20b y Ecua-
cion 2.20d por w.

Puesto que las ecuaciones del modelo HH son un sistema dindmico compuesto por 4
ecuaciones diferenciales no lineales que dependen de parametros, el realizar un estudio
del modelo resultaba complejo, por lo tanto, al transcurrir los anos aparecieron modelos
simplificados del mismo, que trataban de recoger toda la dindmica que dicho modelo
neuronal era capaz de reproducir; tomando en cuenta que un buen modelo neuronal
debe ser capaz de desarrollar tres tipos fundamentales de actividades presentes en las
neuronas tales como: el reposo o inactividad, los disparos o spikes y las rafagas de
picos o bursting. Los modelos que se describiran mas adelante en este capitulo, son los
propuesto por Morris-Lecar en 1981, FitzHugh-Nagumo en 1961 y el de Hindmarsh-Rose
en 1984, este Gltimo modelo de neurona es el usado en este trabajo.

Cabe destacar que posterior al trabajo de Hodgkin y Huxley, el primer modelo pro-
puesto fue el de FitzHugh-Nagumo y posterior el modelo de Morris-Lecar (desarrollo
experimental), ambos modelos se fundamentaron en el modelo de la membrana (2.5)
compuestos por 2 ecuaciones diferenciales.
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3.1.1. EIl modelo de Morris-Lecar

El modelo de Morris y Lecar [Morris and Lecar, 1981] fue formulado y estudiado
en el contexto de la investigacién de la actividad eléctrica en las fibras musculares del
barnaculo. El modelo incorpora canales de Ca?* reemplazando a los canales de Na™ del
modelo HH (2.20) con w como variable de activacion y sin variable de inactivacién.

Las ecuaciones diferenciales de Morris y Lecar estan dadas por (adaptada de [Fall
et. al., 2002; Rigatos, 2013]):

| — gCamoo(Vm - VCa) - gKW(Vm - VK) - gL(Vm - VL)

Vi (t) = C , (3.1a)
w(t) = NWe —wW). (3.1b)
Donde:
Vi — V4
Mo (V) = 0.5 [1 + tanh ( v 1)] , (3.2a)
2
Vi, — V-
Woo(Vin) = 0.5 {1 + tanh ( 3)] , (3.2b)
Vi
Vm - V3
n(V,) = &cosh ( . ) : (3.20)
donde V;,1 =1, --- , 4 se eligen para ajustar los datos obtenidos y obtener los parametros

que mejor se ajusten y w es la fraccion de canales de Kt abiertos.

A continuacién, se presenta el modelo de FitzHugh-Nagumo, dada la importancia
de este modelo que radica esencialmente en que se supone el precursor del modelo de
Hindmarsh-Rose, el estudio de este Gltimo presenta aspectos mas ricos y conclusiones
mas interesantes que dan lugar a una amplia linea de investigacién que persiste actual-
mente [Gu et. al., 2014], por ello se presenta en este orden.

3.1.2. El modelo de FitzHugh-Nagumo

El modelo FitzZHugh—Nagumo (FHN) es una versién simplificada del modelo de Hodg-
kin y Huxley. La motivacién para el modelo fue aislar conceptualmente la esencia de las
propiedades matematicas, de la excitacion y propagacion de las propiedades electro-
quimicas del flujo de iones sodio y potasio [Coombes and Bressloff, 2005; FitzHugh,
1961]. Las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo a menudo se escriben, en la forma general
(asumiendo variables adimensionales y adaptada de [Rigatos, 2013]):

V() = (Vi) —w+1, (3.3a)
w(t) = ¢V —yw). (3.3b)

Donde f(V;,) es una funcion cibica:
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f(\/m) = Vm(l - Vm)(vm - a)- (34)

Por ejemplo aqui V,, corresponde al potencial de membrana, w es una variable de
recuperacién asociada con las corriente idnicas de la membrana (en otras palabras, com-
bina los efectos de h'y n de la Ecuacion 2.20) que se activa lentamente (es decir, la
constante de velocidad ¢ < 1) y v € R™. La expresion cibica (3.4) representa una
relacion no lineal entre el voltaje y la corriente (Notese que la funcion f(V,,) es una
corriente), que parte de la suposicion de que la corriente interna se activa instanta-
neamente y permite la autoexcitaciéon regenerativa a través de una retroalimentacién
positiva. Por Gltimo, a es el umbral de voltaje para esta corriente.

Sin embargo, el sistema (3.3) no proporciona una representacion realista del disparo
rapido de la neurona que tiene lugar en un intervalo amplio en el tiempo [Coombes
and Bressloff, 2005]. Ademas, los comportamientos cadticos y la actividad eléctrica
“bursting” no estan presentes, al ser propios de sistemas de dimension mayor [Hindmarsh
and Rose, 1984]. Para solventar las deficiencias que tienen los modelos neuronales de
Morris-Lecar y FitzHugh—Nagumo, Hindmarsh y Rose propusierén su modelo en 1984.

3.2. El modelo de Hindmarsh-Rose

En neurociencia y en dinamica no lineal, el modelo neuronal de Hindmarsh-Rose (HR)
es una version simplificada del modelo fisiolégicamente realista propuesto por Hodgkin y
Huxley [Hodgkin and Huxley, 1952], y una modificacién de las ecuaciones de FitzHugh-
Nagumo [FitzHugh, 1961].

Las componentes x e y de la Ecuacién 3.5, con z = 0, corresponden al modelo inicial
de [Hindmarsh and Rose, 1982]. El cual fue mejorado en 1984 [Hindmarsh and Rose,
1984] al incorporar una tercera componente z a la Ecuacion 3.5.

Fue originalmente propuesto para modelar la sincronizacion de disparo de dos neuro-
nas de Helix aspersa [Coombes and Bressloff, 2005]. EI modelo neuronal HR esta dado
por:

y—x3+bx2+ 11—z
X = 1—dx2—y , (3.5)
r(s(x — x;) — 2)

donde X = [x,y,z]" € R3? es el vector de las variables de estados. La variable
de estado relevante x(t) es conocida como el potencial de membrana, y(t) o variable
spiking (también conocida como variable de recuperaciéon) asociada con la corriente
rapida de iones Na* o K*, z(t) es la variable de disparo (o bursting) es la corriente de
adaptacién asociada con la corriente lenta de iones, por ejemplo, iones Ca®*. | € Rar o}
I(t) es la corriente externa suministrada a la neurona, mientras b € R representa el
comportamiento cualitativo del modelo. r € R™ es un pequefio parametro (0 < r < 1)
que gobierna el comportamiento bursting, x, € R es la coordenada x del punto de
equilibrio estable en el caso que no se aplique una corriente externa (es decir, / =0) y

23



d € Rt. s € Rt gobierna la adaptacion: para valores mas pequefios de s ~ 1 resulta en
un comportamiento spiking rapido [Hindmarsh and Rose, 1984].

3.2.1. La dinamica del modelo de HR

Para ciertos valores de los parametros / y r, varios comportamientos dinamicos del
potencial de membrana x(t) se pueden observar como muestra la Figura 3.1, donde
algunos tipos de comportamientos son:

1. Estado de reposo: el estimulo a la neurona esta por debajo de cierto umbral y
la respuesta alcanza un régimen estacionario después de cualquier perturbacién,
como se muestra en la Figura 3.1 (a).

2. Tonic spiking: la respuesta se compone de una serie regular de picos igualmente
espaciados como se muestra en la Figura 3.1 (b).

3. Bursting regular: la respuesta se compone en grupos de dos (periodo 2) o mas
picos (llamados burst) separados por periodos de inactividad como se muestra en
la Figura 3.1 (c) con 3 picos.

4. Bursting caédtico: la respuesta se compone de una serie aperiddica de rafaga de
picos como se muestra en la Figura 3.1 (d).

Para esta seccién y posteriormente, se establecen los parametros del modelo neuronal
de HR como sigue b = 3y d = 5. El equilibrio del sistema HR de 1982 [Hindmarsh
and Rose, 1982], x, = — (1+\/§) /2 ~ —1.6, corresponde al potencial umbral para
desencadenar bursts.

3.2.2. Estabilidad y analisis de bifurcacion
Estabilidad de las soluciones del punto de equilibrio

En el punto de equilibrio X = (X, ¥, Z), las variables x(t), y(t) y z(t) del sistema
(3.5) alcanza un estado estacionario, donde el punto de equilibrio satisface x = y =
z =20, por lo tanto, tenemos que:

f(x)=x3+(d—b)x>+sx—(sx, + 1+ 1),
X
X=|1-dx?|,x={x<€R|f(x) =0},
s(X — x;)

(3.6)

donde X = [x,7,.2]" € R®y f(x) : R — R es una funcién que resulta a partir de
y =0y z=0, al despejar y y z respectivamente, para ser sustituidas en x = f(x) =0
y ésta (ltima quede expresada en términos de x.

Para encontrar el punto de equilibrio X se empleo el método de Cardano [Uspensky,
1992] para f(X) = 0 de la ecuacién (3.6), el cual depende de los pardmetros s e /, y
también de la variable A € R:
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Figura 3.1: Comportamientos dinamicos de una sola neurona dada en la ecuacién (3.5)
para los siguientes parametros: (a) Estado de reposo con / = 0y r = 0.01325. (b)
Tonic bursting con / =3y r = 0.045. (c) Bursting regular con / =3y r = 0.011. (d)
Bursting caético con / =3y r = 0.01325.

_ (p)\3 q)\2
12 [ T11 Az_ (52 —1F1(§) : 2112 1 4\3 (3.7)
A=G+slmt+ste+i)+ilmz+ste+3)] +5(-3)"

Es posible encontrar que el namero de puntos de equilibrio depende del signo que
toma A. Tenemos que si A > 0, existe una solucién del punto de equilibrio; para A = 0,
existen dos puntos de equilibrio si p, g # 0 y un punto de equilibrio si p = g = 0; por
Gltimo, para A < 0, tres soluciones para el punto de equilibrio son posibles.

e Caso 1, donde A = 0:
Consideremos la nueva variable Ay € R{, el discriminante de la Ecuacién 3.7:

Ap = E (%—s)r,sgg (3.8)

Ahora tenemos que las soluciones /1+ e I»- de la Ecuacién 3.7 son:
11 2
/1+,2* = — {E +s (Xr + §>:| +2 AA. (39)

Dado que el valor de A depende de los parametros s e /| como se muestra en la
Figura 3.2, para este caso en particular depende de la Ecuacién 3.8 y (3.9), dando
como resultado dos subcasos.
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Figura 3.2: Diagrama que muestra el niamero de puntos de equilibrio en el plano (s, /).
En la region A, el modelo neuronal de HR (3.5) tiene un punto de equilibrio, mientras
que en la regién B, encontramos tres puntos de equilibrio. Las soluciones de la ecuacion
(3.9) corresponden al caso donde existen dos puntos de equilibrio si s < 4/3.

1. Si p,q # 0, para algun valor de /1+ o />, se tienen los siguientes puntos de
equilibrio X1; (X1, Y1/, Z1i) (i=a,b):

3g 2 _3q _ 2
_ p 3 _ 2p 3
Xla: 1—5)_(53 ,le: 1—5)_(]?[) . (310)
s(X1a — ;) s(Xwp — ;)

2. Si p=qg =0, por lo tanto, tenemos que Ap = 0 satisfaciendo que s = 4/3
e I+ = 4/3 e l,- = —[11/27 + s(x, +2/3)], se tiene un Gnico punto de
equilibrio )_(2()_(2,_)72, 22):

(3.11)

e Caso 2, donde A > O:
Como se muestra en la Figura 3.2 en la regién A, el modelo neuronal de HR (3.5)
tiene un punto de equilibrio X3(Xs, ¥3, Z3):

|y eevAEL e -va-3
X3 = 1— 552 : (3.12)

S()_(3 - Xr)
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e Caso 3, donde A < O:
En la region B de la Figura 3.2, es posible encontrar tres puntos de equilibrio
X4(Xaj, Vai, Zaj) (i=a,p,c) Para el modelo neuronal de HR (3.5):

_b 1 -1(_gqg /_27 2km ) _
2 3cos<3cos ( 3 )—l— 3)

D3

)_<4a,4b,4c = 1— 5)?33’41)'4(: k€ {O, 1, 2} (313)

5()_(4a,4b,4c - Xr)

wIN

En la Tabla 3.1 que se muestra a continuacion, se resume la cantidad de puntos de
equilibrio dada una condicion.

Tabla 3.1: Cantidad de puntos de equilibrio que depende de A.

Condicién Namero de puntos de equilibrio
A>0 1
A=0,p#qg#0 2
A=0,p=qg=0 1
A<O 3

Para entender el comportamiento dinamico del modelo neuronal de HR (3.5), es
relevante que a partir del punto de equilibrio X, como una funcién de los parametros s
e | y a través de los eigenvalores del Jacobiano J(x) € R®*3 del sistema (3.5) es posible
establecer su estabilidad local al evaluar el jacobiano en el punto X:

6x —3x> 1 -1
J(X) = 10x -1 0. (3.14)
rs 0 -—r

El punto de equilibrio es estable al menos localmente si los valores de la parte real
de los eigenvalores de la ecuacion (3.14) son todos negativos. Sin embargo, la dinamica
para un punto de equilibrio con parte compleja difiere al de un punto de equilibrio con
valores reales puros [Ginoux, 2009]. La ecuacién caracteristica asociada es:

N 332 = 2x) +r+ 1N+ [3x3(r+1) +2x(2 = 3r) + r(s + DA+ r(3x2 + 4x+5s) =0. (3.15)

Considere en el plano (s,/) un punto Q(s,/), y sus correspondientes puntos de
equilibrio X(X, ¥, Z), a continuacién, se muestra su estabilidad local.

En la region dada por la ecuacion (3.9), el comportamiento se vuelve un caso especial
con la aparicién de puntos de equilibrio no hiperbdlicos tipo nodo silla y la teoria de la
variedad central, admite dos puntos de equilibrio para s < 4/3 y un punto de equilibrio
para s = 4/3.

Por ejemplo, el punto Q1(1, /»-(1)) con sus correspondientes puntos de equilibrio
X1.,(—4/3,—71/9,0.2847) de tipo nodo foco estable y X;,(—1/3,4/9,1.2847) de tipo
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(©) (d)

Figura 3.3: Espacio de fases del sistema (3.5) para diferentes Q(s,/) con r = 0.001.
(a) 2 puntos de equilibrio con Q(1,0.47). (b) 1 punto de equilibrio con Q(4/3,0.861).
(c) 1 punto de equilibrio con Q(4,3.5). (d) 3 puntos de equilibrio con Q(1.2,0.73). Los
puntos de equilibrio estan marcados en rojo.

nodo silla, ya que sus eigenvalores son (A; = —43/3, X, = —0.005 + 0.0083/, A3 =
—0.005 — 0.0083/) y (A; = —3.6101, A\, = 0.2758, A\3 = 0), respectivamente. Por lo
tanto, X, es estable y X, es inestable, donde la trayectoria marcada en azul converge
al punto de equilibrio estable como se muestra en la Figura 3.3 (a).

Mientras que en el punto Q»(4/3, 1>+(4/3)), con su respectivo punto de equilibrio
X,(—2/3, —11/9, 1.2685) es de tipo nodo silla, dado que sus eigenvalores son (A\; =
—6.5371, A, = 0.2028, A3 = 0), por lo tanto es inestable como se presenta en la
Figura 3.3 (b), donde la trayectoria forma un atractor y se mantiene alejado del punto
)_(2.

En la regién A donde existe un punto de equilibrio para el sistema (3.5), por ejemplo,
el punto Q3(4,3.5), y su correspondiente punto de equilibrio X5(—0.6285, —0.9783,
3.9583), dicho punto X5 es de tipo silla, ya que sus eigenvalores son (A = —6.1705,
X2 = 0.2118, A3 = 0.002). El espacio de fases mostrado en la Figura 3.3 (c), la
trayectoria se vuelve un ciclo limite estable de periodo 1, sin que este se acerque a Xs.

Por (ltimo, consideremos el caso de los tres puntos de equilibrio mostrados en
la region B de la Figura 3.2. Con el punto Q4(1.2,0.73), los puntos de equilibrio
son X,,(—0.3186, 0.4926, 1.5594), X4,(—1.0468, —4.4785,0.6855) y X4.(—0.6347,
—1.014, 1.18), los cuales son de tipo silla, para los eigenvalores obtenidos de la ecua-
cién (3.15) caracteristica para cada punto de equilibrio X4, Xap ¥ Xac son (A1 =
—3.4933, A, = 0.2761, A3 = 0.0002), (A\; = —10.6521, A\, = 0.0830, A3 = 0.0003) y
(A1 = —6.2298, X\, = 0.2125, A3 = —0.0001), respectivamente. De acuerdo a la Figu-
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ra 3.3 (d), la trayectoria se aleja de los puntos de equilibrio X4, y X4p, mientras que en
el punto de equilibrio X4 la trayectoria se acerca y aleja repetidamente, esto se debe a
que tienen una variedad estable de dimension 2, la cual la atrae y la variedad inestable
de dimensién 1 la repele.

Diagrama de bifurcacion

El diagrama de bifurcacion, es el modo mas popular y eficiente de dar una visién
de conjunto de los diferentes comportamientos (3.5) segin el valor de r (Véase el
Apéndice A), de los cuales es de interés aquellos que presentan multiperiodo al ser
candidatos a exhibir dinamica cadtica caracteristico en la actividad cerebral [Babloyantz
and Destexhe, 1986; Montero and Moran, 1992; Skarda and Freeman, 1987]. Para
un valor r fijo en abscisas, el diagrama de bifurcacién nos dice los puntos p, que son
visitados en el intervalo de los valores (denotado como Z) que toma la variable z del
sistema (3.5) al iterar un gran nimero de veces y tras descartar un transitorio (una
cantidad de iteraciones iniciales).

Estableciendo el pardmetro / con la condicién inicial Xy = (—0.2984, 0.0001, 2.5915),
s = 4 y variando el parametro r en el intervalo (0,0.05]. El diagrama de bifurcacion
muestra como los comportamientos dindmicos del modelo (3.5) varian con el valor cre-
ciente de r, como se muestra en la Figura 3.4. El diagrama de bifurcacion se obtuvo
calculando las intersecciones de las trayectorias de la solucién del sistema (3.5) con un
plano, es decir, un mapa de Poincaré (Véase el Apéndice C) [Starke et. al., 2010] y
ademas los eventos de cruce satisfacen que x > 0.

Se construydé un diagrama de bifurcacién para cada uno de los siguientes valores del
parametro | € {2.25,2.5,2.75, 3, 3.25,3.75}, mostrados en la Figura 3.4. Los diagramas
de bifurcacion exhiben diferentes comportamientos como; en la Figura 3.4 (a) muestra
caos intermitente [Fan and Holden, 1993] como crece r, el modelo neuronal para 0 <
r < 0.0045 exhibe bursting periodicos y con r > 0.016 exhibe spiking de periodo 1. Es
posible encontrar comportamiento cadtico, se encuentra en las regiones r = 0.00475,
0.00575 < r < 0.0065, 0.00775 < r < 0.0095y 0.01275 < r < 0.016.

Mientras que la Figura 3.4 (b) muestra spiking de periodo 1 en las regiones 0 < r <
0.0065 y 0.027 < r < 0.05, y de periodo 2 en la regién 0.0065 < r < 0.027.

Por otro lado, la Figura 3.4 (c) muestra la transicién de bursting periédico pasando
por mutiperiodo hasta llegar a periodo simple, la Figura 3.4 (d) muestra la transicion
de bursting periddicos a periodo simple, por dltimo en la Figura 3.4 (e) y Figura 3.4
(f) existen cascadas de doblamiento de periodo con ventanas de periodo 3 tipicos de
sistemas con dindmica cadtica [Fan and Holden, 1993; Sander and Yorke, 2012].

El objetivo de los diagramas de bifurcacién es localizar los parametros donde puede
existir dinamica cadtica, es de nuestro interés encontrar este comportamiento ya que
se ha visto en la actividad eléctrica de las neuronas reales. Los valores encontrados con
dinamica de multiperiodo para los parametros | = 3y r: en las regiones r = 0.00475,
0.00575 < r < 0.0065, 0.00775 < r < 0.0095 y 0.01275 < r < 0.016.

Una vez encontrado los valores de los parametros r e /, es determinar si efectivamente

29



3.2 36

4 355 . B
35 )
345

3.4+

3.35F

I I I I I 3.25 I I I I I I I I I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

T T

(a) (b)

2 L L L L L L L L L 1.8 L L L L L L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
T r

(c) (d)

3.2 T 3.4 T

b 3.3

J— 320

22 I I I I I I I I I 29 I I I I I I I I I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
T r

(e) (f)

Figura 3.4: Diagramas de Bifurcacién del modelo neuronal de HR (3.5) en funcion del
parametro r, empleando el plano de Poincaré definido en x+z=3. (a) Con | = 3. (b)
Con / =3.5. (c) Con I =2.5. (d) Con /| =2.25. (e) Con | =2.75. (f) Con | = 3.25.

tiene dinamica cadtica y para ello se utilizan los exponentes de Lyapunov que se abordara
en la siguiente seccion.
Espectro de los exponentes de Lyapunov

Los exponentes caracteristicos de Lyapunov son utilizados como una herramienta
de deteccién de caos, los cuales miden la tasa promedio de divergencia o convergencia
exponencial de trayectorias muy proximas en el espacio de fase [Dubeibe, 2013]. En
sistemas tridimensionales, son posibles diferentes combinaciones de signos [Bikkin and
Lyapilin, 2014] para los exponentes de Lyapunov:

1. {—,—,—}, es un punto fijo estable de dimension O.
2. {0, —, =}, es un ciclo limite de dimension 1.

3. {0,0, —}, es un atractor toroidal de dimensién 2 [Montero and Moran, 1992].
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Figura 3.5: Méaximo exponente de Lyapunov €; del modelo neuronal (3.5) en funcion de
los parametros [ y r.

4. {+,0,—}, es un atractor extrafio de dimensién fraccionaria 2 < D < 3 [Sandri,
1996] y ademés presenta caos.

Se implement6 el método numérico de Wolf [Wolf et. al., 1985] (Véase el Apéndi-
ce D) para el célculo de los exponentes caracteristicos de Lyapunov, de los cuales es de
interés encontrar la terna que contenga uno positivo, uno negativo y uno cero, ya que
es caracteristico de una dinamica caética.

En la Figura 3.5 se ilustra el maximo exponente de Lyapunov (g;) en el espacio de
parametros (/ vs r), en color rojo para valores positivos, amarillo el valor cero y en azul
valores negativos. Para cualquier valor de €1, siempre los exponentes de Lyapunov &5 el
valor es cero y €3 es negativo en el rango del espacio de parametros / y r (exponentes no
mostrados), sin embargo, el exponente que realmente importa es el maximo [Montero
and Moran, 1992].

Como resultado del anélisis del espectro de los exponentes de Lyapunov, se encontrd
que dentro de los valores encontrados (e. g. r = 0.008), el valor r = 0.01325 con /| =3
tiene el mayor exponente de Lyapunov €; > 0 en el barrido de valores para / y r, con
los demas exponentes e, = 0y €3 < 0. Los 3 exponentes de Lyapunov cumplen con los
requisitos de una dindmica cadtica, recordemos que esta centrado en el comportamiento
cadtico que es comun en la actividad eléctrica de las neuronas en la vida real [Babloyantz
and Destexhe, 1986]. Estos valores encontrados son usados en los siguiente capitulo.

31



CAPITULO 4

Sincronizacion con acoplamiento
mediante umbrales

La sincronizacion sucede, segin el significado de la palabra, cuando existe una coin-
cidencia o simultaneidad de dos o mas hechos, movimiento, o fenémenos. Dicho de
otra forma la sincronizacién es la propiedad que presenta un conjunto de sistemas de
naturaleza distinta (o no necesariamente) de poder manifestar un ritmo uniforme de
coexistencia, generalmente distinto a sus ritmos individuales, debido a la presencia de
una conexion entre ellos [Pecora et. al., 1997].

El fenémeno de la sincronizaciéon se conoce desde 1665, cuando el fisico Christian
Huygens descubrié que los dos péndulos colocados en la pared de su cuarto habian
sincronizado sus movimientos de manera misteriosa o no comprensible en su momento.
De alguna forma, Huygens supuso que los relojes estaban interaccionando a través de la
pared, lo que le dio la oportunidad de esbozar una primera explicacién de los osciladores
acoplados [Oliveira and Melo, 2015].

En la naturaleza existen muchas circunstancias en las que se produce sincronizacion.
Por ejemplo, el ritmo de los destellos luminosos de las luciérnagas, los chirridos de los
grillos, nuestros ritmos circardianos, las ondas cerebrales son solamente algunos ejemplos
de ello [Timme, 2013].

En nuestra area de interés, la sincronizacién de los patrones de actividad neuronal
(potenciales de accion) es un tema fundamental de la investigacion moderna en dinamica
del cerebro y del sistema nervioso en general. La evidencia experimental revela que los
fenémenos de sincronizacion son basicos para el procesamiento de informacién biolégica
[Gregoriou et. al., 2015].

Desde un punto de vista tedrico, las neuronas se consideran como osciladores no li-
neales, por ello es posible tomar un modelo matematico en nuestro caso el de Hindmarsh-
Rose (3.5) por ser mas sencillo en cuanto a estructura y capaz de demostrar casi todas
las actividades neuronales genéricas del modelo bioinspirado de Hodgkin-Huxley [Hodg-
kin and Huxley, 1952]. Con ello, es posible generar un esquema de acoplamiento para
simular un conjunto de neuronas, en la presente tesis se establecera uno de los acopla-
mientos que existen en la literatura (Véase el Apéndice B).

Dado un par de neuronas de HR (3.5), se define el sistema maestro como neurona
maestra y el sistema esclavo neurona esclava, en donde se emplea un acoplamiento tipo
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Plano de
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GS (Xs) +H(t, ti,Xm,XsD(—G = kS(t, t) (X — X ><— S(t, t;) acoplamionto
Sistema esclavo Acoplamiento

Figura 4.1: Esquema del acoplamiento mediante umbrales. La sefal de acoplamiento es
dada por la funcién S(t, t;) cada que la solucién del sistema maestro cruza el plano de
Poincaré.

unidireccional, con el propésito de simular la transmisién de la informacién entre el par
de neuronas. En donde la transmision de la informacién nunca se lleva al mismo tiempo
o de forma bidireccional en neuronas reales, cuya explicacion se dio a conocer en el
Capitulo 2 mediante los términos de conduccién antidromica y ortodréomica del impulso
nervioso.

El tipo de acoplamiento utilizado en este trabajo se denominard acoplamiento me-
diante umbrales y se detallard mas adelante. La idea es definir el voltaje umbral como
el valor en donde se localiza el umbral de deteccion del cruce con un plano de Poincaré
(Véase Apéndice C) y acoplar un par de neuronas (i. e. con un sistema dinamico que
representa la actividad eléctrica de la neurona), como sucede con las neuronas en la vida
real, donde cada vez que la neurona maestra sobrepase un valor umbral determinado,
esta iniciara la interacciéon con la neurona esclava.

A continuacién en la Figura 4.1 muestra el proceso general del acoplamiento me-
diante umbrales; dada la solucién ®,,(t, X ,(0)) del sistema maestro F, (X,,) cada vez
que cruza un plano de poincaré X se registran estos tiempos de cruce en una serie
Ax, (t;), la cual determina los tiempos donde sucede el forzamiento S(t, t;) en el aco-
plamiento H(t, t;, X, X ) con el sistema esclavo F, (Xs) y permite obtener su solucion
d.(t, Xs(0)) del sistema esclavo (Notese que las soluciones del maestro y esclavo son
necesarias para el acoplamiento H). Cada una de estas variables mencionadas en el
parrafo anterior se muestran mas a detalle en |a siguiente seccion.
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Figura 4.2: Dinamicas individuales de la neurona maestra (4.2) y la neurona esclava
(4.3) con H(t, tj, X, Xs) = 0 oscilando de manera independiente, dicho de otro modo,
no existe acoplamiento.

4.1. Definicion del acoplamiento mediante umbrales

Para simular el umbral del voltaje asociado al sistema maestro dado por la neurona de
HR (4.2), se define como una seccién de Poincaré (Véase el Apéndice C) en el espacio de
fases de las neuronas de HR maestra y esclava con acoplamiento unidireccional, donde
las neuronas interactan solamente cuando una érbita de la neurona maestra de HR
cruza por esta seccion. Asi que, considere los siguientes sistemas maestro-esclavo como
representacion de la neurona de HR (3.5), dada por:

y—x>43x°>+1—-2z
X =F(X)= 1—-5x2—y . (4.1)
r(4(x— %) - 2)

Neurona maestra:
Ym — X2 +3x2 4+ | — z,

Xm=F. (Xn) = 1—5x2 — ym . (4.2)
Im(4(Xm — &) — z1n)

Neurona esclava:

Xs=G(t, t;, X Xs) = Fr.(Xs) + kH(t, t;, Xm, Xs), (4.3)

donde los vectores de estado son representados por X, = [Xm, Vi, Zm]T € R®y X5 =
[Xs, Vs, 5|7 € R3 con sus correspondientes funciones F(X,,) : R* — R3 para el sistema
maestro y G(t, tj, Xm, Xs) : R x R x R® x R® — R? para el sistema esclavo, k € Rt
es la fuerza de acoplamiento, r,,, rs € R™ son pequefios parametros que gobiernan
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Figura 4.3: Efecto de la funcion 7(o) sobre el amortiguamiento de la sefial de acopla-
miento S(t, t;) dado por la ecuacién (4.5).

el comportamiento bursting del maestro y esclavo, respectivamente. El acoplamiento
basado en umbrales corresponde a:

H(t, t,-,Xm,Xs):S(t, ti)(xm_xs)- (4-4)

Donde S es una funcién escalar que se define en un intervalo dado y se determina
de la siguiente forma:

S(t, t) = i=1,2,--,wp, (4.5)

e TOt=t) cos(t — t;) ,sit €[t tit1)

,en caso contrario
donde t; € Ax, (Véase el Apéndice C) es un elemento de las series de tiempo, que
esta compuesto de los sucesos generados cada vez que la trayectoria de la solucion
del sistema maestro (4.2) cruza el plano de Poincaré ¥ (C.2), 7(¢) : R — R es una
funcién que representa el factor de subamortiguamiento que modula la magnitud de
la sefial S(t,t;) y su frecuencia (ndtese que para un valor de t = t;, el acoplamiento
comienza).

Un aspecto a considerar es cuando la sefial de acoplamiento de la ecuacion (4.5) es
cero, al no existir interseccion con el plano de Poicaré (es decir, @x N = (), donde la
neurona esclava de HR oscila caéticamente de forma independiente. En la Figura 4.2 se
muestran las dinamicas de los sistemas maestro y esclavo, donde no existe acoplamiento
y con valores de los parametros que posteriormente seran descritos dentro del presente
capitulo, cabe destacar que sus soluciones ¢,,(t, X»(0)) vy ¢s(t, Xs(0)) de los sistemas
maestro y esclavo, respectivamente difieren por completo.

Para simular el estado refractario de la neurona (donde la neurona no genera un
nuevo impulso nervioso a la neurona postsindptica), en nuestro caso es la neurona
maestra quien genera la sefial y en consecuencia lograr el amortiguamiento de la sehal
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Figura 4.4: Dinamicas individuales de la neurona maestra (4.2), neurona esclava (4.3) y
sistema auxiliar con H(t, X, Xs) # 0, p=10.9, 7(100.62) = 0.0763 y k = 6, es decir,
existe sefal de forzamiento.

(forzamiento) antes del siguiente cruce de la trayectoria del sistema maestro con el
plano de Poincaré por medio de la funcion 7(o).

Para ello, se define el tiempo de los eventos E; como el intervalo de tiempo entre
cada dos cruces consecutivos, entonces tenemos que £, = tj 1 —tj, 1 =1,2,-- ,wy—1,
wo es el nimero de cruces, ahora se escoge 0 = min{Ey, Ea, -+, Ey,—1} (con ello
aseguramos que el amortiguamiento de la sefial S suceda en todos los tiempos de los
eventos E;), finalmente 7(o) es representado por la siguiente Ecuacion 4.6:

o) = —&) (4.6)

po

donde ¢ < 1 es la fraccion de decaimiento del envolvente e~ (e. g. ¢ = 0.01 se alcanza
el 99% de decaimiento del envolvente e™™*) y p € (0,1] C R lo llamaremos de aqui en
adelante como el factor de escalamiento del tiempo o, el cual determina la fraccién del
tiempo o en donde ocurre el decaimiento ya mencionado de la sefal para cada evento
E,.

En la Figura 4.3 se muestra dentro de un evento E; comprendido entre dos tiempos
t;y tiv1 (donde el factor de escalamiento es p = 0.9), como la sefial de acoplamiento
(4.5) por efecto de la funcién 7(o) dado por la Ecuacién 4.6 alcanza el 99.9% de
decaimiento (¢ = 0.001) del envolvente e~ "t (delimitadas por las lineas sélidas de color
negro) en un tiempo po mostrado por una linea sélida vertical en color rojo.

Entonces, tomando lo anterior descrito en consideracidon se define finalmente el aco-
plamiento mediante umbrales como:
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Definicién 4.1.1

Sea la trayectoria ¢,(t, X»(0)) del sistema maestro (4.2) en el espacio de fase
y Ax,(ti)) = {t1,ta, ..., tw,} son las series de tiempo conformadas por los wy
sucesos generados cada vez que la trayectoria del sistema maestro cruza el plano
Y. Si el acoplamiento H(t, Ax,, Xm, Xs) de la ecuacion (4.4) depende de la serie
de tiempo Ax,(t), entonces el acoplamiento se denomina acoplamiento mediante
umbrales.

4.2. Sincronizacion caética de dos neuronas de HR con
acoplamiento mediante umbrales

En esta seccién, se presenta la sincronizacién entre dos neuronas de HR acopla-
das mediantes umbrales con diferentes parametros que gobiernan el comportamiento
bursting en régimen cadtico. Para ello, con base en [Zhang et. al.,, 2007] y para fines
practicos se propone la siguiente definicion de sincronizacion:

Definicion 4.2.1

Dado un par de sistemas (4.2) y (4.3) acoplado mediante la funcion H(t, X, Xs),
se dice que estan en sincronizacion generalizada (GS), si existe un mapeo
® : R® — R? tal que las soluciones X,, y X de los sistemas (4.2) y (4.3)
respectivamente, satisfacen la siguiente propiedad:

lim [1X5(t) = (Xn(£)] =0, (4.7)

donde el mapeo ® es una funcién arbitraria continuamente diferenciable. Si ® es
la funcion identidad, entonces los sistemas (4.2) y (4.3) estan completamente
sincronizados.

. J

A pesar de los requisitos de la Definicién 4.2, la funcion ®(.) generalmente es muy
complicado obtenerla, por ello es que se utiliza el modelo de los sistemas auxiliares
presentado en la siguiente seccién.

4.2.1. Deteccion de sincronizacion mediante el sistema auxiliar

Para realizar el analisis y la deteccién de GS entre las neuronas de HR maestra y
esclava, se empleo el enfoque del sistema auxiliar definido por [Abarbanel et. al., 1996].
El enfoque del sistema auxiliar (the auxiliary system approach) indica que, cuando un
sistema esclavo y su réplica (sistema auxiliar) son forzados por la misma sefial, las érbitas
de ambos subsistemas en el espacio de fases son idénticas y sus atractores evolucionan
de manera similar si sus condiciones Iniciales se encuentran en la misma cuenca de
atraccion («Zx) del sistema maestro.
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Figura 4.5: Sefial de acoplamiento dada por la funcién (4.5) representada con linea
solida para p = 0.5, 7(12.93) = 1.0685 y k = 6, la cual permite el acoplamiento
entre los sistemas maestro y esclavo. Marcado con asterisco rojo los eventos t; de cada
interseccion del sistema maestro (4.2) con el plano ¥ de acuerdo a la Definicion 4.1.

Por extensién, un conjunto de sistemas cadticos idénticos puede también ser sincro-
nizados por un sistema maestro en comun. En este caso, la sincronizacion generalizada
implica que los elementos en el conjunto se sincronizan en una sola trayectoria que evo-
luciona de manera diferente a la trayectoria del sistema maestro. El mecanismo basico
que conduce a la sincronizacion es el hecho que todos los sistemas esclavos compartan
la misma senal de forzamiento para cada tiempo t.

Donde se considera el sistema auxiliar idéntico al sistema esclavo (4.3) denotado
como X, y acoplado de la misma forma al sistema (4.2), pero con un conjunto
diferente de condiciones iniciales (i. e. Xs(0) # X.ux(0)). Para un propdsito practico y
por conveniencia se define el error de sincronizacion entre el sistema (4.3) y el sistema
auxiliar, de la siguiente manera:

£(t) = Xs(t) — Xaux(1), (4.8)

donde £(t) = [£4.€,.&]" - R® — R3, por lo tanto & = Xs — Xaux, & = ¥s — Yaux Y
gz = Zs — Zaux-

La sincronizacién puede detectarse facilmente con este método, si los sistemas aco-
plados presentan solo una cuenca de atraccion (Véase [Ontafion-Garcia et. al., 2013])
y que satisfagan la condicion asintética (4.7) de la Definicion 4.2.

Ademas, si existe solo una cuenca de atracciéon y la GS esta garantizada, entonces
en consecuencia el lim;_,. ||£(t)|| = 0 se satisface para cualquier condicién inicial X(0)
y XaUX(O)'
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Figura 4.6: Dinamica del error de sincronizacion &, (4.8) satisfaciendo la condicion de
la ecuacion (4.7).

4.2.2. Simulaciones numeéricas

En esta seccidn, se realizan simulaciones numéricas empleando el método de Runge-
Kutta de cuarto orden (Véase el Apéndice D) con paso de integracion h = 0.001, para
simplificar la estrategia de estudio sobre la sincronizacién para el acoplamiento mediante
umbrales propuesto. En este estudio, el valor /| = 3 es usado, pero con diferentes
valores del parametro r, es decir, para la neurona maestra de HR r,, = 0.01325 vy la
neurona esclava de HR r, = 0.008 (ambas en régimen cadtico, valores encontrados
con los diagramas de bifurcacion y exponentes de Lyapunov, véase el Capitulo 3). Las
condiciones iniciales fueron seleccionadas a partir de varias iteraciones con diferentes
parametros del sistema (3.5), los valores asignados para las neuronas maestra, esclava y
auxiliar son X,,(0) = [-0.2984,0.0001, 2.5915]", X,(0) = [-1.4084, —8.992, 2.4947]"
y X.ux(0) = [-1.4913, —10.108,2.6267]", respectivamente, se usan a lo largo de la
seccion.

Para cumplir los requisitos del plano 2, los parametros toman los siguientes valores:
el punto de apoyo X* = [0.2406, —3.6525,2.9169]” con el vector normal N = [1,0, 0]"
para construir X (Vease el Apéndice C), y asi se cumple la condicion @x N'X # 0.
Esta posicion ha sido elegida de forma arbitraria para detectar de manera simulada el
voltaje umbral en la neurona maestra de HR (4.2), sin embargo no es la Gnica forma de
posicionar el umbral.

En la Figura 4.4 se muestra de color azul las trayectorias X, ym Y Zn de la neurona
maestra, como también las trayectorias xs, Vs, Zs de la neurona esclava y, Xaux, Yaux Y
Zaux del sistema auxiliar en el espacio de fases extendido, mostradas en linea sélida de
color rojo y amarillo respectivamente.

En cada una de las trayectorias de las diferentes variables x, y y z se muestra con
asteriscos de color rojo los puntos de intersecciéon del sistema maestro con el plano
de Poincaré, cabe sefalar que a diferencia de la Figura 4.2 las dinamicas muestran un
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Figura 4.7: Proyeccion (xs, Xaux) del atractor para valores de p = 0.5, 7(12.93) =
1.06859. (a) Con k = 6 los sistemas esclavo y auxiliar estan sincronizados, pierde sus
estados transitorios para t > 100. (b) Con k = 6 los sistemas esclavo y auxiliar con
sus estados transitorios para 0 < t < 100. (c) Sin acoplamiento (k = 0) los sistemas
esclavo y auxiliar no estan sincronizados.

comportamiento diferente dado por el acoplamiento (4.4) (i. e. existe forzamiento en
el sistema esclavo). Ademas, las trayectorias de los sistemas esclavo y auxiliar alcanzan
rapidamente la sincronizacién, a pesar de tener diferentes condiciones iniciales.

Entonces, las series de tiempo Ax,(t;) contienen cada evento de cruce con el plano
Y que satisface con x,, > 0. La Figura 4.5 representa la sefial de la ecuacién (4.3) junto
con los eventos de cruce. La fuerza de acoplamiento y la corriente externa aplicada son
k =6 e | = 3, respectivamente.

Se puede ver en la Figura 4.7 (a) en donde se representa la proyeccion de los es-
tados del sistema esclavo xs y el sistema auxiliar x,,x, Se encuentran completamente
sincronizados dado que la variedad de sincronizacién entre ellos representa la identidad,
(i. e. Xs = Xaux), la neurona esclava de HR y el sistema auxiliar estdn completamen-
te sincronizados, y por lo tanto los movimientos sincronizados son especificados por
Xs = d(X,,), utilizando el enfoque del sistema auxiliar, las neuronas de HR maes-
tra y el esclavo con régimen cadtico tienen sincronizacién generalizada al satisfacer la
Definicién 4.2.

Ademas la Figura 4.7 (b), muestra los estados transitorios del sistema esclavo xs y
el sistema auxiliar x,,, durante un intervalo de tiempo (0 < t < 100), antes de alcanzar
la sincronizacion completa (k # 0). Por el contrario, la Figura 4.7 (a) pierde los estados
transitorios de ambos sistemas (xs y Xa,ux) @ partir de t > 100.

En la Figura 4.7 (c), los sistemas no presentan la variedad de sincronizacion (sin
acoplamiento con k = 0) como en la Figura 4.7 (a), y lo Gnico que se muestra en
Figura 4.7 (c) es la oscilacion de las distancias maximas de separacion entre las orbitas
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Figura 4.8: Dinamica del potencial de membrana de la neurona maestra y esclava, con
linea sélida azul y verde, respectivamente. (a) Valor umbral (x = 0.24061) para detectar
spikes o rafagas de picos en la neurona maestra. (b) Valor umbral para detectar Bursting

en la neurona maestra.

de los sistemas no sincronizados. Es por eso que la grafica de los estados fase se muestra

una nube de las trayectorias, mas que una linea de equidad.

Ademas, se corrobora con el error de sincronizacion dado por la ecuaciéon (4.8),
entre la neurona esclava (4.3) y el sistema auxiliar, que convergen asintéticamente a
cero mostrado en la Figura 4.6.

Las proyecciones (Vs, Yaux) Y (Zs, Zaux) del atractor son idénticas a las de la Figura 4.7

(a) y no se incluyen en esta seccion para evitar redundancia.
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Figura 4.9: Sefial de acoplamiento dada por la funcién (4.5) representada con linea
solida para p = 0.9, 7(100.62) = 0.0763 y k = 6, la cual permite el acoplamiento
entre los sistemas maestro y esclavo. Marcado con asterisco rojo los eventos t; de cada
interseccion del sistema maestro (4.2) con el plano ¥ de acuerdo a la Definicion 4.1.

4.2.3. Efecto en la sincronizaciéon por el valor umbral

Para el tipo de acoplamiento propuesto, la posicién del plano de Poincaré (o valor
umbral) juega un papel importante para lograr la sincronizacién, en esta seccion se mues-
tra como el valor umbral dependiendo de la posicién y en conjunto de otros parametros
puede lograr la sincronizacién.

En la Figura 4.8 se muestran las dinamicas de la neurona maestra y esclava, con
los mismos parametros mostrados al inicio de Subseccién 4.2.2, con asterisco rojo se
muestra cuando la dindmica de la neurona cruza el valor umbral y en linea punteada
color negro el valor umbral. En la Figura 4.8 (a) el valor umbral es colocado para
detectar el inicio de cada bursting de la neurona maestra (i. e. el plano de Poincaré es
0.3552x 4 0.9348y + 6.5434 = 0), con p = 0.9y 7(100.62) = 0.0763, en la Figura 4.8
(b) el valor umbral es colocado para detectar los spikes de la neurona maestra ubicado
en x —0.2406 =0, con p =0.5y 7(12.93) = 1.0685.

La Figura 4.8 (a) como principal diferencia a destacar es que sus eventos E; son
mayores al detectar un bursting que al detectar un spike como sucede en la Figura 4.8
(b). Esto afecta en la interaccion que tiene la neurona maestra con la neurona esclava,
ya que si el acoplamiento dura muy poco por efecto de la sefial de acoplamiento en
cada evento la neurona esclava inicia su propia dinamica en el punto donde terminé el
forzamiento hasta que suceda otro nuevo cruce con el plano .

Por ejemplo, las simulaciones arrojaron que para el caso de colocar el valor umbral
para detectar los bursting (x = —1.219), seleccionando una p = 0.5y ¢ = 0.001,
quiere decir que a la mitad del tiempo del evento minimo ¢ alcanzara el 99.9% de
decaimiento del envolvente, posterior de este tiempo o y antes del siguiente evento
E;, 1a neurona esclava oscilara de manera independiente por el amortiguamiento de la
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sefal de acoplamiento (4.5) y no sera suficiente para lograr que sincronicen. Por lo cual,
es suficiente que p = 0.9 y se logre la sincronizacién generalizada (entre mayor dure el
forzamiento dentro de cada evento E; mas rapido alcanza la sincronizacion generalizada).

Por el contrario si los eventos E; son de valor muy pequefio como es lo que ocurre
al seleccionar un umbral para detectar spikes (x = 0.24061) la frecuencia de interaccion
entre el sistema maestro y esclavo es mayor, no sucede al detectar un bursting con el
umbral, por lo que las simulaciones arrojan que con p = 0.5 es suficiente para que logre
la sincronizacién generalizada al colocar el umbral en los spikes. Tomando esto en cuenta
al seleccionar un valor umbral para detectar spikes o bursting, recordemos que logran
la sincronizacién porque la variedad de sincronizacion esta representada por la identidad
de acuerdo a la Definicién 4.2.

En la Figura 4.9 se muestra como la sefal de acoplamiento logra el 99.9% de
decaimiento del envolvente et en la fraccion 0.9 de tiempo del evento minimo para cada
evento E;, con ello se asegura que la neurona esclava tenga mas tiempo de interaccion
con la neurona maestra y logre la sincronizacion generalizada, cabe destacar que a
diferencia de la Figura 4.5, donde los E; son mas cortos y alcanza la sincronizacion
generalizada mas rapidamente que el caso bursting.
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CAPITULO 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1. Conclusion

La sincronizacién entre neuronas resulta fundamental para los procesos que estas
realizan, y el estudio aqui presentado resalta varios puntos necesarios a ser considera-
dos en el disefio de sistemas bioinspirados basados en modelos matematicos acoplados
principalmente a través de umbrales de activacion.

Mediante el analisis del modelo matematico de la neurona de Hindmarsh—Rose se
encontré que el numero de puntos de equilibrio y la existencia de inestabilidad de tipo
no hiperbdlicos dependen directamente de los pardmetros de bifurcacién s e /, lo cual
resulta directamente de la parte biolégica del sistema ya que / representa la corriente
externa suministrada a la neurona y s la adaptaciéon que la neurona tiene al siguiente
disparo. El parametro r establece el tipo de estabilidad al menos localmente en su punto
de equilibrio. Por lo cual, mediante el uso de diagramas de bifurcacion y el calculo de
los exponentes de Lyapunov, se determind que para ciertos valores de los parametros
r e | el modelo neuronal de Hindmarsh-Rose presenta dinamica cadtica. Esto refleja
la similitud del modelo matematico con los sistemas biolégicos que presentan actividad
eléctrica de disparos compleja, tales como la neurona.

Respecto al diseino de sistemas acoplados mediante umbrales de activacion, se deter-
mind que para ciertos valores del parametro de subamortiguamiento 7(o) y de la fuerza
de acoplamiento k existe sincronizacién generalizada entre sistemas maestro y esclavo.
Esto se observé mediante el uso del sistema acoplado auxiliar, que ademas resulta en
sincronizacion idéntica con el sistema esclavo, probando que el acoplamiento genera
sincronizacion como se esperaba en un principio.

Por Gltimo, fue posible establecer un acoplamiento que simula la sincronizacién entre
un par de neuronas aplicando la idea principal de los conceptos valor umbral, estado re-
fractario y conduccién ortodromica del impulso nervioso. Lo cual nos lleva a un modelo
matematico que se asemeja bastante a la dinamica natural de acoplamiento y sincroni-
zacion en los sistemas bioldgicos que existen en la naturaleza.
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5.2. Trabajo a futuro

En vista de los resultados obtenidos, el método de acoplamiento en modelos mate-
maticos de neuronas mediante umbrales de activaciéon aporta de manera significativa a
la interconexion de sistemas bioldgicos. Por lo cual, con el fin de mejorar el modelo aqui
propuesto y buscar alternativas de acoplamiento mas apegadas a los procesos naturales,
se propone el siguiente trabajo a futuro:

e Proponer un nuevo tipo de acoplamiento a partir del concepto de grafos de arbol
siguiendo la misma estructura de acoplamiento unidireccional. La idea seria defi-
nir niveles de acoplamiento, en donde cada nivel los esclavos tendran diferentes
condiciones iniciales y a su vez se ramificaran interconectando otros sistemas por
debajo de ellos. Esto debido a la transmisién de corrientes que se presenta en las
neuronas de forma natural y la propagacion de informacién entre ellas. Una de las
partes a estudiar seria si el estimulo del maestro llega a las Gltimas ramificaciones
despues de ciertos tiempos dados y como se ven afectadas en la sincronizacién.
Otro escenario que se pretende estudiar dada la diversidad natural que se pudiera
presentar en los sistemas biolégicos seria, que pasaria si en ciertos niveles se pre-
sentan sistemas que tienen diferentes parametros de bifurcacion y como esto los
afecta de la informacién que se propaga del sistema maestro.

e Uno de los puntos que quedo pendiente de estudiar en el acoplamiento mediante
umbrales es el efecto que tiene en la sincronizacién de los sistemas la ubicacion
y estructura que presenten los umbrales definidos en este trabajo como planos de
Poincaré. Ya que en este caso se ajusto su ubicacion a posiciones especificas y fijas
en el espacio partir de un punto de referencia del sistema, y la estructura de estos
umbrales se considero plana por simplicidad. La idea seria definir umbrales con
estructuras mas complejas y en diferentes regiones para determinar una mejora en
el acoplamiento de sistemas bioinspirados.

e En el caso de este trabajo, se estudio la dindmica de cruce de un modelo ma-
tematico de Hindmarsh-Rose. Sin embargo, queda pendiente el efecto que tiene
la ubicacion del plano de Poincaré con la misma idea de acoplamiento median-
te umbrales utilizando diferentes sistemas, como por ejemplo osciladores como el
sistema de Rossler, cuya dinamica es bien conocida y definida.

e Posteriormente del analisis de resultados de los acoplamientos propuestos, se pro-
cedera a la elaboracion de un circuito eléctrico que muestre de manera fisica y real
los comportamientos que se generen de los sistemas. De manera que se verifiquen
y validen los resultados obtenidos mediante una solucién de bajo costo.
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APENDICE A

Teoria de bifurcaciones

En general, se dice que un sistema sufre una bifurcacion cuando su retrato de fase
cambia cualitativamente [Perko, 2013].
Clasificacion:

e |ocales: Su aparicién es un fendmeno local que es posible captar analizando el
sistema linealizado (Jacobiano) en el punto de bifurcacién. (e. g. transcritica,
tridente, Hopf)

e Globales: Son mas complejas y en su produccién estan implicados fenémenos glo-
bales. No existe una forma clara y sencilla de determinarlas. (e. g. conexién ho-
moclina, conexién heteroclina)
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APENDICE B

Configuracion Maestro-Esclavo

Los sistemas dinamicos en especial los osciladores, en régimen cadtico o no, para
sincronizar deben de tener alguna clase de conexién entre si. Con esta conexion se ase-
gura un flujo de energia o comunicacion, la cual es esencial para que ambos interactlen
y entren en sincronia. A esta conexion se le llama acoplamiento. Los sistemas acoplados

pueden clasificarse en dos categorias principales [Ontafion-Garcia et. al., 2013]:

e Acoplamiento bidireccional: También conocido como sincronizacion mutua, se pre-
senta cuando un sistema, tiene influencia sobre el otro y viceversa. Con ello, la
comunicacion fluye libremente en ambos sentidos; dando como resultado que am-
bos sistemas tiendan a sincronizar a una dindmica nueva, que puede o no, ser
diferente a la dinamica de alguno de los sistemas, se muestra en la Figura B.1.

e Acoplamiento unidireccional: También es conocido por configuracion maestro-
esclavo por [Pecora and Carroll, 1990]. Este acoplamiento se presenta cuando
el oscilador o sistema maestro tiene influencia sobre el sistema esclavo. Bajo estas
condiciones, el sistema maestro impone su dinamica al sistema esclavo, permitien-
do la comunicacién en un sentido. Sin embargo, el sistema esclavo, no establece
comunicacion de vuelta al sistema maestro, de tal forma que no puede influenciar-

lo, se muestra en la Figura B.2.

En la presente tesis se utilizan sistemas no lineales con interés en el acoplamiento
unidireccional, compuestos de un sistema maestro auténomo acoplado a un sistema

esclavo. La dindmica de los sistemas maestro X(t) y esclavo Y (t) son:

Sistema caético |«

Figura B.1: Acoplamiento bidireccional. Se observa como se transmite la informacion

de un sistema cadtico al otro.

Senal de acoplamiento
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Sistema cadtico




Sistema cadtico
(Maestro)

Figura B.2: Acoplamiento unidireccional. Se observa como se transmite la informacion
del sistema cadtico maestro, al esclavo, pero no viceversa.

donde los vectores de estado son representados por X € R” y Y € R" con sus co-
rrespondientes campos vectoriales F(-) para el sistema maestro y G(+) para el sistema

esclavo.

Senal de acoplamiento

X=F(X),F:R"™ = R™,
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APENDICE C

Plano de Poincareée

Una de las herramientas basicas para estudiar las bifurcaciones y la estabilidad de
orbitas periédicas es mediante el empleo del plano de Poincaré, definido por Henri Poin-
caré en 1881 [Perko, 2013; Starke et. al., 2010]. La idea es bastante simple; si ¢(t) es
una érbita periddica del sistema:

X = f(t, X), (C.1)

donde X e R"y f(t,X): R x R" — R".

Considere también el flujo ¢(t, X) como la solucién del sistema dado por la Ecua-
cion C.1. Una seccidn transversal local, llamada seccion de Poincaré, > € R"! se escoge
de tal manera que el flujo ¢(t, X) es en todas partes transversal a él. Para definir la
seccion de Poincaré, en este trabajo se hizo a través del Gnico punto X* localizado en
medio del atractor «Zx del sistema (C.1) que garantice que @xNXL # (), se escoge como:

Y ={XeRN (X —X") =0}, (C.2)

donde N € R” es el vector normal distinto de cero. Sea p; un punto del plano ¥ donde
@(t) intersecta con ¥, entonces el mapeo de Poincaré P : ¥ — ¥. Comenzando por
el punto p; de X, el mapeo de Poincaré definird la siguiente interseccion p, del flujo
¢(t) con ¥. Esto es llamado el primer mapa de retorno. Empezando desde el punto
p>, la segunda interseccion de el flujo con el plano de Poincaré da el punto ps y asi
sucesivamente. El mapeo completo esta definido como

P pi— piyili, - 00, (C.3)

Por lo tanto, el plano de Poincaré ¥ atraviesa el atractor «7x, generando los puntos
{p1, P2, p3.-+-} € L por cada evento de cruce y en particular también se generan las
consecuentes series de tiempo Ax,(t;) = {t1, tz, t3,- - } € Ry que corresponden a cada
tiempo de cruce como lo muestra la Figura C.1.
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Figura C.1: Plano de Poincaré
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APENDICE D

Analisis numeérico

D.1. Runge Kutta de cuarto orden

Para realizar las simulaciones numéricas de los sistemas descritos anteriormente se
hace uso del método numérico de Runge Kutta de cuarto orden. Este método presenta
una exactitud similar a la serie de Taylor sin necesidad del calculo de las derivadas
superiores. Existe un gran nimero de variaciones de este método, pero (nicamente
se tomara en cuenta el método de cuarto orden o Método clasico de Runge-Kutta.
Este método depende de una funcién de incremento, y cuatro ecuaciones recurrentes
ki, ko, k3, kg. Esta recurrencia hace que el calculo de este método sea mas eficiente
utilizando una computadora y toman la siguiente forma:

Yis1 = VYi + {%(kl+2k2+2k3+k4)] h. (D.1)
Donde
ki = f(x, ), (D.2a)
ke = f (x,- + %h,y,- + %hkl) , (D.2b)
ks = f (x,- + %h,y,- + %hkg) , (D.2¢)
ke = f(x;+h,yi+ hks). (D.2d)

El parametro h o tamano de paso, es el que da resolucién al calculo del sistema. Para
todas las simulaciones que se realizaron en este trabajo se asigno un valor de h = 0.001.
Las simulaciones y calculos se realizaron mediante cédigo generado en MATLAB.
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APENDICE E

Cédigo de MATLAB®

Las simulaciones generadas en el transcurso de este trabajo se realizaron mediante
el software de computacién técnica MATLAB®. Los programas se muestran a conti-
nuacion:

E.1. Programas para la simulacion de la sincronizacion
de acoplamientos mediante umbrales de activacion

E.1.1. Script del programa principal: Hindmarsh Rose Sync.m

clear all, clc, close all
Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.

o° o

Simulacién de una neurona maestra, esclava y el sistema auxiliar
(Hindmarsh - Rose)

[o)

% Parametros
=1;

4

Q ? V]
= ow e

7

d=5;

Im=3;

Iel=3;

Ie2=Iel; %Si Iel=Ie2 se convierte en sistema auxiliar
rm=0.01325;

rs=0.008;

s=4;

xr=-8/5;

% Parametros de la sefial de forzamiento S
k=6;

pl=[a b ¢ d Im rm s xr];

% Condiciones iniciales
x0=[-0.298376345928391 0.000070442063560 2.5915251134804817];

y01=[-1.408384636449782 —-8.992035287813907 2.494653793454011];
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y02=[-1.491279174945551 -10.107962584190723 2.6267228637593771];

% Tiempo de integracién

t0=0;

tf=1000;

h=0.001;

% Sistema Maestro

[t,X]=RK4 (@Sys_HR,t0,h,tf,x0,pl,[1);
pm= (max (X) +min (X)) /2;

% Construccidén del plano Ax+By+Cz=D
v=[1 0 07];

A=v (1) ;

B=v(2);

C=v(3);

D=A*pm (1) +B*pm(2)+C*pm (3) ;

plane=[A B C D];

% Cruces Plano de Poincaré
orientation=-1;
[tint,Xint, tpl=poincare(t,X,1l,plane,orientation);

% Obtencidén de eventos Ei y funcidén tau
for i=l:length(tint) -1
E(i)=tint (i+1)-tint (1);
end
sig=min (E) ;
p=0.5;
tau=-1og (0.001) / (p*siqg);
% Sistema esclavo
p2=[a b c¢c d Iel Ie2 rs s xr k taul;
[t,Y,S]=RK4_slave (@Sys_Slave,t0,h,tf, [y0l yv02],p2,tp,X);

[

% Graficas

figure (1)
plot3(X(:,1),X(:,2),X(:,3))
hold on
plot3(Y(:,1),Y(:,2),Y(:,3))
hold on
plot3(Y(:,4),Y(:,5),Y(:,6))
hold on

plot3(Xint (:,1),Xint(:,2),Xint(:,3),"'*")
hold on

scatter3 (pm(l),pm(2),pm(3), 'r")
hold on

[Xp, Ypl=meshgrid(-2:.1:2,-15:.1:3.5);

Zp= (- (AxXp+BxYp) +D) /C;

hl=surf (Xp, Yp, Zp) ;

set (hl, 'FaceColor', 'red', 'FaceAlpha', 0.5, '"EdgeColor', 'w")
shading interp; light; lighting phong;

xlabel ('x [-]"), ylabel('y [-]"), zlabel('z [-]"'), grid on
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110
111
112
113
114
115
116
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120
121
122
123
124
125

126

legend ('Maestro', 'Esclavo'
figure (2)
plot (t,X(:,
hold on
plot (t,Y (:,
hold on
plot (t,Y (:,
hold on
plot (tint,Xint (:,
xlabel ('t [-]"),
legend ('Maestro'

1))

1))

4))

1), "'*")
ylabel ('x
, 'Esclavo'

figure (3)
plot (t,X(:
hold on
plot (t,Y (:,
hold on
plot (t,Y(:,
hold on
plot (tint, Xint (:,
xlabel ('t [-]1"),
legend ('Maestro',

r2))
2))
5))

2),"x")
ylabel ('y
'Esclavo',

figure (4)
plot (t,X(:,
hold on
plot (t,Y (:,
hold on
plot(t,Y (:,
hold on
plot (tint,Xint (:,
xlabel ('t [-]"),
legend ('Maestro'

3))

3))

6))

3),'x")
ylabel ('z
, 'Esclavo'’
figure (5)

plot (t(l:end-1),S)
hold on

, 'Sistema Auxiliar')

[-]1"), grid on

, 'Sistema Auxiliar')

[-]1"), grid on
'Sistema Auxiliar')

[=1"),

grid on

, 'Sistema Auxiliar')

plot (tint, zeros (length (tint)), '*")

xlabel ('t [-1"),
legend ('Senal S',
title('Senial S'")

ylabel ('S
'Cruce con

figure (6)

smx=std (X (:,1
smy=std (X (:,2
smz=std (X (:,3
plot (t,X(:,1
xlabel ('t [— J ),
legend (['x_m-x_s, \sigma_x=

num2str (smx) ], ['z_ m-z_s,

(t,t_p)

ylabel('X_m—X_s

[-]1"), grid on
el plano de Poincaré')

[-]1"), grid on
num2str (smx) ], ['y_m-y_s,
\sigma_z=" num2str (smz)])

title('Error Maestro-Esclavo')
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135
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137
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150
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161
162
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170
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172

figure (7)

sax=std (Y (:,1)-Y(:,4));

say=std (Y (:,2)-Y(:,5));

saz=std(Y(:,3)-Y(:,6));

plot (t,Y(:,1:3)-Y(:,4:6))

xlabel ('t [-]"), ylabel ('X_s-X_{aux} [-]'), grid on

legend ([ 'x_s-x_{aux}, \sigma_x=' num2str(sax)],['y_s-y_{aux},
\sigma_y="' num2str(say)],['z_s-z_{aux}, \sigma_z=' num2str(saz)])

title('Error Esclavo-Sistema Auxiliar')

figure (8)

subplot (3,1,1)

plot (t,X(:,1))

hold on

plot (t,Y(:,1))

hold on

plot(t,Y(:,4))

hold on

plot (tint,Xint (:, 1), "'*x")

xlabel ('t [-]"), ylabel('x [-]"), grid on

legend ('Maestro', 'Esclavo', 'Sistema Auxiliar', 'Cruce con el plano de
Poincaré')

subplot (3,1, 2)

plot (t,X(:,2))

hold on

plot(t,Y(:,2))

hold on

plot(t,Y(:,5))

hold on

plot (tint,Xint (:,2),"'*")

xlabel ('t [-]"'), ylabel('y [-]'), grid on

legend ('Maestro', 'Esclavo', 'Sistema Auxiliar', 'Cruce con el plano de
Poincaré')

subplot (3,1, 3)

plot (t,X(:,3))

hold on

plot(t,Y(:,3))

hold on

plot(t,Y(:,6))

hold on

plot (tint,Xint (:,3), "'*")

xlabel ('t [-]"'), ylabel('z [-]'), grid on

legend ('Maestro', 'Esclavo', 'Sistema Auxiliar', 'Cruce con el plano de
Poincaré')

pc=40001;

figure (10)

plot (Y (pc:end,1l),Y(pc:end, 4))

xlabel ('$x_s$', 'Interpreter', 'latex"'), .
ylabel ('$x_{aux}$', 'Interpreter', 'latex')
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E.1.2. Script del sistema maestro: Sys  HR.m

function f=Sys_HR(t,X,p, Jj)
Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.

Modelo neuronal de Hindmarsh-Rose.
f=Sys_HR(t,X,p, J)
Sistema:
f(l)=y—-axx"3+b*x"2+I-z
f(2)=c-d*x"2-y
f(3)=r+*(s* (x—Xr)—-2)
Jacobiano:
J=[2+b*x-3*a*x"2, 1, -1
-2xdxx, -1, O
r+xs, 0, —-r]

Entrada:

t-Tiempo (Variable independiente).
X-Estados del sistema [x, y, z] (Variables dependientes).
p-Pardmetros del sistema [a, b, ¢, d, I, r, s, xr].
j—Si j=1 se emplea el jacobiano del sistema.

Salida:
f-Campo vectorial del sistema maestro.

0 o° A O° O o O O A A AN A A A O A A o o° O o° o°

a=p(1l);

b=p (2);

c=p(3);

d=p (4);

I=p (5);

r=p(6);

s=p(7);

xr=p(8);

x=X(1); y=X(2); z=X(3);
f=zeros (3,1);

% if t>500 && t<1000

% I=3.25;

% r=.013;

% end

% Sistema
f(l)=y-a*xx"3+b*x"2+I-2;
f(2)=c-d*x"2-y;
f(3)=r+*(s*(x—-xr)-2z);

Y=[X(4) X(7) X(10);X(5) X(8) X(11);X(6) X(9) X(12)];
% Jacobiano

J=[2xb*x-3*xa*x"2 1 -1;-2xd*x -1 0;rxs 0 -r];

% Ecuacidén variacional

£(4:12)=0%Y;
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Lend

E.1.3. Script de los sistemas esclavo y auxiliar: Sys _Slave.m

function f=Sys_Slave(t,y,p,Xi,S)
Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.

Sistemas esclavos y auxiliar.
f=Sys_Slave (t,y,p,X1i,9S)

Entrada:

t-Tiempo (Variable independiente) .
y—-Estados de los sistema esclavo y auxiliar
p-Pardmetros del sistema [a, b, ¢, d, I, r,

S—Valor de la senal de forzamiento.

Salida:
f-Campo vectorial del sistema maestro.

0 o° A o° O O O O o o O o° o o° o°

k=p (10);
f=zeros (6,1);

istema Esclavo

=y (2)—a*y (1) "3+bxy (1) "2+Isl-y (3
=c—dxy (1) *2-y (2) +k*S* (Xi (2) - (2

=rs* (s* (y (1) =xr) -y (3)) +k*S* (Xi(

vvv’_i

) +
)) i
3)-y(3));
istema Auxiliar

)=y (5) —ax*xy(4)" 3+b*y(4)A2+Iaux vy (6) +kxS* (X
) =c—dxy (4) "2-y (5) +k*S* (X1 (2) - ( ))
)=rs*(s*(y(4)-xr)-y(6))+k*Sx (Xi(3)-y(6));

(Variables dependientes) .
s, xr, kJ.

Xi-Series de puntos de los eventos de cruces.

k*S* (X1 (1)-y(1));

i(1)-y(4));
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E.1.4. Script de la seial de forzamiento: funS.m

function S=funS(t,tp,tau)
Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.

Funcidén S (Senal de forzamiento) .
S=funsS (t, tp, tau)

Entrada:
t-Tiempo.

o0 o° o° o° o o° o° o°

tp-Vector con los tiempos de los eventos de cruce respectivo por
cada tiempo.
tau-Valor de la funcién tau.

Salida:
S—Valor de la senal de forzamiento.

o° o o° o oP

S=exp (—taux (t—-tp)) .*xcos (t-tp) ;

E.1.5. Script de la generacion de eventos con el plano de Poincaré:
poincare.m

function [ti,Xi,tpl=poincare(t,X,pc,plane,orientation)
Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.

o° o° oo

Generacién de los puntos y tiempos de interseccidn entre la
trayectoria del sistema maestro con el plano de Poincaré.
[ti, Xi,tpl=poincare (t,X,pc,plane,orientation)

Entrada:

t-Tiempo.

X-Estados del sistema maestro (Variables dependientes).
pc-Posiciédn.

orientation-Orientacidén de cruce con el plano de Poincaré.

Salida:
ti-Series de tiempo de los eventos de cruces.
Xi-Series de puntos de los eventos de cruces.

o0 o° O o° O o° o° d° o° o° o° o

tp—-Vector con los tiempos de los eventos de cruce respectivo por
cada tiempo.

o\°

% Plano Ax+By+Cz=D
A=plane(l);
B=plane (2);
C=plane (3);

62




23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

40
41
42
43
44
45

46

47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

D=plane (4) ;

x=X(pc:end, 1) ;

y=X (pc:end, 2) ;

z=X (pc:end, 3) ;

P=Axx+Bxy+Cx*z;

3=0;

k=0;

Tp=zeros (1, length(P)-1);

Ti(1)=0;

for 1=1:1length(P)-1

if P(1)>D && P(1l+1)<D && orientation==

J=3+1;

a=x (1+1)-x(1);

b=y (1+1) -y (1) ;

c=z (1+1)-z(1);

Xi(j,1:3)=([A B C;b —-a 0;c O
—al\[D;b*x (1) —a*y (1) ;c*x(l)-a*xz(1)])"';

Ti(3)=t (pc-1+1);

elseif P(l)<D && P (1l+1)>D && orientation==-1

k=k+1;

a=x(1+1)-x(1);

b=y (1+1) -y (1);

c=z(1+1)-z(1);

Xi(k,1:3)=([A B C;b —a 0;c O
—al\[D;bxx (1) —a*y (1) ;c*x(l)-a*xz(1)])";

Ti(k)=t (pc-1+1);

end
if orientation==1 && j>1
Tp (1) =Ti(J);

elseif orientation==-1 && k>1
Tp (1) =Ti(k);
end
end
ti=Ti';
tp=Tp"';
.

E.1.6. Script del método numérico de Runge Kutta de cuarto orden

para la integracidn del sistema maestro: RK4.m

function [t,X]=RK4 (fcn,t0,h,tf,x0,p, J)
Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.

Método numérico de Runge - Kutta de 4° Orden para el sistema maestro.
[t,X]=RK4 (fcn,t0,h,tf,x0,p, J)

Entrada:

o o° o° o° o° o° o°

fcn—-Funcidén del sistema.
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t0-Tiempo inicial.
h-Tamaho de paso.
tf-Tiempo final.
x0-Condiciones iniciales.
p-Pardmetros del sistema.

Salida:

o o® o° o0 o0 O o° o° o° o° o°

m=size (x0,1);
if m==

x0=x0";
end
n=round ( (tf-t0) /h);
x(:,1)=x0;

t-Tiempo (Variable independiente).
X-Estados del sistema maestro (Variables dependientes).

j—Si j=1 se emplea el jacobiano del sistema.

3)i

T=t0:h:tf;

a=h/6;

for i=1:n
kl=feval (fcn,T(1),x(:,1),p,]J);
k2=feval (fcn,T(i)+h/2,x(:,1)+h*k1/2,p,3);
k3=feval (fcn,T(i)+h/2,x(:,1)+h*k2/2,p,
kd=feval (fcn, T (i) +h,x(:, 1) +h*xk3,p, 3);
X(:,1+1)=x(:,1)+a* (k1+2x (k2+k3) +k4) ;

end

t=T"'";

X=x";

E.1.7. Script del método numérico de Runge Kutta de cuarto orden
para la integracion los sistemas esclavo y auxiliar: RK4 _slave.m

function [t,Y,S]=RK4_slave (fcn,t0,h,tf,y0,p,tp,X1i)

~ o WN

© 0o ~N o o

10
11
12
13

o° o° oo

esclavo y el sistema auxiliar.

Entrada:

t0-Tiempo inicial.
h-Tamano de paso.
tf-Tiempo final.

o0 o° o o° o0 o° o° oo o°

para ambos) .
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Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.

[t,Y,S]=RK4_slave (fcn,t0,h,tf,y0,p,tp, Xi)

Método numérico de Runge — Kutta de 4° Orden para el sistema

fcn-Funcidén del sistema esclavo con el sistema auxiliar.

y0-Condiciones iniciales de los sistemas esclavo y auxiliar.
p-Pardmetros de los sistemas esclavo y auxiliar

(Mismos valores
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tp-Vector con los tiempos de los eventos de cruce respectivo por
cada tiempo.
Xi-Series de puntos de los eventos de cruces.

Salida:

t-Tiempo (Variable independiente) .

Y-Estados del sistema esclavo y auxiliar (Variables dependientes).
S—-Valores de la seflal de forzamiento conforme transcurre el tiempo.

o o° o o° oo o° o°

tau=p(1l1l);
m=size(y0,1);
if m==

y0=y0";
end
n=round ( (t£f-t0) /h) ;
x(:,1)=y0;
T=t0:h:tf;
a=h/6;

for i=1l:n

if T(i)>tp(i) && tp(i)#0
sl(i)=funS(T(i),tp(i),tau);
s2 (i)=funS (T (i)+h/2,tp (i), tau);
s3(i)=funS(T (i) +h,tp (i), tau);
else
sl (i)=0;
s2(i)=0;
s3(1)=0;
end
kl=feval (fcn,T(1i),x(:,1),p,Xi(i,:),sl(1i));
k2=feval (fcn,T(i)+h/2,x(:,1)+h*k1/2,p,Xi(i,:),s2(1));
k3=feval (fcn,T(i)+h/2,x(:,1)+h*k2/2,p,Xi(i,:),s2(1));
kd=feval (fcn, T (i) +h,x(:, 1) +h*xk3,p,Xi (i, :),s3(i));
X(:,1+1)=x(:,1)+ax (kl+2* (k2+k3)+k4);
end
t=T";
Y=x"';
S=sl';
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E.2. Espectro de los exponentes caracteristicos de Lya-
punov: Método de Wolf

E.2.1. Script del programa principal del método de Wolf: Hind-
marsh _Rose Ice.m

va

-

clear all, clc, close all
Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.
Programa para obtener la dindmica de los exponentes de Lyapunov de

o° o

un sistema en R3
% Pardmetros

p=la b c dIr s xr];
% Condiciones iniciales
x0=[-0.298376345928391 0.000070442063560 2.591525113480481];

% Tiempo y paso de integracidn
t0=0;

t£=1000;

h=0.01;

% Obtrencidén del espectro de los exponentes de Lyapunov
[tl,1,tx,x]=1lce(@Sys_HR,t0,h,tf,x0,p);

plot(tl,1(:,1))

hold on

plot(tl,1(:,2))

hold on

plot(tl,1(:,3))

xlabel ('t'); ylabel('\epsilon_1, \epsilon_2, \epsilon_3"'");
legend ('\epsilon_1", "\epsilon_2"', '\epsilon_3")
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E.2.2. Script del método de Wolf: Ice.m

function [tL,L,tX,X]=lce(fcn,t0,h,tf,x0,p)
Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.

Espectro de los exponentes caracteristicos de Lyapunov: Método de Wolf.
[tL,L,tX,X]=1lce(fcn,t0,h,tf,x0,p)

Entrada:

fcn-Funcidén del sistema con su Jacobiano.
t0-Tiempo inicial.

h-Tamafo de paso.

tf-Tiempo final.

x0-Condiciones iniciales.

p-Pardmetros del sistema.

o0 o° O o° O o° O O O o o° o° o°

ode-Integrador si ode=1 se utilizara ode45 en otro caso se
utilizara RKA4.

Salida:

tL-Tiempo para los exponentes de Lyapunov (Variable independiente).
L-Exponentes caracteristicos de Lyapunov

tX-Tiempo para los estados (Variable independiente) .

X-Estados del sistema (Variables dependientes).

o o° o° o° o° o° o°

t=t0:h:tf;
n=length(t)-1;
m=length (x0) ;
X=zeros (n+1,m) ;
I=eye (m);
y(l:m,1)=x0(:);
X (1, :)=x0;
for i=1:m
y(m*i+l:mxi+1l4+m-1)=TI(:,1);
end
s=0;
J=zeros (m) ;
L=zeros (n,m) ;
for j=1:n
[—,x]=RK4 (fcn,t (J),h,t(j+1) ,y,p, 1);
%[—, x]=0ded5 (@ (t,x) Sys_HR(t,x,p,1),t(j):h:t(3+1),y); %Para usar
el ODE45.
X(j+1l, :)=x(end,1l:m);
for k=1:m
J(:,k)=x(end, mxk+1:m*xk+1+m-1) ;
end
[Q,~,NI=gs(J);
s=1o0g(N) +s;
L(3,:)=s/(t(3+1)-t0);
y(l:m,1l)=x(end,l:m);
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for 1=1:m
y(mx1l+1l:mx1+1+m—-1)=0Q(:,1);
end
end
tL=t (2:end)';
tX=t"';

E.2.3. Script del método de Gram-Schmidt: gs.m

rfunction [Q,R,N]=gs (A)
% Creado por Felipe Manuel Caballero Flores.
% Método de Gram - Schmidt.
% [Q,R,N]=gs (A)
% Entrada:
% A-Matriz con vectores linealmente independientes.
% Salida:
% Q—-Matriz ortogonal.
% R-Matriz triangular superior.
% N-norma de cada base ortogonal.
[0, n]=size (A);
N=zeros (1l,n);
Q=zeros (n) ;
R=0Q;
for j=1:n
v=A(:,7);
for i=1:7j-1
R(i,3J)=Q(:,1) "*xA(:,]J);
v=v-R(1,J)*Q(:,1);
end
N (j)=norm(v) ;
R (3, 3)=N(3J);
Q(:lj):V/R(jlj);
end
=
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SISTEMAS DINAMICOS BASADOS EN LA ACTIVIDAD ELEC-
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RESUMEN

La actividad eléctrica que presenta la neurona juega un papel muy importante en el
procesamiento de la informacion, dicha actividad esta controlada y mantenida por las
corrientes iénicas que fluyen a través de la membrana plasmatica. La evolucién de las
variables que caracterizan a un sistema neuronal pueden describirse mediante un sistema
dindmico que involucra la evolucion temporal del potencial de membrana y los mecanis-
mos i6nicos implicados. Una neurona es esencialmente un sistema dinamico no lineal.
Su estado depende de las interacciones entre sus estados anteriores, sus propiedades
intrinsecas y la entrada sinaptica o estimulo que recibe. El presente trabajo muestra
como estos factores se incluyen en el modelo de Hodgkin-Huxley.
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SISTEMAS DINAMICOS BASADOS EN LA ACTIVIDAD ELECTRICA
DE LA NEURONA

Caballero-Flores FM*, Ontafion-Garcia LJ?, Campos-Canton E?

®Instituto Potosino de Investigacion Cientifica y Tecnolégica, San Luis Potosi, México,
®Coordinacion Académica Regién Altiplano Oeste UASLP.
*felipe.caballero@ipicyt.edu.mx

RESUMEN:

La actividad eléctrica que presenta la neurona juega un papel muy importante en el
procesamiento de la informacion, dicha actividad esta controlada y mantenida por las
corrientes iénicas que fluyen a través de la membrana plasmatica. La evolucion de las
variables que caracterizan a un sistema neuronal pueden describirse mediante un sistema
dindmico que involucra la evolucion temporal del potencial de membrana y los mecanismos
ionicos implicados. Una neurona es esencialmente un sistema dinamico no lineal. Su estado
depende de las interacciones entre sus estados anteriores, sus propiedades intrinsecas y
la entrada sinaptica o estimulo que recibe. El presente trabajo muestra como estos factores
se incluyen en el modelo de Hodgkin-Huxley.

PALABRAS CLAVE: Neurona, sistema dinamico, electrénica, potencial de accion.

INTRODUCCION

Todas las células de los organismos tienen un comportamiento eléctrico como resultado de
la diferencia de concentraciones que existe dentro y fuera de la membrana celular conocido
como potencial de membrana [1]. Al inicio, las células tienen un potencial de reposo, sin
embargo, el potencial de membrana cambia cuando el flujo de iones atraviesa la membrana
como sucede en un potencial de accién. Esto es posible debido a que algunos canales
ionicos estan cerrados o abiertos.

En el caso de la neurona, la ejecucién de algun estimulo ocasionara que la neurona pueda
ser excitada, si dicho estimulo es lo suficientemente grande con respecto a un valor de
umbral de excitabilidad, la neurona generara un potencial de accion y comenzaré a disparar.
En caso contrario, si el estimulo no es lo suficientemente grande, la neurona volvera a su
estado de reposo. El potencial de accién es una onda de descarga eléctrica que viaja a lo
largo de la membrana celular y son el nicleo de la transmisién del impulso nervioso [1].

EL SISTEMA DINAMICO NEURONAL DE HODGKIN-HUXLEY

Para estudiar el comportamiento de la neurona se analiza la actividad eléctrica que presenta
la membrana, donde el cambio eléctrico es el potencial de accién denotado por V. El
cambio eléctrico es debido a la expresidn de cambios de permeabilidad de la membrana a
las concentraciones de los diferentes iones (Na*, K* y CI).
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Hodgkin y Huxley (HH) realizaron mediciones de la actividad eléctrica en el axdon del
calamar gigante, descritos en una serie de articulos publicados en 1952 en el Journal of
Physiology [2], en donde la conclusién de dichos trabajos fue la obtencién de una
descripcién cuantitativa del flujo eléctrico a través de la membrana.

El principio fue equiparar a la neurona con un circuito eléctrico tipo RC (resistencias y
capacitores) en un arreglo en paralelo como se muestra en la Figura 1.

Entrada (Exterior celular)

Salida (Interior celular)
Figura 1. Circuito eléctrico de HH representando la membrana. Ry, = 1/gna; Rk = 1/9x; RL = 1/9L- Rya ¥
Ry varian con el tiempo y potencial de membrana; los demas componentes son constantes.

El circuito consta de tres componentes: la membrana celular que puede ser vista como un
capacitor el cual tiene la capacidad de almacenar carga, las resistencias son representadas
por los distintos tipos de canales i6nicos incrustados en la membrana, mientras que las
baterias quedan caracterizadas debido a los potenciales establecidos por las diferencias de
concentracidn ionica entre la parte interna y externa de la membrana. Aplicando la ley de
ohmy leyes de Kirchhoff en el circuito, la dindmica del voltaje a lo largo de la membrana es
proporcional a la suma de las corrientes en el circuito y esta dada por la ecuacién diferencial

(1).

Wy _ 1 [ = (Uyg +1
dt ~ Cpy Na 77K (1)

+1)]

Donde I es la corriente de excitacién, la sumatoria de corrientes Iy, + Iy + 1, =
Yion Jion(Vm — Vion), las cuales dependen de las conductancias g;,, VY el potencial de
equilibrio V;,,,, de cada ion participante (véase [2] para modelo completo).

CONCLUSIONES

Es transcendental entender el mecanismo molecular para la generacién del potencial de
accion en la neurona, ya que es la base de la comunicacién neuronal, donde Hodgkin y
Huxley a partir de datos experimentales, fueron los primeros en mostrar un sistema de
ecuaciones que modelara el potencial de membrana del axdn, a partir de la dinamica del
flujo de iones ante un estimulo eléctrico. Es importante tener un modelo matematico de la
neurona, ya que existen numerosas herramientas matematicas para estudiar los diferentes
comportamientos que exhibe la neurona y entender la informacion codificada implicada en
el impulso nervioso, ademas es la base en ramas como neurociencia computacional,
biofisica, entre otras.
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RESUMEN:

El analisis de compuestos y otros agentes microfluidicos juega un papel importante en el
diagndstico de enfermedades. Tradicionalmente estos andlisis son llevados a cabo en un
laboratorio, por lo que se requiere mucho tiempo en el manejo de instrumentos manuales y
sofisticado equipamiento. Recientemente surgié una forma de manipulacion de microfluidos
que pueda superar estas limitaciones, la idea se basa en crear chips de laboratorio
miniaturizados y automatizados (Digital Microfluidic Chips, DMC) que permitan el
movimiento de compuestos electroliticos en gotas del orden de micro litros (pl). Esta
innovacién parte de dividir los dispositivos en celdas individuales y hacer depésitos de
muestras en cada una de ellas, sometiéndolas a diferentes voltajes y frecuencias creando
un efecto de campo eléctrico que permita controlar, individual e independientemente el
movimiento de las muestras (gotas) con mayor flexibilidad.

PALABRAS CLAVE: microfiuidos, chips de laboratorio, electrélisis, campo eléctrico.
INTRODUCCION

En los ultimos afios ha surgido la idea de desarrollar sistemas integrados miniaturizados
para realizar andlisis quimico y/o biolégico. El objetivo final de estos sistemas es reducir los
procedimientos y equipos de laboratorio mas comunes a formatos de microanalisis [1] [2].
La tecnologia de estos sistemas se basa en la manipulacién automatica de micromuestras
electroliticas liquidas. En este articulo se propone un prototipo que agilice el procedimiento
de mezclas y compuestos; ademas de abaratar el uso de materiales de laboratorio. La
aplicacion de este prototipo de laboratorio, es la primera etapa para desarrollar un biosensor
que facilite la deteccién del virus de papiloma humano (VPH) que sea econdmico y
confiable. Mediante el chip se pretende mezclar y separar los quimicos que se necesitan
para revelar la presencia del VPH en las células.

METODOS Y MATERIALES
El movimiento del micro-fluido comprende varios factores como j) el angulo de contacto de
la gota con la superficie del electrodo, ii) la tension de activacion, iii) la velocidad de

movimiento, entre otros [3]. La arquitectura del dispositivo comprende un arreglo de
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F.1.2. Poster

La actividad eléctrica que presenta la neurona juega un papel muy importante en el procesamiento de la informacion, dicha actividad

~esta controlada y mantenida por las corrientes i6nicas que fluyen a través de la membrana plasmética. La evolucion de las variables

- que caracterizan a un sistema neuronal pueden describirse mediante un sistema dindmico que involucra la evolucién temporal del

- potencial de membrana y los mecanismos idnicos implicados. Una neurona es esencialmente un sistema dindmico no lineal. Su

- estado depende de las interacciones entre sus estados anteriores, sus propiedades intrinsecas y la entrada sinaptica o estimulo que

4 reube El presente trabaJo muestra como estos factores se incluyen en el modelo de Hodgkin-Huxley.
T

~ La neurona tienen un comportamiento eléctrico como resultado
‘de la diferencia de concentraciones que existe dentro y fuera de
5 ' la membrana celular conocido como potencial de membrana [1],

B ejecucion de algin estimulo ocasionaréd que la neurona pueda
4ser excitada, si dicho estimulo es lo suficientemente grande con
% respecto a un valor de umbral de excitabilidad, la neurona
- generard un potencial de accién y comenzara a disparar. En caso
~contrario, si el estimulo no es lo suficientemente grande, la
neurona volvera asu estado de reposo [1].

El circuito consta de tres componentes: la membrana celular que
puede ser vista como un capacitor el cual tiene la capacidad de
almacenar carga, las resistencias son representadas por los
distintos tipos de canales idnicos incrustados en la membrana,
mientras que las baterias quedan caracterizadas debido a los
potenciales establecidos por las diferencias de concentracion
ibnica entre la parte interna y externa de la membrana.
Aplicando la ley de ohm y leyes de Kirchhoff en el circuito, la
dindmica del voltaje a lo largo de la membrana es proporcional a
la suma de las corrientes en el circuito y estd dada por la
ecuacion diferencial (1).

i i i

« Es transcendental entender el mecanismo molecular para la
generacion del potencial de accidn en la neurona, ya que es la
base de la comunicacién neuronal, donde Hodgkin y Huxley a
partir de datos experimentales, fueron los primeros en
mostrar un sistema de ecuaciones que modelara el potencial
de membrana del axén, a partir de la dinamica del flujo de
iones ante un estimulo eléctrico. I\
Es importante tener un modelo matemético de la neurona, ya
que existen numerosas herramientas matematicas para
estudiar los diferentes comportamientos que exhibe la
neurona y entender la informacion codificada implicada en el
impulso nervioso, ademas es la base en ramas como
neurociencia computacional, biofisica, entre otras.

[1] Purves D; Augustine GJ; Fitzpatrick D; Hall WC; Lamantia
AS; McNamara JO; Wiliams SM (2004). Neuroscience. Sinauer
Associates.

[2] Hodgkin AL; Huxley AF (1952). A Quantitative Description of
Membrane Current and Its Application to Conduction and Excitation in
Nerve. The Journal of Physiology. Vol. , 4: 500-544.
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RESUMEN

Las neuronas muestran una variedad de comportamientos, desde estados inactivos
hasta cadticos y es asi que un modelo neuronal debe ser capaz de desarrollar tres tipos
fundamentales de actividad eléctrica presente en dichas células tales como: el reposo o
inactividad, picos o “spiking” y el “bursting” o rafaga de picos. El modelo de Hindmarsh-
Rose es capaz de reproducir todos estos comportamientos dinamicos al cambiar algunos
parametros. En el presente trabajo se describen las diferentes dinamicas, asi como su
estabilidad, mediante el empleo de herramientas; como el mapa de Poincaré para la
construccién de diagramas de bifurcacién y los exponentes de Lyapunov. El objetivo es
caracterizar los parametros que estén dentro del régimen cadtico, ya que existen estu-
dios detallados de los electroencefalogramas (EEGs) de los humanos, los cuales revelan
la existencia de dindmica cadtica presentando atractores extranos, por ejemplo, durante
un ataque epiléptico se presenta comportamiento periédico regular ritmico mientras que
lo normal es el caos. Estos resultados pueden ser usados para la implementacién de aco-
plamientos de sistemas de Hindmarsh-Rose que muestren algin tipo de sincronizacién.
Es considerado que la sincronizacién juega un papel importante en el procesamiento de
la informacién en muchos sistemas neuronales.
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ESTUDIO DE LA ESTABILIDAD DEL MODELO MATEMATICO NEURONAL DE HINDMARSH-
ROSE

Caballero-Flores FM, Ontafion-Garcia LJ, Campos-Cantén E

Instituto Potosino de Investigacion Cientifica y Tecnoldgica A. C., S. L. P., México
Coordinacion Académica Regién Altiplano Oeste UASLP, S. L. P., México

RESUMEN

Las neuronas muestran una variedad de comportamientos, desde estados inactivos hasta cadticos
y es asi que un modelo neuronal debe ser capaz de desarrollar tres tipos fundamentales de
actividad eléctrica presente en dichas células tales como: el reposo o inactividad, picos o “spiking”
y el “bursting” o rafaga de picos. El modelo de Hindmarsh-Rose es capaz de reproducir todos estos
comportamientos dindmicos al cambiar algunos parametros. En el presente trabajo se describen
las diferentes dinamicas, asi como su estabilidad, mediante el empleo de herramientas; como el
mapa de Poincaré para la construccion de diagramas de bifurcacion y los exponentes de
Lyapunov. El objetivo es caracterizar los parametros que estén dentro del régimen cadtico, ya que
existen estudios detallados de los electroencefalogramas (EEGs) de los humanos, los cuales
revelan la existencia de dinamica cadtica presentando atractores extrafios, por ejemplo, durante un
ataque epiléptico se presenta comportamiento periodico regular ritmico mientras que lo normal es
el caos.

Estos resultados pueden ser usados para la implementacién de acoplamientos de sistemas de
Hindmarsh-Rose que muestren algun tipo de sincronizacion. Es considerado que la sincronizacion
juega un papel importante en el procesamiento de la informacion en muchos sistemas neuronales.

INTRODUCCION

La neurona es la unidad estructural y funcional basica del sistema nervioso, que procesa y
transmite la informacion del entorno a través de sinapsis quimicas y eléctricas’. Para comprender
los principios del procesamiento y transmisién de la informacién en el cerebro, ademas de
numerosos métodos experimentales, el modelado matematico a nivel de las neuronas también es
un enfoque adecuado para abordar cuestiones fundamentales como la codificacion neuronal o la
transmision de sefiales’. Desde la perspectiva de los sistemas dinamicos, una neurona puede ser
vista como tal, donde la variable dindmica relevante es el potencial eléctrico de membrana que se
propaga a lo largo del axén al ocurrir un potencial de accion’. Se pueden implementar modelos
matematicos tipicos de la actividad eléctrica de la neurona, por ejemplo, el modelo neuronal de
Hindmarsh-Rose entre otros.

El comportamiento dindmico no lineal del modelo de Hindmarsh-Rose® es uno de los modelos
neuronales de dimension 3 mas popular y estudiado en las ciencias neuroldgicas. En este modelo,
el potencial de accion de una sola neurona se dispara debido a un estimulo suficiente (denominado
umbral), induce varios tipos de comportamiento que reflejan la actividad delicada de una auténtica
neurona: una sucesion de un estado de reposo, potencial de accion de disparo y periodo de
desactivacion®. Ademas, el caos ha sido encontrado en la dinamica de una red neuronal hasta la
electroencefalografia macroscopica (EEG) tanto en la teoria como en la experimentacion®. Los
potenciales de accion y su naturaleza (periddica o cadtica) dependen de algunos parametros clave
del modelo como, por ejemplo, la corriente aplicada I, que conduce a la aparicién de la actividad
eléctrica neuronal a través de la inestabilidad de los puntos de equilibrio™.

MODELO MATEMATICO NEURONAL DE HINDMARSH-ROSE
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En neurociencia y en dinamica no lineal, el modelo neuronal de Hindsmarsh-Rose (HR) es una
versién simplificada del modelo fisiolégicamente realista propuesto por Hodgkin y Huxley”, y una
modificacion de las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo”. Fue originalmente propuesto para modelar
la sincronizacion de disparo de dos neuronas de Helix aspersa1 . El modelo neuronal HR esta dado
por:
y—x3+bx?+1-z
X= 1-dx*-y |, (0.1)
r(s(x—x,.) —2)

donde X = [x,y,z]" € R® es el vector de las variables de estados. La variable de estado relevante
x(t) es conocido como el potencial de membrana, y(t) (variable spiking) es la variable de
recuperacion asociada con corriente rapida de iones Na* o K, z(t) (variable bursting) es la
corriente de adaptacion asociada con la corriente lenta de, por ejemplo, iones Ca®. le R 0 I(t)
es la corriente externa suministrada a la neurona, mientras b € R* representa el comportamiento
cualitativo del modelo. r€R* es un pequefio pardmetro (0 <r « 1) que gobierna el
comportamiento bursting, x, € R es la x-coordenada del punto de equilibrio estable en el caso que
no se aplique una corriente externa y d € R*. s € R* gobierna la adaptacion: los valores mas
pequerios de s ~ 1 resulta en un comportamiento spiking rapido’.

Para el presente estudio, se establecen los parametros del modelo neuronal de HR como sigue:
b=3y d=5. El equilibrio del sistema HR de 1982, x, = — (1 ++/5)/2 ~ 1.6, corresponde al
potencial umbral para desencadenar bursts.

LA DINAMICA DEL MODELO NEURONAL DE HR

Para ciertos valores de los parametros I y r, varios comportamientos dindmicos del potencial de
membrana x(t) se pueden observar como muestra la Figura 0.1, donde algunos tipos de
comportamientos dinamicos son:

1. Estado de reposo: el estimulo a la neurona esta por debajo de cierto umbral y la respuesta
alcanza un régimen estacionario como se muestra en la Figura 0.1(a).

2. Tonic spiking: la respuesta se compone de una serie regular de picos igualmente espaciados
como se muestra en la Figura 0.1(b).

3. Bursting regular: la respuesta se compone de grupos de dos o mas picos (llamados burst)
separados por periodos de inactividad como se muestra en la Figura 0.1(c).

4. Bursting cadtico: la respuesta se compone de una serie aperiddica de rafaga como se muestra
en la Figura 0.1(d).
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Figura 0.1 Comportamientos dinamicos de una sola neurona HR: (a) Estado de reposocon I =0y
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r = 0.01325. (b) Tonic bursting con I = 3 y r = 0.045. (c) Bursting regular con I =3 y r = 0.011. (d)
Bursting cadtico con I =3 y r = 0.01325.

ESTABILIDAD Y ANALISIS DE BIFURCACION

ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DEL PUNTO DE EQUILIBRIO

En el punto de equilibrio E = (x,7,2), las variables x(t), y(t) y z(t) del sistema (0.1) alcanza un
estado estacionario, donde el punto de equilibrio satisface x =y =z =0, por lo tanto, tenemos
que:

fG) =2+ (d = b)x? +sx — (sx, + 1+ 1),
¥

1-dx* ],f:{x ER|f(x) =0},

s(x —x,)

%< (0.1)

donde X =[%,7,z2]" ER®y f(x): R > R.

Para encontrar el punto de equilibrio £ se utilizd el método de Cardano' para f(¥) =0 de la
ecuacion (0.1), el cual depende de los parametros s e I , y también de la variable A € R:

R RS IR PRI A

Es posible encontrar que el nimero de puntos de equilibrio depende del signo que toma A.
Tenemos que si A > 0, existe una solucién del punto de equilibrio; para A = 0, existen dos puntos
de equilibrio si p, g # 0 y un punto de equilibrio si p = g = 0; por Ultimo, para A < 0, tres soluciones
para el punto de equilibrio son posibles.

0.06

0.05-

0.04-

~ 0.031

0.02

0.01

0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2 14

Figura 0.1 Diagrama que muestra el nimero de puntos de equilibrio en el plano (s, ). En la regién
A, el modelo neuronal de HR (0.1) tiene un punto de equilibrio, mientras que en la region B,
encontramos tres puntos de equilibrio. Las soluciones de la Ecuacion (0.4) corresponden al caso
donde existen dos puntos de equilibrio si s < 4/3.

e Caso 1, donde A = 0:
Consideremos la nueva variable A, € R{, el discriminante de la Ecuacion (0.2):

T e 03

Ahora tenemos que las soluciones I+ e I,- de la Ecuacién (0.2) son:

Ity == [% +s (xr + g)] 1 2,/A,. (0.4)
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Dado que el valor de A depende de los parametros s e I como se muestra en la Figura 0.1, para
este caso en particular depende de las Ecuaciones (0.3) y (0.4), resultando en dos subcasos.

1. Si p,q#0, para algin valor de I, o I,, se tienen los siguientes puntos de equilibrio
Eyi (%10, Y10 21) i=a b

3¢_2 _3a_2

— p 3 _ 2p 3
Xia=| 1522, | X =| 1-52, | (0.5)

S(fla - xr) S(flb - xr)

2. Si p=q=0, por lo tanto, tenemos que A,=0 satisfaciendo que s=4/3 e I+ =1,- =
—[11/27 + s(x, + 2/3)], se tiene un Unico punto de equilibrio E,(X,, 7, 2,):

%= 2|
2= : (0.6)

e Caso 2, donde A > 0:
Como se muestra en la Figura 0.1 en la regién A, el modelo neuronal de HR (0.1) tiene un punto de
equilibrio E; (X3, 5, 73):

[P
l s(x; —xp) J

¢ Caso 3, donde A < 0:
En la region B de la Figura 0.1, es posible encontrar tres puntos de equilibrio Ey; (X4, Vi Zai) (i=ab.c)
para el modelo neuronal de HR (0.1):

1 27\ | 2kn] 2
2 |[-Leos|zcost (-2 |-E) + 25| -2
_ 3|3 2y p3) " 3

3
X4a,4b,4c = 1- Sffa,4b,4-c k€ {0,1,2}. (0'8)
S(f4u,4b,4c - xr)

Para entender el comportamiento dinamico del modelo neuronal de HR descrito en la Ecuacion
(0.1), es relevante poner en claro la naturaleza del punto de equilibrio E, como una funcién de los
parametros s e I, a través de los eigenvalores del Jacobiano J(X) € R**® del sistema (0.1):

JX)=| -10¢ -1 0] (0.9)

6x —3%¥% 1 —1]
rs 0 -r

El punto de equilibrio es estable al menos localmente si la parte real de todos los eigenvalores de
la Ecuacion (0.9) son negativos. La ecuacion caracteristica asociada es:

B+BE-20)+r+ 12+ [B3x%r+1)+2¥Q2-3r) +r(s + D]A+r(Bx*+4x +5) =0. (0.10)

Considere en el plano (s,I) un punto Q(s,I), y sus correspondientes puntos de equilibrio E (%, ¥, z),
a continuacion, se muestra su estabilidad local.
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En la region dada por la Ecuacion (0.4), el comportamiento se vuelve un caso especial con la
aparicion de puntos de equilibrio no hiperbdlicos tipo nodo silla y la teoria de la variedad central’®,
admite dos puntos de equilibrio para s < 4/3 y un punto de equilibrio para s = 4/3. Por ejemplo, el
punto Ql(l, 12—(1)) con sus correspondientes puntos de equilibrio E;,(—4/3,—71/9,0.2847) de tipo
nodo foco estable y E;;,(—1/3,4/9,1.2847) de tipo nodo silla, ya que sus eigenvalores son (1; =
—43/3,1, = —0.005 + 0.0083i,4; = —0.005—0.0083i) 'y (4 =-3.6101,1, = 0.2758,1; = 0),
respectivamente. Por lo tanto, E;, es estable y E,;, es inestable, donde todas las trayectorias
convergen al punto de equilibrio estable como se muestra en la Figura 0.2(a). Mientras que en el
punto Q,(4/3,1,+(4/3)), con su respectivo punto de equilibrio E,(—2/3,-11/9,1.2685) es de tipo
nodo silla, dado que sus eigenvalores son (4, = —6.5371,4, = 0.2028,1; = 0), por lo tanto es
inestable como se presenta en la Figura 0.2(b), donde la trayectoria forma un atractor y se
mantiene alejado del punto E,.

En la region A donde existe un punto de equilibrio para el sistema (0.1), por ejemplo, el punto
Q5(4,3.5), y su correspondiente punto de equilibrio E5(—0.6285,—0.9783,3.9583), dicho punto E; es
de tipo silla, ya que sus eigenvalores son (1; = —6.1705,1, = 0.2118,1; = 0.002). El espacio de
fases mostrado en la Figura 0.2(c), la trayectoria se vuelve un ciclo limite estable de periodo 1, sin
que este se acerque a E;.

(a) (b)
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Figura 0.2 Espacio de fases del sistema (0.1) para diferentes Q(s,) con r = 0.001. (a) 2 puntos de
equilibrio con Q(1,0.47). (b) 1 punto de equilibrio con Q(4/3,0.861). (c) 1 punto de equilibrio con
Q(4,3.5). (d) 3 puntos de equilibrio con Q(1.2,0.73). Los puntos de equilibrio estan marcados en
rojo.

Por ultimo, consideremos el caso de los tres puntos de equilibrio, mostrados en la region B de la
Figura 0.1. Con el punto Q,(1.2,0.73), los puntos de equilibrio son E,,(—0.3186,0.4926,1.5594),
E,,(—1.0468,-4.4785,0.6855) y E,.(—0.6347,—1.014,1.18), los cuales son de tipo silla, para los
eigenvalores obtenidos de la Ecuacion caracteristica (0.10) para cada punto de equilibrio E,,, E,p, y
E,. son (A, =—3.4933,1, = 0.2761,1; = 0.0002), (A, = —10.6521,1, = 0.0830,A, = 0.0003) y
(4 = —6.2298,1, = 0.2125,1; = —0.0001), respectivamente. De acuerdo a la Figura 0.2(d), la
trayectoria se aleja de los puntos de equilibrio E,, y E,,, mientras que en el punto de equilibrio E,.
la trayectoria se acerca y se aleja repetidamente, esto se debe a que tienen una variedad estable
de dimension 2, la cual la atrae y la variedad inestable de dimension 1 la repele.

DIAGRAMA DE BIFURCACION
Estableciendo el parametro I con la condicién inicial x, = (—0.2984,0.0001,2.5915) y variando el
parametro r en el intervalo de (0,0.05]. El diagrama de bifurcacion muestra cémo los

2608

79




AVANCES DE LA CIENCIA EN MEXICO CENTRO DE INVESTIGACIONES EN OPTICA

comportamientos dinamicos del modelo (0.1) varian con el valor creciente de r, como se muestra
en la Figura 0.3. El diagrama de bifurcacién se obtuvo calculando las intersecciones de las
trayectorias de la solucién del sistema (0.1) con un plano, es decir, un mapa de Poincare "’ y
ademas los eventos de cruce satisfacen que x > 0.

@ O

. : 1 395 . . . . .
2 00> U0l 005 002 005 003 003 004 006 008 0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 0.05
T

,
Figura 0.3 Diagramas de bifurcacion del modelo neurona de HR (0.1) en funcién del parametro r,
empleando el plano de Poincaré definido en x + z = 3. (a) Con I = 3. (b) Con [ = 3.5.

La Figura 0.3(a) muestra la transicion desde simple bursting a complejas oscilaciones bursting a
través de caos intermitente’® como decrece r, para r > 0.016 y 0 < r < 0.0045, el modelo neuronal
exhibe spiking periédicos continuos. EI comportamiento cadtico se encuentra en las regiones
r = 0.00475, 0.00575 < r < 0.0065, 0.00775 < r < 0.0095 y 0.01275 < r < 0.016. Mientras que la
Figura 0.3(b) muestra spiking de periodo 1 en las regiones 0 < r < 0.0065 y 0.027 < r < 0.005, y
de periodo 2 en la region 0.0065 < r < 0.027.

ESPECTRO DE LOS EXPONENTES DE LYAPUNOV

Los exponentes caracteristicos de Lyapunov son utilizados como una herramienta de deteccién de
caos, los cuales miden la tasa promedio de divergencia o convergencia exponencial de trayectorias
muy préximas en el espacio de fase .

En sistemas tridimensionales, son posibles diferentes combinaciones de signos” para los
exponentes de Lyapunov:

1. {=,— -}, es un punto fijo estable de dimensién 0.

2.{0,—,-}, es un ciclo limite de dimension 1.

3.{0,0,-}, es un atractor toroidal de dimension 2.

4.{+,0,-}, es un atractor extrafio de dimension fraccionaria (2 < D < 3)21.

35F T ‘ ‘ ‘ . —

3.25

~ 5
2,75+

251

225} : . : :
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 0.05

r
Figura 0.4 Maximo exponente de Lyapunov &; del modelo neuronal de HR (0.1) en funcion de los
parametros [ y r.

En caso de que exista mas de un exponente positivo se obtiene el comportamiento conocido como
hipercaos®.

Se implement6 el método numérico de Wolf® para el calculo de los exponentes caracteristicos de
Lyapunov, de los cuales es de interés encontrar la terna que contenga uno positivo, uno negativo y
uno cero, ya que es caracteristico de una dinamica cadtica.
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En la Figura 0.4 se ilustra el maximo exponente de Lyapunov (¢;) en el espacio de parametros (I vs
r), en color rojo para valores positivos, amarillo para valores muy cercanos al cero y en azul
valores negativos, el segundo y tercer exponente de Lyapunov, aparecen valores muy cercanos al
cero y este Ultimo son todos negativos en el rango del espacio de parametros mostrado
(exponentes no mostrados), sin embargo, el exponente que realmente importa es el maximo®.,

CONCLUSIONES

Se encontré que el nimero de puntos de equilibrio dependen de los parametros s e I, a pesar que
el plano (Figura 0.1) obtenido no es tan complejo para predecir todos los puntos de equilibrio, se
hallé la existencia de inestabilidad en los puntos de equilibrio y mas aun de tipo no hiperbdlicos.
Esto ocasiona el tipo de comportamiento en la dinamica del potencial de acciéon del modelo
neuronal de HR, donde el parametro r establece el tipo de estabilidad al menos localmente.

El modelo neuronal de HR es capaz de mostrar los diferentes comportamientos que son tipicos en
una neurona de manera bioldgica, dicho modelo exhibe desde el estado de reposo (un punto de
equilibrio estable) pasando por bursting periddicos hasta comportamiento cadtico. Los diagramas
de bifurcacion son Utiles ya que se reducen 1 dimension, haciéndolos mas faciles de interpretar,
ademas de mostrar para ciertos parametros (I,r,s) comportamiento periédico o cadtico. También
mediante los exponentes de Lyapunov se corrobor6 el tipo de dinamica, encontrandose que para
los valores de s = 4, r = 0.1325 e [ = 3 corresponden a una dinamica cadtica. Es de interés este
tipo de dinamica ya que de manera natural se ha visto que la dinamica de los potenciales de accion
es cadtico®, donde al entender la estabilidad del modelo neuronal de HR nos abre las puertas para
la comprension de la comunicacion neuronal en los seres vivos y como resultado la sincronizacion
que existe.
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RESUMEN

o=

Las neuronas muestran una variedad de comportamientos, desde estados inactivos hasta cadticos y es asi que un modelo neuronal debe ser capaz de
desarrollar tres tipos fundamentales de actividad eléctrica presente en dichas células tales como: el reposo o inactividad, picos o “spiking” y el “bursting” o
rafaga de picos. El modelo de Hindmarsh-Rose es capaz de reproducir todos estos comportamientos dinamicos al cambiar algunos pardmetros. El objetivo
es caracterizar los pardmetros que estén dentro del régimen cadtico, ya que existen estudios detallados de los electroencefalogramas (EEGs) de los
humanos, los cuales revelan la existencia de dindmica cadtica presentando atractores extrafios, por ejemplo, durante un ataque epiléptico se presenta

comportamiento periddico regular ritmico mientras que lo normal es el caos.

INTRODUCCION

ESTABILIDAD Y ANALISIS DE BIFURCACION

Para comprender los principios del procesamiento y transmisién de la
informacion en el cerebro, ademas de numerosos métodos experimentales,
el modelado matematico a nivel de las neuronas también es un enfoque
adecuado para abordar cuestiones fundamentales como la codificacion
neuronal o la transmisién de sefiales. Se pueden implementar modelos
matematicos tipicos de la actividad eléctrica de la neurona, por ejemplo, el
modelo neuronal de Hindmarsh-Rose (HR) entre otros.

y—x*+3x2+1-z
1-5x%—y
r(s(x —x.) —2)

LA DINAMICA DEL MODELO NEUROLA DE HR
Para ciertos valores de los parametros I y r, varios comportamientos
dindmicos del potencial de membrana x(t) se pueden observar como

muestra la Figura 1.
_/ ML

Xx= (1)

a)

]

)

W %o W X0 w0 ™ W w0 W %o W %
i i
Figura 1. Comportamientos dinamicos de una sola neurona HR: (a) Estado de reposo con
I'=0yr=0.01325. (b) Tonic spiking con I = 3 y r = 0.045. (c) Bursting regular con I =3y r =
0.011. (d) Bursting cadtico con I =3y r = 0.01325.
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Figura 2. Diagrama que muestra el nimero de puntos de equilibrio en el plano (s, /). En la
region A, el modelo neuronal de HR (1) tiene un punto de equilibrio, mientras que en la

Es posible encontrar que el nimero de puntos de equilibrio depende del
signo que toma A. Tenemos que si A > 0, existe una solucién del punto de
equilibrio; para A = 0, existen dos puntos de equilibrio si p,q # 0 y un punto
de equilibrio si p=¢ =0; por ultimo, para A<0, tres soluciones para el
punto de equilibrio son posibles.
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Figura 3. Espacio de fases del sistema (1) para diferentes Q(s,I) con r = 0.001. (a) 2 puntos
de equilibrio con (1,0.47). (b) 1 punto de equilibrio con Q(4/3,0.861). (c) 1 punto de
equilibrio con Q(4,3.5). (d) 3 puntos de equilibrio con Q(1.2,0.73). Los puntos de equilibrio
estan marcados en rojo.
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Figura 4. Diagramas de bifurcacion del modelo neurona de HR (1) en funcién del pardmetro
r, empleando el plano de Poincaré definido en x +z = 3. (a) Con I = 3. (b) Con I = 3.5.

ESPECTRO DE LOS EXPONENTES DE LYAPUNOV

regioén B, encontramos tres puntos de equilibrio. Las soluciones de la (3)
corresponden al caso donde existen dos puntos de equilibrio si s < 4/3 y x, = —(1+V5)/2.

| CONCLUSIONES

Se encontrd que el nimero de puntos de equilibrio dependen de los
pardmetros s e I, con la existencia de inestabilidad en los puntos de
equilibrio y mds aun de tipo no hiperbdlicos. Esto ocasiona el tipo de
comportamiento en la dindmica del potencial de accién del modelo
neuronal de HR, donde el parametro r establece el tipo de estabilidad al
menos localmente.

El modelo neuronal de HR es capaz de mostrar los diferentes
comportamientos que son tipicos en una neurona de manera bioldgica,
dicho modelo exhibe desde el estado de reposo (un punto de equilibrio
estable) pasando por bursting periddicos hasta comportamiento caético.
Es de interés este tipo de dinamica ya que de manera natural se ha visto
que la dinamica de los potenciales de accion es cadético.
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Abstract

The Hindmarsh-Rose (HR) dynamical system is a well-known model of neuronal
activity. This work addresses chaotic dynamic synchronization of two HR neurons via
coupling based on the thresholds. The coupling is unidirectional and it is carried out
by an underdamped signal, which activates every time that the master system crosses
the threshold represented by means of a Poincaré plane. A novel master-slave system
is presented, and the synchronization between the systems is detected via the auxiliary
system approach. Numerical explorations verify such synchronization where the parame-
ters of two HR neurons might differ. The result gives away a fundamental question on
the valid interpretation of unidirectional links, their potential use, and if such chaotic
synchronization is an active principle of biological neurons.
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Abstract

The Hindmarsh-Rose (HR) dynamical system is a
well-known model of neuronal activity. This work ad-
dresses chaotic dynamic synchronization of two HR
neurons via coupling based on the thresholds. The
coupling is unidirectional and it is carried out by an
underdamped signal, which activates every time that
the master system crosses the threshold represented by
means of a Poincaré plane. A novel master-slave sys-
tem is presented, and the synchronization between the
systems is detected via the auxiliary system approach.
Numerical explorations verify such synchronization
where the parameters of two HR neurons might differ.
The result gives away a fundamental question on the
valid interpretation of unidirectional links, their poten-
tial use, and if such chaotic synchronization is an active
principle of biological neurons.

Key words

Chaos synchronization, Hindmarsh-Rose neuron,
Poincaré plane, unidirectional coupling, nonlinear dy-
namics.

1 Introduction

In neuroscience, experimental evidence indicates that
neuronal synchronization plays an important role in
processing biological information in the brain [Purves
et. al., 2004], e.g. during the processing of olfactory
information in the olfactory bulb [Desmaisons, Vin-
cent and Lledo, 1999]. Furthermore, chaos has been
found from neuronal network dynamics to macroscop-
ical electroencephalography (EEG) both in theory and
experimentally [Hrg, 2013; Nguyen and Hong, 2013;

Makarenko and Llinds, 2013]. It is typically real-
ized that synchronization of neuronal activities featured
by chaotic synchronization is important for memory,
learning, motion control and diseases such as epilepsy
[Babloyantz and Destexhe, 1986]. Moreover, it plays
an important role in the realization of associative mem-
ory, image segmentation and binding [Tsuda, 2001]. In
order to ease the neural synchronization study, typical
dynamical models of the electrical activity can be im-
plemented, e.g. the Hindmarsh-Rose neuronal model.

The rich and interesting nonlinear dynamical be-
haviour of the Hindmarsh-Rose (HR) is one of the most
popular and studied low-dimensional neuronal model
in neurological sciences [Dtchetgnia Djeundam et. al.,
2013]. In this model, the action potential of a single
neuron fires due to a sufficient stimulus (named thresh-
old), induces several behaviour modes reflecting the
daintiness activity of a genuine neuron: a succession
of a rest state, firing action potential, and deactivation
period. Also the system exhibits chaos for an appropri-
ate choice of its intrinsic parameters [Storace, Daniele
and Lange, 2008]. In nature, the action potential of a
neuron is propagated as a wave of depolarization, fol-
lowed closely by a corresponding wave of repolariza-
tion. When the membrane has just completed this cy-
cle, it is in the refractory state for some milliseconds
[Purves et. al., 2004]. This delay prevents the action
potential from spreading “backward” toward the body
cell (i.e., antidromic impulse conduction), and ensures
that under normal conditions the impulse conduction
is unidirectional [Brodal, 2016]. Therefore, the HR
model can be used in the simulation of the brain activity
to investigate the chaotic synchronization. The idea of
synchronization of two chaotic systems with common
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driving signals and different regular coupling schemes,
was described by [Pecora et. al., 1997]. The method
is based on linking a trajectory of the master system to
the same values of the slave one.

This work proposes a mechanism on how to couple
two HR neurons and synchronize its electrical activity;
to carry out this, the detection of a threshold of the elec-
trical activity of a master neuron in regimen chaotic via
Poicaré plane was implemented as previously defined
by [Ontaiién-Garcia et. al., 2013]. The idea is to gen-
erate a driving signal which is activated in discrete time
events caused by the crossing of a specific threshold by
some master neuron with a previously defined Poincaré
plane.

The rest of this article is organized as follows: In
the Section 2, the Hindmarsh-Rose neuronal model is
briefly introduced. Section 3, the dynamical behaviour
of a single Hindmarsh-Rose neuron and its bifurcation
diagram are presented. In Section 4, it is proposed the
tresholds coupling based on Poincaré plane. Section
5, contains chaotic synchonization of two HR neurons
threshold coupled and numerical results about master-
slave interconnection. Finally, conclusions are made in
Section 6.

2 The Hindsmarsh-Rose neuronal model

In nonlinear dynamics and neuroscience, the
Hindsmarsh-Rose neuronal model is a simplified
version of the physiologically realistic model pro-
posed by Hodgkin and Huxley [Hodgkin and Huxley,
1952] and a modification of the FitzHugh-Nagumo
[FitzHugh, 1961] equations. It was originally proposed
to model the firing synchronization of two snail
neurons [Coombes and Bressloff, 2005]. The HR
neuronal model is given by

) y—a®+br?+1—2
X = 1—da?—y , o)
r(s(z —x,) — 2)

where X = [z,y,2]" € R is the vector of the state
variables. The relevant state variable x(t) is known
as the membrane potential, y(t) (spiking variable) is
the recovery variable associated with the fast current of
Na™ or K* ions, z(t) (bursting variable) is the adap-
tation current associated with the slow current of, for
instance, Ca®" ions. I € Ry or I(t) is the external
current injected into the neuron, while b € R* repre-
sents the qualitative behaviour of the model. r € R*
is a small parameter (0 < r < 1) that governs the
bursting behaviour, z,, € R is the z-coordinate of the
point of stable equilibrium in the event that an external
current is not applied and d € R*. s € R* governs
adaptation: smaller values of s ~ 1 result in fast spik-
ing behaviour [Hindmarsh and Rose, 1984].

3 The dynamics of a single HR neuron

For certain values of the parameters r and I, various
dynamic behaviours of the membrane potential z(t)
can be observed as shown in Figure 1, where the variety
of dynamical behaviours, one may find some types:

1. Resting state: the stimulus to the neuron is below
a certain threshold and the response reaches a sta-
tionary regime as shown in Figure 1(a).

2. Tonic spiking: the response is made up a regular
series of equally spaced spikes as shown in Fig-
ure 1(b).

3. Regular bursting: the response is made up of
groups of two or more spikes (called burst) sep-
arated by periods of inactivity as shown in Fig-
ure 1(c).

4. Chaotic bursting: the response is made up of an
aperiodic series of burst as shown in Figure 1(d).

3.1 The bifurcation diagram

In order to identify the chaotic regions of the HR neu-
ron, was plotted the bifurcation diagram as a function
of r with different bursting periods. So it is define a
Poincaré map as follows:

Definition 3.1. [Perko, 2013; Starke et. al., 2010]
Consider the flow ¢(t) as the solution of the system
given by equation (1). A local cross section, the
Poincaré section, ¥ € R? is taken such that the Sflow
@(t) is everywhere transverse to it. Like a section
through the unique point X* = (z*,y*,2*)7 =
((max(e(t)  +  min(a(t)))/2, (max(y(1))
min(y(t)))/2, (max(=(t)) + min(=(0)))/2)T i
the middle of attractor </x of the system (1) to
guarantee o/x N'Y # (), is chosen:

s+

Y={XeR)}N-(X-X*)=0}, (2

where N = [ny,n9,n3]" € R3 is the nonzero normal
vector. Let py be the point on . where ¢(t) intersects
with ¥, then the Poincaré map P : ¥ — Y. Thus
starting at point py on ¥, the Poincaré map will define
the next intersection py of the flow ¢(t) with X. This is
called the first return map. Starting from point po, the
second intersection of the flow with 3 gives the point
ps and so on. The complete map is thus defined as

P:ipi = pit1,i=1,...,00. (3)

Hence, the % crosses the attractor <, generating the
points {p1,p2,p3,...} € X at each crossing event
and therefore specify the following time series Ax, =
{t1,t2,t3,--} € Ry corresponding to each crossing
time event.

In this study, the values b = 3,d = 5,1 =3, s =4
and z, = —8/5 are used. The bifurcation diagram
shown in Figure 2, will be obtained by calculating the
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Figure 1: Dynamic behaviours of a single Hindsmarsh-
Rose neuron: (a) Resting state with » = 0.01325 and
I = 0. (b) Tonic spiking with = 0.045 and I = 3.
(c) Regular bursting with » = 0.011 and I = 3. (d)
Chaotic bursting with = 0.01325 and I = 3.

intersections of the trajectories of the system (1) with a
plane ¥ = {(z,y,2) € R3|z +y — 3 = 0} satisfying
Definition 3.1. The Figure 2 shows the transition from
simple bursting to complex bursting oscillation via in-
termittent chaos as r decreased, according by [Fan and
Holden, 1993] for » > 0.016 and 0 < r < 0.0045,

26 -
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005

r

Figure 2: The bifurcation diagram of a single HR neu-
ron model with I = 3.

the HR neuronal model exhibits continuous periodic
spiking, marked with red numbers some of the periodic
states of the system, e.g. when r = 0.001 the burst-
ing have period 18. The chaotic behaviour is found
in the regions r = 0.00475, 0.00575 < r < 0.0065,
0.00775 < r < 0.0095 and 0.01275 < r < 0.016.

4 Thresholds coupling of two HR neurons

The threshold associated to the master system, given
by the HR neuron (4), will be defined as a Poincaré
section in the phase space of the master and slave HR
neurons with unidirectional coupling, where neurons
interact only when an orbit of the master HR neuron
crosses this section. So, consider the following master-
slave systems representation of the HR neuron (1):
Master neuron:

Ym — 3 + 322, + 1 — 2y
1-522, -y
T (4(zm + %) — zm)

Slave neuron:

X5 = G(Xm7Xs) = F(Xs)+kH(meXs)7 (5)

where the state vectors are represented by X,, =
[xmyymyZm]T € R? and Xs = [$S7ysvzs]T € R?
with corresponding functions F'(X,,) : R* — R? for
the master system and G(X,,, X) : R® x R® —
R3 for the slave system, k is the coupling strength
and the coupling based on thresholds correspond to
H(Xm, Xs): R® x R® — R3. Which is given by:

H(XmaXs):S(meXs) (6)

Where S is a scalar function which is defined in a given
interval and is determined as follows:

=t cos(t —£) i .
S(t,ti):{e cos(t —ti) SifEE [h ti) o)

0 , otherwise
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where t; € Ay, from Definition 3.1, 7 € Rt repre-
sents an underdamping factor which modulate the mag-
nitude of the signal and its frequency. Note that for a
value of ¢ = ¢;, the coupling starts.

Thus, having this in consideration it is define finally
the thresholds coupling:

Definition 4.1. Let X be a point in the phase space
of the master system (4) and Ax, = {t1,t2,...} be
a time series comprised of the events generated each
time that the trajectory of the master system with initial
condition X crosses the plane ¥ according the Defi-
nition 3.1. If the coupling H(X ,,,, X 5) from equation
(6) depends on the time series Ax, then the coupling
is called a threshold coupling.

5 Chaotic synchonization of two HR neurons
threshold coupled
In this section, synchronization of two threshold cou-
pled chaotic HR neurons with different parameters that
governs the bursting bahaviour is presented, the syn-
chronization is defines as follows:

Definition 5.1. [Zhang, Liu and Ma, 2007] It is said
that the systems (4) and (5) are generalized syn-
chronous (GS) with respect to the vector map ® :
R? — R3, if there exist a function H(X ,,, X 5) from
equation (6) such that the solutions X ,,(t) and X 4(t)
of systems (4) and (5), respectively, satisfy the follow-
ing property:

Jim [ X, () - (X, ()] =0, @®

where the map ® is an arbitrary continuously differen-
tiable function. Note that if ® is the identity function,
then the systems (4) and (5) are completely synchro-
nized.

With the purpose of analysis and detection of GS be-
tween the master and the slave HR neurons, the aux-
iliary system approach was defined by [Abarbanel,
Rulkov and Sushchik, 1996]. Here it is considered an
auxiliary system identical to the slave system (5), and
coupled in the same way to the system (4), but with
different set of initial conditions X 5(0) # X 4uz(0).
For practical purposes is defined as the synchroniza-
tion error between system (5) and the auxiliary system,
as follows:

- Xa,u,.'p (t)- (9>

where {(t) = [fzvfyvfz]T :R* — R, so §o = s —
Lauzxs fy =Ys — Yaux and gz = Zs — Zauz-

The synchronization can be easily detected by this
method, if the coupled systems present only one basin
of attraction (see [Ontaiién-Garcia et. al., 2013]) and
satisfy the asymptotic condition (8) from Definition
5.1.

“0 50 100 150 200 250

Figure 3: Time evolution of the master neuron (4) and
slave neuron (5), with solid line and green dashed line,
respectively.

If there exists only one basin of attraction and GS is
ensured, limy;_, [|£(¢)|| = O is satisfied for any initial
state X ¢(0) and X 4,,,(0).

5.1 Numerical simulations

In this section, numerical simulations are performed
to synthesize the proposed strategy. The same set
of model parameters as provided in Section 3.1, but
different values of the parameter r, i.e., for the master
HR neuron 7,, = 0.01325 and the slave HR neuron
rs = 0.008 (both in chaotic regimen). The selected
initial conditions of the master, slave and auxiliary neu-
rons are set as X, (0) = [—0.2984, 0.0001, 2.5915]7,
X;(0) = [-1.4084,—8.992,2.4947]7  and
Xz (0) = [-1.4913,-10.108,2.6267]%, re-
spectively, are used throughout the section.

In order to meet the requirements of plane ¥ from
the Definition 3.1, the parameters take following val-
ues X* = [0.2406,—3.6525,2.9169]7 with N =
[1,0,0]T, and so the condition &/x N'Y # 0 is full-
filled. This location has been chosen in order to de-
tect the membrane potential (threshold) of the master
HR neuron (4). Figure 3 depicts the z,, and z; states
of the coupled master and slave HR neurons, repre-
sented as continuous blue line and dashed green line,
respectively, the black dashed-dot line marks the plane
>, and each crossing event is marked with red aster-
isks. When the coupling signal from equation (7) is
zero because no exist crosses with a Poicaré plane (i.e.,
o/x N'Y = (), the slave HR neuron oscillates chaot-
ically independently. Each crossing event is marked
with a red asterisk. So the time series Ax, contains
each crossing event that satisfies &,, > 0. Figure 4
depicts the signal of equation (5) along with the cross-
ing events. The coupling strength and external applied
current are k = 5 and I = 3, respectively.

The results of the computer simulations at 7 = 0.9 and
k = 5 are presented in Figure 5. Figure 5(a) and Fig-
ure 5(b) show the projections of the attractor from its
phase space onto the planes (z, ys) and (25, Tayz), re-
spectively. One can see from plot shown in Figure 5(b)
that the manifold Xy = X .y, the slave HR neu-
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Figure 4: Coupling thresholds function (7) in solid line
for 7 = 0.9 and k = 5. Marked with red asterisk the
events ¢; of each intersection of the master system with
the plane ¥ according the Definition 4.1.

ron and the auxiliary system are completely synchro-
nized, and therefore the manifold of synchronized mo-
tions specified by X, = ®(X,,), using the auxiliary
system approach, the master and the slave HR neurons
with chaotic regimen are generalized synchronous sat-
isfy Definition 5.1. Also, corroborated with the syn-
chronization error given by equation (9), between the
slave neuron (5) and system auxiliary, which converge
asymptotically to zero shown in Figure 5(c).

The (Ys, Yauz) and (zs, Zauz ) projections of the attrac-
tor look identical to the one in Figure 5(b) and were not
included in the article in order to avoid redundancy.

6 Conclusion

This article investigates the synchronization states of
two HR neurons coupled by thresholds. The synchro-
nization behaviour of the Hindmarsh-Rose neurons is
investigated and is an important topic to consider be-
cause due to this phenomenon, the neural processing is
carried out in real biological systems. When HR neu-
rons are synchronized in the generalized sense. The
motion in the combined phase space of the master HR
neuron and the slave HR neuron collapses in a stable
way onto a manifold dictated by the synchronization
relationship X ,(t) = ®(X,,(t)), and when the orbits
reach this synchronization manifold they remain there.
Also, the synchronization between slave and auxiliary
system HR neurons is complete. The validity of this
approach is verified numerically.
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