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Resumen

En este trabajo de tesis se investiga el surgimiento de un comportamiento colectivo sin-
cronizado en modelos de sistemas complejos. Usualmente, los sistemas complejos son mo-
delados como un conjunto de sistemas dinámicos interconectados con estructuras topológi-
camente complicadas, donde es posible considerar que existen diferentes formas de cone-
xión, nodos de diferente naturaleza e interacciones entre distintos grupos de nodos. Este tipo
de caracterı́sticas se pueden observar comúnmente en sistemas biológicos, en los cuales el
fenómeno de sincronización es de suma importancia, ya que la presencia o ausencia de sin-
cronı́a se puede relacionar a una función especı́fica del sistema o incluso a una disfunción del
mismo. Inspirados en esta realidad biológica, nos enfocamos en el problema de sincroniza-
ción en redes cuyos nodos son sistemas dinámicos y los enlaces representan la interconexión
entre estos sistemas dinámicos, por lo que proponemos tres diferentes casos de estudio.

En el primer caso nos enfocamos en un modelo de red formado por osciladores idénti-
cos acoplados de manera lineal, simétrica, bidireccional y difusiva. Para este modelo pre-
sentamos un procedimiento para el diseño de controladores locales que imponen un mapeo
estático e independiente del tiempo, como la relación deseada entre los nodos de la red, esto
impone el surgimiento de la sincronización generalizada en redes. En el segundo caso de es-
tudio proponemos un modelo de red que considera nodos de distinta naturaleza y diferentes
tipos de conexión, donde además se supone que existe una tendencia de los nodos a organi-
zarse en grupos o comunidades, modelando el sistema complejo como una red de redes. Para
este modelo determinamos que condiciones sencillas como difusividad y simetrı́a entre gru-
pos garantizan el surgimiento de la sincronización por clúster, es decir, nodos que pertenecen
al mismo grupo o comunidad están sincronizados, mientras que nodos de diferentes grupos
no. En el tercer caso de estudio consideramos una red de osciladores idénticos donde existen
enlaces de distinta naturaleza, modelando este tipo de sistemas como una hiperred dinámi-
ca. En este caso identificamos condiciones para la estabilidad del estado sincronizado en la
hiperred dinámica aún cuando algunos enlaces son no lineales. Finalmente, los resultados
teóricos obtenidos en cada caso de estudio se ilustran por medio de simulaciones numéricas.
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Abstract

In this thesis the emergence of a synchronized collective behavior in models of complex
systems is investigated. Usually, complex systems are modeled as a set of interconnected dy-
namical systems with topologically complicated structures, where it is possible that there are
different forms of connection, nodes of different nature and interactions between different
groups of nodes. This type of characteristics can be observed in biological systems, in which
the phenomenon of synchronization is important, since the presence or absence of synchro-
nization can be related to a specific function of the system or even a system dysfunction.
Inspired by this biological reality, we focus on the problem of synchronization in networks
which nodes are dynamical systems and edges represent the interconnection between these
dynamical system, so three different case studies are proposed.

In the first case we focus on a network model formed by identical oscillators coupled
linearly, symmetrically and diffusively. For this model we present a procedure for the de-
sign of local controllers that impose a static and time independent mapping, as the desired
relationship between the nodes of the network, this imposes the emergence of generalized
synchronization in networks. In the second case study we propose a network model that
considers nodes of different nature and different types of connection, where it is also assu-
med that there is a tendency for nodes to organize themselves into groups or communities,
modeling the complex system as a network of networks . For this model we determine that
simple conditions such as diffusivity and symmetry between groups guarantee the emergen-
ce of cluster synchronization, that is, nodes belonging to the same group or community are
synchronized, while nodes of different groups do not. In the third case of study we consider
a network of identical oscillators where there are edges of different nature, modeling this
type of systems as a dynamic hyper-network. In this case we identify conditions for the sta-
bility of the synchronized state in the dynamic hyper-network even when some edges are
non-linear. Finally, the theoretical results obtained in each case of study are illustrated by
means of numerical simulations.
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osciladores caóticos idénticos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4. Sincronización por clúster para una red de redes 71
4.1. De red dinámica a redes de redes dinámicas . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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4.3. Análisis de sincronización por clúster . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.3.1. Ejemplo: Sincronización por clúster para una red de redes formada
por osciladores caóticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5. Sincronización en hiperredes 97
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2.3. Representación esquemática de una red con dos redes y su respectiva matriz

de adyacencia (N = 5, M = 2, N1 = 3, N2 = 2). . . . . . . . . . . . . . . . 20
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2.9. Representación esquemática de un hipergrafo formado por cinco nodos con
tres hiperenlaces y sus respectivas matrices de adyacencia. . . . . . . . . . 26
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2.13. Simulación numérica para una red (2.2.27) formada por cinco nodos con

fuerza de acoplamiento g = 0.02. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

XI
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4.6. Simulación numérica de una unidad compacta con osciladores Lu . . . . . 90
4.7. Evolución en el tiempo de los errores de sincronización en la primer comu-

nidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

XII
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CAPÍTULO 1
Introducción

1.1. Sistemas complejos como redes

En la naturaleza abundan ejemplos de sistemas complejos, que van desde reacciones

quı́micas hasta procesos sociales y culturales. Por sistema entendemos al conjunto de partes

o elementos que interactúan entre sı́ para alcanzar un objetivo; es en sı́ la interacción entre

diferentes elementos la que lo convierte en un ente individual, es decir, lo que los vuelve

un sistema. De modo que, sin una coordinación adecuada entre los elementos es imposible

que un conjunto de partes puedan realizar un objetivo común que le de sentido como sis-

tema. En otras palabras, un conjunto de elementos no constituye un sistema sin tener estos

dos requisitos: una estructura de conexión y un objetivo común, por otra parte el adjetivo

“complejo” lo adquiere un sistema cuando está formado por un gran número de partes o por

que las interacciones entre ellas son intrincadas, o difı́ciles de describir llanamente. Por lo

tanto, un sistema complejo está formado por varios elementos que se relacionan en formas

intrincadas, surgiendo de ello un comportamiento en común [1].

El análisis de los sistemas complejos puede ser abordado desde diferentes perspectivas

y con varias herramientas, en este sentido la Teorı́a de Control y Sistemas Dinámicos pue-

den ser utilizadas exitosamente para analizar sus comportamientos. Una forma de describir

los sistemas complejos es modelándolos como redes, en las cuales los nodos son sistemas

dinámicos y sus interacciones se representan por medio de grafos [2, 3, 4, 5]. Naturalmente,

en esta descripción de red muchos detalles del sistema complejo pueden omitirse. Sin em-

1



CAPÍTULO 1

bargo, aún en esta simplificación podemos capturar caracterı́sticas esenciales de interés para

el análisis del sistema complejo. Al modelar un sistema como una red compleja, diferentes

fuentes de complejidad del sistema pueden ser incluidas en el modelo, tales como [6]:

1. Complejidad estructural: Si consideramos que la estructura de conexión entre los ele-

mentos es enmarañada, complicada o difı́cil de visualizar, se está tomando en cuenta

la complejidad estructural del sistema. Por ejemplo, las redes sociales y neuronales

presentan efectos estructurales como mundo pequeño [7], escala libre [8] y alta modu-

laridad [9], incluyendo en el modelo esta fuente de complejidad.

2. Evolución estructural: Si consideramos que la estructura de conexión cambia a lo

largo del tiempo, esto es, que el número nodos, de conexiones o quién se conecta con

quién, cambian de acuerdo con reglas preestablecidas. Entonces, en el modelo estamos

considerando esta fuente de complejidad. Por ejemplo, World-Wide-Web puede ser

modelado como una red con evolución estructural, ya que las páginas y los enlaces

son creados y eliminados cada minuto [8].

3. Diversidad en las conexiones: Si consideramos que las relaciones entre los elementos

pueden presentar caracterı́sticas heterogéneas. En el contexto de redes, esto se ve re-

flejado en las caracterı́sticas de los enlaces del grafo, donde se considera que pueden

tener dirección [10], un peso asociado [11], existir sólo entre elementos de diferentes

conjuntos [12], o distintos tipos de conexiones [13]. Por ejemplo, la sinapsis en las

neuronas del sistema nervioso pueden ser señales quı́micas o eléctricas, al asociarle

alguna caracterı́stica numérica o de otro tipo a los enlaces, se está considerando la

diversidad de conexiones como una fuente de complejidad.

4. Complejidad dinámica: Si consideramos que los elementos tienen una dinámica pro-

pia, es decir, cada nodo está descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales que

describen los cambios de sus estados internos. Al incluir esto en el modelo se está to-

mando en cuenta esta fuente de complejidad. Por ejemplo, un arreglo de neuronas

puede ser modelado como una red, donde cada nodo es un sistema dinámico que re-

presenta la actividad eléctrica de las neuronas, como el modelo de Hodgkin–Huxley

[14] para tiempo continuo o el modelo de Rulkov [15] para tiempo discreto.

2
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5. Diversidad de nodos: Si consideramos que los elementos del sistema son de distinta

naturaleza, es decir, son modelados por sistemas dinámicos diferentes, se toma en

cuenta la diversidad de nodos como una fuente de complejidad. Por ejemplo, en una

red neuronal algunos nodos pueden estar descritos por un sistema de cinco ecuaciones

diferenciales, como el modelo de Hodgkin-Huxley [14], mientras que otros por un

sistema de tres ecuaciones diferenciales, como el modelo de Hindmarsh-Rose [16].

Usualmente, al modelar una red del mundo real podemos considerar más de una fuente de

complejidad. Entonces, siempre que consideremos en el modelo más de una complejidad

estamos hablando de una meta-complejidad [6]. Es importante destacar que en este trabajo

de tesis, se consideran varias fuentes de complejidad al modelar un sistema complejo como

una red, tales como: diversidad de conexiones, complejidad dinámica y diversidad de nodos,

de las cuales se hablará más adelante.

1.1.1. Redes complejas

Enfocándose exclusivamente en la estructura de conexión del sistema complejo, el mode-

lo resultante usualmente recibe el nombre de red compleja, que topológicamente son grafos,

cuyo estudio se centra en obtener una descripción cualitativa de los patrones de conexión y

analizar las propiedades del grafo o la matriz que representen la estructura del sistema. Exis-

te un gran variedad de sistemas que pueden ser descritos de está forma, tales como la redes

sociales, redes eléctricas, Internet o nuestro cerebro; en esta representación los elementos,

ya sean individuos, generadores, computadoras, o neuronas están representados por nodos

y las interacciones como la forma de relaciones sociales, las conexiones fı́sicas, virtuales,

eléctricas o quı́micas son representadas por enlaces en un grafo [17]. En el siguiente capı́tulo

abordaremos con más detalle la teorı́a de grafos y generalizaciones de ellos.

Cabe mencionar que incluso con el mismo conjunto de nodos se pueden definir diferentes

estructuras de la red compleja, dependiendo de la manera que se caracterice las relaciones

entre nodos. Por ejemplo, la colaboración cientı́fica se puede describir como una red consi-

derando que los cientı́ficos son los nodos, mientras los escritos son los enlaces entre ellos.

En el mismo conjunto es posible definir otra red, considerando que dos cientı́ficos están co-
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nectados si pertenecen a la misma institución. Claramente, la red definida a través de los

escritos es distinta a la red definida a través de las instituciones, ya que el hecho de que dos

cientı́ficos pertenezcan a la misma institución no implica que tengan algún escrito en común,

y viceversa. En ambos casos, la relación entre cientı́ficos se establece de forma recı́proca, por

tanto la red es bidireccional y puede representarse como un grafo no dirigido. Por otra parte,

existen ejemplos donde las relaciones entre nodos no son recı́procas, tal como una serie de

llamadas o mensajes de correo electrónico entre un grupo de amigos, donde cada llamada o

mensaje va en una sola dirección formando una red dirigida, la cual puede ser representada

por un dı́grafo. Además, en cada uno de estos tipos de redes es posible asociar un peso para

cada uno de sus enlaces, donde este peso o valor numérico indica la fuerza de conexión del

enlace. Tomando el ejemplo la red de colaboración, el peso de los enlaces puede represen-

tar el número de escritos donde son coautores, este se indica con un valor numérico en los

enlaces [12]. Es importante mencionar que una red compleja difiere de un grafo puesto que

describe también las interacciones presentes de un sistema complejo concreto, mientras que

un grafo en general no tiene por qué estar asociado a un sistema complejo.

En algunos casos el uso de grafos no proporciona una descripción adecuada del sistema

complejo, debido a que los elementos se pueden acoplar a través de distintos tipos de co-

nexiones de forma simultánea. Como es el caso de un grupo de neuronas que suelen estar

conectadas a través de acoplamientos de distintas naturaleza, tales como sinapsis eléctrica

y quı́mica, donde cada tipo de acoplamiento corresponde a un grafo [18]. Otro ejemplo,

es la estructura formada por un banco de peces, donde las conexiones no solo son por las

señales visuales entre los peces, sino también por la liberación de señales quı́micas en el

agua [19]. Ambos sistemas pueden ser modelados como un hipergrafo, que es una generali-

zación del concepto de grafo y se utiliza para modelar sistemas complejos donde diferentes

tipos de acoplamiento coexisten y operan de manera simultánea [13]. Un concepto similar,

que se ha utilizado para describir principalmente sistemas sociales, es una red con estructu-

ra de comunidades. Por ejemplo, grupos de nodos en una red social representan individuos

que pertenecen a comunidades sociales, grupos de nodos fuertemente conectados en la red

World-Wide-Web corresponden a páginas sobre temas comunes, o bien, en las redes celula-

res y genéticas se dividen en módulos funcionales. En general, este tipo de sistemas pueden
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ser modelados como un grafo donde diferentes grupos están interconectados, es decir, como

una red de redes [20, 21], y para estos casos es importante encontrar la relación que tienen

la estructura y dinámica de cada una de las redes con el comportamiento global del sistema,

o bien, entender cómo es la jerarquı́a de conexiones dentro del sistema.

El estudio de las estructuras de interacción para una gran variedad de sistemas complejos

revela que a pesar de las diferencias en la topologı́a de la red, existen algunos efectos estruc-

turales que dependen de las conexiones entre elementos, y que aparecen en la mayorı́a de los

sistemas reales, tales como: los efectos de “mundo pequeño” y de “escala libre”. El primero

de ellos se relaciona con la distancia medida en número de enlaces entre dos nodos cuales-

quiera de la red, la cual se considera pequeña comparada con el número total de nodos en

la red [7, 22]. Mientras que el segundo efecto se relaciona con una distribución heterogénea

de los grados de nodo en una red y la existencia de nodos concentradores, es decir, en la red

existen nodos muy conectados y pocos conectados, donde las conexiones siguen una distri-

bución de ley de potencias, la cual se preserva independientemente del número de nodos en

la red, es decir, es una propiedad libre de escala [8, 23]. Por lo tanto, con la finalidad de reali-

zar una descripción cualitativa de los patrones de conexión o la dinámica de cómo se forman

las redes complejas, se propusieron distintos algoritmos de construcción que capturan estos

efectos estructurales en el grafo resultante. En particular, la fuente de ideas es el estudio de

los grafos aleatorios en los cuales los enlaces se distribuyen aleatoriamente.

Erdös y Rényi (ER) propusieron un modelo donde los enlaces de la red aparecı́an con

cierta probabilidad p uniforme, donde el modelo de red resultante de este proceso se conoce

como grafo aleatorio. El principal resultado obtenido es que existe un valor de probabilidad

crı́tica pc ≈ 1/N (con N el número total de nodos), el cual para valores p mayores a la

probabilidad crı́tica se obtiene un grafo donde todos los nodos tienen el mismo número

de conexiones, mientras que para el caso contrario, el grafo resultante es una estructura

con pocas conexiones y nodos aislados [24]. Un estudio detallado de las redes aleatorias

muestra que estas redes tienen un coeficiente de agrupamiento pequeño y una distancia media

pequeña, en tanto que las redes reales presentan un coeficiente de agrupamiento alto y una

distancia media pequeña [25].

El modelo de Watts y Strogatz (WS) fue propuesto como una forma de extender el algo-
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ritmo de ER para ajustarse a las observaciones de las redes reales, en particular la propiedad

de mundo pequeño y el alto coeficiente de agrupamiento. Para obtener dichas propiedades

en el algoritmo se inicia con un grafo regular, es decir, un grafo donde los nodos tienen el

mismo número de conexiones, y en cada iteración seleccionamos un par de nodos al azar y

los realambramos a otros nodos con una probabilidad p, generando un algoritmo de transi-

ción entre un grafo regular y un grafo aleatorio. En este caso, el coeficiente de agrupamiento

es grande y la longitud de camino promedio es pequeña, como lo observado en las redes

reales [7, 12]. Una caracterı́stica importante de los modelos de ER y WS es que la función

de distribución de grados tiene un máximo en el valor medio del grado y decae exponen-

cialmente, lo que quiere decir que casi todos los nodos de la red tienen el mismo número de

conexiones. Por ello es común denominar a estos tipos de redes como redes exponenciales o

redes homogéneas.

Otro descubrimiento fundamental en el ámbito de redes complejas, fue la observación

de que muchas redes del mundo real son libres de escala, es decir, la función de distribu-

ción de grados sigue una ley de potencias y que esta caracterı́stica es independiente de la

escala de una red [26]. A diferencia de una red exponencial, una red libre de escala es no

homogénea: la mayorı́a de los nodos tienen pocas conexiones pero hay nodos que tienen mu-

chas, de forma que los nodos no se agrupan alrededor de un valor medio caracterı́stico. En

particular, Barabási y Albert (BA) propusieron un algoritmo para la construcción de un grafo

donde se tiene una distribución de grados de nodo tipo ley de potencias [8]. Dicho algorit-

mo está basado en cómo la WWW se ha ido formando, y tiene dos aspectos fundamentales:

crecimiento y acoplamiento preferencial. Para generar el grafo iniciamos con un número pe-

queño de nodos y en cada iteración un nuevo nodo es agregado en la red, donde el nuevo

nodo es conectado a los ya existentes con una probabilidad preferencial a los nodos con más

alto grado. Este hecho implica que exista una alta heterogeneidad en los posibles grados de

la red, ası́ como la existencia de nodos con un alto número de conexiones, conocidos como

nodos concentradores. En un principio los algoritmos de generación de grafos se enfocaban

en analizar la estructura de ciertas redes del mundo real. Sin embargo, los algoritmos antes

mencionados buscan capturar las caracterı́sticas de los sistemas reales, con la finalidad de

obtener una descripción cualitativa de la estructura del sistema complejo. En los modelos de
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grafos aleatorios antes mencionados se asume que los nodos permanecen estáticos mientras

que la estructura de la red evoluciona. Sin embargo, en la mayorı́a de los sistemas complejos

los elementos no son necesariamente estáticos, por tanto, es necesario incluir en los mode-

los de estructura la complejidad dinámica de los nodos, mencionada por Strogatz [6]. De

modo que los sistemas complejos pueden ser modelados como una red dinámica, de la cual

hablaremos en la siguiente sección.

1.1.2. Redes dinámicas

Una forma de modelar los sistemas complejos es como una red dinámica cuyos nodos son

sistemas dinámicos y el acoplamiento entre ellos es representado por un grafo. El estudio de

este tipo de sistemas es de interés debido a sus potenciales aplicaciones en áreas como fı́sica,

biologı́a, ingenierı́a, entre otras [5, 27]. Uno de los principales problemas de investigación en

redes dinámicas consiste en determinar las condiciones bajo las cuales un conjunto de siste-

mas dinámicos interconectados logran un comportamiento coordinado tal como sincroniza-

ción. En el contexto de redes dinámicas el concepto de sincronización se refiere al fenómeno

colectivo en el que dos o más elementos tienen comportamientos dinámicos coordinados en

el tiempo [28, 29]. Ejemplos claros y espectaculares de sincronización se observan en la

naturaleza, tales como un grupo de luciérnagas que emiten luz durante el apareamiento; de

igual forma cuando un conjunto de neuronas disparan sus potenciales de acción de manera

unı́sona; o cuando el público de un concierto aplaude de manera simultánea para convencer

al artista de volver a actuar, son ejemplos de sincronización [30].

Al plantear el problema de análisis para el surgimiento del comportamiento colectivo

en redes dinámicas, en la mayorı́a de los casos comenzamos con supuestos como redes de

nodos idénticos con acoplamiento uniforme, lineal, simétrico y difusivo. La condición de

un acoplamiento difusivo es un supuesto básico en este tipo de problemas, ya que este re-

quisito surge de forma natural en varias redes del mundo real y, como tal, es una condición

relativamente suave para imponer en la estructura del modelo de red. En general, cuando

consideramos sistemas con una gran cantidad de elementos, el efecto de la estructura de co-

nexión en el comportamiento de un solo elemento se puede aproximar en el contexto del

campo medio, donde se considera que el efecto de todos los elementos es el promedio en
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todo el sistema, una forma de aplicar este enfoque en las conexiones de una red, es requerir

el acoplamiento difusivo [2]. Por ejemplo, en una red de neuronas donde las conexiones se

modelan como sinapsis eléctricas, una forma de promediar el efecto de todas las neuronas

vecinas es exigir que las conexiones sean difusas, en este sentido a la matriz de conexión

que representa su grafo de conexión, se le pide que tenga suma cero por filas. Otro ejemplo,

son las leyes de Kirchhoff para un circuito, donde la suma de voltajes de todos los elementos

tiene un promedio de cero, es decir, sus conexiones son difusas [31].

En general, la dinámica de una red es determinada por la interacción entre su estructura

y la dinámica de los nodos, de modo que estos dos factores determinan la estabilidad de su

comportamiento sincronizado. Para un par de sistemas acoplados, ası́ como para redes de

sistemas dinámicos, cuando se investiga la estabilidad del comportamiento sincronizado, un

enfoque común es linealizar la dinámica de error alrededor de la solución sı́ncrona de manera

que se obtienen resultados locales [32]. Por el contrario, la sincronización global se establece

si la validez de los resultados se cumple para todo el espacio de estado de los sistemas aco-

plados [33]. El problema de la sincronización se puede resolver desde dos perspectivas: por

un lado, las conexiones entre los sistemas se pueden diseñar para que la solución sı́ncrona

sea estable. Por otro lado, controladores pueden diseñarse para imponer un comportamiento

sincronizado, esto se puede lograr utilizando metodologı́as de control tales como: retroali-

mentación de estado, control lineal, modos deslizantes, entre otros [34, 35, 36, 37]. Usando

estas técnicas de control, los acoplamientos se complementan con los controladores para

imponer la solución de sincronización, usualmente llamada sincronización controlada [38].

La estabilidad del comportamiento sincronizado de una red dinámica puede analizarse

como en los trabajos de Wu y Chua [39] donde se estudia una red de nodos idénticos con una

estructura de conexión lineal y difusiva, demostrando que dicha red logra la sincronización

siempre que sea posible estabilizar la dinámica de un nodo aislado con una retroalimenta-

ción negativa sobre sus estados. Posteriormente, Pecora y Carroll [32], se concentraron en

la sincronización completa para sistemas no lineales idénticos y proponen un criterio de sin-

cronización conocido como Función Maestra de Estabilidad, MSF por sus siglas en inglés,

la cual establece una relación entre la fuerza de acoplamiento y el máximo exponente trans-

verso de Lyapunov. De modo que si la MSF es negativa para un intervalo de valores de la
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fuerza de acoplamiento, entonces el estado sincronizado es estable en dicho intervalo. Años

más tarde, autores como Wang y Chen [31, 40] consideraron un modelo de red formado por

nodos idénticos con acoplamiento uniforme e investigan los criterios de sincronización para

una red cuya topologı́a de interacciones es una red compleja de mundo pequeño o escala

libre, mediante el formalismo de funciones de Lyapunov describen el criterio de λ2 [40].

En estos trabajos un problema importante es evaluar las condiciones para la estabilidad del

comportamiento sı́ncrono en una red con una configuración de acoplamiento genérico. Sin

embargo, los resultados anteriores son muy limitados, en el sentido que son válidos para una

red muy especı́fica, es decir, una red de nodos idénticos con un acoplamiento lineal, difusivo

y con una estructura estática. Si bien es cierto que la restricción del acoplamiento difusivo

ayuda a simplificar el análisis de la estabilidad del estado sincronizado, es una restricción

bastante fuerte, ya que no siempre es posible cumplir con condiciones de simetrı́a como la

difusividad.

En la literatura, podemos encontrar extensiones sobre el análisis del comportamiento

sı́ncrono para redes de nodos idénticos, donde consideran diferentes topologı́as y otras ca-

racterı́sticas de los sistemas relacionadas con las diferentes fuentes de complejidad propues-

tas por Strogatz [2, 41, 42]. En particular [43, 44] consideran que existe una diversidad de

conexiones y estudian la sincronización para una red de nodos idénticos con retardos en la

comunicación. Por otra parte, [45, 46] estudian la sincronización en un modelo con diferen-

tes formas de comunicación entre sus nodos, como el caso de las neuronas que se comunican

a través de diferentes tipos de sinapsis.

En la siguiente sección, planteamos nuestro problema de tesis, donde se busca extender

el análisis de estabilidad del estado sincronizado de una red compleja donde se consideran

diferentes fuentes de complejidad, tales como: diversidad de nodos y en las conexiones.

1.2. Planteamiento del problema

En los sistemas biológicos el fenómeno de sincronización es de suma importancia, ya que

ocurre de manera natural y además la presencia o ausencia de sincronı́a se puede relacionar a

una función especifica o incluso a una enfermedad [3]. Inspirados en esta realidad biológica
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en este trabajo de tesis nos enfocamos en el surgimiento del comportamiento sı́ncrono de la

dinámica de redes de osciladores biológicos. Como punto de partida, en este tema de inves-

tigación, consideramos un modelo de red dinámica simplificado, es decir, suponemos que

los nodos son sistemas dinámicos idénticos y consideramos que el acoplamiento entre estos

sistemas es modelado como una combinación lineal de los estados, la cual depende de sus

nodos vecinos. Inspirados en una realidad biológica, incluimos en el modelo de red anterior

algunas fuentes de complejidad como diversidad de nodos y diversidad en las conexiones,

por lo que proponemos diferentes escenarios de estudio. En el primer escenario nos enfoca-

mos en un modelo de red formado por nodos idénticos acoplados de manera lineal, simétrica,

bidireccional y difusiva. Para este modelo presentamos un procedimiento para el diseño de

controladores locales, es decir, un controlador para cada nodo, tal que se imponga un mapeo

estático e independiente del tiempo, como la relación deseada entre los nodos de la red, esto

impone el surgimiento de la sincronización generalizada en redes [47].

En el segundo escenario considerando que en los sistemas biológicos sus elementos po-

cas veces son idénticos, nos obliga a pensar en un modelo de red donde se considere una

diversidad de nodos, es decir, un modelo de red dinámica donde los nodos son diferentes,

ya sea por considerar cambios en los parámetros del sistema que representa el nodo e in-

clusive considerar sistemas dinámicos diferentes para cada nodo [29, 48]. En este caso el

problema de sincronización no es trivial, ya que no se espera tener una sincronización com-

pleta de la red, más bien se espera tener otros tipos de comportamientos colectivos tales

como la sincronización generalizada [47], sincronización externa [49], o la activación de las

células (la transición de una solución estable a una solución oscilatoria) o la inhibición (la

transición de una solución oscilatoria a un punto de equilibrio estable) [50]. Si además, en

este modelo consideramos que existen diferentes tipos de conexión y suponemos que existen

una tendencia de los nodos a organizarse en grupos o comunidades, modelando el sistema

complejo como una red de redes, logramos acotar un poco el problema de sincronización

a un tipo de sincronización particular. En este modelo de red de redes determinamos que

condiciones sencillas como difusividad y simetrı́a entre grupos garantizan el surgimiento de

la sincronización por clúster, es decir, nodos que pertenecen al mismo grupo o comunidad

están sincronizados, mientras que nodos de diferentes grupos no [51, 52, 53]. Finalmente, en
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el tercer escenario de estudio nos enfocamos en la sincronización en redes de células excita-

bles donde los enlaces son de distintas naturalezas, de manera que se busca analizar cómo la

naturaleza de los enlaces afecta el surgimiento de la sincronización en la red [18].

De modo que, la pregunta que surge como consecuencia de los diferentes escenarios de

estudio planteados es ¿Qué efecto tiene la dinámica local de los elementos y las diferentes

caracterı́sticas de la estructura de conexión en el comportamiento colectivo de la red? Para

responder esta pregunta en cada escenario recurrimos al análisis de estabilidad del estado

sincronizado basado en funciones de Lyapunov, con el cual obtenemos condiciones bajo las

cuales el comportamiento colectivo de la red sea estable.

En la siguiente sección, presentamos los objetivos generales y particulares de este trabajo

de tesis.

1.3. Objetivos

En el presente trabajo de tesis estudiamos el surgimiento de comportamientos colectivos

en sistemas dinámicos interconectados, modelados como redes dinámicas complejas con

diferentes estructuras de interconexión. A manera de resumen, el objetivo general y los ob-

jetivos particulares de este trabajo de tesis son los siguientes:

Objetivo general:

Determinar condiciones para el surgimiento de comportamientos colectivos estables,

tales como sincronización idéntica, generalizada o por clústeres,en un arreglo de sis-

temas conectados en diferentes estructuras de conexión, tales como redes de redes o

hiperredes.

Objetivos particulares:

Establecer bajo que condiciones surge la sincronización generalizada en una red dinámi-

ca de nodos idénticos con acoplamientos bidireccionales.

Determinar las condiciones bajo las cuales se logra la sincronización por clúster para

una red de redes con estructura de comunidades.
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Establecer las condiciones para lograr la sincronización idéntica en una red dinámica

con diferentes tipos de acoplamiento, es decir, una hiperred dinámica.

La estructura del documento de tesis se presenta en la siguiente sección.

1.4. Descripción del documento

El documento de tesis se organiza como sigue: El Capı́tulo 2 está dividido en dos partes

importantes, por un lado se presentan los aspectos básicos en la teorı́a de grafos, donde in-

cluimos la representación de las redes dinámicas como grafos y matrices, ası́ como diferentes

extensiones de los grafos, es decir, los antecedentes del análisis estructural de una red. Mien-

tras que en la segunda parte, abordamos el problema de sincronización para redes de nodos

idénticos con un acoplamiento lineal, simétrico y difusivo, donde se presenta un análisis de

estabilidad del estado sincronizado de la red, el cual es un punto de partida en nuestro trabajo

de investigación de la tesis.

En el Capı́tulo 3, el problema de sincronización generalizada en redes dinámicas es abor-

dado, se presenta el problema de sincronización generalizada en redes dinámicas y además,

el análisis para garantizar este tipo de sincronización, donde utilizamos el método directo,

o bien, la sincronización controlada mediante transformación de variables. En este procedi-

miento suponemos que existe una transformación para cada nodo, y garantizamos la sincro-

nización idéntica en términos de las variables transformadas lo que obliga a los nodos de la

red a lograr la sincronización generalizada en términos de las variables originales.

En el Capı́tulo 4, proponemos un modelo de red de redes con diferentes niveles de inter-

conexión, donde se incluye en el modelo una diversidad de conexiones, es decir, diferentes

caracterı́sticas para sus enlaces y además incluimos la diversidad dinámica de sus nodos,

considerando sistemas dinámicos diferentes pero de la misma dimensión. En este capı́tulo

abordamos el problema de sincronización por clúster y presentamos un análisis para garanti-

zar la sincronı́a en cada nivel, de dicho análisis obtenemos condiciones para la estructura de

la red de redes tales como difusividad y simetrı́a.

En el Capı́tulo 5, abordamos el problema de sincronización idéntica para un modelo

de red con múltiples tipos de conexiones, la cual modelamos como una hiperred dinámica.
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Esta construcción simple hace una descripción elegante para arreglos de sistemas dinámicos

donde dos tipos de conexiones están presentes. Para este modelo hemos realizado un análisis

de estabilidad que garantiza la sincronización en la hiperred, donde se obtienen condiciones

sencillas para las funciones de acoplamiento y la estructura del hipergrafo con las que se

logra la sincronización completa.

Por último, en el Capı́tulo 6, se presenta un resumen de las conclusiones más importantes

de todos los capı́tulos. Adicionalmente, se presentan algunas recomendaciones de trabajo a

futuro y la productividad del trabajo de tesis.
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CAPÍTULO 2
Sincronización en redes

En los últimos años la investigación en redes complejas ha tomado importancia como

una herramienta para modelar una variedad de sistemas del mundo real. Para generar un

modelo de un sistema complejo como una red implica una representación de los componentes

del sistema como nodos y las interacciones entre ellos como enlaces. Naturalmente, en una

descripción de red muchos detalles del sistema original no son considerados. Sin embargo,

la simplificación captura caracterı́sticas esenciales del sistema. A continuación, exponemos

los antecedentes matemáticos que ayudarán en el análisis de las redes dinámicas complejas.

2.1. Antecedentes del análisis estructural

La teorı́a de grafos [4] es el marco natural para el tratamiento matemático de redes com-

plejas. Ya que la estructura de conexión de un sistema complejo puede representarse ma-

temáticamente como un grafo. A continuación se describe formalmente la terminologı́a de

la teorı́a de grafos que utilizaremos en el resto de la tesis.

Un grafo G está definido como un par ordenado compuesto por dos conjuntos G =(V,E),

donde V = {v1,v2, · · · ,vN} es el conjunto de nodos, es decir, los elementos que se desea

representar; y el conjunto de enlaces, E = {(vi,v j)∈V ×V |vi,v j ∈V}, representa la relación

entre los nodos. En esta definición, el conjunto de enlaces está formado por pares de nodos

de la forma (vi,v j) con vi 6= v j. Si para cada par ordenado (vi,v j) ∈ E existe (v j,vi) ∈ E

se dice que el grafo es no dirigido. En otro caso, el grafo es dirigido. El número total de

nodos del grafo es denotado por N y define el orden del grafo. Vale la pena señalar que en
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muchos sistemas complejos, N define el tamaño fı́sico de la red, ya que identifica el número

de elementos que componen el sistema. Sin embargo, en teorı́a de grafos, el tamaño del grafo

se identifica por el número total de enlaces E. A menos que se especifique consideramos que

N es el tamaño de la red. Otra forma de extender la definición de grafo es asociando un

peso a cada uno de los enlaces, ya sean grafos dirigidos o no. El peso de un enlace puede

representar alguna propiedad de conexión, como la fuerza de interacción, la cantidad del

flujo de información entre cada par de nodos, entre otras. Usualmente, un valor grande en

el enlace indica una interacción fuerte entre cada par, mientras que un valor pequeño indica

una interacción débil. Los pesos de los enlaces se asignan mediante una función W : E→R,

donde el sı́mbolo wi j ∈ R denota el pesos del enlace (vi,v j) [2, 4, 54].

Una forma de simplificar la información del grafo es con el uso del álgebra matricial. De

este modo, las interconexiones en un grupo de nodos se describen con la matriz de adyacen-

cia, A = {ai j} ∈RN×N , donde cada elemento de la matriz representa la presencia o ausencia

de un enlace entre cada par de nodos, cuyas entradas se definen como:

ai j =

1, (vi,v j) ∈ E con i 6= j;

0, (vi,v j) 6∈ E,
(2.1.1)

donde (vi,v j) ∈ E implica que el nodo vi está conectado con el nodo v j. Para un grafo no

dirigido compuesto por N nodos, la matriz de adyacencia, A∈RN×N , es una matriz cuadrada

y simétrica, es decir, sus elementos satisfacen ai j = a ji para todo i, j = 1,2, . . . ,N con i 6= j,

y los elementos de la diagonal principal son ceros. Mientras que para un dı́grafo, la matriz

de adyacencia no es simétrica, A 6= A>. Por otra parte, el grafo con pesos es representado por

una matriz de adyacencia con sus entradas iguales a los pesos de sus enlaces, es decir:

ai j =

wi j, (vi,v j) ∈ E con i 6= j;

0, (vi,v j) 6∈ E,
(2.1.2)

donde wi j ∈ R. En general, es posible considerar que los valores de wi j tengan asociados

diferentes signos, pero para este trabajo de tesis solo se consideran que wi j son reales no

negativos, es decir, wi j ≥ 0.
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En la Figura 2.1 se muestran diferentes tipos de grafos y sus correspondientes matrices

de adyacencia. Para los grafos no dirigidos los enlaces son representados por una lı́nea los

cuales indican la conexión entre dos nodos; para los dı́grafos los enlaces son representados

por flechas las cuales indican el nodo inicial y el final, donde el nodo que recibe información

se le asigna el valor numérico 1. Mientras que para los grafos con pesos en los enlaces se

puede observar el valor del peso asociado.

(a) Grafo (b) Digrafo (c) Digrafo con pesos

(d) Grafo (e) Digrafo (f) Digrafo con pesos

Figura 2.1: Representación esquemática de diferentes tipos de grafos y sus respectivas ma-
trices de adyacencia. Se presenta un grafo no dirigido (a), dı́grafo (b), y dı́grafo con pesos
(c); mientras que su matriz de adyacencia correspondiente está dada en (d)-(f).

Otra matriz importante asociada a grafos es la matriz Laplaciana, L ∈ RN×N , la cual se

construye como sigue:

L = A−D, (2.1.3)

donde D = Diag(d1,d2, . . . ,dN) ∈RN×N con di como el grado de nodo para el i-ésimo nodo,

el cual podemos calcular como di = ∑
N
i=1 ai j para toda i = 1,2, . . . ,N. Los elementos de la
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matriz Laplaciana están dados por

`i j =


−di, para i = j;

1, (vi,v j) ∈ E i 6= j;

0, (vi,v j) 6∈ E i 6= j.

(2.1.4)

En la Figura 2.2 se pueden observar algunos ejemplos de matrices Laplacianas para los grafos

presentados en la Figura 2.1.

(a) Grafo no dirigido (b) Digrafo (c) Digrafo con pesos

Figura 2.2: Matrices Laplacianas de los grafos presentados en la Figura 2.1.

En general, las matrices Laplacianas son un elemento clave para caracterizar la dinámica

de un conjunto de elementos interconectados, ya que a partir de los valores propios y vectores

propios de la matriz Laplaciana, es posible encontrar información sobre las propiedades

estructurales del grafo. En particular, para un grafo no dirigido formado por N nodos de tal

forma que no existen nodos aislados, se tiene que la matriz Laplaciana presenta las siguientes

caracterı́sticas [2, 27, 39]:

Difusividad: La matriz L ∈ RN×N satisface que ∑
N
j=1 `i j = 0, i = 1,2, . . . ,N. Como

una consecuencia, los elementos de la diagonal principal pueden escribirse como

`ii =−
N

∑
j=1
i6= j

`i j, para i = 1,2, . . . ,N. (2.1.5)

Irreductibilidad: La red está conectada en el sentido de que para cualesquier par de

nodos, existe al menos un camino que los conecta. En otras palabras no existen grupos

de nodos aislados en la red.
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Simetrı́a: La matriz L satisface L = L >, es decir, sus elementos satisfacen `i j = ` ji

para todo i, j = 1,2, · · · ,N con i 6= j.

Si L es una matriz simétrica, difusiva e irreducible, entonces todos los valores propios

son reales, y se pueden ordenar de forma decreciente

0 = λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λN . (2.1.6)

Como se mencionó anteriormente, estas propiedades nos brindan información sobre la es-

tructura del grafo, y con ellas se puede facilitar el análisis de sincronización. Sin embargo,

aunque toda la investigación en la literatura se ha centrado en redes que se pueden modelar

como un grafo sin autoenlaces, ni múltiples conexiones entre nodos [5, 29], en muchos ca-

sos de interés la estructura de conexión del sistema original depende de otros procesos y solo

puede ser adecuadamente representada como una red de redes, hipergrafos, redes multiple-

xadas, etc [18, 21, 55], donde se consideran otras fuentes de complejidad o caracterı́sticas en

el modelo para una mejor presentación del sistema complejo.

2.1.1. Red de redes

Considerando que los sistemas complejos tienen la tendencia de organizarse en comu-

nidades o módulos, donde cada comunidad tiene caracterı́sticas particulares [9]. El sistema

complejo puede ser modelado como un conjunto de redes interconectadas, es decir, una red

de redes. Al igual que en el caso de una sola red, cuya estructura de comunicación se puede

describir como un grafo, las redes de redes se pueden representar como un grafo con su res-

pectivas matrices de adyacencia y laplaciana, las cuales indicarán como son las conexiones

entre los nodos de cada red, y la forma en que las redes se conectan entre ellas para formar

el modelo del sistema complejo [21, 55].

En general, una red de redes está constituida por un conjunto de N nodos divididos en

M redes, donde cada una tiene Nk elementos (para k = 1,2, . . . ,M) con N = ∑
M
k=1 Nk. La

representación matricial de dicha estructura es un arreglo de matrices A = {Ai j} ∈ RN×N ,

donde los bloques de la diagonal principal de A representan la estructura interna de cada red,
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Aii =
{

a[i]kl

}
∈ RNi×Ni , cuyas entradas se definen como: a[i]kl > 0 si existe una conexión entre

el k-ésimo nodo y l-ésimo nodo de la i-ésima red; en otro caso, a[i]kl = 0. Mientras que los

bloques fuera de la diagonal principal de A , Ai j =
{

a[i j]
kl

}
∈ RNi×N j con i 6= j, representan

las conexiones entre los nodos de diferentes redes. Para este caso, los elementos de estas

matrices se definen como a[i j]
kl > 0 si existe una conexión entre el k-ésimo nodo de la i-

ésima red y el l-ésimo nodo de la j-ésima red; por lo contrario, si dichos nodos no están

conectados, entonces a[i j]
kl = 0. Con el objetivo de ejemplificar la construcción de una matriz

de adyacencia para una red de redes, A ∈ RN×N , en la Figura 2.3 se presenta una red de

redes formada por N = 5 nodos divididos en M = 2 redes. Observemos que cada red del

grafo mostrado en la Figura 2.3(a) es representada por un color, mientras que las conexiones

entre redes son representadas por lı́neas de color gris.

(a) Grafo (b) Matriz de adyacencia por bloques

Figura 2.3: Representación esquemática de una red con dos redes y su respectiva matriz de
adyacencia (N = 5, M = 2, N1 = 3, N2 = 2).

En la representación matricial mostrada en la Figura 2.3(b) consideramos que la primer

red está formada por tres nodos y la segunda red está formada por dos nodos, por tanto,

A11 ∈R3×3 y A22 ∈R2×2. Mientras las matrices de acoplamiento entre redes son A12 ∈R3×2

y A21 ∈R2×3. Observe que en el caso que cada red contiene diferentes números de elementos,

los bloques Ai j con i 6= j no son matrices cuadradas. En este caso particular podemos notar

que la matriz de adyacencia A ∈ R5×5 es una matriz simétrica, pero esto se debe a que las

conexiones dentro de las redes y entre las redes son bidireccionales y sin pesos. Sin embargo,

no todas las matrices de adyacencia para una red de redes cumplen como está condición de
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simetrı́a. Un ejemplo de lo anterior, se puede observar en la Figura 2.4 donde presentamos

una red de N = 9 nodos divididos en M = 2 redes. En este caso, las conexiones dentro de

cada red son bidireccionales y se ilustran con lı́neas de color crema y verde para cada red,

por tanto, los bloques de la diagonal principal de A son matrices simétricas y de tamaño

A11 = A>11 ∈ R5×5 y A22 = A>22 ∈ R4×4, respectivamente. En cambio las conexiones entre

redes son enlaces con dirección, ilustrados en la 2.4(a) con flechas de color gris. Por lo tanto,

la matriz de adyacencia resultante también es cuadrada pero no simétrica (ver Figura 2.4(b)),

ya que A 6= A>.

(a) Grafo

(b) Matriz de adyacencia por bloques

Figura 2.4: Representación esquemática de una red con dos redes formada por nueve nodos
y su respectiva matriz de adyacencia (N = 9, M = 2, N1 = 5, N2 = 4).
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2.1.2. Hiperredes

Considerando que los sistemas complejos pueden estar conectados por enlaces de dife-

rente naturaleza, en ocasiones no es suficiente un grafo para describir la estructura de sus

conexiones. Por ejemplo, en el caso de un conjunto de neuronas que pueden estar conecta-

das por diferentes tipos de sinapsis, tal como: sinapsis quı́micas y eléctricas; o bien, una red

de colaboración donde los cientı́ficos se pueden conectar por pertenecer a la misma institu-

ción o por artı́culos donde son coautores, entre otras. En estos casos se tiene la necesidad

de representar al sistema complejo como una generalización del grafo, es decir, este tipo de

sistemas pueden ser modelados como un conjunto de N nodos conectados a través de dos o

más distintas redes, donde cada red corresponde a un tipo de interacción, y nos referimos a

dicha estructura como un hipergrafo [13, 18].

Formalmente, un hipergrafo H es un par ordenado H =(V,E), donde V = {v1,v2, · · · ,vN}

es el conjunto de nodos y E = {E1,E2, · · · ,Em} es el conjunto de hiperenlaces, donde cada

hiperenlace Ei 6= /0 forma un grafo y al igual que en los grafos simples se excluyen los ca-

sos donde existan autoenlaces o múltiples enlaces. Además, es posible construir hipergrafos

ponderados asociando valores no negativos en por lo menos hiperenlace; o construir un hiper-

grafo dirigido por asociar enlaces direccionados en por lo menos un hiperenlace [56, 57, 58].

Una forma de representar a los hipergrafos es con su matriz vértice-arista de incidencia,

M ∈ RN×m, la cual tiene N renglones, es decir tantos como la cardinalidad del conjunto

V , y m columnas tantas como el número de hiperenlaces; donde las entradas de la matriz

M se definen como Mi j = 1 si el vértice vi está en el hiperenlace E j, o Mi j = 0 en caso

contrario [57]. A partir de la matriz vértice-arista de incidencia se puede obtener la matriz

de adyacencia para el hipergrafo, AH ∈ RN×N , la cual es una matriz cuadrada y simétrica

cuyas entradas son ai j ≥ 0 y representa el número de hiperenlaces que contiene tanto al nodo

vi como al nodo v j para toda i 6= j, mientras los elementos de la diagonal principal son cero.

Esta matriz se puede obtener de la siguiente manera:

AH = M M >−D, (2.1.7)

donde M > ∈ Rm×N es la transpuesta de la matriz vértice-arista de incidencia, y D ∈ RN×N
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es una matriz diagonal cuyos elementos di son el grado de nodo, el cual puede ser calculado

como la suma del renglón correspondiente de la matriz de incidencia, i.e., di =∑
m
j=1 Mi j [58].

Con el objetivo de ejemplificar las dos matrices presentadas, en la Figura 2.5 se presenta la

representación esquemática para un hipergrafo formado por cinco nodos y cuatro hiperen-

laces, con su respectiva matriz de vértice-arista de incidencia. Mientras que las matrices de

adyacencia de cada hiperenlace son presentadas en la Figura 2.6.

(a) Hipergrafo (b) Matriz de incidencia

Figura 2.5: Representación esquemática de un hipergrafo y su correspondiente matriz
vértice-arista de incidencia.

Figura 2.6: Matrices de adyacencia de los hiperenlaces pertenecientes al hipergrafo mostrado
en la Figura 2.5

.
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La matriz de adyacencia del hipergrafo mostrado en la Figura 2.5 está dada por

AH =



0 1 1 2 0

1 0 2 1 1

1 2 0 2 2

2 1 2 0 1

0 1 2 1 0


.

Otra forma de visualizar a un hipergrafo H es con un multigrafo, es decir, como un grafo

que tiene múltiples enlaces entre los mismos nodos, el cual es generado por la matriz de

adyacencia AH donde los elementos ai j indican el número de enlaces que existe entre el nodo

vi y el nodo v j. Para el hipergrafo presentado en las figuras anteriores tenemos un multigrafo

asociado como el mostrado en la Figura 2.7, cuya representación matricial está dada por la

matriz de adyacencia anterior, AH ∈ R5×5.

Figura 2.7: Representación esquemática de un hipergrafo formado por cinco nodos con cua-
tro hiperenlaces.

Al igual que en los grafos es posible considerar que los nodos y las conexiones dentro

de cada hiperenlace tengan diferentes caracterı́sticas, es decir, se puede considerar que un

hiperenlace contiene enlaces direccionados, enlaces con pesos, o ambos. En estos casos, una

mejor representación es determinar las conexiones dentro de cada hiperenlace, mediante una

matriz de adyacencia (ver ecuación (2.1.2)). De modo que la representación del hipergrafo

se forma con la suma de las matrices de adyacencia de cada hiperenlace. Por ejemplo, en

la Figura 2.8 se presenta un hipergrafo, formado por cinco nodos y dos hiperenlaces, don-

de las conexiones dentro del primer hiperenlace se ilustran de color azul, mientras que las

conexiones del segundo hiperenlace se ilustran de color gris. Además, suponemos que las
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conexiones dentro de cada hiperenlace son bidireccionales, por tanto, las matrices resultan-

tes E1 y E2 son simétricas, y la matriz de adyacencia resultante para el hipergrafo está dada

por

AH =



0 2 0 0 0

2 0 2 2 1

0 2 0 1 1

0 2 1 0 1

0 1 1 1 0


.

(a) Hipergrafo (b) Matrices de adyacencia

Figura 2.8: Representación esquemática de un hipergrafo formado por cinco nodos con dos
hiperenlaces y sus respectivas matrices de adyacencia para cada hiperenlace.

Mientras que en la Figura 2.9 presentamos una hiperred de cinco nodos con tres hi-

perenlaces con diferentes caracterı́sticas, las conexiones dentro del primer hiperenlace son

direccionadas y en la figura son ilustradas con una flecha de color gris; mientras que las co-

nexiones para el segundo hiperenlace tienen pesos y se ilustran en la figura de color azul; por

último, las conexiones dentro del tercer hiperenlace son bidireccionales e ilustradas de color

amarillo. La matriz de adyacencia del hipergrafo está dada por:

AH =



0 1
2 1 1 3

1
2 0 7 1 1

0 6 0 1 2

2 0 2 0 4
3

3 1 1 1
3 0


.
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(a) Grafo (b) Matrices de adyacencia

Figura 2.9: Representación esquemática de un hipergrafo formado por cinco nodos con tres
hiperenlaces y sus respectivas matrices de adyacencia.

En resumen, existen diferentes formas para representar un sistema complejo tal como

los grafos, la red de redes e hipergrafos, donde cada tipo de representación nos proporciona

información diferente sobre la estructura del sistema. Sin embargo, en la mayorı́a de los

sistemas complejos, los elementos no son necesariamente estáticos, por tanto, es necesario

incluir en los modelos de estructura la complejidad dinámica de los nodos, mencionada por

Strogatz [6]. De modo que los sistemas complejos pueden ser modelados como una red

dinámica, de la cual hablaremos en la siguiente sección.

2.2. Modelo de una red dinámica

Una red compleja donde las unidades fundamentales son modeladas como sistemas dinámi-

cos y la estructura de conexión es fija, se le conoce como red dinámica. Considerando que

cada elemento es descrito como un sistema dinámico n-dimensional,

ẋi(t) = fi(xi(t)), (2.2.1)

donde xi(t) = [xi1(t),xi2(t), · · · ,xin(t)]
> ∈ Rn son las variables de estado del i-ésimo nodo;

fi : Rn→ Rn es una función continua que describe la dinámica del i-ésimo nodo en la red,

y puede ser un sistema lineal, no lineal o incluso un oscilador caótico. A lo largo de este
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documento de tesis se considera el caso que los sistemas son osciladores biológicos, los

cuales presentan un comportamiento oscilatorio acotado.

Cuando estos sistemas están conectados de acuerdo a una matriz de adyacencia (2.1.1),

la ecuación (2.2.1) es modificada con el fin de incluir la interacción de cada nodo con sus

vecinos, bajo la suposición que el efecto de los vecinos sobre la dinámica individual de cada

nodo es aditivo. Adicionalmente, consideraremos que el conjunto de N sistemas dinámicos

son idénticos, es decir, el campo vectorial fi(·) = f (·) es el mismo para todos los nodos, y

suponiendo que el acoplamiento es lineal, en otras palabras, la interacción es representada

como una combinación lineal de las salida de sus nodos vecinos. Entonces, la ecuación de la

red está dada por:

ẋi(t) = f (xi(t))+g
N

∑
j=1
j 6=i

ai jΓ(x j(t)− xi(t)), i = 1,2, . . . ,N, (2.2.2)

donde la constante g> 0 es la fuerza de acoplamiento común a todas las conexiones de la red.

La matriz constante de ceros y unos, Γ ∈ Rn×n, describe el acoplamiento entre las variables

de estado para cada par de nodos. Por simplicidad, suponemos que Γ = Diag(γ1, · · · ,γn) ∈

Rn×n es una matriz diagonal donde γi = 1 si los nodos se conectan a través de la i–ésima

variable de estado; γi = 0 en caso contrario. La matriz de adyacencia A = {ai j} ∈ RN×N

describe la estructura de conexiones de la red, y es definida como (2.1.1), donde ai j es uno

si el i-ésimo y el j-ésimo nodo están conectados, y es cero si no lo están. Ahora, si se

considera que la estructura de la red satisface la condición de difusividad, entonces la matriz

de adyacencia A puede ser reemplazada por la matriz Laplaciana L = {`i j} ∈ RN×N que se

define como (2.1.3); con estas suposiciones, la ecuación (2.2.2) se reescribe como:

ẋi(t) = f (xi(t))+g
N

∑
j=1

`i jΓx j(t), i = 1,2, . . . ,N. (2.2.3)

En resumen, el modelo de red dinámica (2.2.3) tiene las siguientes simplificaciones: to-

dos los nodos tienen el mismo sistema dinámico, la fuerza de acoplamiento es constante y

uniforme para todos los enlaces en la red, la matriz Γ es diagonal y es la misma para toda la

red, y la matriz de conexiones L es simétrica y difusiva.
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Dependiendo del sistema complejo que deseemos modelar, es posible cambiar algunas de

estas simplificaciones como veremos más adelante en esta tesis, nosotros consideramos una

red dinámica donde se agregan algunas fuentes de complejidad en el modelo, tales como, no-

dos no idénticos, enlaces de distintas naturaleza, redes con estructura de comunidades, para

los cuales determinaremos las condiciones para el surgimiento de comportamiento colectivo

sincronizado estable, al menos localmente.

En la siguiente sección investigamos la sincronización en una red dinámica de nodos

idénticos descrita por (2.2.3).

2.2.1. Sincronización idéntica en una red dinámica

La sincronización completa o idéntica entre dos o más sistemas puede surgir cuando estos

son idénticos. Es decir, el comportamiento de sincronización idéntica en una red dinámica

ocurre cuando los estados de todos los nodos de la red evolucionan de manera unı́sona [28,

39, 40]. Matemáticamente, se dice que la red dinámica (2.2.3) se logra la sincronización

idéntica o completa de forma asintótica, si

lı́m
t→∞
‖xi(t)− x j(t)‖= 0 para toda i, j = 1,2, . . . ,N, (2.2.4)

donde ‖ · ‖ es la norma Euclideana [39, 40, 43, 59]. Una vez sincronizada la red dinámica

(2.2.3) evoluciona en una variedad de sincronización descrita por

Ω = {x(t) ∈ Rn : x1(t) = x2(t) = · · ·= xN(t)} . (2.2.5)

Es importante mencionar que si todos los estados de los nodos alcanzan la variedad de sin-

cronización, entonces el estado sincronizado debe ser uno una solución del sistema. Además,

cuando los nodos están sincronizados, por la condición del acoplamiento difusivo (2.1.5) en

la red dinámica (2.2.3), se garantiza que la solución de sincronización es una solución de un

nodo aislado ẋ(t) = f (x(t)), denotada por s(t) ∈ Rn, la cual satisface ṡ(t) = f (s(t)) [60].
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Para mostrar que s(t) es una solución de la red (2.2.3) sustituimos, xi(t) = s(t) para toda

i = 1,2, · · · ,N, con lo que obtenemos

ṡ(t) = f (s(t))+g
N

∑
j=1

`i jΓs(t), i = 1,2, . . . ,N. (2.2.6)

por la condición de difusividad (2.1.5) el segundo término en la derecha de la ecuación

(2.2.6) es igual a cero. Por lo tanto, la solución de sincronización s(t) es una solución de

la red dinámica (2.2.3) repetida N veces. Por esta razón, como se sugiere en [39, 40, 60] la

condición de sincronización (2.2.4) también se puede definir como

lı́m
t→∞
‖xi(t)− s(t)‖= 0 para toda i = 1,2, . . . ,N, (2.2.7)

para algún s(t) ∈ Rn que satisface ṡ(t) = f (s(t)). Observemos que para la condición de

sincronización (2.2.7), la solución de sincronización s(t) ∈ Rn no es especı́fica, puede ser

un punto de equilibrio, una solución periódica o inclusive una solución acotada de la red

dinámica (2.2.3), y en este sentido la condición (2.2.7) siempre es equivalente a (2.2.4).

En cambio, si s(t) es una solución deseada o una solución a imponer, entonces (2.2.7) se

convierte en un problema tı́pico de seguimiento de la teorı́a de control [61].

Considerando que las condiciones (2.2.4) y (2.2.7) son equivalentes esto se implica que

el problema de lograr la sincronización idéntica en una red dinámica (2.2.3) es equivalente a

garantizar que la solución de sincronización s(t) es asintóticamente estable. A continuación

se presenta un análisis para determinar la estabilidad de la solución de sincronización s(t) en

una red de nodos idénticos.

Definimos el error de sincronización como ei(t) = xi(t)− s(t) para i = 1,2, . . . ,N. De

manera que la dinámica del error de sincronización está dada por

ėi(t) = ẋi(t)− ṡ(t), i = 1,2,3, . . . ,N

= f (xi(t))+g
N

∑
j=1

`i jΓx j(t)− f (s(t))

= f (ei(t)+ s(t))− f (s(t))+g
N

∑
j=1

`i jΓe j(t)+gΓs(t)
N

∑
j=1

`i j (2.2.8)
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para i = 1,2, . . . ,N. Por la condición de difusividad (2.1.5) el cuarto término en la derecha

de la ecuación anterior es cero. Entonces, la dinámica del error de sincronización está dada

por

ėi(t) = f (ei(t)+ s(t))− f (s(t))+g
N

∑
j=1

`i jΓe j(t) para i = 1,2, . . . ,N. (2.2.9)

Realizamos una expansión por Serie de Taylor en primer orden para la función f (ei(t)+s(t))

de la siguiente forma

f (ei(t)+ s(t))≈ f (s(t))+D f (s(t))ei, (2.2.10)

donde D f (s(t)) es el Jacobiano de f (·) evaluado en s(t). Sustituyendo (2.2.10) en (2.2.9)

obtenemos

ėi(t)≈ D f (s(t))ei(t)+g
N

∑
j=1

`i jΓe j(t), para i = 1,2, . . . ,N. (2.2.11)

Consideramos la matriz con las variables del error de sincronización para todos los nodos

de la red, ξ(t)= [e1(t),e2(t), · · · ,eN(t)]∈Rn×N , y reescribimos la ecuación (2.2.11) en forma

matricial como

ξ̇(t) = D f (s(t))ξ(t)+gΓξ(t)L >. (2.2.12)

Como consideramos que la red dinámica (2.2.3) no tiene nodos aislados y las conexiones

son bidireccionales, se tiene que la matriz L ∈ RN×N es una matriz real y simétrica. Por lo

tanto, existe una matriz unitaria e invertible Φ = [φ1,φ2, · · · ,φN ] ∈ RN×N , con ΦΦ−1 = IN ,

tal que

ΦL Φ
−1 = Λ = Diag(λ1,λ2, · · · ,λN) (2.2.13)

con Λ∈RN×N , donde λi ∈R para i= 1,2, · · · ,N son los valores propios asociados a la matriz

Laplaciana L [2]. Proponemos el siguiente cambio de variable para la ecuación (2.2.12):

ε(t) = ξ(t)Φ−1 ∈ Rn×N , y al derivar obtenemos:

ε̇(t) = ξ̇(t)Φ−1

= (D f (s(t))ξ(t)+gΓξ(t)L )Φ−1,
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utilizando álgebra matricial y la ecuación (2.2.13) obtenemos:

ε̇(t) = (D f (s(t))ξ(t)Φ−1 +gΓξ(t)(Φ−1
Φ)L Φ

−1

= D f (s(t))ε(t)+gΓε(t)Λ. (2.2.14)

Ahora, considerando que εi(t) ∈ Rn (con i = 1,2, . . . ,N) son las N componentes de ε(t), las

cuales expresamos como:

ε̇i(t) = (D f (s(t))+gλiΓ)εi(t) con i = 1,2, . . . ,N. (2.2.15)

De modo que el problema de estabilidad del estado sincronizado se reduce a demostrar la

estabilidad de las N ecuaciones lineales variantes en tiempo de n-dimensionales (2.2.15).

Notemos que el primer valor propio de la matriz Laplaciana es λ1 = 0 y está relacionado

con la dinámica de un sólo nodo aislado, es decir, corresponde a la dinámica del estado

sincronizado. Por lo tanto, si quitamos el ı́ndice i = 1 en (2.2.15) obtenemos

ε̇k(t) = (D f (s(t))+gλkΓ)εk(t) para k = 2,3, . . . ,N. (2.2.16)

De manera que solo es suficiente probar la estabilidad de las N− 1 ecuaciones lineales va-

riantes en tiempo, demostrando ası́ que la solución de sincronización s(t) es estable. En ese

sentido, Wang y Chen [31, 40] proponen realizar un análisis de estabilidad de la ecuación

(2.2.16) alrededor del origen en términos de funciones de Lyapunov. El resultado principal

de su análisis es comúnmente conocido como criterio de λ2 y está presentado en el siguiente

teorema:

Teorema 2.2.1. [31, 40] : Considere la red dinámica (2.2.3). Suponga que existe una matriz

diagonal P ∈ Rn×n positiva definida y dos constantes d̄ < 0 y τ̄ > 0 tal que

(D f (s(t))+dΓ)>P+P(D f (s(t))+dΓ)≤−τ̄In (2.2.17)

para toda d ≤ d̄, donde In ∈ Rn×n es la matriz identidad. Si la fuerza de acoplamiento
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satisface

g≥
∣∣∣∣ d̄
λ2

∣∣∣∣ , (2.2.18)

con λ2 el segundo valor propio más grande de la matriz L . Entonces la variedad de sincroni-

zación (2.2.5) de la red dinámica (2.2.3) es exponencialmente estable, y como consecuencia

la red dinámica (2.2.3) logra la sincronización completa.

Demostración. Consideramos las siguientes funciones de Lyapunov

Vk(t) = ε
>
k (t) P εk(t)> 0 para k = 2,3, . . . ,N, (2.2.19)

con P = P> > 0 ∈ Rn×n una matriz positiva definida. La derivada de Vk(t) con respecto al

tiempo a lo largo de las trayectorias del sistema correspondiente en (2.2.16) es

V̇k(t) = ε̇
>
k (t)Pεk(t)+ ε

>
k (t)Pε̇k(t)

= ε
>
k (t)

[
(D f (s(t))+gλkΓ)>P+P(D f (s(t))+gλkΓ)

]
εk(t) (2.2.20)

para k = 2,3, . . . ,N. Debido a que los valores propios de la matriz L se pueden ordenar

como (2.1.6), tenemos que

V̇2(t)≥ V̇3(t)≥ ·· · ≥ V̇N(t). (2.2.21)

Utilizando la ecuación anterior si V̇2(t) ≤ 0 las N − 2 ecuaciones restantes son negativas.

Como la derivada V̇2(t) es una función cuadrática sólo es necesario verificar si

(D f (s(t))+gλ2Γ)>P+P(D f (s(t))+gλ2Γ)≤ 0. (2.2.22)

Por lo tanto, definimos d̄ < 0 tal que

(D f (s(t))+ d̄Γ)>P+P(D f (s(t))+ d̄Γ)≤−τIn (2.2.23)

con τ > 0. Entonces, si d̄ ≥ gλ2 la función V̇2(t) ≤ 0 es negativa y como consecuencia el

conjunto de ecuaciones (2.2.16) es estable en el sentido de Lyapunov. Lo que implica que la

variedad de sincronización (2.2.11) es exponencialmente estable.
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El resultado anterior es muy limitado, en el sentido que sólo es válido para una red de

nodos idénticos lineal y difusivamente acoplados con una estructura estática. En esta tesis se

presentan extensiones sobre el análisis de sincronización en redes de nodos idénticos, donde

se consideran diferentes topologı́as y además en el modelo se incluyen distintas fuentes de

complejidad tales como diversidad en enlaces, enlaces de distinta naturaleza e incluso di-

versidad de nodos. En la siguiente sección se presenta un ejemplo de una sistema complejo

biológico modelado como una red dinámica ası́ como las condiciones bajo las cuales este

modelo de red dinámica presenta la sincronización idéntica.

2.2.2. Ejemplo: Sincronización en un modelo del islote pancreático

En el páncreas las células están organizadas en conglomerados celulares llamados islo-

tes de Langerhans, estos arreglos están formados principalmente por cuatro tipos de células

capaces de secretar compuestos endocrinos. Las células pancreáticas β, que son las encarga-

das de producir y secretar insulina, representan entre el 60 y 80 porciento de las células del

islote, por lo tanto, usualmente el islote se modela como una red de células β eléctricamente

acopladas [62]. Por otra parte, la liberación de insulina de las células β está directamente re-

lacionada con la actividad eléctrica de su membrana. En particular, la secreción está asociada

a un patrón de oscilaciones llamado disparos de picos, también conocido como spike-bursts,

los cuales están asociados con el estado activo de la célula; mientras que un comportamiento

no oscilatorio, está asociado con los estados de inhibición o silente de la célula β [63, 64].

Existen diversos modelos matemáticos que describen la actividad eléctrica de una célula β,

en términos del potencial de membrana (xi1), la activación de los canales iónicos (xi2), y la

concentración de agentes de regulación (xi3). Pernarowski propuso un modelo adimensional

simplificado de la actividad eléctrica para una célula pancreática β el cual está descrito por

las siguientes ecuaciones [62]:
ẋi1(t)

ẋi2(t)

ẋi3(t)

=


f̂ (xi1(t))− xi2(t)− xi3(t)

(w∞(xi1(t))− xi2(t))

εβ(h(xi1(t))− xi3(t))


ẋi(t) = f (xi(t)),

(2.2.24)
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donde xi(t) = [xi1(t), xi2(t), xi3(t)]> ∈R3 es la variable de estado; f̂ : R3→R3 es el campo

vectorial que describe la dinámica de una célula β aislada; y εβ� 1 es un parámetro positivo

muy pequeño, que brinda al modelo dos distintas escalas de tiempo: el subsistema rápido

[xi1(t), xi2(t)] y el subsistema lento [xi3(t)]. Las funciones f̂ (xi1(t)), w∞(xi1(t)) y h(xi1(t))

se aproximan como sigue:

f̂ (xi1(t)) =−
a
3

xi1(t)3 +aûxi1(t)3 +
(
1−a(û2−η

2)
)

xi1(t)

w∞(xi1(t)) =
(

1− a
3

)
xi1(t)3 +aûxi1(t)2 +

(
1−a(û2−η

2)−3
)

xi1(t)−3

h(xi1(t)) = β(xi1(t)−uβ)

(2.2.25)

donde los parámetros pueden ser ajustados para obtener diferentes tipos de comportamientos

del sistema (2.2.24). En particular, un patrón de disparos cuadrados similar al observado

para la actividad eléctrica de las células β activa se obtiene con los parámetros a = 1
4 , η = 3

4 ,

û = 3
2 , β = 4, uβ = −0.954 y εβ = 0.0025. Además, a partir un análisis de los subsistemas

rápido y lento Pernarowski identificó que el parámetro más significativo es uβ, ya que el

subsistema lento es el encargado de establecer la dinámica de los disparos cuadrados, por

lo tanto, manteniendo todos los parámetros iguales a excepción de uβ = −1.375 el sistema

(2.2.24) se va un a a un punto de equilibrio estable, lo que representa el estado inhibido de

la célula. En la Figura 2.10 se muestran los resultados de las simulaciones numéricas del

sistemas (2.2.24) utilizando estos conjuntos de parámetros, donde el comportamiento activo

de la célula se presenta con la lı́nea azul, y el comportamiento inactivo se presenta con la

lı́nea sesgada roja.

Por otra parte, varios estudios in vivo e in vitro han demostrado que la aparición de

disparos de picos en la actividad eléctrica de las células β se puede observar dentro de un

islote, pero no en una célula de forma aislada [62, 65]. Por ello, es de interés analizar el efecto

que las caracterı́sticas estructurales en un conjunto de células tiene sobre la dinámica local

de cada elemento y el comportamiento colectivo del conjunto. Por lo cual, una propuesta

para modelar el islote pancreático es como una red de células β acopladas eléctricamente,

con una estructura de conexiones simétrica y difusiva [62, 66].
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Figura 2.10: Simulación numérica de una solución del sistema (2.2.24) con diferentes valores
del parámetro uβ.

El acoplamiento entre dos células adyacentes dentro del islote pancreático se debe princi-

palmente al flujo de iones mediante diferentes canales de hendidura o gap–junction channels

[65, 66, 67]. Bajo esta suposición, la interacción eléctrica entre cada par de células es apro-

ximada por

Imn(t) = gmn(xm1(t)− xn1(t)), (2.2.26)

donde Imn(t) representa la corriente entre las células m y n, la cual se debe a una diferencia

de potencial de membrana (xm1(t) y xn1(t)), mientras que la conductancia de los canales

de hendidura que conecta a cada par es dada por gmn, de los resultados experimentales no se

tiene una forma clara de gmn, de modo que para fines de análisis al modelar el islote se asume

que la conductancia de la red es uniforme i.e., gmn = g. Además, algunos trabajos previos

han propuesto el acomodo de las células dentro del islote como un arreglo regular, modela

como grafos de vecinos cercanos [64] o globalmente conectados [68].

Utilizando todos los supuestos anteriores la dinámica individual de cada célula β dentro
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CAPÍTULO 2

de un islote está dada por
ẋi1(t)

ẋi2(t)

ẋi3(t)

=


f̂ (xi1(t))− xi2(t)− xi3(t)

(w∞(xi1(t))− xi2(t))

εβ(h(xi1(t))− xi3(t))

+


g∑
N
j=1 `i jx j1(t)

0

0


ẋi(t) = f (xi(t))+g

N

∑
j=1

`i jΓx j(t) para i = 1,2, · · · ,N

(2.2.27)

con Γ = Diag(1,0,0) ∈ R3×3 ya que las células están acopladas solo por sus primeras coor-

denadas. Además, por construcción del modelo suponemos que la matriz L = {`i j} ∈RN×N

es una matriz constante de ceros y unos, la cual describe la topologı́a de la red, y es construida

como se menciona en (2.1.3), y suponemos que la matriz Laplaciana tiene las caracterı́sticas

de ser una matriz simétrica, irreducible y difusiva.

(a) Grafo (b) Matriz Laplaciana

Figura 2.11: Grafo para un arreglo de cinco células β con acoplamiento bidireccional y su
respectiva matriz Laplaciana.

Debido a que el modelo propuesto para el islote es una red de nodos idénticos con acopla-

miento lineal, simétrico y difusivo (2.2.27) podemos utilizar el Teorema 2.2.1 para obtener la

mı́nima fuerza de acoplamiento para garantizar la sincronización completa de los elementos.

Siguiendo con el teorema se debe encontrar el valor de d tal que exista una matriz P > 0

positiva definida que cumpla con la ecuación (2.2.17). Suponiendo que la matriz P es la ma-

triz identidad de tamaño 3× 3, una forma de encontrar el valor d es a partir de los valores

propios de la matriz D f (s(t))+ d̄Γ, ya que si todos son negativos se cumple con la ecuación

(2.2.17).
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CAPÍTULO 2

En la Figura 2.12 presentamos el máximo valor propio de la matriz D f (s(t))−|d̄|Γ para

diferentes valores de |d̄|, donde es posible observar numéricamente como aproximadamente

para el valor |d̄| = 1.95 el máximo valor propio se vuelve no positivo. Por lo tanto, el valor

de umbral para la fuerza de acoplamiento es calculado con la ecuación (2.2.18) de donde ob-

tenemos que si g≥
∣∣∣1.95

λ2

∣∣∣, entonces la red dinámica de nodos idénticos (2.2.27) se sincroniza

en forma completa.

Figura 2.12: Máximo valor propio de la matriz D f (s(t))− d̄Γ para distintos valores de −d̄.

A manera de ilustración en las Figuras 2.13 y 2.15 presentamos las simulaciones numéri-

cas para el sistema (2.2.27) formado por una red de cinco nodos con una estructura de co-

nexión dada por el grafo mostrado en la Figura 2.11(a). En las figuras consideramos las

mismas condiciones iniciales para ambas redes, pero diferentes fuerza de acoplamiento para

cada figura con la finalidad de ilustrar si es posible o no lograr la sincronización idéntica en

la red.

En la Figura 2.13 consideramos una fuerza de acoplamiento uniforme de g = 0.02, donde

de acuerdo con el Teorema 2.2.1 no es suficiente para lograr la sincronización idéntica de la

red. Esto se puede observar en la simulación numérica con los picos de disparos entre las

células, ya que estos presentan un patrón ası́ncronos entre sus soluciones. Por otra parte,

podemos comprobar que los errores de sincronización entre los estados no tienden a cero,

como se muestra en la Figura 2.14, obteniendo ası́ una comprobación numérica de que no se
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logra la sincronización idéntica en esta red con una fuerza de acoplamiento menor.

Figura 2.13: Simulación numérica para una red (2.2.27) formada por cinco nodos con fuerza
de acoplamiento g = 0.02.

Figura 2.14: Errores de sincronización para la red (2.2.27) formada por cinco nodos con
fuerza de acoplamiento g = 0.02.
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En la Figura 2.15 se presenta la misma red de nodos idénticos (2.2.27), solo que en este

caso se considera una fuerza de acoplamiento g = 2, la cual es mayor a la mı́nima fuerza

de acoplamiento obtenida por el Teorema 2.2.1, g ≥
∣∣1.9
−1

∣∣ = 1.9. En este caso particular,

es posible observar como los nodos de la red (2.2.27) logran la sincronización completa.

Inicialmente en la Figura 2.15 consideramos que las células están desacopladas, y es posible

observar cómo los picos de disparos son ası́ncronos. Después de un tiempo de 150 segundos

de simulación las células se acoplan en la red, con una fuerza de acoplamiento de g= 2 donde

observamos que la red logra una sincronización completa. Lo anterior se puede comprobar

numéricamente si calculamos los errores de sincronización entre los estados, mostrados en

la Figura 2.16 donde podemos apreciar como estos tienden a cero conforme el tiempo crece.

Figura 2.15: Simulación numérica para una red (2.2.27) formada por cinco nodos con fuerza
de acoplamiento g = 2.
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Figura 2.16: Errorres de sincronización para la red (2.2.27) formada por cinco nodos con
fuerza de acoplamiento g = 2.

Además de la sincronización completa o idéntica en redes es posible estudiar el surgi-

miento de los diferentes tipos de comportamientos sincronizados, como pueden ser la sin-

cronización en fase [46, 70], sincronización externa [49], sincronización generalizada [47],

sincronización por clúster [51, 52, 53], entre otras. En particular, la sincronización generali-

zada y la sincronización por clúster son abordados en los siguientes capı́tulos de esta tesis.
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CAPÍTULO 3
Sincronización generalizada en redes

En este capı́tulo presentamos el problema de sincronización generalizada para redes de

nodos idénticos con un acoplamiento bidireccional. Suponemos que para cada nodo del

modelo existe una transformación de coordenadas y buscamos garantizar la sincronización

idéntica en términos de las variables transformadas lo que impone a los nodos de la red a

lograr la sincronización generalizada en términos de las variables originales.

3.1. ¿Qué es sincronización generalizada?

En términos generales dos o más sistemas están sincronizados si existe una relación clara

en el tiempo de sus soluciones y a partir de esta relación se clasifican los diferentes tipos

de sincronización. Por ejemplo, la sincronización completa se caracteriza por la evolución

idéntica de las variables de estado de un sistema respecto de otro [28]. En la sincronización

de fase existe una relación entre las fases de los sistemas que interactúan, mientras que las

amplitudes pueden estar no correlacionadas [46, 70]. Mientras que, la sincronización gene-

ralizada surge cuando existe una función independiente del tiempo y de las trayectorias de

los sistemas involucrados, y a través de dicha función las trayectorias de dos o más sistemas

coinciden exactamente de manera asintótica [47].

El concepto de sincronización generalizada fue originalmente definido para sistemas

caóticos acoplados de manera unidireccional, es decir, en una configuración maestro-esclavo,

donde existe una relación funcional entre los estados de ambos sistemas, de modo que coin-

cidan de manera asintótica [47, 71, 72]. Posteriormente, con el objetivo de extender este
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concepto para múltiples sistemas acoplados en distintas configuraciones, donde es posible

considerar configuraciones donde solamente se tiene un sistema maestro y el múltiples sis-

temas esclavos, ası́ como configuraciones donde existe un subgrupo de sistemas maestro y

un subgrupo de elementos controlados[73, 74, 75, 76]; o incluso diferentes grupos interco-

nectados en un esquema maestro-esclavo [77, 78, 79]. En cualesquiera de estos casos, debe

existir una relación funcional entre los nodos conectados para hablar de sincronización ge-

neralizada, sin embargo es posible considerar diferentes tipos de relaciones dentro de la red.

En paralelo a los trabajos mencionados, se abordó el problema de sincronización gene-

ralizada para dos osciladores mutuamente acoplados [80] y redes de osciladores con acopla-

miento bidireccional [81], donde el problema que se plantea es un poco diferente al esquema

maestro-esclavo, ya que los elementos están influenciados unos con otros, además en estas

configuraciones no es tan fácil definir que osciladores son los maestros y cuales son esclavos.

De modo que la relación funcional entre cada par de nodos puede estar influenciada por el

acoplamiento de la red [76, 82].

Tanto para sistemas acoplados de forma unidireccional y sistemas acoplados de forma

bidireccional, existen diferentes enfoques para establecer la sincronización generalizada: el

método indirecto, el cual es conocido como enfoque del sistema auxiliar [71, 75, 83, 84],

establece que la sincronización generalizada se deduce a partir de la sincronización idéntica

de dos sistemas que actúan bajo la misma señal de entrada. Por otra parte, el método directo o

también conocido como sincronización controlada, utilizan controladores para imponer una

relación funcional entre los sistemas acoplados, donde se puede considerar una ley de control

para todo el sistema o una ley de control diferente para cada elemento esclavo [76, 85].

La diferencia principal entre ambos métodos es si la descripción de la relación funcional

entre los nodos es o no significativa, ya que en el caso del enfoque del sistema auxiliar su

existencia es implı́cita, mientras que en la sincronización controlada una relación funcional

especı́fica es impuesta mediante el diseño de controladores.

En la siguiente sección presentamos la definición de sincronización generalizada en redes

dinámicas, ası́ como los diferentes enfoques para establecer este tipo de sincronización.
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3.2. ¿Cómo detectar sincronización generalizada en redes?

Siguiendo la descripción del capı́tulo 2, la dinámica de un nodo en una red de sistemas

dinámicos idénticos con acoplamiento lineal y difusivo está dada por (2.2.3):

ẋi(t) = f (xi(t))+g
N

∑
j=1

`i jΓx j(t), i = 1,2, . . . ,N.

Si consideramos que en cada nodo es posible incorporar una acción de control la dinámica

de la red controlada es:

ẋi(t) = f (xi(t))+g
N

∑
k=1

`ikΓxk(t)+ui, para i = 1,2, · · · ,N (3.2.1)

donde ui ∈ Rn es un controlador local a diseñar, en este caso con el objetivo de imponer la

sincronización generalizada en la red.

Por otra parte, la red dinámica controlada (3.2.1) logra la sincronización idéntica o com-

pleta si

lı́m
t→∞
‖xi(t)− x j(t)‖= 0, para i, j = 1,2, ...,N. (3.2.2)

De modo que este criterio para lograr la sincronización completa se puede interpretar como el

requerir que las variables de estado de cualesquier nodo en la red sean exactamente mapeadas

a las variables de estado de cualesquier otro nodo. Si consideramos que la relación entre

las variables de estado de los nodos es diferente a la identidad, es posible introducir una

generalización de la interpretación de sincronización en la red [72]. Entonces, se dice que la

red dinámica controlada (3.2.1) se sincroniza en un sentido generalizado si

lı́m
t→∞
‖xi(t)−H∗x j(t)‖= 0, para i, j = 1,2, . . . ,N (3.2.3)

donde H∗ es una relación funcional que no depende del tiempo, ni las trayectorias de los

nodos. Con la condición anterior, se entiende que se logra la sincronización generalizada

cuando, las soluciones del j-ésimo nodo se relacionan a través de la relación funcional H∗

con las soluciones del i-ésimo nodo. Esta relación puede ser la misma para todos los nodos

o diferente para cada par de nodos. En este sentido, si consideramos que cada nodo puede
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tener su propia transformación de coordenadas Ti para i = 1,2, . . . ,N, entonces podemos

reinterpretar (3.2.3) como la siguiente condición para lograr la sincronización generalizada

lı́m
t→∞
‖Ti(xi(t))−T j(x j(t))‖= 0, para i, j = 1,2, . . . ,N (3.2.4)

donde si adicionalmente solicitamos que todas las transformaciones sean invertibles, tene-

mos que H∗ = T −1
i ◦ T j es la composición de las transformaciones de cada par de nodos

[86].

En las siguientes secciones presentamos dos diferentes métodos para establecer la sin-

cronización generalizada en redes.

3.2.1. Método indirecto mediante el sistema auxiliar

El método del sistema auxiliar fue desarrollado para garantizar la sincronización genera-

lizada de dos sistemas caóticos acoplados en una configuración maestro-esclavo [71]. Este

método ha sido aplicado para analizar el surgimiento de la sincronización generalizada en

una red dinámica [75, 83, 84]. Sin embargo, debe señalarse que este método determina la

existencia de una relación funcional H∗, pero no su descripción exacta.

El punto clave en este método es que para cualesquier nodo en la red, el acoplamiento con

los otros nodos puede considerarse un sistema maestro. En particular, para la red dinámica

(2.2.3) se puede aplicar el método del sistema auxiliar, considerando una réplica exacta de la

dinámica de los nodos de la red, conocida como sistema auxiliar o red auxiliar,

˙̂xi(t) = f (x̂i(t))+g
N

∑
k=1

`ikΓ(x̂k(t)− x j(t)), para i = 1,2, · · · ,N (3.2.5)

donde x̂i(t) = [x̂i1(t), x̂i2(t), · · · , x̂in(t)]> ∈Rn son las variables de estado de la red auxiliar, y

el resto de las variables son descritas como en (2.2.3).

Siguiendo el método del sistema auxiliar propuesto por Abarbanel [71], la red dinámica

(2.2.3) logra la sincronización generalizada si se cumple

lı́m
t→∞
‖xi(t)− x̂i(t)‖= 0, para i = 1,2, ...,N. (3.2.6)
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para diferentes condiciones iniciales xi(0) 6= x̂i(0) con i = 1,2, . . . ,N. En otras palabras, la

dinámica de cada par de nodos es idéntica sin importar las condiciones iniciales del sistema

en forma asintótica. Para demostrar que esto se cumple, definimos el error de sincronización

entre los nodos de la red orginal y los nodos de la red auxiliar, i.e., ei(t) = xi(t)− x̂i(t) para

i = 1,2, . . . ,N, y utilizando las ecuaciones (2.2.3) y (3.2.5) calculamos la dinámica del error,

la cual está dada por

ėi(t) = f (xi(t))− f (x̂i(t))+g
N

∑
k=1

`ikΓek(t), para i = 1,2, . . . ,N, (3.2.7)

por lo que garantizar la estabilidad del error de sincronización (3.2.7) es equivalente a ga-

rantizar la sincronización generalizada en la red (2.2.3). En la literatura, es posible encontrar

diferentes resultados para garantizar la sincronización generalizada mediante este enfoque,

donde se considera que los nodos son Lipschitz acoplados de manera lineal, unidireccional

y difusiva. Por ejemplo, en [84] utilizan fuerzas de acoplamiento adaptables para lograr el

objetivo de sincronización generalizada. En [47, 80] extienden este método para sistemas

mutuamente acoplados, donde se considera que existe un sistema auxiliar para cada nodo.

Mientras que en los trabajos [81, 82] han aplicado este enfoque para redes con acoplamiento

bidireccional. Por otra parte, [87, 88] establece que el método indirecto no es aplicable para

todas las redes bidireccionales, ya que solamente se puede definir en sistemas que pueden

ser analizados en una configuración maestro-esclavo.

En todos los casos, el método del sistema auxiliar para la sincronización generalizada se

puede establecer para que los nodos de la red estén sincronizados en un sentido generaliza-

do. Sin embargo, aunque con este método se tiene la existencia de las relaciones funcionales,

H∗, no es posible determinar su forma especı́fica. Por tanto, si deseamos imponer una re-

lación funcional entre los nodos de la red, es necesario utilizar el enfoque sincronización

generalizada controlada que se presenta a continuación.

3.2.2. Método directo mediante sincronización controlada

Con el método de sincronización generalizada controlada se busca imponer una relación

funcional entre los nodos de la red, la cual puede ser la misma relación para todos los nodos
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CAPÍTULO 3

o diferente en algunos pares de nodos. Además, esta relación funcional debe ser una función

estática y que no depende de los estados de los nodos. En particular, a la red dinámica con-

trolada (3.2.1) se puede aplicar este método considerando que es necesario diseñar una ley

de control, ui, tal que se cumpla con la definición de sincronización generalizada

lı́m
t→∞
‖xi(t)−T −1

i T j(x j(t))‖= 0, i, j = 1,2, · · · ,N (3.2.8)

donde T −1
i T j es el mapeo que se desea imponer entre los nodos de la red. La dificultad de

este método es que los controladores diseñados suelen ser bastante complicados y se de-

ben aplicar a todos los nodos de la red, pero es un método útil para imponer un mapeo de

sincronización. Con el fin de imponer está relación funcional T −1
i T j y diseñar los contro-

ladores, definimos el error de sincronización como ei j(t) = xi(t)−T −1
i T j(x j(t)) para todo

i, j = 1,2, . . . ,N, donde el objetivo de control es ‖ei j(t)‖ → 0. En otras palabras, se busca

que la dinámica de los errores sean asintóticamente estables.

Lo anterior se puede probar mediante el uso de funciones de Lyapunov, es decir, se con-

sidera que existe una función V (ei j(t)) con las siguientes propiedades: V (ei j(t)) > 0 para

todos ei j(t) 6= 0 y V (ei j(t)) = 0 para ei j(t) = 0. Si la derivada de la función de Lyapunov a

lo largo de la trayectoria del error satisface V̇ (ei j(t))≤ 0 el error es asintóticamente estable,

por tanto, se logra la sincronización generalizada entre los nodos de la red.

En la literatura, es posible encontrar diferentes resultados para garantizar la sincroni-

zación generalizada mediante el método directo. Un ejemplo es considerar que para la red

controlada (3.2.1) existe solamente un nodo maestro o lı́der dentro de la red, donde la trayec-

toria maestra es sM(t) ∈ Rn y cuya dinámica está dada por ṡM(t) = fM(sM(t)). Sin pérdida

de generalidad, suponemos que el primer ı́ndice de los nodos en la red corresponde al nodo

maestro, por tanto, necesitamos diseñar los controladores locales ui ∈ Rn, tal que los N− 1

nodos restantes sigan a este nodo maestro. En este sentido, la sincronización generalizada se

define como

lı́m
t→∞
‖xi(t)−H∗sM(t)‖= 0, i = 2,3, . . . ,N (3.2.9)

donde H∗ es la relación funcional a imponer, la cual suponemos es la misma para todos los

nodos de la red dinámica controlada (3.2.1).
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Con el fin de imponer la relación funcional y el diseño de los controladores, definimos el

error de sincronización generalizada como ei(t) = xi(t)−H∗sM(t) para i = 1,2, . . . ,N, cuya

dinámica del error está dada por

ėi(t) = f (xi(t))+g
N

∑
k=1

`ikΓxk(t)+ui−DH∗(sM(t)) fM(sM(t)) (3.2.10)

donde DH∗(·) es el Jacobiano del mapeo H∗(·).

Ahora, como parte del diseño de los controladores locales ui para i = 1,2, · · · ,N que

estabilice el error de sincronización generalizada proponemos

ui = DH∗(sM(t)) fM(sM(t))+κei(t)− fM(H∗(sM(t)))−g
N

∑
k=1

`ikΓH∗sM(t), (3.2.11)

para i = 2,3, . . . ,N, donde κ≥ 0 es una constante no negativa. De modo que, la dinámica del

error de sincronización controlada (3.2.10) en lazo cerrado puede ser escrita como:

ėi(t) = f (xi(t))− fM(H∗(sM)(t))+κei(t)+g
N

∑
k=1

`ikΓek(t) (3.2.12)

para i = 1,2, . . . ,N.

Notemos que los primeros dos términos a la derecha de la ecuación anterior denotan la

diferencia entre la dinámica individual de un nodo y la dinámica del nodo maestro, como

consideramos que la red dinámica controlada (3.2.1) es una red de nodos idénticos, entonces

es razonable esperar que estos dos términos estén acotados, es decir, suponemos que se

cumple

‖ f (xi(t))− fM(H∗sM(t))‖ ≤ ζ‖xi(t)−H∗sM(t)‖ (3.2.13)

con ζ≥ 0 una constante no negativa.

Para garantizar la estabilidad de la dinámica del error (3.2.12), consideremos la siguiente

función candidata de Lyapunov

V (t) =
1
2

N

∑
i=1

e>i (t)ei(t). (3.2.14)
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Calculamos la derivada de la función de Lyapunov con respecto al tiempo a lo largo de la

trayectorias del sistema (3.2.12), se obtiene

V̇ (t) =
1
2

(
N

∑
i=1

e>i (t)ėi(t)+
N

∑
i=1

ė>i (t)ei(t)

)

=
1
2

N

∑
i=1

e>i (t)

(
f (xi(t))− fM(H∗sM(t))+κei(t)+g

N

∑
k=1

`ikΓek(t)

)

+
1
2

N

∑
i=1

(
f (xi(t))− fM(H∗sM(t))+κei(t)+g

N

∑
k=1

`ikΓek(t)

)>
ei(t). (3.2.15)

Utilizando (3.2.13) en la ecuación anterior y que la matriz L es simétrica obtenemos

V̇ (t) ≤
N

∑
i=1

(
ζe>i (t)ei(t)+κe>i (t)ei(t)+g

N

∑
k=1

`ike>i (t)Γek(t)

)

=
N

∑
i=1

(
(ζ+κ)e>i (t)ei(t)+g

N

∑
k=1

`ike>i (t)Γek(t)

)
(3.2.16)

Sea e(t) = [e>1 (t),e
>
2 (t), · · · ,e>N (t)]> ∈ RnN el vector de todos los errores de sincronización,

entonces reescribimos la ecuación anterior como

V̇ (t) = (ζ+κ)e>(t)e(t)+ e>(t)(L ⊗Γ)e(t)

≤ (ζ+κ+λ2γ)
N

∑
i=1

e>i (t)ei(t) (3.2.17)

donde⊗ es el producto de Kronecker; λ2 es el segundo valor propio más grande de la matriz

de conectividad L y γ > 0 es el mı́nimo valor propio de la matriz Γ. Entonces, si se cumple

que ζ+κ+λ2γ < 0 la derivada de la función de Lyapunov es negativa, lo que implica que el

error de sincronización generalizada es asintóticamente estable.

Logrando ası́ la sincronización generalizada para esta configuración de un nodo maes-

tro y N− 1 nodos esclavos. Una descripción más detallada sobre este tipo de problemas lo

podemos consultar en [76, 85, 86] y las referencias que ahı́ se mencionan.

Otro ejemplo para la red (3.2.1), es considerar que existe un subconjunto de nodos lı́de-

res, los cuales forman una subred lı́der, cuya solución de sincronización es una trayectoria
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promedio de los nodos de este subconjunto, y está dada por s̄M(t) ∈ Rn. En particular, pa-

ra este caso, el objetivo de control del diseño de ui es estabilizar los nodos controlados en

está trayectoria promedio s̄M(t). Sin pérdida de generalidad, es posible suponer que los pri-

meros P ı́ndices en la red corresponden a los nodos controlados, mientras que los N −P

restantes son los nodos que pertenecen a la subred lı́der, o nodos maestros. En consecuencia,

la red dinámica (3.2.1) puede reescribirse como

ẋi(t) = fi(xi(t))+g
N

∑
k=1

aikΓxk(t)+ui, para i = 1,2, . . . ,P (3.2.18)

ẋi(t) = fi(xi(t))+g
N

∑
k=1

aikΓxk(t) para i = P+1,P+2, . . . ,N (3.2.19)

donde (3.2.18) y (3.2.19) describen la dinámica de la subred controlada y la subred maestra,

respectivamente.

Para este caso, la sincronización generalizada se define como

lı́m
t→∞
‖xi(t)−H∗s̄M(t)‖= 0, para i = 1,2, · · · ,N. (3.2.20)

donde H∗ es la relación funcional de entre los nodos de la subredes controlada y no contro-

lada y s̄M es la trayectoria de referencia.

De manera similar al ejemplo anterior, definimos el error de sincronización generalizada

como ei(t) = xi(t)−H∗s̄M(t) para i = 1,2, · · · ,N, y realizamos un análisis de estabilidad

muy similar al presentado en el ejemplo anterior, con el cual se diseñan los controladores

locales y se determina si el error de sincronización es asintóticamente estable, garantizando

con esto la sincronización generalizada entre subredes. Una descripción más detallada sobre

este tipo de problemas se puede consultar en [77, 78, 79, 89] y las referencias que ahı́ se

mencionan.

Por otra parte, si se desea imponer una relación funcional entre los nodos de una red

controlada con acoplamiento bidireccional (3.2.1) definimos la sincronización generalizada

como (3.2.8):

lı́m
t→∞

= ‖Tixi(t)−T jx j(t)‖, para i, j = 1,2, · · · ,N
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donde Ti : Rn → Rn con i = 1,2, · · · ,N son transformaciones invertibles para cada nodo.

Además, es importante mencionar que en este caso particular todos los nodos son maestros

y esclavos a la vez. En este sentido, para lograr la sincronización generalizada en la red

se deben analizar todos los errores de sincronización generalizada entre cada par de nodos,

esto es, ei j = Tixi(t)−T jx j(t) para i = 1,2, · · · ,N, donde la relación funcional que define la

sincronización generalizada de la red dependerá de las transformaciones de los nodos, como

se muestra en la siguiente sección.

3.3. Diseño de controladores para la sincronización gene-

ralizada en redes con acoplamiento bidireccionales

Consideremos una red dinámica controlada (3.2.1) formada por N nodos idénticos con un

acoplamiento lineal, simétrico y difusivo, donde además la función f (·) satisface la siguiente

condición QUAD [90]

(x(t)− y(t))> [ f (x(t))− f (y(t))−∆(x(t)− y(t))]≤−θ(x(t)− y(t))>(x(t)− y(t)) (3.3.1)

para cualesquier x(t),y(t) ∈Rn, donde ∆ = Diag(δ1,δ2, · · · ,δn) ∈Rn×n es una matriz diago-

nal arbitraria y θ≥ 0 es un escalar no negativo.

Con el fin de imponer una relación funcional T −1
i T j y diseñar los controladores locales

ui, consideramos que para cada nodo existe una transformación de coordenadas definida

como wi(t) = Ti xi(t)∈Rn con i= 1,2, · · · ,N. Además, suponemos que las transformaciones

son invertibles, es decir, xi(t) = T −1
i wi(t) para toda i = 1,2, · · · ,N. Más aún, suponemos que

estas transformaciones son diferentes al menos para algún par de nodos en la red dinámica.

Bajo todas estas consideraciones podemos reescribir la ecuación de la red (3.2.1) en las

coordenadas transformadas como:

ẇi(t) = Fi(wi(t))+gT −1
i

N

∑
k=1

`ikΓ Tkwk(t)+νi, para i = 1,2, · · · ,N (3.3.2)

donde Fi(wi(t)) = T −1
i f (Ti wi(t)) ∈ Rn es la dinámica de cada nodo en las variables trans-
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formadas y νi = T −1
i ui ∈ Rn son los controladores locales expresados en términos de las

variables transformadas.

Como cada transformación Ti es diferente, al menos para un par de nodos, la ecuación de

red (3.3.2) corresponde a una red controlada de nodos no idénticos con acoplamiento lineal,

simétrico y difusivo. De modo que, el problema de sincronización generalizada se transforma

en el diseño de los controladores locales νi, tal que se logre la sincronización completa en

las variables transformadas wi(t) ∈ Rn, es decir,

lı́m
t→∞
‖wi(t)−w j(t)‖= 0, para i, j = 1,2, . . . ,N. (3.3.3)

Notemos que cuando se logra la sincronización completa en las variables transformadas, en-

tonces en las variables originales se cumple con la definición de sincronización generalizada

(3.2.8):

lı́m
t→∞
‖Ti xi(t) − T j x j(t)‖= 0, para i, j = 1,2, ...,N.

Además, como suponemos que las transformaciones de coordenadas son invertibles, de la

ecuación anterior obtenemos

lı́m
t→∞
‖xi(t)−T −1

i T j x j(t)‖= 0, o bien lı́m
t→∞
‖T −1

j Ti xi(t)− x j(t)‖= 0. (3.3.4)

En este sentido, se fija un mapeo de sincronización con respecto a las transformaciones de

coordenadas para cada par de nodos de la red con T −1
i T j 6= T −1

j Ti. Con las condiciones

(3.3.4) se entiende que se logra la sincronización generalizada cuando, las soluciones de j-

ésimo nodo se relacionan a través del mapeo T −1
i T j con las soluciones del i-ésimo nodo. Si

esto no es posible, entonces las soluciones del i-ésimo nodo se relacionan a través del mapeo

T −1
j Ti con las soluciones del j-ésimo nodo.

Con lo anterior supongamos que el objetivo de control es la sincronización completa de la

red controlada (3.3.2) en el sentido de (3.3.3). En particular, como los nodos en las variables

transformadas provienen del mismo sistema dinámico, podemos argumentar que la solución

de sincronización es una trayectoria promedio de sus nodos, ws(t) = 1
N ∑

N
j=1 w j(t)∈Rn cuya
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dinámica está dada por

ẇs(t) =
1
N

N

∑
j=1

Fj(w j(t)) = Fs(ws(t)). (3.3.5)

Para diseñar los controladores locales νi definimos el error de sincronización generaliza-

da ei(t) = wi(t)−ws(t) ∈ Rn para i = 1,2, · · · ,N. Utilizando (3.3.2) y (3.3.5) obtenemos la

dinámica del error dada por

ėi(t) = Fi(wi(t))+gT −1
i

N

∑
k=1

`ikΓTkwk(t)+ vi−Fs(ws(t))

= Fi(wi(t))−Fs(ws(t))+gT −1
i

N

∑
k=1

`ikΓTk(ek(t)+ws(t))+ vi

= Fi(wi(t))−Fs(ws(t))+gT −1
i

N

∑
k=1

`ikΓTkek(t)+gT −1
i

N

∑
k=1

`ikΓTkws(t)

+vi, para i = 1,2, · · · ,N. (3.3.6)

Por lo tanto, con el objetivo de estabilizar la dinámica del error de sincronización (3.3.6)

proponemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.1. Si los controladores locales νi se construyen como

νi =−gT −1
i

N

∑
k=1

`ikΓTkws(t)+κei(t), i = 1,2, · · · ,N (3.3.7)

donde κ≥ 0 es una constante no negativa. Entonces, la red de nodos no idénticos (3.3.2) con

las variables transformadas, logra la sincronización completa con la solución de sincroniza-

ción ws(t) ∈ Rn. De manera equivalente, la red de nodos idénticos (3.3.1), en las variables

originales, logra la sincronización generalizada en el sentido de (3.3.4) y en términos de las

transformación de coordenadas Tik = T −1
i Tk.

Demostración. Utilizando el controlador propuesto en (3.3.7) la dinámica del error de sin-

cronización (3.3.6) en lazo cerrado está dada por

ėi(t) = Fi(wi(t))−Fs(ws(t))+κei(t)+gT −1
i

N

∑
k=1

`ikΓTkek(t), para i = 1,2, · · · ,N. (3.3.8)
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La estabilidad de la dinámica del error alrededor del origen puede ser determinada utilizando

la siguiente función candidata de Lyapunov

V (t) =
1
2

N

∑
i=1

e>i (t)ei(t) (3.3.9)

cuya derivada a lo largo de la trayectoria del error (3.3.8) está dada por

V̇ (t) =
N

∑
i=1

e>i (t)ėi(t)

=
N

∑
i=1

e>i (t)

[
Fi(wi(t))−Fs(ws(t))+κei(t)+gT −1

i

N

∑
k=1

`ikΓTkek(t)

]
(3.3.10)

Consideramos que la dinámica individual de cada nodo en las variables transformadas

provienen del mismo sistema dinámico f (·), por lo tanto, es posible argumentar que las

diferencias entre los nodos en las variables transformadas están acotadas. Además, como

se considera que la dinámica de cada nodo en variables originales es QUAD (3.3.1) en las

variables transformadas tenemos

e>i (t) [Fi(wi(t))−Fs(ws(t))+∆ei(t)]≤−θi e>i (t)ei(t) (3.3.11)

donde ∆ = Diag(δ1,δ2, · · · ,δn) ∈ Rn×n es una matriz diagonal arbitraria y θi ≥ 0 son cons-

tantes no negativas.

Sea κ > δi para toda i = 1,2, · · · ,n, utilizando la ecuación (3.3.11) podemos acotar la

derivada de la función de Lyapunov (3.3.10) de la siguiente forma:

V̇ (t) ≤ −
N

∑
i=1

θie>i (t)ei(t)+g
N

∑
i=1

e>i (t)T −1
i

N

∑
k=1

`ikΓTkek(t)

= −θ

N

∑
i=1

e>i (t)ei(t)+g
N

∑
i=1

N

∑
k=1

`ike>i (t)ΓTikek(t) (3.3.12)

con θ = máx{θi| i = 1,2, · · · ,N} y Tik = T −1
i Tk.
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Ahora, definimos el vector de las variables del error de todos los nodos como

E(t) = [e>1 (t),e
>
2 (t), · · · ,e>N (t)]> ∈ RnN . (3.3.13)

Además, considere la matriz L =−gL ⊗Γ ∈ RnN×nN , donde ⊗ es el producto de Kro-

necker; y la matriz por bloques T = {Tik} ∈ RnN×nN , cuyos elementos son bloques de ma-

trices definidos como Tik = T −1
i Tk ∈ Rn×n ∀ i,k = 1,2, · · · ,N. Entonces la desigualdad

(3.3.12) puede ser reescrita como

V̇ (t)≤−θ E>(t)E(t)−E>(t)(L ◦T )E(t) (3.3.14)

donde ◦ es el producto de Hadamard [91].

Como las matrices L ≥ 0 y T ≥ 0 son matrices semidefinidas positivas, entonces utili-

zando el Teorema de Schur [91] para el producto de Hadamard, se tiene que L ◦T es también

semidefinida positiva. Por lo tanto, se logra que V̇ (t) < 0. Entonces, la dinámica del error

es asintóticamente estable alrededor del origen, lo cual implica que la red (3.3.2) en las va-

riables transformadas logra la sincronización completa. Como consecuencia, la red (3.2.1)

en las variables originales logra la sincronización generalizada en el sentido de (3.2.8), con

respecto a las transformaciones de coordenadas Ti.

Con el Teorema anterior podemos imponer una relación funcional entre cada par de no-

dos de la red dinámica controlada (3.2.1). Sin embargo, con esta metodologı́a existen algunas

limitaciones para lograr nuestro objetivo, como lograr la sincronización completa en una red

de nodos distintos, ya que este no es un problema trivial, pero se soluciona fácilmente al in-

ducir el controlador. Por otra parte, la ventaja de utilizar este método es que se puede imponer

cualquier transformación de coordenadas para los nodos, y con ellas encontrar fácilmente la

relación funcional T −1
i Tk que indican la sincronización generalizada para cada par de nodos

en la red.
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3.3.1. Identificando el mapeo de sincronización generalizada en la red

En las sección anterior hemos construidos los controladores locales para imponer un

comportamiento en la red, tal que se logra la sincronización generalizada entre los nodos.

Sin embargo, como sabemos la sincronización generalizada en sentido estricto requiere una

relación funcional entre las dinámicas de los nodos. Por ello, es necesario identifica cuál es

el mapeo de sincronización generalizada para una red con acoplamiento bidireccional.

Una forma de ilustrar como identificamos el mapeo de sincronización generalizada de

la red dinámica controlada con acoplamiento bidireccional es comenzando con un caso sen-

cillo. Por esto, consideramos una red dinámica controlada formada por dos nodos con un

acoplamiento bidireccional, cuya ecuación de estados está dada por (3.2.1)

ẋi(t) = f (xi(t))+g
2

∑
k=1

`ikΓxk(t)+ui, para i = 1,2

y el grafo que representa la estructura de la red está dada por la Figura 3.1.

Figura 3.1: Grafo para una red conformada por dos nodos con acoplamiento bidireccional.

Con el Teorema 3.3.1, presentado en la sección anterior, es posible diseñar los controla-

dores locales para cada nodo tal que se logra la sincronización generalizada de la red. Sin

embargo, es necesario definir bajo que esquema se establece la sincronización generalizada,

en otras palabras, quién es el nodo maestro y quién es el nodo esclavo en la red. Siguiendo

con la definición de sincronización generalizada (3.3.4) tenemos que para la ecuación de red

anterior se cumple

lı́m
t→∞
‖x1(t)−T −1

1 T2 x2(t)‖= 0, y lı́m
t→∞
‖x2(t)−T −1

2 T1 x1(t)‖= 0. (3.3.15)

De modo que, con las ecuaciones anteriores tenemos que las trayectorias del nodo v2 son

mapeadas por T12 = T −1
1 T2 con las trayectorias del nodo v1, es decir, el nodo v1 es el maestro
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del nodo v2. Además, el nodo v1 es esclavo del nodo v2, ya que las trayectorias del nodo v1

son mapeadas por T21 = T −1
2 T1 de modo que coinciden con las trayectorias del nodo v2.

Reescribiendo las ecuaciones (3.3.15) en forma vectorial obtenemos

lı́m
t→∞

∥∥∥∥∥∥
x1(t)

x2(t)

−
 0 T12

T21 0

x1(t)

x2(t)

∥∥∥∥∥∥=
0

0


lı́m
t→∞
‖x(t)−H x(t)‖= 0

(3.3.16)

con x(t) = [x1(t)>,x2(t)>]> ∈ R2n y el mapeo de sincronización generalizada está dada por

la matriz

H =

 0 T12

T21 0


2n×2n

(3.3.17)

donde los bloques Ti j = T −1
i T j ∈Rn×n son generados por las transformaciones impuestas en

cada nodo. Siendo este el único mapeo de sincronización generalizada para la red dinámica

controlada formada por dos nodos mutuamente acoplados.

Del mismo modo, consideremos una red dinámica controlada formada por tres nodos

con un acoplamiento bidireccional y cuya estructura de conexión es establecida como en la

Figura 3.2. La ecuación de estados de la red dinámica controlada está dada por

ẋi(t) = f (xi(t))+g
3

∑
k=1

`ikΓxk(t)+ui, para i = 1,2,3. (3.3.18)

Figura 3.2: Grafo para una red conformada por tres nodos con acoplamiento bidireccional y
una topologı́a de todos contra todos.
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Siguiendo con la definición de sincronización generalizada en forma vectorial tenemos

que

lı́m
t→∞
‖x(t)−H x(t)‖= 0 (3.3.19)

donde x(t) = [x1(t)>, x2(t)>, x3(t)>]> ∈ R3n, y la matriz H ∈ R3n×3n representa el mapeo

de sincronización generalizada para la red. Es importante mencionar, que para este caso el

mapeo de sincronización generalizada no es único, ya que depende de la forma en que se

construye la matriz H . Por ejemplo, si nosotros establecemos que las soluciones del nodo

dos siguen a través del mapeo T12 a las soluciones del nodo 1; mientras que las soluciones

del nodo 1 siguen a través del mapeo T21 a las soluciones del nodo 2; y las soluciones del

nodo 1 siguen a través del mapeo T31 a las soluciones del nodo 3. Entonces, obtenemos que

el nodo 1 es maestro y esclavo del nodo 2, y además, el nodo 3 también es maestro del nodo

1. En este caso, el mapeo de sincronización generalizada se define como:

H1 =


0 T12 0

T21 0 0

T31 0 0


3n×3n

. (3.3.20)

y la sincronización generalizada se establece en el sentido que se cumplen las siguientes

condiciones:

lı́m
t→∞
‖x1(t)−T12x2(t)‖= 0, lı́m

t→∞
‖x2(t)−T21x1(t)‖= 0, y lı́m

t→∞
‖x3(t)−T31x1(t)‖= 0.

En cambio, si consideramos que el nodo 1 es maestro del nodo 2, el nodo 2 es maestro del

nodo 1 y el nodo 3 es maestro del nodo 2. Matemáticamente, tenemos que se cumplen las

siguientes condiciones:

lı́m
t→∞
‖x1(t)−T12x2(t)‖= 0, lı́m

t→∞
‖x2(t)−T21x1(t)‖= 0, y lı́m

t→∞
‖x3(t)−T32x2(t)‖= 0.

De modo que, también es posible establecer la sincronización generalizada con esta configu-

ración, la diferencia principal es que el mapeo de sincronización generalizada es diferente,
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ya que está dado por:

H2 =


0 T12 0

T21 0 0

0 T32 0


3n×3n

. (3.3.21)

En general, podemos construir diferentes mapeos de sincronización generalizada para la mis-

ma red y con las mismas transformaciones de coordenadas, solamente es necesario establecer

diferentes configuraciones maestro-esclavo entre los nodos. En el caso particular de la red

formada por tres nodos con acoplamiento bidireccional, tenemos que existen ocho posibles

mapeos de sincronización generalizada, los cuales están dados por:

H1 =


0 T12 0

T21 0 0

T31 0 0

 H2 =


0 T12 0

T21 0 0

0 T32 0

 H3 =


0 T12 0

0 0 T23

T31 0 0



H4 =


0 0 T13

T21 0 0

T31 0 0

 H5 =


0 0 T13

T21 0 0

0 T32 0

 H6 =


0 0 T13

0 0 T23

0 T32 0



H7 =


0 0 T13

0 0 T23

T31 0 0

 H8 =


0 T12 0

0 0 T23

T31 0 0


donde cada Hk ∈ R3n×3n y los bloques Ti j = T −1

i T j ∈ Rn×n, donde los elementos Ti corres-

ponden a las transformaciones de coordenadas para cada nodo.

Si aumentamos el número de nodos en la red, N, entonces el número de relaciones fun-

cionales posibles Hi aumenta de forma exponencial, ya que las posibles combinaciones de

construir la matriz Hi está dada de la siguiente forma:

Hi =


0 � · · · �

�
. . . �

...
... �

. . . �

� · · · � 0


→ N−1

→ N−1
...

→ N−1


N veces (3.3.22)
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por lo tanto, conforme el número de nodos aumenta en la red, entonces consideramos que

existen

NH = (N−1)N (3.3.23)

posibles mapeos de sincronización generalizada.

Considerando que x(t) =
[
x1(t)>, x2(t)>, · · · , xN(t)>

]> ∈ RNn son las variables de es-

tado de todos los nodos de una red, la condición para lograr la sincronización generalizada

puede escribirse NH formas posibles, es decir,

lı́m
t→∞
‖x(t)−Hkx(t)‖= 0, para algún k = 1,2, · · · ,NH (3.3.24)

donde NH es el número de posibles relaciones funcionales.

3.3.2. Ejemplo: Sincronización generalizada en una red bidireccional

de células β

A manera de ilustración consideramos una red de dos nodos mutuamente acoplados,

como los mostrados en la Figura 3.1. Para este ejemplo, utilizamos el modelo de Pernaroswki

para una célula β (2.2.24) en cada uno de los nodos, y suponemos que las células se acoplan

solo eléctricamente, a través de las conexiones de hendidura, es decir, solo por la variable xi1

de cada nodo. De modo que, la ecuación de estados para nuestras red dinámica controlada

de dos células β está dada por:


ẋi1(t)

ẋi2(t)

ẋi3(t)

=


f̂ (xi1(t))− xi2(t)− xi3(t)

w∞(xi1t)− xi2(t))

εβ(h(xi1(t))− xi4(t))




g∑
N
j=1 `i jxi1(t)

0

0

+


ui1

ui2

ui3


ẋi(t) = f (xi(t))+g

N

∑
j=1

`i jΓ j(t)+ui, i = 1,2

(3.3.25)

donde xi(t) = [xi1(t),xi2(t),xi3(t)]> ∈Rn es el vector de estado del i-ésimo nodo y el resto de

las variables son descritas como en (2.2.27); además, ui = [ui1,ui2,ui3]
> ∈ R3 son los con-

troladores locales a diseñar. Para este ejemplo consideramos las siguientes transformaciones
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de coordenadas w1(t) = T1x1(t) y w2(t) = T2x2(t), donde T1 y T2 se definen como:

T1 = Diag(−1, −1, −1) y T2 = Diag(2, 2, 2), (3.3.26)

con sus respectivas transformaciones inversas T −1
1 = T1 y T −1

2 = Diag(1/2, 1/2, 1/2).

Entonces, la red controlada en las variables transformadas está dada por (3.3.2):

ẇi(t) = Fi(wi(t))+gT −1
i

N

∑
k=1

`ikΓ Tkwk(t)+νi, para i = 1,2,

con w1(t) = [−x11(t),−x12(t),−x13(t)]> ∈ R3 y w2(t) = [2x21(t),2x22(t),2x23(t)]> ∈ R3

y νi = H−1
i ui ∈ R3 para i = 1,2. Utilizando el Teorema 3.3.1 es posible encontrar la ley de

control νi tal que los nodos en las variables transformadas logran la sincronización completa,

la cual está dada por

νi =−gT −1
i

N

∑
k=1

aikΓTkws(t)+κei(t), i = 1,2,

con κ > 1.95.

En la Figura 3.3 presentamos los errores de sincronización en las variables transformadas,

donde a partir de un tiempo de simulación de t = 400 se aplican los controladores locales

νi. En dicha figura es posible apreciar como los errores entre las variables transformadas

tienden a cero, con lo que comprobamos numéricamente que la red dinámica controlada

(3.3.2) logra la sincronización completa en las variables transformadas. Mientras que, en

la Figura 3.4 presentamos los errores de sincronización en las variables orginales, en dicha

figura es posible apreciar cómo estos errores no tienden a cero, por lo que no existe una

sincronización idéntica o completa en las variables originales. Sin embargo, si calculamos

los errores de sincronización generalizados, x1(t)− T12x2(t) y x2(t)− T21x1(t) es posible

apreciar que estos tienden a cero, como mostramos en la Figura 3.5. Por lo tanto, podemos

inferir que las soluciones del nodo 2 siguen a través del mapeo T12 a las soluciones del nodo

1; mientras que las soluciones del nodo 1 siguen a través del mapeo T21 a las soluciones del

nodo 2. En otras palabras, el nodo 1 es maestro y esclavo del nodo 2, y análogamente el nodo

2 es maestro y esclavo del nodo 1.
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Figura 3.3: Errores de sincronización para dos células β mutuamente acopladas en variables
transformadas.

Figura 3.4: Errores de sincronización para dos células β mutuamente acopladas en variables
originales.
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Figura 3.5: Error de sincronización generalizada para dos células β.

3.3.3. Ejemplo: Sincronización generalizada en una red bidireccional

de osciladores caóticos idénticos.

Consideramos una red de tres nodos conectados por el grafo mostrado en la Figura 3.2.

Utilizamos un oscilador de Lorenz [40] en cada uno de los nodos, de modo que el vector de

estado del i-ésimo nodo es: xi(t) = [ xi1(t), xi2(t), xi3(t)]> ∈ R3. Además, consideraremos

que los nodos solamente se acoplan a través de la primer variable de estado xi1(t). Por tanto,

la red dinámica controlada puede escribirse como:
ẋi1(t)

ẋi2(t)

ẋi3(t)

=


10(xi2− xi1)

28xi1− xi1xi3− xi2

xi1xi2− 8
3xi3

+


g∑
N
j=1 `i jxi1(t)

0

0

+


ui1

ui2

ui3

 (3.3.27)

donde ui = [ui1,ui2,ui3]
> ∈ R3 son los controladores locales a diseñar, y el resto de las va-

riables son descritas como en (3.2.1).

Luego, consideramos las siguientes transformaciones de coordenadas Ti para cada uno

62
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de los nodos de la red (3.3.27)

T1 =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −2

 T2 =


2 0 0

0 1
2 0

0 0 2

 T3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 4


y sus respectivas inversas

T −1
1 =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1
2

 T −1
2 =


1
2 0 0

0 2 0

0 0 1
2

 T −1
3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1
4

 .

De modo que, utilizando estas transformaciones la red de nodos idénticos (3.3.27) se

transforma a una red de nodos distintos, dada por

ẇi(t) = Fi(wi(t))+gT −1
i

3

∑
k=1

`ikΓ Tkwk(t)+νi, para i = 1,2,3.

Utilizando el Teorema 3.3.1 es posible encontrar la ley de control νi tal que los nodos de la

red en variables transformadas logran la sincronización completa; para la red presentada en

este ejemplo consideramos una fuerza de acoplamiento g = 2.67 y una valor de κ = 7.9.

En la Figura 3.6 mostramos los errores de sincronización para la red en variables transfor-

madas, donde el controlador local se aplica después de un tiempo de 50 segundos, podemos

apreciar como los errores de sincronización entre los estados tienden a cero, y como con-

secuencia podemos afirmar que la red en variables transformadas logra la sincronización

idéntica.

Por otra parte, en la Figura 3.7 se presenta la simulación numérica de la red dinámica

controlada en las variables originales (3.3.27). En esta simulación se aplican los controlado-

res locales en variables originales a partir del instante t = 50. Además, es posible apreciar

que las soluciones de los nodos parecen estar no sincronizadas y no es posible observar un

patrón claro entre ellas. De hecho, si calculamos los errores de sincronización entre estas

variables originales (ver Figura 3.8) es posible observar como los errores no tienden a cero,

por tanto, los nodos no están sincronizados de forma idéntica en las variables originales.
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Figura 3.6: Errores de sincronización de la red en las variables transformadas wi.

En cambio, al calcular el error de sincronización generalizado, Ek = x(t)−Hkx(t) para

k = 1,2, · · · ,8, podemos verificar numéricamente que los errores de sincronización genera-

lizada tienden a cero, obteniendo ası́ una comprobación numérica de que es posible lograr la

sincronización generalizada en la red. Por ejemplo, en la Figura 3.9 presentamos los errores

de sincronización generalizados para el mapeo H1, donde de color rojo presentamos los erro-

res de sincronización generalizada entre entre los primeros estados;de color azul se presentan

los errores de sincronización generalizada entre las segundas variables de estados; mientras

que de negro se presentan los errores entre las terceras variables de estado. Siguiendo la

construcción del mapeo H1 se puede inferir que los nodos de la red dinámica controlada lo-

gran la sincronización generalizada en el siguiente sentido: el nodo uno es maestro y esclavo

del nodo 2, y mientras que el nodo 3 también es maestro del nodo 1. Esto se puede veri-

ficar con los errores de sincronización generalizada presentados en la Figura 3.9, donde se
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Figura 3.7: Simulación numérica de la red controlada (3.3.27) en las variables originales.

Figura 3.8: Errores entre las variables originales de la red dinámica controlada (3.3.27).

ha calculado x1(t)−T12x2(t), x2(t)−T21x1(t) y x3(t)−T31x1(t). Además, en las siguientes

figuras presentamos los errores de sincronización generalizados para cada uno de los mapeos
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de sincronización Hk generados en la sección anterior.

Figura 3.9: Errores de sincronización generalizada E1 = x(t)−H1x(t)

Figura 3.10: Errores de sincronización generalizada E2 = x(t)−H2x(t).
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Figura 3.11: Errores de sincronización generalizada E3 = x(t)−H3x(t).

Figura 3.12: Errores de sincronización generalizada E4 = x(t)−H4x(t)
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Figura 3.13: Errores de sincronización generalizada E5 = x(t)−H5x(t)

Figura 3.14: Errores de sincronización generalizada E6 = x(t)−H6x(t)
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Figura 3.15: Errores de sincronización generalizada E7 = x(t)−H7x(t)

Figura 3.16: Errores de sincronización generalizada E8 = x(t)−H8x(t)
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En este capı́tulo abordamos el problema de sincronización generalizada para una red de

nodos idénticos con un acoplamiento lineal, simétrico y difusivo, donde diseñamos los con-

troladores para imponer el mapeo de sincronización. Por otra parte, en el siguiente capı́tulo

abordamos el surgimiento de la sincronización por clústeres para una red de redes, formada

por nodos no idénticos y con diferentes formas de interconexión entre grupos.
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CAPÍTULO 4
Sincronización por clúster para una red

de redes

En este capı́tulo presentamos un modelo de red de redes con estructura de comunida-

des. En este modelo consideramos que existen difeentes niveles de conexión. En el primer

nivel, los nodos adyacentes se encuentran fuertemente acoplados y se modelan como una

unidad compacta donde las conexiones son uniformes y no dirigidas. En el segundo nivel,

suponemos que las conexiones se producen entre unidades compactas con comportamientos

dinámicos similares formando comunidades y modeladas como una red con interacciones

con peso y dirección. Mientras que el tercer nivel de conexión, establece la interconexión

de las comunidades donde se considera que las conexiones son con peso y dirección, obte-

niendo con esto el modelo de la red. Este modelo es una generalización del modelo de red

dinámica presentado en los capı́tulos anteriores ya que se incluye la diversidad dinámica y

diversidad en los enlaces. Además, en este capı́tulo realizamos un análisis de estabilidad del

estado sincronizado utilizando un enfoque de Lyapounov para mostrar que es posible lograr

la sincronización por clústeres en este modelo de red de redes, obteniendo algunas restriccio-

nes bastantes sencillas para la estructura. Los resultados presentados en este capı́tulo están

publicados en [92].
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4.1. De red dinámica a redes de redes dinámicas

Muchos sistemas complejos relacionados con redes de la vida real no pueden ser re-

presentados como una red dinámica; ya que algunos sistemas naturales o artificiales, como

redes biológicas o Internet tiene la tendencia de organizarse en distintos grupos o comunida-

des, donde la operación adecuada del sistema completo depende la colaboración de distintos

subgrupos conectados entre sı́ [20, 21]. De modo que este tipo de sistemas pueden ser mo-

delados como un conjunto de redes interconectadas, es decir, como una red de redes.

En general, una red de redes está compuesta por un gran conjunto de nodos conectados

entre sı́, donde se pueden identificar distintos subconjuntos de nodos, también conocidos co-

mo redes, clústeres, comunidades o grupos, que comparten alguna caracterı́stica dinámica

o topológica en común. Al estudiar este tipo de sistemas complejos, las investigaciones se

pueden dividir en dos lı́neas principales. Por un lado, se investigan las propiedades estructu-

rales o espectrales de la red de redes que representa al sistema complejo, donde el objetivo

principal es caracterizar una “estructura de la comunidades” dentro del sistema, es decir, se

busca identificar grupos de nodos que estén estrechamente relacionados entre sı́ [9, 12, 16].

En esta misma lı́nea de investigación, se pueden incluir el estudio de diferentes propiedades

estructurales, como la transitividad, la distribución de grados, la existencia de motifs y las

propiedades espectrales de sus matrices laplacianas [93, 94, 95].

Por otra parte, la segunda lı́nea de investigación se enfoca en las propiedades dinámicas

de cada grupo de nodos y el comportamiento colectivo de la red de redes. En este contexto,

se considera que cada subred está conformada por un conjunto de nodos con propiedades

dinámicas idénticas o similiares, mientras que los nodos que pertenecen a distintas redes

tienen dinámicas diferentes [52, 96]. Para este caso, la principal preocupación es describir

la naturaleza del comportamiento colectivo, tal como sincronización controlada [97], sincro-

nización generalizada [71], sincronización externa [49], sincronización completa [96, 98] o

sincronización por clústeres [52, 99, 100].

En este capı́tulo nos enfocamos en el surgimiento de la sincronización por clústeres para

una red de redes, donde se considera que los nodos dentro de cada subred tienden a sincro-

nizarse entre sı́, pero no existe un patrón de sincronización entre nodos de diferentes redes.
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Este tipo de sincronización ha sido investigada por diversos autores. Por ejemplo, L. Chen

analizó el surgimiento de la sincronización por clústeres para una red formada por dos redes

de distintos tamaños [51]. Mientras que Huang et. al [99] investigaron el mismo fenómeno

de sincronización para una red de redes con la misma estructura, donde además consideran

que los acoplamientos son lineales y la estructuras regulares. Una extensión de este trabajo se

propone en [101] donde consideran redes de redes con acoplamientos negativos y no simétri-

cos. Mientras que en [53] investigan la sincronización por clústeres en una red de redes con

acoplamiento no lineal.

Considerando la complejidad estructural de las redes reales, la suposición de que todos

los nodos de la red están acoplados de la misma manera es difı́cil de justificar. Por esta razón,

se propone un modelo que señala la existencia de diferentes tipos de acoplamiento en dis-

tintos niveles de organización. Por tanto, nuestra propuesta para el modelo de red de redes

considera que existen tres niveles de organización, caracterizados por distintas formas de

conexión para cada nivel. En el primer nivel, se considera que las conexiones son estrechas,

es decir, que los nodos adyacentes se acoplan de manera bidireccional y uniforme, en estruc-

turas regulares, los cuales denominamos “ unidades compactas (UC)”. Además, suponemos

que dentro de cada unidad compacta todos los nodos son idénticos y que tienen exactamente

la misma estructura de red, donde la estabilidad de su dinámica colectiva se puede determi-

nar fácilmente usando resultados previos como el criterio λ2 [40, 29]. En el segundo nivel de

la organización, las unidades compactas que comparten caracterı́sticas dinámicas similares

se unen en comunidades, donde la conexión dentro de cada comunidad son bidireccionales

y con pesos. Además, bajo el supuesto que cada unidad compacta dentro de la comunidad

está sincronizada de manera idéntica, y su comportamiento colectivo es el de un nodo aisla-

do, entonces el comportamiento colectivo de la comunidad puede analizarse como una red

ponderada [33]. Finalmente, el tercer nivel de organización forma toda la red, y se consi-

dera la conexión entre diferentes comunidades, las cuales están conectadas en un esquema

de acoplamiento unidireccional y con conexión con pesos. En este nivel de organización

se investiga el surgimiento de la sincronización por clústeres, es decir, una sincronización

idéntica dentro de cada comunidad, mientras que la dinámica entre comunidades permanece

sin sincronizar.
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4.2. Modelo propuesto para una red de redes dinámica

Consideramos una red de N nodos agrupados en M comunidades, donde cada una está for-

mada por Nk subredes denominadas unidades compactas. Para hacer una descripción más

clara iniciamos la descripción con el primer nivel, es decir, se considera que cada unidad

compacta está formada por r nodos idénticos, donde cada nodo es un sistema dinámico con-

tinuo en el tiempo n-dimensional, y además todos los nodos se conectan de manera lineal

y difusiva a través de enlaces bidireccionales. Por tanto, las ecuaciones de estado para cada

unidad compacta dentro de una comunidad están dada por:

ψ̇i(t) = f (ψi(t))+g
r

∑
j=1

ai jΓψ j(t), para i = 1,2, . . . ,r (4.2.1)

donde ψi(t) = [ψi1(t),ψi2(t), · · · ,ψin(t)]
> ∈Rn son las variables de estado del i-ésimo nodo;

f : Rn → Rn es una función no lineal, la cual describe la dinámica de un nodo aislado. El

segundo término a la derecha en (4.2.1) describe el acoplamiento del i-ésimo nodo con sus

vecinos, donde g > 0 denota la fuerza de acoplamiento uniforme para la unidad compacta;

Γ ∈ Rn×n es una matriz diagonal de ceros y unos que describe el acoplamiento interno entre

los nodos de la unidad compacta, mientras que el acoplamiento externo de la unidad lo

describe la matriz A = {ai j} ∈Rr×r, la cual se construye como sigue: si existe una conexión

entre los nodos : i y j (con i 6= j), entonces ai j = a ji = 1, en otro caso ai j = a ji = 0. Además,

para satisfacer la condición de acoplamiento difusivo, los elementos diagonales de A están

dados por

aii =−
r

∑
j=1, j 6=i

ai j =−
r

∑
j=1, j 6=i

a ji, para i = 1,2, . . . ,r. (4.2.2)

Con esto suponemos que cada unidad compacta está conectada, en el sentido que no tiene

nodos aislados. Además, la matriz de acoplamiento A es simétrica e irreducible, y sus valores

propios son reales no positivos, los cuales se pueden ordenar de la siguiente manera [40]:

0 = λ1 ≥ λ2 ≥ . . .≥ λr. (4.2.3)
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Ahora, definimos x(t) = [ψ1(t)>,ψ2(t)>, . . . ,ψr(t)>]> ∈Rnr como la variable de estado para

la unidad compacta, y en notación corta la ecuación (4.2.1) se reescribe como

ẋ(t) = F(x(t),g,Γ,A) (4.2.4)

donde F : Rnr→ Rnr describe la dinámica dentro de la unidad compacta.

Para simplificar el análisis de estabilidad para las unidades compactas y la red de redes,

se consideran las siguientes suposiciones:

S1. Todas las unidades compactas tienen la misma estructura de conexión y el mismo

número de nodos.

S2. Dentro de cada unidad compacta, todos los nodos tienen las mismas descripciones

dinámicas y solo difieren en sus condiciones iniciales.

En el segundo nivel de organización, las unidades compactas se agrupan en una comuni-

dad de la siguiente manera: si dos unidades compactas tienen la misma descripción dinámica,

entonces pertenecen a la misma comunidad, de lo contrario deben estar en comunidades di-

ferentes. La estructura de conexión de la k-ésima comunidad se toma como una red de Nk

unidades compactas cuyas conexiones tienen pesos. Por lo tanto, la ecuación de estado de la

k-ésima comunidad dentro de la red está dada por

ẋ[k]i (t) = F [k](x[k]i (t),g[k],Γ[k],A[k])+
Nk

∑
j=1

c[k]i j Γ̂
[k]
i j x[k]j (t), para i = 1,2, . . . ,Nk (4.2.5)

donde x[k]i (t) ∈ Rnr es la variable de estado de la i-ésima unidad compacta dentro de la

k-ésima comunidad. Mientras que la conexión entre los estados de las i-ésima y j-ésima

unidades compactas dentro de la k-ésima comunidad son descritos por una matriz diagonal

de ceros y unos descrita por

Γ̂
[k]
i j = diag(γ>1 ,γ

>
2 , · · · ,γ>r ) ∈ Rnr×nr (4.2.6)

donde una entrada no cero en los vectores γp =
[
γq+(p−1)

]
∈Rn (q= 1,2, ...,n, p= 1,2, · · · ,r)

indica que el q-ésimo estado del p-ésimo nodo de la i-ésima unidad compacta está acoplado

75
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al estado q-ésimo estado del p-ésimo nodo de la j-ésima unidad compacta, ambas dentro

de la k-ésima comunidad. Además, la matriz C [k] =
{

c[k]i j

}
∈ RNk×Nk describe cuales son las

unidades compactas conectas y se construye de la siguiente manera: si existe una conexión

ente el i-ésimo y el j-ésimo unidad compacta con i 6= j, entonces c[k]i j = c[k]ji > 0, en otro caso

c[k]i j = c[k]ji = 0, y los elementos de la diagonal principal están dados por

c[k]ii =−
Nk

∑
j=1, j 6=i

c[k]i j =−
Nk

∑
j=1, j 6=i

c[k]ji , para i = 1,2, · · · ,Nk. (4.2.7)

Como tal la matriz de acoplamiento C [k] tiene una suma cero por filas y columnas, es decir,

el acoplamiento entre las unidades compactas es difusivo, por tanto, los valores propios de

C [k] se puede ordenar como en (4.2.3) [40].

Sea χ[k](t) = [x[k]1 (t)>,x[k]2 (t)>, . . . , x[k]Nk
(t)>]> ∈ RnrNk las variables de estado de la k-

ésima comunidad de la red. Entonces, la ecuación (4.2.5) puede ser expresada como

χ̇
[k](t) = F [k](χ(k)(t),g[k],Γ[k],A[k], Γ̂,C [k]) (4.2.8)

donde F [k] : RnrNk → RrnNk describe la dinámica de la k-ésima comunidad. Por simplici-

dad, en el resto del capı́tulo utilizamos la siguiente notación abreviada F [k](χ[k](t)) para la

dinámica de la k-ésima comunidad.

A manera de ilustración, en la Figura 4.1 se presenta la estructura de una comunidad

formada por N1 = 10 unidades compactas, cada una representada por un octágono de color

gris; las lı́neas sesgadas de color azul representan las conexiones entre unidades compactas.

A su vez cada unidad compacta tiene r = 13 nodos, representados como puntos y las lı́neas

solidas representan la conexión uniforme entre los nodos.

En el tercer nivel, toda la red de redes se construye como una conexión dirigida y con

pesos entre comunidades. Entonces, se tiene que la siguiente ecuación de estado, representa

la dinámica de una comunidad dentro de la red de subredes:

χ̇
[i](t) = F [i](χ[i](t))+

M

∑
j=1

Di jχ
[ j](t), para i = 1,2, · · · ,M. (4.2.9)
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Figura 4.1: Representación esquemática de un comunidad con 10 unidades compactas cada
una de ella con trece nodos (M = 1, N1 = 10 y r = 13) [92].

donde Di j ∈RnrNi×nrN j es la matriz de acoplamiento entre la i-ésima y la j-ésima comunidad

dentro de la red. En forma vectorial, la dinámica de la red completa puede escribirse como:

χ̇(t) = F (χ(t))+Dχ(t) (4.2.10)

donde las variables de estado de la red completa son χ(t) = [χ[1](t)>, . . . ,χ[M](t)>]> ∈ RnN ;

y F (χ(t)) =
[
F [1](χ[1](t))>, . . . ,F [M](χ[M](t))>

]>
: RnN →RnN describen la dinámica de

una comunidad aislada. Mientras que las conexiones entre comunidades son descritas por

D = {Di j} ∈ RnN×nN .

Observemos que los N nodos de la red son divididos en M comunidades cada una con

Nk unidades compactas, las cuales están formadas por r nodos. En otras palabras, el número

total de nodos en la red de subredes es

N = r
M

∑
k=1

Nk, con Nk ≥ 1, ∀ k. (4.2.11)

Adicionalmente, dado que cada nodo es un sistema dinámico n-dimensional, la matriz de

acoplamiento entre la i-ésima y j-ésima comunidad son de dimensión nrNi× nrN j, la cual

en general, es una matriz rectangular. Mientras que los bloques en la diagonal principal de D,

es decir, Dkk ∈ RnrNk×nrNk , k = 1, . . . ,M, son matrices cuadradas. En consecuencia con estas

consideraciones, la matriz de acoplamiento para toda la red de subredes, D, es una matriz
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cuadrada pero no simétrica.

Como se mencionó anteriormente en S1, todas las unidades compactas tiene la misma

dimensión, es decir, el mismo número de nodos. Entonces, la matriz de acoplamiento entre

las diferentes comunidades puede reescribirse como

Di j = Di j⊗ Γ̂ (4.2.12)

donde ⊗ es el producto de Kronecker; Γ̂ ∈ Rn×n es la matriz de acoplamiento interno entre

unidades compactas, definida en (4.2.6); las entradas de Di j =
{

d[i j]
kl

}
∈ RNi×N j , son tal que

d[i j]
kl > 0 indican que la k-ésima unidad compacta de la i-ésima comunidad está acoplada por

la l-ésima unidad compacta de la j-ésima comunidad, en otro caso d[i j]
kl = 0.

Observemos que en nuestro modelo se supone que si dos unidades compactas están co-

nectadas, entonces sus estados están acoplados de la misma manera y por los mismos esta-

dos. Un ejemplo de la estructura de para una red de redes se muestra en la Figura 4.2, don-

de existen dos comunidades: una formada por cinco unidades compactas, las cuales están

representadas por octágonos; mientras que la segunda comunidad está formada por cuatro

unidades compactas, las cuales están representadas por pentágonos. La lı́nea solida describe

las conexiones entre unidades compactas de la misma comunidad, y las flechas representan

el acoplamiento con dirección y pesos entre unidades compactas de diferentes comunidades.

En la siguiente sección, se presenta las condiciones para lograr la sincronización por

clúster en el modelo de red de redes (4.2.9).

4.3. Análisis de sincronización por clúster

De manera similar a la forma en que se presentó el modelo para una red de redes, en esta

sección se presenta el análisis de sincronización por clústeres. Consideremos que cada unidad

compacta es una red de sistemas dinámicos idénticos acoplados de manera uniforme, lineal y

difusiva, cuya descripción de la dinámica está dada por (4.2.1). El objetivo de sincronización

en este nivel es lograr la sincronización completa de sus nodos, es decir, que los nodos de
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Figura 4.2: Representación esquemática de una red de redes con dos comunidades. (M = 2,
N1 = 4, y N2 = 5) [92].

cada unidad compacta se muevan al unı́sono, esto es:

ψ1(t) = ψ2(t) = · · ·= ψr(t) = s(t), (4.3.1)

es decir, para cualquier condición inicial cercana a la solución de sincronización s(t) ∈ Rn,

se tiene

lı́m
t→∞
‖ψi(t)− s(t)‖= 0, para i = 1,2, · · · ,r. (4.3.2)

donde s(t) es la solución de un nodo aislado que satisface ṡ(t) = f (s(t)). Existen diferentes

métodos para establecer la estabilidad de s(t) como solución de (4.2.1). Por ejemplo, en [40]

las dinámicas de error se linealizan alrededor de s(t) y utilizando la diagonalización de la

matriz de acoplamiento A ∈ Rr×r en términos de sus valores propios, se obtiene el criterio

de λ2 para la estabilidad de la solución de sincronización. Realizando un análisis similar al

presentado en la sección 2.2.1 se obtiene la sincronización completa de la unidad compacta.

Proposición 4.3.1. Una unidad compacta aislada de la forma (4.2.1) logra la sincronización

completa si la fuerza de acoplamiento g, satisface la siguiente condición

g≥
∣∣∣∣ α

λ2

∣∣∣∣ , (4.3.3)
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donde λ2 es el valor propio más grande distinto de cero de la matriz A, y α < 0 es una

constante que satisface la desigualdad de Lyapunov

[D f (s(t))+αΓ]>P+P [D f (s(t))+αΓ]≤−Q (4.3.4)

donde D f (s(t)) es la matriz Jacobiana de la dinámica del nodo evaluada en s(t), P=P>> 0

y Q = Q> > 0 son matrices positivas definidas [40].

Para el resto el capı́tulo se considera que lo siguiente se satisface:

S3. La fuerza de acoplamiento uniforme g en todas las unidades compactas es lo suficien-

temente grande como para satisfacer la condición (4.3.3).

Ahora consideremos la k-ésima comunidad aislada (4.2.5), la cual es modelada como

una red de nodos idénticos donde las conexiones entre sus nodos son lineales, difusivas y

con pesos. En el mismo sentido que la unidad compacta, se dice que la k-ésima comunidad

logra la sincronización completa a una solución de sincronización si

x[k]1 (t) = x[k]2 (t) = · · ·= x[k]Nk
(t) = S[k](t), (4.3.5)

es decir, si para cualesquier condición inicial en la vecindad de S[k](t) se satisface

lı́m
t→∞
‖x[k]i (t)−S[k](t)‖= 0, para i = 1,2, · · · ,Nk. (4.3.6)

donde S[k](t) =
[
s(t)>, . . . , s(t)>

]> ∈ Rnr es la solución de sincronización de la k-ésima

comunidad y satisface ser la dinámica de una unidad compacta aislada en la k-ésima comu-

nidad, i.e., Ṡ[k](t) = F [k](S[k](t),g[k],Γ[k],A[k]). Para este caso, considerando que el modelo

de red que describe la comunidad es una red con pesos y acoplamiento bidireccional, for-

mada por Nk unidades compactas idénticas. Por lo tanto, el análisis de estabilidad se realiza

siguiendo un procedimiento similar al presentado en [33].

Con el fin de garantizar la estabilidad de la solución S[k](t), es necesario primero ga-

rantizar la sincronización en la comunidad sin pesos. Por tanto, se genera una matriz de
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acoplamiento con entradas ceros y unos B [k] =
{

b[k]i j

}
∈ RNk×Nk de la siguiente manera:

b[k]i j = b[k]ji =

1, c[k]i j 6= 0

0, c[k]i j = 0
, y b[k]ii =−

Nk

∑
j=1,i 6= j

b[k]i j (4.3.7)

para i = 1,2, · · · ,Nk. Es claro ver que la matriz resultante B [k] representa la matriz de acopla-

miento sin pesos relacionada con la matriz C [k] de la k-ésima comunidad. Además, la matriz

B [k] satisface las mismas caracterı́sticas que la matriz C [k] presentadas en la sección anterior.

Ahora, considere el modelo de red para la comunidad de nodos idénticos, donde las

conexiones no tienen pesos, con un acoplamiento lineal, simétrico y difusivo. De modo que,

la ecuación de estado para las unidades compactas de la comunidad están dadas por

ẋ[k]i (t) = F [k](x[k]i (t),g[k],Γ[k],A[k])+ c̃
Nk

∑
j=1

b[k]i j Γ̂
[k]
i j x[k]j (t) (4.3.8)

con c̃ > 0 la fuerza de acoplamiento uniforme; B [k] es la matriz de acoplamiento sin pesos

asociada a C [k], y el resto de las variables se definen como en (4.2.5). Como el modelo de

red para la comunidad es una red de nodos idénticos, con un acoplamiento lineal, simétrico

y difusivo, el análisis de estabilidad es exactamente el mismo al presentado en el capı́tulo 2.

Por lo tanto, para la red (3.2.20) se tiene el siguiente resultado:

Proposición 4.3.2. La comunidad (4.3.8) modelada como una red de nodos idénticos con

acoplamiento lineal, simétrico y difusivo logra la sincronización completa si la fuerza de

acoplamiento c̃ satisface la condición

c̃λ2(B [k])≤ α (4.3.9)

donde λ2(B [k]) es el segundo valor propio más grande y distinto de cero de la matriz B [k] y

α < 0 es una constante que satisface la desigualdad de Lyapunov

[DF [k](S[k])+αΓ̂)]>P+P[DF [k](S[k])+αΓ̂)]≤−Q (4.3.10)
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donde DF [k](S[k]) es la matriz Jacobiana de la comunidad evaluada en S[k](t).

Ahora, la condición (4.3.9) puede ser expresada en términos de las entradas de la matriz

con pesos C [k] como se presenta en el siguiente Teorema. En consecuencia , con este resulta-

do es posible garantizar la sincronización completa en una comunidad donde las conexiones

tienen pesos.

Teorema 4.3.3. La comunidad de unidades compactas (4.2.5) logra la sincronización com-

pleta, si los elementos de la matriz C [k] satisfacen

c[k]i j >

∣∣∣∣ α

λ2(B [k])

∣∣∣∣ , (i 6= j) i, j = 1,2, · · · ,Nk (4.3.11)

Demostración. Considere el error entre matrices definido como Q [k] = c̃B [k]−C [k], cuyas

entradas son

q[k]i j = c̃b[k]i j − c[k]i j , (i 6= j), y (4.3.12)

q[k]ii =
Nk

∑
l=1
l 6=i

(
c[k]il − c̃b[k]il

)
(4.3.13)

para i, j = 1,2, · · · ,Nk. Bajo la restricción c[k]i j > c̃ los elementos de la matriz diagonal de Q [k]

son positivos, q[k]ii > 0 para i = 1,2, · · · ,Nk, y tomando el valor absoluto de los elementos

fuera de la diagonal principal se tiene
∣∣∣q[k]i j

∣∣∣= ∣∣∣c̃− c[k]i j

∣∣∣. Entonces,

∣∣∣q[k]ii

∣∣∣≥ Nk

∑
j=1
i 6= j

∣∣∣q[k]i j

∣∣∣ (4.3.14)

Por lo tanto, Q [k] ≥ 0 es una matriz semidefinida positiva, si

c[k]i j > c̃, (i 6= j) i, j = 1,2, · · · ,Nk (4.3.15)

Se sigue que c̃B [k] ≥ C [k], lo cual puede expresarse en términos de sus valores propios como

λ j(c̃B [k]) ≥ λ j(C [k]) para toda j = 1,2, · · · ,Nk. Debido a que las matrices B [k] y C [k] com-

parten algunas caracterı́sticas en común, por ejemplo, son matrices simétricas, irreducibles
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y semidefinidas negativas, entonces se sabe que sus eigenvalores se pueden ordenar como

en (4.2.3). Por lo tanto, el valor propio más grande y distinto de cero de cada una de estas

matrices, se denota por λ2. Por lo tanto, se tiene que

λ2(C [k])≤ λ2(c̃B [k]) = c̃λ2(B [k]) (4.3.16)

Utilizando el resultado previo de sincronización (4.3.16) y la ecuación (4.3.9), se obtiene la

condición (4.3.11).

De esta forma se ha demostrado que los estados de la comunidad con pesos (4.2.5) son

asintóticamente estables y se logra la sincronización completa de la comunidad. En el mismo

sentido que las unidades compactas, se considera que todas las comunidades de la red de

redes cumplen con la siguiente condición:

S4. Las entradas de la matriz de acoplamiento c[k]i j de todas las comunidades satisfacen la

condición (4.3.11).

El supuesto anterior es simplemente para facilitar el análisis de estabilidad para el tercer

nivel de interconexión de la red de redes, donde las comunidades están conectadas en una

red con acoplamiento unidireccional y con pesos, el objetivo es lograr la sincronización por

clústeres. En este sentido, se dice que la red (4.2.10) logra la sincronización por clúster,

si para cualesquier par de unidades compactas dentro de la misma comunidad se logra la

sincronización completa, es decir,

lı́m
t→∞
‖x[k]i (t)−S[k]‖= 0, for i = 1,2, · · · ,Nk. (4.3.17)

Mientras que cualesquier par de unidades compactas pertenecientes a diferentes comunida-

des no logran la sincronización, es decir,

lı́m
t→∞
‖S[k](t)−S[l](t)‖ 6= 0 parak, l = 1,2, · · · ,M con k 6= l. (4.3.18)

donde S[k](t) y S[l] son las soluciones de sincronización de la k-ésima y l-ésima comunidad,

respectivamente [51].
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Con el objetivo de lograr este tipo de sincronización en nuestro modelo de red de re-

des (4.2.10) es necesario considerar los siguientes supuestos que simplifican el análisis de

estabilidad:

S5. Condición misma-entrada. Las matrices Di j ∈ RNi×N j que representan la conexión

entre las i-ésima y j-ésima comunidades (con i 6= j) se dice que satisface la condición

misma–entrada, si sus elementos satisfacen

d[i j]
kl = d[i j]

ml , con i 6= j y k 6= m (4.3.19)

para k,m = 1,2, · · · ,Ni y l = 1,2, · · · ,Nl .

S6. La condición diagonal. Las matrices Dii ∈RNi×Ni son matrices diagonales que mues-

tran las fuerza de acoplamiento en cada comunidad, las cuales satisfacen la siguiente

condición

d[ii]
kk =−

M

∑
j=1
i 6= j

Ni

∑
l=1

d[i j]
kl (4.3.20)

para i = 1,2, · · · ,M.

Siguiendo los supuestos anteriores, es fácil mostrar que la suma por filas de la matriz de

acoplamiento D es cero. Por tanto, la solución de sincronización S[k](t) es una solución del

sistema (4.2.10) incluso considerando el acoplamiento externo.

A continuación se presenta el Teorema principal de este capı́tulo, con el cual es posi-

ble garantizar la sincronización por clústeres para una red de redes modelada como en la

ecuación (4.2.9):

Teorema 4.3.4. Considere una red de redes (4.2.9), donde cada comunidad sin acoplamiento

externo logra la sincronización completa, y los estados sincronos entre las distintas comuni-

dades son diferentes. Si cada bloque fuera de la diagonal Di j con i 6= j satisface la ecuación

(4.3.19) y los bloques diagonales Dii ∈ RNi×Ni satisfacen (4.3.20) y lo siguiente

Dii ≤ dkINi (4.3.21)
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donde dk < 0 es una constante negativa tal que

ω
[k]
pq +dk ≤ 0 (4.3.22)

donde ω
[k]
pq es una constante que garantiza la sincronización completa de la k-ésima comu-

nidad sin el acoplamiento externo. Entonces, la red de redes logra la sincronización por

clústeres.

Demostración. Considere el error de sincronización para cualesquier par de unidades com-

pactas dentro de la misma comunidad, el cual se define como

e[k]pq(t) = x[k]q (t)− x[k]p (t) para p,q = 1,2, · · · ,Nk y k = 1,2, · · · ,M. (4.3.23)

Se calcula la derivada del error de sincronización (4.3.23), la cual está dada por

ė[k]pq(t) =F [k](x[k]q (t))−F [k](x[k]p (t))+d[kk]
qq Γ̂x[k]q (t)−d[kk]

pp Γ̂x[k]p (t)

+
M

∑
l=1
k 6=l

N j

∑
j=1
p 6= j

(d[kl]
q j −d[kl]

p j )Γ̂x[l]j
(4.3.24)

para p,q = 1,2, · · · ,Nk y k = 1,2, · · · ,M.

Utilizando las ecuaciones (4.3.19) y (4.3.20), la dinámica del error puede ser reescrita

como

ė[k]pq(t) =F [k](x[k]q (t))−F [k](x[k]p (t))+d[k]
pqΓ̂e[k]pq(t). (4.3.25)

esto se debe a que el acoplamiento satisface el supuesto S5 denominado condición de misma-

entrada, y con ello se tiene d[k]
pq = d[kk]

qq = d[kk]
pp .

Ahora, para garantizar la estabilidad del error de sincronización alrededor del origen. Se

considera la siguiente función de Lyapunov

Vk(t) = e[k]>pq e[k]pq, (4.3.26)
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cuya derivada a lo largo de la trayectoria de (4.3.25) está dada por

V̇k(t) = e[k]>(t)pq

[
F [k](x[k]q (t))−F [k](x[k]p (t))

]
+ e[k]>(t)pq

[
d[k]

pqΓ̂e[k]pq

]
(4.3.27)

Para probar que Vk(t) es negativa definida, observé que con los supuestos S3 y S4, la co-

munidad tiene una fuerza de acoplamiento lo suficientemente fuerte como para lograr la

sincronización completa entre sus unidades compactas. Por lo tanto, existe una constante

ωpq talque

V̇k(t)≤ e[k]pq(t)>[ωpqInr +d[k]
pqΓ̂]e[k]pq(t) (4.3.28)

Entonces, si ωpqInr + d[k]
pqΓ̂ ≤ 0 que se satisface cuando ωpq + d[k]

pq ≤ 0 se garantiza que

V̇k(t) ≤ 0. Lo que implica que ‖e[k]pq‖ → 0 para p,q = 1,2, · · · ,Nk y k = 1,2, · · · ,M, es de-

cir, los errores de sincronización e[k]pq son estables alrededor del origen. En consecuencia,

la k-ésima comunidad logra la sincronización completa incluso con el acoplamiento entre

comunidades.

Por otra parte, para garantizar la sincronización por clústeres es necesario analizar tam-

bién el error entre comunidades e[kl]
pq = x[k]p − x[l]q . Sin embargo, utilizando los supuestos S3

y S4; y considerando que cada comunidad logra la sincronización completa es decir, en la

variedad de sincronización se dice que las trayectorias de cada comunidad colapsan a la so-

lución de un unidad compacta aislada S[k], donde además se considera que las soluciones de

sincronización son diferentes para cada comunidad, i.e., S[k] 6= S[l] para k 6= l. Entonces, el

error de sincronización entre comunidades, se puede definir como

E [kl] = S[k]−S[l], para k, l = 1,2, · · · ,M con k 6= l (4.3.29)

y la derivada del error con respecto al tiempo está dada por

Ė [kl] =Ṡ[k]− Ṡ[l] = F [k](S[k])−F [l](S[l]) (4.3.30)

y como F [k](S[k]) 6= F [l](S[l]) se cumple para todo k 6= l. Se tiene que el error entre comunida-

des no es estable alrededor del origen. Por lo tanto, se tiene que la red de redes (4.2.9) logra
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la sincronización por clústeres.

Con el resultado anterior es posible garantizar que se satisfacen las condiciones (4.3.17)

y (4.3.18). Pero es importante resaltar que para el buen funcionamiento de este resultado son

necesarios todos los supuestos de construcción y que además cada matriz de acoplamiento

determina si se logra la sincronización en su nivel de organización correspondiente. En otras

palabras, A[k] determina si se logra la sincronización completa en cada unidad compacta;

mientras que C [k] determina las condiciones para lograr la sincronización completa en la

comunidad k -ésima comunidad; y finalmente, si D satisface las condiciones en S5, S6 y el

Teorema 4.3.4 la red de redes logra la sincronización del clúster.

En la siguiente sección se propone un ejemplo numérico con el cual pretendemos ilus-

trar la efectividad de nuestros resultados teóricos, aplicado a una red de redes formada por

diferentes osciladores caóticos.

4.3.1. Ejemplo: Sincronización por clúster para una red de redes for-

mada por osciladores caóticos

Para este ejemplo se considera una red de 90 nodos divididos en 18 unidades compac-

tas con cinco nodos cada una, donde la dinámica de los nodos son osciladores caóticos. La

estructura de la red se presenta en el esquemático mostrado en la Figura 4.3, donde la es-

tructura de cada unidad compacta es presentada en el pentágono de color negro, además las

unidades compactas que pertenecen a la misma comunidad son ilustradas por el mismo color,

y cada comunidad es presentada con un color diferente. Es decir, la primer unidad tiene por

N1 = 6 unidades compactas ilustradas por pentágonos de color azul, la segunda comunidad

está formada por N2 = 8 unidades compactas y es ilustrada de color rojo, mientras que la

tercer comunidad está formada por N3 = 4 unidades compactas y es ilustrada de color ama-

rillo. Observé que las lı́neas sólidas describen las conexiones entre unidades compactas de la

misma comunidad, mientras que las flechas representan las conexiones entre comunidades,

que corresponden a los acoplamientos unidireccionales y con pesos.

En particular, en este ejemplo consideramos que existen tres comunidades diferentes y

cómo en nuestro resultado teórico cada comunidad es determinada por la dinámica de los
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Figura 4.3: Esquemático de una red de subredes dividida en tres comunidades.

nodos, entonces se supone que existen tres tipos de osciladores caóticos en nuestra red. De

modo que, para la primer comunidad se considera que los nodos de cada unidad compacta

son osciladores de Lorenz [40]:
ψ̇i1

ψ̇i2

ψ̇i3

=


10(ψi2−ψi1)

28ψi1−ψi1ψi3−ψi2

ψi1ψi2− 8
3ψi3

 , (4.3.31)

mientras que los nodos de la segunda comunidad son osciladores de Chen [2]:
ψ̇i1

ψ̇i2

ψ̇i3

=


35(ψi2−ψi1)

−7ψi1−ψi1ψi3−28ψi2

ψi1ψi2−3ψi3

 , (4.3.32)

y finalmente, los nodos de las unidades compactas de la tercer comunidad son osciladores de
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Lu [97]: 
ψ̇i1

ψ̇i2

ψ̇i3

=


36(ψi2−ψi1)

20ψi2−ψi1ψi3

ψi1ψi2−3ψi3

 . (4.3.33)

Siguiendo los esquemas de construcción de la red de subredes y los análisis de estabi-

lidad desarrollados en las secciones anteriores, es posible establecer la sincronización por

clúster en esta red de subredes. Primero, considere que cada unidad compacta tiene la es-

tructura de conexión mostrada en la Figura 4.3 de color negro. Además, considere que las

unidades compactas cumplen con los supuestos S1. y S2. presentados en la sección 4.2, es

decir, se considera que todas las unidades compactas tiene la misma estructura de conexión,

el mismo número de nodos y la misma descripción dinámica. Entonces, utilizando la propo-

sición 4.3.1 es posible obtener la mı́nima fuerza de acoplamiento necesaria para garantizar

la sincronización completa dentro de cada unidad compacta.

Con la finalidad de ilustrar este resultado en las Figuras 4.4–4.6 se presentan las simula-

ciones numéricas de una unidad compacta aislada dentro de cada comunidad. Inicialmente

en cada figura se considera que los nodos no están acoplados y después del instante t = 20 los

nodos se acoplan con la estructura de una unidad compacta con una fuerza de acoplamien-

to uniforme, donde es posible observar que cada unidad compacta logra la sincronización

completa de sus nodos.

Figura 4.4: Simulación numérica para cinco osciladores de Lorenz conectados como una
unidad compacta aislada con una fuerza de acoplamiento de g1 = 1.
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Figura 4.5: Simulación numérica para cinco osciladores de Chen conectados como una uni-
dad compacta aislada con una fuerza de acoplamiento de g2 = 0.84.

Figura 4.6: Simulación numérica para cinco osciladores de Lu conectados como una unidad
compacta con una fuerza de acoplamiento de g3 = 0.368.
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Ahora, dentro de cada comunidad es necesario elegir los pesos de las entradas de la

matriz de acoplamiento C [k] con k = 1,2,3 para garantizar la sincronización completa de

las unidades compactas dentro de la comunidad. Por lo tanto, utilizando las estructuras de

conexión presentadas en la Figura 4.3 y el Teorema 4.3.3 para obtener los valores crı́ticos

de los pesos para las entradas de las matrices de acoplamiento de cada comunidad, los cuales

están dados por:

c[1]i j > 2.67 para i 6= j,con i, j = 1, . . . ,6

c[2]i j > 2.58 para i 6= j,con i, j = 7, . . . ,14

c[3]i j > 0.46 para i 6= j,con i, j = 15, . . . ,18

(4.3.34)

Finalmente, para la conexiones entre comunidades se consideran las siguientes matri-

ces de acoplamiento entre comunidades, Di j ∈ RNi×N j , donde es fácil ver que las matrices

cumplen con el supuesto S4. Condición misma-entrada presentado en la sección 4.3.

D12 =



0 0 0.43 0 0 0.4 0.3 0.2

0 0 0.43 0 0 0.4 0.3 0.2

0 0 0.43 0 0 0.4 0.3 0.2

0 0 0.43 0 0 0.4 0.3 0.2

0 0 0.43 0 0 0.4 0.3 0.2

0 0 0.43 0 0 0.4 0.3 0.2


, D13 =



0 0 0.25 0

0 0 0.25 0

0 0 0.25 0

0 0 0.25 0

0 0 0.25 0

0 0 0.25 0


,

D21 =



0.18 0.28 0.16 0 0.14 0

0.18 0.28 0.16 0 0.14 0

0.18 0.28 0.16 0 0.14 0

0.18 0.28 0.16 0 0.14 0

0.18 0.28 0.16 0 0.14 0

0.18 0.28 0.16 0 0.14 0

0.18 0.28 0.16 0 0.14 0

0.18 0.28 0.16 0 0.14 0



, D23 =



0 0 0 0.2

0 0 0 0.2

0 0 0 0.2

0 0 0 0.2

0 0 0 0.2

0 0 0 0.2

0 0 0 0.2

0 0 0 0.2



,
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D31 =


0 0 0 0.25 0.25 0

0 0 0 0.25 0.25 0

0 0 0 0.25 0.25 0

0 0 0 0.25 0.25 0

 , D32 =


0 0.27 0 0.3 0 0.28 0.19 0.3

0 0.27 0 0.3 0 0.28 0.19 0.3

0 0.27 0 0.3 0 0.28 0.19 0.3

0 0.27 0 0.3 0 0.28 0.19 0.3

 .

Además, con la finalidad de satisfacer el supuesto S5. y el Teorema 4.3.4 las matrices

Dii ∈ RNi×Ni deben satisfacer:

D11 ≤ 1.58IN1, D22 ≤ 0.96IN2, y D33 ≤ 1.85IN3.

A continuación se presentan los resultados numéricos para la dinámica del error dentro

de cada comunidad a pesar de que exista una conexión entre comunidades. En la Figura 4.7

se muestran la dinámica del error entre los nodos de la primer comunidad. Mientras que en la

Figura 4.8 se muestra la dinámica del error entre los nodos de la segunda comunidad. Y para

la tercer comunidad los resultados del error se muestran Figura 4.9. Inicialmente en cada

figura se considera que las unidades compactas están desacopladas, después de un tiempo de

t = 10 se considera que las unidades compactas se acoplan con las estructuras de conexiones

mostradas en la Figura 4.3 y todas las condiciones anteriores, donde es posible observar que

los errores de sincronización dentro de cada comunidad, e(k)i j , tienden a cero, es decir, las

comunidades logran la sincronización completa de forma interna.

Figura 4.7: Evolución en el tiempo de los errores de sincronización en la primer comunidad.

92
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Figura 4.8: Evolución en el tiempo de los errores de sincronización en la segunda comunidad.

Figura 4.9: Evolución en el tiempo de los errores de sincronización en la tercer comunidad.

Por otra parte, en las Figuras 4.10 - 4.12 se presentan los errores de sincronización entre

la k-ésima y la l-ésima comunidad, denotado por E [kl], los cuales no convergen a cero pero

se mantienen acotados, con esto se puede mostrar que las unidades compactas de diferentes

comunidades no están sincronizadas de forma completa, cumpliendo ası́ las definición de

sincronización por clústeres, ya que los errores dentro de la comunidades ‖e(k)i j ‖→ 0, mien-

tras que el error entre comunidades ‖E [KL]‖ 6= 0 conforme el tiempo tiende a infinito.
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Figura 4.10: Evolución del error de sincronización entre la primera y segunda comunidad

Figura 4.11: Evolución del error de sincronización entre la primera y tercer comunidad
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Figura 4.12: Evolución del error de sincronización entre la segunda y tercer comunidad

En el siguiente capı́tulo aboramos el problema de sincronización de redes dinámicas con

dos tipos de acoplamiento, es decir, hiperredes dinámicas. De la misma forma que en este

capı́tulo, se presenta un análisis de estabilidad del estado sincronizado de donde obtenemos

condiciones suficientes para garantizar la sincronización de la hiperred dinámica.
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CAPÍTULO 5
Sincronización en hiperredes

En este capı́tulo presentamos un modelo de red formada por nodos idénticos, donde las

conexiones entre los nodos pueden ser de diferentes naturaleza. En particular, este tipo de

sistemas se modelan con una estructura de interconexión dada por un hipergrafo, y dicho

modelo lo llamaremos una hiperred dinámica. En este capı́tulo presentamos las condiciones

suficientes bajo las cuales surge un comportamiento sı́ncrono en la hiperred dinámica.

5.1. De redes dinámicas a hiperredes dinámicas

Como se ha mencionado en los capı́tulos anteriores, el fenómeno de sincronización ha

recibido mucha atención por parte de la comunidad cientı́fica, ya que desempaña un papel

central en la función o disfunción de una amplia variedad de redes reales. La mayor parte del

trabajo publicado hasta ahora, se enfoca en el problema de sincronización para un conjunto

de osciladores conectados a través de un grafo, como los modelos presentados en los capı́tu-

los 2 y 3, donde consideramos que existe solamente un tipo de acoplamiento. Sin embargo, en

muchos sistemas reales las unidades fundamentales se pueden acoplar a través de múltiples

tipos de conexiones. Un ejemplo tı́pico es un grupo de neuronas que suelen estar conecta-

das a través de acoplamientos de distinta naturaleza, tales como sinapsis eléctrica y quı́mica,

donde cada una corresponde a un modelo de conexión con funciones de acoplamiento dife-

rentes [103]. Otro ejemplo, se observa en un banco de peces donde las conexiones son por

medio de señales quı́micas liberadas en el agua y las señales visuales que enfoca cada pez

[104]. En general, este tipo de sistemas pueden ser modelados como sistemas interconecados
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donde diferentes tipos de acoplamiento coexisten y operan de manera simultánea. En estos

casos, consideramos que los nodos están acoplados a través de diferentes tipos de conexio-

nes, donde cada tipo de conexión forma una red, y nos referimos a dicho sistema como una

hiperred dinámica [18, 55].

De manera similar a las redes dinámicas, donde se estudia el fenómeno de sincronización

como un problema de estabilización de la dinámica del error alrededor del origen. Normal-

mente, en las redes dinámicas la solución de sincronización es estable cuando la fuerza de

acoplamiento entre los osciladores excede un valor de umbral. En el caso de las hiperredes

dinámicas la pregunta central es garantizar la estabilidad del estado sincronizado cuando

múltiples formas de acoplamiento están presentes. Como mencionamos en los capı́tulos an-

teriores, existen varias técnicas para resolver el problema de sincronización en redes dinámi-

cas, tal como la función maestra de estabilidad [32], el método de conexión de grafos [102]

o el criterio de λ2 [40]. En este sentido, algunos investigadores como F. Sorrentino y colabo-

radores en [18, 104] han realizado una extensión de la función maestra de estabilidad para

hiperredes dinámicas, cuando distintas funciones de acoplamiento están presentes. En esta

metodologı́a la idea es obtener una función maestra de estabilidad para cada red asociada

a un tipo de acoplamiento. Sin embargo, los resultados obtenidos con esta técnica mues-

tran que la generalización de función maestra de estabilidad sólo es aplicable para ciertas

topologı́as de la hiperred. Especı́ficamente, en hiperredes donde sus grafos asociados sean

simultáneamente diagonalizables, lo cual es posible solamente si las matrices Laplacianas de

los grafos asociados conmutan, o bien si uno de grafos tiene una estructura de todos contra

todos. Por otro lado, Carter [105] realiza una extensión del método de conexión de grafos

para hiperredes con acoplamiento lineal mediante diferentes variables de estado. A diferen-

cia de la función maestra de estabilidad en este resultado no es necesaria la conmutación

de las matrices de acoplamiento, incluso no es necesario conocer de manera explı́cita el es-

pectro de las matrices de conexión para garantizar la estabilidad. Con este método se debe

conocer mejor las medidas de centralidad de cada uno de los grafos, con el fin de mejorar

la sincronizabilidad de la hiperred dinámica. Incluso, es posible pasar de redes que no se

sincronizan con enlaces simples, es decir, conectadas por una sola variable de estado, a redes

que se sincronizan con enlaces mixtos. Sin embargo, este trabajo solo se ha realizado para
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grafos no dirigidos, donde los diferentes tipos de acoplamiento dependen de las variables de

estado por las cuales se conectan los nodos.

Desafortunadamente con los trabajos antes mencionados es posible observar que las

técnicas conocidas para lograr la sincronización en redes dinámicas, no pueden ser aplicadas

de manera directa, debido a que en el análisis de estabilidad del error para hiperredes dinámi-

cas no es posible realizar algunas simplificaciones o cambios de coordenadas que facilitan

el análisis. No obstante, es posible aprovechar la metodologı́a de las funciones de Lyapunov

para garantizar la estabilidad del error de sincronización y con ello extender los resultados

de sincronización para hiperredes dinámicas.

En este capı́tulo abordamos de forma muy particular el problema de sincronización para

una hiperred dinámica, donde consideramos que los nodos son sistemas dinámicos de tiempo

continuo, y los enlaces entre los nodos de la hiperred son de distintas naturaleza, por ejemplo

las funciones lineales y no lineales. Ejemplos de este tipo de sistemas, puede ser la sincroni-

zación en un grupo de neuronas, donde se considera que la comunicación celular puede darse

por dos tipos de sinapsis: eléctrica y quı́mica. La sinapsis eléctrica modelada como una fun-

ción lineal que representa una diferencia de potencial entre las neuronas. Mientras que la

sinapsis quı́mica es modelada como una función no lineal, que representa la saturación de la

función de difusión. Con este análisis se busca proporcionar información sobre el fenómeno

de sincronización en este tipo de sistemas y determinar las condiciones bajo las cuales es

posible lograr la sincronización cuando diferentes tipos de acoplamiento están presentes.

5.2. Un modelo de una hiperred dinámica

Consideramos un conjunto de N nodos idénticos, donde cada nodo es un sistema dinámi-

co n-dimensional, cuya estructura de interconexión está dada por un hipergrafo como los

presentados en el Capı́tulo 2. Para hacer una descripción más clara del sistema consideramos

que en el modelo existen solamente dos tipos de acoplamiento de distinta naturaleza. En

particular, suponemos que uno de los acoplamientos es representado como una combinación

lineal de las variables de estado, mientras que el otro es representado por un acoplamiento lo

lineal. Además, suponemos que cada tipo de acoplamiento tiene una estructura de conexión
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generada por un grafo conexo, en el sentido que no existen nodos aislados para cada tipo de

acoplamiento. Con estas consideraciones la ecuaciones de estado de los nodos dentro de la

hiperred dinámica están dadas por:

ẋi(t) = f (xi(t))+ga

N

∑
j=1

ai jΓx j(t)+gb

N

∑
j=1

bi jG(x j(t)), i = 1,2, . . . ,N (5.2.1)

donde xi(t) = [xi1(t),xi2(t), . . . ,xin(t)]> ∈ Rn son las variables de estado del i-ésimo nodo

de la hiperred; f : Rn→ Rn es una función no lineal arbitraria que describe la dinámica del

nodo aislado. Γ ∈ Rn×n es una matriz constante de ceros y unos, que representa a través de

que variables de estado se conectan los nodos. La función G : Rn→ Rn es una función no

lineal, que representa las funciones de salida del acoplamiento de la segunda red; mientras

que las constantes ga ≥ 0 y gb ≥ 0 representan las fuerza de acoplamiento para cada red. Las

interacciones individuales entre cada par de nodos de las distintas redes son descritas con las

matrices de acoplamiento A = {ai j} ∈ RN×N y B = {bi j} ∈ RN×N , la cuales describen la

topologı́a de cada red, donde los elementos de cada una de estas matrices se definen como

sigue: si existe un enlace entre los nodos i y j con i 6= j, entonces ai j ≥ 0 (o bi j ≥ 0); en otro

caso, ai j = 0 (o bi j = 0). Además, suponemos que ambas matrices tienen suma por renglones

igual a cero, por tanto, los elementos de la diagonal de cada matriz cumplen:

aii =−
N

∑
j=1
j 6=i

ai j y bii =−
N

∑
j=1
j 6=i

bi j, para i = 1,2, . . . ,N. (5.2.2)

Observemos que el modelo de hiperred (5.2.1) es muy general ya que representa hiperredes

con acoplamiento uniforme, con peso, dirección. Además, las matrices de conectividad A y

B, pueden representar cualesquier tipo de topologı́a, la única restricción es que cada grafo

sea irreducible, es decir, suponemos que no se consideran que existen nodos aislados en

cada red [2]. Además, es importante mencionar que estas matrices no son necesariamente

idénticas. Incluso, una matriz puede representar una red con acoplamiento bidireccional y la

otra una red con acoplamiento unidireccional.

En la siguiente sección investigamos la sincronización idéntica para el modelo de hiper-

red dinámica con dos tipos de acoplamiento.
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5.3. Sincronización idéntica en una hiperred dinámica

Consideramos la hiperred dinámica de nodos idénticos (5.2.1) con una función de salida

lineal y una función no lineal. En el mismo sentido que se presentó en el capı́tulo 2 para

una red dinámica, se dice que la hiperred (5.2.1) logra la sincronización idéntica cuando los

estados de todos los nodos evolucionan de manera unı́sona [18]. Formalmente, se dice que

la hiperred dinámica logra la sincronización idéntica de forma asintótica sı́

lı́m
t→∞
‖xi(t)− x j(t)‖= 0, para toda i, j = 1,2, · · · ,N. (5.3.1)

Una vez sincronizada la hiperred dinámica evoluciona en una variedad de sincronización

descrita por

ΩH = {x(t) ∈ Rn | x1(t) = x2(t) = · · ·= xN(t) = s(t)}, (5.3.2)

donde s(t) ∈ Rn es la solución de sincronización, la cual satisface ser solución de un nodo

aislado ṡ(t) = f (s(t)). Es importante mencionar que cuando la hiperred dinámica (5.2.1)

logra la sincronización en el sentido de (5.3.1), es decir, cuando todos los nodos se mueven

al unı́sono. Por la condición de difusividad de cada red (5.2.2) los últimos dos términos a

lado derecho de la ecuación (5.2.1) se desvanecen, y con esto se garantiza que la solución

de sincronización s(t) es la solución de un nodo aislado N veces repetida. Por esta razón,

para cualesquier condición inicial cercana a la solución de sincronización s(t), la condición

(5.3.1) puede ser descrita como

lı́m
t→∞
‖xi(t)− s(t)‖= 0, para toda i = 1,2, · · · ,N. (5.3.3)

A continuación presentamos un análisis para determinar la estabilidad del comportamiento

sincronizado s(t) en una hiperred de nodos idénticos. Siguiendo la ecuación (5.3.3), defini-

mos el error de sincronización como ei(t) = xi(t)− s(t) para i = 1,2, · · · ,N, y obtenemos su

dinámica

ėi(t) = f (xi(t))− f (s(t))+ga

N

∑
j=1

ai jΓ(e j(t)+ s(t))+gb

N

∑
j=1

bi jG(e j(t)+ s(t)) (5.3.4)
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para i = 1,2, · · · ,N. Realizamos una expansión en Series de Taylor en primer orden para las

funciones f (·) y G(·) de la siguiente manera:

f (ei(t)+ s(t))≈ f (s(t))+D f (s(t))ei(t),

G(ei(t)+ s(t))≈ G(s(t))+DG(s(t))ei(t),
(5.3.5)

donde D f (s(t)) y DG(s(t)) son las matrices Jacobianas de las funciones f (·) y G(·), respec-

tivamente evaluadas en s(t). Al sustituir estas expresiones en (5.3.4) obtenemos

ėi(t) =D f (s(t))ei(t)+ga

N

∑
j=1

ai jΓe j(t)+ga

N

∑
j=1

ai jΓs(t)+gb

N

∑
j=1

bi jDG(s(t))e j(t)

+gb

N

∑
j=1

bi jG(s(t)) para i = 1,2, · · · ,N.

(5.3.6)

Observemos que por la condición de difusividad de las matrices de conexión (5.2.2) los

términos

ga

N

∑
j=1

ai jΓs(t) = 0 y gb

N

∑
j=1

bi jG(s(t)) = 0 (5.3.7)

se desvanecen. Entonces, la dinámica del error de sincronización está dada por

ėi(t) = D f (s(t))ei(t)+
N

∑
j=1

ai jΓe j(t)+
N

∑
j=1

bi jDG(s(t))e j(t), i = 1,2, · · · ,N. (5.3.8)

Reescribimos ahora la ecuación (5.3.8) en forma vectorial como

Ė(t) =
[(

IN⊗D f (s(t))
)
+ga

(
A ⊗Γ

)
+gb

(
B⊗DG(s(t))

)]
E(t) (5.3.9)

donde E(t)= [e>1 (t),e
>
2 (t), · · · ,e>N (t)]> ∈RNn es el vector con las variables del error de todos

los nodos, IN es la matriz identidad de tamaño N×N, ⊗ es el producto de Kronecker, y las

matrices A ∈ RN×N y B ∈ RN×N son las matrices Laplacianas de cada grafo que forman

la hiperred dinámica. Nuestro objetivo es encontrar condiciones bajo las cuales el error de

sincronización (5.3.9) sea asintóticamente estable alrededor del origen, y como consecuencia

se logré la sincronización idéntica en la hiperred dinámica (5.2.1). Con el fin de presentar

el análisis de estabilidad siguiendo un procedimiento similar al presentado en [106] y con
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ello presentar el resultado principal de este capı́tulo y lograr nuestro objetivo es necesario

considerar los siguientes supuestos que simplifican el análisis de estabilidad:

S1. Suponemos que existe una constante no negativa η, tal que

D f (s(t))+D f (s(t))> ≤ ηIn (5.3.10)

donde In es la matriz identidad de tamaño n×n.

S2. Suponemos que para la función de salida no lineal existe una constante positiva ηG > 0

tal que

DG(z(t)) = DG(z(t))> ≥ ηG In (5.3.11)

para todo z(t) ∈ Rn.

Teorema 5.3.1. Sea una hiperred dinámica de nodos idénticos (5.2.1), donde la dinámica

individual de cada nodo satisface la condición S1. Si las matrices de conexión son difusivas

(5.2.2), la función de salida no lineal satisface la condición S2, y además se cumplen las

siguientes condiciones

αa +ga

(
λ2( ¯A )+ máx

1≤k≤N
{Ak})

)
< 0, con αa > η/2λmin(Γ), (5.3.12)

αb +gb

(
λ2(B̄)+ máx

1≤k≤N
{Bk})

)
< 0, con αb > η/2ηG (5.3.13)

donde

¯A = A +A >−Diag(A1,A2, · · · ,AN), A j =
N

∑
k=1

ak j (5.3.14)

B̄ = B+B>−Diag(B1,B2, · · · ,BN), B j =
N

∑
k=1

bk j (5.3.15)

Entonces la solución de sincronización s(t) es asintóticamente estable. Como consecuencia,

la hiperred dinámica de nodos idénticos (5.2.1) logra la sincronización idéntica.

Demostración. Consideramos la siguiente función de Lyapunov

V (t) = E>(t)(IN⊗ In)E(t) (5.3.16)
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cuya derivada a lo largo de la trayectoria (5.3.9) está dada por

V̇ (t) =E>(t)(IN⊗ In)
[(

IN⊗D f (s(t))
)
+ga

(
A ⊗Γ

)
+gb

(
B⊗DG(s(t))

)]
E(t)

E>(t)
[(

IN⊗D f (s(t))
)
+ga

(
A ⊗Γ

)
+gb

(
B⊗DG(s(t))

)]>
(IN⊗ In)E(t).

(5.3.17)

Considerando que los nodos cumplen la condición S1 y la función de salida no lineal

cumple la condición S2 tenemos que

V̇ (t) ≤ ηE>(t)(IN⊗ In)E(t)+E>(t)
[
ga((A +A >)⊗Γ)+gb((B+B>)⊗DG(s(t)))

]
E(t)

= ηE>(t)(IN⊗ In)E(t)+gaE>(t)
[
( ¯A +DA )⊗Γ

]
E(t)

+gbE>(t)
[
(B̄+DB)⊗DG(s(t))

]
E(t) (5.3.18)

con DA = Diag(A1,A2, · · · ,AN), DB = Diag(B1,B2, · · · ,BN), ¯A ∈ RN×N y B̄ ∈ RN×N de-

finidas en (5.3.14) y (5.3.15), respectivamente.

Como ¯A es una matriz con entradas reales, simétrica e irreducible, entonces existe una

matriz unitaria e invertible Θ = [θ1,θ2 · · · ,θN ] ∈ RN×N , con ΘΘ> = IN , tal que

Θ ¯A Θ
> = ΛA = Diag(λ1( ¯A ), λ2( ¯A ), · · · , λN( ¯A )) (5.3.19)

donde λi( ¯A ) es el i-ésimo valor propio asociado a la matriz ¯A . Además, estos valores pro-

pios se pueden ordenar de forma decreciente, tal como: 0 = λ1( ¯A )> λ2( ¯A )≥ ·· · ≥ λN( ¯A )

[2]. Luego, proponemos el siguiente cambio de variables

ϒ(t) = (Θ>⊗ In)E(t) (5.3.20)

donde ϒ(t) = (y>1 (t),y
>
2 (t), · · · ,y>N (t)), con yk(t) ∈ Rn y ϒ(t)>ϒ(t) = E(t)>(IN ⊗ In)E(t).

Observé que λ1( ¯A ) = 0 es un valor propio de ¯A y su vector propio correspondiente es

y1(t) = (1/
√

N, 1/
√

N, · · · ,1/
√

N)>, tal que

y1(t) = (u>1 ⊗ In)E(t) = 0. (5.3.21)
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Utilizando las ecuaciones (5.3.19), (5.3.20) y (5.3.21) en (5.3.18) obtenemos

V̇ (t) ≤ ηE>(t)(IN⊗ In)E(t)+ϒ(t)>
[
gaΛA ⊗Γ

]
ϒ(t)+gaE>(t)

[
DA ⊗Γ

]
E(t)

+gbE>(t)
[
(B̄+DB)⊗DG(s(t))

]
E(t)

= ηE>(t)(IN⊗ In)E(t)+
N

∑
k=1

gaλk( ¯A )yk(t)>Γyk(t)+gaE>(t)
[
DA ⊗Γ

]
E(t)

+gbE>(t)
[
(B̄+DB)⊗DG(s(t))

]
E(t)

≤ ηE>(t)(IN⊗ In)E(t)+
N

∑
k=1

gaλ2( ¯A )yk(t)>Γyk(t)+gaE>(t)
[
DA ⊗Γ

]
E(t)

+gbE>(t)
[
(B̄+DB)⊗DG(s(t))

]
E(t)+E>(t)

[
(αaIN−αaIN)⊗Γ

]
E(t)

≤ E>(t)
[
(ηIN⊗ In)− (αaIN⊗Γ)

]
E(t)+gbE>(t)

[
(B̄+DB)⊗DG(s(t))

]
E(t)

+E>(t)
[
(αaIN +ga(λ2( ¯A )IN +DA ))⊗Γ

]
E(t). (5.3.22)

De manera análoga, B̄ es una matriz con entradas reales, simétrica y con suma por renglones

igual a cero. Realizando los mismos pasos que en las ecuaciones (5.3.19), (5.3.20) y (5.3.21)

en la ecuación (5.3.22) para la matriz B̄, obtenemos

V̇ (t) = E>(t)
[
(ηIN⊗ In)− (αaIN⊗Γ)

]
E(t)+ϒ(t)>

[
gbΛB⊗DG(s(t))

]
ϒ(t)

+E>(t)
[
(αaIN +ga(λ2( ¯A )IN +DA ))⊗Γ

]
E(t)+gbE>(t)

[
DB⊗DG(s(t))

]
E(t)

= E>(t)
[
(ηIN⊗ In)− (αaIN⊗Γ)

]
E(t)+

N

∑
k=1

gbλk(B̄)yk(t)>DG(s(t))yk(t)

+E>(t)
[
(αaIN +ga(λ2( ¯A )IN +DA ))⊗Γ

]
E(t)+gbE>(t)

[
DB⊗DG(s(t))

]
E(t)

≤ E>(t)
[
(ηIN⊗ In)− (αaIN⊗Γ)

]
E(t)+

N

∑
k=1

gbλ2(B̄)yk(t)>DG(s(t))yk(t)

+E>(t)
[
(αaIN +ga(λ2( ¯A )IN +DA ))⊗Γ

]
E(t)+gbE>(t)

[
DB⊗DG(s(t))

]
E(t)

= E>(t)
[
(ηIN⊗ In)− (αaIN⊗Γ)− (αbIN⊗ηG In)

]
E(t)

+E>(t)
[
(αaIN +ga(λ2( ¯A )IN +DA ))⊗Γ

]
E(t)

+E>(t)
[
(αbIN +gb(λ2(B̄)IN +DB))⊗DG(s(t))

]
E(t) (5.3.23)
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Reenombramos los sumando de (5.3.23) como:

V1 = (
1
2

η−αaλmin(Γ))E>(t)
[
IN⊗ In

]
E(t),

V2 = (
1
2

η−αbηG)E>(t)
[
IN⊗ In

]
E(t),

V3 = E>(t)
[
(αaIN +ga(λ2( ¯A )IN +DA ))⊗Γ

]
E(t),

V4 = E>(t)
[
(αbIN +gb(λ2(B̄)IN +DB))⊗DG(s(t))

]
E(t),

tal que V̇ (t) ≤ V1 +V2 +V3 +V4, y analizamos cada uno de ellos para verificar si V̇ (t) ≤ 0.

Utilizando las condiciones para αa y αb de las ecuaciones (5.3.12) y (5.3.13) obtenemos que

V1 ≤ 0 y V2 ≤ 0.

Ahora, para el sumando V3 utilizamos la condición (5.3.12) y obtenemos

V3 =
N

∑
k=1

(
αa +ga(λ2( ¯A )+Ak)

)
e>k (t)Γek(t)

≤
(

αa +ga(λ2( ¯A )+ máx
1≤k≤N

{Ak})
) N

∑
k=1

e>k (t)Γek(t)≤ 0 (5.3.24)

ya que e>k (t)Γek(t) > 0 para toda k = 1,2, · · · ,N y para todo tiempo. Finalmente, para el

sumando V4 utilizamos la condición (5.3.13) y el supuesto S2, es decir, DG(s(t))> 0, obte-

niendo que

V4 =
N

∑
k=1

(
αb +gb(λ2(B̄)+Bk)

)
e>k (t)DG(s(t))ek(t)

≤
(

αb +gb(λ2(B̄)+ máx
1≤k≤N

{Bk})
) N

∑
k=1

e>k (t)DG(s(t))ek(t)≤ 0

Por tanto, con los sumandos V1 ≤ 0, V2 ≤ 0, V3 ≤ 0 y V4 ≤ 0 son no positivos, entonces

se tiene que V̇ (t)≤ 0. Por lo que podemos concluir que el error de sincronización (5.3.9) es

asintóticamente estable, y como consecuencia la hiperred dinámica (5.2.1) logra la sincroni-

zación completa.
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A continuación presentamos un ejemplo numérico de una hiperred de células excitables

con la finalidad de ilustrar nuestro resultado teórico.

5.4. Un ejemplo: Sincronización idéntica en una hiperred

de células excitables

Consideramos un conjunto de células excitables que se comunican por medio de sinapsis

eléctrica y sinapsis quı́mica, modeladas en un arreglo de hiperred dinámica, donde consi-

deramos que los nodos son modelos matemáticos que representan la actividad eléctrica de

las células excitables y la estructura de conexión es representada por medio de un hiper-

grafo. Particularmente, en este ejemplo utilizamos el modelo de Hindmarsh-Rose [63] para

representar la actividad eléctrica de cada una de las células excitables.

De modo que xi(t) = [xi1(t),xi2(t),xi3(t)]> ∈ R3 es el vector de estado de la i-ésima

célula, y el modelo es descrito por las siguientes ecuaciones:
ẋi1(t)

ẋi2(t)

ẋi3(t)

=


−axi1(t)3 +bxi2(t)2 + xi2− xi3(t)+ I

e−dxi2(t)2− xi2(t)

ε(s(xi1(t)+ x0)− xi3))


ẋi(t) = f (xi(t))

(5.4.1)

donde los parámetros a = 1, b = 3, e = 1, d = 5, s = 4, x0 = 0.795, ε = 0.795 e I = 3.2.

El modelo de Hindmarsh–Rose es un modelo adimensional, donde la primer variable de

estado, xi1, es relativa al potencial de membrana; la segunda variable de estado, xi2, es relativa

a la activación o inhibición de canales; y la tercer variable de estado, xi3, es relativa a la

concentración de agentes reguladores de la actividad eléctrica. En la Figura 5.1 se presenta

los estados del modelo de Hindmarsh-Rose para una célula, donde es posible apreciar la

dinámica rápida que genera los trenes de disparos en la actividad eléctrica y la dinámica

lenta de la tercer variable de estado.
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Figura 5.1: Solución numérica del modelo de Hindmarsh-Rose, con condiciones iniciales
x0 = (1, 0.5, −0.3)>

En general, la sinapsis es la unión intracelular especializada entre las células excitables,

y esta unión ocurre cuando dos células se encuentran muy cercanas y sus membranas están

equipadas para transmitir señales quı́micas o eléctricas. La sinapsis eléctrica surge por la

unión de las membranas plasmáticas de las células, en donde la transmisión entre las células

no se producen por la secreción de un neurotransmisor, sino por el paso de iones de una célu-

la a otra a través de uniones tipo hendidura; las cuales son pequeños canales formados por

acoplamiento proteicos, en células estrechamente adheridas. En estas conexiones la corriente

fluye en ambos sentidos y prácticamente no hay retardos sinapticos. Sin embargos, los cana-

les no siempre están abiertos y son modulados por agentes reguladores. Matemáticamente,

este tipo de sinapsis se puede definir como una función de salida entre el potencial eléctrico

de las células multiplicado por la conductancia eléctrica del canal, y la expresión está dada
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por

Imn(t) = gmn(xm(t)− xn(t)) (5.4.2)

donde gmn es la conductancia del canal y xm,xn son los potenciales eléctricos de las mem-

branas. Si consideramos al conjunto de N células, la sinapsis eléctrica se puede definir con

Ii(t) =

g
N

∑
j=1
j 6=i

ai j(x j(t)− xi(t)),0,0


>

, para i = 1,2, · · · ,N (5.4.3)

donde se considera que la conductancia es uniforme g > 0; los elementos ai j definen la

conexión entre las células, además se supone que la matriz A es simétrica y difusiva.

Por otra parte, la sinapsis quı́mica es un tipo de comunicación celular especializada en-

tre las células excitables, esta función ocurre por la transmisión de información a partir de

una sustancia quı́mica o neurotransmisor, de manera que el flujo de información no es conti-

nuo y puede ocurrir en múltiples conexiones a pesar de que los cuerpos no estén contiguos.

Consideramos también que existen dos tipos de sinapsis quı́mica, sinapsis excitatoria y si-

napsis inhibitoria. Matemáticamente, la sinapsis quı́mica se puede definir como una función

de salida dada por

Imn = g(xm− x)G(xn) (5.4.4)

donde , g > 0 es la conductancia de los canales iónicos y se considera uniforme, y G(xn) es

una función de salida no lineal que se aproxima a la función de difusión del neurotransmisor,

la cual se considera que está dada por

G(xn) = [1+ exp(λ(xn−θ))]−1 (5.4.5)

donde θ es el umbral alcanzado por cada potencial de acción de la célula, y dicho umbral

oscila entre −30 mV y −10 mV dependiendo del modelo; el parámetro λ es la constante

excitación y xn es el potencial sináptico de la membrana el cual define si la sinapsis excita-

toria o inhibitoria, es decir, si xn > xrep la sinapsis es excitatoria, mientras que si xn < xrep la

sinapsis es inhibitoria.
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En este ejemplo, consideramos un conjunto de seis células excitables acopladas a través

de dos tipos de sinapsis, esto es modelado por la hiperred dinámica (5.2.1), cuya ecuación

de estado está dada por:

ẋi(t) = f (xi(t))+ge

6

∑
j=1

ai jΓx j(t)+gq

6

∑
j=1

bi jG(x j(t)), i = 1,2, . . . ,6

donde Γ = Diag(1,0,0) ∈ R3, y G : R3→ R3 está descrita en (5.4.5). Las matrices de aco-

plamiento para cada una de las redes están dadas por:

A =



−4 1 0 1 1 1

1 −4 1 1 1 0

0 1 −3 0 1 1

1 1 0 −4 1 1

1 1 1 1 −5 1

1 0 1 1 1 −4


y B =



−2 0 0 1 0 1

0 −1 0 0 1 0

0 0 −1 0 0 1

0 0 0 −1 1 0

1 1 0 0 −2 0

1 0 1 0 0 −2


Una representación del hipergrafo generado con estas matrices se presenta en la Figura 5.2,

donde las lı́neas de color negro representan los enlaces el grafo generado con la matriz de

acoplamiento A , mientras que las flechas de color rojo representan los enlaces del grafo

generado con la matriz de acoplamiento B.

Figura 5.2: Hipergrafo para un arreglo de seis células excitables con dos tipos de acopla-
miento.
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Con la finalidad de satisfacer las condiciones del Teorema 5.3.1 para lograr la sincroni-

zación idéntica de la hiperred dinámica. Primero es necesario considerar la constante que

satisface la condición S1 para el modelo de Hindmarsh-Rose, la cual cumple si η = 8 para

cualesquier solución de sincronización, s(t). Por otro lado, calculando los eigenvalores de

las matrices ¯A y B̄ obtenemos:

σ( ¯A ) = {0, −6, −8, −10, −12, −12} ,

σ(B̄) = {0, −0.654893, −1.74676, −3.45251, −5.42506, −6.72078} .

Con estos valores, es posible calcular los valores de umbrales para la fuerza de acoplamiento

de la hiperred dinámica, donde en este ejemplo deben de satisfacer las siguientes condicio-

nes:

αa +ga

(
λ2( ¯A )+ máx

1≤k≤6
{Ak})

)
< 0, con αa > 4,

αb +gb

(
λ2(B̄)+ máx

1≤k≤6
{Bk})

)
< 0, con αb > 4/ηG ,

Además, en este ejemplo se cumple que máx1≤k≤6{Ak}= 0 y máx1≤k≤6{Bk}= 0, ya que la

suma por columnas de cada matriz es igual a cero.

A manera de ilustración en la Figura 5.3 se presenta la simulación numérica para una

hiperred dinámica formada por seis nodos, cuya ecuación de estados está dada en (5.2.1). En

esta simulación es posible observar la solución con respecto al tiempo de las tres variables

de estado de cada célula, donde después de un tiempo de simulación de t = 300 se conectan

en una hiperred dinámica con sus respectivas matrices de acoplamiento, y una fuerza de

acoplamiento ga = 0.67 y gb = 1.65. Mientras que en la Figura 5.4 presentamos los errores

de sincronización para los tres estados, donde es posible observar que dichos errores tienden

a cero conforme el tiempo tiende a infinito. De modo que, se tiene una comprobación al

menos numéricamente de como se logra la sincronización completa en la hiperred dinámica.
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Figura 5.3: Simulación numérica para una hiperred (5.2.1) formada por seis nodos.

Figura 5.4: Error de sincronización de los estados de la hiperred dinámica (5.2.1)

En el siguiente capı́tulo presentamos las conclusiones de este trabajo, al igual que el

trabajo a futuro de este tema de investigación.

112
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Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo de tesis analizamos el surgimiento de comportamiento colectivos sincro-

nizados para modelos de sistemas complejos bioinspirados. Una forma de investigar estos

comportamientos es modelar el sistema complejo como un conjunto de N nodos, donde ca-

da nodo es un sistema dinámico n-dimensional y las interacciones son representadas por un

grafo. Naturalmente, en esta descripción del sistema muchos detalles pueden omitirse; sin

embargo, aún en esta simplificación podemos capturar caracterı́sticas esenciales de interés

para el análisis del sistema complejo y sus comportamientos colectivos. Particularmente, en

esta investigación nos enfocamos en el surgimiento del fenómeno de sincronización para

distintas extensiones del modelo de red dinámica, donde consideramos incluir en el modelo

diferentes fuentes de complejidad como: diversidad de nodos, interacciones entre distintos

grupos de nodos y diversidad de enlaces. Por lo que se propusieron diferentes escenarios

de estudio con la finalidad de establecer cómo las propiedades dinámicas y estructurales del

sistema complejo tienen influencia en el comportamiento colectivo emergente.

Como punto de partida en este tema de investigación, consideramos un modelo de red

dinámica simplificado, formado por nodos idénticos con acoplamiento uniforme, lineal,

simétrico y difusivo. Para este modelo analizamos la estabilidad del estado sincronizado

mediante funciones de Lyapunov, obteniendo ası́ condiciones suficientes para garantizar la

sincronización idéntica entre sus nodos.

Después de garantizar la sincronización idéntica en esta red dinámica, abordamos el pro-

blema de sincronización generalizada para dicho modelo de red. Con respecto a este proble-
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ma se estudiaron las diferentes metodologı́as que detectan la sincronización generalizada en

redes, tales como el método del sistema auxiliar y la sincronización controlada; optando por

este último para resolver nuestro problema. Para el desarrollo de este problema consideramos

que existe una transformación de coordenadas para cada nodo de la red. Al tomar en cuenta

dichas transformaciones, es posible modificar el planteamiento del problema original, donde

se buscamos la sincronización completa en una red de variables transformadas imponiendo

con esto un mapeo de sincronización estático e independiente del tiempo que garantiza el

surgimiento de la sincronización generalizada en las variables originales.

Por otra parte, en este trabajo de tesis también abordamos el problema de sincronización

por clúster en una red de redes. Al respecto de este problema, por una parte se propone un

modelo de red con nodos distintos y diferentes niveles de conexión. El modelo propuesto

está inspirado en la biologı́a y se basa en la organización de grupos de células, donde la

estructura se determina por la descripción dinámica de los componentes como es el caso

en el islote pancreático y, potencialmente, en la disposición de las células neuronales, mo-

delando el sistema como una red de redes. En este sistema complejo, el estudio de formas

alternativas de coordinación en el tiempo es importante, por lo tanto, la segunda parte de este

problema consiste en abordar el problema de sincronización por clúster en el modelo pro-

puesto, para esto realizamos un análisis de sincronización basado en funciones de Lyapunov,

donde se determinan las condiciones bajo las cuales ocurre este comportamiento colectivo.

Los resultados presentados muestran condiciones relativamente simples en la estructura de

acoplamiento entre diferentes grupos, como condiciones de difusividad y simetrı́a.

Finalmente, el tercer problema abordado fue el surgimiento de la sincronización idéntica

en un modelo de red con enlaces de diferente naturaleza, es decir, se considera que la estruc-

tura de interconexión es presentada como un hipergrafo. Está forma de presentar el modelo,

resulta en una descripción elegante para sistemas dinámicos interconectados por dos o más

tipos de enlaces. Para este modelo realizamos un análisis de sincronización basado en fun-

ciones de Lyapunov, donde obtenemos condiciones sencillas como cotas de las funciones de

acoplamiento y acoplamiento difusivos en las diferentes estructuras de los grafos. De modo

que, siempre y cuando estos supuestos se mantengan es posible garantizar la sincronización

completa en una hiperred dinámica.
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Con respecto al trabajo futuro en este tema de investigación se tienen algunas propuestas.

Por un lado, nos podemos enfocar en modelos de redes ya planteados en los capı́tulos ante-

riores tales como una red dinámica controlada, una red de redes y una hiperred, y estudiar

el surgimiento de otros fenómenos e sincronización en dichos modelos. Particularmente,

para el modelo de red dinámica controlada es posible considerar el mismo fenómeno de

sincronización generalizada controlada, sin embargo se busca establecer una estrategia de

control llamada pinning, donde se reducen el número de controladores necesarios para lo-

grar el objetivo de control. Otro problema que podrı́amos abordar es el surgimiento de la

sincronización por fase o incluso la sincronización clúster en los modelos de red dinámica

controlada o hiperred dinámica. Con respecto al modelo de red de redes se podrı́a estudiar

bajo que condiciones surge el fenómeno de sincronización externa.

Por otro lado, nos podemos enfocar en considerar otras fuentes de complejidad en los

modelos de red propuestos, donde la pregunta de interés es determinar si el comportamiento

colectivo establecido se mantiene, aún con las complejidades añadidas en los modelos. Por

ejemplo, para el caso de red de redes se puede considerar que existen enlaces de diferente

naturaleza, y con estas consideraciones se busca establecer las condiciones bajo las cuales

surge la sincronización por clúster, o que otro tipo de comportamiento sincronizado puede

ser establecido en este modelo.

En general, para los problemas planteados en este trabajo de tesis como las propuestas

de trabajo a futuro, buscamos determinar como la dinámica individual de los nodos y la

estructura de interacción entre elementos influyen en el surgimiento de un comportamiento

colectivo estable del sistema complejo.
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by IEEE-CAS. Póster titulado: Synchronization of pancreatic beta-cell models.

Congresos Nacionales

51 Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana 2018. Ponencia: Sincro-

nización en lazo abierto para redes no acopladas. Octubre, 2018.
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Divulgación
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[84] H. Liu; J. Chen; J.-A. Lua; M. Cao. (2010). Generalized synchronization in complex

dynamical networks via adaptive couplings. Physica A: Statistical Mechanics and its

Applications, 389: 1759–1770.

[85] J. G. Barajas–Ramı́rez; K. Cuellar–Galarza; R. Femat. (2012). Generalized synchroni-

zation of strictly different systems: partial-state synchrony. Chaos, Solitons & Fractals,

45(3): 193–204.

[86] J. G. Barajas–Ramı́rez. (2013). On the Generalized Synchronization of Complex Net-

works. En: AMCA 2013 Congreso Nacional, Ensenada Baja California, México. Octu-
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