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Resumen

En este trabajo de tesis se investiga el surgimiento de un comportamiento colectivo sin-
cronizado en modelos de sistemas complejos. Usualmente, los sistemas complejos son mo-
delados como un conjunto de sistemas dinamicos interconectados con estructuras topologi-
camente complicadas, donde es posible considerar que existen diferentes formas de cone-
xi6n, nodos de diferente naturaleza e interacciones entre distintos grupos de nodos. Este tipo
de caracteristicas se pueden observar cominmente en sistemas bioldgicos, en los cuales el
fendmeno de sincronizacion es de suma importancia, ya que la presencia o ausencia de sin-
cronia se puede relacionar a una funcién especifica del sistema o incluso a una disfuncién del
mismo. Inspirados en esta realidad biolégica, nos enfocamos en el problema de sincroniza-
cién en redes cuyos nodos son sistemas dindmicos y los enlaces representan la interconexion
entre estos sistemas dindmicos, por lo que proponemos tres diferentes casos de estudio.

En el primer caso nos enfocamos en un modelo de red formado por osciladores idénti-
cos acoplados de manera lineal, simétrica, bidireccional y difusiva. Para este modelo pre-
sentamos un procedimiento para el disefio de controladores locales que imponen un mapeo
estatico e independiente del tiempo, como la relacién deseada entre los nodos de la red, esto
impone el surgimiento de la sincronizacién generalizada en redes. En el segundo caso de es-
tudio proponemos un modelo de red que considera nodos de distinta naturaleza y diferentes
tipos de conexion, donde ademads se supone que existe una tendencia de los nodos a organi-
zarse en grupos o comunidades, modelando el sistema complejo como una red de redes. Para
este modelo determinamos que condiciones sencillas como difusividad y simetria entre gru-
pos garantizan el surgimiento de la sincronizacion por cluster, es decir, nodos que pertenecen
al mismo grupo o comunidad estdn sincronizados, mientras que nodos de diferentes grupos
no. En el tercer caso de estudio consideramos una red de osciladores idénticos donde existen
enlaces de distinta naturaleza, modelando este tipo de sistemas como una hiperred dinami-
ca. En este caso identificamos condiciones para la estabilidad del estado sincronizado en la
hiperred dindmica atn cuando algunos enlaces son no lineales. Finalmente, los resultados

tedricos obtenidos en cada caso de estudio se ilustran por medio de simulaciones numéricas.
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Abstract

In this thesis the emergence of a synchronized collective behavior in models of complex
systems is investigated. Usually, complex systems are modeled as a set of interconnected dy-
namical systems with topologically complicated structures, where it is possible that there are
different forms of connection, nodes of different nature and interactions between different
groups of nodes. This type of characteristics can be observed in biological systems, in which
the phenomenon of synchronization is important, since the presence or absence of synchro-
nization can be related to a specific function of the system or even a system dysfunction.
Inspired by this biological reality, we focus on the problem of synchronization in networks
which nodes are dynamical systems and edges represent the interconnection between these
dynamical system, so three different case studies are proposed.

In the first case we focus on a network model formed by identical oscillators coupled
linearly, symmetrically and diffusively. For this model we present a procedure for the de-
sign of local controllers that impose a static and time independent mapping, as the desired
relationship between the nodes of the network, this imposes the emergence of generalized
synchronization in networks. In the second case study we propose a network model that
considers nodes of different nature and different types of connection, where it is also assu-
med that there is a tendency for nodes to organize themselves into groups or communities,
modeling the complex system as a network of networks . For this model we determine that
simple conditions such as diffusivity and symmetry between groups guarantee the emergen-
ce of cluster synchronization, that is, nodes belonging to the same group or community are
synchronized, while nodes of different groups do not. In the third case of study we consider
a network of identical oscillators where there are edges of different nature, modeling this
type of systems as a dynamic hyper-network. In this case we identify conditions for the sta-
bility of the synchronized state in the dynamic hyper-network even when some edges are
non-linear. Finally, the theoretical results obtained in each case of study are illustrated by

means of numerical simulations.
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CAPITULO 1

Introduccion

1.1. Sistemas complejos como redes

En la naturaleza abundan ejemplos de sistemas complejos, que van desde reacciones
quimicas hasta procesos sociales y culturales. Por sistema entendemos al conjunto de partes
o elementos que interactdan entre si para alcanzar un objetivo; es en si la interaccién entre
diferentes elementos la que lo convierte en un ente individual, es decir, lo que los vuelve
un sistema. De modo que, sin una coordinacién adecuada entre los elementos es imposible
que un conjunto de partes puedan realizar un objetivo comun que le de sentido como sis-
tema. En otras palabras, un conjunto de elementos no constituye un sistema sin tener estos
dos requisitos: una estructura de conexién y un objetivo comun, por otra parte el adjetivo
“complejo” lo adquiere un sistema cuando esta formado por un gran nimero de partes o por
que las interacciones entre ellas son intrincadas, o dificiles de describir llanamente. Por lo
tanto, un sistema complejo estd formado por varios elementos que se relacionan en formas
intrincadas, surgiendo de ello un comportamiento en comun [1].

El anélisis de los sistemas complejos puede ser abordado desde diferentes perspectivas
y con varias herramientas, en este sentido la Teoria de Control y Sistemas Dindmicos pue-
den ser utilizadas exitosamente para analizar sus comportamientos. Una forma de describir
los sistemas complejos es modelandolos como redes, en las cuales los nodos son sistemas
dindmicos y sus interacciones se representan por medio de grafos [2, 3, 4, 5]. Naturalmente,

en esta descripcion de red muchos detalles del sistema complejo pueden omitirse. Sin em-



CAPITULO 1

bargo, adn en esta simplificacion podemos capturar caracteristicas esenciales de interés para
el anélisis del sistema complejo. Al modelar un sistema como una red compleja, diferentes

fuentes de complejidad del sistema pueden ser incluidas en el modelo, tales como [6]:

1. Complejidad estructural: Si consideramos que la estructura de conexion entre los ele-
mentos es enmarafiada, complicada o dificil de visualizar, se estd tomando en cuenta
la complejidad estructural del sistema. Por ejemplo, las redes sociales y neuronales
presentan efectos estructurales como mundo pequeiio [7], escala libre [8] y alta modu-

laridad [9], incluyendo en el modelo esta fuente de complejidad.

2. Evolucion estructural: Si consideramos que la estructura de conexién cambia a lo
largo del tiempo, esto es, que el nimero nodos, de conexiones 0 quién se conecta con
quién, cambian de acuerdo con reglas preestablecidas. Entonces, en el modelo estamos
considerando esta fuente de complejidad. Por ejemplo, World-Wide-Web puede ser
modelado como una red con evolucién estructural, ya que las paginas y los enlaces

son creados y eliminados cada minuto [8].

3. Diversidad en las conexiones: Si consideramos que las relaciones entre los elementos
pueden presentar caracteristicas heterogéneas. En el contexto de redes, esto se ve re-
flejado en las caracteristicas de los enlaces del grafo, donde se considera que pueden
tener direccion [10], un peso asociado [11], existir s6lo entre elementos de diferentes
conjuntos [12], o distintos tipos de conexiones [13]. Por ejemplo, la sinapsis en las
neuronas del sistema nervioso pueden ser sefiales quimicas o eléctricas, al asociarle
alguna caracteristica numérica o de otro tipo a los enlaces, se estd considerando la

diversidad de conexiones como una fuente de complejidad.

4. Complejidad dindmica: Si consideramos que los elementos tienen una dindmica pro-
pia, es decir, cada nodo estd descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales que
describen los cambios de sus estados internos. Al incluir esto en el modelo se esta to-
mando en cuenta esta fuente de complejidad. Por ejemplo, un arreglo de neuronas
puede ser modelado como una red, donde cada nodo es un sistema dindmico que re-
presenta la actividad eléctrica de las neuronas, como el modelo de Hodgkin—Huxley

[14] para tiempo continuo o el modelo de Rulkov [15] para tiempo discreto.

2



CAPITULO 1

5. Diversidad de nodos: Si consideramos que los elementos del sistema son de distinta
naturaleza, es decir, son modelados por sistemas dindmicos diferentes, se toma en
cuenta la diversidad de nodos como una fuente de complejidad. Por ejemplo, en una
red neuronal algunos nodos pueden estar descritos por un sistema de cinco ecuaciones
diferenciales, como el modelo de Hodgkin-Huxley [14], mientras que otros por un

sistema de tres ecuaciones diferenciales, como el modelo de Hindmarsh-Rose [16].

Usualmente, al modelar una red del mundo real podemos considerar mas de una fuente de
complejidad. Entonces, siempre que consideremos en el modelo mds de una complejidad
estamos hablando de una meta-complejidad [6]. Es importante destacar que en este trabajo
de tesis, se consideran varias fuentes de complejidad al modelar un sistema complejo como
una red, tales como: diversidad de conexiones, complejidad dindmica y diversidad de nodos,

de las cuales se hablara mas adelante.

1.1.1. Redes complejas

Enfocdndose exclusivamente en la estructura de conexion del sistema complejo, el mode-
lo resultante usualmente recibe el nombre de red compleja, que topolégicamente son grafos,
cuyo estudio se centra en obtener una descripcion cualitativa de los patrones de conexion y
analizar las propiedades del grafo o la matriz que representen la estructura del sistema. Exis-
te un gran variedad de sistemas que pueden ser descritos de estd forma, tales como la redes
sociales, redes eléctricas, Internet o nuestro cerebro; en esta representacion los elementos,
ya sean individuos, generadores, computadoras, o neuronas estan representados por nodos
y las interacciones como la forma de relaciones sociales, las conexiones fisicas, virtuales,
eléctricas o quimicas son representadas por enlaces en un grafo [17]. En el siguiente capitulo
abordaremos con mas detalle la teoria de grafos y generalizaciones de ellos.

Cabe mencionar que incluso con el mismo conjunto de nodos se pueden definir diferentes
estructuras de la red compleja, dependiendo de la manera que se caracterice las relaciones
entre nodos. Por ejemplo, la colaboracién cientifica se puede describir como una red consi-
derando que los cientificos son los nodos, mientras los escritos son los enlaces entre ellos.

En el mismo conjunto es posible definir otra red, considerando que dos cientificos estdn co-
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nectados si pertenecen a la misma institucion. Claramente, la red definida a través de los
escritos es distinta a la red definida a través de las instituciones, ya que el hecho de que dos
cientificos pertenezcan a la misma institucion no implica que tengan algun escrito en comun,
y viceversa. En ambos casos, la relacion entre cientificos se establece de forma reciproca, por
tanto la red es bidireccional y puede representarse como un grafo no dirigido. Por otra parte,
existen ejemplos donde las relaciones entre nodos no son reciprocas, tal como una serie de
llamadas o mensajes de correo electronico entre un grupo de amigos, donde cada llamada o
mensaje va en una sola direccion formando una red dirigida, la cual puede ser representada
por un digrafo. Ademads, en cada uno de estos tipos de redes es posible asociar un peso para
cada uno de sus enlaces, donde este peso o valor numérico indica la fuerza de conexion del
enlace. Tomando el ejemplo la red de colaboracidn, el peso de los enlaces puede represen-
tar el ndmero de escritos donde son coautores, este se indica con un valor numérico en los
enlaces [12]. Es importante mencionar que una red compleja difiere de un grafo puesto que
describe también las interacciones presentes de un sistema complejo concreto, mientras que
un grafo en general no tiene por qué estar asociado a un sistema complejo.

En algunos casos el uso de grafos no proporciona una descripcién adecuada del sistema
complejo, debido a que los elementos se pueden acoplar a través de distintos tipos de co-
nexiones de forma simultdnea. Como es el caso de un grupo de neuronas que suelen estar
conectadas a través de acoplamientos de distintas naturaleza, tales como sinapsis eléctrica
y quimica, donde cada tipo de acoplamiento corresponde a un grafo [18]. Otro ejemplo,
es la estructura formada por un banco de peces, donde las conexiones no solo son por las
sefales visuales entre los peces, sino también por la liberacién de sefiales quimicas en el
agua [19]. Ambos sistemas pueden ser modelados como un hipergrafo, que es una generali-
zacion del concepto de grafo y se utiliza para modelar sistemas complejos donde diferentes
tipos de acoplamiento coexisten y operan de manera simultanea [13]. Un concepto similar,
que se ha utilizado para describir principalmente sistemas sociales, es una red con estructu-
ra de comunidades. Por ejemplo, grupos de nodos en una red social representan individuos
que pertenecen a comunidades sociales, grupos de nodos fuertemente conectados en la red
World-Wide-Web corresponden a piginas sobre temas comunes, o bien, en las redes celula-

res y genéticas se dividen en médulos funcionales. En general, este tipo de sistemas pueden
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ser modelados como un grafo donde diferentes grupos estin interconectados, es decir, como
una red de redes [20, 21], y para estos casos es importante encontrar la relacién que tienen
la estructura y dindmica de cada una de las redes con el comportamiento global del sistema,
o bien, entender como es la jerarquia de conexiones dentro del sistema.

El estudio de las estructuras de interaccion para una gran variedad de sistemas complejos
revela que a pesar de las diferencias en la topologia de la red, existen algunos efectos estruc-
turales que dependen de las conexiones entre elementos, y que aparecen en la mayoria de los
sistemas reales, tales como: los efectos de “mundo pequeiio” y de “escala libre”. El primero
de ellos se relaciona con la distancia medida en nimero de enlaces entre dos nodos cuales-
quiera de la red, la cual se considera pequefia comparada con el nimero total de nodos en
la red [7, 22]. Mientras que el segundo efecto se relaciona con una distribucion heterogénea
de los grados de nodo en una red y la existencia de nodos concentradores, es decir, en la red
existen nodos muy conectados y pocos conectados, donde las conexiones siguen una distri-
bucién de ley de potencias, la cual se preserva independientemente del nimero de nodos en
lared, es decir, es una propiedad libre de escala [8, 23]. Por lo tanto, con la finalidad de reali-
zar una descripcion cualitativa de los patrones de conexidn o la dindmica de cémo se forman
las redes complejas, se propusieron distintos algoritmos de construccidon que capturan estos
efectos estructurales en el grafo resultante. En particular, la fuente de ideas es el estudio de
los grafos aleatorios en los cuales los enlaces se distribuyen aleatoriamente.

Erdos y Rényi (ER) propusieron un modelo donde los enlaces de la red aparecian con
cierta probabilidad p uniforme, donde el modelo de red resultante de este proceso se conoce
como grafo aleatorio. El principal resultado obtenido es que existe un valor de probabilidad
critica p. &~ 1/N (con N el nimero total de nodos), el cual para valores p mayores a la
probabilidad critica se obtiene un grafo donde todos los nodos tienen el mismo nimero
de conexiones, mientras que para el caso contrario, el grafo resultante es una estructura
con pocas conexiones y nodos aislados [24]. Un estudio detallado de las redes aleatorias
muestra que estas redes tienen un coeficiente de agrupamiento pequeiio y una distancia media
pequena, en tanto que las redes reales presentan un coeficiente de agrupamiento alto y una
distancia media pequeia [25].

El modelo de Watts y Strogatz (WS) fue propuesto como una forma de extender el algo-
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ritmo de ER para ajustarse a las observaciones de las redes reales, en particular la propiedad
de mundo pequeio y el alto coeficiente de agrupamiento. Para obtener dichas propiedades
en el algoritmo se inicia con un grafo regular, es decir, un grafo donde los nodos tienen el
mismo nimero de conexiones, y en cada iteracion seleccionamos un par de nodos al azar y
los realambramos a otros nodos con una probabilidad p, generando un algoritmo de transi-
cion entre un grafo regular y un grafo aleatorio. En este caso, el coeficiente de agrupamiento
es grande y la longitud de camino promedio es pequefia, como lo observado en las redes
reales [7, 12]. Una caracteristica importante de los modelos de ER y WS es que la funcién
de distribucioén de grados tiene un maximo en el valor medio del grado y decae exponen-
cialmente, lo que quiere decir que casi todos los nodos de la red tienen el mismo nimero de
conexiones. Por ello es comtin denominar a estos tipos de redes como redes exponenciales o
redes homogéneas.

Otro descubrimiento fundamental en el dmbito de redes complejas, fue la observacién
de que muchas redes del mundo real son libres de escala, es decir, la funcién de distribu-
cion de grados sigue una ley de potencias y que esta caracteristica es independiente de la
escala de una red [26]. A diferencia de una red exponencial, una red libre de escala es no
homogénea: la mayoria de los nodos tienen pocas conexiones pero hay nodos que tienen mu-
chas, de forma que los nodos no se agrupan alrededor de un valor medio caracteristico. En
particular, Barabési y Albert (BA) propusieron un algoritmo para la construccién de un grafo
donde se tiene una distribucion de grados de nodo tipo ley de potencias [8]. Dicho algorit-
mo estd basado en como la WWW se ha ido formando, y tiene dos aspectos fundamentales:
crecimiento y acoplamiento preferencial. Para generar el grafo iniciamos con un nimero pe-
queiio de nodos y en cada iteracién un nuevo nodo es agregado en la red, donde el nuevo
nodo es conectado a los ya existentes con una probabilidad preferencial a los nodos con més
alto grado. Este hecho implica que exista una alta heterogeneidad en los posibles grados de
la red, asi como la existencia de nodos con un alto nimero de conexiones, conocidos como
nodos concentradores. En un principio los algoritmos de generacién de grafos se enfocaban
en analizar la estructura de ciertas redes del mundo real. Sin embargo, los algoritmos antes
mencionados buscan capturar las caracteristicas de los sistemas reales, con la finalidad de

obtener una descripcidn cualitativa de la estructura del sistema complejo. En los modelos de



CAPITULO 1

grafos aleatorios antes mencionados se asume que los nodos permanecen estiticos mientras
que la estructura de la red evoluciona. Sin embargo, en la mayoria de los sistemas complejos
los elementos no son necesariamente estaticos, por tanto, es necesario incluir en los mode-
los de estructura la complejidad dindmica de los nodos, mencionada por Strogatz [6]. De
modo que los sistemas complejos pueden ser modelados como una red dindmica, de la cual

hablaremos en la siguiente seccidn.

1.1.2. Redes dinamicas

Una forma de modelar los sistemas complejos es como una red dindmica cuyos nodos son
sistemas dindmicos y el acoplamiento entre ellos es representado por un grafo. El estudio de
este tipo de sistemas es de interés debido a sus potenciales aplicaciones en areas como fisica,
biologia, ingenieria, entre otras [5, 27]. Uno de los principales problemas de investigacion en
redes dindmicas consiste en determinar las condiciones bajo las cuales un conjunto de siste-
mas dinamicos interconectados logran un comportamiento coordinado tal como sincroniza-
cion. En el contexto de redes dindmicas el concepto de sincronizacion se refiere al fendmeno
colectivo en el que dos o mds elementos tienen comportamientos dindmicos coordinados en
el tiempo [28, 29]. Ejemplos claros y espectaculares de sincronizacién se observan en la
naturaleza, tales como un grupo de luciérnagas que emiten luz durante el apareamiento; de
igual forma cuando un conjunto de neuronas disparan sus potenciales de accién de manera
unisona; o cuando el publico de un concierto aplaude de manera simultdnea para convencer
al artista de volver a actuar, son ejemplos de sincronizacién [30].

Al plantear el problema de anélisis para el surgimiento del comportamiento colectivo
en redes dindmicas, en la mayoria de los casos comenzamos con supuestos como redes de
nodos idénticos con acoplamiento uniforme, lineal, simétrico y difusivo. La condicion de
un acoplamiento difusivo es un supuesto basico en este tipo de problemas, ya que este re-
quisito surge de forma natural en varias redes del mundo real y, como tal, es una condicién
relativamente suave para imponer en la estructura del modelo de red. En general, cuando
consideramos sistemas con una gran cantidad de elementos, el efecto de la estructura de co-
nexion en el comportamiento de un solo elemento se puede aproximar en el contexto del

campo medio, donde se considera que el efecto de todos los elementos es el promedio en
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todo el sistema, una forma de aplicar este enfoque en las conexiones de una red, es requerir
el acoplamiento difusivo [2]. Por ejemplo, en una red de neuronas donde las conexiones se
modelan como sinapsis eléctricas, una forma de promediar el efecto de todas las neuronas
vecinas es exigir que las conexiones sean difusas, en este sentido a la matriz de conexion
que representa su grafo de conexidn, se le pide que tenga suma cero por filas. Otro ejemplo,
son las leyes de Kirchhoff para un circuito, donde la suma de voltajes de todos los elementos
tiene un promedio de cero, es decir, sus conexiones son difusas [31].

En general, la dindmica de una red es determinada por la interaccion entre su estructura
y la dindmica de los nodos, de modo que estos dos factores determinan la estabilidad de su
comportamiento sincronizado. Para un par de sistemas acoplados, asi como para redes de
sistemas dindmicos, cuando se investiga la estabilidad del comportamiento sincronizado, un
enfoque comun es linealizar la dindmica de error alrededor de la solucién sincrona de manera
que se obtienen resultados locales [32]. Por el contrario, la sincronizacion global se establece
si la validez de los resultados se cumple para todo el espacio de estado de los sistemas aco-
plados [33]. El problema de la sincronizacién se puede resolver desde dos perspectivas: por
un lado, las conexiones entre los sistemas se pueden disefiar para que la solucién sincrona
sea estable. Por otro lado, controladores pueden disefiarse para imponer un comportamiento
sincronizado, esto se puede lograr utilizando metodologias de control tales como: retroali-
mentacion de estado, control lineal, modos deslizantes, entre otros [34, 35, 36, 37]. Usando
estas técnicas de control, los acoplamientos se complementan con los controladores para
imponer la solucién de sincronizacion, usualmente llamada sincronizacion controlada [38].

La estabilidad del comportamiento sincronizado de una red dindmica puede analizarse
como en los trabajos de Wu y Chua [39] donde se estudia una red de nodos idénticos con una
estructura de conexion lineal y difusiva, demostrando que dicha red logra la sincronizacion
siempre que sea posible estabilizar la dindmica de un nodo aislado con una retroalimenta-
cién negativa sobre sus estados. Posteriormente, Pecora y Carroll [32], se concentraron en
la sincronizacién completa para sistemas no lineales idénticos y proponen un criterio de sin-
cronizacion conocido como Funcion Maestra de Estabilidad, MSF por sus siglas en inglés,
la cual establece una relacion entre la fuerza de acoplamiento y el maximo exponente trans-

verso de Lyapunov. De modo que si la MSF es negativa para un intervalo de valores de la
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fuerza de acoplamiento, entonces el estado sincronizado es estable en dicho intervalo. Afios
mads tarde, autores como Wang y Chen [31, 40] consideraron un modelo de red formado por
nodos idénticos con acoplamiento uniforme e investigan los criterios de sincronizacion para
una red cuya topologia de interacciones es una red compleja de mundo pequeiio o escala
libre, mediante el formalismo de funciones de Lyapunov describen el criterio de A, [40].
En estos trabajos un problema importante es evaluar las condiciones para la estabilidad del
comportamiento sincrono en una red con una configuracion de acoplamiento genérico. Sin
embargo, los resultados anteriores son muy limitados, en el sentido que son validos para una
red muy especifica, es decir, una red de nodos idénticos con un acoplamiento lineal, difusivo
y con una estructura estatica. Si bien es cierto que la restriccion del acoplamiento difusivo
ayuda a simplificar el andlisis de la estabilidad del estado sincronizado, es una restriccion
bastante fuerte, ya que no siempre es posible cumplir con condiciones de simetria como la
difusividad.

En la literatura, podemos encontrar extensiones sobre el andlisis del comportamiento
sincrono para redes de nodos idénticos, donde consideran diferentes topologias y otras ca-
racteristicas de los sistemas relacionadas con las diferentes fuentes de complejidad propues-
tas por Strogatz [2, 41, 42]. En particular [43, 44] consideran que existe una diversidad de
conexiones y estudian la sincronizacion para una red de nodos idénticos con retardos en la
comunicacion. Por otra parte, [45, 46] estudian la sincronizacién en un modelo con diferen-
tes formas de comunicacion entre sus nodos, como el caso de las neuronas que se comunican
a través de diferentes tipos de sinapsis.

En la siguiente seccidn, planteamos nuestro problema de tesis, donde se busca extender
el anélisis de estabilidad del estado sincronizado de una red compleja donde se consideran

diferentes fuentes de complejidad, tales como: diversidad de nodos y en las conexiones.

1.2. Planteamiento del problema

En los sistemas bioldgicos el fendmeno de sincronizacion es de suma importancia, ya que
ocurre de manera natural y ademas la presencia o ausencia de sincronia se puede relacionar a

una funcidn especifica o incluso a una enfermedad [3]. Inspirados en esta realidad bioldgica
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en este trabajo de tesis nos enfocamos en el surgimiento del comportamiento sincrono de la
dindmica de redes de osciladores bioldgicos. Como punto de partida, en este tema de inves-
tigacion, consideramos un modelo de red dindmica simplificado, es decir, suponemos que
los nodos son sistemas dindmicos idénticos y consideramos que el acoplamiento entre estos
sistemas es modelado como una combinacién lineal de los estados, la cual depende de sus
nodos vecinos. Inspirados en una realidad bioldgica, incluimos en el modelo de red anterior
algunas fuentes de complejidad como diversidad de nodos y diversidad en las conexiones,
por lo que proponemos diferentes escenarios de estudio. En el primer escenario nos enfoca-
mos en un modelo de red formado por nodos idénticos acoplados de manera lineal, simétrica,
bidireccional y difusiva. Para este modelo presentamos un procedimiento para el disefio de
controladores locales, es decir, un controlador para cada nodo, tal que se imponga un mapeo
estdtico e independiente del tiempo, como la relacidon deseada entre los nodos de la red, esto
impone el surgimiento de la sincronizacién generalizada en redes [47].

En el segundo escenario considerando que en los sistemas biolégicos sus elementos po-
cas veces son idénticos, nos obliga a pensar en un modelo de red donde se considere una
diversidad de nodos, es decir, un modelo de red dinamica donde los nodos son diferentes,
ya sea por considerar cambios en los pardmetros del sistema que representa el nodo e in-
clusive considerar sistemas dindmicos diferentes para cada nodo [29, 48]. En este caso el
problema de sincronizacién no es trivial, ya que no se espera tener una sincronizacién com-
pleta de la red, mds bien se espera tener otros tipos de comportamientos colectivos tales
como la sincronizacién generalizada [47], sincronizacion externa [49], o la activacion de las
células (la transicion de una solucion estable a una solucién oscilatoria) o la inhibicién (la
transicion de una solucién oscilatoria a un punto de equilibrio estable) [50]. Si ademds, en
este modelo consideramos que existen diferentes tipos de conexion y suponemos que existen
una tendencia de los nodos a organizarse en grupos o comunidades, modelando el sistema
complejo como una red de redes, logramos acotar un poco el problema de sincronizacién
a un tipo de sincronizacién particular. En este modelo de red de redes determinamos que
condiciones sencillas como difusividad y simetria entre grupos garantizan el surgimiento de
la sincronizacién por clister, es decir, nodos que pertenecen al mismo grupo o comunidad

estan sincronizados, mientras que nodos de diferentes grupos no [51, 52, 53]. Finalmente, en
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el tercer escenario de estudio nos enfocamos en la sincronizacion en redes de células excita-
bles donde los enlaces son de distintas naturalezas, de manera que se busca analizar cémo la
naturaleza de los enlaces afecta el surgimiento de la sincronizacién en la red [18].

De modo que, la pregunta que surge como consecuencia de los diferentes escenarios de
estudio planteados es ;Qué efecto tiene la dindmica local de los elementos y las diferentes
caracteristicas de la estructura de conexion en el comportamiento colectivo de la red? Para
responder esta pregunta en cada escenario recurrimos al andlisis de estabilidad del estado
sincronizado basado en funciones de Lyapunov, con el cual obtenemos condiciones bajo las
cuales el comportamiento colectivo de la red sea estable.

En la siguiente seccion, presentamos los objetivos generales y particulares de este trabajo

de tesis.

1.3. Objetivos

En el presente trabajo de tesis estudiamos el surgimiento de comportamientos colectivos
en sistemas dindmicos interconectados, modelados como redes dindmicas complejas con
diferentes estructuras de interconexion. A manera de resumen, el objetivo general y los ob-

jetivos particulares de este trabajo de tesis son los siguientes:

Objetivo general:

= Determinar condiciones para el surgimiento de comportamientos colectivos estables,
tales como sincronizacion idéntica, generalizada o por cldsteres,en un arreglo de sis-
temas conectados en diferentes estructuras de conexion, tales como redes de redes o

hiperredes.
Objetivos particulares:

= Establecer bajo que condiciones surge la sincronizacion generalizada en una red dinami-

ca de nodos idénticos con acoplamientos bidireccionales.

= Determinar las condiciones bajo las cuales se logra la sincronizacién por clister para

una red de redes con estructura de comunidades.
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= Establecer las condiciones para lograr la sincronizacion idéntica en una red dindmica

con diferentes tipos de acoplamiento, es decir, una hiperred dindmica.

La estructura del documento de tesis se presenta en la siguiente seccion.

1.4. Descripcion del documento

El documento de tesis se organiza como sigue: El Capitulo 2 esta dividido en dos partes
importantes, por un lado se presentan los aspectos basicos en la teoria de grafos, donde in-
cluimos la representacion de las redes dindmicas como grafos y matrices, asi como diferentes
extensiones de los grafos, es decir, los antecedentes del andlisis estructural de una red. Mien-
tras que en la segunda parte, abordamos el problema de sincronizacién para redes de nodos
idénticos con un acoplamiento lineal, simétrico y difusivo, donde se presenta un andlisis de
estabilidad del estado sincronizado de la red, el cual es un punto de partida en nuestro trabajo
de investigacion de la tesis.

En el Capitulo 3, el problema de sincronizacion generalizada en redes dindmicas es abor-
dado, se presenta el problema de sincronizacion generalizada en redes dindmicas y ademas,
el andlisis para garantizar este tipo de sincronizacidn, donde utilizamos el método directo,
o bien, la sincronizacion controlada mediante transformacion de variables. En este procedi-
miento suponemos que existe una transformacién para cada nodo, y garantizamos la sincro-
nizacion idéntica en términos de las variables transformadas lo que obliga a los nodos de la
red a lograr la sincronizacion generalizada en términos de las variables originales.

En el Capitulo 4, proponemos un modelo de red de redes con diferentes niveles de inter-
conexion, donde se incluye en el modelo una diversidad de conexiones, es decir, diferentes
caracteristicas para sus enlaces y ademads incluimos la diversidad dindmica de sus nodos,
considerando sistemas dindmicos diferentes pero de la misma dimension. En este capitulo
abordamos el problema de sincronizacion por clister y presentamos un andlisis para garanti-
zar la sincronia en cada nivel, de dicho andlisis obtenemos condiciones para la estructura de
la red de redes tales como difusividad y simetria.

En el Capitulo 5, abordamos el problema de sincronizacion idéntica para un modelo

de red con miiltiples tipos de conexiones, la cual modelamos como una hiperred dinamica.
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Esta construccion simple hace una descripcion elegante para arreglos de sistemas dindmicos
donde dos tipos de conexiones estan presentes. Para este modelo hemos realizado un anélisis
de estabilidad que garantiza la sincronizacion en la hiperred, donde se obtienen condiciones
sencillas para las funciones de acoplamiento y la estructura del hipergrafo con las que se
logra la sincronizacion completa.

Por ultimo, en el Capitulo 6, se presenta un resumen de las conclusiones mas importantes
de todos los capitulos. Adicionalmente, se presentan algunas recomendaciones de trabajo a

futuro y la productividad del trabajo de tesis.
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Sincronizacion en redes

En los dltimos afios la investigacion en redes complejas ha tomado importancia como
una herramienta para modelar una variedad de sistemas del mundo real. Para generar un
modelo de un sistema complejo como una red implica una representacion de los componentes
del sistema como nodos y las interacciones entre ellos como enlaces. Naturalmente, en una
descripcion de red muchos detalles del sistema original no son considerados. Sin embargo,
la simplificacion captura caracteristicas esenciales del sistema. A continuacién, exponemos

los antecedentes matemaéticos que ayudarén en el andlisis de las redes dindmicas complejas.

2.1. Antecedentes del analisis estructural

La teoria de grafos [4] es el marco natural para el tratamiento matemaético de redes com-
plejas. Ya que la estructura de conexién de un sistema complejo puede representarse ma-
tematicamente como un grafo. A continuacién se describe formalmente la terminologia de
la teoria de grafos que utilizaremos en el resto de la tesis.

Un grafo G estéa definido como un par ordenado compuesto por dos conjuntos G = (V. E),
donde V = {v,v2,---,vn} es el conjunto de nodos, es decir, los elementos que se desea
representar; y el conjunto de enlaces, E = {(v;,v;) € V x V|v;,v; € V}, representa la relacion
entre los nodos. En esta definicion, el conjunto de enlaces estd formado por pares de nodos
de la forma (v;,v;) con v; # v;. Si para cada par ordenado (v;,vj) € E existe (vj,v;) € E
se dice que el grafo es no dirigido. En otro caso, el grafo es dirigido. El nimero total de

nodos del grafo es denotado por N y define el orden del grafo. Vale la pena sefialar que en
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muchos sistemas complejos, N define el tamafio fisico de la red, ya que identifica el nimero
de elementos que componen el sistema. Sin embargo, en teoria de grafos, el tamafio del grafo
se identifica por el nimero total de enlaces E. A menos que se especifique consideramos que
N es el tamafio de la red. Otra forma de extender la definicion de grafo es asociando un
peso a cada uno de los enlaces, ya sean grafos dirigidos o no. El peso de un enlace puede
representar alguna propiedad de conexién, como la fuerza de interaccion, la cantidad del
flujo de informacion entre cada par de nodos, entre otras. Usualmente, un valor grande en
el enlace indica una interaccion fuerte entre cada par, mientras que un valor pequefio indica
una interaccion débil. Los pesos de los enlaces se asignan mediante una funcion W : E — R,
donde el simbolo w;; € R denota el pesos del enlace (v;,v;) [2, 4, 54].

Una forma de simplificar la informacion del grafo es con el uso del dlgebra matricial. De
este modo, las interconexiones en un grupo de nodos se describen con la matriz de adyacen-
cia, A ={a; j} € RV*N donde cada elemento de la matriz representa la presencia o ausencia

de un enlace entre cada par de nodos, cuyas entradas se definen como:

1, (vi,vj) €E coni# j;
ajj = (2.1.1)

O; (Vi,Vj)gE,

donde (v;,v;) € E implica que el nodo v; estd conectado con el nodo v;. Para un grafo no

RN*N eg una matriz cuadrada

dirigido compuesto por N nodos, la matriz de adyacencia, A €
y simétrica, es decir, sus elementos satisfacen a;; = a; paratodo i, j = 1,2,...,N con i # j,
y los elementos de la diagonal principal son ceros. Mientras que para un digrafo, la matriz
de adyacencia no es simétrica, A # A " . Por otra parte, el grafo con pesos es representado por

una matriz de adyacencia con sus entradas iguales a los pesos de sus enlaces, es decir:

wij, (vi,vj) €E coni# j;
ajj = (2.1.2)

O: (vivvj) €E7

donde w;; € R. En general, es posible considerar que los valores de w;; tengan asociados
diferentes signos, pero para este trabajo de tesis solo se consideran que w;; son reales no

negativos, es decir, w;; > 0.
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En la Figura 2.1 se muestran diferentes tipos de grafos y sus correspondientes matrices
de adyacencia. Para los grafos no dirigidos los enlaces son representados por una linea los
cuales indican la conexion entre dos nodos; para los digrafos los enlaces son representados
por flechas las cuales indican el nodo inicial y el final, donde el nodo que recibe informacién
se le asigna el valor numérico 1. Mientras que para los grafos con pesos en los enlaces se

puede observar el valor del peso asociado.

(a) Grafo (b) Digrafo (c) Digrafo con pesos

V] V2 V3 V4 Vs V] Vo V3 V4 Vs V] V2 V3 Vg Vs
vifo 10 10) vifoo1 00y wfoor1o0 o)
va[ 1.0 0 1 0 o 0110 2[00 5 0 0
3000 10 vifo 0 0 0 1 vi{0 0 0 0 83
a1 1101 val1 0 1 0 1 5010 0
vs\0 0 0 10) vslo 100 0) 50001 0)
(d) Grafo (e) Digrafo (f) Digrafo con pesos

Figura 2.1: Representacion esquematica de diferentes tipos de grafos y sus respectivas ma-
trices de adyacencia. Se presenta un grafo no dirigido (a), digrafo (b), y digrafo con pesos
(c); mientras que su matriz de adyacencia correspondiente estd dada en (d)-(f).

Otra matriz importante asociada a grafos es la matriz Laplaciana, & € RV*V | 1a cual se
construye como sigue:

£ =A-D, 2.1.3)

donde D = Diag(d,ds,...,dy) € RVN*N con d; como el grado de nodo para el i-ésimo nodo,

el cual podemos calcular como d; = Zé\': (a;ij paratodai=1,2,... N. Los elementos de la
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matriz Laplaciana estdn dados por

¢

—d;, parai=j,
lij=q 1, (v,vj)€E i#j; (2.1.4)

07 (V,',Vj)gE l#]

\

En la Figura 2.2 se pueden observar algunos ejemplos de matrices Laplacianas para los grafos

presentados en la Figura 2.1.

-2 1 0 1 0 -1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
I =2 0 1 0 0 -2 1 1 0 o -1 L 0 o0
0 0 -1 1 0 0 0 -1 0 1 0 0 -83 0 83
| | 1 —4 | 1 0 1 =3 1 5 0 1 -6 0
0O 0 0 1 —1 0 1 0 0 -1 0 0 0 I -1
(a) Grafo no dirigido (b) Digrafo (c) Digrafo con pesos

Figura 2.2: Matrices Laplacianas de los grafos presentados en la Figura 2.1.

En general, las matrices Laplacianas son un elemento clave para caracterizar la dindmica
de un conjunto de elementos interconectados, ya que a partir de los valores propios y vectores
propios de la matriz Laplaciana, es posible encontrar informacion sobre las propiedades
estructurales del grafo. En particular, para un grafo no dirigido formado por N nodos de tal
forma que no existen nodos aislados, se tiene que la matriz Laplaciana presenta las siguientes

caracteristicas [2, 27, 39]:
= Difusividad: La matriz ¥ € RV*N satisface que ):]}]:1 6;;=0, i=1,2,...,N. Como

una consecuencia, los elementos de la diagonal principal pueden escribirse como

N

Ki,':—z&j, paraizl,Z,...,N. (215)
j=1
i

» [rreductibilidad: La red estd conectada en el sentido de que para cualesquier par de
nodos, existe al menos un camino que los conecta. En otras palabras no existen grupos

de nodos aislados en la red.
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» Simetria: La matriz . satisface & = £, es decir, sus elementos satisfacen ¢; =4

paratodoi,j=1,2,--- N coni# j.

= Si.Z es una matriz simétrica, difusiva e irreducible, entonces todos los valores propios

son reales, y se pueden ordenar de forma decreciente

0=2y >N > >Ay. (2.1.6)

Como se menciond anteriormente, estas propiedades nos brindan informacién sobre la es-
tructura del grafo, y con ellas se puede facilitar el andlisis de sincronizacién. Sin embargo,
aunque toda la investigacion en la literatura se ha centrado en redes que se pueden modelar
como un grafo sin autoenlaces, ni multiples conexiones entre nodos [5, 29], en muchos ca-
sos de interés la estructura de conexion del sistema original depende de otros procesos y solo
puede ser adecuadamente representada como una red de redes, hipergrafos, redes multiple-
xadas, etc [18, 21, 55], donde se consideran otras fuentes de complejidad o caracteristicas en

el modelo para una mejor presentacion del sistema complejo.

2.1.1. Red de redes

Considerando que los sistemas complejos tienen la tendencia de organizarse en comu-
nidades o médulos, donde cada comunidad tiene caracteristicas particulares [9]. El sistema
complejo puede ser modelado como un conjunto de redes interconectadas, es decir, una red
de redes. Al igual que en el caso de una sola red, cuya estructura de comunicacién se puede
describir como un grafo, las redes de redes se pueden representar como un grafo con su res-
pectivas matrices de adyacencia y laplaciana, las cuales indicardn como son las conexiones
entre los nodos de cada red, y la forma en que las redes se conectan entre ellas para formar
el modelo del sistema complejo [21, 55].

En general, una red de redes estd constituida por un conjunto de N nodos divididos en
M redes, donde cada una tiene N, elementos (para k = 1,2,...,M) con N = ZﬁilNk. La
representacion matricial de dicha estructura es un arreglo de matrices 4 = {A;;} € RVXN

donde los bloques de la diagonal principal de A4 representan la estructura interna de cada red,

19



CAPITULO 2

[i]

A= {a,@} € RNixNi cuyas entradas se definen como: a;; > 0 si existe una conexion entre
(1]

el k-€simo nodo y /-€simo nodo de la i-€sima red; en otro caso, a;; = 0. Mientras que los
bloques fuera de la diagonal principal de A4, A;; = {a,[cilj }} € RV*Nj con i # j, representan
las conexiones entre los nodos de diferentes redes. Para este caso, los elementos de estas
matrices se definen como a,[jlj } > 0 si existe una conexion entre el k-ésimo nodo de la i-
ésima red y el /-ésimo nodo de la j-ésima red; por lo contrario, si dichos nodos no estian
conectados, entonces a,[flj ' —0.Conel objetivo de ejemplificar la construccién de una matriz
de adyacencia para una red de redes, 4 € RV*V, en la Figura 2.3 se presenta una red de
redes formada por N = 5 nodos divididos en M = 2 redes. Observemos que cada red del
grafo mostrado en la Figura 2.3(a) es representada por un color, mientras que las conexiones

entre redes son representadas por lineas de color gris.

Al Al I 0110
A= = 01 0 00
Az A2 01 00 1
10 01 0O
(a) Grafo (b) Matriz de adyacencia por bloques

Figura 2.3: Representacion esquematica de una red con dos redes y su respectiva matriz de
adyacencia (N =5, M =2, Ny =3, N, =2).

En la representacion matricial mostrada en la Figura 2.3(b) consideramos que la primer
red estd formada por tres nodos y la segunda red estd formada por dos nodos, por tanto,
A1 € R¥3 y Ayy € R?*2. Mientras las matrices de acoplamiento entre redes son A € R3*?
y Az € R?X3. Observe que en el caso que cada red contiene diferentes niimeros de elementos,
los bloques A;; con i # j no son matrices cuadradas. En este caso particular podemos notar
que la matriz de adyacencia 4 € R>*> es una matriz simétrica, pero esto se debe a que las
conexiones dentro de las redes y entre las redes son bidireccionales y sin pesos. Sin embargo,

no todas las matrices de adyacencia para una red de redes cumplen como estd condicion de
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simetria. Un ejemplo de lo anterior, se puede observar en la Figura 2.4 donde presentamos
una red de N = 9 nodos divididos en M = 2 redes. En este caso, las conexiones dentro de
cada red son bidireccionales y se ilustran con lineas de color crema y verde para cada red,
por tanto, los bloques de la diagonal principal de A4 son matrices simétricas y de tamafo
Ajp = A €RS y Ay = A), € R4 respectivamente. En cambio las conexiones entre
redes son enlaces con direccion, ilustrados en la 2.4(a) con flechas de color gris. Por lo tanto,
la matriz de adyacencia resultante también es cuadrada pero no simétrica (ver Figura 2.4(b)),

yaque 4# 4",

(a) Grafo

/[0 11 10100 0)
I 01611000
I 10610000
I 00600100
A= 1 1 001001
000000100
001001010
000010101
\o00o 100001 0/

(b) Matriz de adyacencia por bloques

Figura 2.4: Representacion esquematica de una red con dos redes formada por nueve nodos
y su respectiva matriz de adyacencia (N =9, M =2, N| =5, N, =4).
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2.1.2. Hiperredes

Considerando que los sistemas complejos pueden estar conectados por enlaces de dife-
rente naturaleza, en ocasiones no es suficiente un grafo para describir la estructura de sus
conexiones. Por ejemplo, en el caso de un conjunto de neuronas que pueden estar conecta-
das por diferentes tipos de sinapsis, tal como: sinapsis quimicas y eléctricas; o bien, una red
de colaboracién donde los cientificos se pueden conectar por pertenecer a la misma institu-
cién o por articulos donde son coautores, entre otras. En estos casos se tiene la necesidad
de representar al sistema complejo como una generalizacion del grafo, es decir, este tipo de
sistemas pueden ser modelados como un conjunto de N nodos conectados a través de dos o
mads distintas redes, donde cada red corresponde a un tipo de interaccion, y nos referimos a
dicha estructura como un hipergrafo [13, 18].

Formalmente, un hipergrafo # es un par ordenado H = (V,E),donde V = {v|,va, -+ , vy}
es el conjunto de nodos y E = {E,E3, -+ ,E,} es el conjunto de hiperenlaces, donde cada
hiperenlace E; # 0 forma un grafo y al igual que en los grafos simples se excluyen los ca-
sos donde existan autoenlaces o multiples enlaces. Ademads, es posible construir hipergrafos
ponderados asociando valores no negativos en por lo menos hiperenlace; o construir un hiper-
grafo dirigido por asociar enlaces direccionados en por lo menos un hiperenlace [56, 57, 58].

Una forma de representar a los hipergrafos es con su matriz vértice-arista de incidencia,
M € RV*™ 1a cual tiene N renglones, es decir tantos como la cardinalidad del conjunto
V, y m columnas tantas como el nimero de hiperenlaces; donde las entradas de la matriz
M se definen como M, ;= 1 si el vértice v; estd en el hiperenlace E;, o0 M;; = 0 en caso
contrario [57]. A partir de la matriz vértice-arista de incidencia se puede obtener la matriz
de adyacencia para el hipergrafo, A4 € RN*N '1a cual es una matriz cuadrada y simétrica
cuyas entradas son a;; > 0 y representa el niimero de hiperenlaces que contiene tanto al nodo
v; como al nodo v; para toda i # j, mientras los elementos de la diagonal principal son cero.

Esta matriz se puede obtener de la siguiente manera:
Ay =MM'" — D, (2.1.7)
donde M € R™N es la transpuesta de la matriz vértice-arista de incidencia, y D € RVV
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es una matriz diagonal cuyos elementos d; son el grado de nodo, el cual puede ser calculado
como la suma del rengldn correspondiente de la matriz de incidencia, i.e., d; = ):Tzl M;; [58].
Con el objetivo de ejemplificar las dos matrices presentadas, en la Figura 2.5 se presenta la
representacion esquemadtica para un hipergrafo formado por cinco nodos y cuatro hiperen-
laces, con su respectiva matriz de vértice-arista de incidencia. Mientras que las matrices de

adyacencia de cada hiperenlace son presentadas en la Figura 2.6.

vif 1 1 0 0
v O 1 1 0
M= | 0 1 1 1
wel 11 0 1
vs A 0 0O 1 1
(a) Hipergrafo (b) Matriz de incidencia

Figura 2.5: Representacion esquemadtica de un hipergrafo y su correspondiente matriz
vértice-arista de incidencia.

(o001 0) (o1 11 0)
00000 L 011 0

Ei=| 00000 ]|E,=!|1101080
I 00 00 I 1 100
k\{J 0000/ k\{J 000 o)
(0000 0) (0000 0)
oo 0l 00000
Es=|@0 1001 lg,=0001]1
om0 o000 0o 0l
k\{J|1r}c}}; \0 0 1 10/

Figura 2.6: Matrices de adyacencia de los hiperenlaces pertenecientes al hipergrafo mostrado
en la Figura 2.5
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La matriz de adyacencia del hipergrafo mostrado en la Figura 2.5 esta dada por

01120
1 0211
2
01
1 0

0
21 2
2

Otra forma de visualizar a un hipergrafo # es con un multigrafo, es decir, como un grafo
que tiene multiples enlaces entre los mismos nodos, el cual es generado por la matriz de
adyacencia A4 donde los elementos a;; indican el nimero de enlaces que existe entre el nodo
v; y el nodo v;. Para el hipergrafo presentado en las figuras anteriores tenemos un multigrafo
asociado como el mostrado en la Figura 2.7, cuya representacion matricial estd dada por la

matriz de adyacencia anterior, A, € R3S,

| e V5

7
<4

Figura 2.7: Representacion esquematica de un hipergrafo formado por cinco nodos con cua-
tro hiperenlaces.

vy

Al igual que en los grafos es posible considerar que los nodos y las conexiones dentro
de cada hiperenlace tengan diferentes caracteristicas, es decir, se puede considerar que un
hiperenlace contiene enlaces direccionados, enlaces con pesos, o ambos. En estos casos, una
mejor representacion es determinar las conexiones dentro de cada hiperenlace, mediante una
matriz de adyacencia (ver ecuacion (2.1.2)). De modo que la representacion del hipergrafo
se forma con la suma de las matrices de adyacencia de cada hiperenlace. Por ejemplo, en
la Figura 2.8 se presenta un hipergrafo, formado por cinco nodos y dos hiperenlaces, don-
de las conexiones dentro del primer hiperenlace se ilustran de color azul, mientras que las

conexiones del segundo hiperenlace se ilustran de color gris. Ademads, suponemos que las
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conexiones dentro de cada hiperenlace son bidireccionales, por tanto, las matrices resultan-

tes E1 y E; son simétricas, y la matriz de adyacencia resultante para el hipergrafo estd dada

por
02000

202 21

Ayr=10 2 0 1 1

02101

01 110

o1l
@ Ey=| 01 000
l'-i:~. 01000
01 000

@ Doloo o0

I 01 I 0

(a) Hipergrafo (b) Matrices de adyacencia

Figura 2.8: Representacion esquemadtica de un hipergrafo formado por cinco nodos con dos
hiperenlaces y sus respectivas matrices de adyacencia para cada hiperenlace.

Mientras que en la Figura 2.9 presentamos una hiperred de cinco nodos con tres hi-
perenlaces con diferentes caracteristicas, las conexiones dentro del primer hiperenlace son
direccionadas y en la figura son ilustradas con una flecha de color gris; mientras que las co-
nexiones para el segundo hiperenlace tienen pesos y se ilustran en la figura de color azul; por
ultimo, las conexiones dentro del tercer hiperenlace son bidireccionales e ilustradas de color

amarillo. La matriz de adyacencia del hipergrafo esta dada por:

05 113

1
10711
Ayy=10 6 0 1 2
4
2 020 3
311 40
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PV B (T

@
Y 001 10
\ A IV R
LR 00010
V4 )

vOoo 0o

M
|

[ vy |-

0 0 3 10000

(a) Grafo (b) Matrices de adyacencia

Figura 2.9: Representacion esquematica de un hipergrafo formado por cinco nodos con tres
hiperenlaces y sus respectivas matrices de adyacencia.

En resumen, existen diferentes formas para representar un sistema complejo tal como
los grafos, la red de redes e hipergrafos, donde cada tipo de representacion nos proporciona
informacion diferente sobre la estructura del sistema. Sin embargo, en la mayoria de los
sistemas complejos, los elementos no son necesariamente estaticos, por tanto, es necesario
incluir en los modelos de estructura la complejidad dindmica de los nodos, mencionada por
Strogatz [6]. De modo que los sistemas complejos pueden ser modelados como una red

dindmica, de la cual hablaremos en la siguiente seccion.

2.2. Modelo de una red dinamica

Una red compleja donde las unidades fundamentales son modeladas como sistemas dindmi-
cos y la estructura de conexion es fija, se le conoce como red dindmica. Considerando que

cada elemento es descrito como un sistema dinamico n-dimensional,

5(0) = il (1), @2.1)

donde x;(1) = [x;1(¢),xi2(t),- -+ ,xin(t)] " € R" son las variables de estado del i-ésimo nodo;
fi : R" — R" es una funcién continua que describe la dindmica del i-€simo nodo en la red,

y puede ser un sistema lineal, no lineal o incluso un oscilador caético. A lo largo de este
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documento de tesis se considera el caso que los sistemas son osciladores bioldgicos, los
cuales presentan un comportamiento oscilatorio acotado.

Cuando estos sistemas estan conectados de acuerdo a una matriz de adyacencia (2.1.1),
la ecuacion (2.2.1) es modificada con el fin de incluir la interacciéon de cada nodo con sus
vecinos, bajo la suposicion que el efecto de los vecinos sobre la dindmica individual de cada
nodo es aditivo. Adicionalmente, consideraremos que el conjunto de N sistemas dindmicos
son idénticos, es decir, el campo vectorial f;(-) = f(-) es el mismo para todos los nodos, y
suponiendo que el acoplamiento es lineal, en otras palabras, la interaccion es representada
como una combinacion lineal de las salida de sus nodos vecinos. Entonces, la ecuacién de la

red estd dada por:

N
%) = f(xi(0) +8 ) aiil(x;(t) —xi(t)), i=1,2,...,N, (22.2)

7
donde la constante g > O es la fuerza de acoplamiento comun a todas las conexiones de la red.
La matriz constante de ceros y unos, I' € R"*", describe el acoplamiento entre las variables
de estado para cada par de nodos. Por simplicidad, suponemos que I" = Diag(y;, -+ ,Vn) €
R™" es una matriz diagonal donde y; = 1 si los nodos se conectan a través de la i—ésima
variable de estado; y; = 0 en caso contrario. La matriz de adyacencia A = {a;;} € RN*N
describe la estructura de conexiones de la red, y es definida como (2.1.1), donde a;; es uno
si el i-ésimo y el j-ésimo nodo estdn conectados, y es cero si no lo estan. Ahora, si se
considera que la estructura de la red satisface la condicion de difusividad, entonces la matriz
de adyacencia A puede ser reemplazada por la matriz Laplaciana £ = {{;;} RN que se

define como (2.1.3); con estas suposiciones, la ecuacion (2.2.2) se reescribe como:

N
%i(1) = f(xi(t) +g Y 4iTxj(t), i=1,2,...,N. (2.2.3)
j=1

En resumen, el modelo de red dindmica (2.2.3) tiene las siguientes simplificaciones: to-
dos los nodos tienen el mismo sistema dindmico, la fuerza de acoplamiento es constante y
uniforme para todos los enlaces en la red, la matriz I" es diagonal y es la misma para toda la

red, y la matriz de conexiones . es simétrica y difusiva.
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Dependiendo del sistema complejo que deseemos modelar, es posible cambiar algunas de
estas simplificaciones como veremos méas adelante en esta tesis, nosotros consideramos una
red dindmica donde se agregan algunas fuentes de complejidad en el modelo, tales como, no-
dos no idénticos, enlaces de distintas naturaleza, redes con estructura de comunidades, para
los cuales determinaremos las condiciones para el surgimiento de comportamiento colectivo
sincronizado estable, al menos localmente.

En la siguiente seccidn investigamos la sincronizacion en una red dinidmica de nodos

idénticos descrita por (2.2.3).

2.2.1. Sincronizacion idéntica en una red dinamica

La sincronizacion completa o idéntica entre dos o mds sistemas puede surgir cuando estos
son idénticos. Es decir, el comportamiento de sincronizacion idéntica en una red dindmica
ocurre cuando los estados de todos los nodos de la red evolucionan de manera unisona [28,
39, 40]. Matematicamente, se dice que la red dindmica (2.2.3) se logra la sincronizacion

idéntica o completa de forma asintética, si

tlirn ||lxi(t) —x;(t)|| =0 paratodai,j=1,2,...,N, (2.2.4)
donde || - || es la norma Euclideana [39, 40, 43, 59]. Una vez sincronizada la red dindmica

(2.2.3) evoluciona en una variedad de sincronizacion descrita por

Q= {x(t) ER": xy(t) = x2(t) = - = xy (1)} (2.2.5)

Es importante mencionar que si todos los estados de los nodos alcanzan la variedad de sin-
cronizacion, entonces el estado sincronizado debe ser uno una solucion del sistema. Ademas,
cuando los nodos estan sincronizados, por la condicion del acoplamiento difusivo (2.1.5) en
la red dindmica (2.2.3), se garantiza que la solucién de sincronizacién es una solucién de un

nodo aislado x(¢) = f(x(r)), denotada por s(¢) € R”", la cual satisface s(t) = f(s(z)) [60].
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Para mostrar que s(¢) es una solucién de la red (2.2.3) sustituimos, x;(z) = s(¢) para toda

i=1,2,---,N, con lo que obtenemos

N
$(t) = f(s(t))+g Y 4ijTs(t), i=1.2,...,N. (2.2.6)
j=1
por la condicién de difusividad (2.1.5) el segundo término en la derecha de la ecuacion
(2.2.6) es igual a cero. Por lo tanto, la solucién de sincronizacion s(f) es una solucién de
la red dindmica (2.2.3) repetida N veces. Por esta razon, como se sugiere en [39, 40, 60] la

condicion de sincronizacion (2.2.4) también se puede definir como
th’m ||xi(t) —s(¢)|| =0 paratodai=1,2,...,N, (2.2.7)
—>00

para algin s(r) € R" que satisface s(t) = f(s(z)). Observemos que para la condicién de
sincronizacién (2.2.7), la solucion de sincronizacion s(¢) € R” no es especifica, puede ser
un punto de equilibrio, una solucién periddica o inclusive una solucién acotada de la red
dindmica (2.2.3), y en este sentido la condicion (2.2.7) siempre es equivalente a (2.2.4).
En cambio, si s(f) es una solucién deseada o una solucion a imponer, entonces (2.2.7) se
convierte en un problema tipico de seguimiento de la teoria de control [61].

Considerando que las condiciones (2.2.4) y (2.2.7) son equivalentes esto se implica que
el problema de lograr la sincronizacion idéntica en una red dindmica (2.2.3) es equivalente a
garantizar que la solucién de sincronizacion s(¢) es asintéticamente estable. A continuacion
se presenta un andlisis para determinar la estabilidad de la solucién de sincronizacion s() en
una red de nodos 1dénticos.

Definimos el error de sincronizacion como e;(t) = x;(t) — s(t) parai = 1,2,...,N. De

manera que la dindmica del error de sincronizacién estd dada por

éi(t) = xi(t)—s@), i=1,2,3,....N

N
= f(xi(l))+gz1€ijrxj(f)—f(s(f))
]:
N N
= flei(r)+s(t)) = f(s(t))+g Y, tijTej(r)+gTs(t) Y 4ij (2.2.8)
j=1 j=1
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parai=1,2,...,N. Por la condicién de difusividad (2.1.5) el cuarto término en la derecha
de la ecuacidn anterior es cero. Entonces, la dinamica del error de sincronizacién esta dada

por
N

éi(l‘) = f(ei(t) —f—S(l‘)) —f(S(l)) +g Z Eijl"ej(t) para i=1,2,...,N. (2.2.9)
=1

Realizamos una expansion por Serie de Taylor en primer orden para la funcion f(e;(¢)+s(t))

de la siguiente forma

flei(t) +5(t)) = f(s(t)) + Df (s(1))ei, (2.2.10)
donde Df(s(t)) es el Jacobiano de f(-) evaluado en s(¢). Sustituyendo (2.2.10) en (2.2.9)
obtenemos N
éi(t) ~ Df(s(t))ei(r)+g Y €;Te;(t), parai=1,2,...,N. (2.2.11)
j=1

Consideramos la matriz con las variables del error de sincronizacion para todos los nodos
delared, §(t) = [e1(t),ex(t), - ,en(t)] € R™*N, y reescribimos la ecuacion (2.2.11) en forma
matricial como

E(t) =Df(s(t))&(r) + gTE(1).L . (2.2.12)

Como consideramos que la red dindmica (2.2.3) no tiene nodos aislados y las conexiones

son bidireccionales, se tiene que la matriz . € R¥*V es una matriz real y simétrica. Por lo

tanto, existe una matriz unitaria e invertible ® = [¢1,02,--- ,dn] € RNXN con @~ = Iy,
tal que

&.2d ! = A =Diag(A, A2, -, Av) (2.2.13)
con A € RV*N ‘donde A; € Rparai=1,2,---,N son los valores propios asociados a la matriz

Laplaciana .Z [2]. Proponemos el siguiente cambio de variable para la ecuacién (2.2.12):

g(t) =&(t)@ ! € R™N, y al derivar obtenemos:

er) = g
= (Df(s(1))&(r) +8TE(1)-2)@ ™",
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utilizando algebra matricial y la ecuacion (2.2.13) obtenemos:

&(r) = (Df(s(1))&(1)® " + T (r)(@ ' @).20!
= Df(s(t))e(t) + gTe(t)A. (2.2.14)

Abhora, considerando que €;(¢) € R" (con i = 1,2,...,N) son las N componentes de £(z), las

cuales expresamos como:
&i(t) = (Df(s(r)) +gh)gi(t) coni=1,2,...,N. (2.2.15)

De modo que el problema de estabilidad del estado sincronizado se reduce a demostrar la
estabilidad de las N ecuaciones lineales variantes en tiempo de n-dimensionales (2.2.15).
Notemos que el primer valor propio de la matriz Laplaciana es A; = 0 y esta relacionado
con la dindmica de un sélo nodo aislado, es decir, corresponde a la dindmica del estado

sincronizado. Por lo tanto, si quitamos el indice i = 1 en (2.2.15) obtenemos
&(t) = (Df(s(t)) + ghI)ex(r) para k=2,3,...,N. (2.2.16)

De manera que solo es suficiente probar la estabilidad de las N — 1 ecuaciones lineales va-
riantes en tiempo, demostrando asi que la solucién de sincronizacién s(¢) es estable. En ese
sentido, Wang y Chen [31, 40] proponen realizar un analisis de estabilidad de la ecuacion
(2.2.16) alrededor del origen en términos de funciones de Lyapunov. El resultado principal
de su andlisis es cominmente conocido como criterio de A, y esta presentado en el siguiente

teorema:

Teorema 2.2.1. [31, 40] : Considere la red dindmica (2.2.3). Suponga que existe una matriz

diagonal P € R™" positiva definida y dos constantes d < 0y T > 0 tal que
(Df(s(t)) +d0) TP+ P(Df(s()) +dT) < -7, (2.2.17)

para toda d < d, donde I, € R"™" es la matriz identidad. Si la fuerza de acoplamiento
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satisface

g> |/, (2.2.18)

A2
con Ay el segundo valor propio mds grande de la matriz £ . Entonces la variedad de sincroni-
zacion (2.2.5) de la red dindmica (2.2.3) es exponencialmente estable, y como consecuencia

la red dindmica (2.2.3) logra la sincronizacion completa.

Demostracion. Consideramos las siguientes funciones de Lyapunov
Vi(t) =€l (t) Pe(t) >0 parak =2,3,...,N, (2.2.19)

con P=P" >0 € R™" una matriz positiva definida. La derivada de V;(¢) con respecto al

tiempo a lo largo de las trayectorias del sistema correspondiente en (2.2.16) es

Vi(t) = & (1)Pei(r) +€] (t)P&(r)

= &/ (1) [(Df(s(0)) + D) TP+ P(DF(s(0)) +gD) | exlr)  (2220)

para k = 2,3,...,N. Debido a que los valores propios de la matriz .£ se pueden ordenar
como (2.1.6), tenemos que

Va(t) > Va(t) > --- > Vn(2). (2.2.21)

Utilizando la ecuacién anterior si V5(¢) < 0 las N — 2 ecuaciones restantes son negativas.

Como la derivada V5 () es una funcién cuadratica sélo es necesario verificar si

(Df(s(t)) + ghD) " P+P(Df(s(t)) + ghoT') <O. (2.2.22)
Por lo tanto, definimos d < 0 tal que

(Df(s(t)) +dT) " P+ P(Df(s(t)) +dT) < —11, (2.2.23)

con T > 0. Entonces, si d > gh, la funcién V5(t) < 0 es negativa y como consecuencia el
conjunto de ecuaciones (2.2.16) es estable en el sentido de Lyapunov. Lo que implica que la

variedad de sincronizacion (2.2.11) es exponencialmente estable. L]
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El resultado anterior es muy limitado, en el sentido que sélo es valido para una red de
nodos idénticos lineal y difusivamente acoplados con una estructura estética. En esta tesis se
presentan extensiones sobre el anélisis de sincronizacion en redes de nodos idénticos, donde
se consideran diferentes topologias y ademds en el modelo se incluyen distintas fuentes de
complejidad tales como diversidad en enlaces, enlaces de distinta naturaleza e incluso di-
versidad de nodos. En la siguiente seccion se presenta un ejemplo de una sistema complejo
biologico modelado como una red dindmica asi como las condiciones bajo las cuales este

modelo de red dindmica presenta la sincronizacion idéntica.

2.2.2. Ejemplo: Sincronizacion en un modelo del islote pancreatico

En el pancreas las células estdn organizadas en conglomerados celulares llamados islo-
tes de Langerhans, estos arreglos estdn formados principalmente por cuatro tipos de células
capaces de secretar compuestos endocrinos. Las células pancredticas 3, que son las encarga-
das de producir y secretar insulina, representan entre el 60 y 80 porciento de las células del
islote, por lo tanto, usualmente el islote se modela como una red de células P eléctricamente
acopladas [62]. Por otra parte, la liberacion de insulina de las células P estd directamente re-
lacionada con la actividad eléctrica de su membrana. En particular, la secrecion estd asociada
a un patrén de oscilaciones llamado disparos de picos, también conocido como spike-bursts,
los cuales estan asociados con el estado activo de la célula; mientras que un comportamiento
no oscilatorio, esta asociado con los estados de inhibicién o silente de la célula 3 [63, 64].
Existen diversos modelos matematicos que describen la actividad eléctrica de una célula 3,
en términos del potencial de membrana (x;;), la activacion de los canales ionicos (xj2), y la
concentracion de agentes de regulacion (x;3). Pernarowski propuso un modelo adimensional
simplificado de la actividad eléctrica para una célula pancredtica P el cual estd descrito por

las siguientes ecuaciones [62]:

X1 (1) F(xin (1)) = xia(t) — xi3 (1)

Xip(t) | = (Weo (i1 (1)) — xi2 (1))

xi3(2) eg(h(xi (1)) —xi3(1))
xXi(t) = f(xi(t)),

(2.2.24)
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donde x;(1) = [xi1 (1), x2(t), x3(t)] T € R? es la variable de estado; f : R® — R3 es el campo
vectorial que describe la dindmica de una célula § aislada; y €g < 1 es un pardmetro positivo
muy pequeiio, que brinda al modelo dos distintas escalas de tiempo: el subsistema rapido
[xi1(r), xi2(r)] y el subsistema lento [x;3(¢)]. Las funciones f(x;1(r)), weo(xi1(£)) y h(x;1 (1))
se aproximan como sigue:

A a . A

flxn () = _gxﬂ(zﬁ +aix; (1) + (1 —a(@* —nm?)) xi (1)

Weol31 (1)) = (1 - g) X () +aixn (12 + (1 —a(@—n2) = 3) xn () =3 (2.2.25)
h(xi (1)) = B(xin (£) — ug)

donde los pardmetros pueden ser ajustados para obtener diferentes tipos de comportamientos
del sistema (2.2.24). En particular, un patrén de disparos cuadrados similar al observado
para la actividad eléctrica de las células P activa se obtiene con los pardmetros a = }1, n= %,
= %, B=4, ug = —0.954y e = 0.0025. Ademads, a partir un andlisis de los subsistemas
rapido y lento Pernarowski identifico que el parametro mas significativo es ug, ya que el
subsistema lento es el encargado de establecer la dindmica de los disparos cuadrados, por
lo tanto, manteniendo todos los pardmetros iguales a excepcion de ug = —1.375 el sistema
(2.2.24) se va un a a un punto de equilibrio estable, lo que representa el estado inhibido de
la célula. En la Figura 2.10 se muestran los resultados de las simulaciones numéricas del
sistemas (2.2.24) utilizando estos conjuntos de pardmetros, donde el comportamiento activo
de la célula se presenta con la linea azul, y el comportamiento inactivo se presenta con la
linea sesgada roja.

Por otra parte, varios estudios in vivo e in vitro han demostrado que la aparicién de
disparos de picos en la actividad eléctrica de las células B se puede observar dentro de un
islote, pero no en una célula de forma aislada [62, 65]. Por ello, es de interés analizar el efecto
que las caracteristicas estructurales en un conjunto de células tiene sobre la dindmica local
de cada elemento y el comportamiento colectivo del conjunto. Por lo cual, una propuesta
para modelar el islote pancredtico es como una red de células B acopladas eléctricamente,

con una estructura de conexiones simétrica y difusiva [62, 66].
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0 100 200 300 400 500 600
Tiempo

Figura 2.10: Simulacién numérica de una solucion del sistema (2.2.24) con diferentes valores
del parametro ug.

El acoplamiento entre dos células adyacentes dentro del islote pancreético se debe princi-
palmente al flujo de iones mediante diferentes canales de hendidura o gap—junction channels
[65, 66, 67]. Bajo esta suposicion, la interaccion eléctrica entre cada par de células es apro-

ximada por

Lon(t) = G (im1 (£) — 1 (1)), (2.2.26)

donde 1,,,(¢) representa la corriente entre las células m y n, la cual se debe a una diferencia
de potencial de membrana (x,,1(t) y x,1(¢)), mientras que la conductancia de los canales
de hendidura que conecta a cada par es dada por g,,,, de los resultados experimentales no se
tiene una forma clara de g,,,, de modo que para fines de andlisis al modelar el islote se asume
que la conductancia de la red es uniforme i.e., g,,, = g. Ademads, algunos trabajos previos
han propuesto el acomodo de las células dentro del islote como un arreglo regular, modela
como grafos de vecinos cercanos [64] o globalmente conectados [68].

Utilizando todos los supuestos anteriores la dindmica individual de cada célula 3 dentro
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de un islote estd dada por

%1 (1) Fxin(t)) —xn(t) —xia(t) gX lijxin (1)

xiZ(t) = (wm(xil (l‘)) —xiz(t)) + 0
%3 (2) eg(h(xi1(r)) —x3(1)) 0 (2.2.27)
N

X,’(l‘) = f(xi(t)) —|—g Z E,-jl“xj(t) para 1= 1,2, - ’N
j=1
con I = Diag(1,0,0) € R**3 ya que las células estdn acopladas solo por sus primeras coor-
denadas. Ademds, por construccién del modelo suponemos que la matriz & = {/;;} € RN*N
es una matriz constante de ceros y unos, la cual describe la topologia de la red, y es construida
como se menciona en (2.1.3), y suponemos que la matriz Laplaciana tiene las caracteristicas

de ser una matriz simétrica, irreducible y difusiva.

\ mf-=2 1 0 1 o)
(vy) vy) wl 1 -2 0 1 0
F= | 0 0 -1 1 0
val 1 1 1 —4 1
(v2) (va) s\ 0 0 0 1 -1
(a) Grafo (b) Matriz Laplaciana

Figura 2.11: Grafo para un arreglo de cinco células 3 con acoplamiento bidireccional y su
respectiva matriz Laplaciana.

Debido a que el modelo propuesto para el islote es una red de nodos idénticos con acopla-
miento lineal, simétrico y difusivo (2.2.27) podemos utilizar el Teorema 2.2.1 para obtener la
minima fuerza de acoplamiento para garantizar la sincronizacién completa de los elementos.
Siguiendo con el teorema se debe encontrar el valor de d tal que exista una matriz P > 0
positiva definida que cumpla con la ecuacion (2.2.17). Suponiendo que la matriz P es la ma-
triz identidad de tamafio 3 x 3, una forma de encontrar el valor d es a partir de los valores
propios de la matriz Df(s(t)) +dT, ya que si todos son negativos se cumple con la ecuacién

(2.2.17).
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En la Figura 2.12 presentamos el maximo valor propio de la matriz Df (s(t)) — |d|I" para
diferentes valores de |d|, donde es posible observar numéricamente como aproximadamente
para el valor |d| = 1.95 el maximo valor propio se vuelve no positivo. Por lo tanto, el valor

de umbral para la fuerza de acoplamiento es calculado con la ecuacidn (2.2.18) de donde ob-

1.95

tenemos que si g > ‘ 7, |» entonces la red dindmica de nodos idénticos (2.2.27) se sincroniza

en forma completa.

0.8

0.6

0 ~
\f-——

-0.2 e
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Id!

Figura 2.12: Maximo valor propio de la matriz Df (s(t)) — dI para distintos valores de —d.

A manera de ilustracion en las Figuras 2.13 y 2.15 presentamos las simulaciones numéri-
cas para el sistema (2.2.27) formado por una red de cinco nodos con una estructura de co-
nexion dada por el grafo mostrado en la Figura 2.11(a). En las figuras consideramos las
mismas condiciones iniciales para ambas redes, pero diferentes fuerza de acoplamiento para
cada figura con la finalidad de ilustrar si es posible o no lograr la sincronizacion idéntica en
la red.

En la Figura 2.13 consideramos una fuerza de acoplamiento uniforme de g = 0.02, donde
de acuerdo con el Teorema 2.2.1 no es suficiente para lograr la sincronizacion idéntica de la
red. Esto se puede observar en la simulacién numérica con los picos de disparos entre las
células, ya que estos presentan un patrén asincronos entre sus soluciones. Por otra parte,
podemos comprobar que los errores de sincronizacion entre los estados no tienden a cero,

como se muestra en la Figura 2.14, obteniendo asi una comprobaciéon numérica de que no se
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logra la sincronizacion idéntica en esta red con una fuerza de acoplamiento menor.

0 100 200 300 400 500 600
Tiempo

Figura 2.13: Simulacién numérica para una red (2.2.27) formada por cinco nodos con fuerza
de acoplamiento g = 0.02.

0 100 200 300 400 500 600

Figura 2.14: Errores de sincronizacion para la red (2.2.27) formada por cinco nodos con
fuerza de acoplamiento g = 0.02.
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En la Figura 2.15 se presenta la misma red de nodos idénticos (2.2.27), solo que en este
caso se considera una fuerza de acoplamiento g = 2, la cual es mayor a la minima fuerza
de acoplamiento obtenida por el Teorema 2.2.1, g > !17—?‘ = 1.9. En este caso particular,
es posible observar como los nodos de la red (2.2.27) logran la sincronizacion completa.
Inicialmente en la Figura 2.15 consideramos que las células estdn desacopladas, y es posible
observar cdmo los picos de disparos son asincronos. Después de un tiempo de 150 segundos
de simulacioén las células se acoplan en la red, con una fuerza de acoplamiento de g = 2 donde
observamos que la red logra una sincronizacion completa. Lo anterior se puede comprobar
numéricamente si calculamos los errores de sincronizacion entre los estados, mostrados en

la Figura 2.16 donde podemos apreciar como estos tienden a cero conforme el tiempo crece.

4 T T T T T
4 : : : : :
200

0 100

300 400 500 600

0 100 200 300 400 500 600
Tiempo

Figura 2.15: Simulacién numérica para una red (2.2.27) formada por cinco nodos con fuerza
de acoplamiento g = 2.
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300 400 500 600
Tiempo

Figura 2.16: Errorres de sincronizacién para la red (2.2.27) formada por cinco nodos con
fuerza de acoplamiento g = 2.

Ademas de la sincronizacion completa o idéntica en redes es posible estudiar el surgi-
miento de los diferentes tipos de comportamientos sincronizados, como pueden ser la sin-
cronizacion en fase [46, 70], sincronizacion externa [49], sincronizacion generalizada [47],
sincronizacion por claster [51, 52, 53], entre otras. En particular, la sincronizacion generali-

zada y la sincronizacion por clister son abordados en los siguientes capitulos de esta tesis.
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Sincronizacion generalizada en redes

En este capitulo presentamos el problema de sincronizacion generalizada para redes de
nodos idénticos con un acoplamiento bidireccional. Suponemos que para cada nodo del
modelo existe una transformacion de coordenadas y buscamos garantizar la sincronizacion
idéntica en términos de las variables transformadas lo que impone a los nodos de la red a

lograr la sincronizacién generalizada en términos de las variables originales.

3.1. ;Qué es sincronizacion generalizada?

En términos generales dos o mds sistemas estdn sincronizados si existe una relacion clara
en el tiempo de sus soluciones y a partir de esta relacion se clasifican los diferentes tipos
de sincronizacion. Por ejemplo, la sincronizacion completa se caracteriza por la evolucion
idéntica de las variables de estado de un sistema respecto de otro [28]. En la sincronizacion
de fase existe una relacion entre las fases de los sistemas que interactian, mientras que las
amplitudes pueden estar no correlacionadas [46, 70]. Mientras que, la sincronizacion gene-
ralizada surge cuando existe una funcién independiente del tiempo y de las trayectorias de
los sistemas involucrados, y a través de dicha funcioén las trayectorias de dos o més sistemas
coinciden exactamente de manera asintotica [47].

El concepto de sincronizacion generalizada fue originalmente definido para sistemas
cadticos acoplados de manera unidireccional, es decir, en una configuracién maestro-esclavo,
donde existe una relacion funcional entre los estados de ambos sistemas, de modo que coin-

cidan de manera asintética [47, 71, 72]. Posteriormente, con el objetivo de extender este
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concepto para multiples sistemas acoplados en distintas configuraciones, donde es posible
considerar configuraciones donde solamente se tiene un sistema maestro y el multiples sis-
temas esclavos, asi como configuraciones donde existe un subgrupo de sistemas maestro y
un subgrupo de elementos controlados[73, 74, 75, 76]; o incluso diferentes grupos interco-
nectados en un esquema maestro-esclavo [77, 78, 79]. En cualesquiera de estos casos, debe
existir una relacion funcional entre los nodos conectados para hablar de sincronizacién ge-
neralizada, sin embargo es posible considerar diferentes tipos de relaciones dentro de la red.

En paralelo a los trabajos mencionados, se abordé el problema de sincronizacion gene-
ralizada para dos osciladores mutuamente acoplados [80] y redes de osciladores con acopla-
miento bidireccional [81], donde el problema que se plantea es un poco diferente al esquema
maestro-esclavo, ya que los elementos estan influenciados unos con otros, ademas en estas
configuraciones no es tan féacil definir que osciladores son los maestros y cuales son esclavos.
De modo que la relacién funcional entre cada par de nodos puede estar influenciada por el
acoplamiento de la red [76, 82].

Tanto para sistemas acoplados de forma unidireccional y sistemas acoplados de forma
bidireccional, existen diferentes enfoques para establecer la sincronizacién generalizada: el
método indirecto, el cual es conocido como enfoque del sistema auxiliar [71, 75, 83, 84],
establece que la sincronizacion generalizada se deduce a partir de la sincronizacion idéntica
de dos sistemas que actian bajo la misma sefial de entrada. Por otra parte, el método directo o
también conocido como sincronizacién controlada, utilizan controladores para imponer una
relacion funcional entre los sistemas acoplados, donde se puede considerar una ley de control
para todo el sistema o una ley de control diferente para cada elemento esclavo [76, 85].

La diferencia principal entre ambos métodos es si la descripcion de la relacion funcional
entre los nodos es o no significativa, ya que en el caso del enfoque del sistema auxiliar su
existencia es implicita, mientras que en la sincronizacion controlada una relacion funcional
especifica es impuesta mediante el disefio de controladores.

En la siguiente seccion presentamos la definicion de sincronizaciéon generalizada en redes

dindmicas, asi como los diferentes enfoques para establecer este tipo de sincronizacion.
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3.2. (Coémo detectar sincronizacion generalizada en redes?

Siguiendo la descripcidn del capitulo 2, la dindmica de un nodo en una red de sistemas

dindmicos idénticos con acoplamiento lineal y difusivo esta dada por (2.2.3):

N
xi(t) = f(xi(t)+ g Z é,-jl“xj(t), i=1,2,...,N.
j=1
Si consideramos que en cada nodo es posible incorporar una accioén de control la dindmica

de la red controlada es:

N
i) = fxi(r)) +8 Y ale(t) +ui, para i=1,2,-- N (3.2.1)
k=1

donde u; € R" es un controlador local a disefiar, en este caso con el objetivo de imponer la
sincronizacion generalizada en la red.

Por otra parte, la red dindmica controlada (3.2.1) logra la sincronizacion idéntica o com-
pleta si

tle |lxi(r) —x;(¢)|| =0, parai,j=1,2,...,N. (3.2.2)

De modo que este criterio para lograr la sincronizacion completa se puede interpretar como el
requerir que las variables de estado de cualesquier nodo en la red sean exactamente mapeadas
a las variables de estado de cualesquier otro nodo. Si consideramos que la relacion entre
las variables de estado de los nodos es diferente a la identidad, es posible introducir una
generalizacion de la interpretacion de sincronizacion en la red [72]. Entonces, se dice que la

red dinamica controlada (3.2.1) se sincroniza en un sentido generalizado si
sz |xi(t) —H"xj(t)|| =0, parai,j=1,2,...,N (3.2.3)
—>00

donde H* es una relacién funcional que no depende del tiempo, ni las trayectorias de los
nodos. Con la condicién anterior, se entiende que se logra la sincronizacion generalizada
cuando, las soluciones del j-ésimo nodo se relacionan a través de la relacién funcional H*
con las soluciones del i-ésimo nodo. Esta relacién puede ser la misma para todos los nodos

o diferente para cada par de nodos. En este sentido, si consideramos que cada nodo puede
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tener su propia transformacién de coordenadas 7; para i = 1,2,...,N, entonces podemos

reinterpretar (3.2.3) como la siguiente condicidn para lograr la sincronizacion generalizada
lim [|5(x (1)) — Tj(x;(0))| =0, parai,j=1,2,....N (3.24)

donde si adicionalmente solicitamos que todas las transformaciones sean invertibles, tene-
mos que H* = ‘Z;’l o 7; es la composicién de las transformaciones de cada par de nodos
[86].

En las siguientes secciones presentamos dos diferentes métodos para establecer la sin-

cronizacidn generalizada en redes.

3.2.1. Meétodo indirecto mediante el sistema auxiliar

El método del sistema auxiliar fue desarrollado para garantizar la sincronizacién genera-
lizada de dos sistemas cadticos acoplados en una configuracion maestro-esclavo [71]. Este
método ha sido aplicado para analizar el surgimiento de la sincronizacién generalizada en
una red dindmica [75, 83, 84]. Sin embargo, debe senalarse que este método determina la
existencia de una relacion funcional H*, pero no su descripcion exacta.

El punto clave en este método es que para cualesquier nodo en la red, el acoplamiento con
los otros nodos puede considerarse un sistema maestro. En particular, para la red dindmica
(2.2.3) se puede aplicar el método del sistema auxiliar, considerando una réplica exacta de la

dinamica de los nodos de la red, conocida como sistema auxiliar o red auxiliar,

N
Xi(1) = f(Ri(0) +8 Y (R (1) —x;()), para i=1,2,--- N (3.2.5)
k=1
donde #;(¢) = [£i1(t),%2(¢), - ,%in(¢)] T € R” son las variables de estado de la red auxiliar, y

el resto de las variables son descritas como en (2.2.3).
Siguiendo el método del sistema auxiliar propuesto por Abarbanel [71], la red dindmica

(2.2.3) logra la sincronizacion generalizada si se cumple

tle ||lxi(t) — %i(¢)|| =0, parai=1,2,....N. (3.2.6)
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para diferentes condiciones iniciales x;(0) # £;(0) con i = 1,2,...,N. En otras palabras, la
dindmica de cada par de nodos es idéntica sin importar las condiciones iniciales del sistema
en forma asint6tica. Para demostrar que esto se cumple, definimos el error de sincronizacion
entre los nodos de la red orginal y los nodos de la red auxiliar, i.e., ¢;(t) = x;(t) — %;(¢) para
i=1,2,...,N, y utilizando las ecuaciones (2.2.3) y (3.2.5) calculamos la dindmica del error,

la cual estd dada por

N
éi(t) :f(xi(t)) _f(xAl(t))+g Z gikFEk(l‘), para i= 1727"'7N7 (3.2.7)
k=1

por lo que garantizar la estabilidad del error de sincronizacién (3.2.7) es equivalente a ga-
rantizar la sincronizacion generalizada en la red (2.2.3). En la literatura, es posible encontrar
diferentes resultados para garantizar la sincronizacion generalizada mediante este enfoque,
donde se considera que los nodos son Lipschitz acoplados de manera lineal, unidireccional
y difusiva. Por ejemplo, en [84] utilizan fuerzas de acoplamiento adaptables para lograr el
objetivo de sincronizacion generalizada. En [47, 80] extienden este método para sistemas
mutuamente acoplados, donde se considera que existe un sistema auxiliar para cada nodo.
Mientras que en los trabajos [81, 82] han aplicado este enfoque para redes con acoplamiento
bidireccional. Por otra parte, [87, 88] establece que el método indirecto no es aplicable para
todas las redes bidireccionales, ya que solamente se puede definir en sistemas que pueden
ser analizados en una configuracion maestro-esclavo.

En todos los casos, el método del sistema auxiliar para la sincronizacion generalizada se
puede establecer para que los nodos de la red estén sincronizados en un sentido generaliza-
do. Sin embargo, aunque con este método se tiene la existencia de las relaciones funcionales,
H*, no es posible determinar su forma especifica. Por tanto, si deseamos imponer una re-
lacion funcional entre los nodos de la red, es necesario utilizar el enfoque sincronizacion

generalizada controlada que se presenta a continuacion.

3.2.2. Meétodo directo mediante sincronizacion controlada

Con el método de sincronizacion generalizada controlada se busca imponer una relacion

funcional entre los nodos de la red, la cual puede ser la misma relacién para todos los nodos
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o diferente en algunos pares de nodos. Ademads, esta relacion funcional debe ser una funcion
estatica y que no depende de los estados de los nodos. En particular, a la red dindmica con-
trolada (3.2.1) se puede aplicar este método considerando que es necesario disefiar una ley
de control, u;, tal que se cumpla con la definicion de sincronizacion generalizada

lim ||x;(t) — T Ti(x;(1))|| =0, i,j=1,2,---,N (3.2.8)

t—o0

donde ‘1;_1 7; es el mapeo que se desea imponer entre los nodos de la red. La dificultad de
este método es que los controladores disefiados suelen ser bastante complicados y se de-
ben aplicar a todos los nodos de la red, pero es un método til para imponer un mapeo de
sincronizacion. Con el fin de imponer esta relacion funcional Ql‘-_l‘]} y diseiiar los contro-
ladores, definimos el error de sincronizacién como e;;(t) = x;(t) — T~ T;(x;(r)) para todo
i,j=1,2,...,N, donde el objetivo de control es ||¢;;(¢)|| — 0. En otras palabras, se busca
que la dindmica de los errores sean asintdticamente estables.

Lo anterior se puede probar mediante el uso de funciones de Lyapunov, es decir, se con-
sidera que existe una funcién V (e;;(¢)) con las siguientes propiedades: V (e;;(t)) > 0 para
todos e;;(t) # 0y V(e;j(t)) = 0 para ¢;;(t) = 0. Si la derivada de la funcién de Lyapunov a
lo largo de la trayectoria del error satisface V (e;;(¢)) < 0 el error es asint6ticamente estable,
por tanto, se logra la sincronizacién generalizada entre los nodos de la red.

En la literatura, es posible encontrar diferentes resultados para garantizar la sincroni-
zacion generalizada mediante el método directo. Un ejemplo es considerar que para la red
controlada (3.2.1) existe solamente un nodo maestro o lider dentro de la red, donde la trayec-
toria maestra es sy(t) € R” y cuya dindmica estd dada por $y(t) = fu(sm(t)). Sin pérdida
de generalidad, suponemos que el primer indice de los nodos en la red corresponde al nodo
maestro, por tanto, necesitamos disefiar los controladores locales u; € R", tal que los N — 1
nodos restantes sigan a este nodo maestro. En este sentido, la sincronizacion generalizada se
define como

lim |lx;(1) — Hsu(1)]| = 0, i=2,3,....N (3.2.9)

donde H* es la relacion funcional a imponer, la cual suponemos es la misma para todos los

nodos de la red dindmica controlada (3.2.1).
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Con el fin de imponer la relacién funcional y el disefio de los controladores, definimos el
error de sincronizacion generalizada como e;(t) = x;(t) — H*sp(¢) para i =1,2,...,N, cuya

dindmica del error estd dada por

N
éi(t) = f(xi(t)) + g Y, uTxie(t) +u; — DH* (spr(1)) fur (sma (1)) (3.2.10)
k=1

donde DH*(-) es el Jacobiano del mapeo H*(-).
Ahora, como parte del disefio de los controladores locales u; para i = 1,2,--- ,N que

estabilice el error de sincronizacién generalizada proponemos

u; = DH* (SM(Z‘))fM(SM(Z‘)) -+ Kei(t) — fM([‘I>|< (SM(Z‘))) -8 i gikFH*SM(l‘), (3.2.11)
k=1

parai=2,3,...,N, donde k¥ > 0 es una constante no negativa. De modo que, la dindmica del

error de sincronizacion controlada (3.2.10) en lazo cerrado puede ser escrita como:

N

éi(t) = f(xi(r)) — fu(H* (smr) (1)) +xei(t) + 8 Y LT ex (1) (3.2.12)
k=1

parai=1,2,...,N.

Notemos que los primeros dos términos a la derecha de la ecuacion anterior denotan la
diferencia entre la dindmica individual de un nodo y la dindmica del nodo maestro, como
consideramos que la red dindmica controlada (3.2.1) es una red de nodos idénticos, entonces
es razonable esperar que estos dos términos estén acotados, es decir, suponemos que se

cumple

1F Cei(2)) = foa (H saa (1)) || < Gllxi (1) — Hsma (1) | (3.2.13)
con { > 0 una constante no negativa.
Para garantizar la estabilidad de la dindmica del error (3.2.12), consideremos la siguiente
funcion candidata de Lyapunov

N
V()= e (t)ei(t). (3.2.14)
=1

1
2!

1
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Calculamos la derivada de la funcién de Lyapunov con respecto al tiempo a lo largo de la

trayectorias del sistema (3.2.12), se obtiene

V() =

I
-
~
I
_

N | —
R
=
Q
=
O
S~—
D
=<
+
1=
aN.
=
=<
5
=
N——

N
fM( (t))+1<e,~(t)+g2€,-kl“ek(t))

k=1
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N —
1=
(8N
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<>
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 ~
=
=
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SN—

I
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3<

N T
(1)) = fu (H sm (2 ))+Kei(f)+g2€ikFek(t)> ei(t). (3.2.15)
k=1

_|_
N =
M-

(f (

Utilizando (3.2.13) en la ecuacion anterior y que la matriz .# es simétrica obtenemos

N
vie) < ) (Ce (1)ei(r) +xe; (1)ei(r) +g Z&ke t)Te(t ))
i=1 k=1
N
= Y [ €+x)e (t)ei +gZ£,ke )Te(t) (3.2.16)
i=1 k=1
Seae(t) =[e] (t),e) (1), - ,en(t)]" € R™ el vector de todos los errores de sincronizacién,

entonces reescribimos la ecuacion anterior como

V(e) = (C+x)e’ (e(r)+e' (1)(L@D)e(r)
N
< C+K+7»sz (3.2.17)

donde ® es el producto de Kronecker; A; es el segundo valor propio mas grande de la matriz
de conectividad .Z y ¥ > 0 es el minimo valor propio de la matriz I". Entonces, si se cumple
que {4+ K+ Ay < 0 la derivada de la funcién de Lyapunov es negativa, lo que implica que el
error de sincronizacion generalizada es asintOticamente estable.

Logrando asi la sincronizacién generalizada para esta configuraciéon de un nodo maes-
tro y N — 1 nodos esclavos. Una descripciéon mds detallada sobre este tipo de problemas lo
podemos consultar en [76, 85, 86] y las referencias que ahi se mencionan.

Otro ejemplo para la red (3.2.1), es considerar que existe un subconjunto de nodos lide-

res, los cuales forman una subred lider, cuya solucién de sincronizacidn es una trayectoria
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promedio de los nodos de este subconjunto, y estd dada por $y/(¢) € R". En particular, pa-
ra este caso, el objetivo de control del disefio de u; es estabilizar los nodos controlados en
estd trayectoria promedio Sy(¢). Sin pérdida de generalidad, es posible suponer que los pri-
meros P indices en la red corresponden a los nodos controlados, mientras que los N — P
restantes son los nodos que pertenecen a la subred lider, o nodos maestros. En consecuencia,

la red dindmica (3.2.1) puede reescribirse como

N

%) = filxi(0)+g Y aulxe(t) +u;, para i=1,2,....P (3.2.18)
k=1
N

%) = filxi(r)+g Y aulx(t) para i=P+1,P+2,....N (3.2.19)
k=1

donde (3.2.18) y (3.2.19) describen la dindmica de la subred controlada y la subred maestra,
respectivamente.

Para este caso, la sincronizacion generalizada se define como
th’m ||lxi(£) — H*Spm(2)|| =0, para i=1,2,--- |N. (3.2.20)
—>00

donde H* es la relacion funcional de entre los nodos de la subredes controlada y no contro-
lada y §j/ es la trayectoria de referencia.

De manera similar al ejemplo anterior, definimos el error de sincronizacién generalizada
como e;(t) = x;(t) — H*Sy(t) para i = 1,2,--- /N, y realizamos un andlisis de estabilidad
muy similar al presentado en el ejemplo anterior, con el cual se disefian los controladores
locales y se determina si el error de sincronizacidn es asintoticamente estable, garantizando
con esto la sincronizacidn generalizada entre subredes. Una descripcion mds detallada sobre
este tipo de problemas se puede consultar en [77, 78, 79, 89] y las referencias que ahi se
mencionan.

Por otra parte, si se desea imponer una relacién funcional entre los nodos de una red
controlada con acoplamiento bidireccional (3.2.1) definimos la sincronizacién generalizada
como (3.2.8):

Iim = || ZTix;(t) — Tjx;(¢)||, parai,j=1,2,---,N

{300
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donde 7; : R* — R” con i = 1,2,--- ,N son transformaciones invertibles para cada nodo.
Ademads, es importante mencionar que en este caso particular todos los nodos son maestros
y esclavos a la vez. En este sentido, para lograr la sincronizacion generalizada en la red
se deben analizar todos los errores de sincronizacion generalizada entre cada par de nodos,
esto es, e;j = Zix;(t) — Tix;(¢t) parai=1,2,--- ,N, donde la relacién funcional que define la
sincronizacion generalizada de la red dependera de las transformaciones de los nodos, como

se muestra en la siguiente seccion.

3.3. Diseiio de controladores para la sincronizacion gene-

ralizada en redes con acoplamiento bidireccionales

Consideremos una red dindmica controlada (3.2.1) formada por N nodos idénticos con un
acoplamiento lineal, simétrico y difusivo, donde ademas la funcion f(-) satisface la siguiente

condicién QUAD [90]

(x(r) = (1) " [f(x(1)) = f(1)) = Ax(r) = y(1))] < =B(x(t) —y(1)) " (x(r) = ¥(r)) (3.3.1)

para cualesquier x(z),y(¢) € R", donde A = Diag(8;,8,,---,d,) € R"*" es una matriz diago-
nal arbitraria y > 0 es un escalar no negativo.

Con el fin de imponer una relacion funcional 7; _1‘1} y disefiar los controladores locales
uj, consideramos que para cada nodo existe una transformacién de coordenadas definida
como w;(t) =7 xi(t) e R"coni=1,2,--- ,N. Ademds, suponemos que las transformaciones
son invertibles, es decir, x;(¢) = T~ 'w;(t) paratodai=1,2,--- ,N. Mds atin, suponemos que
estas transformaciones son diferentes al menos para algin par de nodos en la red dindmica.

Bajo todas estas consideraciones podemos reescribir la ecuacion de la red (3.2.1) en las

coordenadas transformadas como:

N
Wi(t) :E(WZ(I)> +g(1;_1 Zgikr (Z-/;Wk(t) +Vi7 para i= 1727”' 7N (332)
k=1

donde Fi(w;(t)) = T, f(T; wi(t)) € R" es la dindmica de cada nodo en las variables trans-
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formadas y v; = ‘Z;_lu,- € R" son los controladores locales expresados en términos de las
variables transformadas.

Como cada transformacion ‘Z; es diferente, al menos para un par de nodos, la ecuacion de
red (3.3.2) corresponde a una red controlada de nodos no idénticos con acoplamiento lineal,
simétrico y difusivo. De modo que, el problema de sincronizacion generalizada se transforma

en el disefio de los controladores locales V;, tal que se logre la sincronizacién completa en

las variables transformadas w;(z) € R", es decir,
tlim |lwi(t) —wj(t)|| =0, para i,j=1,2,...,N. (3.3.3)

Notemos que cuando se logra la sincronizacion completa en las variables transformadas, en-
tonces en las variables originales se cumple con la definicion de sincronizacidn generalizada
(3.2.8):

tlirg”‘l,‘-xi(t) — T xj(t)]| =0, para i,j=1,2,...,N.

Ademads, como suponemos que las transformaciones de coordenadas son invertibles, de la
ecuacion anterior obtenemos
Iim |lxi(r) = T T x;(1) [ = 0, o bien lim || 7,71 T xi(r) — x; (1) ]| = 0. (3.3.4)
En este sentido, se fija un mapeo de sincronizacion con respecto a las transformaciones de
coordenadas para cada par de nodos de la red con Q;_l‘l} # Q}_IQ}. Con las condiciones
(3.3.4) se entiende que se logra la sincronizacién generalizada cuando, las soluciones de j-
ésimo nodo se relacionan a través del mapeo ‘Zfl‘l} con las soluciones del i-ésimo nodo. Si
esto no es posible, entonces las soluciones del i-ésimo nodo se relacionan a través del mapeo
‘1}"‘1} con las soluciones del j-ésimo nodo.
Con lo anterior supongamos que el objetivo de control es la sincronizacién completa de la
red controlada (3.3.2) en el sentido de (3.3.3). En particular, como los nodos en las variables
transformadas provienen del mismo sistema dindmico, podemos argumentar que la solucion

de sincronizacion es una trayectoria promedio de sus nodos, wy () = ]%,leyzl wj(t) € R" cuya
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dindmica esta dada por

N
o (1) = ]lv . Fin0)) = Fos (1) (3.3.5)
Jj=

Para disefiar los controladores locales v; definimos el error de sincronizacion generaliza-
da e;(t) = w;i(t) —ws(t) € R" parai=1,2,---  /N. Utilizando (3.3.2) y (3.3.5) obtenemos la

dinamica del error dada por
N
¢i(t) = Filwi(t) +8% " Y tal Towe(t) +vi— Fy(wy(1)
k=1

N
= F(wi(1)) = F(ws(1)) +8T " Y Cal Te(ex(t) +ws(1)) +vi
k=1

N N
= Fwi(t)) = F(ws(0) +8T " Y tal Teer(t) + 8T Y, ul Tiws (1)
k=1 k=1

+v;, para i=1,2,--- N. (3.3.6)

Por lo tanto, con el objetivo de estabilizar la dindmica del error de sincronizacion (3.3.6)

proponemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.1. Si los controladores locales v; se construyen como

N
vi=—gT 'Y T Towy(t) +xei(t), i=1,2,--- N (3.3.7)

k=1
donde ¥ > 0 es una constante no negativa. Entonces, la red de nodos no idénticos (3.3.2) con
las variables transformadas, logra la sincronizacion completa con la solucion de sincroniza-
cion ws(t) € R". De manera equivalente, la red de nodos idénticos (3.3.1), en las variables
originales, logra la sincronizacion generalizada en el sentido de (3.3.4) y en términos de las

transformacion de coordenadas Ty, = ‘1;_1 .

Demostracion. Utilizando el controlador propuesto en (3.3.7) la dindmica del error de sin-

cronizacién (3.3.6) en lazo cerrado estd dada por
N
éi(t) = E(Wl(t)) _E(WSO)) +K€i(t) —{—g’z;_l Z giqu-/;ek(t)v para = 1725 T 7N' (338)
k=1
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La estabilidad de la dindmica del error alrededor del origen puede ser determinada utilizando

la siguiente funcién candidata de Lyapunov

Vi) =LY el (et (3.3.9)
2

cuya derivada a lo largo de la trayectoria del error (3.3.8) esta dada por

=
_{\
—
—
-~
N—
i)
—
~
SN—

V() =

—_

T(t) | Fi(wit)) = Fy(ws(t)) + xei(t) + g T i&kfﬂek(t) (3.3.10)
k=1

I
™M=
Q
=~

—

Consideramos que la dindmica individual de cada nodo en las variables transformadas
provienen del mismo sistema dindmico f(-), por lo tanto, es posible argumentar que las
diferencias entre los nodos en las variables transformadas estdn acotadas. Ademds, como
se considera que la dindmica de cada nodo en variables originales es QUAD (3.3.1) en las

variables transformadas tenemos

e/ (1) [Fi(wi(t)) — Fy(ws(t)) +Aei(1)] < —8; ¢/ (1)ei(t) (3.3.11)
donde A = Diag(d;,0s,---,0,) € R"*" es una matriz diagonal arbitraria y ; > 0 son cons-
tantes no negativas.

Sea x > §; para toda i = 1,2,---,n, utilizando la ecuacién (3.3.11) podemos acotar la

derivada de la funcién de Lyapunov (3.3.10) de la siguiente forma:

V(t)

IN

N N N
— Z 0ie] (1)ei(t) +g Z el (1) Z Ll Trer (1)
i=1 i=1 k=1

N N N
= —0Y ¢/ (Nei(t) +g Y Y lie] ()T Tivex(t) (3.3.12)
i=1 i=1k=1

con @ =max{0;| i=1,2,---, N}y Ty = T 7.
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Ahora, definimos el vector de las variables del error de todos los nodos como
E(t)=[e] (t),e (1), ey ()] € R"™. (3.3.13)

Ademis, considere la matriz L = —g.Z @I € R"™V*"N donde ® es el producto de Kro-
necker; y la matriz por bloques 7 = {7} € R™*"™N cuyos elementos son bloques de ma-
trices definidos como Ty, = ‘11‘71?7C e R YV ik=1,2,--- N. Entonces la desigualdad

(3.3.12) puede ser reescrita como
V()< —0E'()E({t)—E " (t)(LoT)E(1) (3.3.14)

donde o es el producto de Hadamard [91].

Como las matrices L > 0y 7 > 0 son matrices semidefinidas positivas, entonces utili-
zando el Teorema de Schur [91] para el producto de Hadamard, se tiene que L o7 es también
semidefinida positiva. Por lo tanto, se logra que V (¢) < 0. Entonces, la dindmica del error
es asintdticamente estable alrededor del origen, lo cual implica que la red (3.3.2) en las va-
riables transformadas logra la sincronizacién completa. Como consecuencia, la red (3.2.1)
en las variables originales logra la sincronizacion generalizada en el sentido de (3.2.8), con
respecto a las transformaciones de coordenadas 7.

]

Con el Teorema anterior podemos imponer una relacion funcional entre cada par de no-
dos de lared dindmica controlada (3.2.1). Sin embargo, con esta metodologia existen algunas
limitaciones para lograr nuestro objetivo, como lograr la sincronizaciéon completa en una red
de nodos distintos, ya que este no es un problema trivial, pero se soluciona facilmente al in-
ducir el controlador. Por otra parte, la ventaja de utilizar este método es que se puede imponer
cualquier transformacién de coordenadas para los nodos, y con ellas encontrar facilmente la
relacion funcional 7; “lg que indican la sincronizacion generalizada para cada par de nodos

en la red.
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3.3.1. Identificando el mapeo de sincronizacion generalizada en la red

En las seccidon anterior hemos construidos los controladores locales para imponer un
comportamiento en la red, tal que se logra la sincronizacién generalizada entre los nodos.
Sin embargo, como sabemos la sincronizacién generalizada en sentido estricto requiere una
relacién funcional entre las dindmicas de los nodos. Por ello, es necesario identifica cual es
el mapeo de sincronizacion generalizada para una red con acoplamiento bidireccional.

Una forma de ilustrar como identificamos el mapeo de sincronizacién generalizada de
la red dinamica controlada con acoplamiento bidireccional es comenzando con un caso sen-
cillo. Por esto, consideramos una red dindmica controlada formada por dos nodos con un

acoplamiento bidireccional, cuya ecuacion de estados estd dada por (3.2.1)

2
%i(t) = f(xi(t)) +8 ) €alxi(t) +u;, para i=1,2
i=1

y el grafo que representa la estructura de la red estd dada por la Figura 3.1.

Figura 3.1: Grafo para una red conformada por dos nodos con acoplamiento bidireccional.

Con el Teorema 3.3.1, presentado en la seccion anterior, es posible disefiar los controla-
dores locales para cada nodo tal que se logra la sincronizacidon generalizada de la red. Sin
embargo, es necesario definir bajo que esquema se establece la sincronizacidén generalizada,
en otras palabras, quién es el nodo maestro y quién es el nodo esclavo en la red. Siguiendo
con la definicién de sincronizacidn generalizada (3.3.4) tenemos que para la ecuacion de red
anterior se cumple

lim [|x1(¢) — T, ' xa2(2)] =0, y tlin;”xz(t)—T{l‘Z] x1(1)|] = 0. (3.3.15)

f—o0

De modo que, con las ecuaciones anteriores tenemos que las trayectorias del nodo v, son

mapeadas por 71y = ‘Tl*l 7T, con las trayectorias del nodo vy, es decir, el nodo v; es el maestro
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del nodo v>. Ademais, el nodo v es esclavo del nodo v,, ya que las trayectorias del nodo vy
son mapeadas por T = ‘Z“Z_I‘II de modo que coinciden con las trayectorias del nodo v;.

Reescribiendo las ecuaciones (3.3.15) en forma vectorial obtenemos

lim —

xl(t) 0 ‘I X1 (l‘) _ 0
f=veo X2 (t) %1 0 X2 (l‘) 0

(3.3.16)
Jim (1) — #£x(0)| =0

con x(t) = [x1(¢) T,x2(t)T]" € R?" y el mapeo de sincronizacién generalizada estd dada por

la matriz

0 Tip
3 — (3.3.17)
D1 0

2nx2n
donde los bloques 7;; = 7; _1‘2} € R son generados por las transformaciones impuestas en
cada nodo. Siendo este el inico mapeo de sincronizacién generalizada para la red dindmica
controlada formada por dos nodos mutuamente acoplados.
Del mismo modo, consideremos una red dindmica controlada formada por tres nodos
con un acoplamiento bidireccional y cuya estructura de conexion es establecida como en la

Figura 3.2. La ecuacion de estados de la red dindmica controlada esta dada por

3
%i(t) = f(xi(t)) +8 Y €l xe(t) +u;, para i=1,2,3. (3.3.18)
k=1

Figura 3.2: Grafo para una red conformada por tres nodos con acoplamiento bidireccional y
una topologia de todos contra todos.
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Siguiendo con la definicién de sincronizacion generalizada en forma vectorial tenemos
que

lim ||x(z) — Hx(1)|| =0 (3.3.19)

t—ro0
donde x(1) = [x1(t) ", x2(t) ", x3(¢)T]" € R¥, y la matriz H € R>>3" representa el mapeo
de sincronizacion generalizada para la red. Es importante mencionar, que para este caso el
mapeo de sincronizacion generalizada no es unico, ya que depende de la forma en que se
construye la matriz . Por ejemplo, si nosotros establecemos que las soluciones del nodo
dos siguen a través del mapeo 7}, a las soluciones del nodo 1; mientras que las soluciones
del nodo 1 siguen a través del mapeo 75; a las soluciones del nodo 2; y las soluciones del
nodo 1 siguen a través del mapeo 731 a las soluciones del nodo 3. Entonces, obtenemos que
el nodo 1 es maestro y esclavo del nodo 2, y ademas, el nodo 3 también es maestro del nodo

1. En este caso, el mapeo de sincronizacion generalizada se define como:

0 T, 0
H=|% 0 0 . (3.3.20)
{131 0 3nx3n

y la sincronizacién generalizada se establece en el sentido que se cumplen las siguientes

condiciones:
Iim [ber (1) = Tiox2 (1) [ = 0, lim |2 (1) = Txi (1) || = O,y lim a3 (1) = Taaoxs (1)]] = O

En cambio, si consideramos que el nodo 1 es maestro del nodo 2, el nodo 2 es maestro del
nodo 1 y el nodo 3 es maestro del nodo 2. Mateméticamente, tenemos que se cumplen las

siguientes condiciones:
Tim [bei (1) = Tiox2 (1) = 0, Jim b2 (1) = Tixi ()| = 0,y lim Jlx3(r) = Toxa (1) = 0.

De modo que, también es posible establecer la sincronizacion generalizada con esta configu-

racion, la diferencia principal es que el mapeo de sincronizacion generalizada es diferente,
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ya que estd dado por:

0 T O
=% 0 0 (3.3.21)
0 ‘132 0 3nx3n

En general, podemos construir diferentes mapeos de sincronizacion generalizada para la mis-
ma red y con las mismas transformaciones de coordenadas, solamente es necesario establecer
diferentes configuraciones maestro-esclavo entre los nodos. En el caso particular de la red
formada por tres nodos con acoplamiento bidireccional, tenemos que existen ocho posibles

mapeos de sincronizacion generalizada, los cuales estdan dados por:

0 T 0 0 T2 O 0 T2 O
H=|T 0 0| =% 0 0| H=|0 0 D
Ty 0 0 0 T3 0 T 00
0 0 T 0 0 93 0 0 T3
Hi=|T 0 0| Hs=|T 0 0| H=]|0 0 T
T 0 0 0 T O 0 T3 O
0 0 Ty 0 T O
Hi=10 0 Tn =0 0 o
Gy 0 0 i 0 0

donde cada H;, € R¥>*3" y los bloques ‘Z; = ‘1;71‘2} € R donde los elementos 7Z; corres-
ponden a las transformaciones de coordenadas para cada nodo.

Si aumentamos el numero de nodos en la red, N, entonces el numero de relaciones fun-
cionales posibles #; aumenta de forma exponencial, ya que las posibles combinaciones de

construir la matriz #; estd dada de la siguiente forma:

B T 3
0 0O 0| — N-—1
L] U] — N—1
H; = N veces (3.3.22)
] [l
O O 0] — N—1 )
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por lo tanto, conforme el nimero de nodos aumenta en la red, entonces consideramos que
existen

Ny =(N—-1)N (3.3.23)

posibles mapeos de sincronizacidn generalizada.
. T .
Considerando que x(r) = [xi (1) ", x2() ", -+, xn(t)"] € RM" son las variables de es-
tado de todos los nodos de una red, la condicidn para lograr la sincronizacion generalizada

puede escribirse N, formas posibles, es decir,
lim ||x(¢) — Hx(¢)|| =0, paraalgink=1,2,--- Ny (3.3.24)

donde N4 es el nimero de posibles relaciones funcionales.

3.3.2. Ejemplo: Sincronizacion generalizada en una red bidireccional

de células 3

A manera de ilustracién consideramos una red de dos nodos mutuamente acoplados,
como los mostrados en la Figura 3.1. Para este ejemplo, utilizamos el modelo de Pernaroswki
para una célula 3 (2.2.24) en cada uno de los nodos, y suponemos que las células se acoplan
solo eléctricamente, a través de las conexiones de hendidura, es decir, solo por la variable x;;
de cada nodo. De modo que, la ecuacién de estados para nuestras red dindmica controlada

de dos células B esta dada por:

x;1 (1) F(xin (1)) = xip(t) — xia (1) gX ijxin (¢) Uil
xp(t) | = Weo(Xi12) — Xi2(1)) 0 + | up
x3(t) eg(h(xi1 (1)) —xia(t)) 0 Ui (3.3.25)

N
fC,’(l‘) :f(xi(t)) +g Zeijrj(l‘) +u, i=1,2
=1

donde x;(t) = [x;1(¢),xi2(¢),x;3(¢)] T € R" es el vector de estado del i-ésimo nodo y el resto de
las variables son descritas como en (2.2.27); ademas, u; = [uil,uiz,u,'g]T € R3 son los con-

troladores locales a disefiar. Para este ejemplo consideramos las siguientes transformaciones
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de coordenadas wy (1) = Zyx1(t) y wa(t) = Toxa(t), donde 7; y ‘I; se definen como:
7, =Diag(—1, —1, —1) y I = Diag(2, 2, 2), (3.3.26)

con sus respectivas transformaciones inversas ‘1‘1_1 =Ty ‘TZ_' = Diag(1/2, 1/2, 1/2).

Entonces, la red controlada en las variables transformadas estd dada por (3.3.2):

N
wi(t) = F;(wi(t)) +g‘1fl Z T Twy(t) +v;, para i =1,2,
k=1
con Wl(t) = [—xll(t),—xlz(t),—x13(t)]T S R3 y Wz(t) = [2)621(t),QXQz(t),sz(t)]T € R3
y V= Hflu,' € R3 para i = 1,2. Utilizando el Teorema 3.3.1 es posible encontrar la ley de

control v; tal que los nodos en las variables transformadas logran la sincronizacion completa,

la cual estd dada por

N
vi=—gT ! Z alTews(t) +xei(t), i=1,2,
k=1
con k > 1.95.

En la Figura 3.3 presentamos los errores de sincronizacion en las variables transformadas,
donde a partir de un tiempo de simulacion de t = 400 se aplican los controladores locales
v;. En dicha figura es posible apreciar como los errores entre las variables transformadas
tienden a cero, con lo que comprobamos numéricamente que la red dindmica controlada
(3.3.2) logra la sincronizacion completa en las variables transformadas. Mientras que, en
la Figura 3.4 presentamos los errores de sincronizacion en las variables orginales, en dicha
figura es posible apreciar como estos errores no tienden a cero, por lo que no existe una
sincronizacion idéntica o completa en las variables originales. Sin embargo, si calculamos
los errores de sincronizacién generalizados, xj(t) — Zipx2(t) y x2(t) — To1x1(2) es posible
apreciar que estos tienden a cero, como mostramos en la Figura 3.5. Por lo tanto, podemos
inferir que las soluciones del nodo 2 siguen a través del mapeo 75 a las soluciones del nodo
1; mientras que las soluciones del nodo 1 siguen a través del mapeo 75; a las soluciones del
nodo 2. En otras palabras, el nodo 1 es maestro y esclavo del nodo 2, y andlogamente el nodo

2 es maestro y esclavo del nodo 1.
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Figura 3.3: Errores de sincronizacion para dos células 3 mutuamente acopladas en variables

transformadas.
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Figura 3.4: Errores de sincronizacion para dos células 3 mutuamente acopladas en variables

originales.
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10

x11[t]+2X21[t]
xlz[t]+2x22[t] 4

xlz[t]+2x23[t]

le[t]+[.5]x“[t]
xzz[t]+[.5]x12[t]
x23[t]+[.5]x13[t]

-2
-5
-4
-10 -6
0 400 1000 0 400 1000

Tiempo Tiempo

Figura 3.5: Error de sincronizacion generalizada para dos células f3.

3.3.3. Ejemplo: Sincronizacion generalizada en una red bidireccional

de osciladores caoticos idénticos.

Consideramos una red de tres nodos conectados por el grafo mostrado en la Figura 3.2.
Utilizamos un oscilador de Lorenz [40] en cada uno de los nodos, de modo que el vector de
estado del i-ésimo nodo es: x;(¢) = [ x;1(¢), x2(t), x;3(t)]" € R3. Ademds, consideraremos
que los nodos solamente se acoplan a través de la primer variable de estado x;; (¢). Por tanto,

la red dindmica controlada puede escribirse como:

xi1 (1) 10(xi2 —xi1) gX i (1) Uil
Xp(t) | = | 28xi1 —xitxiz —xi2 | + 0 + | up (3.3.27)
xi3(t) Xixp — Sxi3 0 U3

donde u; = [uil,uiz,u,g]T € R3 son los controladores locales a disefiar, y el resto de las va-
riables son descritas como en (3.2.1).

Luego, consideramos las siguientes transformaciones de coordenadas 7; para cada uno
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de los nodos de la red (3.3.27)

-1 0 0 200 100
Ti={0 -1 0| B=|0 10 BZ=|010
0 0 -2 00 2 00 4
y sus respectivas inversas
-1 0 0 700 100
T7'=10 -1 o| L'=lo20| B'=[0o10
0 0 -1 00 1 00 3

De modo que, utilizando estas transformaciones la red de nodos idénticos (3.3.27) se

transforma a una red de nodos distintos, dada por
3
Wwi(t) = F(wi(t)) + 87" Y £yl Towe(t) +vi, para i=1,2,3.
k=1

Utilizando el Teorema 3.3.1 es posible encontrar la ley de control v; tal que los nodos de la
red en variables transformadas logran la sincronizacién completa; para la red presentada en
este ejemplo consideramos una fuerza de acoplamiento g = 2.67 y una valor de Kk = 7.9.

En la Figura 3.6 mostramos los errores de sincronizacion para la red en variables transfor-
madas, donde el controlador local se aplica después de un tiempo de 50 segundos, podemos
apreciar como los errores de sincronizacion entre los estados tienden a cero, y como con-
secuencia podemos afirmar que la red en variables transformadas logra la sincronizacién
idéntica.

Por otra parte, en la Figura 3.7 se presenta la simulacién numérica de la red dindmica
controlada en las variables originales (3.3.27). En esta simulacién se aplican los controlado-
res locales en variables originales a partir del instante # = 50. Ademas, es posible apreciar
que las soluciones de los nodos parecen estar no sincronizadas y no es posible observar un
patrén claro entre ellas. De hecho, si calculamos los errores de sincronizacién entre estas
variables originales (ver Figura 3.8) es posible observar como los errores no tienden a cero,

por tanto, los nodos no estan sincronizados de forma idéntica en las variables originales.
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Figura 3.6: Errores de sincronizacion de la red en las variables transformadas w;.

En cambio, al calcular el error de sincronizacién generalizado, Ej = x(t) — Hx(t) para
k=1,2,---,8, podemos verificar numéricamente que los errores de sincronizacion genera-
lizada tienden a cero, obteniendo asi una comprobacién numérica de que es posible lograr la
sincronizacion generalizada en la red. Por ejemplo, en la Figura 3.9 presentamos los errores
de sincronizacién generalizados para el mapeo #j, donde de color rojo presentamos los erro-
res de sincronizacion generalizada entre entre los primeros estados;de color azul se presentan
los errores de sincronizacion generalizada entre las segundas variables de estados; mientras
que de negro se presentan los errores entre las terceras variables de estado. Siguiendo la
construccién del mapeo ) se puede inferir que los nodos de la red dindmica controlada lo-
gran la sincronizacién generalizada en el siguiente sentido: el nodo uno es maestro y esclavo
del nodo 2, y mientras que el nodo 3 también es maestro del nodo 1. Esto se puede veri-

ficar con los errores de sincronizacidn generalizada presentados en la Figura 3.9, donde se
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Figura 3.7: Simulacién numérica de la red controlada (3.3.27) en las variables originales.
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Figura 3.8: Errores entre las variables originales de la red dindmica controlada (3.3.27).

ha calculado x| (1) — Zi2x2(2), x2(¢) — Toy1x1(¢) y x3(¢) — T31x1(¢). Ademds, en las siguientes

figuras presentamos los errores de sincronizacion generalizados para cada uno de los mapeos
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de sincronizacién #; generados en la seccién anterior.

60 80 100
60 80 100
0 20 40 60 80 100

Tiempo

Figura 3.9: Errores de sincronizacién generalizada E| = x(1) — Hx(t)
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Figura 3.10: Errores de sincronizacion generalizada E, = x(t) — #5x(t).
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Tiempo
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60 80 100
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Figura 3.12: Errores de sincronizacion generalizada E4 = x(t) — Hyx(t)
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Tiempo
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Figura 3.13: Errores de sincronizacion generalizada Es = x(t) — Hsx(t)
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Figura 3.14: Errores de sincronizacién generalizada Eg = x(r) — Hex(t)
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Figura 3.15: Errores de sincronizacion generalizada E7 = x(t) — H7x(t)
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Figura 3.16: Errores de sincronizacién generalizada Eg = x(r) — Hgx(t)
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En este capitulo abordamos el problema de sincronizacién generalizada para una red de
nodos idénticos con un acoplamiento lineal, simétrico y difusivo, donde disefiamos los con-
troladores para imponer el mapeo de sincronizacion. Por otra parte, en el siguiente capitulo
abordamos el surgimiento de la sincronizacion por clisteres para una red de redes, formada

por nodos no idénticos y con diferentes formas de interconexion entre grupos.
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Sincronizacion por cldster para una red

de redes

En este capitulo presentamos un modelo de red de redes con estructura de comunida-
des. En este modelo consideramos que existen difeentes niveles de conexion. En el primer
nivel, los nodos adyacentes se encuentran fuertemente acoplados y se modelan como una
unidad compacta donde las conexiones son uniformes y no dirigidas. En el segundo nivel,
suponemos que las conexiones se producen entre unidades compactas con comportamientos
dindmicos similares formando comunidades y modeladas como una red con interacciones
con peso y direccion. Mientras que el tercer nivel de conexion, establece la interconexion
de las comunidades donde se considera que las conexiones son con peso y direccion, obte-
niendo con esto el modelo de la red. Este modelo es una generalizacion del modelo de red
dindmica presentado en los capitulos anteriores ya que se incluye la diversidad dindmica y
diversidad en los enlaces. Ademads, en este capitulo realizamos un andlisis de estabilidad del
estado sincronizado utilizando un enfoque de Lyapounov para mostrar que es posible lograr
la sincronizacion por cldsteres en este modelo de red de redes, obteniendo algunas restriccio-
nes bastantes sencillas para la estructura. Los resultados presentados en este capitulo estan

publicados en [92].
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4.1. De red dinamica a redes de redes dinamicas

Muchos sistemas complejos relacionados con redes de la vida real no pueden ser re-
presentados como una red dindmica; ya que algunos sistemas naturales o artificiales, como
redes bioldgicas o Internet tiene la tendencia de organizarse en distintos grupos o comunida-
des, donde la operacion adecuada del sistema completo depende la colaboracion de distintos
subgrupos conectados entre si [20, 21]. De modo que este tipo de sistemas pueden ser mo-
delados como un conjunto de redes interconectadas, es decir, como una red de redes.

En general, una red de redes estd compuesta por un gran conjunto de nodos conectados
entre si, donde se pueden identificar distintos subconjuntos de nodos, también conocidos co-
mo redes, clisteres, comunidades o grupos, que comparten alguna caracteristica dindmica
o topoldgica en comun. Al estudiar este tipo de sistemas complejos, las investigaciones se
pueden dividir en dos lineas principales. Por un lado, se investigan las propiedades estructu-
rales o espectrales de la red de redes que representa al sistema complejo, donde el objetivo
principal es caracterizar una “estructura de la comunidades” dentro del sistema, es decir, se
busca identificar grupos de nodos que estén estrechamente relacionados entre si [9, 12, 16].
En esta misma linea de investigacion, se pueden incluir el estudio de diferentes propiedades
estructurales, como la transitividad, la distribucién de grados, la existencia de motifs y las
propiedades espectrales de sus matrices laplacianas [93, 94, 95].

Por otra parte, la segunda linea de investigacion se enfoca en las propiedades dinamicas
de cada grupo de nodos y el comportamiento colectivo de la red de redes. En este contexto,
se considera que cada subred estd conformada por un conjunto de nodos con propiedades
dindmicas idénticas o similiares, mientras que los nodos que pertenecen a distintas redes
tienen dindmicas diferentes [52, 96]. Para este caso, la principal preocupacion es describir
la naturaleza del comportamiento colectivo, tal como sincronizacién controlada [97], sincro-
nizacion generalizada [71], sincronizacion externa [49], sincronizacion completa [96, 98] o
sincronizacion por clusteres [52, 99, 100].

En este capitulo nos enfocamos en el surgimiento de la sincronizacién por cldsteres para
una red de redes, donde se considera que los nodos dentro de cada subred tienden a sincro-

nizarse entre si, pero no existe un patron de sincronizacion entre nodos de diferentes redes.
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Este tipo de sincronizacion ha sido investigada por diversos autores. Por ejemplo, L. Chen
analiz¢ el surgimiento de la sincronizacién por clisteres para una red formada por dos redes
de distintos tamafios [51]. Mientras que Huang et. al [99] investigaron el mismo fendmeno
de sincronizacién para una red de redes con la misma estructura, donde ademés consideran
que los acoplamientos son lineales y la estructuras regulares. Una extension de este trabajo se
propone en [101] donde consideran redes de redes con acoplamientos negativos y no simétri-
cos. Mientras que en [53] investigan la sincronizacion por clusteres en una red de redes con
acoplamiento no lineal.

Considerando la complejidad estructural de las redes reales, la suposicion de que todos
los nodos de la red estan acoplados de la misma manera es dificil de justificar. Por esta razon,
se propone un modelo que sefiala la existencia de diferentes tipos de acoplamiento en dis-
tintos niveles de organizacion. Por tanto, nuestra propuesta para el modelo de red de redes
considera que existen tres niveles de organizacion, caracterizados por distintas formas de
conexion para cada nivel. En el primer nivel, se considera que las conexiones son estrechas,
es decir, que los nodos adyacentes se acoplan de manera bidireccional y uniforme, en estruc-
turas regulares, los cuales denominamos ““ unidades compactas (UC)”. Ademads, suponemos
que dentro de cada unidad compacta todos los nodos son idénticos y que tienen exactamente
la misma estructura de red, donde la estabilidad de su dinamica colectiva se puede determi-
nar facilmente usando resultados previos como el criterio A, [40, 29]. En el segundo nivel de
la organizacidn, las unidades compactas que comparten caracteristicas dindmicas similares
se unen en comunidades, donde la conexion dentro de cada comunidad son bidireccionales
y con pesos. Ademads, bajo el supuesto que cada unidad compacta dentro de la comunidad
estd sincronizada de manera idéntica, y su comportamiento colectivo es el de un nodo aisla-
do, entonces el comportamiento colectivo de la comunidad puede analizarse como una red
ponderada [33]. Finalmente, el tercer nivel de organizacion forma toda la red, y se consi-
dera la conexion entre diferentes comunidades, las cuales estdn conectadas en un esquema
de acoplamiento unidireccional y con conexién con pesos. En este nivel de organizacion
se investiga el surgimiento de la sincronizacion por clusteres, es decir, una sincronizacion
idéntica dentro de cada comunidad, mientras que la dindmica entre comunidades permanece

sin sincronizar.
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4.2. Modelo propuesto para una red de redes dinamica

Consideramos una red de N nodos agrupados en M comunidades, donde cada una esté for-
mada por N, subredes denominadas unidades compactas. Para hacer una descripcion maés
clara iniciamos la descripcion con el primer nivel, es decir, se considera que cada unidad
compacta estd formada por r nodos idénticos, donde cada nodo es un sistema dindmico con-
tinuo en el tiempo n-dimensional, y ademads todos los nodos se conectan de manera lineal
y difusiva a través de enlaces bidireccionales. Por tanto, las ecuaciones de estado para cada

unidad compacta dentro de una comunidad estidn dada por:

-

Vi) = f(yi(t) +g Zla,-jwj(r), parai=1,2,...,r (4.2.1)

j=

donde W;(¢) = [Wi1 (£), Wi (), - ,Win(t)] " € R" son las variables de estado del i-ésimo nodo;
f:R" — R" es una funcion no lineal, la cual describe la dindmica de un nodo aislado. El
segundo término a la derecha en (4.2.1) describe el acoplamiento del i-ésimo nodo con sus
vecinos, donde g > 0 denota la fuerza de acoplamiento uniforme para la unidad compacta;
I' € R™*" es una matriz diagonal de ceros y unos que describe el acoplamiento interno entre
los nodos de la unidad compacta, mientras que el acoplamiento externo de la unidad lo
describe la matriz A = {a;;} € R™", la cual se construye como sigue: si existe una conexién
entre los nodos : i yj (con i # j), entonces a;; = aj; = 1, en otro caso a;; = aj; = 0. Ademas,
para satisfacer la condicion de acoplamiento difusivo, los elementos diagonales de A estan

dados por

r

ajj = — Z ajj=— Z aji, parai=1,2,...,r. 4.2.2)
J=Lj# J=1j#

Con esto suponemos que cada unidad compacta estd conectada, en el sentido que no tiene
nodos aislados. Ademas, la matriz de acoplamiento A es simétrica e irreducible, y sus valores

propios son reales no positivos, los cuales se pueden ordenar de la siguiente manera [40]:

O=A>h>...>A. (4.2.3)
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Ahora, definimos x(1) = [w1(t) T, w2 (t) T, ..., w,(t)]T € R" como la variable de estado para

la unidad compacta, y en notacién corta la ecuacion (4.2.1) se reescribe como
x(t)=F(x(t),gT,A) 4.2.4)

donde F : R — R describe la dindmica dentro de la unidad compacta.
Para simplificar el anélisis de estabilidad para las unidades compactas y la red de redes,

se consideran las siguientes suposiciones:

S1. Todas las unidades compactas tienen la misma estructura de conexién y el mismo

ndamero de nodos.

S2. Dentro de cada unidad compacta, todos los nodos tienen las mismas descripciones

dindmicas y solo difieren en sus condiciones iniciales.

En el segundo nivel de organizacidn, las unidades compactas se agrupan en una comuni-
dad de la siguiente manera: si dos unidades compactas tienen la misma descripcién dindmica,
entonces pertenecen a la misma comunidad, de lo contrario deben estar en comunidades di-
ferentes. La estructura de conexién de la k-ésima comunidad se toma como una red de N,
unidades compactas cuyas conexiones tienen pesos. Por lo tanto, la ecuacion de estado de la

k-ésima comunidad dentro de la red estd dada por

@)y = FEEM 0, gM T WA"]+Z WEN ), para =12, N @25)

donde xl[k} (r) € R™ es la variable de estado de la i-ésima unidad compacta dentro de la
k-€sima comunidad. Mientras que la conexion entre los estados de las i-€sima y j-ésima
unidades compactas dentro de la k-ésima comunidad son descritos por una matriz diagonal

de ceros y unos descrita por
) = diag(y] ¥, y)) e R (4.2.6)

donde una entrada no cero en los vectores Y, = [Yzﬁ—(p—l)} eR"(g=1,2,...n,p=1,2,--- 1)

indica que el g-€simo estado del p-ésimo nodo de la i-ésima unidad compacta esta acoplado
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al estado g-€simo estado del p-ésimo nodo de la j-ésima unidad compacta, ambas dentro

de la k-ésima comunidad. Ademas, la matriz C k] — {cl[];}} € RVNk describe cuales son las

unidades compactas conectas y se construye de la siguiente manera: si existe una conexion

ente el i-ésimo y el j-ésimo unidad compacta con i # j, entonces cl[];} = cg.];] > 0, en otro caso
cl[l;-] = c%] =0, y los elementos de la diagonal principal estdn dados por
k A A
l=— Y M=y M opaai=1.2,- N 4.2.7)
J=Lj# J=Lj#

Como tal la matriz de acoplamiento C %I tiene una suma cero por filas y columnas, es decir,
el acoplamiento entre las unidades compactas es difusivo, por tanto, los valores propios de
CH se puede ordenar como en (4.2.3) [40].

Sea M (1) = [x[lk] (t)T,x[zk} o, ..., x[Nki (t1)T]" € R"M las variables de estado de la k-

ésima comunidad de la red. Entonces, la ecuacion (4.2.5) puede ser expresada como
1) = FH W (0),g", 09, AW T, W) (4.2.8)

donde F k] . RNk —y R™Ne describe la dindmica de la k-ésima comunidad. Por simplici-
dad, en el resto del capitulo utilizamos la siguiente notacién abreviada F (¥ (r)) para la
dindmica de la k-ésima comunidad.

A manera de ilustracion, en la Figura 4.1 se presenta la estructura de una comunidad
formada por N; = 10 unidades compactas, cada una representada por un octagono de color
gris; las lineas sesgadas de color azul representan las conexiones entre unidades compactas.
A su vez cada unidad compacta tiene r = 13 nodos, representados como puntos y las lineas
solidas representan la conexion uniforme entre los nodos.

En el tercer nivel, toda la red de redes se construye como una conexion dirigida y con
pesos entre comunidades. Entonces, se tiene que la siguiente ecuacion de estado, representa

la dinamica de una comunidad dentro de la red de subredes:

M
@) = FGI @)+ Y Digl(r), parai=1,2,--- M. (4.2.9)
j=1
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Figura 4.1: Representacion esquemadtica de un comunidad con 10 unidades compactas cada
una de ella con trece nodos (M =1, N =10y r =13) [92].

donde D;; € R™" NixnrNj es 1a matriz de acoplamiento entre la i-ésima y la j-ésima comunidad

dentro de la red. En forma vectorial, la dindmica de la red completa puede escribirse como:
x(t) = F (x(t)) + Dx(z) (4.2.10)

donde las variables de estado de la red completa son (1) = [ () T,...,x"()T]" e R™V;
y Flx@) = | FUMeNT, ..., FMMe)T "Ry R describen la dindmica de
una comunidad aislada. Mientras que las conexiones entre comunidades son descritas por
D ={D;;} e R"N*nN,

Observemos que los N nodos de la red son divididos en M comunidades cada una con
N unidades compactas, las cuales estdn formadas por r nodos. En otras palabras, el nimero

total de nodos en la red de subredes es

M
N=rY NgconNy>1, Vk. 4.2.11)
k=1
Adicionalmente, dado que cada nodo es un sistema dindmico n-dimensional, la matriz de
acoplamiento entre la i-€sima y j-€sima comunidad son de dimension nrN; x nrNj, la cual
en general, es una matriz rectangular. Mientras que los bloques en la diagonal principal de D,
es decir, Dy, € R NexnrNe | o — 1,...,M, son matrices cuadradas. En consecuencia con estas

consideraciones, la matriz de acoplamiento para toda la red de subredes, D, es una matriz
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cuadrada pero no simétrica.
Como se menciond anteriormente en S1, todas las unidades compactas tiene la misma
dimensidn, es decir, el mismo ndmero de nodos. Entonces, la matriz de acoplamiento entre

las diferentes comunidades puede reescribirse como
Djj=D;l (4.2.12)

donde ® es el producto de Kronecker; I" € R"*” es la matriz de acoplamiento interno entre
unidades compactas, definida en (4.2.6); las entradas de D;; = {d,[flj ]} € RN>N; son tal que
d,[jlj }'S 0 indican que la k-ésima unidad compacta de la i-ésima comunidad est4 acoplada por
la /-ésima unidad compacta de la j-ésima comunidad, en otro caso d,[jlj I 0.

Observemos que en nuestro modelo se supone que si dos unidades compactas estan co-
nectadas, entonces sus estados estdn acoplados de la misma manera y por los mismos esta-
dos. Un ejemplo de la estructura de para una red de redes se muestra en la Figura 4.2, don-
de existen dos comunidades: una formada por cinco unidades compactas, las cuales estdn
representadas por octdgonos; mientras que la segunda comunidad estd formada por cuatro
unidades compactas, las cuales estan representadas por pentdgonos. La linea solida describe
las conexiones entre unidades compactas de la misma comunidad, y las flechas representan

el acoplamiento con direccion y pesos entre unidades compactas de diferentes comunidades.

En la siguiente seccion, se presenta las condiciones para lograr la sincronizacion por

claster en el modelo de red de redes (4.2.9).

4.3. Analisis de sincronizacion por claster

De manera similar a la forma en que se present6 el modelo para una red de redes, en esta
seccion se presenta el andlisis de sincronizacidn por clisteres. Consideremos que cada unidad
compacta es una red de sistemas dindmicos idénticos acoplados de manera uniforme, lineal y
difusiva, cuya descripcion de la dindmica esta dada por (4.2.1). El objetivo de sincronizaciéon

en este nivel es lograr la sincronizacién completa de sus nodos, es decir, que los nodos de
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Figura 4.2: Representacién esquematica de una red de redes con dos comunidades. (M = 2,
N1 =4,y N, =5) [92].

cada unidad compacta se muevan al unisono, esto es:

Wi() =2 (t) = - =y, (1) = 5(1), (4.3.1)

es decir, para cualquier condicién inicial cercana a la solucién de sincronizacion s(¢) € R”,
se tiene

}Lm lyi(t) —s(t)|| =0, parai=1,2,--- ,r. (4.3.2)

donde s(7) es la solucién de un nodo aislado que satisface s(¢) = f(s(z)). Existen diferentes
métodos para establecer la estabilidad de s(7) como solucion de (4.2.1). Por ejemplo, en [40]
las dindmicas de error se linealizan alrededor de s(¢) y utilizando la diagonalizacién de la
matriz de acoplamiento A € R™" en términos de sus valores propios, se obtiene el criterio
de A, para la estabilidad de la solucion de sincronizacion. Realizando un andlisis similar al

presentado en la seccion 2.2.1 se obtiene la sincronizaciéon completa de la unidad compacta.

Proposicion 4.3.1. Una unidad compacta aislada de la forma (4.2.1) logra la sincronizacion

completa si la fuerza de acoplamiento g, satisface la siguiente condicion

: (4.3.3)
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donde )\, es el valor propio mds grande distinto de cero de la matriz A, y o < 0 es una

constante que satisface la desigualdad de Lyapunov
IDf(s(t)) +oX]" P+ P[Df(s(t)) + ol < —Q (4.3.4)

donde Df (s(t)) es la matriz Jacobiana de la dindmica del nodo evaluada en s(t), P=P" >0

y Q = Q" > 0 son matrices positivas definidas [40].
Para el resto el capitulo se considera que lo siguiente se satisface:

S3. La fuerza de acoplamiento uniforme g en todas las unidades compactas es lo suficien-

temente grande como para satisfacer la condicién (4.3.3).

Ahora consideremos la k-ésima comunidad aislada (4.2.5), la cual es modelada como
una red de nodos idénticos donde las conexiones entre sus nodos son lineales, difusivas y
con pesos. En el mismo sentido que la unidad compacta, se dice que la k-€sima comunidad

logra la sincronizacién completa a una solucién de sincronizacion si
W) =) = - =2l (1) = sW (o), 4.3.5)
es decir, si para cualesquier condicién inicial en la vecindad de S/ (1) se satisface
tim ||/ (1) — s¥(1) | = 0, parai =1,2,-++ Ny, (4.3.6)

donde SH(r) = [s(1)", ..., s(t)T]T € R™ es la solucién de sincronizacién de la k-ésima
comunidad y satisface ser la dindmica de una unidad compacta aislada en la k-ésima comu-
nidad, i.e., SW(r) = FIK(SK(¢), g T AK) Para este caso, considerando que el modelo
de red que describe la comunidad es una red con pesos y acoplamiento bidireccional, for-
mada por N; unidades compactas idénticas. Por lo tanto, el andlisis de estabilidad se realiza
siguiendo un procedimiento similar al presentado en [33].

Con el fin de garantizar la estabilidad de la solucién S (1), es necesario primero ga-

rantizar la sincronizacién en la comunidad sin pesos. Por tanto, se genera una matriz de
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acoplamiento con entradas ceros y unos ‘B W = {b[k} } € RVNk de 1a siguiente manera:

[K]
1, ¢;;:#0 Ny
Kl _ okl _ )™ i k] _ [K]
bij =bj; = g Y bi =— ), by (4.3.7)
parai=1,2,---,Ni. Es claro ver que la matriz resultante B (K] representa la matriz de acopla-

miento sin pesos relacionada con la matriz C k] de 1a k-ésima comunidad. Ademas, la matriz
BK satisface las mismas caracteristicas que la matriz C [k presentadas en la seccién anterior.

Ahora, considere el modelo de red para la comunidad de nodos idénticos, donde las
conexiones no tienen pesos, con un acoplamiento lineal, simétrico y difusivo. De modo que,

la ecuacion de estado para las unidades compactas de la comunidad estan dadas por

N,
i (e) = FR (% (2), g1, 11 A Z 4.3.8)

con ¢ > 0 la fuerza de acoplamiento uniforme; B es 1a matriz de acoplamiento sin pesos
asociada a CI¥, y el resto de las variables se definen como en (4.2.5). Como el modelo de
red para la comunidad es una red de nodos idénticos, con un acoplamiento lineal, simétrico
y difusivo, el andlisis de estabilidad es exactamente el mismo al presentado en el capitulo 2.

Por lo tanto, para la red (3.2.20) se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 4.3.2. La comunidad (4.3.8) modelada como una red de nodos idénticos con
acoplamiento lineal, simétrico y difusivo logra la sincronizacion completa si la fuerza de

acoplamiento ¢ satisface la condicion
A (BM) <o (4.3.9)

donde (‘B [k]) es el segundo valor propio mds grande y distinto de cero de la matriz Blk y

o < 0 es una constante que satisface la desigualdad de Lyapunov

IDFH (W) + of )] TP+ PIDFM (S¥)) + af )] < —Q (4.3.10)
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donde DFW (SK es la matriz Jacobiana de la comunidad evaluada en S (1),

Ahora, la condicién (4.3.9) puede ser expresada en términos de las entradas de la matriz
con pesos C K como se presenta en el siguiente Teorema. En consecuencia , con este resulta-
do es posible garantizar la sincronizacién completa en una comunidad donde las conexiones

tienen pesos.

Teorema 4.3.3. La comunidad de unidades compactas (4.2.5) logra la sincronizacion com-

pleta, si los elementos de la matriz C [k satisfacen

o

Ao (B1)

[K]

Cij (@ #)) 6j=1,2, Ny 4.3.11)

Demostracion. Considere el error entre matrices definido como Q[k} = zBld — K, cuyas

entradas son

k < [k Koo
ql[-j] = cbl[j] —cl[j], (i#Jj),y (4.3.12)
Mo N K
gii = Z (Cil — by ) (4.3.13)
i
parai,j=1,2,---,N;. Bajo larestriccion cl[.];] > ¢ los elementos de la matriz diagonal de Q[k}
son positivos, qg-(] >0 parai=1,2,---,N;, y tomando el valor absoluto de los elementos
fuera de la diagonal principal se tiene ql[lj-} =|C— cl[ljﬂ . Entonces,
Ny
k k
@ =Y g (4.3.14)
j=1
i#]
Por lo tanto, Q[k] > 0 es una matriz semidefinida positiva, si
Mse (i#)) ij=12-.N (43.15)

Se sigue que ¢‘B K> ¢l 10 cual puede expresarse en términos de sus valores propios como
A (@B > n;(cM) para toda j = 1,2,---,N;. Debido a que las matrices B* y !l com-

parten algunas caracteristicas en comun, por ejemplo, son matrices simétricas, irreducibles

82



CAPITULO 4

y semidefinidas negativas, entonces se sabe que sus eigenvalores se pueden ordenar como
en (4.2.3). Por lo tanto, el valor propio més grande y distinto de cero de cada una de estas

matrices, se denota por A,. Por lo tanto, se tiene que
Mo (M) < da(eBM) = arg(8Y) (4.3.16)

Utilizando el resultado previo de sincronizacion (4.3.16) y la ecuacion (4.3.9), se obtiene la

condicién (4.3.11). ]

De esta forma se ha demostrado que los estados de la comunidad con pesos (4.2.5) son
asintOticamente estables y se logra la sincronizacion completa de la comunidad. En el mismo
sentido que las unidades compactas, se considera que todas las comunidades de la red de

redes cumplen con la siguiente condicidon:

S4. Las entradas de la matriz de acoplamiento ¥ de todas las comunidades satisfacen la

ij
condicién (4.3.11).

El supuesto anterior es simplemente para facilitar el anélisis de estabilidad para el tercer
nivel de interconexion de la red de redes, donde las comunidades estan conectadas en una
red con acoplamiento unidireccional y con pesos, el objetivo es lograr la sincronizacién por
clusteres. En este sentido, se dice que la red (4.2.10) logra la sincronizacién por cluster,
si para cualesquier par de unidades compactas dentro de la misma comunidad se logra la

sincronizacion completa, es decir,
tli)rg”xl[ﬂ (1)—Ss¥||=0, for i=1,2,--- Ny 4.3.17)

Mientras que cualesquier par de unidades compactas pertenecientes a diferentes comunida-

des no logran la sincronizacion, es decir,
lim 15¥ (1) — SU(1)|| £ 0 parak,l=1,2,--- M conk#1. (4.3.18)

donde S™(r) y S son las soluciones de sincronizacién de la k-ésima y I-ésima comunidad,

respectivamente [51].
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Con el objetivo de lograr este tipo de sincronizacion en nuestro modelo de red de re-
des (4.2.10) es necesario considerar los siguientes supuestos que simplifican el andlisis de

estabilidad:

S5. Condicion misma-entrada. Las matrices D;; € RNi*Nj que representan la conexién
entre las i-ésima y j-ésima comunidades (con i # j) se dice que satisface la condicién
misma—entrada, si sus elementos satisfacen

A =d coni jyk#m (4.3.19)

ml >’
parak,m=1,2,--- Njyl=1,2,--- N,

S6. La condicién diagonal. Las matrices 2; € RV >N son matrices diagonales que mues-
tran las fuerza de acoplamiento en cada comunidad, las cuales satisfacen la siguiente
condicion

i) _ Nl
i ij
dy =—Y, ) d (4.3.20)
j=l1=1
i#]
parai=1,2,--- M.

Siguiendo los supuestos anteriores, es facil mostrar que la suma por filas de la matriz de
acoplamiento D es cero. Por tanto, la solucién de sincronizacién S (t) es una solucién del
sistema (4.2.10) incluso considerando el acoplamiento externo.

A continuacion se presenta el Teorema principal de este capitulo, con el cual es posi-
ble garantizar la sincronizacidn por cldsteres para una red de redes modelada como en la

ecuacion (4.2.9):

Teorema 4.3.4. Considere una red de redes (4.2.9), donde cada comunidad sin acoplamiento
externo logra la sincronizacion completa, y los estados sincronos entre las distintas comuni-
dades son diferentes. Si cada bloque fuera de la diagonal D;j con i # j satisface la ecuacion

(4.3.19) y los bloques diagonales D;; € RN>Ni satisfacen (4.3.20) y lo siguiente

Dyi < di Iy, 4.3.21)
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donde dy < 0 es una constante negativa tal que

Op) +di <0 (43.22)

(K]

donde ®pq es una constante que garantiza la sincronizacion completa de la k-ésima comu-
nidad sin el acoplamiento externo. Entonces, la red de redes logra la sincronizacion por

cliisteres.

Demostracion. Considere el error de sincronizacion para cualesquier par de unidades com-

pactas dentro de la misma comunidad, el cual se define como
M)y =x¥ ) =W =12, Neyk=1.2,--- .M
Pq - M 14 para p7q - )= ) k y - 9~ ) . (43-23)

Se calcula la derivada del error de sincronizacion (4.3.23), la cual estd dada por

e (0) =FIGI (1) — FR G (1) + b b (1) — apid Bl ()

M . 4.3.24
LYY (@ g (4.3.24)

parap»‘]: 1727"‘ ,Nkyk: 172’... ’M.
Utilizando las ecuaciones (4.3.19) y (4.3.20), la dinamica del error puede ser reescrita

como

ep(t) =FW () (1)) — F¥ () (1)) + dgTepy (1). (4.3.25)

esto se debe a que el acoplamiento satisface el supuesto S§ denominado condicién de misma-
entrada, y con ello se tiene d ,[,kq] = dg[lqu} =d ,[,]ZC].
Ahora, para garantizar la estabilidad del error de sincronizacion alrededor del origen. Se

considera la siguiente funcién de Lyapunov

Vie(t) = el el (4.3.26)
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cuya derivada a lo largo de la trayectoria de (4.3.25) estd dada por

A

Bh(r) = ey O [P (0) = FR ) (0)] + ey [dpaTeps) (43.27)

Para probar que 7} (t) es negativa definida, observé que con los supuestos S3 y S4, la co-
munidad tiene una fuerza de acoplamiento lo suficientemente fuerte como para lograr la
sincronizacion completa entre sus unidades compactas. Por lo tanto, existe una constante
W4 talque

V(1) < ey (6) T [@pg Lr + ATl (1) (4.3.28)

Entonces, si ©,q 1, + d%f < 0 que se satisface cuando ®,, + dgg < 0 se garantiza que

V(1) < 0. Lo que implica que He%H —Oparap,g=1,2,--- Nyyk=1,2,--- M, es de-
cir, los errores de sincronizacion e% son estables alrededor del origen. En consecuencia,
la k-€sima comunidad logra la sincronizacion completa incluso con el acoplamiento entre
comunidades.

Por otra parte, para garantizar la sincronizacion por clasteres es necesario analizar tam-
bién el error entre comunidades egcql] = xgd — xg]. Sin embargo, utilizando los supuestos S3
y S4; y considerando que cada comunidad logra la sincronizacién completa es decir, en la
variedad de sincronizacion se dice que las trayectorias de cada comunidad colapsan a la so-
lucién de un unidad compacta aislada S K1, donde ademds se considera que las soluciones de

sincronizacion son diferentes para cada comunidad, i.e., S K £ sl para k # [. Entonces, el

error de sincronizacion entre comunidades, se puede definir como
EM = sl _ sl para k,i1=1,2,--- ,M con k+#1 (4.3.29)
y la derivada del error con respecto al tiempo estd dada por
Elk —glkl _ gl — plk] (S[k]) iyl (SV]) (4.3.30)

y como F [k (S [k}) #F 4 (S m) se cumple para todo k # . Se tiene que el error entre comunida-

des no es estable alrededor del origen. Por lo tanto, se tiene que la red de redes (4.2.9) logra
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la sincronizacién por cludsteres. [

Con el resultado anterior es posible garantizar que se satisfacen las condiciones (4.3.17)
y (4.3.18). Pero es importante resaltar que para el buen funcionamiento de este resultado son
necesarios todos los supuestos de construccion y que ademds cada matriz de acoplamiento
determina si se logra la sincronizacion en su nivel de organizacion correspondiente. En otras
palabras, AW determina si se logra la sincronizacién completa en cada unidad compacta;
mientras que C Kl determina las condiciones para lograr la sincronizacién completa en la
comunidad k -ésima comunidad; y finalmente, si D satisface las condiciones en S5, S6 y el
Teorema 4.3.4 1a red de redes logra la sincronizacion del cluster.

En la siguiente seccion se propone un ejemplo numérico con el cual pretendemos ilus-
trar la efectividad de nuestros resultados tedricos, aplicado a una red de redes formada por

diferentes osciladores cadticos.

4.3.1. Ejemplo: Sincronizacion por cldister para una red de redes for-

mada por osciladores caéticos

Para este ejemplo se considera una red de 90 nodos divididos en 18 unidades compac-
tas con cinco nodos cada una, donde la dindmica de los nodos son osciladores cadticos. La
estructura de la red se presenta en el esquemético mostrado en la Figura 4.3, donde la es-
tructura de cada unidad compacta es presentada en el pentdgono de color negro, ademas las
unidades compactas que pertenecen a la misma comunidad son ilustradas por el mismo color,
y cada comunidad es presentada con un color diferente. Es decir, la primer unidad tiene por
N1 = 6 unidades compactas ilustradas por pentagonos de color azul, la segunda comunidad
estd formada por N, = 8 unidades compactas y es ilustrada de color rojo, mientras que la
tercer comunidad estd formada por N3 = 4 unidades compactas y es ilustrada de color ama-
rillo. Observé que las lineas sdlidas describen las conexiones entre unidades compactas de la
misma comunidad, mientras que las flechas representan las conexiones entre comunidades,
que corresponden a los acoplamientos unidireccionales y con pesos.

En particular, en este ejemplo consideramos que existen tres comunidades diferentes y

como en nuestro resultado tedrico cada comunidad es determinada por la dindmica de los
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Figura 4.3: Esquematico de una red de subredes dividida en tres comunidades.

nodos, entonces se supone que existen tres tipos de osciladores caéticos en nuestra red. De
modo que, para la primer comunidad se considera que los nodos de cada unidad compacta

son osciladores de Lorenz [40]:

Wil 10(Wi2 — i)
Vio | = |28Vt — Vil Vis — Wiz | 5 (4.3.31)
Vi3 ViV — Sy

mientras que los nodos de la segunda comunidad son osciladores de Chen [2]:

Vil 35(wi2 —wir)
V| = | =7V —VaVi3 — 28V | (4.3.32)
Vi3 ViV — 3y;3

y finalmente, los nodos de las unidades compactas de la tercer comunidad son osciladores de
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Lu [97]:
Wil 36(Vi2 — 1)
Vi | = |20y — iy | - (4.3.33)
Vi3 Vil Vi2 — 33

Siguiendo los esquemas de construccion de la red de subredes y los andlisis de estabi-
lidad desarrollados en las secciones anteriores, es posible establecer la sincronizaciéon por
cluster en esta red de subredes. Primero, considere que cada unidad compacta tiene la es-
tructura de conexién mostrada en la Figura 4.3 de color negro. Ademas, considere que las
unidades compactas cumplen con los supuestos S1. y S2. presentados en la seccion 4.2, es
decir, se considera que todas las unidades compactas tiene la misma estructura de conexion,
el mismo nimero de nodos y la misma descripcién dindmica. Entonces, utilizando la propo-
sicion 4.3.1 es posible obtener la minima fuerza de acoplamiento necesaria para garantizar
la sincronizacién completa dentro de cada unidad compacta.

Con la finalidad de ilustrar este resultado en las Figuras 4.4—4.6 se presentan las simula-
ciones numéricas de una unidad compacta aislada dentro de cada comunidad. Inicialmente
en cada figura se considera que los nodos no estin acoplados y después del instante ¢ = 20 los
nodos se acoplan con la estructura de una unidad compacta con una fuerza de acoplamien-
to uniforme, donde es posible observar que cada unidad compacta logra la sincronizacion

completa de sus nodos.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo

Figura 4.4: Simulacién numérica para cinco osciladores de Lorenz conectados como una
unidad compacta aislada con una fuerza de acoplamiento de g; = 1.
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Tiempo

Figura 4.5: Simulacion numérica para cinco osciladores de Chen conectados como una uni-
dad compacta aislada con una fuerza de acoplamiento de g, = 0.84.

50

’_{\'.II)
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MW f.‘.,l iy, (A AN it L]
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Figura 4.6: Simulacién numérica para cinco osciladores de Lu conectados como una unidad

compacta con una fuerza de acoplamiento de g3 = 0.368.
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Ahora, dentro de cada comunidad es necesario elegir los pesos de las entradas de la

matriz de acoplamiento CI

con k = 1,2,3 para garantizar la sincronizacién completa de
las unidades compactas dentro de la comunidad. Por lo tanto, utilizando las estructuras de
conexion presentadas en la Figura 4.3 y el Teorema 4.3.3 para obtener los valores criticos
de los pesos para las entradas de las matrices de acoplamiento de cada comunidad, los cuales

estan dados por:

cl[}-} > 2.67 para i # j,coni,j=1,...,6
cl[? >2.58 para i # j,coni,j=17,...,14 (4.3.34)
05} > (0.46 para i# j,coni,j=15,...,18

Finalmente, para la conexiones entre comunidades se consideran las siguientes matri-
ces de acoplamiento entre comunidades, D;; € RNi*Nj donde es facil ver que las matrices

cumplen con el supuesto S4. Condiciéon misma-entrada presentado en la seccion 4.3.

04 03 02]

00 043 0 0 00 025 0
00 043 0 0 04 03 02 00 025 0
00 043 0 0 04 03 02 00 025 0
Dyp = , D3 = ,
00 043 0 0 04 03 02 00 025 0
00 043 0 0 04 03 02 00 025 0
00 043 0 0 04 03 02 00 025 0
(0.18 028 0.16 0 0.14 0] (0 0 0 02]
0.18 028 0.6 0 0.14 0 000 02
0.18 028 0.16 0 0.14 0 000 02
0.18 028 0.16 0 0.14 0 000 02
@21: 7@23: s
0.18 028 0.6 0 0.14 0 000 02
0.18 028 0.16 0 0.14 0 000 02
0.18 028 0.16 0 0.14 0 000 02
0.18 028 0.6 0 0.14 0 000 02
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0 0 0 025 025 0 0 027 0 03 0 0.28 0.19 0.3

0 0 0 025 025 0O 0 027 0 03 0 0.28 0.19 0.3
Ds1 = , Dyp =

0O 0 0 025 025 O 0 027 0 03 0 0.28 0.19 0.3

0 0 0 025 025 O 0 027 0 03 0 028 0.19 0.3

Ademads, con la finalidad de satisfacer el supuesto S5. y el Teorema 4.3.4 las matrices

D;; € RVi*Ni deben satisfacer:

Dy < 1.581y,, Dy <0961ly,, y D33 < 1.851y;.

A continuacion se presentan los resultados numéricos para la dinamica del error dentro
de cada comunidad a pesar de que exista una conexion entre comunidades. En la Figura 4.7
se muestran la dindmica del error entre los nodos de la primer comunidad. Mientras que en la
Figura 4.8 se muestra la dindmica del error entre los nodos de la segunda comunidad. Y para
la tercer comunidad los resultados del error se muestran Figura 4.9. Inicialmente en cada
figura se considera que las unidades compactas estdn desacopladas, después de un tiempo de
t = 10 se considera que las unidades compactas se acoplan con las estructuras de conexiones
mostradas en la Figura 4.3 y todas las condiciones anteriores, donde es posible observar que

(k)

los errores de sincronizacion dentro de cada comunidad, e, e tienden a cero, es decir, las

comunidades logran la sincronizacién completa de forma interna.

—ell

1]
ei2

e[l

Figura 4.7: Evolucién en el tiempo de los errores de sincronizacién en la primer comunidad.
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2
ei'1

2
eiE

2
ei3

14 16 18

3]
ei'1

3
eiE

el

_40 1 ! 1 1 ! 1
5 B 10 12 14 16 18

Figura 4.9: Evolucion en el tiempo de los errores de sincronizacion en la tercer comunidad.

Por otra parte, en las Figuras 4.10 - 4.12 se presentan los errores de sincronizacion entre
la k-ésima y la [-ésima comunidad, denotado por E k] 1os cuales no convergen a Cero pero
se mantienen acotados, con esto se puede mostrar que las unidades compactas de diferentes
comunidades no estdn sincronizadas de forma completa, cumpliendo asi las definicion de
sincronizacion por cldsteres, ya que los errores dentro de la comunidades Hegc) || = 0, mien-

tras que el error entre comunidades ||E!XH|| 0 conforme el tiempo tiende a infinito.
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40
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Figura 4.11: Evolucién del error de sincronizacién entre la primera y tercer comunidad
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-10
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E'1
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Figura 4.12: Evolucién del error de sincronizacion entre la segunda y tercer comunidad

En el siguiente capitulo aboramos el problema de sincronizacion de redes dindmicas con
dos tipos de acoplamiento, es decir, hiperredes dinamicas. De la misma forma que en este
capitulo, se presenta un anélisis de estabilidad del estado sincronizado de donde obtenemos

condiciones suficientes para garantizar la sincronizacion de la hiperred dindmica.
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CAPITULO 5

Sincronizacion en hiperredes

En este capitulo presentamos un modelo de red formada por nodos idénticos, donde las
conexiones entre los nodos pueden ser de diferentes naturaleza. En particular, este tipo de
sistemas se modelan con una estructura de interconexion dada por un hipergrafo, y dicho
modelo lo llamaremos una hiperred dindmica. En este capitulo presentamos las condiciones

suficientes bajo las cuales surge un comportamiento sincrono en la hiperred dindmica.

5.1. De redes dinamicas a hiperredes dinamicas

Como se ha mencionado en los capitulos anteriores, el fendmeno de sincronizacién ha
recibido mucha atencién por parte de la comunidad cientifica, ya que desempaifia un papel
central en la funcién o disfuncion de una amplia variedad de redes reales. La mayor parte del
trabajo publicado hasta ahora, se enfoca en el problema de sincronizacién para un conjunto
de osciladores conectados a través de un grafo, como los modelos presentados en los capitu-
los 2y 3, donde consideramos que existe solamente un tipo de acoplamiento. Sin embargo, en
muchos sistemas reales las unidades fundamentales se pueden acoplar a través de multiples
tipos de conexiones. Un ejemplo tipico es un grupo de neuronas que suelen estar conecta-
das a través de acoplamientos de distinta naturaleza, tales como sinapsis eléctrica y quimica,
donde cada una corresponde a un modelo de conexion con funciones de acoplamiento dife-
rentes [103]. Otro ejemplo, se observa en un banco de peces donde las conexiones son por
medio de sefales quimicas liberadas en el agua y las sefales visuales que enfoca cada pez

[104]. En general, este tipo de sistemas pueden ser modelados como sistemas interconecados
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donde diferentes tipos de acoplamiento coexisten y operan de manera simultdnea. En estos
casos, consideramos que los nodos estdn acoplados a través de diferentes tipos de conexio-
nes, donde cada tipo de conexion forma una red, y nos referimos a dicho sistema como una
hiperred dindmica [18, 55].

De manera similar a las redes dinamicas, donde se estudia el fendmeno de sincronizacidon
como un problema de estabilizacién de la dindmica del error alrededor del origen. Normal-
mente, en las redes dinamicas la solucion de sincronizacion es estable cuando la fuerza de
acoplamiento entre los osciladores excede un valor de umbral. En el caso de las hiperredes
dindmicas la pregunta central es garantizar la estabilidad del estado sincronizado cuando
multiples formas de acoplamiento estdn presentes. Como mencionamos en los capitulos an-
teriores, existen varias técnicas para resolver el problema de sincronizacion en redes dinami-
cas, tal como la funcién maestra de estabilidad [32], el método de conexion de grafos [102]
o el criterio de A, [40]. En este sentido, algunos investigadores como F. Sorrentino y colabo-
radores en [18, 104] han realizado una extension de la funcion maestra de estabilidad para
hiperredes dindmicas, cuando distintas funciones de acoplamiento estdn presentes. En esta
metodologia la idea es obtener una funcidén maestra de estabilidad para cada red asociada
a un tipo de acoplamiento. Sin embargo, los resultados obtenidos con esta técnica mues-
tran que la generalizacion de funcion maestra de estabilidad s6lo es aplicable para ciertas
topologias de la hiperred. Especificamente, en hiperredes donde sus grafos asociados sean
simultineamente diagonalizables, lo cual es posible solamente si las matrices Laplacianas de
los grafos asociados conmutan, o bien si uno de grafos tiene una estructura de todos contra
todos. Por otro lado, Carter [105] realiza una extension del método de conexion de grafos
para hiperredes con acoplamiento lineal mediante diferentes variables de estado. A diferen-
cia de la funcion maestra de estabilidad en este resultado no es necesaria la conmutacion
de las matrices de acoplamiento, incluso no es necesario conocer de manera explicita el es-
pectro de las matrices de conexidn para garantizar la estabilidad. Con este método se debe
conocer mejor las medidas de centralidad de cada uno de los grafos, con el fin de mejorar
la sincronizabilidad de la hiperred dindmica. Incluso, es posible pasar de redes que no se
sincronizan con enlaces simples, es decir, conectadas por una sola variable de estado, a redes

que se sincronizan con enlaces mixtos. Sin embargo, este trabajo solo se ha realizado para
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grafos no dirigidos, donde los diferentes tipos de acoplamiento dependen de las variables de
estado por las cuales se conectan los nodos.

Desafortunadamente con los trabajos antes mencionados es posible observar que las
técnicas conocidas para lograr la sincronizacion en redes dindmicas, no pueden ser aplicadas
de manera directa, debido a que en el andlisis de estabilidad del error para hiperredes dindmi-
cas no es posible realizar algunas simplificaciones o cambios de coordenadas que facilitan
el andlisis. No obstante, es posible aprovechar la metodologia de las funciones de Lyapunov
para garantizar la estabilidad del error de sincronizacion y con ello extender los resultados
de sincronizacién para hiperredes dindmicas.

En este capitulo abordamos de forma muy particular el problema de sincronizacidn para
una hiperred dindmica, donde consideramos que los nodos son sistemas dinamicos de tiempo
continuo, y los enlaces entre los nodos de la hiperred son de distintas naturaleza, por ejemplo
las funciones lineales y no lineales. Ejemplos de este tipo de sistemas, puede ser la sincroni-
zacion en un grupo de neuronas, donde se considera que la comunicacion celular puede darse
por dos tipos de sinapsis: eléctrica y quimica. La sinapsis eléctrica modelada como una fun-
cion lineal que representa una diferencia de potencial entre las neuronas. Mientras que la
sinapsis quimica es modelada como una funcién no lineal, que representa la saturacion de la
funcion de difusion. Con este analisis se busca proporcionar informacion sobre el fendmeno
de sincronizacion en este tipo de sistemas y determinar las condiciones bajo las cuales es

posible lograr la sincronizacién cuando diferentes tipos de acoplamiento estan presentes.

5.2. Un modelo de una hiperred dinamica

Consideramos un conjunto de N nodos idénticos, donde cada nodo es un sistema dindmi-
co n-dimensional, cuya estructura de interconexion estd dada por un hipergrafo como los
presentados en el Capitulo 2. Para hacer una descripcion mas clara del sistema consideramos
que en el modelo existen solamente dos tipos de acoplamiento de distinta naturaleza. En
particular, suponemos que uno de los acoplamientos es representado como una combinacion
lineal de las variables de estado, mientras que el otro es representado por un acoplamiento lo

lineal. Ademads, suponemos que cada tipo de acoplamiento tiene una estructura de conexion
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generada por un grafo conexo, en el sentido que no existen nodos aislados para cada tipo de
acoplamiento. Con estas consideraciones la ecuaciones de estado de los nodos dentro de la

hiperred dindmica estan dadas por:

N N
%i(1) = fxi(t) +8a Y aiTx;(t) + g5 Y bijG(xj(1), i=1,2,...,N (5.2.1)
j=1 j=1
donde x;(t) = [xi1(¢),x2(1),...,xin(t)]" € R" son las variables de estado del i-ésimo nodo
de la hiperred; f : R” — R" es una funcién no lineal arbitraria que describe la dindmica del
nodo aislado. I' € R"*" es una matriz constante de ceros y unos, que representa a través de
que variables de estado se conectan los nodos. La funcién G : R" — R”" es una funcién no
lineal, que representa las funciones de salida del acoplamiento de la segunda red; mientras
que las constantes g, > 0y g, > 0 representan las fuerza de acoplamiento para cada red. Las
interacciones individuales entre cada par de nodos de las distintas redes son descritas con las
matrices de acoplamiento @ = {a;;} € RV*N y 2 = {b;;} € RV*N | la cuales describen la
topologia de cada red, donde los elementos de cada una de estas matrices se definen como
sigue: si existe un enlace entre los nodos iy j con i # j, entonces a;; > 0 (o b;; > 0); en otro
caso, a;j =0 (0 b;j = 0). Ademds, suponemos que ambas matrices tienen suma por renglones

igual a cero, por tanto, los elementos de la diagonal de cada matriz cumplen:

N N
ai=—Y aij y bi=—Y bj, parai=12,..N. (5.2.2)

Jj=1 J=1

J#i J#i
Observemos que el modelo de hiperred (5.2.1) es muy general ya que representa hiperredes
con acoplamiento uniforme, con peso, direcciéon. Ademas, las matrices de conectividad <7 y
A, pueden representar cualesquier tipo de topologia, la tnica restriccién es que cada grafo
sea irreducible, es decir, suponemos que no se consideran que existen nodos aislados en
cada red [2]. Ademads, es importante mencionar que estas matrices no son necesariamente
idénticas. Incluso, una matriz puede representar una red con acoplamiento bidireccional y la

otra una red con acoplamiento unidireccional.

En la siguiente seccidn investigamos la sincronizacion idéntica para el modelo de hiper-

red dindmica con dos tipos de acoplamiento.
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5.3. Sincronizacion idéntica en una hiperred dinamica

Consideramos la hiperred dindmica de nodos idénticos (5.2.1) con una funcién de salida
lineal y una funcién no lineal. En el mismo sentido que se presentd en el capitulo 2 para
una red dindmica, se dice que la hiperred (5.2.1) logra la sincronizacién idéntica cuando los
estados de todos los nodos evolucionan de manera unisona [18]. Formalmente, se dice que

la hiperred dindmica logra la sincronizacion idéntica de forma asintética si
tlim ||lxi(t) —xj(t)|| =0, paratodai,j=1,2,--- ,N. (5.3.1)

Una vez sincronizada la hiperred dindmica evoluciona en una variedad de sincronizacion

descrita por

Qu = {x(t) €R" | x1(1) = x:1) =+ = xx (1) = 5(0)}, (53.2)

donde s(t) € R”" es la solucién de sincronizacion, la cual satisface ser solucién de un nodo
aislado $(z) = f(s(z)). Es importante mencionar que cuando la hiperred dindmica (5.2.1)
logra la sincronizacién en el sentido de (5.3.1), es decir, cuando todos los nodos se mueven
al unisono. Por la condicion de difusividad de cada red (5.2.2) los dltimos dos términos a
lado derecho de la ecuacion (5.2.1) se desvanecen, y con esto se garantiza que la solucion
de sincronizacion s(¢) es la solucién de un nodo aislado N veces repetida. Por esta razon,
para cualesquier condicion inicial cercana a la solucién de sincronizacion s(t), la condicion

(5.3.1) puede ser descrita como
lim ||x;(¢) — s(¢)|| = 0, paratodai=1,2,--- ,N. (5.3.3)

A continuacion presentamos un andlisis para determinar la estabilidad del comportamiento

sincronizado s(7) en una hiperred de nodos idénticos. Siguiendo la ecuacién (5.3.3), defini-

mos el error de sincronizacion como e;(r) = x;(t) — s(t) parai = 1,2,--- /N, y obtenemos su
dindmica
N N
(1) = (1)) = F((0)) + 80 Y aTles(0)+5(0) + 85 ¥ bisGles1) +5())  (53.4)
j=1 j=1
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parai=1,2,--- /N.Realizamos una expansion en Series de Taylor en primer orden para las

funciones f(-) y G(-) de la siguiente manera:

flei(t) +s(1)) = f(s()) + Df (s(1))ei(r),
Glei(t) +s(t) = G(s(1)) + DG (s(r))ei(t),

(5.3.5)

donde Df (s(t)) y DG(s(t)) son las matrices Jacobianas de las funciones f(-) y G(-), respec-

tivamente evaluadas en s(z). Al sustituir estas expresiones en (5.3.4) obtenemos

N N N
¢i(t) =Df(s(1))ei(t) + 8a Y, aijTe;(t) +8a ) aijTs(t) +8p Y bijDG(s(1))e;(t)
j=1 j=1 j=1 (53.6)

N
+8b Zbijg(s(t)) para i=1,2,--- ,N.
j=1

Observemos que por la condicion de difusividad de las matrices de conexién (5.2.2) los

términos

N
8a Y, aiTs(t)=0y gbe,,g = (5.3.7)
j=1

se desvanecen. Entonces, la dindmica del error de sincronizacién esta dada por

éi(t) =Df(s( Za,jre, Zb,]Dg t))ej(t), i=1,2,---,N.  (5.3.8)

Jj=

Reescribimos ahora la ecuacion (5.3.8) en forma vectorial como

E() = [(voDfs0) +8u(7 9T) +8(#2DG060)) |E6 (539

donde E(t) =[e] (t),e) (t), - ,en(t)] " € RN es el vector con las variables del error de todos
los nodos, Iy es la matriz identidad de tamafio N X N, ® es el producto de Kronecker, y las
matrices &7 € RV*N y 2 € RV*N son las matrices Laplacianas de cada grafo que forman
la hiperred dindmica. Nuestro objetivo es encontrar condiciones bajo las cuales el error de
sincronizacion (5.3.9) sea asintoticamente estable alrededor del origen, y como consecuencia
se logré la sincronizacion idéntica en la hiperred dindmica (5.2.1). Con el fin de presentar

el andlisis de estabilidad siguiendo un procedimiento similar al presentado en [106] y con
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CAPITULO 5

ello presentar el resultado principal de este capitulo y lograr nuestro objetivo es necesario

considerar los siguientes supuestos que simplifican el anélisis de estabilidad:

S1. Suponemos que existe una constante no negativa n, tal que
Df(s(1))+Df(s(t))" <, (5.3.10)

donde I, es la matriz identidad de tamafo n X n.

S2. Suponemos que para la funcién de salida no lineal existe una constante positiva g > 0

tal que

DG(e(1)) =DG (1)) =gl (5.3.11)
para todo z(¢) € R".

Teorema 5.3.1. Sea una hiperred dindmica de nodos idénticos (5.2.1), donde la dindmica
individual de cada nodo satisface la condicion S1. Si las matrices de conexion son difusivas
(5.2.2), la funcion de salida no lineal satisface la condicion S2, y ademds se cumplen las

siguientes condiciones

Ol + Za (7»2(@%)+1rgnkang{Ak})) < 0, con 0g >N/ 2hin(D),  (53.12)
ab+gb(x2(%)+lr<nka<xN{Bk})) < 0, con o, >1M/2ng (5.3.13)
donde
_ N
o =+ —Diag(A1,Az,--+ ,Ay), Aj=Y a; (5.3.14)
k=1
_ N
%#=PB+PB' —Diag(B1,Bs,--- ,By), Bj=Y by (5.3.15)
k=1

Entonces la solucion de sincronizacion s(t) es asintdticamente estable. Como consecuencia,

la hiperred dindmica de nodos idénticos (5.2.1) logra la sincronizacion idéntica.

Demostracion. Consideramos la siguiente funcioén de Lyapunov

V() =E'"(t)(Iv® L)E(t) (5.3.16)
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CAPITULO 5

cuya derivada a lo largo de la trayectoria (5.3.9) esta dada por

V) =E" () (v o 1) | (v © DS (s(1)) ) +8a(/ ©T) + (B2 DGs) ) | E)

ET() [(IN®Df(s(t))> + g4 (af@l‘) tgp <9§’®Dg(s(t))>]T(IN®I,,)E(t).
(5.3.17)

Considerando que los nodos cumplen la condicién S1 y la funcién de salida no lineal

cumple la condicion S2 tenemos que

V() < mET(O(v® LEWD)+ET(0)|gul(/ +o ) @T) +85((Z+27) @ DG ()| E@)
= MET()(IN® L)E() +E (1) (7 + Do) o T| E(1)

+E " (1) | (B + D) ®Dg(s(r))}E(t) (5.3.18)

con D, = Diag(A1,Az,--- ,An), Dy = Diag(B1,Ba,--- ,By), & € RVN y 8 € RV*N de-
finidas en (5.3.14) y (5.3.15), respectivamente.
Como </ es una matriz con entradas reales, simétrica e irreducible, entonces existe una

matriz unitaria e invertible ® = [81,0,---,0y] € RVN, con @@ " = Iy, tal que
070" = A, = Diag(M (), Ma(), -, Ay()) (5.3.19)

donde A;(.27) es el i-ésimo valor propio asociado a la matriz 7. Ademds, estos valores pro-
pios se pueden ordenar de forma decreciente, tal como: 0 = A (&7) > Ay () > -+ > Ay ()

[2]. Luego, proponemos el siguiente cambio de variables
Y(1)= (0" ®I,)E(t) (5.3.20)

donde Y(r) = (37 (1),5] (1), -+ ¥}y (1)), con we(t) € R? y T(1)TY () = ()T (Iy & L)E(®).
Observé que A;(2/) = 0 es un valor propio de .27 y su vector propio correspondiente es

()= (1/VN, 1/VN, ---,1/VN) ", tal que

yi(t) = (u] @L,)E(t) =0. (5.3.21)
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CAPITULO 5

Utilizando las ecuaciones (5.3.19), (5.3.20) y (5.3.21) en (5.3.18) obtenemos

V(t)

<

IN

IN

nET (1) (Iv @ L)E() +X(0) T [gefey @T|T(0) + 8T (1) [ Dy @ T] E(1)
+oE" (1) (B +Ds) ©DG(5(1)) | E(1)

ME ' (1)(Iv® L)E(t) +Ii1ga7»k(ﬂ7)yk(t)TFyk(t) +8aE (1) [Dw ®F} E(t)
+erE (1) [<@+D%>®z_>g<s<r>>}E<t>

ET ()& L)EG) + 3 ek s) T + 8087 (0D 0T ()
+erE (1) [<@+D@>®z_>g<s<r>>}E<z>+ET<r) (0l — tly) ©T|E(1)
ET(0)|(Ive 1) — (@uly @ T)| E() +80E (1) [ (2 + Do) © DG (s(1)) | E(1)
VET (1) [(ocaIN + ga(ha()Iy + D)) ® r} E(r). (5.3.22)

De manera analoga, 4 es una matriz con entradas reales, simétrica y con suma por renglones

igual a cero. Realizando los mismos pasos que en las ecuaciones (5.3.19), (5.3.20) y (5.3.21)

en la ecuacion (5.3.22) para la matriz A, obtenemos

V(1)

IN

ET0)|(MIve L)~ (auly 8 T) | E@) +T(0)" [85A2 © DG (5(1)| X(1)
FET (1) |(@aly + 8 (ha()) Iy + D)) @T | E() + T (1) | Doy @ DG (s(1)) | E(1)

N
ET ()| (MIv& L) = (oaly @) E() + Y gh( B)e(0) DG(s(0))e(1)
k=1
+ET(0)] (0l + 84 (2 () + D)) ®F}E< N+ E (1) Dy @ DG(s(0)) | 1)

ET(0)](MIve L)~ (aly 1) E( +2gb>»z We(6) DG (s(1)wilr)

+ET(0)] (0l + 84 (02 () + D)) @r}m )+ 8E " (1) Dy @ DG (s(1)) | E(1)
ET(0)[nIv® L) — (@dy ©T) — (04 Iy Mg 1) | E0)

FE (1) | (@al + 8a(ha( )l +Doy)) @T | E(1)

FET (1) | (@l + 8 02(B)Iy + D) © DG (5(0)) | E(1) (5.3.23)
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CAPITULO 5

Reenombramos los sumando de (5.3.23) como:

v, = (%n — ahin(O)E () 1y 1 ),

o= Gn-angE o) b|E)
v, — ET(I)[(OLC,IN-Fga(?uz( )IN-I-DM))@F}E(t),

Vi = ET()|(@ly+8(0a(B)ln + Dg) © DG (5(0) | E(1),

tal que V(t) <V + Vo + V3 + V4, y analizamos cada uno de ellos para verificar si V(¢) < 0.
Utilizando las condiciones para o, y 0, de las ecuaciones (5.3.12) y (5.3.13) obtenemos que
Vi<0yW <O0.

Abhora, para el sumando V3 utilizamos la condicion (5.3.12) y obtenemos

M=

Vo= Y (ot galhale) +4) )] (OTelr)
k=1
N
< (aa+ gada(/) + mix {Ac}) ) Z (Tex(t) <0 (5.3.24)

ya que e/ (t)Tex(t) > 0 para toda k = 1,2,--- ,N y para todo tiempo. Finalmente, para el

sumando V; utilizamos la condicion (5.3.13) y el supuesto S2, es decir, DG(s(z)) > 0, obte-

niendo que
N
Vi = Y (0 +(a(B)+B0) el (0DG(s(0))ex(r
k=1
N
< (ot 8p(2(P) + mix {Bk})z 1))ex(r) <0

Por tanto, con los sumandos V| <0, V, <0, V3 <0y V4 <0 son no positivos, entonces
se tiene que V (t) < 0. Por lo que podemos concluir que el error de sincronizacién (5.3.9) es
asintoticamente estable, y como consecuencia la hiperred dindmica (5.2.1) logra la sincroni-

zacion completa.
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CAPITULO 5

A continuacién presentamos un ejemplo numérico de una hiperred de células excitables

con la finalidad de ilustrar nuestro resultado tedrico.

5.4. Un ejemplo: Sincronizacion idéntica en una hiperred

de células excitables

Consideramos un conjunto de células excitables que se comunican por medio de sinapsis
eléctrica y sinapsis quimica, modeladas en un arreglo de hiperred dindmica, donde consi-
deramos que los nodos son modelos matematicos que representan la actividad eléctrica de
las células excitables y la estructura de conexidn es representada por medio de un hiper-
grafo. Particularmente, en este ejemplo utilizamos el modelo de Hindmarsh-Rose [63] para
representar la actividad eléctrica de cada una de las células excitables.

De modo que x;(¢) = [x;1(t),x2(),x3(t)]" € R3 es el vector de estado de la i-ésima

célula, y el modelo es descrito por las siguientes ecuaciones:

xi1 () —axil(t)3—i—bx,-z(t)z—i—xiz—x,-g(t)—l—l
in() | = e—dxp(t)? —xp(t)

(5.4.1)
Xi3(t) &(s(xi1 (1) +x0) — xi3))

xi(t) = f(xi(t))

donde los pardmetros a =1, b=3,e=1,d =35, s=4, x0=0.795, € =0.795e [ =3.2.
El modelo de Hindmarsh-Rose es un modelo adimensional, donde la primer variable de
estado, x;1, es relativa al potencial de membrana; la segunda variable de estado, x;, es relativa
a la activacion o inhibicién de canales; y la tercer variable de estado, x;3, es relativa a la
concentracion de agentes reguladores de la actividad eléctrica. En la Figura 5.1 se presenta
los estados del modelo de Hindmarsh-Rose para una célula, donde es posible apreciar la
dindmica répida que genera los trenes de disparos en la actividad eléctrica y la dindmica

lenta de la tercer variable de estado.
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0 200 400 600 800 1000
0 ; ; ; ;
b 0.5}
1 ' : ' :
0 200 400 600 800 1000
Tiempo [s]

Figura 5.1: Solucién numérica del modelo de Hindmarsh-Rose, con condiciones iniciales
xo= (1, 0.5, —0.3)"

En general, la sinapsis es la unién intracelular especializada entre las células excitables,
y esta unién ocurre cuando dos células se encuentran muy cercanas y sus membranas estan
equipadas para transmitir sefiales quimicas o eléctricas. La sinapsis eléctrica surge por la
unién de las membranas plasmaticas de las células, en donde la transmision entre las células
no se producen por la secrecion de un neurotransmisor, sino por el paso de iones de una célu-
la a otra a través de uniones tipo hendidura; las cuales son pequefios canales formados por
acoplamiento proteicos, en células estrechamente adheridas. En estas conexiones la corriente
fluye en ambos sentidos y practicamente no hay retardos sinapticos. Sin embargos, los cana-
les no siempre estdn abiertos y son modulados por agentes reguladores. Matematicamente,
este tipo de sinapsis se puede definir como una funcion de salida entre el potencial eléctrico

de las células multiplicado por la conductancia eléctrica del canal, y la expresion esta dada
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CAPITULO 5

por

Lon(t) = g (im (1) — xa (1)) (5.4.2)

donde g,,, es la conductancia del canal y x,,,x, son los potenciales eléctricos de las mem-

branas. Si consideramos al conjunto de N células, la sinapsis eléctrica se puede definir con
T

N
L(t)=|gY aij(xj(t) —xi(1)),0,0| , parai=1,2,---,N (5.4.3)
j=1
J#i
donde se considera que la conductancia es uniforme g > 0; los elementos a;; definen la
conexion entre las células, ademds se supone que la matriz A4 es simétrica y difusiva.

Por otra parte, la sinapsis quimica es un tipo de comunicacién celular especializada en-
tre las células excitables, esta funcién ocurre por la transmision de informacién a partir de
una sustancia quimica o neurotransmisor, de manera que el flujo de informacién no es conti-
nuo y puede ocurrir en multiples conexiones a pesar de que los cuerpos no estén contiguos.
Consideramos también que existen dos tipos de sinapsis quimica, sinapsis excitatoria y si-
napsis inhibitoria. Matematicamente, la sinapsis quimica se puede definir como una funcién

de salida dada por
Lnn = 8(xm —x) G (x) (5.4.4)

donde , g > 0 es la conductancia de los canales i6nicos y se considera uniforme, y G(x,) es
una funcién de salida no lineal que se aproxima a la funcién de difusién del neurotransmisor,

la cual se considera que estd dada por
G(xy) = [14exp(A(xn — 0))] ! (5.4.5)

donde 0 es el umbral alcanzado por cada potencial de accion de la célula, y dicho umbral
oscila entre —30 mV y —10 mV dependiendo del modelo; el parametro A es la constante
excitacién y x, es el potencial sindptico de la membrana el cual define si la sinapsis excita-
toria o inhibitoria, es decir, si x, > Xy, la sinapsis es excitatoria, mientras que si x, < Xy la

sinapsis es inhibitoria.
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CAPITULO 5

En este ejemplo, consideramos un conjunto de seis células excitables acopladas a través
de dos tipos de sinapsis, esto es modelado por la hiperred dindmica (5.2.1), cuya ecuaciéon

de estado esta dada por:

6

6
xi(t) = f(xi(t)) + ge Zaijl“xj(t) + 84 Z’lbijg(xj(t))’ i=1,2,...,6

J=1 Jj=

donde I' = Diag(1,0,0) € R3, y G : R® — R3 est4 descrita en (5.4.5). Las matrices de aco-

plamiento para cada una de las redes estan dadas por:

-4 1 0 1 1 1 -2 0 0 1 0 1
1 -4 1 1 1 0 0 -1 0 0 1 O
o 1 -3 0 1 1 0O 0 -1 0 0 1
1 I 0 —4 1 1 o 0 o0 -1 1 O
1 1 1 1 =51 I 1 0 0 -2 0
1 0 1 1 1 -4 I 0 1 0 0 -2

Una representacion del hipergrafo generado con estas matrices se presenta en la Figura 5.2,
donde las lineas de color negro representan los enlaces el grafo generado con la matriz de
acoplamiento .o, mientras que las flechas de color rojo representan los enlaces del grafo

generado con la matriz de acoplamiento .

Figura 5.2: Hipergrafo para un arreglo de seis células excitables con dos tipos de acopla-
miento.
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Con la finalidad de satisfacer las condiciones del Teorema 5.3.1 para lograr la sincroni-
zacion idéntica de la hiperred dindmica. Primero es necesario considerar la constante que
satisface la condicién S1 para el modelo de Hindmarsh-Rose, la cual cumple si 1 = 8 para
cualesquier solucién de sincronizacion, s(¢). Por otro lado, calculando los eigenvalores de

las matrices </ y % obtenemos:
o(o/)={0, -6, —8, —10, —12, —12},

o(%) = {0, —0.654893, — 1.74676, —3.45251, —5.42506, —6.72078}.

Con estos valores, es posible calcular los valores de umbrales para la fuerza de acoplamiento
de la hiperred dindmica, donde en este ejemplo deben de satisfacer las siguientes condicio-

nes:

g+ 8a ()MZ(@{)‘FIIE]EZ%{A](})) < 0, con oy >4,

o+ gp <7u2(,%7')+ max {Bk})> < 0, con oy >4/ng,

1<k<6

Ademds, en este ejemplo se cumple que max;<x<¢{Ar} =0y max;<x<¢{Br} =0, ya que la
suma por columnas de cada matriz es igual a cero.

A manera de ilustracion en la Figura 5.3 se presenta la simulacién numérica para una
hiperred dinamica formada por seis nodos, cuya ecuacion de estados esta dada en (5.2.1). En
esta simulacion es posible observar la solucién con respecto al tiempo de las tres variables
de estado de cada célula, donde después de un tiempo de simulacién de + = 300 se conectan
en una hiperred dindmica con sus respectivas matrices de acoplamiento, y una fuerza de
acoplamiento g, = 0.67 y g, = 1.65. Mientras que en la Figura 5.4 presentamos los errores
de sincronizacién para los tres estados, donde es posible observar que dichos errores tienden
a cero conforme el tiempo tiende a infinito. De modo que, se tiene una comprobacién al

menos numéricamente de como se logra la sincronizacién completa en la hiperred dinamica.
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tiempo

Figura 5.3: Simulacién numérica para una hiperred (5.2.1) formada por seis nodos.
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Figura 5.4: Error de sincronizacion de los estados de la hiperred dindmica (5.2.1)

En el siguiente capitulo presentamos las conclusiones de este trabajo, al igual que el

trabajo a futuro de este tema de investigacion.
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Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo de tesis analizamos el surgimiento de comportamiento colectivos sincro-
nizados para modelos de sistemas complejos bioinspirados. Una forma de investigar estos
comportamientos es modelar el sistema complejo como un conjunto de N nodos, donde ca-
da nodo es un sistema dindmico n-dimensional y las interacciones son representadas por un
grafo. Naturalmente, en esta descripcion del sistema muchos detalles pueden omitirse; sin
embargo, aun en esta simplificaciéon podemos capturar caracteristicas esenciales de interés
para el andlisis del sistema complejo y sus comportamientos colectivos. Particularmente, en
esta investigacion nos enfocamos en el surgimiento del fenémeno de sincronizacién para
distintas extensiones del modelo de red dinamica, donde consideramos incluir en el modelo
diferentes fuentes de complejidad como: diversidad de nodos, interacciones entre distintos
grupos de nodos y diversidad de enlaces. Por lo que se propusieron diferentes escenarios
de estudio con la finalidad de establecer como las propiedades dindmicas y estructurales del
sistema complejo tienen influencia en el comportamiento colectivo emergente.

Como punto de partida en este tema de investigacion, consideramos un modelo de red
dindmica simplificado, formado por nodos idénticos con acoplamiento uniforme, lineal,
simétrico y difusivo. Para este modelo analizamos la estabilidad del estado sincronizado
mediante funciones de Lyapunov, obteniendo asi condiciones suficientes para garantizar la
sincronizacién idéntica entre sus nodos.

Después de garantizar la sincronizacion idéntica en esta red dindmica, abordamos el pro-

blema de sincronizacidn generalizada para dicho modelo de red. Con respecto a este proble-
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ma se estudiaron las diferentes metodologias que detectan la sincronizacion generalizada en
redes, tales como el método del sistema auxiliar y la sincronizacién controlada; optando por
este ultimo para resolver nuestro problema. Para el desarrollo de este problema consideramos
que existe una transformacion de coordenadas para cada nodo de la red. Al tomar en cuenta
dichas transformaciones, es posible modificar el planteamiento del problema original, donde
se buscamos la sincronizacién completa en una red de variables transformadas imponiendo
con esto un mapeo de sincronizacion estdtico e independiente del tiempo que garantiza el
surgimiento de la sincronizacion generalizada en las variables originales.

Por otra parte, en este trabajo de tesis también abordamos el problema de sincronizacién
por claster en una red de redes. Al respecto de este problema, por una parte se propone un
modelo de red con nodos distintos y diferentes niveles de conexion. El modelo propuesto
estd inspirado en la biologia y se basa en la organizacién de grupos de células, donde la
estructura se determina por la descripcién dindmica de los componentes como es el caso
en el islote pancreatico y, potencialmente, en la disposicion de las células neuronales, mo-
delando el sistema como una red de redes. En este sistema complejo, el estudio de formas
alternativas de coordinacion en el tiempo es importante, por lo tanto, la segunda parte de este
problema consiste en abordar el problema de sincronizacidn por clister en el modelo pro-
puesto, para esto realizamos un andlisis de sincronizacién basado en funciones de Lyapunov,
donde se determinan las condiciones bajo las cuales ocurre este comportamiento colectivo.
Los resultados presentados muestran condiciones relativamente simples en la estructura de
acoplamiento entre diferentes grupos, como condiciones de difusividad y simetria.

Finalmente, el tercer problema abordado fue el surgimiento de la sincronizacion idéntica
en un modelo de red con enlaces de diferente naturaleza, es decir, se considera que la estruc-
tura de interconexion es presentada como un hipergrafo. Estd forma de presentar el modelo,
resulta en una descripcion elegante para sistemas dindmicos interconectados por dos o mds
tipos de enlaces. Para este modelo realizamos un anélisis de sincronizacién basado en fun-
ciones de Lyapunov, donde obtenemos condiciones sencillas como cotas de las funciones de
acoplamiento y acoplamiento difusivos en las diferentes estructuras de los grafos. De modo
que, siempre y cuando estos supuestos se mantengan es posible garantizar la sincronizacion

completa en una hiperred dindmica.
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Con respecto al trabajo futuro en este tema de investigacion se tienen algunas propuestas.
Por un lado, nos podemos enfocar en modelos de redes ya planteados en los capitulos ante-
riores tales como una red dindmica controlada, una red de redes y una hiperred, y estudiar
el surgimiento de otros fendmenos e sincronizacion en dichos modelos. Particularmente,
para el modelo de red dindmica controlada es posible considerar el mismo fendmeno de
sincronizacion generalizada controlada, sin embargo se busca establecer una estrategia de
control llamada pinning, donde se reducen el nimero de controladores necesarios para lo-
grar el objetivo de control. Otro problema que podriamos abordar es el surgimiento de la
sincronizacion por fase o incluso la sincronizacién claster en los modelos de red dindmica
controlada o hiperred dindmica. Con respecto al modelo de red de redes se podria estudiar
bajo que condiciones surge el fendmeno de sincronizacion externa.

Por otro lado, nos podemos enfocar en considerar otras fuentes de complejidad en los
modelos de red propuestos, donde la pregunta de interés es determinar si el comportamiento
colectivo establecido se mantiene, aun con las complejidades afiadidas en los modelos. Por
ejemplo, para el caso de red de redes se puede considerar que existen enlaces de diferente
naturaleza, y con estas consideraciones se busca establecer las condiciones bajo las cuales
surge la sincronizacion por cluster, o que otro tipo de comportamiento sincronizado puede
ser establecido en este modelo.

En general, para los problemas planteados en este trabajo de tesis como las propuestas
de trabajo a futuro, buscamos determinar como la dindmica individual de los nodos y la
estructura de interaccion entre elementos influyen en el surgimiento de un comportamiento

colectivo estable del sistema complejo.
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Productividad

Publicaciones en revistas

= A. Ruiz-Silva; J.G. Barajas-Ramirez. (2018). Cluster synchronization in networks of

structured communities. Chaos, Solitons & Fractals, Vol. 113, pp: 169-177.

Congresos Internacionales

= 2015 Workshop on chaotic and nonlinear dynamics in circuits and systems sponsored

by IEEE-CAS. Péster titulado: Synchronization of pancreatic beta-cell models.

Congresos Nacionales

= 51 Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana 2018. Ponencia: Sincro-

nizacion en lazo abierto para redes no acopladas. Octubre, 2018.

= Segundo Encuentro de Mujeres Matematicas Mexicanas. Poster titulado: Comporta-

miento sincrono en hiperredes de modelos de células excitables. Abril, 2018

= XLVII Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Ponencia: Sincroni-
zacion en sistemas interconectados mediante enlaces de diferentes naturaleza. Octu-

bre, 2015
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Divulgacion

= Conferencia Sincronizacion por clisteres en una red de redes, impartida en el Institu-
to Potosino de Investigacion Cientifica y Tecnoldgica A.C., Division de Matemaéticas

Aplicadas. Octubre, 2017.
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