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Resumen

Existen diferentes fendmenos tanto naturales como en procesos hechos por el hombre,
los cuales pueden ser modelados a través de ecuaciones diferenciales, las cuales resultan ser
de gran utilidad en el estudio de estos fendmenos para poder determinar sus estados pasados
y futuros.

Ya que podemos encontrar reportados en la literatura, la generacion de sistemas multi-
enroscados, a partir de sistemas estables a través de desestabilizar el sistema y mediante una
funcion lineal por partes poder generar los multienroscados, adicionalmente se encuentra la
generacion de multiestabilidad partiendo de sistemas UDS tipo I y 11, aunque los sistemas
UDS son inestables, no se ha encontrado hasta el momento la generacién de sistemas mul-
tienroscados partiendo de sistemas inestables (con todos sus eigenvalores en el semiplano
derecho del plano complejo).

Nuestro objetivo es poder caracterizar que tipo de sistemas inestables del tipo propuesto
son utiles para transformarlos a sistemas U DS para generar los multienroscados y finalmen-
te obtener multiestabilidad, pero sin olvidar que la multiestabilidad estd en dependencia del
sistema inestable propuesto originalmente.

Para esta tesis trabajamos en R? y s6lo con sistemas UDS-I, usamos la matriz de un sis-
tema en su forma candnica controlable, esto por ser la forma mds simple de poder analizar y
controlar el sistema, nuestro primer paso es encontrar ciertas condiciones que deben cumplir
los parametros de una matriz en su forma candnica controlable para poder obtener sistemas
inestables con todos sus eigenvalores del lado derecho del plano complejo, para después
definir la abscisa de inestabilidad, este valor nos dard un margen donde podemos variar un
pardmetro para poder disefiar un control u, donde al aplicarle el control a nuestro sistema
inestable obtendremos un sistema U DS-I util para generar multienroscados.

Podemos encontrar en la literatura la generacién de sistemas multiestables a partir de
sistemas disipativos inestables de tipo I y de tipo II, pero en este trabajo nos enfocamos en
la creacién de sistemas multiestables a partir de un sistema inestable del tipo propuesto, para
transformarlo a un sistema UDS-I, que a su vez sera util para la generaciéon de los multi-
enroscados mediante la funcién lineal por partes (PWL), y asi mediante un pardmetro de
bifurcacién obtener la multiestabilidad.



Abstract

There are different phenomena both natural and man-made processes, which can be mo-
deled through differential equations, which are very useful in the study of these phenomena
to determine their past and future states.

As we can find reported in the literature, the generation of multi-scroll systems, from
stable systems through destabilizing the system and through a linear function by parts to
generate multi-scroll, additionally is the generation of multistability starting from systems
UDS type I and 11, although UDS systems are unstable, it has not been found so far the ge-
neration of multi-scroll systems based on unstable systems (with all their eigenvalues in the
right half of the complex plane).

Our objective is to characterize what type of unstable systems of the type proposed are
used to transform them into U DS systems to generate the multi-scroll and finally obtain mul-
tistability, but without forgetting that the multistability is dependent on the unstable system
originally proposed.

For this thesis, we work in R? and only with UDS-I systems, we use the matrix of a
system in its controllable canonical form, this is the simplest way to analyze and control the
system, our first step is to find certain conditions that must meet the parameters of a matrix
in its controllable canonical form in order to obtain unstable systems with all their eigen-
values on the right side of the complex plane, to later define the abscissa of instability, this
value will give us a margin where we can vary a parameter to be able to design a u control,
where when applying the control to our unstable system we will obtain a UDS-I us system
to generate multi-scroll

We can find in the literature the generation of multistable systems from unstable dissipa-
tive systems of type I and type II, but in this work we focus on the creation of multistable
systems from an unstable system of the type proposed, to be transformed into a system U DS-
I, which in turn will be useful for the generation of multi-threads through the linear function
by parts (PWL), and thus through a bifurcation parameter obtain the multistability.



Capitulo 1

Introduccion

“Nunca consideres el estudio como una obligacidn, sino como una oportunidad para
penetrar en el bello y maravilloso mundo del saber”.
-Albert Einstein (1879-1955)-

Los sistemas biol6gicos, meteoroldgicos, dispositivos tecnoldgicos, etc, generan oscilacio-
nes y muchas de ellas han sido modeladas mateméticamente por ecuaciones diferenciales
ordinarias con pardmetros adecuados para asegurar comportamientos oscilatorios.

Muchos de estos fendmenos no lineales observados en la naturaleza y en los dispositivos
hechos por el hombre han sido descritos por sistemas lineales por partes, por sus siglas en
inglés mejor conocidos como (PWL), debido a su simpleza y a la riqueza de sus comporta-
mientos dindmicos: ciclos limite, 6rbitas homoclinicas y heteroclinicas, atractores cadticos,
etc.

Los sistemas lineales por partes se basan en sistemas de conmutacién que consisten en
un conjunto de subsistemas y una sefial de conmutacion. [3]

Algunas de las leyes y fendmenos de la naturaleza pueden ser modelados y descritos me-
diante ecuaciones diferenciales, lo cual es una aproximacion de la realidad que nos permite
conocer a partir de los estados del sistema en un instante dado los estados pasados y futuros
del mismo.

En la literatura [4], [5], [6], podemos encontrar reportada la generacién de atractores
multienroscados, partiendo de sistemas estables, a grandes rasgos, lo que se reporta es la ge-
neracion de un familia monoparamétrica de sistemas disipativos con dindmica inestable y la
forma de disefiar el control u, para llevar el sistema estable a una clase de sistema disipativo
inestable tipo /, (Un eigenvalor real negativo y un par de eigenvalores complejos con parte



real positiva).

En [7] se presentan algunas de las condiciones que debe cumplir el sistema UDS para
poder generar los sistemas multienroscados, en [6] podemos encontrar la definicién de la
abscisa para generar la inestabilidad de los sistemas estables y de esta manera poder generar
los multienroscados.

Nuestro objetivo es poder generar multiestabilidad partiendo de un sistema inestable (to-
dos sus eigenvalores en el semiplano derecho del plano complejo), ya que hasta la fecha no
se ha encontrado la generacion de multiestabilidad partiendo de sistemas inestables del tipo
que estaremos trabajando.

Podemos encontrar reportada la generacion de sistemas multienroscados a partir de un
sistema estable transformarlo a UDS y mediante una funcién lineal por partes (PW L) obte-
ner los atractores multienroscados, adicionalmente se genera multiestabilidad partiendo de
sistemas UDS tipo I y tipo II. Los UDS tipo I (tipo IT) en R3 son dados por un subespacio
estable de dimensién 1 (dimensién 2) y un subespacio inestable de dimension 2 (dimension

1).

La importancia de este trabajo estd en que partimos de un sistema inestable (con sus ei-
genvalores en el semiplano derecho del plano complejo), primeramente caracterizaremos los
sistemas inestables que nos serdn utiles para generar los atractores multienroscados.

Mediante la abscisa de inestabilidad podemos generar una familia de sistemas inestables
para luego mediante la definicion de disipatividad poder encontrar el intervalo de inestabili-
dad UDS donde es posible obtener los atractores multienroscados los cuales son generados a
partir de una funcion lineal por partes, y por tltimo poder generar la multiestabilidad a través
de un parametro de bifurcacion.

1.1. Estado del arte

En la actualidad, la generacion de atractores cadticos multienroscados ha sido amplia-
mente estudiada y ya no es una tarea muy dificil encontrar un conjunto de valores de para-
metros fijos para generar atractores multienroscados.

Desde los trabajos de Suykens [8], Suykens y Vandewalle [9], varios mecanismos de ge-
neracion de caos se investigan mediante el andlisis de sus trayectorias y la implementacion
electrénica ( [10], [11]).

Por ejemplo, Lii et al. (2004) introdujeron un enfoque de conmutacién de series de his-
téresis utilizadas en una funcién de control discontinua. Otros métodos sistematicos para
generar atractores cadticos multienroscados que utiliza la funcién de control discontinuo son
los sistemas lineales disipativos con dindmica inestable (UDS) los cuales los podemos ver
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en [12], [13], [14], [15].

Por otro lado, existen métodos para crear atractores cadticos multienroscados utilizan-
do funciones de control continuo, por ejemplo, mediante funciones de saturacion [3] y asi
encontraremos en la literatura una gran cantidad de trabajos dedicados a la generacién de
atractores multienroscados [5], [6], [16] por mencionar algunas referencias.

En la evolucién de un sistema complejo, existen varias cuencas de atraccidn posibles con
un sumidero que atrapa la trayectoria del sistema en funcién de su estado inicial. Este feno-
meno generalmente se llama multiestabilidad y aparece en una amplia variedad de sistemas
complejos [4].

La interpretacion correcta de un sumidero depende del sistema que se estudia. Por ejem-
plo, en el contexto de la biologia, hay muchos ejemplos de sistemas que manifiestan fenéme-
nos de multiestabilidad. Un ejemplo que vale la pena mencionar es la diferenciacion celular
para comprender el desarrollo humano y las distintas formas de enfermedades. Aqui, la mul-
tiestabilidad se entiende como un proceso en el que una red de regulacion genética se alterna
a lo largo de varios tipos posibles de células.

Otro ejemplo proviene de la dindmica quimica no lineal, donde la multiestabilidad se
entiende como diferentes estados quimicos finales posibles. Se pueden citar varios ejemplos
que van desde medicina, electrénicos, percepcion visual, etc. [17]

Referente a los trabajos reportados que fueron la base y la motivacioén para desarrollar
este trabajo podemos sefialar a manera de resumen la contribucién que se presentd, y asi
poder entender un poco mas que fue lo qué nos motivo a la realizacion de la presente tesis.

En [6] se presenta un enfoque para generar atractores multienroscados a través de la des-
estabilizacion de sistemas lineales basados en la matriz de Hurwitz. Se presentan algunos
resultados sobre la abscisa de estabilidad de polinomios caracteristicos asociados a siste-
mas de ecuaciones diferenciales lineales. Luego se aplica la abscisa como una medida para
desestabilizar el polinomio de Hurwitz para la generacion de una familia de atractores mul-
tienroscados basada en una clase de sistemas disipativos inestable (UDS) de tipo lineal afin.

El articulo [6] se considera la base de nuestro trabajo, pues nosotros realizamos de una
manera similar teniendo en cuenta que estamos partiendo de un sistema inestable. Por ello
no podemos aplicar de igual forma la técnica presentada en [6], ya que para nuestros siste-
mas inestables, es necesario hacer algunas modificaciones en cuanto a las definiciones y las
técnicas de control.

Por ejemplo en [6] se maneja la desestabilizacién del polinomio Hurwitz por medio de
la abscisa. En nuestro caso para el polinomio caracteristico asociado a la matriz inestable, es
necesario definir la abscisa de inestabilidad, estos nombres fueron asignados en referencia
al trabajo base, el motivo es como ya mencionamos, por que utilizamos una técnica muy
similar a la presentada en [6].



Para lograr el resultado de multiestabilidad, fue un poco mas sencillo el proceso, puesto
que ya existe teoria relacionada a la generacion de sistemas multiestables, partiendo de sis-
temas UDS de tipo [ y tipo /1, fue mds sencillo poder encontrar el pardmetro de bifurcacion
para nuestro sistema, pero claro hay que remarcar que nuestro sistema multiestable se basa
en el sistema inestable del modo propuesto, y en la literatura se genera la multiestabilidad a
partir de un sistema UDS. Otra cosa que hay que notar es que sélo trabajamos con sistemas
UDS-I.

1.2. Introduccion a multiestabilidad

Multiestabilidad en los sistemas biolégicos

La existencia de multiples regimenes de funcionamiento es esencial para los sistemas
bioldgicos ya que presentan flexibilidad funcional en respuesta a diversos estimulos. Fue
en el contexto de una investigacion del sistema metabodlico [18], que la multiestabilidad fue
discutida por primera vez en términos de la teoria de sistemas dindmicos. La presencia de
multiples atractores tiene significado bioldgico fundamental, en particular en la diferencia-
cion celular.

Biestabilidad en percepcion visual

La multiestabilidad ocurre cuando un solo estimulo fisico produce alternancias entre di-
ferentes percepciones subjetivas. La capacidad multiple se describi6 por primera vez para la
vision, donde ocurre, por ejemplo, cuando se presentan estimulos diferentes a los dos 0jos o
para ciertas figuras ambiguas (figura 1.1). Desde entonces ha sido descrito para otras moda-
lidades sensoriales, incluyendo audicidn, tacto y olfato.

Las caracteristicas clave de la multiestabilidad son:
(1) los estimulos tienen mds de una organizacion perceptiva plausible.
(i1) estas organizaciones no son compatibles entre si.

La mayoria si no es que todos los casos de multiestabilidad se basan en la competencia
al seleccionar y vincular la informacién del estimulo. Vinculacidn se refiere al proceso por el
cual los diferentes atributos de los objetos en el entorno, tal como se representan en la matriz
sensorial, estdn unidos dentro de nuestros sistemas perceptivos, para proporcionar una cohe-
rente interpretacion del mundo que nos rodea. [19]



(a) Mujer joven o anciana [20] (b) Jarrén de Rubin [21]

Figura 1.1: Biestabilidad en percepcion visual

Generacion de sistemas dinamicos multiestables a través del circuito de Chua [22]

El circuito de Chua es tal vez una de las contribuciones mds importantes a la teoria de
sistemas cadticos construidos a partir de cuatro elementos lineales (un resistor, un inductor y
dos capasitores) y un resistor no lineal de dos terminales caracterizado por una curva voltaje-
corriente de 5 segmentos (se toma en cuenta solo tres de los cinco segmentos ya que los dos
restantes no juegan un papel importante).

El circuito de Chua es descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales autébnomas de
primer orden

x=0o(—x+y—h(x)),

)?ZX—y—Fz, (11)
Z:_Byv
donde :
h(x) = mix+ 5 (mo —m1) (e -+ 1] = e 1)), (12)

es la funcién PWL de tres segmentos. El sistema contiene tres puntos de equilibrio hiperb6-
licos tipo silla, para los valores o0 = 10.0, B = 14.87, mg = —0.68 y m; = —1.27, se tiene el
siguiente multienroscado, el cual lo podemos ver en la figura (1.2)



Atractor de Chua

Figura 1.2: Simulacién del sistema de Chua con los parametros de oo = 10.0, = 14.87,
my = —0.68 y m; = —1.27 y condicién inicial xo = (—0.1,—0.1,—0.1)7.

1.3. Motivacion

En la actualidad, modelar y describir los procesos existentes tanto en la naturaleza como
en los procesos hechos por el hombre son una tarea muy importante, pues resulta ttil he im-
portante poder reproducir por medio de modelos matematicos la dindmica de los fendmenos
naturales, bioldgicos, sociales, entre otros.

Para una mayor comprension de los procesos que no son tan sencillos de predecir, ya que
la multiestabilidad se encuentra en forma natural en muchos de estos fendmenos de investi-
gacion, es por ello que modelar estos fendmenos a través de ecuaciones matematicas es un
proceso importante para analizar y describir el comportamiento de dicho fenémeno, lo cual
derivé en la generacion de sistemas dindmicos multiestables.

En la actualidad es de suma importancia generar sistemas multiestables debido a la am-
plia variedad de aplicaciones que se tienen, por mencionar algunas, en sincronizacion [23],
[24], redes complejas [25], [26], comunicacion [27], procesos del clima [28], entre otras
aplicaciones.

Ya que la mayoria de estos sistemas presenta una alta sensibilidad ante cualquier pertur-
bacion, es de alta importancia la generacion de los sistemas multiestables, ya que pueden
contribuir al estudio sobre las técnicas de control para compensar esta sensibilidad a dichas
perturbaciones [29].



1.4. Hipoétesis

En la literatura se encuentra reportada la generacion de atractores multienroscados par-
tiendo de sistemas estables, en esta tesis nos interesa desarrollar la generacion de sistemas
multienroscados a partir de sistemas inestables de tal forma que los eigenvalores estén to-
dos en el semiplano derecho del plano complejo, para esto consideramos un sistema lineal
autébnomo de la forma

% = Ax, (1.3)

donde x € R3 es el vector de estados, A € R3*3 es un operador lineal.

Partiendo de un sistema que presenta puntos de equilibrio inestables (es decir, todos sus
eigenvalores en el semiplano derecho del plano complejo), hay que encontrar una familia
de estos puntos de equilibrio tal que se pueda transformar a sistemas disipativos inestables
(UDS) ttiles para generar multienroscados.

1.5. Objetivos

Como objetivo en esta tesis nos propusimos generar un sistema dindmico multiestable
basado en sistemas lineales por partes con dindmica inestable, para lograr este objetivo nos
planteamos los siguientes objetivos particulares:

» Caracterizar los sistemas inestables que pueden ser transformados a sistemas disipati-
vos inestables ttiles para generar atractores.

= Construir una familia monoparamétrica tal que los sistemas presenten puntos de equi-
librio inestables.

» Generar atractores multienroscados basados en sistemas PWL.

= Generar multiestabilidad basada en sistemas PWL por medio de controlar sus varieda-
des estable e inestable respectivamente.

A continuacion en la figura (1.3) podemos ver una representacion grafica del objetivo de
esta tesis, podemos observar que partiendo de un sistema inestable, pasando por un sistema
UDS-I generar multienroscados y finalmente obtener multiestabilidad.

1.6. Contenido de la tesis

Esta tesis estd dividida en 5 capitulos, en el capitulo 1 se presentan brevemente los an-
tecedentes de trabajos encontrados en la literatura, con base a ellos presentamos nuestra
motivacién donde planteamos la generacion de multienroscados a partir de sistemas ines-
tables, es decir que los eigenvalores del sistema se encuentren en el semiplano derecho del
plano complejo, ademds presentamos cual es la hipétesis que nos lleva a la realizacion de
este trabajo, formuldndonos un objetivo general, donde para poder cumplir dicho objetivo
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Figura 1.3: Objetivo de manera gréfica



nos propusimos cuatro puntos especificos.

En el capitulo 2 se presentan algunas definiciones necesarias para la realizacion de esta
tesis, por ejemplo la definicion de sistemas dindmicos, definiciones y clasificaciones de los
diferentes puntos de equilibrio a través del concepto de estabilidad, asi como la clasificacién
de los sistemas disipativos inestables (UDS por su sigla en inglés de Unstable dissipative
system).

En el capitulos 3 se presenta la realizacion de este trabajo, se clasifican los sistemas
inestables (con todos sus eigenvalores en el semiplano derecho del plano complejo), y pre-
sentamos la manera de como transformar estos sistemas a sistemas con punto de equilibrio
tipo foco silla.

En el capitulo 4 se presenta la generacion de multiestabilidad, que es generada a partir de
un sistema inestable con todos sus eigenvalores en el semiplano derecho del plano complejo,
luego transformar el sistema a un sistema U DS-1 y a partir de este generar la multiestabilidad
a través de un pardmetro de bifurcacion.

Por altimo en el capitulo 5 se presentan las conclusiones y algunas propuestas de trabajo
a futuro.
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Capitulo 2

Definiciones y conceptos basicos sobre
sistemas dinamicos

Ya que nuestro objetivo es generar un sistema multiestable, partiendo de un sistema ines-
table (todos sus eigenvalores en el semiplano derecho del plano complejo), cabe resaltar que
s6lo se trabajard en R3, para posteriormente como trabajo a futuro tratar de extender este
método a sistemas de orden mayor.

Primeramente se dardn algunos conceptos y definiciones bdsicas sobre sistemas dind-
micos para poder entrar a describir los sistemas inestables del tipo que se requieren para
transformarlos a sistemas utiles para generar los multienroscados.

2.1. Teoria de los sistemas dinamicos

El sistema dindmico, se usa como sinénimo de sistema matematico o fisico, en el que
el comportamiento de salida evoluciona con el tiempo (y, a veces, con otros pardmetros del
sistema variables también). Las respuestas del sistema o comportamientos de un sistema di-
ndmico se conocen como dindmica de sistema.

Definicion 2.1. Sistema Dindmico [30]
Un sistema dindmico sobre E es un mapa C' ® : R x E — E, donde E es un subconjunto
abierto de R" y si ¢;(x) = 0(t,x), entonces O, satisface

» i) Oo(x) = x, para toda x € E
w i) O; 005 = Or5(x), para toda s,;t ERyx €E.

Casi todos los fendmenos observados en nuestra vida diaria o en investigacion cientifica
tienen importantes aspectos dindmicos. Ejemplos especificos pueden surgir en sistemas fisi-
cos, sistemas sociales, ecologia, crecimiento poblacional, sélo por mencionar algunos. Estos
son solo ejemplos interesantes de sistemas dindmicos los cuales pueden ser representados
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matematicamente en términos de ecuaciones diferenciales.

Cuando se estudia matematicamente una situacion de la realidad, el modelo que se obtie-
ne suele tener un cardcter no lineal, siendo ésto lo que le proporciona, en la mayoria de los
casos, una gran dificultad.

Uno de los procedimientos mds utilizados dentro de las matemadticas, y de la ciencia en
general, cuando se aborda un problema dificil, es considerar un problema més sencillo que
sea, en algun sentido, una buena aproximacion al anterior. Al estudiar este segundo problema
se intenta obtener, de las conclusiones, algtin tipo de resultados para el problema primitivo.

Una de las formas mas usuales de simplificar el problema es linealizarlo. Si se quiere
estudiar un problema no lineal, el primer paso obligado es estudiar el problema lineal aso-
ciado de la manera mds completa posible para poder analizar asi que ocurrird en el caso no
lineal [31].

2.1.1. Clasificacion de los sistemas dinamicos
Discretos y continuos

Los sistemas dindmicos pueden dividirse en dos grandes clases: aquellos en los que el
tiempo varia continuamente y en los que el tiempo transcurre discretamente.

Una clase de los sistemas dindmicos de tiempo continuo se expresan con ecuaciones
diferenciales; éstas pueden ser ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs), ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales (PDEs) y ecuaciones diferenciales con retardos (DDEs).

Por otro lado si el tiempo es discreto los sistemas se describen por medio de ecuaciones
en diferencias (DEs), también conocidas como mapas iterados. En lo referente a las ODEs
sOlo hay una variable independiente que es generalmente el tiempo.

Definicion 2.2. Sistemas dindmicos discretos y continuos [32]
Sistema dindmico en tiempo discreto

x = F(x-1,1) 2.1)

Este tipo de modelo es llamado ecuacion en diferencia, ecuacion de recurrencia, o mapa
iterativo (si no hay dependencia de t en F)
Sistema dindmico en tiempo continuo

dx
dt

este tipo de modelos es llamado ecuacion diferencial.

= F(x,1) (2.2)

12



Definicion 2.3. Un sistema dindmico continuo n-dimensional se puede representar por la
ecuacion

x=F(x) (2.3)
donde x = [x1,...,x,]T € R" es el vector de estados, % = Cfi—}; eR"y
F = [fi () fu(0)]T 7 > RY
Sistemas dinamicos autéonomos y no auténomos

Las leyes de la naturaleza son, desde la experiencia, independientes del tiempo. Por lo
tanto, es posible encontrar sistemas auténomos por su descripcién. Estos son sistemas, para
los cuales la velocidad de fase depende solo del estado del sistema (punto de fase) y no del
tiempo: x = F(x).

Un sistema dindmico es auténomo si estd representado por una ecuacion diferencial
ordinaria auténoma o no forzada de la forma

x = F(x). (2.4)
Mientras que si el sistema dindmico lo modela la ODE no auténoma o forzada
x = F(x,t) (2.5)

el sistema dindmico es no auténomo [33]. La diferencia entre (2.4) y (2.5) radica en que la
primera no contiene ningun estimulo externo al sistema dependiente que force el comporta-
miento natural de la dindmica del mismo, mientras que (2.5) si.

La funcién que fuerza el comportamiento del sistema (2.5) puede ser constante, periddi-
ca, aleatoria, etc.

2.1.2. El analisis dinamico en el plano de fase

Los comportamientos de un sistema dindmico se pueden estudiar utilizando el concepto
de un espacio de fase, que se define informalmente de la siguiente manera:

Definicion 2.4. Un espacio de fase de un sistema dindmico es un espacio tedrico donde cada
estado del sistema estd asignado a una ubicacion espacial vinica.

La cantidad de variables de estado necesarias para especificar de forma exclusiva el es-
tado del sistema se denomina grados de libertad en el sistema. Puede construir un espacio
de fase de un sistema teniendo un eje para cada grado de libertad, es decir, tomando cada
variable de estado como uno de los ejes ortogonales. Por lo tanto, los grados de libertad de
un sistema son iguales a las dimensiones de su espacio de fase.

Por ejemplo, describir el comportamiento de una pelota lanzada hacia arriba en un tubo
vertical sin friccién se puede especificar con dos variables escalares, la posicion de la bola y
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. Velocity v
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Position x - -/ /
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Position x

Figura 2.1: Una bola lanzada hacia arriba en un tubo vertical (izquierda) y una ilustracién
esquematica de su espacio de fase (derecha). El comportamiento dindmico de la pelota se
puede visualizar como una trayectoria estatica en el espacio de fase (flechas rojas). [1]

velocidad, al menos hasta que toque el fondo nuevamente. Podemos crear el espacio de dos
dimensiones como se muestra en la figura 2.1 [32]

Al analizar un sistema auténomo no lineal bidimensional que tiene la forma
x=fxy),

y=2g(x,y) (2.6)

Las dos funciones f y g juntas describen el campo vectorial del sistema.

A continuacidn, para sistemas de dimension dos o tres, las variables de estado se denota-
rdn como x, y y z. El camino recorrido por una solucién del sistema planar (2.6), comenzando
desde el estado inicial (xg,y0), es una trayectoria de solucién, o una érbita del sistema, y a
veces se denota por ¢;(xq,yo)-

Para sistemas auténomos, el plano de coordenadas x-x se denomina plano de fase del
sistema. En general, incluso si y # X, el plano de coordenadas x-y se denomina plano de fase
(generalizado). En el caso de dimension superior, se denomina espacio de fase del sistema
dindmico subyacente. Ademads, la familia de 6rbita de un sistema auténomo, que corresponde
a todas las condiciones iniciales posibles, se denomina flujo de solucién en el espacio de fase.

La disposicion grafica del flujo de solucion proporciona un retrato de fase de la dindmica

del sistema en el espacio de fase, como se muestra en la figura (2.2). El retrato de fase de los
sistemas del péndulo amortiguado y no amortiguado [34].

2.2. Teoria de estabilidad

Existen diferentes tipos de problemas de estabilidad que surgen en el estudio de sistemas
dindmicos. La estabilidad de los puntos de equilibrio se suele caracterizar en el sentido de
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Lyapunov, un matematico e ingeniero ruso que sento las bases de la teoria que ahora lleva su
nombre. Un punto de equilibrio es estable si todas las soluciones comenzando en puntos cer-
canos, se quedan cerca; de lo contrario, es inestable. Es asintéticamente estable si todas las
soluciones que comienzan en puntos cercanos no solo permanecen cerca, sino que también
tienden al punto de equilibrio a medida que el tiempo se acerca al infinito.

Para un sistema lineal invariante en el tiempo x(¢) = Ax(¢), la estabilidad del un punto de
equilibrio x = 0 se puede caracterizar por completo por la ubicacion de los valores propios
de A.

Considere el sistema auténomo
x = f(x), 2.7
donde f : D — R" es localmente Lipschitz en un dominio D C R" dentro de R".
Suponemos ¥ € D es un punto de equilibrio de 2.7, que es

fx) =0
Nuestro objetivo es caracterizar y estudiar la estabilidad de x. Para mayor comodidad
analizamos el caso donde el punto de equilibrio estd en el origen de R", esto es, X = 0.
No hay pérdida de generalidad porque cualquier punto de equilibrio puede ser trasladado al
origen mediante un cambio de variables. Suponga x # 0, y considere el cambio de variables
y =x —X. La derivada de y es dada por

y=s)=fly+x) =g),
donde g(0) =0.
En la nueva variable y, el sistema tiene el equilibrio en el origen, sin embargo, sin pér-

dida de generalidad, siempre asumiremos que f(x) satisface f(0) = 0, y estudiaremos la
estabilidad en el origen x = 0.

Definicion 2.5. El punto de equilibrio x =0 de (2.7) es
» Estable si, para cada € > 0 hay un 6 = 6(¢) > 0 tal que

| x(0) <8 = x(z) <&Vt =0
(ver figura 2.3 a)
» Inestable si no es estable
» Asintoticamente estable si es estable y d se elige de tal manera que
Ix(0) [} < 3= tim x(1) =0

(ver figura 2.3 b)

La eleccion de los valores de €, 8 para demostrar que el origen es estable, es un reto,
entonces, para cualquier valor de €, debemos producir un & dependiente de € tal que la tra-
yectoria que empieza en una vecindad § en el origen, nunca saldrd de la € vecindad [35]
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(a) Retrato de fase del péndulo no amortiguado
con el origen como punto fijo y estabilidad de
Lyapunov, y puntos inestables en (£, 0)

(b) Retratos de fase del péndulo amortiguado
con origen asintéticamente estable

Figura 2.2: Retrato de fase para el péndulo amortiguado y no amortiguado [2]

(b) Ejemplo de una solucién asintéticamente
(a) Ejemplo de una solucién estable en sentido de estable en sentido de Lyapunov, la solucién
Lyapunov en una vecindad cercana en una vecindad converge hacia la solucién
asintéticamente estable

Figura 2.3: Ejemplo de solucidn estable y estable asintdticamente
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2.3. Caracterizacion de los puntos de equilibrio
A partir del sistema (2.7), considere el sistema lineal
% = Ax, 2.8)
donde A € R™" = Df(x*) y x € R" es el vector de estados.

Los eigenvalores A del sistema guardan una estrecha relacién con los puntos de equili-
brio ya que determinan la forma en que las trayectorias interactian con el punto de equilibrio.

Definicion 2.6. Un punto de equilibrio es llamado sumidero si todos los eigenvalores de la
matriz Df(x*) tienen parte real negativa.
Se llama fuente si todos los eigenvalores de Df (x*) tienen parte real positiva.

El caso mds sencillo de analizar es cuando estamos en R2,
Con base en el comportamiento de las trayectorias alrededor de los puntos de equilibrio,
éstos pueden ser [35]:

» Nodo: Cuando todas las trayectorias de la variable asociadas al equilibrio se acercan
hacia €l de forma no ciclica, tenemos un nodo estable (figura 2.4a); por el contrario, si
las trayectorias se alejan del equilibrio de forma no ciclica estamos frente a un nodo
inestable.

= Foco: Este punto es asint6ticamente estable cuando todas las 6rbitas en sus proximi-
dades tienden a €l pero no entran en €l. Los focos inestables (figura 2.4b) se producen
cuando las trayectorias salen de él.

= Centro: Es tal que en sus proximidades todas sus Orbitas son cerradas, ninguna Orbita
entra y ninguna sale. Este punto es neutralmente estable (figura 2.4c).

= Punto silla: Las trayectorias del sistema inicialmente tienden al punto pero después
divergen de él. Este tipo de punto es inestable (figura 2.4d), nos encontramos con
dos trayectorias rectas que se acercan al origen y otras dos trayectorias rectas que se
separan del origen. Esto nos permite concluir, que todo punto de silla es inestable.
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(a) Nodo estable

. AN

(c) Centro

(d) Punto silla

Figura 2.4: Clasificacién de algunos puntos de equilibrio.
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A continuacién se presentan las caracteristicas de los eigenvalores de x = Ax y su clasifi-
cacion para los puntos de equilibrio [36].

Eigenvalores Tipo de punto critico Estabilidad
AM>A>0 nodo impropio inestable

A <A <0 nodo impropio asintoticamente estable
A <0<\ punto silla inestable

AM=A>0 nodo propio o impropio | inestable

M= <0 nodo propio o impropio | asintdticamente estable
Ayh =0t B; punto espiral

oa>0 inestable

a<0 asintoticamente estable
A = Bi, A2 = —B; | centro estable

Para el caso de R tenemos una combinacién de los casos presentados en R?, ya que
estamos interesados el caso de R3, y los sistemas con los que se han trabajado en la literatura
reportada, son los definidos como sistemas disipativos inestables, los cuales se caracterizan
por tener una raiz real y un par de complejos conjugados.

Estamos interesados en un tipo especial de puntos de equilibrio, que son los puntos tipo
foco silla.

Antes de definir que es un punto de equilibrio foco silla, primeramente definimos la va-
riedad estable W* que en este caso por ser un sistema lineal es representada por el subespacio
generado por los eigenvectores correspondientes a los eigenvalores con parte real negativa,
y la variedad inestable W* es representada por el subespacio generado por los eigenvectores
correspondientes a los eigenvalores con parte real positiva.

El equilibrio tipo foco silla conecta las variedades estables e inestables W* y W¥, respec-
tivamente, que son responsables de expandir y contraer el atractor, sin embargo, el foco silla
juega un papel importante en la generacion de los atractores multienroscados . El equilibrio
tipo foco silla de un sistema multienroscados en R? puede ser caracterizado en dos tipos de
acuerdo a su conjunto de eigenvalores A = {A1,A2,A3} C C [5].

(i) El equilibrio foco silla que es estable en una de sus componentes pero inestable y
oscilatorio en las otras dos. Es decir el componente estable corresponde al eigenvalor real
negativo, (Re{A;} < 0y im{A;} = 0) mientras los componentes inestables son relacionados
con los dos eigenvalores complejos conjugados (Re{A} > 0y im{A;} #0).

(if) El equilibrio foco silla, que es estable en dos de sus componentes pero inestable

en la otra (figura 2.5). Esto es, los componentes disipativos son oscilatorios. (im{A;} # 0
y Re{A;} < 0) mientras el componente inestable corresponde al eigenvalor con parte real
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EU
Figura 2.5: El subespacio estable E* es el plano yz, y el subespacio inestable es el eje x

positiva (Re{At} > 0y im{A} =0).

2.4. Disipatividad de los sistemas

Considere el sistema no lineal descrito por la siguiente representacion de espacio de
estados.

x=f(x)+g(x)u
y = h(x) (2.9)
donde x € D C R" denota la variable de estados, # € Ry y € R son entradas y salidas del sis-

tema, respectivamente. f : D — R", g: D — R", y h : D — R son diferenciables. suponemos
f(0) =0, es decir el origen x = 0 es un equilibrio del sistema (con u = 0).

Definicién 2.7. Para una funcion dada s(u,y), si existe una funcién C° definida no negativa
V:D — R tal que

V(x) <V(xo)+ /Ots(u(r),y(r))dnw >0 (2.10)

se mantiene para cualquier entrada u'y cualquier estado inicial xo = x(0), entonces el siste-
ma se dice disipativo. La funcion s es llamada tasa de suministro, y V (x) es llamada funcion
de almacenamiento.

Mas aiin, si existe una funcion definida positiva Q(x) > 0 (Q(0) = 0) tal que la siguiente
desigualdad se mantiene

V(x) = V(xo) < /0 ' (), y(7))dT — /0 ' 0(x(x))dxvr > 0 2.11)

Entonces el sistema se dice que es estrictamente disipativo [37].

La desigualdad (2.10) tiene su significado fisico. Si consideramos la funcion de alma-
cenamiento V(x(¢)) como el valor actual de la energia total del sistema, y (u,y) denota la
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energia suministrada por la sefial externa u, entonces la disipacidn significa que el sistema es
siempre con pérdida de energia durante el transitorio dindmico desde cualquier estado inicial
xo a el estado actual x(¢), es decir, no hay energia generada desde el sistema interno.

La definicién (2.7), presenta la definicidn de disipatividad a grandes rasgos para un sis-
tema fisico, a continuacion se presenta el concepto de disipatividad [38].

El modelo matematico del sistema Jerk de tres ecuaciones diferenciales no lineales de
primer orden acopladas:

X=y
y=z (2.12)
i=ax+ay+azz+b

Equivalentemente el sistema 2.12 se puede reescribir en la forma general de Jerk como sigue
X +aiXx+axi+azx+b=0 (2.13)

conay,az,a3ybeR

En nuestro modelo podria obtenerse la tasa de contraccioén del volumen del oscilador
definido en 2.12. Recordemos rdpidamente que la tasa de contraccién de volumen de un
sistema dindmico de tiempo continuo descrito por X = @(x), donde x = (x,y,2)7 y ¢(x) =

(01(x),02(x),03(x))T es dado por:

091 092 | JP3
A=V = 2.14
W =5 T T o (2.14)
Donde notamos que si A es constante , entonces la evolucion del tiempo en el espacio fase
es determinado por V(¢) = Vpe™, donde Vo = V(t = 0). Por lo tanto, un valor negativo de
A conduce a una contraccién exponencial rapida del volumen en el espacio de estados, y el

sistema dindmico es disipativo y puede desarrollar atractores.

Para A = 0, el volumen del espacio fase se conserva y la dindmica el sistema es conser-
vativa. si A es positiva , el volumen en el espacio fase, se expande y por lo tanto solo existe
inestabilidad, puntos fijos, ciclos o posiblemente repelentes cadticos, en otras palabras, la
dindmica diverge al evolucionar (es decir para t — o ) si la condicion inicia no coincide
exactamente con uno de los puntos fijos o estados estacionarios [38].

2.5. UDS tipo Iy UDS tipo II

Después de definir algunos tipos de puntos de equilibrio, y definir los tipos de variedades
que podemos tener en un punto de equilibrio tipo foco silla, podemos definir dos tipos de
sistemas disipativos inestables (UDS) [12].
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Ya que estamos interesados en generar atractores extrafios, primero se presenta una defi-
nicién formal de lo que es un atractor extrafo.

Definicion 2.8. Un sistema dinamico F es caotico en el sentido de Devaney [39] si:
= Los puntos periodicos de F son densos
n [ es transitiva
» F presenta sencivilidad a las condiciones iniciales

Para nuestro trabajo requerimos una definicién menos formal, para esto tenemos la si-
guiente definicion

Definicion 2.9. Un atractor extraiio es aquel que tiene un movimiento aperiodico y es muy
sensible a condiciones iniciales. En ocasiones surge cuando diferentes ciclos limite y pun-
tos fijos tipo silla se encuentran en el sistema. Bajo ciertas condiciones dichos repulsores
enviaran la trayectoria al infinito; sin embargo puede haber situaciones que la trayecto-
ria se quede viajando de repulsor en repulsor, sin tender al infinito, haciendo una orbita
aperiodica.

Considere el sistema lineal dado por
% = Ax, (2.15)

donde A € R"*" determina la dinamica del sistema, x € R" es el vector de estados. Una gran
cantidad de informacién sobre el comportamiento de las soluciones es determinado por el
operador lineal A de (2.15), y especificamente por sus eigenvalores A = {Ay,...,A,}, deter-
minados por el polinomio caracteristico asociado a la matriz A.

Un método conocido para saber la forma de las raices de un polinomio de tercer grado, es
a través del método de Tartaglia-Cardano, el cual lo podemos ver en el apéndice (A), donde
podemos observar tres casos posibles para las raices del polinomio, estos son:

= A <0, la ecuacidn tiene una raiz real y dos complejas conjugadas

= A =0, la ecuacion tiene raices multiples y todas sus raices son reales (puede ser una
raiz triple 6 una doble y una sencilla).

» A > 0, la ecuacion tiene tres raices reales distintas

De tal manera que estamos interesados tnicamente en los polinomios que tienen discrimi-
nante (A) menor que cero, ya que los sistemas UDS tienen un eigenvalor real y un par de
complejos conjugados, elegimos el caso A < 0 por simplicidad, por ser el caso mas parecido
a la forma de las raices que se estardn trabajando.

En el trabajo de Diaz Gonzdlez [6], se trabajan con sistemas estables, (las raices del po-

linomio son una raiz real negativa y dos complejas conjugadas con parte real negativa). La
idea de nuestra tesis es generar un sistema multiestable, partiendo de un sistema inestable
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(con todos sus eigenvalores en el semiplano derecho del plano complejo), generar los multi-
enroscados a través de la funciéon PW L, y por dltimo obtener multiestabilidad.

Los polinomios que nos interesan y que son ttiles para generar los multienroscados son
los que cumplen que el discriminante sea menor que cero, y para nuestro caso donde trabaja-
remos en R> tenga un eigenvalor real positivo y dos eigenvalores complejos conjugados con
parte real positiva.

A continuacion se presenta la definicion de un sistema UDS tipo [ y tipo /1.

Definicion 2.10. El sistema se dice que es un sistema disipativo inestable tipo I (UDS-I) si
Z?:l Ai <0y un eigenvalor \; es real negativo y los otros dos son complejos conjugados con
parte real positiva.

Definicion 2.11. El sistema se dice que es un sistema disipativo inestable tipo 11 (UDS-II)
Si ):?:1 Ai < 0y un eigenvalor A; es real positivo y los otros dos son complejos conjugados
con parte real negativa.

En un UDS-I existen dos tipos de variedades: la variedad estable de una dimensioén que
es equivalente al eigenespacio estable E* = span{v; }, donde v; es el eigenvector asociado al
eigenvalor A; con Re(A;) < 0y la variedad inestable de dos dimensiones que es equivalente
al eigenespacio inestable E* = span{v,,v3} donde v,,v3 son los eigenvectores asociados a
los eigenvalores Ay, A3 con Re(Ay,A3) > 0.

Este trabajo de tesis se trata de generar multienroscados a partir de sistemas inestables del
tipo que sus eigenvalores se encuentran en la parte derecha del plano complejo conjugado,
entonces se busca caracterizar los sistemas inestables que se pueden transformar a sistemas
disipativos inestables (UDS-I) para generar multienroscados a través de una funcion lineal
por partes (PWL).

Primeramente definimos que es una funcién lineal por partes (PWL)
Definicion 2.12. Una funcion lineal por partes PWL es dada de la siguiente manera

s1, Six€ Dy,
S = Do (2.16)

Sk, Six € Dy,

donde s; € R, D; representa los dominios que contendrdn al punto x* = —A~'B, y ademas
k . TN
Ui D =R".

La misién de la funcién PWL es la de gobernar la dindmica del sistema por medio
del cambio de ubicacién de un equilibrio x; hasta la posicién x7, i 7 j, cuando el flujo

0; : D; — R3 cruza del dominio i al dominio ;.

En la siguiente seccion se da una breve introduccion a multiestabilidad.
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2.6. Multiestabilidad

En la literatura podemos encontrar multiestabilidad basada en sistemas de tipo UDS, este
fendmeno se da por la forma en que estdn ubicadas las variedades estables e inestables que
son las responsables de guiar la dindmica del sistema de un punto de equilibrio tipo foco silla
a otro.

Definicion 2.13. En sistemas dindmicos, Multiestabilidad significa la coexistencia de di-
ferentes estados estables finales posibles para un conjunto de pardametros dados. El estado
final al cual el sistema convergerd, depende de las condiciones iniciales del sistema, es decir
la dindmica del sistema correspondiente a uno de los atractores es definida por la condicion
inicial [15].

La multiestabilidad es un fendmeno que se presenta de manera natural en muchos de los
sistemas bioldgicos, naturales y en ocasiones en sistemas electrénicos hechos por el hombre,
a continuacién presentamos algunos de los muchos ejemplos que podemos encontrar donde
se presenta la multiestabilidad.

2.6.1. Un ejemplo de multiestabilidad en la dinamica del clima

Dado que el clima esta regulado por numerosos parimetros naturales y se caracteriza por
diversas variables de estado, muchos estudios apoyan la idea de que la dindmica del clima es
un caracter multiestable [40].

La coexistencia de atractores, se ha obtenido en la variabilidad atmosférica, la dindmica
de la capa de hielo y la desertificacion del Sahara. En cada uno de estos fendmenos el tamafio
de las cuencas de atraccion de los posibles estados pueden variar drasticamente; un estado
en particular se determina por las condiciones iniciales y puede sufrir un cambio importante
debido al ambiente ruidoso, por ejemplo, fluctuaciones aleatorias en la direccién del viento,
la presion atmosférica y la temperatura.

Analizando la dependencia continua de las variables climéticas respecto de los datos ini-
ciales, fue como el meteor6logo E.N. Lorenz popularizoé, a partir de sus trabajos de 1960, la
Teoria del Caos Determinista de los sistemas dindmicos no lineales, que se presenta también
en diferentes ciencias como la Economia, Biologia, etc.

Esta interaccion entre las matemaéticas y el clima se refiere al estudio del comportamiento
de las soluciones de un sistema dindmico no lineal cuando el tiempo tiende a infinito.

A continuacion se describen las ecuaciones del sistema de Lorenz y se muestra una re-
presentacion grafica del sistema:

d

d_j:a(y_x)v

dy

2 —x(b—7)— 2.17
" x(b—2z)—y, (2.17)



o =z

Sistema Lorenz

Figura 2.6: Representacion del sistema de Lorenz con los pardmetros de a = 10; b = 28;
¢ = 8/3; y condicién inicial xo = (0.5,1,1)7.
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Capitulo 3

De sistemas inestables a multienroscados

Antes de comenzar este capitulo, trataremos de dar una breve introduccién a los sistemas
multienroscados, recientemente la generacion de atractores multienroscados ha sido amplia-
mente estudiada, y ya no es una tarea muy dificil encontrar un conjunto de pardmetros que
logren la generacion de atractores multienroscados.

En general, un atractor multienroscado puede ser construido a partir de sistemas disipa-
tivos no lineales o por medio de sistemas disipativos lineales afin que involucran el uso de
funciones PWL.

Para el caso que se maneja en esta tesis, se considera Unicamente el uso de sistemas
disipativos lineales afin de la forma siguiente:

x =Ax+ BS,

s1, Six € Dy;
S = Do (3.1
Spy, Six € Dy,

donde x = (x,y,z)T € R es el vector de estado, B = (0,0,1)7, s; = 1, ..., n, son niimeros
reales, A € R3*3 es un operador lineal y D; € R? es el dominio o regién que contendrd el
punto de equilibrio x} =-A~!Bs;, tal que U"_; D; = R,

Para generar los sistemas multienroscados, se parte de un sistema inestable de tal manera
que todos sus eigenvalores se localicen del lado derecho del plano complejo conjugado. Es
importante poder caracterizar los sistemas inestables que son ttiles para generar los multi-
enroscados mediante una transformacion adecuada.

Una aproximacion conveniente para construir la matriz A y el vector B es con base en la
ecuacion diferencial ordinaria (ODE) escrita en la forma de Jerky [38]: X +a X+ axx+azx+
B = 0, donde el sistema conmutado puede ser representado por el sistema x = Ax + B, donde
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x es el vector de estados, A € R3*3 es un operador lineal, B € R3 es un vector constante

A=10 0 1|, (3.2)

as az aj

y B = (by1,by,b3)T = (0,0,—B)”, el polinomio caracteristico de la matriz A esta dado por la
forma

PA(t):t3—a1t2—a2t—a3, (3.3)

para que la matriz A sea inestable de la manera que la requerimos es necesario que se cum-
plan las siguientes condiciones.

Proposicién 3.1. Consideremos el sistema x = Ax donde A € R3*3, x es el vector de estados,
sean az,ay,a nimeros reales definidos por: a3 = det(A) > 0, a; =traza(A) >0y ap <0,
A= a%a% — 27a% + 18aszaza; — 4a3a% — 4ag < 0, el discriminante de la ecuacion cubica.
donde la matriz A es de la forma canonica controlable,

0 1 0
A=10 0 11,
as —ap ap

con el polinomio caracteristico asociado a la matriz A dado por
PA(Z‘) = l‘3 —a1t2 +ast —aj

entonces el sistema A es un sistema inestable con un eigenvalor real positivo y dos ei-
genvalores complejos conjugados.

Demostracion. Tenemos que ay,a3 >0, a <0y A < 0. De acuerdo a la ley de los signos
de Descartes, el polinomio de la forma Py (¢) = 13 —ait* + art — az presenta los siguientes
cambios de signo (+ — +—), por lo que tenemos tres cambios de signo, entonces tenemos
una o tres raices reales positivas, tenemos que A < 0 entonces existe solo una raiz real y un
par de complejos conjugados, por lo tanto se garantiza la existencia de una raiz real positiva.

Las raices para un polinomio de tercer garado estan dadas por:

aj
X1=u+v——

3

1 3i

X = —§(u+v)+§(u—v)—%l (3.4)
1 3i

= =) = ) -3

donde
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aZ

= (424 2y = (ay — -+ _1 _ 3

La forma de las raices complejas es dada por medio del método de Cardano el cual se puede
consultar en el apéndice A.

Por lo tanto, se tiene una raiz real positiva y un par de complejos conjugados. O]

La forma de las raices del polinomio pueden presentar varios casos, los cuales dependen
del valor de D = /(%)% + (£)? (ver apéndice A)

Los sistemas en los que estamos interesados son los sistemas inestables los cuales cum-
plen con tener un eigenvalor real positivo y un par de complejos con parte real positiva.

Los eigenvalores estdn dados de la forma

7\'1 =0,
}\,273 = 062:|:()C3i,

Con o1, 0,03 € R, nos interesan solo los sistemas que cumplen con 0 < o < 0.

Para ver el comportamiento de un sistema inestable del tipo propuesto, veamos el si-
guiente ejemplo

Ejemplo 1. Considere la matriz

0 1 0
A=| o0 0 1|, (3.5)
024 —2.65 0.86

donde se cumplen las condiciones de la proposicion (3.1), cuyos eigenvalores son:

M =0.0931,
23 = 0.3835 + 1.5594i,

donde tenemos que o, = 0.0931, oy = 0.3835 y a3 = 1.5594, y se cumple que o.; < 0ly.

Con base en la caracterizacion de los sistemas inestables del tipo que los necesitamos
para nuestro trabajo, a continuacién procedemos a transformar el sistema inestable en un
sistema de tipo UDS. En nuestro caso cabe mencionar que se estard trabajando inicamente
con sistemas del tipo UDS-I.

(Que se pretende obtener o cual es el objetivo a lograr al transformar el sistema inestable
aun UDS-1? Como lo mencionamos en capitulos anteriores un UDS-I es un sistema el cual
tiene un eigenvalor real negativo y dos eigenvalores complejos conjugados con parte real
positiva, ya que en nuestro sistema inestable los eigenvalores del sistema se manejan los tres
con parte real positiva, la finalidad de la transformacion es que el eigenvalor real positivo del
sistema inestable lo podamos transformar en un eigenvalor real negativo y de esta manera
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poder obtener un punto de equilibrio tipo foco silla que serd el responsable de generar el
sistema multienroscado.

En este capitulo abordaremos mads a detalle el desarrollo de este método para transformar
el sistema inestable a un sistema de tipo UDS.

3.1. Transformar el sistema inestable a un sistema UDS-I

Para poder transformar el sistema inestable a un sistema UDS tipo I, se procede de la
siguiente manera:

Dado un polinomio caracteristico asociado a la matriz inestable de la forma presentada
en la proposicién (3.1), (con todos sus eigenvalores en el semiplano derecho del plano com-
plejo). Definamos algunos conceptos necesarios para llevar a cabo esta transformacion.

Definicion 3.1. Abscisa de Inestabilidad Dado un sistema inestable, cuyo polinomio ca-
racteristico estd dado por p(t) = t3 — ayt* + ast — a3, con sus eigenvalores todos del la-
do derecho del plano complejo dados de la siguiente manera: M = 0.1, Ay 3 = O £ 0i3i,
tal que 01,000,053 € RT, ademas o,y < 0 la abscisa de inestabilidad se define como 6, =
min{Re\;|Re)\; € RT}.

Al cumplir el sistema con los eigenvalores de la forma mencionada, podemos observar
que o, se refiere al valor a partir del cual podemos comenzar a mover el eigenvalor real
positivo al lado izquierdo del plano, es decir, tenemos un margen donde podemos variar un
pardmetro r para transformar el sistema inestable a un sistema donde tenemos al menos un
eigenvalor con parte real negativa y al menos un eigenvalor con parte real positiva.

Mencionando esto se procede al diseiio de u para poder mover los eigenvalores. Recor-
demos que en [5] se propone una manera de disefar u de tal manera que el polinomio estable
sea transformado a un sistema de tipo UDS, en este caso seguiremos de manera similar para
poder transformar el sistema inestable.

Lo que se busca es encontrar un intervalo para garantizar que el sistema transformado
tendrd un eigenvalor real negativo y dos eigenvalores complejos conjugados con parte real
positiva, esto se logra, aplicando una accién de control adecuada al sistema (1.3), de la si-
guiente manera

% = Ax+ bu, (3.6)

donde A es una matriz inestable del tipo definido en la proposicion (3.1). Necesitamos
definir la forma de u, para esto tomamos el polinomio caracteristico asociado al sistema ines-
table y la primera y segunda derivada, P4(t), P4 (¢) y PJ (), tomamos un valor de r definido
como r < —Gy, ya qué lo que queremos es mover el eigenvalor real positivo al semiplano
izquierdo del plano complejo, por lo tanto, sustituimos en las derivadas ¢ por —r, de donde
se obtienen Py (—r), Py(—r)y Py (—r)
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Definimos u de la siguiente manera

(=) Pu(=r) pa(=r)
u:(—a3—T,—a2—AT,—a — Az! )X, (3.7)
donde al aplicar u a x = Ax + bu, obtenemos la nueva matriz A de la siguiente manera:
0 1 0
A= 0 0 1 , (3.8)
pa(=r)  _pP4(=1) A
0! 1 20
en donde el nuevo polinomio caracteristico asociado a la matriz A esta dado por
ne_ ! (_ _

2! 1! 0!

Esta nueva familia de polinomios (3.9) tiene un punto de equilibrio tipo foco silla, es
decir al modificar el sistema inestable por medio de u, la nueva matriz A tiene un eigenvalor
real negativo y dos eigenvalores complejos conjugados con parte real positiva.

Recordando la definicién (2.10) para sistemas disipativos inestables, tenemos por condi-
cién que la suma de los eigenvalores sea negativa, para verificar que nuestro sistema modi-
ficado cumpla con la condicién de disipatividad, se tiene que encontrar el maximo intervalo
de inestabilidad para sistemas UDS tipo I, esto se logra de la siguiente manera.

3.2. Maximo intervalo de inestabilidad UDS

La idea de encontrar un intervalo méximo de inestabilidad UDS es que queremos que el
sistema ya modificado nos garantice que se obtendran siempre un polinomio de tipo UDS-
I, en este caso, que nos garantice que tendremos siempre para cualquier valor r dentro del
intervalo de inestabilidad UDS, un eigenvalor real negativo y dos eigenvalores complejos
conjugados con parte real positiva.

Ademads una condicién para que los sistemas de tipo UDS puedan generar los atractores
multienroscados es que la suma de los eigenvalores sea menor que cero, en este caso se co-
noce como condicién de disipatividad.

A continuacion se presenta la manera para encontrar el mdximo intervalo de inestabili-
dad.

A partir del sistema ( 3.8 ) para los valores de r < —0,, se tiene la familia de polinomios
inestables de la siguiente manera

e I (_ _
Pr:l3+PA(2' r)t2+pA(1‘r)t+pA(()' ”), (3.10)
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donde py4 es el polinomio inestable original.

Para la familia de polinomios P,, si r = 0 entonces el comportamiento de la solucién del
sistema es dado por el polinomio caracteristico P4 (¢). Entonces podemos perturbar la varia-
ble r de tal manera que podamos mantener la misma dindmica inestable del sistema original.

Siguiendo este concepto, nos interesa conocer el maximo rango del valor de r tal que el
sistema permanezca en UDS-I. El caso para P4(r) estable es llamado el problema de encon-
trar el maximo intervalo de estabilidad y fue estudiado por Bialas alrededor de 1985, en [41]
podemos observar el desarrollo de este tipo de sistemas.

Un intervalo de inestabilidad UDS de la familia de polinomios P, es un intervalo [a, b],
si P, tiene nj raices en C~ y n—n; raices en C* para todo r € [a,b] [7].

Lema 3.1. Condicion de disipatividad [5]
La suma de las raices del polinomio Py = air’ + art®* + ast + ay es negativa si y solo si

az
2 >,

Ya que las raices de nuestro polinomio estdn dadas por A; = o1, A2 3 = 0o £ 034, y siendo
o] < O quiere decir que podemos comenzar a variar el valor del pardmetro r a partir de la
abscisa de inestabilidad, definiendo r < —G,, = —al1, para poder obtener una raiz real nega-
tiva y un par de complejos conjugados con parte real positiva.

Ya que lo que queremos es mover un raiz al semiplano izquierdo del plano complejo, a
partir de oy podemos comenzar a dar valores a r, y nuestro siguiente limite serd o que sera
el margen que tenemos para que el sistema no se transforme en estable.

De esta manera, el intervalo de inestabilidad UDS estd dado por (—o, —0), los signos
menos estan dados en relacion a la forma de definir la abscisa de inestabilidad.

Con base en el lema (3.1), y a la descripcion del intervalo de inestabilidad, se tiene la
siguiente definicion:

Definicion 3.2. Mdximo intervalo de inestabilidad UDS

Este intervalo se caracteriza por ser un intervalo donde podemos variar el valor de r pa-
ra obtener un sistema inestable UDS, este intervalo estd definido por la interseccion del
intervalo de inestabilidad y la condicién de disipatividad, (—o,—02) N (32 > 0).

A continuacién veremos un ejemplo donde transformaremos un sistema inestable a un
sistema UDS-I. En este ejemplo lo que se busca es dar una ilustracién del método presen-
tado anteriormente, para transformar el sistema inestable a un sistema de tipo UDS' y poder
bosquejar el desarrollo seguido para encontrar una familia de polinomios utiles para generar
los multienroscados.

Ejemplo 2. Ejemplo de sistema inestable a UDS-I Considera la matriz que cumple las
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condiciones de la proposicion (3.1) dada por

0 1 0
A= 0 0 1, (3.11)
0.15 —236 0.687

donde los eigenvalores son
A1 = 0.0647,

A3 =0.3112+1.4910i,
la abscisa de inestabilidad estd dada por 6, = 0.0647.
En las graficas de la figura (3.1) podemos ver en la figura (a) la representacién de la

trayectoria del sistema inestable en el plano (x,y), en la figura (b) y (c) la proyeccién sobre
los planos (x,z) y (v,z) respectivamente.

x10% »10%7

(a) Proyeccidn de la trayectoria inestable so- (b) Trayectoria inestable proyectada sobre el
bre el plano (x,y). plano (x,z).

o7
2510

. L L . L L L . )
12 -10 El 6 4 2 0 2 4 6
y x10%8

(c) Proyeccién de la trayectoria inestable so-
bre el plano (y,z).

Figura 3.1: Representacion de la trayectoria de un sistema inestable descrito por (3.11).
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Ya que tenemos un sistema inestable del tipo que lo requerimos, el siguiente paso es
transformar el sistema inestable a un sistema de tipo U DS, para esto, tomando el valor de la
abscisa de inestabilidad 6, = 0.0647 y dando un valor arbitrario r < —G,,, adicionalmente
necesitamos la primer y segunda derivada del polinomio P(A) que es el polinomio caracte-
ristico asociado a la matriz A inestable, para este ejemplo tenemos

palt) =13 —0.687t2 +2.36r —0.15,

p(t) =312 — 1.3741 +2.36, (3.12)
ph(t) =6t —1.374,

al sustituir en las derivadas ¢ por —r, este cambio se debe a la forma en que esta definida
la abscisa de inestabilidad G, se obtiene lo siguiente

pa(—=r) = (—=r)* —0.687(—r)> +2.36(—r) —0.15,

Ph(t) =3(=r)? = 1.374(—r) +2.36, (3.13)
pu(t) =6(—r)—1.374,
para algtin valor de r < —G,, para este caso tomamos el valor de r = —0.15, u estd dado de
la siguiente manera:
/ 1/
A(—r Pa(—=r pal—=r
w=(—az— L é! ),—a2—¥,—a1— A(zz ))x, (3.14)

al hacer la sustitucién y aplicando u al sistema % = Ax + bu, la matriz A esta dada por:

0 1 0
A= 0 0 1 , (3.15)
—-0.1919  -2.2214  0.2370

cuyos eigenvalores de la matriz A son un eigenvalor real negativo y los otros dos son com-
plejos conjugados con parte real positiva dados por:

A1 = —0.0853,

A3 =0.1612+1.4909i,

ya que tenemos un sistema convertido a un sistema cuyos eigenvalores son de la forma ne-
cesaria para generar los multienroscados, necesitamos ahora garantizar que los eigenvalores
de la familia de polinomios sea disipativo, es decir, hasta aqui hemos encontrado una familia
de polinomios que nos generan un punto de equilibrio tipo foco silla, pero lo que necesita-
mos es garantizar que la suma de los eigenvalores del polinomio resultante es negativa, para
garantizar esto, es necesario encontrar el maximo intervalo de inestabilidad UDS.

Buscamos encontrar el maximo intervalo de inestabilidad U DS, donde el sistema cumple

con que su punto de equilibro sea un tipo foco silla, y ademas se cumpla la condicién de
disipatividad, esto para poder garantizar que el sistema ya transformado a un sistema UDS
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sea un buen candidato para poder generar los atractores multienroscados.

Con base en la descripcion del intervalo de inestabilidad UDS, lo que buscamos es el
maximo intervalo donde el sistema modificado es candidato a generar los atractores multi-
enroscados, siguiendo este método, necesitamos la familia de polinomios transformados a
UDS, la cual estd dada por:

i /
pa(=r) o Pa(=r)  pal=r)
o -+ 1 t+ T (3.16)

El maximo intervalo de inestabilidad UDS, el cual lo encontramos verificando la con-
dicién de disipatividad, para el ejemplo (2), la familia de sistemas inestables con punto de
equilibrio tipo foco silla estd dada por:

P, =1+

6(—r)—1.374 ,  3(—r)*—1.374(-r)+2.36
"+ t
2! 1!
(—r)® —0.687(—r)?+2.36(—r) —0.15
0! ’
con base en la proposicion (3.1), lo primero que buscamos es que esta familia cumpla la

condicioén de disipatividad, para este ejemplo tenemos lo siguiente sustituyendo los valores
correspondientes

P, =1+

(3.17)

Pa(=r)
2!

1
6(—r) —0.687(2)
21

r< —0.229,

>0,

>0, (3.18)

con base en la definicion del maximo intervalo de inestabilidad UDS (3.2), tenemos (—0t;, —02) N
(&2 > 0), para nuestro caso r € (—0.3112, -0.229).

Ya que tenemos el maximo intervalo UDS donde se garantiza que obtendremos un ei-
genvalor real negativo y dos eigenvalores complejos conjugados y ademds la suma de los

eigenvalores es negativa, lo que sigue es disefiar la funcion PW L para generar los multien-
roscados.

3.3. Generar multienroscados a través de sistemas PWL

Ya que se tiene un sistema de tipo UDS-I nuestro siguiente objetivo es poder generar los
multienroscados a través de una funcién lineal por partes por su sigla en inglés (PWL).
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La misién de la funcién PWL es la de gobernar la dindmica del sistema por medio
del cambio de ubicacién de un equilibrio x; hasta la posicién x7, i 7 j, cuando el flujo

0D — R3 cruza del dominio i al dominio Jj-

Dado el sistema
x = Ax+ BS + Bu, (3.19)

donde x = [x,y,z]” € R3 es el vector de estados, B € R? es un vector real afin, A € R3*3
denota una matriz lineal no singular, y S es una funcién constante por partes.

Anteriormente se vié como disefiar u# para transformar el sistema inestable a un sistema
UDS-1, ahora veremos como seguir construyendo nuestra sefial de control para poder obtener
los multienroscados. Entonces al aplicar u al sistema (3.19) obtenemos el nuevo sistema de
la forma

0 1 0
X = 0 0 1 x4+ BS = Ax + BS, (3.20)
_PAé'—r) _Pﬁag?r) _I’Xg’*r)

Cuando r cumple las condiciones del méximo intervalo de inestabilidad UDS, podemos
obtener un sistema disipativo inestable con la posibilidad de generar atractores multienros-
cados.

Las siguientes consideraciones son indispensables para poder tener un sistema U DS tipo
I dado por la ecuacion (3.19), que es util para generar un atractor [6].

a) La parte lineal del sistema debe satisfacer la condicién de disipatividad Y} | A; <0,
donde A;,i = 1,2,...,n son los eigenvalores de A. considere que n-2 de los A; son eigenvalo-
res reales negativos, y dos A; son eigenvalores complejos conjugados con parte real positiva,
resultando x* un punto de equilibrio tipo foco silla.

Este tipo de equilibrios presentan una variedad estable M* = span{Vy ,...,Vy _»} € R"
con una eigendireccion rapida y una variedad inestable M* = span{V, _;,vA,} € R" con
una eigendireccion en espiral lenta. Donde V), corresponde al eigenvector de la matriz A
asociado al eigenvalor A,;.

b) El vector afin BS puede ser considerado una funcién discreta que cambia dependiendo
en cual dominio D; C R” se localice la trayectoria. En consecuencia R” = [ J*_; 0. Entonces
el sistema conmutado con base en la ecuacién (3.19) es dado por:

% =Ax+BS,
s1, sixe€ Dy;

§o, Six € Do, 3.21)
Sk, Six € Dy.
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Los equilibrios del sistema (3.21) son x; = —A~!'Bs;coni=1,....k, y cada entrada s; del
sistema de conmutacion se considera de tal manera que se preserven acotadas las trayectorias
del sistema (3.21). De alli que la eleccion de las s; para la funcién S determina la region de
conmutacion de los dominios 2; que encierran cada equilibrio x;.

El disefio de las s; depende de donde queramos colocar el punto de equilibrio, y las
superficies de conmutacidn, las elegimos de manera que el punto de equilibrio quede en el
centro de dichas variedades, es decir calculamos la distancia euclidiana para ejemplificar este

3
caso en R

d(xp,x1) = \/(x]ko —x71)? + (x5 —x51)2 + (x50 — x5,)? (3.22)

que tiene que ser la misma entre cada punto de equilibrio.

A continuacion se presenta un ejemplo donde con base en un sistema inestable transfor-
mado a UDS-1, y con una funcién PW L podemos generar los atractores multienroscados.

3.3.1. De inestabilidad a multienroscados

A manera de resumen y para hacer mas ficil el entendimiento del proceso para generar
un atractor multienroscado partiendo de un sistema inestable de la forma correspondiente a
la definicién (3.1), se presenta el siguiente ejemplo.

En el ejemplo (2), se present6 el proceso para transformar el sistema inestable a un siste-
ma UDS-1, recordemos que partimos de un sistema perteneciente a R* donde los eigenvalores
del sistema estan todos en el semiplano derecho del plano complejo, donde el eigenvalor real
es menor que la parte real del eigenvalor complejo conjugado.

Se define la abscisa de inestabilidad 6, esto es el margen que tenemos para poder mover
los eigenvalores del sistema para transformarlo a un UDS-I donde se requiere un eigenvalor
real negativo y dos eigenvalores complejos conjugados con parte real positiva, posteriormen-
te se encuentra el maximo intervalo de inestabilidad, donde se garantiza que el sistema tiene
un eigenvalor real negativo y dos eigenvalores complejos conjugados con parte real positiva,
y ademads la suma de sus eigenvalores es negativa, para cumplir con la condicién de disipati-
vidad.

Ahora solo nos resta ejemplificar la creacion de los atractores multienroscados a través
de la funcién PWL en base al desarrollo presentado.

Ejemplo 3. Generar un atractor multienroscado partiendo de un sistema U DS-1

Retomando el ejemplo (2) partiendo del sistema inestable con sus eigenvalores todos en
el semiplano derecho del plano complejo dados por:

0 1 0
A= 0 0 1|, (3.23)
0.15 —236 0.687
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Cuyos eigenvalores son:
A1 = 0.0647,

A3 =0.31124+1.4910i,

para transformar el sistema inestable a un sistema U DS-I utilizamos la siguiente u

—r I (r "(_p
Y= <_a3_PA§)! )7_a2_PA1!( )7_a1_PA(2! ))X, (3.24)

para r < —0.229 que es donde se cumple la disipatividad, en este caso se toma el valor de
r = —0.3, al aplicar u a nuestro sistema inestable se obtiene la nueva matriz A que genera los
sistemas de tipo UDS-I dado de la siguiente manera:

0 1 0
A= 0 0 1 ) (3.25)
—1.1422 —1.1342  —0.663

con el polinomio caracteristico asociado a la matriz A
P;(r) =13 +0.663% +1.13421 + 1.1422, (3.26)
cuyos eigenvalores de la matriz A son
A1 = —0.8695,
A3 =0.1032+1.1415i,

tenemos un eigenvalor real negativo y dos eigenvalores complejos con parte real positiva,
cuyos eigenvalores cumplen Zf’: 1 Ai = —0.6631 < 0, el cual cumple con la definicién (2.10),
de sistemas disipativos inestables.

Para este ejemplo definimos S de la siguiente manera:

1.0280 six > 0.75;
0.6853 s10.45 <x<0.75;
S = 0.3427 si0.15 <x < 0.45; (3.27)
0 si —0.15<x<0.15;
—0.3427 six < —0.15.

Donde los s; los elegimos a conveniencia para que los puntos de equilibrio queden cen-
trados en valores de —0.3, 0, 0.3, 0.6 y 0.9.

A continuacién presentamos en la siguiente grafica un atractor multienroscado para el
sistema generado por el sistema (3.25) y (3.27).

En la figura (3.2) se muestra la trayectoria del sistema para una condicién inicial xo =
(0.2,0,0)7.
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En la figura (3.3) podemos ver que para diferentes condiciones iniciales xo = (—0.4;0;0)7

la trayectoria de color azul, xo = (—0.1;0;0)7 la trayectoria de color rojo, xo = (0.2;0;0)7
la trayectoria de color verde, xo = (0.5;0;0)7 la trayectoria de color cian, xy = (0.8;0;0)7 1a
trayectoria de color amarillo, el multienroscado se sigue formando, es decir sin importar la
condicién inicial que tomemos, las variedades estables alcanzan a atrapar la trayectoria del
sistema que se escapa por la variedad inestable del punto de equilibrio tipo foco silla.
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0.2

(a) Representacion en el espacio fase del atractor multienros-
cado con condicién inicial xo = (0.2,0,0)7

A ?&Q/\/’\\' A
W (K7 " 1/
0.05 I / ‘{' " '
o | \
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-0.15

-0.21

025 1 1 il 1 1 1 N I ]
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X

(b) Proyeccion del atractor en el plano (x,y)
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(c) Proyeccién del atractor en el plano (x,z)

Figura 3.2: a) Atractor multienroscado generado a partir del U DS tipo I con condicién inicial
xo = (0.2,0,0)7, b) proyeccién del atractor en el plano (x,y), ¢) proyeccién del atractor en
el plano (x,z).
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1 1.5

(a) Trayectorias oscilando en el atractor con cinco enroscados con condi-
cién inicial diferentes xy = (—O.4;O;O)T la trayectoria de color azul, xg =
(—0.1;0;0)7 la trayectoria de color rojo, xo = (0.2;0;0)7 la trayectoria de
color verde, xg = (0.5;0;0)7 la trayectoria de color cian, xo = (0.8;0;0)7 la
trayectoria de color amarillo.
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(b) Proyeccién del atractor en el plano (x,y)
03r
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01f

(c) Proyeccion del atractor en el plano (x,z)

Figura 3.3: Generacion de cinco enroscados partiendo de cinco condiciones iniciales dife-
rentes indicadas en diferente color.
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3.4. Conclusiones

En este capitulo se presenté un método para generar los atractores multienroscados par-
tiendo de un sistema inestable con todos sus eigenvalores en el semiplano derecho del plano
complejo.

Primeramente se describe el tipo de sistemas inestables tales que al aplicarles una accion
de control u, el sistema inestable se convierte a un UDS-I.

Se present6 la forma de disefiar el control u, asi como algunas definiciones importantes
para poder realizar el disefio, tales como son la abscisa de inestabilidad y el maximo interva-
lo de inestabilidad UDS.

Es importante notar también la forma de disefiar la funciéon PWL, ya que el nimero de
valores s; depende de cuantos enroscados queremos en nuestro atractor.

Aunque se conocen UDS tipo I y tipo 11 y en la literatura hay reportada generacion de
atractores multienroscados para estos dos tipos pero partiendo de sistemas estables o direc-
tamente para estos tipos de sistemas, en esta tesis solo se trabaja con sistemas de tipo 1,
partiendo de sistemas inestables del modo propuesto.

En el siguiente capitulo se presenta la metodologia para pasar de un sistema que genera
monoestabilidad a multiestabilidad.
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Capitulo 4

Multiestabilidad

En este capitulo presentamos la manera de pasar de monoestabilidad a un sistema que
genera multiestabilidad, esto es, a través de mover las variedades estables e inestables del
sistema podemos atrapar la trayectoria del sistema en diferentes atractores, donde cualquier
condicion inicial perteneciente a alguna cuenca de atraccidn siempre convergerd al mismo
atractor, esto es, un solo atractor de los diferentes que coexisten.

Dependiendo de la condicion inicial que se parta, la trayectoria se queda oscilando alre-
dedor de alguno de los puntos de equilibrio del sistema, y toda la dindmica se mantendra en
el atractor donde se encierre la trayectoria del sistema.

4.1. Introduccion a multiestabilidad

El fenémeno de tener dos atractores coexistiendo generados por un sistema no lineal ha
sido reportado por Arecchi y colaboradores en [42], quien llamo a este comportamiento mul-
tiestabilidad generalizada.

La coexistencia de multiples atractores es comun en una amplia variedad de sistemas,
por ejemplo, modelos geofisicos, sistemas mecdnicos, sistemas neuronales, etc.

La region de coexistencia de estos atractores es critica, ya que un pequefio ruido puede
conmutar el sistema fisico, agregando una nueva caracteristica a escenarios cadéticos habitua-
les. En tales casos las propiedades de las cuencas de atraccion estdn determinadas en gran
medida por la estructura de los puntos de equilibrio tipo silla.

Los puntos de equilibrio tipo silla, los cuales conectan a una variedad estable W* y una
variedad inestable W* son responsables de los fenémenos de estiramiento y doblamien-
to (stretching and folding), por lo tanto, juegan un papel importante en la generacién de
caos [15], [17].

Acorde a esto, un sistema lineal afin en R3, puede ser caracterizado de acuerdo a los
eigenvalores asociados a la parte lineal del sistema. Si la suma de los eigenvalores es nega-
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tiva y el punto de equilibrio es tipo silla, entonces el sistema es llamado sistema disipativo
inestable (UDS) [12].

A continuacidén damos la definicion de multiestabilidad

Definicion 4.1. En sistemas dindmicos, multiestabilidad significa la coexistencia de diferen-
tes estados estables finales posibles para un conjunto de pardmetros dados. El estado final
al cual el sistema convergerd, depende de las condiciones iniciales del sistema, es decir la
dindmica del sistema correspondiente a uno de los atractores es definida por la condicion
inicial [15].

El objetivo del presente capitulo es mostrar la coexistencia de atractores multiestables
obtenida a través de un sistema basado en la teoria de sistemas disipativos inestables partien-
do de un sistema inestable de la forma propuesta, particularmente de UDS-I, que contiene
en sus ecuaciones una funciéon PWL.

4.2. Descripcion del modelo

Con base en la descripcion previa de un UDS, en esta seccidon consideramos el sistema
PWL dado en (3.27), el objetivo es introducir un pardmetro de bifurcacién v en este tipo
de sistemas para pasar de un sistema que presenta monoestabilidad a la multiestabilidad, la
mision del pardmetro v tiene la finalidad de controlar las variedades estables W* e inestable
W*" en cada s; para atrapar las trayectorias en un solo atractor.

Considere el sistema lineal afin descrito por la siguiente ecuacion
% = Ax+ Bu+ BS, 4.1)

donde x = (x,y,z)T € R3 es el vector de estados, A = (aij) € R33 coni,j=1,2,3 es una
matriz no singular, B = (0,0, 1)T € R3 es un vector real, S es una funcién PWL y u esel
control.

Al aplicar el control a nuestro sistema se obtiene el sistema controlado a UDS-I de la
siguiente manera:
x =Ax+BS. (4.2)

El punto de equilibrio del sistema se encuentra en xf = —A~ I Bs;, una condicién importante
para que se generen oscilaciones alrededor de dicho equilibrio es que existan eigenvalores
complejos conjugados asociados a la matriz A, ademds que las variedades tangentes a los
puntos de equilibrio x* sean una estable W*(x*) y la otra inestable W*(x*).

De acuerdo a los trabajos reportados en [4], [12], los sistemas disipativos inestables

(UDS) poseen las caracteristicas mencionadas anteriormente para producir las oscilaciones
que generan un atractor extrafio.

44



A pesar de que existen dos tipos de sistemas disipativos inestables (UDS-I) y (UDS-II),
en este trabajo solo se abordara la generacion de atractores multienroscados y multiestabili-
dad por medio de UDS-1

Ya que la ubicacién de los puntos de equilibrio del sistema (4.1) asi como las variedades
estable e inestable dependen de la matriz A y del vector B, considera la forma siguiente para
representar la matriz A con el pardmetro v de bifurcacion:

0 1 0 0
A= 0 0 1 B= 0] %V, (4.3)
_PA(()!—V) *V _PAI*!(V) KV _PAg!*V) KV 1
conVv € R.
s1 six € Dy;

Sp Six € Dy,

El parametro v puede afectar la disipatividad del sistema ya que la disipatividad esta dada

/" - . . . . . . . /" - .
por —v x Z Ag, r), la disipatividad del sistema se mantiene si —v 2 Ag, r), se mantiene en —1,
. n .
es por esto que el valor de v esta determinado por —1# *V=—1

4.3. Generar atractores multiestables

Ahora veremos un ejemplo en particular para mostrar el método descrito anteriormente
para poder generar multiestabilidad basada en sistemas UDS-I.

Con base en los resultados anteriores se obtienen los siguiente resultados para la genera-
cién de los atractores multiestables. Teniendo en cuenta la forma de la Matriz A y el vector
B de la forma descrita en la ecuacion (4.3) y retomando el ejemplo en particular que veni-
mos trabajando desde el inicio de este trabajo, es decir para poder ejemplificar que partiendo
de un sistema inestable, luego transformarlo a un UDS-I ahora mediante un parametro de
bifurcaciéon v podemos mostrar que se obtiene la multiestabilidad, partiendo de un sistema
inestable.

Ejemplo 4. Generar multiestabilidad

Retomando el ejemplo (3) donde se obtuvo la familia de sistemas U DS-I, donde para un
valor en especifico de r = —0.3 se obtiene el siguiente polinomio

Pi(r) =12 4+0.6631% +1.1342¢ + 1.1422, 4.5)
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descrito este polinomio en forma matricial obtenemos el siguiente sistema

0 1 0 0
A= 0 0 1 B=[0] *v, (4.6)
—1.1422%v  —1.1342%v  —0.663 %V 1

1.0280 six > 0.75;
0.6853 s10.45 <x<0.75;
S = 0.3427 i 0.15 <x < 0.45; 4.7)
0 si —0.15<x<0.15;
—0.3427 six < —0.15.

Como se menciona, nuestro primer desafio es que necesitamos que la suma de los eigen-
valores del sistema sea negativo, es decir que la traza de la matriz se mantenga en —1, en
nuestro sistema (4.6) para un valor v € R™, v = 1.5083 queda de la siguiente manera

0 1 0 0
A= 0 0 1 |,B=|0]| *1.5083, (4.8)
—-1.7228  —-1.7107 -1 1

La mision del pardmetro v mejor conocido como pardmetro de bifurcacion, es la de controlar
las variedades estables e inestables en cada s; para atrapar las trayectorias en un solo atrac-
tor, ahora s6lo nos resta mostrar la generacién de multiestabilidad basada en sistemas U DS-I.

Del sistema (4.8) obtenemos sus eigenvalores, los cuales estdn dados por
A1 = —1.0044,

A3 =0.0022+1.3096i.

Para observar la creacion de los sistemas multiestables podemos observar en la figura
(4.1) la representacion grafica de la multiestabilidad, en la figura (4.1a) podemos ver que
para cinco condiciones iniciales diferentes, la dindmica del sistema se mantiene atrapada en
un solo atractor de los cinco atractores coexistiendo, esto depende de que la condicién inicial
se encuentre dentro de la cuenca de atraccion de uno de los cinco atractores que coexisten.

En la gréfica de la figura ( 4.1c), podemos ver como al mover el pardmetro de bifurca-
cién v, se pueden controlar las variedades estables e inestables, es decir al momento que la
trayectoria del sistema sale por la variedad inestable W*, la variedad estable W* logra atrapar
la trayectoria para nuevamente mantenerla dentro del dominio del punto de equilibrio.
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03 .

(a) Atractores en el espacio de estados para cinco condiciones ini-
ciales diferentes xg = (—0.4;0;0)T la trayectoria de color azul,
x0 = (—0.1;0;0)7 la trayectoria de color rojo, xo = (0.2;0;0)7 la
trayectoria de color verde, xo = (O.S;O;O)T la trayectoria de color
cian, xo = (0.8;0;0)7 la trayectoria de color amarillo.
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(b) Proyeccién de los atractores en el plano (c) Proyeccién de los atractores en el plano
(x,) (x,2)

Figura 4.1: Generacién de cinco atractores coexistiendo partiendo de cinco condiciones ini-
ciales diferentes marcadas con color diferente.
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Las condiciones iniciales para generar la multiestabilidad son las mismas que las utili-
zadas en la figura (3.3) xo = (—0.4;0;0)7 Ia trayectoria de color azul, xo = (—0.1;0;0)7 la
trayectoria de color rojo, xop = (0.2;0;0)T la trayectoria de color verde, xo = (O.S;O;O)T la
trayectoria de color cian, xo = (0.8;0; O)T la trayectoria de color amarillo.

Esto con la finalidad de poder ejemplificar que mediante un pardmetro de bifurcacién v
podemos controlar las variedades estables e inestables, para poder generar multiestabilidad,
y en el lugar de que la dindmica del sistema siga toda la trayectoria por los cinco puntos, solo
se mantendrd atrapada en alguna region dependiendo de la condicién inicial que se elija.

4.4. Conclusiones

En este capitulo, retomamos el sistema multienroscado de tipo UDS-I el cual se basa en
un sistema inestable, luego transformamos el sistema mediante un pardmetro de bifurcacion
Vv, para obtener un comportamiento multiestable, que involucra el uso de funciones lineales
por partes, por su sigla en inglés PW L.

En este caso, los puntos de equilibrio del sistema siempre se ubican sobre el eje x, para
el uso de la funcion PWL se asigna un valor n para determinar el nimero de puntos de equi-
librio que existirdn en el atractor que se disefia.

El nimero de puntos de equilibrio corresponden al nimero de atractores multiestables
que existirdn, los cuales pueden aumentar tanto como queramos siempre y cuando se conser-
ve la misma distancia de uno y otro.

A manera de resumen y para observar el desarrollo de este trabajo notemos lo siguiente:

Ya que se tiene la caracterizacion de los sistemas inestables los cuales son ttiles para
transformarlos a UDS-I, se dan las definiciones ttiles para poder disefar el control u, en-
tre estas definiciones estan la abscisa de inestabilidad, el maximo intervalo de inestabilidad

UDS.

Posteriormente se disefia la funcion PW L que es la encargada de generar los multienros-
cados, en la cual se define el nimero de enroscados que tendra el atractor.

Finalmente a través del pardmetro de bifurcacion se puede generar la multiestabilidad.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1. Conclusiones

En esta tesis se presentd la manera de generar multiestabilidad en R a partir de sistemas
con dindmica inestable y con todos sus eigenvalores en el semiplano derecho del plano com-
plejo.

En la literatura se puede encontrar la generacion de sistemas multienroscados partiendo
de sistemas estables, y adicionalmente se encuentra también la generaciéon de multiestabi-
lidad basada en sistemas UDS-I, pero hasta la fecha no se ha encontrado multiestabilidad
basada en los sistemas inestables del tipo trabajado en esta tesis

Ya que sélo se encuentran trabajos partiendo de sistemas estables, nuestro objetivo prin-
cipal es partir de un sistema inestable con todos sus eigenvalores del lado derecho del plano,
y poder definir que caracteristicas deben tener estos sistemas para ser Utiles en la creacion de
los multienroscados.

Primeramente definimos los sistemas inestables tales que son ttiles para generar los mul-
tienroscados, donde estos sistemas presentan algunas caracteristicas especificas para que
puedan ser de la forma de un eigenvalor real positivo y dos eigenvalores complejos con-
jugados con parte real positiva, de tal manera que el eigenvalor real sea menor que la parte
real de los complejos conjugados.

Luego se procede a transformar el sistema inestable a un sistema de tipo U DS-I, recor-
demos que en la literatura se reportan dos tipos de sistemas UDS tipo I y tipo 11, aunque es
posible generar los multienroscados para estos dos tipos de sistemas, s6lo nos enfocamos en
la generacion de los multienroscados partiendo de sistemas de tipo 1.

Para esto se disefia una funcion lineal por partes PW L, donde podemos fijar un valor n,
que determinard el nimero de enroscados que se obtendran en el sistema, cabe recordar que
el nimero de enroscados puede aumentar tanto como nosotros queramos.

Ya que transformamos el sistema inestable a un sistema UDS-I el siguiente paso fue
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mediante un pardmetro de bifurcacién v, tratar de controlar las variedades estable W* y la
variedad inestable W" para poder atrapar la trayectoria del sistema en un solo atractor, y
manteniendo la condicion de disipatividad, el lugar donde se concentre la dindmica del sis-
tema depende de que condicidn inicial tomemos, y a que dominio pertenezca.

Ya que como se menciond al inicio de esta tesis, la importancia de este trabajo es que
no se ha encontrado reportado en la literatura la generacién de multiestabilidad basada en
sistemas inestables del tipo que manejamos en este trabajo.

En este trabajo se ha encontrado una manera de poder crear multiestabilidad partiendo de
sistemas inestables con todos sus eigenvalores en el semiplano derecho del plano complejo.

De manera final el sistema queda definido de la siguiente manera:

x =Ax+B(u(v)+Sv), (5.1
donde A € R¥3, B=1[0;0;1]",v € R,

s1, Six € Dy;
S= -
Spy, SIx € D).
/ i
_ pa(—r) pa(=7) pa(=1)
u—= (—(13 - TV, —aj) — TV, —d] — TV)X,
para esto la matriz A debe cumplir con las condiciones dadas en la definicién (3.1), para
asegurar que se trabaja con una matriz cuyos eigenvalores estan en el semiplano derecho del
plano complejo.

5.2. Trabajo a futuro

Una manera de determinar si un atractor es cadtico es mediante el exponente de Lyapu-
nov, es por eso que seria interesante poder obtener el exponente de Lyapunov para determinar
si nuestro atractor multienroscado se puede considerar cadtico.

Otro punto importante es que podemos determinar la cuenca de atraccion de los atracto-
res multienroscados y los atractores multiestables, aqui lo interesante seria ver si la cuenca
de atraccidn del atractor multienroscado es igual a la suma de las cuencas de atraccién de los
atractores multiestables, y en caso de que fuera de diferente dimension, ver por que sucede
esto.

Reportados en la literatura podemos encontrar la generacion de sistemas multiestables
con base a sistemas UDS tipo [ y tipo 11, ya que aqui solo se trabajé con sistemas inestables
transformados a UDS-I, seria buena opcion poder extender estos resultados para sistemas
UDS-11, ver si se puede aplicar el mismo modelo o hay que hacer modificaciones.
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Otro aspecto importante a considerar es la forma en que se presentan las raices de un
polinomio de tercer grado, es decir, tenemos raices reales repetidas, raices reales distintas y
nuestro caso una real y un par de complejos. Lo interesante seria ver que pasa cuando tene-
mos los otros dos caso, y si se puede aplicar el mismo procedimiento o que se tendria que
hacer para lograr multienroscados y multiestabilidad basados en estos dos casos.

Poder encontrar una aplicacién para este tipo de sistemas seria un trabajo muy intere-
sante, ya que el concepto de multiestabilidad se puede aplicar en diferentes dreas, y en la
naturaleza se pueden encontrar procesos con dindmica inestable, pero tenemos que analizar
que tipo de sistemas presentan caracteristicas similares a los sistemas inestables con los que
trabajamos.
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Apéndice A

Sea una ecuacion algebrdica polinomial de tercer grado escrita en su forma canénica
AX +Bx* +Cx+D =0 (A.1)

con A #0.

Normalizando
X 4+bx>+ex+d=0 (A.2)

de donde podemos observar 3 casos posibles para las raices del polinomio basadas en el
discriminante dado por

A = 18bcd — 4b°d + b*c* — 4> —27d? (A.3)

*/\ < 0 la ecuacion tiene una raiz real y dos complejas conjugadas

*/\ = 0 la ecuacion tiene raices multiples y todas sus raices son reales (puede ser una raiz
triple 6 una doble y una sencilla).

*/\ > 0 la ecuacion tiene tres raices reales distintas.

Realizando la transformacion dada por la forma

b
x:y—§ (A4)

(La ecuacion (A.4) serén las raices finales del polinomio cubico.)
Esta transformacion permite eliminar el termino cuadrético

by Lpy— oy ey Dy ra=
(=3P b= 3 +el—3)+d =0 (A5)

después de realizar los pasos algebrdicos se llega a la forma

b? 1
y3+(c—?)y+ﬁ(27d—9bc+2b3) =0 (A.6)

haciendo p = (¢ — %2) yq= % (27d — 9bc + 2b°) se tiene la ecuacién reducida
Y+ py+q=0 (A7)
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al hacer la sustitucién nuevamente y = u + v, esta vez para encerrar una generalidad en
el binomio de un cubo. Por lo tanto > + 3uv(u+v) +v> 4 p(u+v) = 0 que puede escribirse
como un sistema de ecuaciones
—p =3uv
—q= wd +v°
que es equivalente al sistema de ecuaciones u> +v3 = —g y v = —(%)3.

Llegado a este punto y utilizando las formulas de Viéte, u> y v son las soluciones de la

ecuacion de segundo grado

> P’
) A.8
Yy +qy 7 (A.8)

Para las ecuaciones de segundo grado las raices estan dadas de la siguiente manera

2 3
q q 14
y1= 2+ 4+27,
2 3
q q P
Y2 = 2 4+ 77

donde D = (4)*+ (%), se tienen tres casos:

*D > 0 la ecuacion posee una solucién real y dos complejas, si se establece que

uzfl%q—l—\/ﬁ

v:3_q \/B

donde las soluciones estdan dadas por : 2
X1 =u+v—§
xzz—%(u—kv)—k%(u—v)—g (A.9)
=gt~ L)~

*D = 0 hay dos posibilidades
1.- Si p=g=0, entonces la ecuacion tiene una raiz triple x = —%’
2.- Si p,q # 0, entonces la ecuacion tiene una raiz doble y una raiz simple, dadas respectiva-

mentepor
—q [—=p 3q
— =231 —_9o, /£ _=1
X1 =Xx2 > 3 »
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=4 TP _ 3
2 3 2

*D < 0 la ecuacion posee entonces tres soluciones reales. Las soluciones son la suma de

dos complejos conjugados j*u'y ]_ku donde u = % V1D yke0,1,2.
Xo=u+u
X1 = ju+ ju

Xy = j2u+j2_u

La forma real de las soluciones se obtiene escribiendo j*u en forma trigonométrica, obte-

niéndose
[ — )]
z+1=42 Tpcos (; + 120k) (A.10)

para k = {0, 1,2} donde el signo positivo se usa si ¢ < 0y el signo negativo se usa si ¢ > 0.

Mientras que @ estd dado por

2/4
&® = arccos T/ (A.11)
— p3 /27
De modo que las tres raices de la ecuacidn ctibica estdn dadas por
b
Xk =2k — = (A.12)
3a

parak=1,2,3
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