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4.2. Ecuación escalar de onda independiente de la longitud y ecuación de Schrödin-
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4.2. Diccionario Cuántico-óptico propuesto por Black y Ankiewicz (ver referen-

cia25) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

XV



XVI



Resumen

Supersimetrı́a y Propagación de Solitones en Guı́as de On-
da
PALABRAS CLAVE: Supersimetrı́a, Guı́as de Onda, Solitones, Modos Transversales Electromagnéti-

cos, Factorización.

La propagación de una onda electromagnética o pulso óptico depende principalmente

del medio donde se propaga; por ejemplo, un pulso que se propaga en el vació usualmente

puede hacerlo sin cambios. Pero, sin embargo, cuando se propaga en un medio, el campo

electromagnético interactúa con los átomos del medio, este fenómeno hace que el pulso ex-

perimente pérdida y dispersión.

Inicialmente, para hacer el estudio teórico de la propagación de pulsos a través de un

medio, se requiere trabajar mediante el desarrollo de las ecuaciones de Maxwell, contem-

plando las caracterı́sticas materiales del medio, de donde se deriva la ecuación diferencial de

segundo orden denominada “ecuación de onda”; ecuación que, al ser resuelta, nos proporcio-

na información de la forma explı́cita de la propagación del pulso en el medio. En esta tesis

se desarrolló un procedimiento para la obtención de una solución analı́tica de la ecuación

de onda mediante el uso de métodos supersimétricos, tal como se hace en mecánica cuántica

para el caso de la ecuación de Schrödinger, ya que esta última ecuación y la ecuación de onda

electromagnética son similares en una aproximación paraxial; el tratamiento supersimétrico

se desarrolla partiendo de la factorización propia del método. Donde se obtiene una familia

de soluciones parametrizadas por constantes de propagación análogas a la energı́a en mecáni-

ca cuántica, que generan en óptica la iso-modoespectralidad (es decir, se obtiene la misma

constante de propagación para las guı́as de onda obtenidas por supersimetrı́a a excepción del

modo fundamental o primer modo), que corresponden a los valores propios reales y discre-

tos del problema espectral de Schrödinger lineal en su tratamiento óptico paraxial, a su vez,

mediante este método se obtiene una guı́a de onda compañera, representada por un ı́ndice

1



de refracción menor que el ı́ndice de refracción de la guı́a original y esta guı́a es denomi-

nada guı́a de onda supersimétrica, esta estructura soportará todos los modos de propagación

compañeros excepto el modo fundamental, también, este método supersimétrico se puede

aplicar de manera jerárquica, teniendo como resultado, estructuras de filtrado de modos de

propagación, los cuales, por otra parte, pueden tener una aplicación en el área tecnológica,

donde se analizan las condiciones de propagación para una posible aplicación real.

Por otra parte, en este mismo contexto óptico, se trabajó con sistemas dinámicos de ópti-

ca no lineal, tomando como sistemas de referencial las guı́as de onda y fibras ópticas, como

se menciono anteriormente. Tal que, en estos sistemas ópticos generalmente se presentan so-

luciones que se pueden ver como soluciones de tipo onda solitaria y de tipo switcheo (kinks).

Para este estudio, se analizó una de las principales aplicaciones de estos sistemas, que resulta

de resolver las ecuaciones que llevan por solución los denominados solitones ópticos mismas

que, presentan caracterı́sticas especı́ficas y bien definidas del pulso. Para ser exactos princi-

palmente estas soluciones se observan en ecuaciones no lineales, como lo son las ecuaciones

de Schrödinger (NLSE por sus siglas en Inglés) y de Ginzburg-Landau (NLGLE). Nues-

tra principal contribución en este ámbito no lineal, se realizó en la obtención de soluciones

solitónicas de las ecuaciones no lineales de Schrödinger y Ginzburg-Landau en casos gene-

ralizados de ecuaciones de coeficientes variables, en las cuales se desarrolló el tratamiento

con solitones no autónomos, mismos que están descritos bajo el manejo de dispersión y no

linealidad, relacionados en ejemplos concretos con aplicaciones tecnológicas presentadas en

la literatura.

Por último, se hace una descripción de un modelo no lineal comúnmente trabajado en

óptica, pero bajo un esquema supersimétrico de factorización con ayuda del método propues-

to por Rosu y Cornejo-Pérez para la factorización de ecuaciones diferenciales no lineales de

segundo orden, en donde en esta tesis este problema es propuesto como una extensión del

método, obteniendo soluciones solitónicas supersimétricas.
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Abstract

Supersymmetry and Solitonic Propagation in Waveguides
KEY WORDS. Supersymmetry, Waveguides, Solitons, Electromagnetic Traversal Modes, Factoriza-

tion.

Propagation of an electromagnetic wave or optical pulse depends mainly on the medium

where it propagates; for example, a pulse that propagates in a vacuum can usually spread

without change. But nevertheless, when it propagates in a medium, the electromagnetic field

interacts with the atoms of the medium, this phenomenon causes the pulse to experience loss

and dispersion.

Initially, to make the theoretical study of the propagation of pulses through a medium,

it is necessary to work through the development of Maxwell’s equations, contemplating the

material characteristics of the medium, from which the differential equation of the second

order called “wave equation”, this equation that when is solved, gives us information of the

explicit form of the pulse propagation in the medium. In this thesis a procedure was imple-

mented to obtain an analytical solution of the wave equation under the use of supersymmetric

methods, as is done in quantum mechanics for the case of the Schrödinger equation. Classical

Schrödinger equation and the wave equation are similar in a paraxial approximation, the su-

persymmetric treatment is used to obtain a solution starting from the own factorization of the

method. Where you get a parametric family solution by propagation constants analogous to

energy in quantum mechanics, which generate in optics “ isomodespectrality” (i.e, is obtains

the same propagation constants for the waveguides by supersymmetry method except for the

fundamental mode or first mode), which correspond to the real and discrete eigenvalues of

the linear Schrödinger spectral problem in its optic paraxial treatment, at the same time, by

this method a partner waveguide is obtained, represented by the index of refraction and this

is called “supersymmetric waveguide”, it means we are able to generate the type of structure

that will support the modes of propagation partners, also, this supersymmetric method can
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be applied in a hierarchical manner, with which we realize that, it is guaranteed a filtering

structures of propagation modes.

On the other hand, in this same optical context, we work with dynamic systems of non-

linear optics, taking the model in waveguides and optical fibers as the main system. As is

well known, in these optical systems solutions are usually presented that can be seen as so-

lutions of solitary wave type and switching type (kinks). Taking as reference that one of the

main applications of these systems is that in their equations the solution is presented in the

environment of optical solitons whose solutions have specific and well defined characteris-

tics of the pulse. To be exact, these solutions are mainly observed in non-linear equations,

such as the Schrödinger (NLSE) and Ginzburg-Landau (NLGLE) equations. Then, taking

into account the aforementioned, to make a contribution in obtaining solutions for this type

of problems, in this work we propose a method to find solitonic solutions of the non-linear

equations of Schrödinger and Ginzburg-Landau in generalized cases of variable coefficients

equation, in which the treatment is done with non-autonomous solitons, which are described

under the dispersion and non-linearity management, related to concrete examples in techno-

logical applications presented in the literature.

Finally, a description is made of a nonlinear model commonly worked in optics, but under

a supersymmetric scheme of factorization with the help of the method proposed by Rosu and

Cornejo-Pérez for the factorization of nonlinear second order differential equations, where

in this thesis this problem is proposed as an extension of the method, obtaining solitonic

supersymmetric solutions.
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Capı́tulo 1

Introducción

Los fenómenos no lineales aunque observados de manera experimental en forma de on-

da solitaria de traslación se conocen desde hace 185 años (1834 Scott Russell) y han sido

investigados de manera matemática como soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales

solamente desde la parte final del siglo XIX (Bousinesq (1877), Korteweg y de Vries (KdV)

(1895)).1 Es muy probable que la onda solitaria de Scott Russell fue un solitón de tipo Korte-

weg de Vries, es decir, una solución ψ(z, t) de la ecuación propuesta por Korteweg-de Vries,

para las ondas producidas en agua

∂ψ

∂t
+6ψ

∂ψ

∂z
+

∂3ψ

∂z3 = 0 . (1.1)

La ecuación (1.1) generalmente se resuelve considerando una solución de tipo onda via-

jera, donde la solución tiene la forma ψ(z, t) = A(z− vt)≡ A(ξ), tal que v es la velocidad de

la onda, que al sustituirla en la ecuación (1.1), y posteriormente se integra con respecto a ξ,

se llega a una ecuación diferencial de segundo orden que es representada como

− vA+3A2 +
d2A
dξ2 =C1 , (1.2)

donde C1 es la constante de integración. De tal manera que al resolver la ecuación (1.2)1,

se obtiene un solitón que se considera una onda localizada que se aproxima a cero cuando

ξ→±∞, y presenta la forma

1El método de solución de la ecuación de Korteweg-de Vries se presenta en el apéndice A
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ψ(z, t) =
v
2

sech2
(√

v
2

(z− vt)
)

, (1.3)

teniendo en cuenta que v
2 es la amplitud de la onda y v es la velocidad como ya habı́amos

mencionado, lo cual nos da una caracterı́stica esencial en solitones que relaciona la amplitud

con el ancho del solitón. En la ec. (1.3) notamos que para una amplitud grande la onda se

mueve más rápido que una onda de amplitud más pequeña, siendo también una de las carac-

terı́sticas importantes en los solitones.

En la actualidad podemos encontrar este tipo de fenómenos en varias ramas de la ciencia

y tecnologı́a, por ejemplo en sistemas electromagnéticos, quı́micos, biológicos, cosmológi-

cos, etc. De manera general, las aplicaciones van creciendo dado que este tipo de fenómenos

son descritos en muchas ocasiones por soluciones exactas, lo que favorece la comparación

entre teorı́a y experimento, ayudando a la inovación tecnológica.

Una de las observaciones más comunes en este tipo de fenómenos se presenta en siste-

mas que tienen un movimiento ondulatorio, en donde inicialmente se encuentran paquetes de

onda bien definidos temporalmente, que presentan dispersión espacial de sus componentes.2

Sistemas que, ya tienen una solución definida, que se introduce con una aproximación lineal

de una ecuación no lineal, semejante a aquellas que son propuestas de soluciones de tipo on-

das planas de alta frecuencia como en el caso de la ecuación no lineal de Schrödinger, que se

resuelve bajo condiciones de valor inicial aplicando una transformada de dispersión inversa.3

En la literatura, se ha encontrado que la gran mayorı́a de las ondas solitarias son estables

a la dispersión presentando un mı́nimo deterioro de su configuración durante la propagación.

Esto se debe a la tendencia que tienen sus componentes a juntarse por el fenómeno de auto-

focalización 2, representativo en medios no lineales.5

2La autofocalización es un proceso que óptica no lineal induce un cambio de ı́ndice de refracción de los

materiales expuestos a una intensa radiación electromagnética.4 El medio en el que se incrementa el ı́ndice

de refracción con la intensidad del campo eléctrico actúa como un lente que enfoca la onda electromagnética

caracterizada por el gradiente transversal de intensidad inicial.
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(a) Solitón espacial KdV (b) Solitón temporal KdV

(c) Solitón KdV (d) Vista superior de propagación

FIGURA 1.1: Solución de tipo solitónico de la ecuación no lineal KdV. (a) Para v = 10 m/s y t = 0.1 s

y con variación de longitud entre 0−10 m donde el solitón está localizado a 1 m. (b) Para v = 10 m/s

y x = 1 m, variando el tiempo desde 0 s hasta 1 s, donde el solitón se observa en un tiempo de 0.1 s.

(c) Solitón tridimensional de KdV que muestra su evolución espacio-temporal de manera simultánea,

variando el tiempo desde 0 s hasta 1 s y la longitud de 0m a 10 m, con velocidad 10 m/s, donde se

observa que la propagación del pulso se presenta sin pérdidas de amplitud y que es proporcional a la

velocidad. (d) Gráfica de contorno que muestra la propagación espacio-temporal del solitón KdV
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Aunque Scott Russell bautizó como onda solitaria a la onda que observó en el canal

“Union”, en la actualidad se ha vuelto común el término de “solitón” introducido por Za-

busky y Kruskal en 1965,6 para describir este fenómeno producido por ondas solitarias que

no cambian de forma y velocidad cuando chocan entre sı́.

De esta forma, en el ámbito de las matemáticas, la comunidad cientı́fica ha podido avan-

zar de manera más consistente en el entendimiento de los aspectos dinámicos de los solito-

nes. Uno de los métodos matemáticos más reconocidos en esta área de sistemas dinámicos

no lineales en especı́fico en solitones, es el que fue desarrollado por el grupo de matemáti-

cos Gardner, Greene, Kruskal y Miura en 1967 quienes resolvieron la ecuación KdV por

el método de transformación de dispersión inversa.3 En este método la solución solitónica

de la ecuación KdV se da como una función potencial de un problema de dispersión y se

representa como:

∂2ψ

∂z2 +[λ+A(z, t)]ψ = 0 , (1.4)

tal que A(z, t) es una solución de la ecuación KdV, ψ(z, t) es la función propia de la onda y λ

es un parámetro temporal.7

Posteriormente, en 1968, Lax dió una formulación más general de este método, el cual en

1971 Zakharov y Shabat en la unión Soviética, usaron para encontrar las soluciones solitóni-

cas de la ecuación cúbica no-lineal de Schrödinger(NLSE).8–10 Las soluciones solitónicas de

esta ecuación son aún más usadas que las soluciones solitónicas de la ecuación KdV, las cua-

les describen fenómenos no lineales como, olas en aguas profundas, láseres auto-enfocados

en dieléctricos, propagación de pulsos en fibras ópticas, imanes en 1D de Heisenberg, y

vórtices de flujo en fluidos, etc.5 De esta manera, sin perder generalidad con el método de

dispersión inversa se pueden resolver otro tipo de problemas no lineales de dispersión como

en el caso de Ablowitz en 1973 el cual usó para resolver la ecuación seno-Gordon (sG), o la

ecuación de dispersión de Ginzburg-Landau.11
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Una de las áreas más favorecida por este tipo de fenómenos es la óptica, y en particular

la rama de telecomunicaciones ópticas (por fibra óptica), donde el término solitón se utili-

za para referirse a cualquier pulso electromagnético que se propaga sin deformación alguna

a largas distancias como resultado del equilibrio entre los efectos no lineales del medio de

propagación y los efectos de dispersión del pulso solitónico.

Existen dos tipos principales de solitones ópticos:

Solitones espaciales: son aquellos pulsos donde el efecto no lineal puede equilibrar la

difracción. En este caso, el ı́ndice de refracción del medio depende del campo elec-

tromagnético del pulso, y la propagación, se produce de manera similar a una fibra de

ı́ndice gradual, ver Fig.(1.1).

Si el campo del pulso coincide con un modo de propagación de la guı́a, entonces este

permanecerá confinado y se propagará sin cambiar de forma.1, 12

Solitones temporales: son aquellos donde el campo electromagnético del pulso ya está

confinado en el espacio, y de esta manera es posible evitar que los pulsos cambien

su forma debido a los efectos no lineales, los cuales mantendrán el pulso confinado

equilibrando la dispersión. Estos solitones a menudo se refieren simplemente como

solitones ópticos.13, 14

En consecuencia, dado lo anterior podemos hacer referencia principalmente al trabajo

realizado por Hasegawa y Tappert,15 quienes en 1973 fueron los pioneros en aplicar el es-

tudio de los solitones, para los pulsos ópticos en guı́as de onda en fibras dieléctricas en

presencia de dispersión anómala.5, 15, 16 La propagación de los solitones en este caso depen-

de del ı́ndice de refracción del medio o bien de la intensidad con la que se introduce el pulso,

lo que en óptica fı́sica ya se conocı́a como efecto Kerr.5

El análisis de la propagación de los pulsos solitónicos en fibras ópticas y medios ópticos

no lineales, ha llevado a un crecimiento muy notable de la óptica no lineal enfocada a la
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transmisión de datos de muy alto contenido informacional sin pérdidas en las comunicacio-

nes.17, 18 En esta situación los solitones se propagan a lo largo de las fibras sin cambiar de

forma, siendo las cantidades naturales de información.

En el trabajo fundamental de Hasegawa y Tappert obtuvieron el primer solitón óptico

donde se representa la intensidad del pulso por una función radial propia de la guı́a de onda,

la ecuación de su descripción fue la denominada ecuación cúbica no lineal de Schrödinger.

Los estudios de Hasegawa y Tappert fueron confirmados de manera experimental por

Mollenauer, Stolen y Gordon19 en 1980. En donde reportan el uso pulsos de 7 ps de un laser

de centro de color en modo bloqueado para una longitud de 700 nm, y al ser propagados

a través de fibras ópticas mono-modo de silica de longitud de onda 1.55 µ m consiguen el

primer solitón experimental. También se reporta que su régimen de trabajo es el régimen de

dispersión anómala, donde la velocidad de dispersión de grupo es negativa, la cual es origi-

nada porque el pulso presenta una compresión, lo que significa que tengan bajas pérdidas de

amplitud del pulso;5 con esto ellos controlaron los niveles crı́ticos de potencia a los cuales

los pulsos tenı́an propagación solitónica.

Por otra parte, conociendo la influencia que tienen los solitones en la óptica, es importante

tomar en cuenta las caracterı́sticas y materiales del medio de propagación. En la actualidad,

las aplicaciones tecnológicas usadas para la creación de diversos medios de propagación de

información va en aumento, ya que se requiere que exista la mayor transferencia de infor-

mación con la menor pérdida. Con esto en mente, las transformaciones ópticas en el campo

de los medios de propagación, tienen como objetivo identificar los materiales, estructuras

artificiales y sus propiedades electromagnéticas, para la creación de tecnologı́as deseadas.

En general, tales sistemas están destinados a adaptar adecuadamente los parámetros consti-

tutivos de los materiales y meta-materiales con el fin de controlar la trayectoria de la luz.

Una aplicación reciente a la creación de estos materiales es dada en la representación

de sistemas ópticos en el regimen paraxial a través de otros tipos de métodos, como es el

6



caso de métodos supersimétricos;20–22 que de manera paralela con el estudio en la mecáni-

ca cuántica supersimétrica (SUSY-QM por sus siglas en inglés) se pueden crear estructuras

ópticas deseadas. SUSY fue presentada por primera vez por Witten en 198423 (como una

parte importante en el tratamiento de valores propios de energı́a en fı́sica de partı́culas). Por

lo que, regresando a la aplicación óptica se pretende obtener un tratamiento supersimétri-

co para encontrar estructuras con especı́ficos perfiles de ı́ndice de refracción que contengan

propiedades interesantes para la propagación de los pulsos ópticos,24 tanto en el régimen

solitónico como en otros regı́menes.

Es posible conectar la mecánica cuántica con la óptica, debido a la similitud de las ecua-

ciones y su conexión análoga entre el potencial independiente del tiempo en mecánica cuánti-

ca descrito por la ecuación de Schrödinger, y el ı́ndice de refracción independiente de la lon-

gitud de propagación descrito por la ecuación de Helmholtz.25 Tal que en una guı́a de onda

óptica, la luz es guiada debido a que el núcleo tiene un alto ı́ndice de refracción que confina

a los rayos, y análogamente en comparación con la mecánica cuántica actúa como un pozo

de potencial para una partı́cula.

Por lo que la propuesta usada generalmente en SUSY-QM, y que es de gran interés, es

donde se obtienen potenciales isoespectrales, siendo uno de los caminos para resolver de

manera exacta problemas de Schrödinger para diferentes pozos de potencial. Esta forma de

resolver los problemas isoespectrales ha sido aplicada por varias décadas, y anteriormente

era la actividad principal de esta área, donde se usaba el método de factorización26–28 como

método de solución. Fue a partir de los 80s,23 cuando las conexiones con las transformacio-

nes de Darboux fueron usadas por fı́sicos matemáticos en SUSY-QM, para la implementa-

ción en los problemas de factorización.29

De manera general, en SUSY-QM, se usan dos Hamiltonianos isoespectrales para la re-

presentación de los estados bosónicos y fermiónicos, excepto para el estado base,30 descrip-

ción ya bien conocida. Por lo que, siguiendo este desarrollo, entonces se pretende obtener

la conexión directa de una estructura supersimétrica pero con aplicación concreta en óptica,
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bajo la ecuación de Helmholtz que en óptica describe la propagación de pulsos en guı́as de

onda.29, 31, 32

Tal que, para este tipo de fenómenos ópticos, se puede usar una descripción matemática

de manera análoga, haciendo uso de supersimetrı́a, dado que la descripción de esta área, tiene

como fin el hecho de encontrar superpotenciales que describan tal interacción. Por lo que, en

óptica se pueden obtener indices de refracción compañeros que produces isomodoespectra-

lidad. Lo que nos lleva a obtener soluciones exactas de problemas de ecuaciones no lineales,

por ejemplo de nuevos tipos de soluciones solitónicas, siendo estas muy representativas en

la óptica no lineal.

1.1. Hipótesis

La idea de supersimetrı́a inicialmente en fı́sica se define para el problema de unifica-

ción entre las partı́culas fermiónicas y bosónicas del modelo estándar en fı́sica de partı́culas.

En principio, la supersimetrı́a dice que a cada partı́cula, le corresponde una partı́cula com-

pañera supersimétrica que difiere solamente por medio spin. Sin embargo, ninguna de estas

partı́culas han sido determinadas sino, por aceleradores de partı́culas, por supersimetrı́a, o

más precisamente, las matemáticas que se encuentran tras esto; de forma que para tener una

útilidad feasible se han planteado analogı́as en otras ramas de la fı́sica; lo que ha llevado a

incursionar con la idea de la supersimetrı́a al campo de la óptica donde podrı́a tener mayor

éxito, esto se da al proponer pulsos compañeros supersimétricos o caracterı́sticas materiales

definidas a través de la supersimetrı́a.

Una forma de introducir la supersimetrı́a en la óptica es a través de la factorización de

las ecuaciones no lineales y lineales de la óptica lineal y no lineal, donde se pueden obtener

nuevas soluciones solitónicas de estas ecuaciones mediante el método supersimétrico, estas

soluciones tendrán caracterı́sticas similares de las soluciones ya conocidas, pero con esencia

supersimétrica.
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La factorización supersimétrica se aplica a ecuaciones comúnmente usadas en el caso de

propagación óptica paraxial. Lo que también puede llevar a obtener nuevas soluciones so-

litónicas, o propuestas de materiales con propiedades ópticas apropiadas para la propagación

sin pérdidas de los pulsos ópticos.

De esta manera, podemos analizar cómo la supersimetrı́a puede dar una manera más

versátil en la sı́ntesis de una clase nueva de estructuras ópticas, con propiedades y funciona-

lidades deseadas. Dado que utilizando la fuerte relación entre los supercompañeros, se puede

describir una forma sistemática de construcción de potenciales que relacionen los ı́ndices de

refracción capaces de mostrar la misma dispersión y otras caracterı́sticas de las guı́as de

onda.24

1.2. Objetivo principal

Hacer uso del desarrollo de las técnicas matemáticas supersimétricas que nos permitirán

calcular explı́citamente las soluciones de tipo onda solitaria de las principales ecuaciones no

lineales que se usan en los sistemas dinámicos de la óptica no lineal (guı́as de onda y redes

de fibras ópticas). Siendo que en el contexto de solitones ópticos descritos por la ecuación de

Schrödinger, se pueden utilizar los potenciales isoespectrales, para estudiar bajo qué condi-

ciones, las familias de solitones parametrizados por sus constantes de propagación, pueden

ser modos lineales guiados, que corresponden a los valores propios reales discretos del co-

rrespondiente problema espectral de Schrödinger. Esto se puede aplicar también a las otras

ecuaciones tanto lineales como no lineales de la óptica.

1.2.1. Objetivos especı́ficos

1. Usar supersimetrı́a cuántica para proponer potenciales isoespectrales obtenidos a través

de soluciones partı́culares y generales de la ecuación de Riccati correspondiente a los
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problemas que se investigarán, para relacionarlos con los perfiles del ı́ndice de refrac-

ción de las guı́as de onda.

2. Encontrar las soluciones solitónicas de las ecuaciones de Schrödinger, Helmholtz,

Ginzburg-Landau, con potenciales que sean obtenidos a través del método supersimétri-

co.

3. Analizar las soluciones encontradas para proponer aplicarlas a arreglos ópticos, y des-

cribir el comportamiento dinámico de los pulsos en relación con los perfiles de ı́ndices

de refracción obtenidos de esta manera.

4. Analizar en qué otro parámetro óptico, sea tal vez el número de onda k o la constante

de propagación β, donde se puede incluir la supersimetrı́a y obtener soluciones de los

sistemas ópticos modificados por supersimetrı́a.
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Capı́tulo 2

Ecuación no lineal de Schrödinger para

pulsos ópticos

Existen diversos modelos dinámicos bien descritos para explicar las propiedades de los

solitones. En particular, en este capı́tulo abordaremos una de las ecuaciones más significati-

vas en el estudio de la propagación de pulsos ópticos en fibras y medios ópticos no lineales,

tal ecuación es la denominada ecuación no lineal de Schrödinger (NLS). Es bien sabido que

la ecuación NLS aparece en varios campos de la fı́sica, pero generalmente esta ecuación

diferencial tiene mayor ocupación en fenómenos no lineales que describe la propagación

de ondas en medios no lineales dispersivos,11 a su vez, este tipo de fenómenos pueden ser

aplicados en áreas como son: fı́sica ferromagnética, hidrodinámica, fı́sica del plasma o bien

fı́sica de partı́culas elementales.

Básicamente, para hacer un análisis de este tipo de fenómenos, se requieren conocer los

medios en donde se propagan las ondas analizadas, como se habı́a mencionado anteriormente

algunos de los medios no lineales pueden ser fibras ópticas o cristales no lineales, los cuales

debido al material de construcción y de los campos electromagnéticos externos presentan

una respuesta no lineal. A este tipo de medios, generalmente se les conoce como “medios

Kerr”,33 nombre dado en honor de su descubridor John Kerr, los medios Kerr describen los

aspectos detallados de la óptica de solitones y se rigen por la ecuación cúbica no lineal de

Schrödinger.18
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2.1. Efectos de Polarización

Uno de los principales puntos de vista, sobre el tratamiento de la propagación de pulsos

en medios ópticos, es formulado bajo la descripción matemática de la envolvente de la onda

en un medio no lineal dispersivo. Este tratamiento es usado para describir los fenómenos

producidos cuando el campo eléctrico es aplicado al material dieléctrico, donde este campo

produce una separación de cargas, la cual se podrá ver como una colección de momentos

dipolares inducidos, que oscilarán rápidamente. Esta red de momentos dipolares es conocida

como polarización P, por lo que la polarización es dada en función del campo eléctrico, de

donde, si el campo E es no lineal por causalidad la polarización también es no lineal.12, 34

También se puede ver a la polarización como una reorientación de las cargas ligadas que

existen dentro del material. Matemáticamente este fenómeno es representado en el vector

desplazamiento eléctrico que esta dado como

D = ε0E+P (2.1)

con ε0(= 8.854×1012F/m) que es la constante dieléctrica en el vacı́o y P es la polarización,

y es definida como

P =−eneE(E) (2.2)

considerando que e es la carga del electrón, ne es la densidad de los electrones que participan

en la polarización, y E representa el desplazamiento del electrón en una molécula dieléctrica

inducida por el campo eléctrico E. En un contexto clásico el desplazamiento del electrón E

es dado por la siguiente ecuación de movimiento

d2E
dt2 +ν

dE
dt

=
e
m

∇V − e
m

(
E+

dE
dt
×B
)

, (2.3)

con m siendo la masa del electrón, ν es el coeficiente de fricción fenomenológico del electrón,

B es el vector de densidad de flujo magnético, y V representa el potencial de un ion molecular,

que puede ser aproximado en una forma unidimensional como
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V =V0−
aE2

2
+

bE4

4
, a, b > 0 . (2.4)

Ordinariamente, el potencial V puede ser aproximado por una forma parabólica. Sin em-

bargo, si se incluyen los efectos del campo en los iones vecinos, se debe de incluir el término

de tercer orden que es proporcional a b. Se sabe que los efectos de los iones vecinos reducen

el potencial parabólico,13 esto es que el signo de b es positivo. El tercer término de la ec.

(2.3) representa la respuesta no lineal de la fuerza de Lorentz y es responsable de los efectos

Raman.

2.2. Ondas electromagnéticas en medios dieléctricos

La óptica no lineal tiene una naturaleza altamente direccional. Por lo tanto, es común

suponer que el campo eléctrico es una onda que se propaga principalmente en una dirección

en el espacio, y que tendrá una cantidad finita en la dispersión del haz, o la difracción. En

medios dieléctricos la interacción del campo eléctrico E y el campo magnético H varı́an

rápidamente en el tiempo, por lo que los campos son cantidades reales. Estos campos dan la

descripción de la onda electrmagnética bajo las relaciones de las leyes de Maxwell y están

dadas como

∇×E = −∂B
∂t

(2.5)

∇×H = J+
∂D
∂t

(2.6)

∇ ·D = ρ (2.7)

∇ ·B = 0 (2.8)

con E y H vectores de campo eléctrico y magnético respectivamente; D y B son el despla-

zamiento eléctrico y la inducción magnética respectivamente; J es la densidad de corriente y

ρ es la densidad de carga. Las caracterı́sticas principales de este problema provienen funda-

mentalmente del medio y no del campo. Generalmente, los medios dieléctricos como lo son

las fibra ópticas tienen una densidad de corriente J = 0 y una densidad de carga ρ = 0, ya
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que no existen cargas libres. A su vez las fibras ópticas son medios no magnéticos, entonces

B = µ0H.

Entonces para estudiar la propagación de una onda electromagnética en un medio dieléctri-

co, consideramos la ecuación (2.5) y usando las relaciones constitutivas del medio para las

densidades de flujo eléctrico y magnético, obteniendo

∇×∇×E+
1
c2

∂2E
∂t2 =−µ

∂2P
∂t2 (2.9)

donde podemos utilizar la identidad ∇×∇×E = ∇(∇ ·E)−∇2E, teniendo en cuenta que

en estos medios existe una pequeña no linealidad y que no hay cargas libres, lo que signifı́ca

que ∇(∇ ·E) = 0, por otro lado sabiendo que la onda se propaga en dirección z, entonces la

componente z del campo eléctrico Ez = 0 es decir la onda solo tienen componente transversal

Ey, por lo que

∇
2E+

1
c2

∂2E
∂t2 =−µ

∂2P
∂t2 (2.10)

de esta manera obtenemos la relación que existente entre el vector de polarización eléctrica P

y el vector campo elétrico E, teniendo en cuenta que la polarización inducida es constituida

de la suma de la polarización lineal y la polarización no lineal como P = PL+PNL, donde la

parte lineal PL(= ε0χ(1)E) y la parte no lineal es PNL. En la mayoria de los casos, una fibra

óptica se convierte en un medio no lineal, cuando por ella se propagan haces de alta potencia;

tal que |PNL| � |PL|, por lo que para resolver la ecuación (2.10), en muchas ocasiones la

PNL se trata como una perturbación del caso lineal. De manera que, cuando las potencias

que atraviesan la fibra son moderadas o bajas, la PNL puede ser despreciada.

2.3. Efecto Kerr y coeficiente Kerr

La ley de no linealidad de Kerr se origina cuando una onda de luz se propaga en una

fibra óptica y esta onda enfrenta una respuesta al movimiento no armónico de los electrones

que rodean las moléculas que componen la fibra, fenómeno que a su vez es causado por un

campo electromagnético externo.18 A pesar de que la respuesta no lineal es débil, sus efectos

14



aparecen en diversas formas durante la propagación en largas distancias, y esta respuesta se

mide en términos de la longitud de onda de la luz.

2.3.1. Respuesta lineal

Si consideramos una onda lineal e introducimos una expresión de amplitud de Fourier

para el vector de desplazamiento E como

E =
1
2
(
Ē(ω)eiωt + c.c.

)
, (2.11)

siendo c.c. el complejo conjugado y Ē es la amplitud de Fourier de E. Sustituyendo la ec.

(2.11) dentro de la forma linealizada de la ec. (2.3) podemos obtener la respuesta lineal de E

que es

Ē =
−eĒ/m

ω2
0− iνω−ω2

; (2.12)

tal que ω0 representa la frecuencia angular de oscilación de un electrón atrapado en un po-

tencial parabólico que es dado por ω0 =
ae
m . Entonces al sustituir la ec. (2.12) en las ecs. (2.1)

y (2.2) se obtiene

D̄ = ε0ε
∗Ē (2.13)

representando ası́ la respuesta lineal,

ε
∗ = 1+

ω2
p

ω2
0− iνω−ω2

(2.14)

donde ε∗ es el parámetro comúnmente conocido como permitividad relativa propia del mate-

rial. Como se puede ver en la ec. (2.13), la transformada de Fourier de la constante dieléctrica

del material ε0ε∗ es compleja y tiene una resonancia cerca de ω0. Con la frecuencia ωp que

es la frecuencia de plasma del electrón en el vacı́o y tiene la forma ωp =
√

e2ne
ε0m , tal que, la

permitividad relativa es una constante, y es dada por la aproximación 1+ω2
p/ω2

0, para bajas

frecuencias ω� ω0. De otro modo, se puede usar esta permitividad relativa en función de la
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susceptibilidad del material de propagación como ε∗(= 1+χ).

Ahora si tomamos el vector de desplazamiento ec. (2.13) y lo sustituimos en la ecuación

(2.10) y a su vez usamos la expresión de la amplitud de Fourier para el campo eléctrico E

tenemos

∇
2Ē+

ω2

c2
D

Ē = 0 , (2.15)

donde cD = c√
ε∗

= 1√
ε∗ε0µ0

, recordando que la componente z del campo eléctrico Ez = 0

llegamos a

d2Ēy

dz2 +
ω2

c2
D

Ēy = 0 . (2.16)

por lo que esta ecuación tiene solución que puede ser expresada en combinación lineal de

ondas que tienen amplitudes Ey1 y Ey2, de la forma

Ey = Ey1 cos
(

ωt− ω

cD
z+θ1

)
+Ey2 cos

(
ωt +

ω

cD
z+θ2

)
. (2.17)

Esta expresión muestra una onda que se propaga con una velocidad de fase dada por cD;

de donde se define el número de onda k y es

k =
ω

cD
≡ k(ω) . (2.18)

donde el ı́ndice de refracción n0 es definido como

n0 =
ck
ω

=
c

cD
=
√

ε∗ (2.19)

tomando ε∗ como función de ω, la velocidad de fase de la onda plana generalmente llega a ser

también una función de la frecuencia. Esta propiedad de la onda es llamada “dispersión”. En

otras palabras, debido a la dispersión, la velocidad de propagación de la onda electromagnéti-

ca en un material dieléctrico varia como función de la frecuencia.13 Tal que, el número de

onda k es una derivación de la ec. (2.19), y si se toma en términos de la susceptibilidad del

material, se puede ver que cuando χ > 0, ε∗ es mayor que la unidad entonces la permitivi-

dad es el ı́ndice de refracción. Aunado a esto, es claro observar que la velocidad de grupo
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vg ≡ ∂ω

∂k = 1
k′ y la dispersión de grupo ∂vg

∂ω
=−k′′v2

g son en general funciones de la frecuencia.

Por lo que estos parámetros de dispersión en el material dieléctrico son dados por

k′ ≈ n0(ω)

c
, (2.20)

k′′ ≈ 2
c

∂n0

∂ω
. (2.21)

2.3.2. Respuesta no lineal

Generalmente una respuesta no lineal, en estos medios dispersivos, se relaciona con los

ya antes mencionados solitones. Tal que la evolución de los solitones en fibras ópticas y/o

dispositivos ópticos no lineales, es formada por el balance entre la dispersión de la veloci-

dad de grupo (GDV por sus siglas en inglés) y la no linealidad cúbica en la fibra.35 Donde

el solitón óptico es idealmente descrito como una solución caracterı́stica de la ecuación no

lineal de Schrödinger (NLSE) que describe la evolución de la envolvente de la onda electro-

magnética en una fibra ideal (sin pérdidas) con un bajo orden de dispersión y no linealidad.

En términos especı́ficos la no linealidad de Kerr se origina de un potencial no parabólico de

iones moleculares que se refleja en un incremento del ı́ndice de refracción en proporción a

la potencia de la onda electromagnética.13, 15, 35

Entonces, los efectos no lineales que contribuyen a la formación de un solitón vienen de

la no linealidad cúbica que surge del desplazamiento eléctrico E3 de la ecuación de movi-

miento (2.3). Teniendo en cuenta este término y reescribiendo la ecuación de movimiento

obtenemos

d2E
dt2 +ν

dE
dt

+ω
2
0E− eb

m
E2E =− e

m
E (2.22)

donde ordinariamente, el término de tercer orden es proporcional al coeficiente b, siendo este

término el que nos da la respuesta no lineal. Donde podemos evaluar los efectos no lineales

mediante técnicas perturbativas.

17



Uno puede obtener E de la ec. (2.22) de manera fenomenológica en términos de E, debido

a que la ecuación de movimiento expresa a los electrones atrapados al potencial iónico del

dieléctrico,12 conociendo las caracterı́sticas adecuadas donde se producen los efectos de la

respuesta no lineal. Sin embargo, si asumimos en la ec. (2.22) que ω es mucho más pequeño

que ω0, la respuesta lineal de E puede estar dada por

Ē≈−eĒ/m
ω2

0
. (2.23)

En condiciones adecuadas como las mostradas por Hasegawa y Matsumoto13 se justifica

que E es mucho más pequeña que la tı́pica distancia molecular, lo cual justifica la aproxi-

mación de perturbaciones. Tomando en cuenta que E3 reduce efectivamente la frecuencia

caracterı́stica proporcional a 〈E2〉= |Ē|2/2 para

ω
′
0 =

√
ω2

0−
eb
m
|eĒ/m|

2ω2
0

(2.24)

La reducción de la frecuencia debido a los efectos no lineales es llamada “Softening”131

Si tomamos en cuenta el softening de la frecuencia de resonancia, entonces el ı́ndice de

refracción n ahora dependerá del cuadrado del campo eléctrico y puede ser expresado por

n = n0 +n2|Ē|2/2 , (2.25)

donde n2 es el coeficiente Kerr definido como un incremento en el cambio de ı́ndice de

refracción con respecto a la intensidad del campo eléctrico |Ē|2/2,1, 5, 36

n2 =
1

2n0

ω2
p

ω8
0

e3b
m3 . (2.26)

De esta manera, cuando el ı́ndice de refracción incrementa ligeramente, dependiendo

de la magnitud del campo eléctrico, se origina efecto denominado “Efecto Kerr”. Para vi-

drios, el coeficiente no lineal n2 es extremadamente pequeño y tiene un valor del orden

de 10−22(m/V )2. Sin embargo, a pesar de que la no linealidad en las fibras es pequeña, la

1El Softening es la consecuencia de la reducción de oscilación de los electrones debido a la deformación

del potencial parabólico a un potencial mayormente gradual.
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acumulación de efectos no lineales a través de largas distancias puede tener un impacto signi-

ficativo, debido a la alta intensidad de las ondas electromagnéticas sobre la pequeña sección

transversal de la fibra. Tal que, el efecto Kerr, satisface la respuesta instantánea ec. (2.25), y

produce una intensidad dependiente del cambio de fase que es resultado del ensanchamiento

o ampliación del espectro en la propagación.

2.4. Ecuación no lineal de Schrödinger

Las pérdidas durante la propagación se originan de una deformación de la modulación

Ē(z, t), es decir, si Ē(z, t) no cambian en z, entonces no existen pérdidas. O bien, para una

onda elctromagnética en z = 0 con una forma especı́fica del campo eléctrico Ē = (0, t).

Entonces la propagación depende de que tan rápido varia Ē(t), lo cual puede ser designado

por el ancho del espectro de Fourier, Ē(Ω)

Ē(Ω) =
∫

∞

∞

Ē(t)eiΩtdt . (2.27)

La cantidad de propagación del pulso que una onda eletromagnética puede llevar es apro-

ximadamente dada por el ancho espectral ∆Ω. Sin embargo, una de las principales limitacio-

nes viene de los efectos causados por la velocidad de grupo (GVD) y la no linealidad. Siendo

que la dispersión de la velocidad de grupo se origina de la combinación de las propiedades de

la guı́a de onda y/o de las propiedades del material de la fibra. En presencia de la dispersión

del grupo, la propagación de pulsos es transmitida por componentes diferentes de frecuencia

de Ē(0, t) que se propagan a diferentes velocidades y llegan a diferentes tiempos. El retra-

so relativo ∆t del tiempo de llegada de los pulsos para las frecuencias ω1 y ω2 es llamado

decaimiento de grupo, y para una distancia z está dada por

∆t =
z

vg(ω1)
− z

vg(ω2)
=

∂vg
∂ω

(ω2−ω1)z
v2

g
. (2.28)

Usando las ecuaciones (2.20) y (2.21) tenemos

∆t = k′′(ω2−ω1)z . (2.29)
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La ecuación (2.29) muestra que la diferencia de tiempo de llegada de los pulsos es propor-

cional a la dispersión de grupo k′′, la diferencia de los componentes de frecuencia ω2−ω1,

y la distancia condicional z. Es bien sabido que si k′′ < 0 ( nos encontramos en el llamado

régimen de dispersión anómala), el componente de frecuencia mayor indica que los pulsos

llegan antes y para dispersión normal, k′′ > 0, es al contrario. Si los pulsos para diferentes

componentes de frecuencia llega a tiempos diferentes, entonces existen pérdidas.

Para un propósito práctico, la dispersión de grupo se designa por un parámetro de retardo

de grupo D, se define por el retraso del tiempo de llegada en unidades de pico-segundos [ps]

para dos componentes de longitud de onda separados por 1 nm en una distancia de 1 km. De

la ecuación (2.29), se puede describir el retraso del grupo por

D = k′′c
(

2π

λ1
− 2π

λ2

)
z =−k′′c

2π

λ2∆λz
. (2.30)

Por lo tanto, tomando λ = 1 nm y z = 1 km, D en la unidad de ps/nm/km se relaciona

con k′′ como D =−2πck′′
λ2 . Una cantidad importante que designa el efecto de dispersión de la

fibra es la distancia de dispersión z0 y es definida por la distancia sobre la que se duplica el

ancho de un pulso debido a la retraso de grupo. Dado que el ancho de pulso ∆τ está dado por

el inverso del ancho espectral ∆ω, la distancia de dispersión se obtiene de la ecuación (2.29)

como

z0 =
∆τ2

|k′′| . (2.31)

Por otro lado, el efecto de no linealidad de orden más bajo se origina del efecto Kerr.

Entonces en presencia del efecto Kerr el ı́ndice de refracción n viene dado por la ec. (2.25).

Tal que, el número de onda se convierte en

k =
ω

c

(
n0(ω)+n2(ω)|Ē|2

)
, (2.32)

esta expresión indica que el efecto Kerr induce un desplazamiento de fase no lineal ∆ΦN a

través de la parte no lineal del número de onda kN que es la parte referente de la polarización

no lineal PNL(=
3
4ε0χ(3)|E|2E), y es dada por
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∆ΦN = kNz =
2πn2|Ē|2z

λ
. (2.33)

la cual es llamada automodulación de fase (SPM)2. Efecto que crea una mezcla de pulsos en

amplitud y fase.

2.4.1. Ecuación envolvente para la onda electromagnética

La existencia de un solitón en fibras ópticas se obtiene derivando la ecuación de evolu-

ción para la envolvente compleja de la onda electromagnética Ē(z, t) (donde la amplitud de

Fourier varı́a lentamente) por retención, el orden más bajo de la dispersión de grupo y la

no linealidad cúbica originando el efecto Kerr, donde la forma más conveniente de derivar la

ecuación de envolvente es con la expansión en series de Taylor del número de onda k(ω, |Ē|2)

alrededor de la frecuencia portadora ω0, y la intensidad del campo eléctrico |Ē|2

k− k0 = k′(ω0)(ω−ω0)+
k′′(ω0)

2
(ω−ω0)

2 +
∂k

∂|Ē|2 |Ē|
2 , (2.34)

reemplazando k− k0 por el operador i∂/∂z y ω−ω0 por −i∂/∂t para operar sobre el campo

eléctrico. De manera que la ecuación resultante es

i
(

∂Ē
∂z

+ k′
∂Ē
∂t

)
+

1
2

k′′
∂2Ē
∂t2 +

∂k
∂|Ē|2 |Ē|

2Ē = 0 . (2.35)

Donde el ı́ndice de refracción n(k,ω, |Ē|2) dado por el medio Kerr para la ecuación

(2.25), y tomando las relaciones (2.20) y (2.21) además de ∂k/∂|Ē|2 ≈ ω0n2
c . A menudo

es conveniente estudiar la evolución de Ē en la coordenada de movimiento con la velocidad

del grupo τ = t− k′z. Entonces la ecuación (2.35) se convierte en

i
∂Ē
∂z
− k′′

2
∂2Ē
∂τ2 +

ω0n2

2c
|Ē|2Ē = 0 . (2.36)

2 El efecto de automodulación de fase o SPM (por sus siglas en inglés) se generará a partir de que el ı́ndice

de refracción de la fibra tiene una componente dependiente de la intensidad. De modo que, este ı́ndice de

refracción no lineal induce un desplazamiento de fase que es proporcional a la intensidad del pulso. Teniendo

como resultado que, las diferentes partes del pulso tengan diferentes desplazamientos de fase provocándole al

pulso un chirp, que a su vez cambiará los efectos de la dispersión sobre el pulso.
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Para una guı́a de onda de una fibra óptica k′′ es modificada por la dispersión de la guı́a

de onda que depende de la estructura modal de la fibra.37 Para ondas débilmente guiadas, el

número de onda lineal se describe aproximadamente por la función modal φ(x⊥,ω)

k2 =
(ω/c)2 ∫ |∇⊥φ|2n2

0dS− ∫ |∇⊥φ|2dS∫ |∇⊥φ|2dS
. (2.37)

La integración
∫

dS es evaluada a través de la sección transversal de la fibra y φ es nor-

malizada tal que

∫
|∇⊥φ|2dS = Ae f f E2

0 , (2.38)

donde E0 es la amplitud máxima del campo eléctrico de la luz, y Ae f f es la sección transversal

(efectiva) de la fibra. Además, dado que la intensidad de la luz varı́a a través de la fibra, n2

en la ec. (2.36) se reduce por el factor g que es descrito como

g =
ω

kcAe f f n2E4
0

∫
n0n2|∇φ|4dS≈ 1

2
. (2.39)

Aquı́, n2 es el coeficiente de Kerr promediado sobre la sección transversal de la fibra,

para un pulso de ancho ∆τ. Por lo tanto, es conveniente introducir la distancia Z normalizada

por la ec. (2.31) y ∆τ por el tiempo T normalizado. Para una fibra que tiene una dispersión

anómala la ec. (2.31) se reduce a

∂q
∂Z

=
i
2

∂2q
∂T

+ i|q|2q , (2.40)

y para una fibra que tiene una dispersión normal, el coeficiente del primer término en el lado

derecho se vuelve negativo. En esta expresión, q es la amplitud normalizada dada por

q =
(

ω0n2gz0

c

)1/2
Ē . (2.41)

Aquı́, g es el factor de reducción (≈ 1/2) de la intensidad del campo eléctrico debido al

efecto de la guı́a de onda. Si comparamos esta expresión con el desplazamiento de fase no li-

neal, ec. (2.33), podemos identificar que q no es más que el desplazamiento de fase no lineal

a la distancia de dispersión. En otras palabras, el término no lineal y término de dispersión
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en la ec. (2.40) se vuelven comparables con la amplitud.

De esta manera, la ecuación (2.40) es la ecuación que describe la evolución de la pro-

pagación de los pulsos en fibras con dispersión y no linealidad para un campo eléctrico que

tiene una intensidad tal que el desplazamiento de fase no lineal a la distancia de dispersión

es de orden uno. En un sistema práctico, la dispersión k′′ de la fibra a menudo varı́a en Z.

Además, la fibra puede tener amplificadores de ganancia G(Z) y una tasa de pérdida Γ por

distancia de dispersión. Entonces la ecuación (2.40) debe ser modificada como

∂q
∂Z

=
i
2

d(z)
∂2q
∂T 2 + i|q|2q+(G(Z)−Γ)q . (2.42)

Aquı́ d(z) es la dispersión del grupo normalizada por su valor promedio.

Por otra parte, podemos obtener la propagación de los pulsos, si consideramos a la ecua-

ción de Schrödinger no lineal en una dimensión como sistema dinámico de evolución, que

como es bien sabido, este sistema puede ser visto como un sistema hamiltoniano comple-

tamente integrable. En este caso, la ecuación NLS puede ser resuelta con el método de la

transformada inversa (IST por el inglés, inverse scattering transform), método por el cual

se obtienen soluciones de tipo solitón.10 Tal que el método es descrito por la reducción del

problema de valor inicial a un problema de transformada inversa para la ecuación de auto-

valores lineales asociada (tópico que no esta dentro del enfoque de esta tesis). Para una fibra

con dispersión anómala, la solución estacionaria localizada (solución solitónica) , que es ca-

racterizada por la amplitud η y con el cambio de frecuencia κ en una posición central T0 y

fase σ tiene la forma15

q(T,Z) = ηSech(η(T − kZ−T0))exp
(
−iκT +

i
2
(η2−κ

2)Z + iσ
)

(2.43)

para una fibra con dispersión normal, la solución estacionaria localizada es dada por un

solitón obscuro que aparece en proporción de ausencia continua de luz15

q(T,Z) = η
(
1−a2Sech2 (η(T − kZ))

)1/2
exp
(
−iκ− i

2
κ

2Z + iσ0 + iσ
)

(2.44)

23



donde

σ0 = ηT
√

1−a2 + tan−1
[

a√
1−a2

tanh(ηaT )
]
− η2(3−a2)

2
Z . (2.45)

Observamos que el solitón oscuro tiene un parámetro adicional al que se le designa la

profundidad del solitón. Si a es igual a uno, la solución para solitones oscuros viene dada

por tanhT .

De igual forma notamos que la velocidad del solitón κ es un parámetro independiente de

la amplitud a diferencia de muchas otras soluciones solitónicas. 3

3 En el apéndice B se desarrolla una solución de la ecuación no lineal de Schrödinger
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(a) Solitón brillante de la ec. NLS (b) Propagación del solitón brillante de la

ec. NLS

(c) Solitón obscuro de la ec. NLS (d) Propagación del solitón obscuro de la

ec. NLS

FIGURA 2.1: Solución solitónica de la ecuación no lineal de Schödinger para un solitón brillante ec.

(2.43) y para un solitón obscuro ec. (2.44), con las constantes η = 1, a = 0.5, T0 = 0.5, κ = 0.2, y

σ = 0.1
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Capı́tulo 3

Solitones no autónomos en fibras ópticas

Retomando el concepto de solitones, como ya mencionamos en capı́tulos anteriores la

propagación de estos pulsos en fibras ópticas o guı́as de onda presentan una dependencia

muy significativa de la dispersión y disipación de los pulsos, aunada a la no linealidad de las

mismas. Este tipo de fenómenos crean una distorsión y pérdida de señal,5, 13, 38 fenómenos

que han sido estudiados desde finales de los años 60s, aunque fué hasta los años 80s que se

utilizaron amplificadores para compensar estas pérdidas.13 Este proceso de amplificación es

usualmente obtenido en fibras ópticas dopadas con sı́lice38 o algunas tierras raras.

Teóricamente, la propagación de pulsos en fibras ópticas esta descrita por la ecuación no

lineal de Schrödinger (NLS), que tiene soluciones solitónicas y que se pueden asociar con

los pulsos.5, 13, 38

Un avance significativo en la descripción de estos pulsos en fibras ópticas y que ha tenido

gran auge en estudios recientes, es aquel que se da con la descripción de la ecuación NLS de

coeficientes variables, la cual describe un sistéma dinámico no lineal no autónomo,39 y que

se describe por la variación de la dispersión, la no linealidad y la pérdida o ganancia del sis-

tema, este tratamiento usualmente es llamado “manejo de solitones” (Soliton management)

o también por un uso especı́fico de la dispersión denominado “dispersion management”.

Comúnmente, en dispositivos ópticos se usa el manejo de dispersión y no linealidad para el

control dinámico,39–41 sin embargo, por ejemplo para sistemas atómicos42 y fı́sica de mate-
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ria condensada se utiliza manejo de dispersión y manejo de resonancia de Feshback.43

El tratamiento para manejo de solitones en un modelo no autónomo define al solitón

por cuatro parámetros:44 i) Amplitud (o ancho), ii) Frecuencia (o velocidad), iii) fase y iv)

posición de tiempo. Con estos parámetros es posible controlar la dinámica de solitones por

definición de las funciones de los mismos.

3.1. Modelo no autónomo en la ecuación no lineal de Schrödin-

ger

Iniciamos el tratamiento con la ecuación no lineal de Schrödinger de coeficientes varia-

bles que está descrita como

i
∂ψ(z, t)

∂z
+ f (z, t)

∂2ψ(z, t)
∂t2 +g(z, t)|ψ(z, t)|2ψ(z, t)+Vext(z, t)ψ(z, t)+ iγ(z, t)ψ(z, t) = 0 .

(3.1)

donde f (z, t), y g(z, t), son las funciones que representan los parámetros de dispersión y

no linealidad, respectivamente; Vext(z, t) y γ(z, t) denotan el potencial externo y la disipa-

ción (que puede ser pérdida o ganancia). Generalmente, Vext(z, t) =V0z2 o V (z, t) =V0 sin2 z.

Cuando f (z, t) = constante y g(z, t) = constante, tenemos el caso clásico de la ecuación de

Gross-Pitaevskii,45, 46 y γ(z, t) es la disipación (pérdida (γ > 0) ó ganancia (γ < 0)). Estos

coeficientes generalmente se asumen reales.

De igual forma, podemos también hacer uso de una extensión de la ecuación NLS pa-

ra solitones disipativos, esta ecuación es la ecuación de Ginzburg-Landau (GLE) la cual

en comparación con la ecuación NLS dicta que los términos de amortigüamiento para esta

ecuación son pequeños, además que en la ecuación de GL, el término no lineal es de mayor

consideración siendo un término de bombeo.47 Esta ecuación rige la evolución de la amplitud

de las ondas disipativas de una manera finita sobre la inestabilidad cerca de puntos crı́ticos.48
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Por otro lado, la transmisión de solitones ópticos en medios ópticos bajo manejo de

dispersión y no linealidad tiene una representación dada como

i
∂ψ(z, t)

∂z
+ f (z)

∂2ψ(z, t)
∂t2 +g(z)|ψ(z, t)|2ψ(z, t)+ iγ(z)ψ = 0 . (3.2)

donde f (z) y g(z) denotan el manejo de dispersión y el manejo de no linealidad, respecti-

vamente, y γ(z) = γloss + γR, con γloss significa pérdidas en la fibra (γloss > 0) y γR significa

ganancia de Ramman (γR < 0), cuando las funciones f (z), g(z) y γ(z) son funciones com-

plejas la ecuación es denominada ecuación no lineal de Ginzburg-Landau compleja y esta

presenta inhomogeneidades.49

3.1.1. Solitón no autónomo

Recientemente, la interacción de solitones entre sistemas no autónomos ha sido estudia-

da de manera sistemática y la cual fue una propuesta hecha por Serkin y colaboradores,50–53

quienes fueron los primeros en introducir el término solitón no autónomo en 2007,54 ellos

dicen que un solitón no autónomo es aquel que se mueve en un sistema que generalmente

se puede controlar a través del control de su amplitud y velocidad,54 este concepto significa

que dentro de la ecuación no lineal de Schrödinger se puede controlar tanto el parámetro no

lineal y el parámetro dispersivo.

Siendo que la ecuación que modela este sistema es la ecuación propuesta por Serkin y

colaboradores50 descrita como

i
∂Ψ

∂Z
±D(Z)

∂2Ψ

∂T 2 +R(Z)|Ψ|2Ψ = iΓ(Z)Ψ . (3.3)

Que presenta una solución solitónica dada por

Ψ =
D
R

PQ(S)exp
(

T 2

2
+ i

∫ Z

0
K(Ξ)dΞ

)
. (3.4)

donde Q(S) es una función real que describe una forma canónica de solitones brillantes y/u

obscuros (descripción que se toma sólo para poner el tema en contexto). De esta manera, to-
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mando como base lo dicho por Serkin y colaboradores podemos desarrollar una construcción

de una solución para solitones no autónomos.

3.2. Mapeo de He y Li para solitones no autónomos en fi-

bras ópticas

Haciendo uso del conocimiento previamente descrito, en esta sección realizaremos un

tratamiento matemático que consiste en transformar la ecuación no lineal de Schrödinger de

coeficientes variables (ENLS-CV) en una ENLS estandar de coeficientes constantes, donde

la ENLS-CV describe un pulso propagándose dentro de una fibra óptica que presenta una

pérdida y a su véz esta perdida es compensada por una ganancia, esta ecuación puede ser

resuelta por distintos métodos ya bien conocidos.55, 56 Usando el mapeo que fue introducido

por He y Li en 2010, trataremos un caso especı́fico con aplicación directa en fibras ópticas

lo cual nos da una simplificación del método propuesto por ellos.

3.2.1. Solitones no autónomos en fibras con ganancia variable y tasa

constante de pérdida

Este tipo de fibras actualmente tienen un uso regular en el desarrollo tecnológico, por lo

que, es de gran interés hacer un análisis de propogación de solitones no autónomos en estas

fibras, tal que la ecuación que los representa esta descrita por

i
∂ψ(t,z)

∂z
+

β(z)
2

∂2ψ(t,z)
∂t2 − i [g(z)−Γ]ψ(t,z)+ γ̂(z)|ψ(t,z)|2ψ(t,z) = 0 , (3.5)

donde ψ es la envolvente del campo eléctrico del pulso, β(z) es la dispersión de la velocidad

de grupo, γ̂(z) es el coeficiente de no linealidad, como podemos ver los parámetros son

dependientes de z, que es la coordenada longitudinal de la fibra y es una variable natural

de evolución de los pulsos mientras que t es la coordenada generalmente relacionada con el

tiempo. La propagación de la onda se ve afectada por una tasa constante de pérdida Γ y una

ganancia distribuida g(z). Una manera de garantizar la integrabilidad de la ec. (3.5), es bajo
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la relación directa con la ENLS estándar de coeficientes constantes

i
∂q
∂Z

+
1
2

∂2q
∂T 2 + γ|q|2q = 0 , (3.6)

donde γ =±1, q = q(T ,Z), y los coeficientes β(z) y γ̂(z) se obtienen analı́ticamente bajo el

mapeo. De manera que, si proponemos un ansatz de la forma

ψ(t,z) = q(T ,Z)p(z)e−iφ(t,z) , (3.7)

tal que T = T (z, t) y Z = Z(z), se encontrará la forma especı́fica para β, γ̂, T, Z, p, φ,

siendo que q(T ,Z) es solución de la ec. (3.6). He y Li consideran el caso más general con

p(z, t), sin embargo para la propagación de solitones en fibras ópticas es suficiente tomar a p

solamente como función de z.55

Sustituyendo la ec. (3.7) en la ec. (3.5), y sin perdida de generalidad, hacemos que tenga

la forma β(z) = Zz
T 2

t
y γ̂(z) = γZz

p2 , obteniendo la siguiente ecuación para q

iqZ +
1
2

qT T + γ|q|2q+(k1 + ik2)qT +(k3 + ik4)q = 0 , (3.8)

con

k1 =
1
2

Ttt

T 2
t

,

k2 =
Tz

Zz
− φt

Tt
,

k3 =
φz

Zz
− 1

2
φ2

t

T 2
t

,

k4 =
pz

pZz
− 1

2
φtt

T 2
t
− 1

Zz
[g(z)−Γ] .

De esta manera, garantizamos que q también satisfaga a la ecuación (3.6), sólo se debe

de imponer que k1 = k2 = k3 = k4 = 0, de modo que podamos hacer un mapeo de la ec. (3.8)
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en la ec. (3.6). Lo cual se cumple cuando

T (z, t) = F(z)t +F1(z) , (3.9)

Z(z) = f0F(z)+ f1 , (3.10)

φ(z, t) = a(z)t2/2+b(z)t + c(z) , (3.11)

p(z) =
√

f3Fe
∫
[g(z)−Γ]dz , (3.12)

β(z) =
f0Fz(z)

F2 , (3.13)

γ̂(z) =
γ f0Fz(z)

f3F
e−

∫
2[g(z)−Γ]dz , (3.14)

donde F1(z) = f2F(z)+ f4 y los parámetros de la fase son

a(z) =
F(z)

f0
, b(z) = f2

F(z)
f0

, c(z) =
f 2
2
2

F(z)
f0

+ f5 . (3.15)

La forma analı́tica de la función F(z) depende de cada caso particular, mientras que

f0, f1, f2, f3, f4 y f5 son constantes de integración, de las cuales f1, f4 y f5 pueden ser

nulas. De tal manera que la solución (3.7) tiene la forma

ψ(t,z) = q(T ,Z)
√

f3Fe
∫
[g(z)−Γ]dze−i(a(z)t2/2+b(z)t+c(z)) . (3.16)

Notamos que f5 contribuye a la solución solamente con una rotación de ángulo constante

exp(−i f5). Por lo tanto, tomaremos f5 = 0 sin pérdida de generalidad.

Por lo que, podemos escoger cualquier solución analı́tica para q(T ,Z) la cual cumple

que es solución de la ENLS estándar (3.6). Aquı́ usamos la solución q de Katyshev y cola-

boradores57 que se presenta como

q(T ,Z) = A0 sech



√

γA2
0

2
(T −vZ)


e

i
[(

v2
4 +

γA2
0

2

)
Z+ v

2 (T −vZ)

]

(3.17)

donde A0 es la amplitud y v es la “velocidad” del pulso solitónico, y θ = −arctan(4v) nos

proporciona la oblicuidad del solitón con respecto al eje Z.10 Teniendo que

F (z) = f0F(z)+ f1 , y F̃ (z, t) = F(z)t +F1(z) ,
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la solución completa es

ψ(t,z) = A(z)sech



√

γA2
0

2
[F̃ (z, t)−vF (z)]


e

i
[(

γA2
0

2 − v2
4

)
F (z)+ v

2 F̃ (z,t)−F(z)
2 f0

(t+ f2)
2
]

,

(3.18)

donde

A(z) = A0
√

f3F(z)e
∫
[g(z)−Γ]dz . (3.19)

Se puede observar que la solución y el comportamiento del pulso propagándose en una

fibra óptica se obtienen si conocemos los parámetros de dispersión de la velocidad de grupo,

de no linealidad, de pérdida y ganancia. De las ecs. (3.13) y (3.14) se obtiene que F(z) tiene

la siguiente forma funcional

F(z) =
f3

β(z)
γ̂(z)

γ
exp
[

2
∫
(g(z)−Γ)dz

]
. (3.20)

Siendo que la función F(z) y también F1(z), F (z) y F̃ (z, t) están relacionadas con el

inverso del ancho del solitón no autónomo.58, 59 La relación (3.20) se puede escribir también

en forma de la condición

γβ(z)F(z)
γ̂(z)

exp
[
−2

∫
(g(z)−Γ)dz

]
= f3 . (3.21)

Este tipo de condición fue también obtenido en58 por el método de separar la ecuación

no autónoma en un sistema de dos ecuaciones para la fase y la amplitud.

3.2.2. Solitones en fibras con amplificadores

La propagación de solitones en fibras amplificadas está descrita por la ecuación no lineal

de Schrödinger de coeficientes constantes pero no en forma estándar60

i
∂u
∂ξ
− 1

2
(s+ iδ)

∂2u
∂τ2 + |u|2u− i

2
µu = 0 (3.22)

con ξ = z/LD, LD =
T 2

2
β2

es longitud de dispersión, T2 es el tiempo de relajación, β2 es

el coeficiente de dispersión de la velocidad de grupo, τ =
(t−z/vg)

T2
el tiempo normalizado,

32



s = sgn(β2) =±1, δ = g0LD es la curvatura del perfil de ganancia, µ = (g0−α)LD ganancia

neta y α el coeficiente de pérdida.

En este caso la función F es compleja

F(ξ) =− f3(s− iδ)
γ(s2 +δ2)

eµξ . (3.23)

La solución no autónoma de (3.22) obtenida por el mapeo He-Li, es decir aplicando

(3.18) a este caso, es

u(τ,ξ) = A(ξ)sech



√

γA2
0

2
eµξ(s− iδ)

s2 +δ2 (τ−v+1)


e

[
i seµξ

2(s2+δ2)
(γA2

0−v2+v(τ+1)−(τ+1)2)
]

,

(3.24)

donde

A(ξ) = A0

√
−s+ iδ
s2 +δ2 e

µξ+ δeµξ

2(s2+δ2)
(γA2

0−v2+v(τ+1)−(τ+1)2)
. (3.25)

En estas fórmulas, γ =±1 es el parámetro de no linealidad autónomo.

Gráficas tridimensionales de esta solución solitónica se presentan en Fig. (3.1) para una

fibra óptica con perfil de ganancia parabólico, donde el cociente de pérdida/ganancia tiene

el valor α/g0 = 0.6 para las imágenes (a)-(d) y el valor 0.8 para las imágenes (e)-(h). Se

consideró el regimen de dispersión anomala s =−1 y δ = 0.24 para α/g0 = 0.6 y δ = 0.32

para δ = 0.32 para α/g0 = 0.8. Las imágenes (a) y (e) se presentan con velocidad v = 1 y

las imágenes (c) y (g) con v = 2. En las imágenes (b),(d),(f) y (h) se muestra la perspectiva

superior del pulso en cada caso.

La disminución de la amplitud de los solitones en el caso de la velocidad más alta se

puede entender de la expresión (3.25) donde el término en v2 es negativo teniendo la con-

tribución principal a este efecto. Por otro lado, en el caso de la pérdida/ganancia=0.8, este

efecto es menos pronunciado debido a que el cociente δ/(s2 + δ2) ∼ 0.17 lo que es menos

de 0.20 para el caso de pérdida/ganancia=0.6. Además, estas gráficas muestran que el ancho

de los solitones es proporcional al parámetro v de la oblicuidad.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

FIGURA 3.1: Solitones no autónomos obtenidos de (3.24), con los parámetros: β2 = 10 (GDV),

T2 = 0.2, bajo dispersión anómala; donde (a) Propagación con v = vg = 1 y una pérdida/ganancia

= 0.6, (b) Gráfica de contorno de la propagación de (a). (c) Propagación con v = 2, vg = 1 y una

pérdida/ganancia = 0.6 y (d) Gráfica de contorno de la propagación de (c). (e) Propagación con

v = vg = 1 y una pérdida/ganancia = 0.8, (f), gráfica de contorno del pulso. (g) y (h) Propagación del

pulso para pérdida/ganancia= 0.8 con v = 2 y gráfica de contorno del pulso, respectivamente.
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3.2.3. Solitones brillantes en fibras ópticas con ganancia y no linealidad

variables

En este caso, la dinámica de propagación de la envolvente eléctrica del pulso es repre-

sentada por la siguiente ecuación de coeficientes variables61, 62

i
∂U(Z,T )

∂Z
+Ω(Z)

∂2U(Z,T )
∂T 2 +

i
2

G1(Z)U(Z,T )+R(Z)|U(Z,T )|2U(Z,T ) = 0 , (3.26)

donde Ω(Z) es el coeficiente de dispersión, R(Z) es el parámetro de no linealidad de Kerr, y

G1(Z) es el coeficiente de ganancia. Después de identificar los coeficientes β(z) y γ̂(z) con

Ω(Z) y R(Z) tal que z = Z y t = T y al combinar (3.13) y (3.14) se obtiene

R(Z) = 2γcΩ(Z)exp
[
−
∫

G1(Z)dZ
]
. (3.27)

La dispersión diseñada la escogemos decayente de manera exponencial, Ω(Z) = e−Z ,

porque este tipo de dispersión fue realizada experimentalmente.63

Para este caso F es la constante

F = 2 f3
γc

γ
. (3.28)

La solución no autónoma tiene la siguiente forma

U(T,Z) = A(Z)sech

(√
2
γ

γc f3A0 ((T +2)−v)

)
ei γc f3

γ

(
(γA2

0− v2
2 )+v(T+2)−(T+2)2

)
, (3.29)

donde

A(Z) =

√
2γc

γ
f3A0e

1
2
∫

G1(Z)dZ . (3.30)

La evolución de este solitón no autónomo se presenta en las gráficas tridimensionales de

la Fig. (3.2) para las velocidades v = 1 y v = 2 en los casos G1 = 0 y G1 = 1 mostrando el

crecimiento exponencial de la amplitud y la dependencia de oblicuidad del ancho.

35



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

FIGURA 3.2: Solitones no autónomos obtenidos de la ec (3.29), con los parámetros: β2 = 10 (GDV),

T2 = 0.1, bajo dispersión anómala; donde (a) Propagación con v = vg = 1 y G1 = 0, (b) Gráfica

de contorno de la propagación de (a). (c) Propagación con v = 2, vg = 1 y G1 = 0 (d) Gráfica de

contorno de la propagación de (c). (e) Propagación con v = vg = 1 , y G1 = 1 (f), gráfica de contorno

del pulso. (g) y (h) Propagación del pulso para G1 = 1 con v = 2 y gráfica de contorno del pulso,

respectivamente.
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De este modo se obtienen las condiciones apropiadas para el manejo de solitones no

autónomos dentro de fibras ópticas, tal que bajo el mapeo que convierte la ecuación NLS-CV

en una ecuación NLS estándar, se obtiene la condición F(z) = f3
β(z)

γ̂(z)
γ

exp [
∫

2(g(z)−Γ)dz]

siendo F(z) una función que parametriza el mapeo. Esta condición garantiza la integrabili-

dad del sistema y muestra que los solitones no autónomos son posibles solo si los parámetros

de la fibra óptica cumplen dicha condición. En general, los solitones no autónomos diferen

del solitón estándar con base al cual se construyen en el método de He y Li por tener una

amplitud y un ancho que dependen de los parámetros materiales de la fibra óptica en la cual

se propagan.

Por otra parte se dan otros dos ejemplos, en el Apéndice C tomando al modelo con dos

tipos de dispersión y no linealidad diferente.

3.3. Solitones no autónomos en la ecuación Compleja de

Ginzburg-Landau

Al igual como se propuso en la sección anterior, una alternativa para contrarrestar la

pérdida y dispersión, fenómenos propios de la propagación, se propone compensarlos con

amplificadores ópticos34, 60, 64 o bien con el uso amplificadores periódicos de fase.65, 66

Teóricamente, el tratamiento se realiza a través de la ecuación NLS o bién por la ecuación

de Ginzburg-Landau, la cual como sabemos es una clase de ecuación NLS con un valor

considerable en el término no lineal,67 tal que, tomando la ecuación de GL en función de

la evolución de la amplitud de manera finita sobre las ondas inestables,48 podemos usarla

para describir pulsos en fibras amplificadas al igual que en la sección anterior pero con una

descripción un poco más general, donde se toma la forma compleja que es representada como

∂ψ

∂z
= γ(z)ψ− ip(z)

∂2ψ

∂t2 −g(z) |ψ|2 ψ , (3.31)

donde ψ(z, t) es la función de la evolución del campo, t es el tiempo retardado y z es la
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distancia de propagación, al igual que en la ENLS en este caso p proporciona la dispersión

de la onda, es común que en la ecuación de GL, tanto p(z) como g(z) sean funciones com-

plejas, tal que, la parte compleja de p(z) genera un filtrado espectral ( de modo que pi < 0,

donde el subindice i denota la parte imaginaria) del amplificador, término que es importante

porque suprime la fluctuación de Gordon-Haus68 de la frecuencia central del solitón 1; de

igual manera para la componente no lineal g(z) (con la parte imaginaria gi > 0 la cual repre-

senta los procesos de absorción/ganancia no lineales). Se conoce que la ganancia no lineal

ayuda a compensar el crecimiento radiativo inicial (modo lineal), el cual siempre sigue a la

propagación de pulsos no lineales estacionarios en fibras reales, γ(z) es la ganancia lineal y

y en caso de tener coeficiente imaginario este será el cambio de frecuencia.69 En la mayorı́a

de los casos este tipo de modelo es usado para manejo de dispersión (DM por sus siglas

en inglés)2 al igual que para la ENLS,70, 71 pero con la diferencia que este modelo se pue-

de presentar como un mapa periódico en una linea de transmisión, tal que cada periodo es

construido sobre dos tipos de fibras que generalmente tienen diferentes longitudes y van en

sentido opuesto a la dispersión de la velocidad de grupo.72–74 La dispersión causada por la

interacción de solitones y pulsos vecinos se induce por un pulso grande que bombea un pe-

riodo de dispersión que pueden ser representados por un manejo de dispersión de solitones.75

Para este tipo de problemas, se conocen algunos métodos para encontrar una solución

exacta del tratamiento teórico. Recientemente, un modelo propuesto es el que da un camino

para obtener condiciones de estabilidad en soluciones tipo solitón brillante y obscuro, en la

ecuación compleja cúbica de GL pero de coeficientes variables (CV).49 En esta sección abor-

daremos, este modelo, pero como un mapeo de la ECGL-CV dentro de la ecuación compleja

estándar GL de coeficientes constantes,56, 76 de manera análoga a la sección anterior.

1El efecto Gordon-Haus, dice que las fluctuaciones de la frecuencia central de los pulsos ópticos se acoplan

al tiempo a través de la dispersión de velocidad del grupo: un cambio en la frecuencia central se presenta como

un cambio en la velocidad de grupo, que posteriormente afectará el tiempo del pulso.
2Manejo de dispesión y no linealidad en óptica es un concepto que describe los sistemas dinámicos no

lineales que consiste en la variación de la dispersión, la no linealidad y la ganancia/pérdida que afecta al

solitón.
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3.3.1. Mapeo He-Li, tratamiento matemático

Garantizando la integrabilidad de la (3.31) por la relación directa de la ECGL-CV con la

ecuación estándar de GL, la cual es representada por la ecuación77, 78

i
∂ψ

∂z
+

(
D
2
− iβ

)
∂2ψ

∂t2 +(s− iε) |ψ|2 ψ = iδψ , (3.32)

con ψ que es la envolvente del campo óptico, z y t son la distancia de propagación y el tiem-

po de retardo, respectivamente. Los parámetros de la ecuación (3.32) son todo parámetros

reales, tal que, δ se considera la parte de ganancia lineal o pérdida, β es el filtrado espec-

tral, y ε es la ganancia no lineal. Los parámetros D y s solo pueden tomar los valores ±1,

lo que significa que, cuando D = 1 la dispersión es anómala y con D = −1 la dispersión es

normal, s = 1 o s =−1 denomina el efecto Kerr positivo o negativo,79 respectivamente. Para

comenzar el tratamiento se propone el ansatz

ψ(t,z) = u(T,Z)e−iφ(t,z) , (3.33)

donde la función de fase φ describe la inestabilidad.13 Con T = T (z, t) y Z = Z(z), son

determinados por la forma especı́fica de p(z), g(z), y γr, donde T y Z son necesarios para que

u(Z,T ) satisfaga la ecuación estándar de GL ec. (3.32) conteniendo a la fase φ. Usualmente,

la función T es tomada como un tiempo reducido, que va a depender del tiempo y de la

distancia de propagación como T = t−β
e f f
1 z,80 y es generalmente usada en fibras ópticas

amplificadas por dopaje de tierras raras, donde β
e f f
1 es relacionada con la velocidad de grupo

efectiva, tal que, T va a tener una dependencia directa con Z. De esta manera, sabiendo que

la ∂ψ

∂t = ψt ,
∂ψ

∂z = ψz y aplicando el ansatz (3.33) obtenemos

iuz + p(z)utt−2ip(z)φtut +φzu− ip(z)φttu− p(z)φ2
t u− iγ(z)u+q(z)|u|2u = 0 , (3.34)

recordando que u = u(T,Z) con T = T (t,z), Z = Z(z);

iuZZz + iuT Tz +φzu+ p(z)uT Ttt + p(z)uT T T 2
t −2ip(z)φtTtuT

−ip(z)φttu− p(z)φ2u+q(z)|u|2u = iγ(z)u (3.35)
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si dividimos por Zz y hacemos p(z) =
(D

2 − iβ
) Zz

T 2
t

, y g(z) = (s− iε)Zz obtenemos

iuZ +

(
D
2
− iβ

)
uT T +(s− iε) |u|2u+(k1 + ik2)uT +(k3)u = iδu (3.36)

con

k1 =
D
2

Ttt

T 2
t
−2β

φt

Tt
, (3.37)

k2 =
Tz

Zz
−β

Ttt

T 2
t
−D

φt

Tt
, (3.38)

k3 =
φz

Zz
−β

φtt

T 2
t
− D

2
φ2

t

T 2
t
, (3.39)

δ = β
φ2

t

T 2
t
− D

2
φtt

T 2
t
, (3.40)

cuando k1 = k2 = k3 = 0 estamos en el regimen de la ecuación cúbica de Ginzburg-Landau

ec. (3.32). De esta manera solo queda el resolver cada una de estas funciones para obtener

la dependencia directa de las funciones propuestas con los parámetros de dispersión, la no

linealidad y los parámetros de pérdida/ganancia, bajo el manejo de dispersión.

Con esto en mente, ahora si tomamos T = t−β
e f f
1 z tenemos

Tt =
∂T
∂ξ

dξ

dt
= Tξ

Tz =
∂T
∂ξ

dξ

dz
=−β

e f f
1 Tξ

sustituyendo en (3.40)

k1 =
D
2

Tξξ

T 2
ξ

−2β
φt

Tξ

, (3.41)

k2 =
−β

e f f
1 Tξ

Zz
−β

Tξξ

T 2
ξ

−D
φt

Tξ

, (3.42)

k3 =
φz

Zz
−β

φtt

T 2
ξ

− D
2

φ2
t

T 2
ξ

, (3.43)

δ =
γr(z)

Zz
−β

φ2
t

T 2
ξ

+
D
2

φtt

T 2
ξ

, (3.44)
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de tal manera que al resolver cada una estas ecuaciones obtenemos las variables que repre-

sentan la solución y son

T (z, t) = F1(z)+
√

s.c
k

√
g(z)

√
2k(t−ωz)+ f1 , (3.45)

Z(z) = (s.c)
∫

g(z)dz+ f2 , (3.46)

φ(z, t) = − D
8β

ln(2k(t−ωz)+ f1) , (3.47)

donde f1 y f2 son constantes de integración, s.c y D.c son valores complejos del mapeo que

tienen la forma s.c = s+iε
s2+ε2 y D.c =

D
2 +iβ

(D
2 )

2
+β2

y como se observa son los números complejos

relacionados con los coeficientes no lineales y de dispersión de la ecuación de GL, respec-

tivamente, también ω = k
8β

(
16β2 +D2) y κ = β

e f f
1

(
4β

D2+β2

)
, lo cual nos lleva a obtener

función de transformación

F1(z) =

(
1
k
+

4β
e f f
1

ω

)√
s.c
D.c

√
g(z)p(z) (3.48)

además de la expresión para la pérdida/ganancia dependiente de la disperisón y la no linea-

lidad

γ(z) = s.c g(z)− 3D2k2

16βp(z)
(3.49)

de esta manera tenemos un mapeo completo de la ecuación de GL, y además se tienen las

condiciones de integrabilidad del sistema.

3.3.2. Solución exacta para la ecuación compleja de GL estándar

Existen varias soluciones exactas de la ecuación de GL ec. (3.32),77–79, 81 pero en es-

ta sección utilizaremos la solución obtenida por Soto-Crespo y colaboradores,78 la cual es

usada para solitones brillantes con dispersión anómala D = s = 1, debido a que en el régi-

men de dispersión anómala es posible encontrar propiedades que cumplen con soluciones

solitónicas.5 En el trabajo de Soto-Crespo se proponen dos tipos de soluciones una de ellas

es para una amplitud fija, y la otra es para una amplitud arbitraria, en ambos casos la solución

solitónica tiene la forma
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u(T,Z) = a(T )exp [i(d ln [a(T )]−ωZ)] , (3.50)

donde a(T ) es una función real d y ω son constantes reales con valores

d± =
3(1+2εβD)±

√
9(1+2εβD)2 +8(ε−2βD)2

2(ε−2βD)
(3.51)

ω =
δ
(
1−d2−4βdD

)

2(d−βD+βd2D)
(3.52)

Tal que, en este contexto de búsqueda de soluciones, sólo se toman las condiciones de

estabilidad propuesta por Soto-Crespo y colaboradores, y no se hace un análisis de estas

condiciones.

Solitón con amplitud fija

La solución a(T ) es

a(T ) =CBsech(BT ) (3.53)

con

B =

√
δ

βd2 +Dd−β
(3.54)

C =

√
3d (1+4β2)

2(2β− εD)
(3.55)

y d es dada por la ecuación (3.51), después de escoger el signo mas (menos) en frente de la

raı́z cuadrada, D es negativa (positiva). El segundo valor de d genera una solución no fı́si-

ca,77, 82 ya que la expresión bajo la raı́z cuadrada de C llega a ser negativa.

De tal manera, que existe un rango de solución para (3.53) dado por

εs = β
3
√

1+4β2−D
4+18β2 (3.56)
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Como esta solución existe casi en todas partes en el plano (β, ε), Soto-Crespo la deno-

minan como una solución general (ver Fig. (5.1)). La curva S en sı́ es la lı́nea donde esta

solución se convierte en singular, es decir, su amplitud BC tiende a infinito, mientras que el

ancho 1/B desaparece.

FIGURA 3.3: Lı́nea S (3.56) en el plano (ε, β) donde las soluciones con amplitudes fijas (3.53) se

vuelven singulares, y donde las clases de soluciones especiales con amplitud arbitraria (3.57) existen.

Este diagrama se aplica para casos cúbicos y quı́nticos. La lı́nea correspondiente para el caso de

dispersión anómala es dada por lı́nea azul para la comparación. Por encima de la lı́nea S, δ debe ser

positiva para que exista la solución (3.53), y negativa debajo de ella. La lı́nea roja es para S dada por

D =+1 que muestra la dispersión normal.

Solitón con amplitud arbitraria

Esta solución es obtenida cuando se impone la condición de que δ = 0, tal que

a(T ) = GFsech(GT ) , (3.57)

donde G es un parámetro positivo arbitrario, y d, ω, y F son dados como
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d =

√
1+β2−D

2β
(3.58)

ω = −
(
1+4β2)(√1+4β2−D

)

4β2 G2 =−d

√
1+β2−D

2β
G2 (3.59)

F =

(
d
√

1+β2−D
2ε

)1/2

=



(
2+9β2)√1+β2

(√
1+β2−D

)

2β2
(

3
√

1+β2−D
)




1/2

. (3.60)

La razón de existencia de una solución de amplitud arbitraria es que, cuando δ = 0,

la ecuación cúbica de GL compleja es invariante a transformaciones de escala u → Gu,

T → GT , Z→ G2Z.78 De esta forma, si conocemos la solución particular de esta ecuación,

se puede obtener una generación de una familia de soluciones usando esta transformación.

3.3.3. Solución para la ecuación compleja de GL con coeficientes varia-

bles

Usando un caso especı́fico de dispersión y no linealidad propuesto en el trabajo de F.

Fang y Y. Xiao49 (donde desarrollan la ecuación de GL de coeficientes variables para descri-

bir una fibra con inhomogeneidades, encontrando solitones brillantes con chirp), mediante

el uso del mapeo propuesto, encontramos soluciones solitónicas correspondientes para las

amplitudes propuestas por Soto-Crespo y colaboradores, .

Entonces, la solución consta de tomar los parámetros propuestos de dispersión y no linea-

lidad y desarrollarlos por el método con el fin de encontrar la forma funcional de la solución,

estos parámetros son

p(z) =−1
2

p0 [1+α1 sin(σz)]exp(−µ1z) , (3.61)

g(z) = g0 [1+α2 sin(σz)]exp(−µ2z) , (3.62)

donde p0 y g0 son parámetros ideales de la fibra; α1 y α2 son cantidades pequeñas que

caracteriza las fluctuaciones en la amplitud; µ1 y µ2 son constantes también pequeñas; σ es
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relacionada con la variación del periodo de los parámetros de la fibra.

Entonces tenemos que

F1(z) =
(

1
k
+

4v
ω

)√
s.c
D.c

√
−1

2
p0g0 [1+α2 sin(σz)]exp(−µ2z) [1+α1 sin(σz)]exp(−µ1z)

(3.63)

de esta manera usando la ec. (3.63), con T ec. (3.45), Z ec. (3.46) y φ ec. (3.47) obtenemos

los funciones que nos darán el comportamiento para la solución ec. (3.50) con amplitud fija

y con amplitud variable, respectivamente.

Solución para un solitón con amplitud fija

De acuerdo con la solución propuesta por Soto-Crespo y colaboradores añadida a nuestra

solución tenemos la representación gráfica de la solución solitónica representada en la figura

(3.4).

(a) a) (b) b)

FIGURA 3.4: a) Solitón de la solución con amplitud fı́ja. b) Gráfica de contorno de propagación

correspondiente

La gráfica (3.4) muestra la representación de la solución para la ecuación NLGL de coe-

ficientes variables para dispersión anómala, es decir, el coeficiente D = 1, podemos obser-

var que presenta soluciones similares a las reportadas en la literatura,78 con los parámetros

β = 0.25, δ =−0.1, α1 = 0.05, α2 = 0.1, σ = 0.05, µ1 = µ2 = 0.01, p0 =−0.5, g0 = 0.3, y

s = 1 al igual que en el trabajo de Soto-Crespo et al. y en el trabajo de Fang et. al.
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Solución para un solitón con amplitud arbitraria

De igual manera que en el caso anterior presentamos la solución para un solitón con

amplitud variable es representada gráficamente en las figuras (3.5) , donde se toman los

valores propuestos en las referencias donde el G = 1, con β = 0.1, α1 = 0.05, α2 = 0.1,

σ = 0.05, µ1 = µ2 = 0.01, p0 =−0.5, g0 = 0.3, y s = 1

(a) a) (b) b)

FIGURA 3.5: a) Solitón brillante de la solución con amplitud arbitraria. b) Gráfica de contorno de

propagación correspondiente
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Capı́tulo 4

Supersimetrı́a óptica

En este cápitulo el principal objetivo es describir matemáticamente el perfil de ı́ndice de

refracción de guı́as de onda, haciendo uso de supersimetrı́a cuántica y su directa aplicación

a la óptica. De la literatura se sabe que la óptica supersimétrica puede describir dos haces de

luz de diferentes longitudes de onda, que forman una interferencia periódica constante a lo

largo del eje de la guı́a de onda;31 donde la supersimetrı́a es exacta en un régimen paraxial 1.

De esta manera, los sistemas ópticos se pueden estudiar por métodos supesimétricos de

forma análoga con la mecánica cuántica supersimétrica. Especı́ficamente se pretenden en-

contrar los perfiles de ı́ndice de refracción, los cuales poseen propiedades muy interesantes

para la propagación de pulsos ópticos, tanto en el régimen solitónico como en otros regı́me-

nes.

4.1. Analogı́a entre fibras ópticas y mecánica cuántica

Uno de los principales medios de propagación óptica en la actualidad son las guı́as de

onda, las cuales generalmente son medios ópticos que en su forma más sencilla constan de

dos materiales de diferente ı́ndice de refracción, estos medios están estructurados de manera

1El régimen paraxial en óptica se utiliza en el cálculo de sistemas ópticos, donde se supone que las trayec-

torias de los rayos de luz forma un ángulo pequeño con el eje óptico. En esta aproximación paraxial de primer

orden, el seno y la tangente de un ángulo se aproximan por el mismo ángulo (en radianes), y el coseno por 1.
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que el material de mayor ı́ndice de refracción se encuentre en el centro del medio y el otro

material de menor ı́ndice rodeando el núcleo, con lo que se consigue que exista propagación

del pulso óptico que entra en este medio. Existe otro tipo de guı́a de pulsos, esta es la deno-

minada fibra óptica, la cual funciona de manera similar a las guı́as de onda, con la variante

que estas fibras son cilı́ndricas y de menor tamaño radial, en comparación con el núcleo de

las guı́as de onda convencionales, ademaś de que actualmente, las fibras ópticas han tenido

un gran crecimiento en el área de telecomunicaciones, donde el avance tecnológico es cada

vez mayor.

Para iniciar con nuestro estudio, vamos a hacer uso de una analogı́a que relaciona los

potenciales independientes del tiempo en mecánica cuántica, con los perfiles de ı́ndice de

refracción independiente de la longitud de propagación en guı́as de onda y fibras ópticas en

un regimen paraxial tal como lo describe Black y Ankiewicz.25

En una guı́a de onda óptica, como se mencionó anteriormente, la luz o pulso óptico es

guiado en el interior de la guı́a debido al alto ı́ndice de refracción del núcleo que confina los

rayos, el cual en comparación con mecánica cuántica actúa como un pozo de potencial para

una partı́cula.25 Cuando el ángulo de propagación es menor que el ángulo crı́tico es decir

θz < θc, ver figura (4.1), los rayos se encuentran en reflexión total interna, de modo que estos

se confinan hacia el núcleo; para θz > θc, esto corresponde a rayos refractados no confinados

o tuneleados fuera del núcleo.83

Cuando el parámetro V (frecuencia de corte) de la guı́a de onda es pequeño, el espectro

continuo clásico de las direcciones de los rayos confinados se vuelve discreto,25 es decir se

transforma en modos electromagnéticos confinados de la fibra, en esta situación a cada rayo

confinado le corresponde un modo electromagnético confinado mientras que a los rayos no

confinados les corresponde el continuo de los modo radiativos.

Dos aspectos fundamentales de la analogı́a es que la distancia z a lo largo del eje de

la fibra es equivalente al parámetro del tiempo en mecánica cuántica; y que la dependencia
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(a) (b)

(c)

FIGURA 4.1: (a) Ejemplo de una fibra óptica cilı́ndrica, con el núcleo de la fibra revestido por un

recubrimiento de bajo ı́ndice de refracción; teoricamente, se puede considerar que r se expande al

infinito. (b) Trayectoria de un rayo que pasa a través de una fibra de perfil escalón. (c)Trayectoria de

un rayo que pasa a través de una fibra de perfil gradual. El pulso óptico o rayo es confinado si θz < θc

donde θc ∼=
[
1−n2

rev/n2
0
]1/2.
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transversal del campo eléctrico (o la proyección del rayo en la sección transversal de la fi-

bra) es equivalente a un sistema cuántico esférico, es decir un problema cuántico de campo

central.25

Los principales parámetros de una fibra óptica están dados en la tabla (4.1), para su fácil

visualización.

Parámetros Descripción

r = (x,y) Posición en la sección transversal

∆ = 1
2

(
1−n2

rev/n2
0
)

Parámetro de la altitud del perfil de refracción

n2(r) = n2
0 [1−2∆ f (r)] Índice de refracción cuadrático

n0 Máximo del ı́ndice de refracción del núcleo

nrev Máximo del ı́ndice de refracción del revestimiento

ρ Radio de la fibra

λ = 2πλ̄ = 2π/k Longitud de onda

ψ(x,y)eiβz Dependencia funcional del campo eléctrico

β Constante de propagación

V = ρk
(
n2

0−n2
rev
)1/2

= ρkn0
√

2∆ Parámetro de la guı́a de onda

U = ρ
(
k2n2

0−β2)1/2 Constante de propagación normalizada

TABLA 4.1: Parámetros importantes en una fibra óptica.

4.2. Ecuación escalar de onda independiente de la longitud

y ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

Para una fibra óptica de ı́ndice de refracción independiente de la longitud, la dependencia

del campo electromagnético es eiβz a lo largo de la fibra. Por otro lado la dependencia del

campo electromagnético en la sección transversal de la fibra en un regimen paraxial esta

dado por la siguiente ecuación de onda escalar
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[
∇

2 +
2∆n2

0

λ̄2

(
U2

V 2 − f (r)
)]

ψ(r) = 0 , (4.1)

donde f (r) es el perfı́l del ı́ndice de refracción.

Esta ecuación puede ser comparada con la ecuación de Schrödinger para una partı́cula de

masa unitaria y energı́a E en un potencial independiente de tiempo V (r)

(
∇

2 +
2
~2 [E−V (r)]

)
ψ(r) = 0 . (4.2)

La constante de Planck, h = 2π~, juega el papel correspondiente a λ; la energı́a mecánica

es la relacionada con el cuadrado de la constante normalizada U :

E↔ ∆n2
0U2/V 2 =

1
2
(
n2

0− β̄
2) , (4.3)

donde β̄↔ β/k y en la aproximación semiclásica de WKB es un invariante axial.84, 85 Resulta

también que el potencial de Schrödinger corresponde al perfil normalizado del ı́ndice de

refracción

V (r)↔ ∆n2
0 f (r) =

1
2
(
n2

0−n2(r)
)
. (4.4)

FIGURA 4.2: Correspondencia entre el ı́ndice de refracción normalizado y un pozo de potencial.
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De manera que la ecuación de la proyección del rayo está dada por las coordenadas x(z)

y y(z); tal que, es escrita de la forma

1
2

β̄
2

[(
dx
dz

)2

+

(
dy
dz

)2
]
+∆n2

0 f (x,y) =
1
2
(
n2

0− β̄
2) , (4.5)

comparando esta ecuación con la ecuación de conservación de la energı́a tenemos

1
2
(

p2
x + p2

y
)
+V (x,y) = E . (4.6)

Ası́, usando la correspondencia asintótica de (4.3), vemos que para una partı́cula de masa

unitaria tendrı́amos

px ≡
dx
dz
↔ β̄

dx
dz

, py ≡
dy
dz
↔ β̄

dy
dz

. (4.7)

Por lo que, la analogı́a temporal se da con la distancia longitudinal dividida por el inva-

riante axial

t↔ z
β̄
. (4.8)

Usando la relación anterior se puede escribir de manera natural la ecuación del pulso

óptico en términos de la ecuación de movimiento de Newton d p/dt =−∇V (x,y).85

De esta manera, podemos escribir la analogı́a completa con la tabla (4.2) que es como un

diccionario entre mecánica cuántica y fibras ópticas .

4.3. Estructuras supersimétricas

Una propuesta de gran interés dentro de la mecánica cuántica, es aquella donde se tienen

potenciales isoespectrales como uno de los caminos para resolver de manera exacta proble-

mas de valor inicial de la ecuación de Schrödinger. Por varias décadas, la actividad principal

de esta área tomando como base principal la propuesta anterior, fue hecha por métodos de
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Fibra óptica Mecánica cuántica

Perfil normalizado del ı́ndice de refracción Potencial

Óptica electromagnética Mecánica cuántica

Ecuación de onda escalar independiente de la longitud Ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

Constante de propagación normalizada cuadrada Energı́a

Modelo número azimutal Número cuántico de momento angular

Modos confinados (discretos) Estados ligados (discretos)

Modos de radiación (continuo) Estados no ligados (continuo)

Modo ligeramente tuneleado Estado metaestable

Modo local Estado cuasiestacionario

Pulso óptico Mecánica clásica

Invariante axial normalizado Energı́a

Invariante azimutal Momento angular

TABLA 4.2: Diccionario Cuántico-óptico propuesto por Black y Ankiewicz (ver referencia25)

factorización,26–28 pero fue a partir de los 80s, cuando las conexiones con las transformacio-

nes de Darboux fueron usadas por fı́sicos matemáticos en mecánica cuántica supersimétrica

(SUSY QM ), para su implementación en los problemas de factorización.29

4.3.1. Potenciales isoespectrales

En SUSY-QM, se usan dos Hamiltonianos isoespetrales, excepto para el estado base co-

mo método de solución de la ecuación de Schrödinger.30 Una representación de la supersi-

metrı́a es aquella que se ve en la ecuación de Dirac en un campo externo,86 que se representa

como una raı́z cuadrada de la ecuación de Klein-Gordon; este tipo de supersimetrı́a es análo-

ga a encontrar la raı́z cuadrada de la ecuación de Helmholtz31 en el régimen paraxial. La

estructura supersimétrica de Helmholtz en óptica también puede describir la propagación de

la luz en guı́as de onda.29, 31, 32
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La descripción en fı́sica de partı́culas propuesta por Witten23 es aquella donde usa SUSY

para partı́culas de spin un medio, con algebra supersimétrica de operadores bosónicos y

fermiónicos que obedecen las relaciones de conmutación y anticonmitación. Witten notó

que la diagonal de la matriz Hamiltoniana de 2× 2 tiene componentes Hamiltonianos de

spin hacia arriba y spin hacia abajo, teniendo que los operadores de factorización también

son matrices 2×2 de los Hamiltonianos, y estas matrices son llamadas supercargas las cuales

son:

H =


 H1 0

0 H2


 , Q− =


 0 0

A 0


 , Q+ =


 0 A+

0 0


 , (4.9)

Estas matrices satisface una super algebra cerrada

[H,Q−] = [H,Q+] = 0 , {Q−,Q+}= H , {Q−,Q−}= {Q+,Q+}= 0 . (4.10)

El hecho que las supercargas conmuten con H significa que, H1 y H2 son isoespectrales.

En teorı́a cuántica de campos, los operadores de supercargas, son responsables del cambio de

los grados de libertad bosónicos dentro de los fermiónicos y viceversa, tal que, en mecáni-

ca cuántica estos son conocidos como operadores entrelazados que factorizan la pareja de

hamiltonianos, H1 = A+A y H2 = AA+, respectivamente.29 Si uno olvida la representación

matricial, se puede ver fácilmente que a través de SUSY QM, se puede reformular esta re-

presentación, usando el método de factorización e introduciendo los ejemplos de Dirac y

Schrödinger con los que se empieza la mecánica cuántica. De hecho, para el caso de spin un

medio, Witten escribió una expresión de supercargas como una matriz de operadores de pri-

mer orden, envueltos por una función desconocida W (x) y de igual forma escribió la matriz

Hamiltoniana en términos de W 2 y W ′, pero su atención se centró en la cuestión de romper

la supersimetrı́a dinámica y no en problemas de valores propios de la mecánica cuántica.

Más tarde, los autores de SUSY QM señalaron que el superpotencial de Witten W fue la

solución de las ecuaciones de Riccati que involucran dos potenciales isospectrales,29 siendo

un nuevo resultado básico para el método de factorización y, convirtieron esto en el objetivo

de búsqueda de potenciales isospectrales que solucionan exactamente potenciales conocidos.
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Para SUSY QM, este es esencialmente un esquema algebraico, lo cual es conveniente para

cambiar la energı́a del estado fundamental de H1 tal que se elimina la contribución a la

energı́a de las fluctuaciones del punto cero. De esta manera, los espectros de energı́a de los

dos Hamiltonianos asociadas son definidos semipositivos. Para n > 0, donde la ecuación de

Schrödinger para H1 es

H1φn = A+Aφn = εnφn . (4.11)

Y puede ser escrita como una ecuación de Schrödinger de su pareja Hamiltoniana de

SUSY como

H2(Aφn) = AA+Aφn = εn(Aφn) , (4.12)

aplicando el operador A a la izquierda de (4.11). De tal forma, que usando la función de

onda ϕn = Aφn en el problema de valores propios H2ϕn = εϕn, entonces esto es un problema

isoespectral de valores propios para H1, es decir, εn = εn. De igual forma, aplicando un

operador A+ a la izquierda en el problema de valores propios H2, tenemos,

A+H2ϕn = A+
εϕn , (4.13)

Uno inmediatamente da por entendido que

H1(A+
ϕn) = ε(A+

ϕn) , (4.14)

y de esta misma forma por comparación con (4.11) se muestra que, escogiendo las funciones

propias de H1 con φn = A+ϕn da la isoespectralidad εn = ε. Ahora, por el operador A (A+)

que es un operador diferencial de primer orden se destruye (crea) un nodo en el que la función

propia actúa. Para el estado base H1 no tiene nodo, esto significa que la función propia de

H2 no es normalizable, esta se obtiene aplicando un operador A a φ0. Fı́sicamente significa

que la ecuación Aφ0 = 0, es también definición del estado base H1, y es considerada no

degenerada, un caso conocido como no ruptura de supersimetrı́a como lo buscaba Witten.

Como una consecuencia, los valores propios y la función propia normalizada de un par de

Hamiltonianos de SUSY QM son relacionados por
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εn = εn+1 , ε0 = 0 ,

ϕn =
Aφn+1√

εn+1
,

φn+1 =
A+ϕn√

εn
.

Por otro lado, desde el punto de vista de aplicación estrictamente fı́sico, es justo decir que

no hay aplicaciones del todo reales que surjan de SUSY QM y sólo unas pocas consecuencias

son reclamadas, pero en la actualidad se ha tomado a gran detalle el uso de supersimetrı́a

con aplicación en óptica bajo la ecuación de Helmholtz,24, 31, 32 donde se buscan construir

dispositivos que cumplan con estas caracterı́sticas supersimétricas, y en la fı́sica nuclear

donde se demostró la supersimetrı́a, que establece ciertos vı́nculos entre las propiedades

espectroscópicas de los diferentes núcleos.87 Esto es similar a lo que ocurre con los modelos

de campo cuánticos supersimétricos para los que la evidencia experimental de partı́culas

compañeras supersimétricas es deficiente a pesar del considerable esfuerzo de búsqueda a lo

largo de las últimas cuatro décadas lo que explica por qué el enfoque principal es la rotura

de supersimetrı́a.

4.3.2. Descripción supersimétrica de la ecuación de onda

Para entrar en detalle del tratamiento que se usa, en la descripción supersimétrica en

óptica, se hace una descripción en términos de la ecuación de Helmholtz, tal que como se

mencionó anteriormente, es semejante a la ecuación de Schrödinger en el régimen paraxial;

siendo de esta manera una de las formas para analizar los potenciales descritos supersimetri-

camente, y relacionarlos con los perfiles de ı́ndice de refracción de las fibras ópticas y guı́as

de onda como lo hicieron principalmente Chumakov y Wolf.31, 32

Haciendo una recapitulación, para hacer esta descripción supersimétrica partimos de la

ecuación de Schrödinger que como es ya bien sabido es la ecuación base de SUSY, y bajo

las transformaciones mencionadas en secciones anteriores podemos hacer la analogı́a, con la

que llegamos a la estructura supersimétrica en la ecuación óptica de Helmholtz para describir

la propagación de luz en guı́as de onda, donde consideramos que una guı́a de onda es el
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dispositivo que propaga un haz a lo largo del eje z como en la ec. 4.1 tal que podemos

describir esta ecuación como

(
52 + k2)

ψ(r̄) = 0 ; (4.15)

de manera que la propagación de la guı́a óptica se realiza a lo largo del eje “z”. Donde la

ecuación de onda se obtiene en 2+1 dimensiones, tal que ψ(r̄)=ψ(x,z), para soluciones en el

espacio de frecuencias ν, las cuales están relacionadas con el número de onda en el vacio k0 =

ν/c, si la guı́a de onda se propaga en un medio dieléctrico, se puede considerar dependencia

del ı́ndice de refracción n(x), donde la constante de propagación está relacionada con este

ı́ndice de refracción en la forma k2 = β2− k2
0n(x)2, por lo que la ecuación de Helmholtz es

(
∂2

∂z2 +
∂2

∂x2 +
(
β

2− k2
0n(x)2)

)
ψ(x,z) = 0 , (4.16)

Para hacer el análisis supersimétrico se puede representar al sistema como un sistema

de dos ecuaciones de primer orden, para una función de onda de dos componentes de x y z

coordenadas, como

∂z


 ψ1

ψ2


=


 iβ A+

A −iβ




 ψ1

ψ2


 , (4.17)

tal que la ecuación (4.16) es descrita por los operadores de factorización A y A+, como se

hizó anteriormente, siendo k la constante de propagación, donde se pueden describir a los

operadores de factorización como

A ≡ ∂x−Γ(x) (4.18)

A+ ≡ ∂x +Γ(x) (4.19)

donde Γ(x) es la función que describe superpotenciales, siendo estas funciones, soluciones

de la ecuación de Ricatti. Ası́ desarrollando algebraicamente el sistema de ecuaciones (4.17),

tenemos
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∂zψ1 = iβψ1 +A+
ψ2 = iβψ1 +∂xψ2 +Γ(x)ψ2 (4.20)

∂zψ2 = Aψ1− iβψ2 =−∂xψ1 +Γ(x)ψ1− iβψ2 (4.21)

Aplicando la segunda derivada en z, para obtener la forma funcional de la ecuación de

Helmholtz, en términos de los superpotenciales llegamos a

∂
2
z ψ1 = iβ∂zψ1 +∂z(∂xψ2)+∂zΓ(x)ψ2

= −β
2
ψ1−∂

2
xψ1 +Γx(x)ψ1 +Γ(x)2

ψ1 (4.22)

y

∂
2
z ψ2 = ∂z(−∂xψ1)+Γ(x)∂zψ1− iβ∂zψ2

= −β
2
ψ2−∂

2
xψ2−Γx(x)ψ2 +Γ(x)2

ψ2 (4.23)

donde Γx ≡ dΓ/dx. De forma que la segunda derivada de “z” se puede describir como una

matriz 2×2 que es

∂
2
z


 ψ1

ψ2


=


 −β2 +A+A 0

0 β2 +AA+




 ψ1

ψ2


 . (4.24)

Por lo que se tienen dos diferentes ecuaciones de Helmholtz para las componentes

(
∂

2
z +∂

2
x +β

2−Γx−Γ
2)

ψ1 = 0
(
∂

2
z +∂

2
x +β

2 +Γx−Γ
2)

ψ2 = 0 , (4.25)

Si consideramos como solución, un par de funciones de onda comunes entre si con núme-

ro de onda κ en la dirección z, se tiene que

ψ1,2(x,z) = φ1,2(x)e−iκz , (4.26)

sustituyendo estas funciones de onda en el sistema de ecuaciones (4.25) obtenemos
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e−iκz [(
β

2−κ
2)

φ1(x)+∂
2
xφ1(x)−Γxφ1(x)−Γ

2
φ1(x)

]
= 0 ,

y

e−iκz [(
β

2−κ
2)

φ2(x)+∂
2
xφ2(x)+Γxφ2(x)−Γ

2
φ2(x)

]
= 0 .

Analizando ambos términos, observamos que, como se sabe e−iκz no puede ser cero, a

menos que z se vaya al infinito, entonces

(
β

2−κ
2)

φ1(x)+∂
2
xφ1(x)−Γxφ1(x)−Γ

2
φ1(x) = 0 ,

y
(
β

2−κ
2)

φ2(x)+∂
2
xφ2(x)+Γxφ2(x)−Γ

2
φ2(x) = 0

Donde obtenemos que las ecuaciones de valores propios para las componentes son

(
−∂

2
x +Γx +Γ

2)
φ1 =

(
β

2−κ
2)

φ1
(
−∂

2
x−Γx +Γ

2)
φ2 =

(
β

2−κ
2)

φ2 . (4.27)

Por lo que, análogamente usando la representación supersimétrica, se puede considerar a

la componente φ1 como la representación del “bosón” y φ2 la representación del “fermión”.

Y puede ser expresada por la matriz Hamiltoniana 2×2 al igual que en la sección anterior,

que cumple con las condiciones de los operadores de supercarga (4.9) y a su vez obedecen

las relaciones de conmutación y anticonmutación (4.10), de esta manera se dice que H1 y H2

son isoespectrales,y pueden ser considerados operadores entrelazados, relacionados como

H1 = A+A y H2 = AA+, por lo que

A+Aφ1 = (β2−κ
2)φ1

AA+
φ2 = (β2−κ

2)φ2 . (4.28)

lo cual muestra el mismo espectro excepto en el estado base, recordando que este hecho se

considera la ruptura de la supersimetrı́a. Esto tendrı́a que ser una solución normalizable de
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una de las dos ecuaciones Aφ1 = 0 o A+φ2 = 0. De esta forma, la SUSY conecta la solución

de Helmholtz de dos diferentes guı́as de onda con perfiles de ı́ndice de refracción, entonces

de (4.25) y la ecuación (4.16) tal que

ν
2n2(x)/c2 = β

2∓Γx−Γ
2 , (4.29)

Una manera sencilla de hacer un reconocimiento fı́sico de la aplicación directa serı́a el

de encontrar que los dos haces diferentes se encuentren en la misma guı́a de onda como es

propuesto por Chumakov y Wolf.31 Entonces se podrı́a escoger un superpotencial que sea de

la forma

Γ(x) = γx ;

por lo que

Γx ≡ dΓ/dx = γ ,

Tras este cambio podemos ver que el sistema de ecuaciones (4.25), son representaciones

para ecuaciones de Schrödinger para un oscilador armónico, problema del que se conocen

sus soluciones, con los valores propios representando los niveles de energı́a desplazados

(
−∂

2
x + γ

2x2)
φ1,2 = (β2∓ γ−κ

2)φ1,2 (4.30)

Significativamente, vemos que la correspondencia de la ecuación de Helmholtz, es

ν
2n2(x)/c2 = β

2∓ γ− γ
2x2 (4.31)

con el mismo ı́ndice de refracción. Los autores en este artı́culo mencionan que en ausencia

de material de dispersión, n es independiente de la frecuencia ν; lo que conlleva a tener un

ı́ndice de refracción elı́ptico lo que aproxima a tener un ı́ndice de refracción en el régimen

paraxial.
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Capı́tulo 5

Supersimetrı́a paramétrica en bloques de

guı́as de onda

Los métodos algebráicos de SUSY-QM ha sido aplicados en la actualidad en gran me-

dida de manera directa en óptica fı́sica en el régimen paraxial de Helmholtz, debido a que

la ecuación que lleva el mismo nombre en este régimen presenta grandes similitudes ma-

temáticas, como se presento con anterioridad. Todo este desarrollo supersimétrico comienza

a mitades de los 90’s con Chumakov y Wolf,31 posteriormente en 2003 Moayedi y Rostami

usaron SUSY para descripción modal de haces de luz en guı́as de onda inhomogéneas,88 y

un mayor desarrollo en esta área se presenta en 2013 cuando Miri y colaboradores hacen una

descripción de dispositivos ópticos bajo estas técnicas supersimétricas.24

Recientemente, se han usado aproximaciones supersimétricas para describir propagación

de los modos transversal eléctrico y magnético en guı́as de onda planas como es en caso del

trabajo de Laba y Tkachuk.32, 88 Aquı́ nosotros proponemos una extensión de sus resultados

para usar supersimetrı́a estrictamente isoespectral.
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5.1. Análisis modal de bloques de guı́a de ondas

La propagación de ondas electromagnéticas en una guı́as de onda se da cuando un haz es

confinado entre dos placas paralelas de esta guı́a, es decir x =±a; esta estructura consiste de

una capa de alto ı́ndice de refracción (−a < x < a) insertada entre dos capas de material con

ı́ndice de refración ligeramente menor al del centro (Fig. 5.1). El bloque de guı́a de onda,

guı́a el haz por reflexión total interna entre las interfaces.89

FIGURA 5.1: Guı́a de onda donde el ı́ndice de refracción tiene una discontinuidad de paso en x =±a

y las regiones |x|< a y a < |x|< a+b son conocidas como el núcleo y el revestimiento, respectiva-

mente. El ı́ndice de refracción del núcleo n1 es mayor que el ı́ndice de refracción del revestimiento

n2. Se asume que el medio de propagación es infinito en dirección y.

Se considera que la propagación de ondas electromagnéticas en guı́as de onda es isotrópi-

ca y homogénea es decir que esta libre de cargas en la superficie.90 En tal caso, por simpli-

cidad los campos eléctrico y magnétio son armónicos en el tiempo, Ē = Ēeiωt y H̄ = H̄eiωt ,

respectivamente, al igual que en el capı́tulo 2, tenemos que las ecuaciones de Maxwell están

escritas de la forma

∇× Ē = −iωµH̄ , (5.1)

∇× H̄ = iωεĒ , (5.2)

∇ · D̄ = 0 , (5.3)

∇ · B̄ = 0 , (5.4)
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donde D̄ = εĒ y B̄ = µH̄, mientras la permitividad y la permeabilidad son funciones depen-

dientes de la coordenada transversal x representadas como µ = µ0µ(x) y ε = ε0ε(x), respec-

tivamente. De esta forma los campos Ē y H̄ son obtenidos mediante los rotacionales de las

ecuaciones (5.1) y (5.2).

Como hemos trabajado anteriormente, escogemos el eje z como el eje de propagación

de los modos transversal eléctrico (TE) y transversal magnético (TM), y la guı́a de onda se

asume uniforme en forma y tamaño a lo largo de la dirección de propagación. A su vez, los

campos también se asumen que son armónicos especialmente durante su propagación,

Ē = Ē(x)e−iβz , (5.5)

H̄ = H̄(x)e−iβz , (5.6)

donde β es la constante de propagación longitudinal, la cual en general es función de fre-

cuencias y de la geometrı́a de las guı́as de onda. Tal que el modo TE (también llamado modo

H) es caracterizado por Ez = 0 y Hz 6= 0, y el modo TM (también llamado modo E) se ca-

racteriza por Ez 6= 0 y Hz = 0. Para estas dos clases de modos se obtienen las siguientes

ecuaciones

∂2Ey

∂x2 −
(

µ′

µ

)
∂Ey

∂x
+(ω2

εµ−β
2)Ey = 0 , (5.7)

y

∂2Hy

∂x2 −
(

ε′

ε

)
∂Hy

∂x
+(ω2µε−β

2)Hy = 0 , (5.8)

respectivamente. Definiendo el siguiente cambio de variable para cada modo

Ey(x) =−
√

µ(x)ψh(x)

y

Hy(x) =−
√

ε(x)ψe(x)
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a través del mismo, las ecuaciones (5.7) y (5.8) pueden ser reducidas a ecuaciones estacio-

narias de Helmholtz, de modo que el cuadrado de la constante de propagación para este caso

juega el papel de eigenvalores para los modos91

−ψ
′′
h +

[
−
(

1
2

µ′

µ

)′
+

(
1
2

µ′

µ

)2

− k2
0n2(x)

]
ψh =−β

2
ψh , (5.9)

−ψ
′′
e +

[
−
(

1
2

ε′

ε

)′
+

(
1
2

ε′

ε

)2

− k2
0n2(x)

]
ψe =−β

2
ψe . (5.10)

donde ω2µ(x)ε(x)≡ k2
0n2(x), con n2 = εµ siendo el ı́ndice de refracción y k0 =

ω

c es el vector

de onda en espacio libre.

De esta manera, se define el ı́ndice de refracción como88

µ(x)ε(x)≡ n2(x) (5.11)

donde se considera que el bloque de guı́a de onda es simétrico, tal que

n(x) =





n1(x) for |x| ≤ a

n2(x)→ cte. for |x|> a
(5.12)

con n1(x) que es el máximo ı́ndice de refracción del centro de la guı́a de onda. Dado que la

propagación se realiza en el núcleo del ı́ndice de refracción

n2
1(x) = n2

0− s2 f (x) ;

y n0 es la parte constante del perfil del ı́ndice de refracción, s2 = 1
2

n2
0−n2

2
n2

0
es una cantidad

adimensional; tal que s2 > 0 es el decremento cuadrático de la tasa del ı́ndice por unidad de

longitud; y f (x) puede ser cualquier función dependiente del perfil del ı́ndice de refracción.

De acuerdo a la teorı́a de guı́as de onda, diferentes f (x) corresponden a diferentes modos de

guı́a de onda.92

Haciendo un cambio de variable a una cantidad adimensional (χ) tenemos

χ = k0x (5.13)
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recordando que x es la longitud transversal, y k0 es el vector de onda. Usando esta nueva

variable adimensional obtenemos

−ψ
′′
h(χ)+

(
−Γ
′
1 +Γ

2
1 + s2 f (χ)

)
ψh(χ) = κ

2
ψh(χ) , (5.14)

−ψ
′′
e (χ)+

(
−Γ
′
2 +Γ

2
2 + s2 f (χ)

)
ψe(χ) = κ

2
ψe(χ) , (5.15)

donde Γ1(χ) =
1
2

µ′
µ , Γ2(χ) =

1
2

ε′
ε

y κ2 =
(

n2
0−

β2

k2
0

)
, con las primadas indicando derivadas

con respecto a (χ).

En este desarrollo también se podrı́a obtener propagación fuera del núcleo, tal que en el

revestimiento tendrı́amos

−ψ
′′
h(χ)+ρ

2
ψh(χ) = 0 , (5.16)

−ψ
′′
e (χ)+ρ

2
ψe(χ) = 0 , (5.17)

siendo ρ2 =
(

β2

k2
0
−n2

0

)
, porque las condiciones de frontera corresponden al hecho de que la

componente longitudinal de los campos debe de ser continua sobre la frontera. Ası́, Ey debe

de ser continua para x =±a; teniendo solución

ψh,e;clad =C1 cos(κa)exp [−ρ(|x|−a)] , (5.18)

tal que la relación entre κ y ρ es

tan(κa) =
ρ

κ
(5.19)

esta ecuación es denominada la ecuación trascendental y determina la constante de propa-

gación de los modos guiados TE y TM.89 El coeficiente C1 puede ser relacionado con la

potencia que llevan los modos guiados. Para n1 > n2, pero κ2 y ρ2 pueden ser positivos.

Cuando ρ2 > 0 el campo eléctrico fuera del bloque guiado decae exponencialmente y uno

obtiene modos guiados; por otro lado para ρ2 < 0 el campo es oscilatorio fuera del bloque y

uno puede obtener modos radiados.
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5.2. Estructura supersimétrica o modos de factorización

siendo que (5.14, 5.15) pueden ser factorizadas como A+Aψh,e = κ2ψh,e tal que los ope-

radores son definidos similares a los obtenidos en el capı́tulo anterior como29, 31

A+ =−∂x +Γ j +φ j , (5.20)

A = ∂x +Γ j +φ j , (5.21)

con j = 1,2 para los modos H y E, respectivamente; lo que implica que la función φ j(x) es

determinada por la siguiente ecuación de Riccati

−φ
′
j +2Γ jφ j +φ

2
j = s2 f (χ) , (5.22)

para perfiles particulares de f (χ) del ı́ndice de refracción. Por otro lado, ψh,e(χ) nos da una

distribución de modos y κ nos genera los valores propios de los modos, donde sabemos que la

ecuación de Schrödinger soporta M estados excitados para un potencial especı́fico, entonces

por analogı́a la estructura f (χ) suportará un total de M modos guiados, ψh,e;1(χ), ψh,e;2(χ),

. . ., ψh,e;m(χ) con eigenvalores κ
(I)
1 > κ

(I)
2 > · · ·> κ

(I)
m con m positivo y entero. Por lo que la

factorización del primer modo es A+Aψh,e;1 = (κ
(I)
1 )2ψh,e.

De manera análoga a SUSY podemos aplicar los operadores de factorización invirtiendo

el orden, es decir, AA+ψ̃h,e = (κ
(P)
1 )2ψ̃h,e, como en el problema de eigenvalores obteniendo

ası́ isoespectralidad donde κ
(I)
1 = κ

(P)
1 y de esta manera podemos obtener la ecuación com-

pañera supersimétrica, la cual nos proporciona una estructura compañera que soportará un

modo menos que la estructura original;93 ψ̃h,e;1(χ), ψ̃h,e;2(χ), . . ., ψ̃h,e;m−1(χ) con eigenva-

lores κ
(P)
1 > κ

(P)
2 > · · ·> κ

(P)
m−1, con m≥ 1.

− ψ̃
′′
h,e +

(
Γ

2
j +Γ

′
j +φ

′
j +2Γ jφ j +φ

2
j

)
ψ̃h,e =

(
κ
(P)
1

)2
ψ̃h,e , (5.23)

que también puede ser escrita como

− ψ̃
′′
h,e +

(
Γ

2
j +Γ

′
j + s2 f (χ)+2φ

′
j

)
ψ̃h,e =

(
κ
(P)
1

)2
ψ̃h,e . (5.24)
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Esta ecuación compañera solo es válida para propagación de modos ψ̃h,e en una guı́a

de onda diferente (compañera SUSY), a diferencia de lo propuesto por Chumakov y Wolf,

siendo que aquı́ obtenemos un ı́ndice de refración dado por

ñ2(χ) = s2 f (χ)+2φ
′
j . (5.25)

En esta última aproximación, obtenemos una relación de Darbux94 estrictamente isoes-

pectral en el ı́ndice de refracción.

El tratamiento supersimétrico es idéntico a mecánica cuántica. Donde la forma matricial

de los operadores de factorización (las supercargas) son

Q− =


 0 0

A 0


 , (5.26)

Q+ =


 0 A+

0 0


 . (5.27)

Con los operadores de Helmholtz para cada modo transversal que pueden ser escritos

como

H1 = A+A, (5.28)

H2 = AA+ , (5.29)

los cuales al igual que en SUSY-QM son componentes diagonales del operador matricial de

Helmholtz

Hs =


 A+A 0

0 AA+


=


 H1 0

0 H2


 . (5.30)

que satisface la superalgebra cerrada

[
Hs,Q±

]
= 0 ,

{
Q−,Q+

}
= H ,

{
Q−,Q−

}
=
{

Q+,Q+
}
= 0 ,

67



Notando que H1 y H2 al igual que SUSY-QM son isoespectrales por que los operadores

de supercargas conmutan con Hs. Aplicando el esquema supersimétrico, se obtiene el des-

plazamiento del modo fundamental para H1 del cual tenemos que eliminar la contribución de

las fluctuaciones de este modo. Por lo que, el espectro supersimétrico del segundo operador

de Helmholtz para m≥ 1 es

H1ψh,e;m = A+Aψh,e;m = (κ
(I)
m )2

ψh,e;m (5.31)

de esta manera podemos escribir el operador compañero SUSY H2, es decir,

H2(Aψh,e;m) = AA+Aψh,e;m = (κ
(P)
m )2(Aψh,e;m) (5.32)

por aplicación del operador A del lado izquierdo en (5.31). De tal manera que si uno usa las

funciones de onda ψ̃h,e;m = Aψh,e,m en el problema de eigenvalores H2ψ̃h,e;m = (κ
(P)
m )2ψ̃h,e;m

entonces se dice que es isoespectral al problema de eigenvalores para H1, bajo la considera-

ción (κ(P)
m = κ

(I)
m ). Viceversa, aplicando el operador A+ del lado izquierdo al problema de

eigenvalores para H2, es decir,

A+H2ψ̃h,e;m = A+(κ
(P)
m )2

ψ̃h,e;m , (5.33)

uno inmediatamente puede obtener el arreglo

H1(A+
ψ̃h,e;m) = (κ

(P)
m )2(A+

ψ̃h,e;m) (5.34)

por lo tanto, por comparación con (5.31) se muestra que escogiendo las funciones propias

de H1 como ψh,e = A+ψ̃h,e se obtiene isomodoespectralidad en κ
(I)
m = κ

(P)
m . Para esta con-

sideración, el operador A y/o (A+) es un operador diferencial de primer orden que también

destruye (crea) un nodo en las funciones propias en las que el operador actúa.29 Para m = 1

denominado modo fundamental H1 es dado por Aψ̃h,e;1 = 0, este es considerado modo no

degenerado, un caso conocido como “sin ruptura de supersimetrı́a”. Sin embargo, para otros

valores m > 1, estos valores igualmente construyen la ecuación de modos de una guı́a com-

pañera supersimétrica con modos propios
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κ
(P)
m = κ

(I)
m+1; (5.35)

el modo fundamental corresponde al eigenvalor (κ(I)
1 )2 = 0, este ocurre cuando β2 = k2

0n2
0.

La ecuación de eigenvalores para este caso es reducida como

Aψh,e;1 = 0 , (5.36)

de donde obtenemos

φ j =−
(

d
dχ

ln(ψh,e;1)+Γ j

)
, (5.37)

Con la función de onda compañera relacionada como

ψ̃h,e;m =
A+ψh,e;m+1

κ
(I)
m+1

, (5.38)

5.3. Aplicación de perfiles de ı́ndice de refracción para f (χ)

como ley de potencias

Los bloques de guı́as de onda son caracterizados por una distribución del ı́ndice de refac-

ción (5.11) que nos proporciona una ecuación de onda que se puede resolver analı́ticamnente

para los modos transversal eléctrico TE o modo “H” y transversal magnético TM o modo

“E”, si consideramos un caso especı́fico, donde el material de la guı́a de onda es un dieléctri-

co, material donde la permeabilidad tiene un valor constante µ = 1, tal que el ı́ndice de

refracción solo depende de la permitividad ε de la forma

n2
1(χ) = µ(χ)ε(χ) = ε(χ)

También, si suponemos que f (χ) = χα es similar a las fibras ópticas, donde α denota

la clase de perfil de ı́ndice de refracción,95 para α = 0 el perfil de ı́ndice de refracción es

constante, para α = 1 el perfil es un perfil triangular, y para α > 1 el perfil es gradual, en

un caso especı́fico usamos α = 2 donde el perfil de ı́ndice de refracción es parabólico, y en

otro caso cuando α→ ∞ el perfil de ı́ndice de refracción llega a tener la forma de un perfil
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escalón. Cuando χ→ ∞ el ı́ndice de refracción n2
1 llega a ser negativo,89, 96 esto ocurre para

casos de gas ionizado (plasma).97 Entonces, mientras el haz es confinado en la región para

la cual s2χα� n0.

Ahora nosotros trabajamos con los modos de manera separada, primero iniciamos con el

modo TE, para los tres diferentes perfiles de ı́ndice de refracción α = 0,1,2, para posterior-

mente continuar con el análisis de el modo TM, para los mismos perfiles, en cada caso se

usan las soluciones para cada tipo de ecuación propuesta.98

5.3.1. Modo TE

Analizamos el modo TE en este caso Γ1 = 0, entonces la ecuación (5.14) tiene la forma

−ψ
′′
h(χ)+(s2χ

α)ψh(χ) = κ
2
ψh(χ) , (5.39)

Caso α = 0

ψ
′′
h,α=0(χ)+

(
κ

2− s2
)

ψh,α=0(χ) = 0 , (5.40)

con solución

ψh,α=0(χ) =C1 sin
(

χ

√
κ2− s2

)
+C2 cos

(
χ

√
κ2− s2

)
, (5.41)

Las condiciones sobre la constante de propagación pueden ser permitidas para los valores

de β para encontrar la solución de acuerdo con senos y cosenos según la clase, coseno para

los enteros impares y seno para los enteros pares, y sus valores propios se caracterizan en las

constantes de propagación ηm =
β2

m
k2

0

ηm = n2
0− s2−

(
m2π2

4a2

)
; (5.42)

en adición al valor del tamaño del núcleo (2a) es dado en términos de los ı́ndices de refrac-

ción del revestimiento donde el tamaño de a es
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a <
mπ

2
√

n2
0− s2

, (5.43)

este depende de los valores de m, tal que m nos dará el número de eigenmodos que soporta

la guı́a .

Modo TE, caso α = 0

(a) Guı́a de onda Original (b) Guı́a de Onda SUSY

FIGURA 5.2: Guı́as de onda original y supersimétrica para α = 0, del modo TE; con n0 = 2.5, n2 =

1.5, 2a y a = 2.48 embebida en un sustrato de un material con ı́ndice de refracción n2
1 = n2

0− s2, y el

parámetro C1 = 0.5,0.7.

Caso α = 1

ψ
′′
h,α=1(χ)−

(
s2χ−κ

2)
ψh,α=1(χ) = 0 , (5.44)

con solución

ψh,α=1(χ) =C1Ai(ξ)+C2Bi(ξ) , (5.45)

donde ξ = s−2/3
2

(
s2χ−κ2), la segunda clase de solución Bi(ξ) es fı́sicamente imposible,

por esto sólo se usa la solución C1Ai(ξ) ,
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con eigenvalores

ηm = n2
0−
(

3πs2

8
(4m−1)

)2/3

; (5.46)

el valor del tamaño del núcleo es

a <
1

s1/3
2

(
3
8
(4m−1)π

)2/3

. (5.47)

Modo TE, caso α = 1

(a) Guı́a de onda Original (b) Guı́a de Onda SUSY

FIGURA 5.3: Guı́as de onda original y supersimétrica para α = 1, del modo TE; con n0 = 2, n2 = 1.5,

y a = 11.25 embebida en un sustrato de un material con ı́ndice de refracción n2
1 = n2

0− s2χ, y el

parámetro C1 = 0.5,0.7.

Caso α = 2

ψ
′′
h,α=2(χ)+

(
λ−ξ

2)
ψh,α=2(χ) = 0 , (5.48)

donde ξ = s1/4
2 χ y λ = κ2√

s2
con solución

ψh,α=2(χ) =C1Hm(ξ)exp(−1
2

ξ
2) , (5.49)
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donde Hm(z) = (−1)m exp
(
z2) dm

dxm exp
(
−z2) son los polinomios de Hermite de orden m; con

eigenvalores

ηm = n2
0−
√

s2 (2m+1) , (5.50)

el valor del tamaño del núcleo

a <

√
2m+1

s1/4
2

. (5.51)

Modo TE, caso α = 2

(a) Guı́a de onda Original (b) Guı́a de Onda SUSY

FIGURA 5.4: Guı́as de onda original y supersimétrica para α = 2, del modo TE; con n0 = 2, n2 = 1.5,

2a y a = 3.31 embebida en un sustrato de un material con ı́ndice de refracción n2
1 = n2

0− s2χ2, y el

parámetro C1 = 0.1,0.3.

5.3.2. Modo TM

Nosotros analizamos el modo TM de la misma forma para los modos TE en este caso

Γ2 =
1
2

ε′
ε

, entonces la ecuación (5.15) toma la forma
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−ψ
′′
e (χ)+


−1

2
s2

n2
0

(
−αχα−1

1− s2
n2

0
χα

)′
+

(
1
2

s2

n2
0

)2
(
−αχα−1

1− s2
n2

0
χα

)2

+s2χ
α)ψe(χ) = κ

2
ψe(χ) ,

(5.52)

Caso α = 0

ψ
′′
e,α=0(χ)+

(
κ

2− s2
)

ψe,α=0(χ) = 0 , (5.53)

con solución

ψe,α=0(χ) =C1 sin
(

χ

√
κ2− s2

)
+C2 cos

(
χ

√
κ2− s2

)
, (5.54)

y sus eigenvalores son

ηm = n2
0− s2−

(
m2π2

4a2

)
; (5.55)

la cual es similar en este caso al modo TE; y su valor a es

a <
mπ

2
√

n2
0− s2

. (5.56)

Modo TM, caso α = 0

Caso α = 1

ψ
′′
e,α=1(χ)−

(
s2χ−κ

2 +
3
4

(
s2

n2
0

)2
)

ψe,α=1(χ) = 0 , (5.57)

en esta parte hemos aplicado una expansión en series para el segundo y tercer término en

(5.52), tal que al hacer este desarrollo los términos de
(

s2
n2

0

)3
� 1 llegan a ser despreciables,

por lo que la solución es

ψe,α=1(χ) =C1Ai(ξ) , (5.58)

con ξ = s−2/3
2 (s2x−λ) y λ = κ2− 3

4

(
s2
n2

0

)2
; con eigenvalores
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(a) Guı́a de onda Original (b) Guı́a de Onda SUSY

FIGURA 5.5: Guı́as de onda original y supersimétrica para α = 0, del modo TM; con n0 = 2.5,

n2 = 1.5, y a = 2.48 embebida en un sustrato de un material con ı́ndice de refracción n2
1 = n2

0− s2, y

el parámetro C1 = 0.5,0.7.

ηm = n2
0−
(

3πs2

8
(4m−1)

)2/3

− 3
4

(
s2

n2
0

)2

; (5.59)

el tamaño del núcleo es

a <
1

s1/3
2

(
3
8
(4m−1)π

)2/3

. (5.60)

Modo TM, caso α = 1

Caso α = 2

ψ
′′
e,α=2(χ)+

(
λ−ξ

2)
ψe,α=2(χ) = 0 , (5.61)

donde ξ = b1/4χ, λ =
κ2−

(
s2
n2
0

)

√
b

y b = 3
(

s2
n2

0

)2
+ s2 con la solución

ψe,α=2(χ) =C1Hm(ξ)exp(−1
2

ξ
2) , (5.62)

de igual manera que para los modos TE en el caso de α= 2, Hm(z)= (−1)m exp
(
z2) dm

dxm exp
(
−z2)

son los polinómios de Hermite de orden m, donde también hemos aplicado expansión en se-
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(a) Guı́a de onda Original (b) Guı́a de Onda SUSY

FIGURA 5.6: Guı́as de onda original y supersimétrica para α= 1, del modo TM; con n0 = 2, n2 = 1.5,

y a = 11.25 embebida en un sustrato de un material con ı́ndice de refracción n2
1 = n2

0− s2χ, y el

parámetro C1 = 0.5,0.7.

ries, y los términos
(

s2
n2

0

)3
� 1 son despreciables.

Los eigenvalores son

ηm = n2
0−
√

b(2m+1)−
(

s2

n2
0

)
, (5.63)

y el tamaño del núcleo por el valor de a es

a <

√
2m+1
b1/4 . (5.64)

Ambas soluciones de los modos transversal magnético y transversal eléctrico, nos dan

para cada caso representado su compañero supersimétrico y su correspondiente ı́ndice de

refracción.

Modo TM, caso α = 2

Como se muestra en las figuras (5.2,5.3,5.4) y (5.5,5.6, 5.7) para el modo transversal

eléctrico o modo H y para el modo transversal magnético o modo E, notamos que el com-

portamiento de ambos modos es similar para cada caso con respecto al ı́ndice de refracción
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(a) Guı́a de onda Original (b) Guı́a de Onda SUSY

FIGURA 5.7: Guı́as de onda original y supersimétrica para α= 2, del modo TM; con n0 = 2, n2 = 1.5,

y a = 3.31 embebida en un sustrato de un material con ı́ndice de refracción n2
1 = n2

0− s2χ2, y el

parámetro C1 = 0.2,0.4.

gradual donde se ve que sólo para el modo transversal magnético se nota una pequeña dismi-

nución en el tamaño del núcleo, esto es débido a la aproximación útilizada en la expansión

en series en la solución, y también se observa que los perfiles supersimétricos de ı́ndice de

refracción son todos parabólicos para todos los casos con este comportamiento peculiar en la

frontera, se puede notar también que las guı́as de onda compañeras muestran una reducción

del tamaño del núcleo, lo que nos lleva a pensar que las guı́as de onda obtenidas bajo el

tratamiento supersimétrico un modo menos que las guı́as originales débido a que no contie-

nen el modo fundamental, y a su vez tienden a serán más delgadas. El parámetro C en todos

los caso es un parámetro de escala que nos indica la amplitud de los modos introducidos

en las guı́as de onda tanto originales como supersimétricas. Bajo este método podemos ha-

cer un subtratamiento supersimétrico a las guı́as supersimétricas lo cual nos lleva a obtener

un tratamiento jerárquico supersimétrico, esto tecnológicamente significa un filtrado de mo-

dos propios, mediante las estructuras supersimétricas. Esta relación es representada en las

siguientes figuras, para cada caso, tanto en los modos TE como en los modos TM.
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(a) Modo TE, α = 0 (b) Modo TM, α = 0

FIGURA 5.8: Construcción Jerárquica para los modos TE y TM en el caso α = 0

(a) Modo TE, α = 1 (b) Modo TM, α = 1

FIGURA 5.9: Construcción Jerárquica para los modos TE y TM en el caso α = 1
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(a) Modo TE, α = 2 (b) Modo TM, α = 2

FIGURA 5.10: Construcción Jerárquica para los modos TE y TM en el caso α = 2

5.4. Guı́as de onda multicapa

Como se ha mencionado anteriormente, las guı́as de onda, en su mayorı́a son conocidas

como guı́as de onda dieléctricas, y son estructuras que se usan para confinar y guı́ar la luz en

estos dispositivos ópticos. Principalmente las guı́as de onda son estructuras planas creadas

de pelı́culas delgadas o franjas de algún material.

Por otra parte, como se ha mencionado en este capı́tulo se trabaja con estructuras en

forma de bloque de guı́as de onda, tal que, se tenga una propagación controlada por los ma-

teriales usados, se considera una guı́a de onda multicapa a un bloque de al menos tres capas,

y estas son separadas por algún material;99 en especı́fico nosotros utilizaremos un arreglo

en bloque de guı́as de onda, pero con caracterı́sticas superimétricas, en donde se observa

que, el perfil de ı́ndice de refracción compañero tiene la capacidad de filtrar un modo menos

en la nueva guı́a en comparación con la guı́a de onda original. Aquı́ aplicaremos dos tipos

caracterı́sticos de guı́as las cuales son análogas a las fibras ópticas, con la diferencia que en

lugar de guı́a cilı́ndrica se hará una estructura en bloque de placas paralelas, las cuales son:

i) las guı́as de onda “M”100 y ii) las guı́as de onda “W”101 que son ası́ definidas por la forma

en que se usan los materiales con sus respectivos ı́ndices de refracción. 1

1Guı́as “M” y guı́as “W” generalmente son estructuras usadas para reducir los efectos de dispersión en
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El análisis de guı́as de onda multicapa, se hace mediante la aplicación de las condiciones

de frontera para cada capa en las interfaces. Y se desarrolla como una adaptación de la teorı́a

de matriz de transferencia donde se obtienen las propiedades de reflexión y transmisión del

bloque multicapa.99, 102

La construcción de las guı́as de onda tanto “M” como “W” son representadas de manera

gráfica en las figuras (5.11 a)) y (5.12 a)), y la propuesta de guı́as “M” y “W” supersimétricas,

en las cuales se pueden filtrar modos ya sea en el revestimiento por el perfil compañero en

las guı́as “M” supersimétricas o bien se pueden filtrar los modos hacia el núcleo como son

en las guı́as de onda “W” supersimétricas, hecho que se muestra en las figuras (5.11 b)) y

(5.12 b) ), respectivamente. Lo que queda por hacer, como propuesta de trabajo futuro, hacer

el análisis teórico de la matriz de transferencia en este tipo de estructuras, para ası́ calcular

sus coeficientes de reflexión y transmisión.

la propagación de pulsos, donde estas estructuras pueden ser creadas dado un ajuste del ı́ndice de refracción.

Usualmente estas estructuras son más comunes en fibras ópticas.
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(a) Guı́a M

(b) Guı́a M SUSY

FIGURA 5.11: a) Guı́a “M” con perfil de ı́ndice de refracción constante, b) Guı́a de onda “M” super-

simétrica con perfil de onda compañero
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(a) Guı́a W

(b) Guı́a W SUSY

FIGURA 5.12: a) Guı́a “W” con perfil de ı́ndice de refracción constante, b) Guı́a de onda “W” super-

simétrica con perfil de onda compañero
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Capı́tulo 6

Factorización no lineal

Los métodos de factorización de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, tal

como se obsevó para la ecuación de Schrödinger, son métodos que en matemáticas están bien

establecidos.

En el área de fı́sica, estos tratamientos han causado gran interés como una forma elegante

de resolver problemas fundamentales de autovalores en la mecánica cuántica, y con ello más

tarde en mecánica cuántica supersimétrica debido principalmente a su asociación natural.

Este último enfoque se ha extendido a algunos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias

no lineales, y también a más dimensiones. En recientes años, la técnica de factorización se ha

aplicado para encontrar soluciones exactas de muchas ecuaciones diferenciales ordinarias no

lineales, y para ecuaciones diferenciales parciales no lineales, principalmente en el contexto

de ondas viajeras.

En este capı́tulo, generalizamos la técnica de factorización que introdujeron anteriormen-

te Rosu y Cornejo-Pérez103, 104 para ecuaciones no lineales con una función monomial en la

primera derivada, es decir, con un término de amortiguamiento que también puede ser no

lineal, a ecuaciones no lineales con funciones polinómicas de segundo y tercer grado en la

primera derivada.
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6.1. Factorización de ecuaciones no lineales con un grado

monomial de primer orden en la primera derivada

Como es bien sabido, la ecuación diferencial parcial de segundo orden tiene la forma

∂2y
∂s2 + f (y,s)

∂y
∂s

+F(y,s) = 0 , (6.1)

la cual podemos reescribir como

yss + f (y,s)ys +F(y,s) = 0 , (6.2)

donde ∂y
∂s = ys y ∂2y

∂s2 = yss son la primera y segunda derivada parcial, F(y,s) y f (y,s) son

funciones arbitrarias de y(s) y s, las cuales pueden ser factorizadas como:

[Ds−φ2(y,s)][Ds−φ1(y,s)]y(s) = 0 , (6.3)

tal que Ds = d/ds. Expandiendo (6.3), uno puede hacer uso de la siguiente agrupación de

términos:103, 104

D2
s y−

(
φ1 +φ2 +

∂φ1

∂y
y
)

Dsy+(φ1φ2−∂φ1/∂s)y = 0 , (6.4)

comparando la ecuación (6.2) con la ecuación (6.4), obtenemos las condiciones

φ1 +φ2 +
∂φ1

∂y
y = − f , (6.5)

φ1φ2−
∂φ1

∂s
=

F(y,s)
y

(6.6)

cualquier factorización como (6.3) de una ecuación escalar de la forma dada en la ecuación

(6.2) nos permite encontrar una ecuación diferencial de primer orden compatible,

[Ds−φ1(y,s)]y≡ Dsy−φ1(y,s)y = 0 , (6.7)

cuya solución proviene de una solución partı́cular de la ecuación (6.2). En otras palabras, si

somos capaces de encontrar una pareja de funciones φ1(y,s) y φ2(y,s) tal que estas pueden
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factorizar la ecuación (6.2) en la forma (6.3). Entonces, resolviendo la ecuación (6.7) nos

permite encontrar una solución particular de la ecuación (6.2). La ventaja de esta factoriza-

ción, se ha demostrado para el caso particular cuando no hay una dependencia explı́cita de s,

es decir, para ecuaciones

yss + f (y)ys +F(y) = 0 , (6.8)

en las cuales las condiciones de factorización son

φ1 +φ2 +
dφ1

dy
y = − f , (6.9)

φ1φ2 =
F(y)

y
, (6.10)

cuando las dos funciones desconocidas φ1(y) y φ2(y) se pueden encontrar fácilmente al fac-

torizar F(y), es cuando esta función es un polinomio o está escrita como un producto de

dos funciones. Una ilustración de esta técnica se obtuvo en el caso de la ecuación cúbica

de Ginzburg-Landau que se puede encontrar en el trabajo de Rosu et al.105 Notando que el

intercambio de las funciones de factorización convierte (6.9) y (6.10) a

φ1 +φ2 +
dφ2

dy
y = − f̃ , (6.11)

φ1φ2 =
F(y)

y
(6.12)

que corresponde a la ecuación

yss + f̃ (y)ys +F(y) = 0 . (6.13)

Si s es una variable viajera, esto sugiere una relación cinemática entre las soluciones ti-

po Kink (6.8) y (6.13) envueltas bajo los diferentes amortiguamientos no lineales f (y) y f̃ (y).

Finalmente, en el caso que f = 0 y F(y,s) =V (s)y, las funciones de factorización φ sólo

dependen de s y la ecuación (6.2) es una ecuación lineal de la forma
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yss +V (s)y = 0 . (6.14)

Las condiciones de factorización son simplificadas como

φ1 +φ2 = 0 , (6.15)

φ1φ2−
dφ1

ds
= V (s) . (6.16)

De (6.15), uno tiene φ1 =−φ2 = φ las cuales al ser sustituidas en (6.16) nos proporciona

la ya bien conocida ecuación de Riccati −dφ/ds− φ2 = V (s) definiendo el potencial de

Schrödinger en mecánica cuántica en términos de la función de factorización. El intercambio

de φ1 con φ2 produce un compañero de la ecuación de Riccati dφ/ds− φ2 = Ṽ (s) de gran

uso en mecánica cuántica supersimétrica.

6.2. Factorización de ecuaciones no lineales con función po-

linomial de segundo orden en la primera derivada

Dada nuestra consideración de la ecuación diferencial ordinaria no lineal de segundo

orden con coeficientes variables

yss + f (y,s)y2
s +g(y,s)ys +F(y,s) = 0 . (6.17)

Una factorización de la forma

[Ds + f (y,s)ys−φ2(y,s)][Ds−φ1(y,s)]y = 0 , (6.18)

es posible si seguimos las siguientes ecuaciones de restricción que son satisfechas por

φ1 +φ2 +

(
∂φ1

∂y
+ f (y,s)φ1

)
y = −g(y,s) , (6.19)

φ1φ2−
∂φ1

∂s
=

F(y,s)
y

. (6.20)
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Por otro lado, existen también casos cuando uno puede trabajar con φ2 = 0. En tales

casos, las restricciones toman la forma

φ1 +

(
∂φ1

∂y
+ f (y,s)φ1

)
y = −g(y,s), (6.21)

−∂φ1

∂s
=

F(y,s)
y

. (6.22)

Finalmente, el caso degenerado que corresponde a φ1 = 0, también implica que F = 0,

teniendo este caso una simple restricción

φ2 =−g(y,s) . (6.23)

Como un ejemplo de un caso degenerado, se da en la ecuación para la función radial de

una métrica isotrópica en relatividad general que está descrita como

yss−
3
y

y2
s −

1
s

ys = 0 , (6.24)

con la ecuación (6.23) de la forma

φ2 =
1
s

(6.25)

La solución es

y =
1
2

a√
1+bs2

, (6.26)

donde a y b son constantes de integración, y pueden ser encontradas por principios elemen-

tales.

Una de las aplicaciones más importantes es aquella en la cual no existe una dependencia

explı́cita de s en la ecuación, por lo que ni F ni la φ dependen de s, cuando las restricciones

son similares a (6.9) y (6.10). Si, además, uno supone que φ1 = φ2 = φ, entonces la segunda

ecuación de restricción proporciona la función de factorización como

φ(y) =

√
F(y)

y
. (6.27)

87



Sustituyendo (6.27) en la primera ecuación de restricción obtenemos la siguiente expre-

sión para el coeficiente g

g(y) =−1
2

√
F(y)

y

[
3+
(

Fy

F
+2 f (y)

)
y
]

(6.28)

para dados f (y) y F(y), la última ecuación nos da un coeficiente g(y) para el cual la ecuación

no lineal puede ser factorizada de la forma

[
Ds + f (y)ys−

√
F(y)/y

][
Ds−

√
F(y)/y

]
y = 0 . (6.29)

Existen ecuaciones de tipo similar a la última, las cuales no presentan un término lineal

en la primera derivada. Esto implica que g(y) = 0, es decir

3+
(

Fy

F
+2 f (y)

)
y = 0 , (6.30)

la cual es separable. Con la solución

F(y) =Cy−3e−2
∫ y f (u)du , (6.31)

con C que es una constante de integración, que proporciona la forma de F para un f dado que

permite la factorización de la ecuación. Sin embargo, por simple que parezca, la condición

(6.31) es bastante restrictiva. En aplicaciones fśicas, las ecuaciones diferenciales con cua-

drados de la primera derivada se encuentran en áreas altamente no lineales. Se dan algunos

ejemplos de este método en el trabajo de Rosu y colaboradores.106

6.3. Factorización de la ecuación no lineal de Korteweg-de

Vries

Como se mencionó en el primer cápitulo de esta tesis, una de las principales ecuaciones

que describen la propagación de solitones es la ecuación no lineal de Korteweg-de Vries, la

cual en su forma fundamental describe la competencia entre ligeras no linealidades y ligera

dispersión,107 que se escribe como
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ut +6uux +uxxx = εP(u) , (6.32)

donde P(u) es una perturbación y ε es un parámetro pequeño, clásicamente en la ecuación

Korteweg-de Vries ε = 0.

Entonces, podemos empezar considerando la solución de la ec. (6.32) como una onda

viajera, tal que u(z, t) = y(z− vt)≡ y(s), con s = z− vt por lo que

ysss− vys +6yys = 0 (6.33)

recordando que ys =
dy
ds y de igual forma para las derivadas de orden superior. Ası́, integrando

sobre las derivadas totales, tenemos

yss +
(
3y2− vy−C

)
= 0 , (6.34)

si hacemos F(y) =
(
3y2− vy−C

)
obtenemos

yss +F(y) = 0 . (6.35)

ahora podemos aplicar el método caracterı́stico de factorización no lineal de ecuaciones dife-

renciales de segundo orden.103–106 Descrito por las ecuaciones (6.1-6.13), de donde para este

caso especı́fico f = 0 en la ec. (6.35), obteniendo las siguientes condiciones de factorización

φ1 +φ2 +
dφ1

dy
y = 0 , (6.36)

φ1φ2 =
F(y)

y
. (6.37)

Partiendo de la ec. (6.37) buscamos las expresiones explı́citas de φ1 y φ2, tal que

φ2 =
F(y)
φ1y

, (6.38)

sustituyendo en (6.36) llegamos a
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φ1 +
F(y)
φ1y

+
dφ1

dy
y = 0 ,

φ1
dφ1

dy
+

1
y

φ
2
1 =−

F(y)
y2 , (6.39)

haciendo el cambio de variable φ1 =
w
y , tal que dφ1

dy = yw′−w
y2 y φ2

1 =
w2

y2 sustituyendo en (6.39)

y resolviendo,

wdw =−F(y)dy

w =

√
2
(
−
∫ y

F(y′)dy′+C0

)
, (6.40)

de esta manera φ1 es igual a

φ1 =

√
2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

y
(6.41)

y φ2 por la ec. (6.38) es

φ2 =
F(y)√

2(−∫ y F(y′)dy′+C0)
. (6.42)

por lo que la factorización ec. (6.3) toma la forma

[
Ds−

F(y)√
2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

][
Ds−

√
2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

y

]
y(s) = 0 , (6.43)

Para encontrar la solución de la ecuación de Korteweg-de Vries también se puede obtener

mediante la factorización, si resolvemos para la solución particular partiendo de la ec. (6.7),

ası́ utilizando la expresión para φ1 de la ec. (6.41) tenemos

Dsy = φ1(y,s)y
dy
ds

=
√
−2y3 + vy2 +2cy+2C0

factorizando el polinomio cúbico como (y− a)2(b− y) con v
2 = 2a+ b, −c = a(a+ 2b) y

C0 = a2b, tal que a < y < b, de esta manera, sustituyendo en la ecuación anterior
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ds =
dy√

−2y3 + vy2 +2cy+2C0

s =
1√
2

∫ dy
(y−a)

√
b− y

haciendo y = a+(b−a)sech2
θ, encontramos la relación de dependencia de s en y al obtener

a θ

s =
1√
2

∫ 2(b−a)sech2
θ tanhθdθ

(b−a)sech2
θ
√

b−a
√

1− sech2
θ

s =

√
2θ√

b−a
(6.44)

por lo que la solución es similar a la ecuación obtenida en el apéndice (A) ec. (A.12) entonces

y(z, t) = a+(b−a)sech2
(√

b−a√
2

(z− vt)
)

. (6.45)

Una vez, habiendo encontrado la solución, podemos también obtener la ecuación com-

pañera, la cual se encuentra, como se ha mencionado en secciones anteriores, al intercambiar

en el orden de operación las funciones de factorización quedando como

[Ds−φ1] [Ds−φ2]y(s) = 0 ,

de esta manera, la ecuación compañera será

d2y(s)
ds2 −

(
F(y)√

2(−∫ y F(y′)dy′+C0)
+

√
2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

y
+

y√
2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

dF(y)
dy

+
y√

2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

(
F(y)√

2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

)2

 dy

ds
+F(y) = 0 .

Tomando en cuenta que la ecuación reducida de KdV ec. (6.35) no tiene primera derivada

y que la solución particular se obtiene de dy
ds ≡ φ1 ∗ y =

√
2(−∫ y F(y′)dy′+C0), entonces

podemos intercambiar esta derivada de primer orden, y obtenemos
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d2y(s)
ds2 −


F(y)+

2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

y
+ y

dF(y)
dy

+ y

(
F(y)√

2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

)2

+F(y) = 0

d2y(s)
ds2 −F (y) = 0 . (6.46)

con F (y) = 2(−∫ y F(y′)dy′+C0)
y + ydF(y)

dy + y
(

F(y)√
2(−∫ y F(y′)dy′+C0)

)2

. Teniendo solución que se

obtiene al igual que para φ1 tomando la ecuación de primer orden

[Ds−φ2]y(s) = 0

dy(s)
ds

=

(
3y2− vy−C

)
y

√
2
√
−y3 + v

2y2 + cy+C0

ds√
2

=

√
−y3 + v

2y2 + cy+C0

(3y2− vy−C)y
dy(s)

de donde

s√
2
=

√
−y3 + v

2y2 + cy+C0

(3y2− vy−C)
− 1

2

∫ dy(s)√
−y3 + v

2y2 + cy+C0

sabiendo que s = 1√
2

∫ dy√
−y3+ v

2 y2+cy+C0
entonces

√
2s =

√
−y3 + v

2y2 + cy+C0

(3y2− vy−C)
(6.47)

si factorizamos
√
−y3 + v

2y2 + cy+C0 = (y−a)
√

b− y como se hizo anteriormente y resol-

vemos para los coeficientes obtenemos que a± = v±
√

v2+12c
6 y b = 36C0

(v±
√

v2+12c)
2 , siendo que

v < a < b. Por otro lado, si factorizamos el denominador de la ec. (6.47) la factorización de

3y2− vy− c es (y−a)2 por lo tanto

√
2s =

(y−a)
√

b− y
(y−a)2 =

√
b− y

y−a

haciendo y = a+(b−a)sech2
θ, entonces se llega a
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√
2s =

1
2
√

b−a
sinh(2θ)

donde finalmente la solución queda como

y = a+(b−a)sech2
[

1
2

arc sinh
(

2
√

2
√

b−a(z− vt)
)]

(6.48)

De esta manera, encontramos los solitones supersimétricos obtenidos mediante el trata-

miento matemático de factorización para la ecuación no lineal de Korteweg- de Vries que

están representados por las ecuaciones (6.45) y (6.48), y gráficamente se observan en la fi-

gura (6.1).

Los solitones tanto el KdV como el KdV supersimétrico, presentan las caracterı́sticas

propias de los solitones, con la única diferencia que el solitón supersimétrico es de un an-

cho menor al solitón KdV, una caracterı́stica que se observa de manera regular al aplicar un

tratamiento supersimétrico, como ya lo vimos en los perfiles de ı́ndice de refracción super-

simétricos en las estructuras obtenidas en el capı́tulo 5 y a sus perfiles de propagación, y

ahora se observa un comportamiento similar en estos solitones.
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(a) Solitón KdV (b) Propagación del Solitón KdV

(c) Solitón supersimétrico de KdV (d) Propagación del Solitón supersimétrico

FIGURA 6.1: Solución solitónica de la ecuación no lineal de KdV (6.45) y para un solitón super-

isimétrico ec. (6.48), con las constantes c0 = 1.3, c = 0.1, y la velocidad v=2
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Capı́tulo 7

Conclusiones

Como se hizo mención anteriormente la idea de supersimetrı́a inicialmente en fı́sica se

define para el problema de unificación entre las partı́culas fermiónicas y bosónicas del mode-

lo estándar en fı́sica de partı́culas. Definición que en un principio, dice que a cada partı́cula,

le corresponde una partı́cula compañera supersimétrica que difiere solamente por medio spin.

Matemáticamente en la literatura utilizada en el documento de tesis, se desarrollan los méto-

dos supersimétricos implementados para plantear una analogı́a directa entre SUSY-QM y

Óptica que nos hizo incursionar al tratamiento de factorización en el campo de la óptica, tal

como se observa en recientes estudios en esta rama de la fı́sica, donde bajo este desarrollo

se proponen pulsos que se propagan en medios ópticos y obtenemos medios ópticos com-

pañeros supersimétricos con caracterı́sticas materiales definidas a través de la supersimetrı́a.

Por otro lado, en este documento inicialmente en los capı́tulos 1 y 2 se hace una des-

cripción general del tratamiento de propagación de pulsos a través de un medio, donde se

describe principalmente los tipos de solitones y su obtención matématica como soluciones

en las principales ecuaciones de óptica tanto lineal como no lineal, las cuales generalmente

son las ecuaciones de Schrödinger, Ginzburg-Landau, Helmholtz y Kdv. Especialmente se

hace mayor énfasis en la ecuación de Schrödinger, ya que se deja en claro que esta ecuación

presenta una relación directa con la ecuación de Helmholtz en su régimen paraxial, y se de-

fine que esta ecuación nos presenta la relación directa con la mecánica cuántica y por ende

con la supersimetrı́a cuántica.
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En el capı́tulo 3 desarrollamos un método de solución de ecuaciones no lineales de coe-

ficientes variables tanto de la ecuación no lineal de Schrödinger y de la ecuación no lineal de

Ginzburg-Landau; las cuales resolvimos bajo el método propuesto de He-Li, que consiste en

un mapeo de una ecuación de coeficientes variables a una ecuación de coeficientes constan-

tes, con lo cual obtuvimos las formas explı́citas de los solitones no autónomos propagándose

en una fibra óptica en un par de casos de importancia experimental, para la ecuación de

Schrödinger y para un par de casos de amplitud fija y amplitud arbitraria para solitones bri-

llantes en la ecuación de Ginzburg-Landau. En las condiciones apropiadas para el manejo de

solitones no autónomos, se puede realizar un mapeo que convierte dichas ecuaciones en una

función que parametriza el mapeo, tal como es el caso de la función F1 para ambas ecua-

ciones. Esta condición garantiza la integrabilidad del sistema y muestra que los solitones no

autónomos son posibles solo si los parámetros de la fibra óptica cumplen esta condición.

En general, los solitones no autónomos difieren del solitón estándar con respecto al cual se

construyen en el método de He y Li por tener una amplitud y un ancho que dependen de los

parámetros materiales de la fibra óptica en la cual se propagan.

Posteriormente en el capı́tulo 4 hacemos una descripción de la conexión de la mecánica

cuántica con la óptica en donde se hace uso de las descripciónes encontradas en la literatura,

especı́ficamente del trabajo propuesto por Black y Ankiewicz, el cual nos sirvió como co-

nexión directa de la óptica paraxial con la supersimetrı́a cuántica como lo dice Chumakov

y Wolf, y de esta manera en el trabajo de tesis poder hacer un tratamiento donde analizo

y describo como la supersimetrı́a ofrece una manera más versátil en la sı́ntesis de una cla-

se nueva de estructuras ópticas, con propiedades y funcionalidades deseadas. También nos

dimos cuenta que el tratamiento propuesto por nosotros difiere un poco en principio de la

propuesta inicial de Chumakov y Wolf, donde ellos proponen haces supersimétricos que se

propagan en una misma guı́a óptica y nosotros proponemos diferentes guı́as. Bajo este desa-

rrollo encontramos una fuerte relación entre los supercompañeros tal y como la teorı́a super-

simétrica lo dice, y se pudo describir una forma sistemática de construcción de potenciales

que relacionan los ı́ndices de refracción capaces de soportar modos guı́ados supersimétricos,
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descripción que se desarrolla en el capı́tulo 5 con gran detalle.

En el entorno de la descripción supersimétrica en el capı́tulo 5 pudimos conectar los mo-

dos transversales eléctricos y los modos transversales magnéticos con sus compañeros super-

simétricos los cuales se propagan en bloques de guı́as de onda especı́ficos, con caracterı́sti-

cas estructurales dieléctricas que se obtienen directamente del tratamiento supersimétrico,

es importante notar que a diferencia de los tratamientos encontrados en la literatura existen

novedades interesantes que son:

1 Se obtiene la ecuación de Helmholtz tanto para el modo TE (Transversal Eléctrico o

modo H) como para el TM (Transversal Magnético o modo E) que contienen una de-

pendencia de la variable transversal de permeabilidad eléctrica ε(x) y la variable de

permitividad magnética µ(x) respectivamente. (En artı́culos sobre supersimetrı́a ópti-

ca solo hacen el análisis para el modo TE), lo que nos lleva a poder obtener alguna

solución no solo para el caso de materiales diélectricos si no también para otro tipo

de materiales, en los cuales podemos asociarle una forma funcional a la permitividad

magnética y aı́ poder tal vez trabajar con materiales magnéticos, materiales que con-

tengan plasma, o bien metamateriales, bajo el tratamiento supersimétrico.

2 Se obtiene una forma general para la ecuación de autovalores para ambos modos, de

la ecuación para el modo TE, y de la ecuación para el modo TM.

3 Se encuentra la estructura supersimétrica general para ambos modos, tanto para el per-

fil de ı́ndice de refracción como para el ı́ndice de refracción compañero , la solución de

la ecuación de Riccati que contiene la dependencia de la permitividad y la permeabili-

dad de ambos modos, y también se consigue la función de propagación de los modos

compañeros.

4 Se dan los casos particulares para ambos modos de propagación para una función

f (x) = xα en el perfil de ı́ndice de refracción, donde se hace la consideración que es

97



una guı́a de onda dieléctrica como se ve en la literatura recalcando que se obtiene para

ambos modos de propagación, el parámetro α se tomó igual a 0, 1 y 2, en la literatura

solo se toman 0 y 2, en este artı́culo se hace el caso de α = 1 que no hay reportado un

tratamiento supersimétrico para este caso especı́fico.

estas novedades encontradas nos hacen pensar en aplicaciones ópticas de nuevas estruc-

turas materiales. Estas estructuras tienen aplicación directa mediante la obtención de los

modos propios de alto orden tanto de los modos TEs como los modos TMs, que se obtienen

mediante una construcción de tipo escalera jerárquica de guı́as de onda supersimétricas. Con

lo que se concluye que es posible crear nuevas guı́as de onda que puedan soportar los modos

TE y TM con perfiles de ı́ndice de refracción bien definidos como es el caso de guı́as de

onda tipo M o W que serı́an una representación de modos supersimétricos jerárquicos que a

su vez funcionan como un proceso de filtrado de modos, ya sea en el núcleo de la guı́a o en

el revestimiento, sólo con uso de perfiles compañeros.

Por último, se hace un desarrollo como parte del uso del método de factorización de ecua-

ciones diferenciales no lineales también visto desde un punto de vista óptico supersimétrico,

se trabajó con el método propuesto por Rosu y Cornejo-Pérez donde se propone una ex-

tensión para ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden que contienen formas

cuadráticas y cúbicas polinomiales en la primer derivada. Al hacer esto, uno puede buscar

soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden más simples, correspon-

dientes al primer bracket de factorización de la derecha aplicada a dichas funciones. Esto

funciona bien cuando solo hay un término lineal en la primera derivada. Cuando las po-

tencias de las primeras derivadas son mayores de uno, las condiciones de restricción en las

funciones de factorización se vuelven más complicadas, y el método de factorización es me-

nos apropiado. En general, el método de factorización todavı́a puede funcionar cuando los

coeficientes de la ecuación no lineal no dependen explı́citamente de la variable independien-

te, porque las ecuaciones de restricción son menos restrictivas en estos casos. Este método

de factorización de ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales, es usado para

encontrar soluciones supersimétricas en una ecuación de uso común en óptica no lineal, la

cual es la ecuación de KdV, donde como solución obtuvimos la solución solitónica y su solu-
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ción solitónica supersimétrica, donde también nos dimos cuenta que mediante el tratamiento

superimétrico en ecuaciones diferenciales no lineales, las soluciones conservan las carac-

terı́sticas propias de los solitones, con la única diferencia que el solitón compañero presenta

un ancho menor al solitón original, estableciendo esta caracterı́stica, como una caracterı́stica

común de la aplicación del método supersimétrico.

En general, podemos concluir que usando métodos supersimétricos en una descripción

de estructuras ópticas se pueden generar estructuras con nuevas caracterı́sticas especı́ficas de

filtrado de modos, ya que por construcción de bloques de guı́as de onda podrı́amos formar

estructuras con modos especı́ficos. Por otra parte, también, podemos hacer uso de ecuaciones

diferenciales parciales no lineales que tengan alguna descripción óptica y factorizarlas me-

diante el método supersimétrico, y ası́ encontrar la estructura supersimétrica adecuada para

cada caso y sus solitones propios para cada estructura.
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Apéndice A

Ecuación de Korteweg-de Vries (KdV)

A.1. Solución de la ecuación Korteweg-de Vries (KdV)

El fenómeno descrito por Rusell puede ser expresado por una ecuación diferencial parcial

no lineal de tercer orden. Recordando que una ecuación diferencial parcial es matemática-

mente una ecuación que contiene una función desconocida de más de una variable, ası́ como

algunas derivadas de la función con respecto a las diferentes variables independientes. En

una aplicación practica las ecuaciones diferenciales parciales describen procesos dinámicos

que tiene dependencia temporal (por lo tanto, denotada por t) y (normalmente sólo hasta 3

variables) espaciales (por lo tanto, se denotan por x, y, y z), la ecuación Korteweg de Vries

(KdV), es no lineal ya que en el segundo término muestra un producto que depende de la

función y es de tercer orden.

∂ψ

∂t
+6ψ

∂ψ

∂x
+

∂3ψ

∂x3 = 0 , (A.1)

Tiene soluciones exactas ya que no existe ninguna condición inicial o de frontera. Su

solución es llamada Solitónica. Iniciamos considerando la función de onda tal que

ψ(x, t) = A(x− vt)≡ A(ξ) , (A.2)

donde c representa la velocidad de la onda. Si derivamos la ecuación (A.2) y la sustituimos

en (A.1) tenemos una ecuación diferencial ordinaria de la forma
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− v
dA
dξ

+6A
dA
dξ

+
d3A
dξ3 = 0 . (A.3)

Integrando esta ecuación directamente por las derivadas totales, tenemos

− vA+3A2 +
d2A
dξ2 = c1 , (A.4)

donde c1 es la constante de integración. Con el fin de obtener una función de primer orden

para A se multiplica por dA
dξ

es decir

−vA
dA
dξ

+3A2 dA
dξ

+
d2A
dξ2

dA
dξ

= c1
dA
dξ

−vAdA+3A2dA+
d
dξ

(
dA
dξ

)2

= c1dA .

Integrando nuevamente tenemos

− v
2

A2 +A3 +
1
2

(
dA
dξ

)2

= c1A+ c2 , (A.5)

tal que c2 es una constante de integración. Ahora resolvemos para dA
dξ

dA
dξ

=
√

P(A) , (A.6)

donde P(A) es el polinomio cúbico

P(A) =−A3 +
v
2

A2 + c1A+ c2 .

Si tomamos las raı́ces positivas de (A.6) y suponemos que tiene raı́ces distintas de cero:

teniendo que α tiene multiplicidad uno y β de multiplicidad 2, con β < α. P será

P(A) = (A−β)2 (α−A) , (A.7)

Para β < A < α, la ecuación (A.6) puede escribirse

dξ =
dA

(A−β)
√

α−A
, (A.8)

haciendo el cambio de variable
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A = β+(α−β)sech2
θ , (A.9)

tal que la derivada de A con respecto de θ es

dA
dθ

= 2(α−β)sech2
θ tanhθ

por lo que la ecuación (A.8) toma la forma

dξ =
2(α−β)sech2

θ tanhθdθ

(α−β)sech2
θ

√
α−

(
β+(α−β)sech2

θ
)

dξ =
2tanhθdθ

√
α−β

√
1− sech2

θ

dξ =
tanhθdθ√
α−β tanhθ

dξ =
dθ√
α−β

(A.10)

integramos de 0 a θ y de 0 a ξ

∫
ξ

0
dξ =

∫
θ

0

dθ√
α−β

ξ =
θ√

α−β
(A.11)

recordando que ξ = x− vt, por lo tanto

θ =

√
α−β

2
(x− vt) ,

tal que regresando a la ecuación (A.9) tenemos

A(x, t) = β+(α−β)sech2

(√
α−β

2
(x− vt)

)
(A.12)

comparando las expresiones (A.5) y (A.7) para P(A), podemos ver que la velocidad de la

onda es

v = 2α−4β (A.13)
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De modo que, usando (A.12) y (A.13) en (A.2) obtenemos

ψ(x, t) = A(x, t)

= β+(α−β)sech2

(√
α−β

2
(x− (2α−4β) t)

)
, (A.14)

siendo (A.14) el denominado “Solitón de KdV”.
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Apéndice B

Ecuación no-lineal de Schrödinger (NLS)

B.1. Solución de la ecuación no lineal de Schrödinger

Otra de las principales ecuaciones en la representación solitónica dentro de medios dis-

persivos es la ecuación no lineal de Schrödinger (ENLS) la cual tiene dependencia de un

potencial espacio-temporal, descrita como

i
∂ψ

∂t
+

1
2

∂2ψ

∂x2 + γ|ψ|2ψ+V (x, t)ψ = 0 (B.1)

generalmente cuando el potencial V (x, t) = V (x) se le conoce como Ecuación de Gross-

Pitaevski (GP) cuando el potencial es una función de la posición solamente, teniendo que

la dependencia del tiempo aparece sólo como un término de fase en la función de onda.

La ecuación NLS puede ser encontrada en diferentes problemas de fı́sica, óptica y mecáni-

ca cuántica, mientras que la ecuación de GP es utilizada para describir los condensados de

Bose-Einstein.

Aquı́ se desarrollará la solución del caso trivial donde el potencial es V (x, t) = 0 de modo

que la ecuación (B.1) es

i
∂ψ

∂t
+

1
2

∂2ψ

∂x2 + γ|ψ|2ψ = 0 (B.2)

Se considera el ansatz de la forma
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ψ(x, t) = A(x, t)ei[η(x,t)+αt] (B.3)

con A(x, t) y η(x, t) funciones reales. Ahora derivando (B.3) con respecto a x y t, donde se

usará la notación ∂ψ

∂x = ψx, ∂ψ

∂t = ψt y ∂2ψ

∂x2 = ψxx

ψt = iAei[η(x,t)+αt] (ηt +α)+ ei[η(x,t)+αt]At

ψx = iAei[η(x,t)+αt] (ηx)+ ei[η(x,t)+αt]Ax

ψxx = i
(

Aei[η(x,t)+αt]
ηxx

+ηx

(
iAei[η(x,t)+αt]

ηx + ei[η(x,t)+αt]Ax

))

+ ei[η(x,t)+αt]Axx + iei[η(x,t)+αt]Axηx (B.4)

Sustituyendo (B.3) y (B.4) en (B.2) obtenemos

⇒ i
(

iAei[η(x,t)+αt] (ηt +α)+ ei[η(x,t)+αt]At

)

+
1
2

i
(

Aei[η(x,t)+αt]
ηxx +ηx

(
iAei[η(x,t)+αt]

ηx + ei[η(x,t)+αt]Ax

))

+
1
2

ei[η(x,t)+αt]Axx + iei[η(x,t)+αt]Axηx

+ γ

∣∣∣Aei[η(x,t)+αt]
∣∣∣
2

Aei[η(x,t)+αt] = 0

⇒ ei[η(x,t)+αt]
[
−A(ηt +α)+ iAt +

i
2

Aηxx−
1
2

A(ηx)
2

+ iηxAx +
1
2

Axx + γA3
]
= 0 (B.5)

Como podemos observar en (B.5), el único término que puede ser cero es el segundo

término, ya que la exponencial es cero cuando la función exponencial tiende a infinito, por

lo tanto

− A(ηt +α)+ iAt +
i
2

Aηxx−
1
2

A(ηx)
2

+ iηxAx +
1
2

Axx + γA3 = 0 (B.6)

Separando la parte real y la parte imaginaria de (B.6)
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−A(ηt +α)− 1
2

A(ηx)
2 +

1
2

Axx + γA3 = 0 (B.7)

y

At +
1
2

Aηxx +ηxAx = 0 (B.8)

Sean A(x, t) = A(x−vt) y η(x, t) = η(x−vt), tal que sea ξ = x−vt de modo que Ax = Aξ,

At =−vAξ, ηx = ηξ y ηt =−vηξ, entonces haciendo este cambio de variable en (B.7) y (B.8)

tenemos

vAηξ−Aα− 1
2

A
(
ηξ

)2
+

1
2

Aξξ + γA3 = 0 (B.9)

y

− vAξ +
1
2

Aηξξ +ηξAξ = 0 (B.10)

Tomando (B.10) y multiplicándola por A obtenemos

−vAAξ +
1
2

A2
ηξξ +AηξAξ = 0

de donde podemos notar que

d
dξ

(
A2 (

ηξ− v
))

= 0

de modo que al integrarla obtenemos

A2 (
ηξ− v

)
= c1 (B.11)

donde c1 es una constante de integración. Ası́ de (B.11) obtenemos

ηξ =
( c1

A2 + v
)

(B.12)

introduciendo (B.12) en (B.9) tenemos
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vA
(( c1

A2 + v
))
−Aα−A

(( c1

A2 + v
))2

+
1
2

Aξξ + γA3 = 0

1
2

Aξξ−
1
2

c2
1

A3 +
1
2

Av2−Aα+ γA3 = 0 (B.13)

por lo que de (B.13) tenemos

Aξξ =
c2

1
A3 +2

(
α− 1

2
v2
)

A−2γA3 (B.14)

Multiplicando (B.14) por 2Aξ tenemos

2AξAξξ =

(
c2

1
A3 +2

(
α− 1

2
v2
)

A−2γA3
)

2Aξ (B.15)

Vemos que del lado izquierdo de (B.15)

2AξAξξ =
d
dξ

(
Aξ

)2

de modo que

d
dξ

(
Aξ

)2
= 2

(
c2

1
A3 +2

(
α− 1

2
v2
)

A−2γA3
)

Aξ

d
(
Aξ

)2
=

(
2c2

1
A3 +4

(
α− 1

2
v2
)

A−4γA3
)

dA
dξ

dξ

d
(
Aξ

)2
=

2c2
1

A3 dA+4
(

α− 1
2

v2
)

AdA−4γA3dA (B.16)

integrando (B.16) tenemos

∫
d
(
Aξ

)2
= 2c2

1

∫ dA
A3 +4

(
α− 1

2
v2
)∫

AdA−4γ

∫
A3dA

(
Aξ

)2
= − c2

1
A2 +2

(
α− 1

2
v2
)

A2− γA4 + c2 (B.17)

donde c2 es una constante de integración. Operando matemáticamente tenemos

(
dA
dξ

)2

= − c2
1

A2 +2
(

α− 1
2

v2
)

A2− γA4 + c2

dA
dξ

=

√
− c2

1
A2 +2

(
α− 1

2
v2
)

A2− γA4 + c2 (B.18)
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Ahora si analizamos cuando ξ→±∞, entonces A→ 0, Aξ→ 0 , Aξξ→ 0, η→ 0 ηξ→ 0

y ηξξ→ 0 por lo que c1 = c2 = 0 por lo tanto tenemos que

dA
dξ

=

√
2
(

α− 1
2

v2
)

A2− γA4 (B.19)

Aplicando separación de variables

dA√
2
(
α− 1

2v2
)

A2− γA4
= dξ (B.20)

operando y haciendo ζ = 2α− v2 tenemos

dA

A
√

(2α− v2)− γA2
= dξ

dA

A
√

ζ− γA2
= dξ

(B.21)

haciendo el cambio de variable

A =

√
ζ

γ
sechθ

por lo que la derivada de A con respecto de θ queda

dA
dθ

=

√
ζ

γ
sechθ tanhθ

de forma que la ecuación (B.21) queda
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√
ζ

γ
sechθ tanhθdθ

√
ζ

γ
sechθ

√
ζ− γ

(√
ζ

γ
sechθ

)2
= dξ

tanhθdθ√
ζ−ζsech2

θ

= dξ

tanhθdθ√
ζ(1− sech2

θ)
= dξ

dθ√
ζ

= dξ (B.22)

integramos de 0 a θ y de 0 a ξ

∫
θ

0

dθ√
ζ

=
∫

ξ

0
dξ

θ√
ζ

= ξ (B.23)

recordando que ξ = x− vt, ζ = 2α− v2 y que θ = sech−1
(

A
√

γ

ζ

)
tenemos

A(x, t) =

√
ζ

γ
sech

(√
ζ(x− vt)

)
(B.24)

Multiplicando el argumento de la sech por
√

γ√
γ
, de tal forma que podemos compensar el

cambio de variable, tenemos que

A(x, t) =

√
ζ

γ
sech

(√
γ√
γ

√
ζ(x− vt)

)

A(x, t) =

√
ζ

γ
sech

(
√

γ

√
ζ

γ
(x− vt)

)
(B.25)

Como vemos la amplitud del pulso es A0 =
√

ζ

γ
entonces tenemos

A(x, t) = A0sech(
√

γA0(x− vt))

Ahora resolviendo (B.11) con c1 = 0, tenemos
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A2(ξ)
(
ηξ− v

)
= 0

2ηxi− v = 0
d
dξ

η = v

dη = vd(ξ)∫
η

0
dη = v

∫
ξ

0
d(ξ)

η = vξ

η(x− vt) = v(x− vt) (B.26)

De modo que, usando (B.25) y (B.26) en (B.3) obtenemos

ψ(x, t) = A(x, t)ei[η(x,t)+αt]

=

√
ζ

γ
sech

(
√

γ

√
ζ

γ
(x− vt)

)
ei[v(x−vt)+αt] (B.27)
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Apéndice C

Solitones no-autónomos para distintas

soluciones de la ecuación de Schrödinger

C.1. Solitones no autónomos

Como se mencionó en el capı́tulo 3 de esta tesis existen diversas soluciones que pueden

ser aplicadas en la ecuación no lineal de Schrödinger, como soluciones de la ecuación de

Schrödinger de coeficientes variables, en este apéndice se muestran algunas soluciones con

sus respectivos solitones no autónomos.

C.2. Ejemplos de solitones no autónomos

Partiendo de la solución obtenida mediante el mapeo propuesto en el capı́tulo 3 tenemos

que el solitón no autónomo tiene la estructura

ψ(t,z) = q(T,Z)
√

f3F(z)e
∫
[g(z)−Γ]dze−i(a(z)t2/2+b(z)t+c(z)) . (C.1)

con q(T,Z) puede ser de cualquier solución de la ENLS estándar (3.6). De esta manera

podemos utilizar cualquier solución de solitones autónomos como son:

El solitón de Katyshev57 que tiene la forma
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q(T,Z) = A0sech
(

A0

√
γ

2
(T −vZ)

)
ei
[(

v2
4 + γ

2 A2
0

)
Z+ v

2 (T−vZ)
]

(C.2)

donde A0 es la amplitud y v es la velocidad del pulso solitónico.

O bien el solitón de Peregrine108

q(T,Z) =
√

P0
(1−4a)cosh(bz/LNL)+ isinh(bz/LNL)√

2acos(ωmodT )− cosh(bz/LNL)

+

√
2acos(ωmodT )√

2acos(ωmodT )− cosh(bz/LNL)
(C.3)

con a es constante real, LNL = (γP0)
−1.

O para el caso asintótico el solitón de Akhmediev-Peregrine108

q(T,Z) =
√

P0 exp(iz/LNL)
1−4(1+2iz/LNL)

1+4(T/T0)2 +4(z/LNL)2 (C.4)

con T0 = (β2LNL)
1/2.

Se dan solo dos ejemplos en este apéndice, se pueden obtener las otras soluciones pro-

puestas, siendo que estas a su vez se toman para ondas extremas.
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(a) (b)

FIGURA C.1: Solitones no autónomos obtenidos de (C.1), con la solución autónoma de Katyshev

(C.2), con los parámetros: β2 = 0.001 (GDV), T2 = 0.1, bajo dispersión anómala; donde (a) Propa-

gación del solitón de Katyshev con dispersión igual a β(z) = b0 exp(−σ∗ z)cos(δ∗ z), con b0 = 0.2,

σ = 2 y δ = 2, con no linealidad igual a 1, b) Gráfica de contorno de la propagación del solitón de

Katyshev.

(a) (b)

FIGURA C.2: Solitones no autónomos obtenidos de (C.1), con la solución autónoma de Katyshev

(C.2), con los parámetros: β2 = 0.001 (GDV), T2 = 0.1, bajo dispersión anómala; donde (a) Propaga-

ción del solitón de Katyshev con dispersión igual a β(z) = cos(3 ∗ z), con no linealidad igual a 1, b)

Gráfica de contorno de la propagación del solitón de Katyshev.
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(a) (b)

FIGURA C.3: Solitones no autónomos obtenidos de (C.1), con la solución autónoma de Peregrine

(C.3), con los parámetros: β2 = 0.001 (GDV), T2 = 0.1, bajo dispersión anómala; donde (a) Propa-

gación del solitón de Peregrine con dispersión igual a β(z) = b0 exp(−σ∗ z)cos(δ∗ z), con b0 = 0.2,

σ = 2 y δ = 2, además de nolinealidad igual con 1. b) Gráfica de contorno de la propagación del

solitón de Peregrine.

(a) (b)

FIGURA C.4: Solitones no autónomos obtenidos de (C.1), con la solución autónoma de Peregrine

(C.3), con los parámetros: β2 = 0.001 (GDV), T2 = 0.1, bajo dispersión anómala; donde (a) Propaga-

ción del solitón de Peregrine con dispersión igual a β(z) = cos(3 ∗ z), además de nolinealidad igual

con 1. b) Gráfica de contorno de la propagación del solitón de Peregrine.
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Apéndice D

Artı́culos de Investigación
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Soluciones solit́onicas de las ecuaciones de Schrödinger no lineales de coeficientes variables que describen muchas situaciones reales de
propagacíon solit́onica se pueden obtener usando el mapeo de ‘integrabilidad diseñada’ a la ecuación estandar de Schrödinger no lineal de
coeficientes constantes propuesto por He y Li. En este trabajo se presenta este método para el caso de fibras con ganancia/pérdida y se aplica
a los casos de los solitones en fibrasópticas con amplificadores y los solitones brillantes en fibras no amplificadas.

Descriptores:Solitón; ecuacíon de Schr̈odinger no lineal; no autónomo; fibraóptica.

Soliton solutions of the non-linear Schrödinger equation of variable coefficients which describe many real cases of solitonic propagation
can be obtained by means of the ‘designable integrability’ mapping to the standard non-linear Schrödinger equation of constant coefficients
proposed by He and Li. In this paper, this method of obtaining the non-autonomous soliton solutions is presented for the general case of
optical fibers with gain/loss, and applied to fibers with amplifiers, and those allowing the propagation of bright solitons.

Keywords: Soliton; non-linear Schrödinger equation; non-autonomous; optical fiber.

PACS: 05.45.Yv; 42.65.Tg; 42.81.Dp

1. Introducción

Es bien conocido que para la propagación de pulsos en fibras
ópticas una influencia muy significativa tienen la dispersión y
disipacíon de los pulsos y la no linealidad de las fibras. Estas
crean una distorsión y ṕerdida de sẽnal [1–3], feńomenos que
han sido estudiados desde finales de los años 60s, aunque fue
hasta los ãnos 80s que se utilizaron amplificadores para com-
pensar estas pérdidas [2]. Este proceso de amplificación es
usualmente obtenido en fibrasópticas dopadas con sı́lice [3].

Teóricamente, la propagación de pulsos en fibraśopticas
se puede describir por ecuaciones no lineales de la siguiente
forma

iψz +A(z)ψtt +B(z)|ψ|2ψ + iC(z)ψ = 0 (1)

las cuales son muy parecidas cuandoC(z) ∼ 0 a la conoci-
da ecuacíon no lineal de Schrödinger (ENLS) de coeficientes
constantes, que tiene soluciones solitónicas. Por lo tanto, hay
la posibilidad de regimenes de propagación, en especial el re-
gimen de dispersión ańomala, en los cuales los pulsosópticos
ordinarios se pueden transformar en pulsos solitónicos [1–3].

En este trabajo, realizamos un tratamiento matemáti-
co que consiste en transformar la ecuación no lineal de
Schr̈odinger de coeficientes variables (ENLS-CV), descri-
biendo un pulso dentro de una fibraóptica que presenta pérdi-
da compensada por una ganancia en una ENLS estandar de
coeficientes constantes, ecuación que puede ser resuelta por
distintos ḿetodos ya bien conocidos [4,5]. Este mapeo fue in-
troducido por He y Li en 2010 pero para las aplicaciones a las
fibrasópticas trabajaremos con una simplificación del ḿeto-
do propuesto por ellos. Cabe mencionar que el mapeo de He
y Li para la obtencíon de solitones no autónomos requiere el
cumplimiento de una condición (ver las Ecs. (17) y/o (18))

entre los tres coeficientes de una ecuación de tipo (1). Sola-
mente las fibraśopticas para las cuales se cumple esta condi-
ción permiten la propagación de los pulsos solitónicos.

2. Mapeo de He y Li para solitones en fibras
ópticas

2.1. Fibras con ganancia variable y tasa de ṕerdida
constante

Este tipo de fibras son productos regulares de la tecnologı́a
actual y por esto presentamos el mapeo de He y Li directa-
mente para este ejemplo aplicando los resultados obtenidos
a dos casos que aunque sencillos son relevantes en las otras
subsecciones. En general, las fibrasópticas modernas tienen
no linealidad conocida y la dispersión es un paŕametro con-
trolado de manera tecnológica, lo que implica que la ganancia
debe cumplir con una condición de compatibilidad ası́ como
mencionamos al final de la introducción, la cual se obtiene
de manera natural por el mapeo de He y Li. La ecuación no
aut́onoma ENLS-CV que describe la propagación de un pulso
solitónico en estas fibras es

i
∂ψ(t, z)

∂z
+

β(z)

2

∂2ψ(t, z)

∂t2
− i [g(z)− Γ]ψ(t, z)

+ γ̂(z)|ψ(t, z)|2ψ(t, z) = 0 , (2)

dondeψ es la envolvente del campo eléctrico del pulso,β(z)
es la dispersión de la velocidad de grupo,̂γ(z) es el coefi-
ciente de no linealidad, parámetros que son dependientes de
z, la coordenada en la longitud de la fibra y variable natural
de evolucíon de los pulsos mientras quet es la coordenada
transversal. La propagación de la onda se ve afectada por una
tasa de ṕerdida constanteΓ y una ganancia distribuidag(z).
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Una manera de garantizar la integrabilidad de (2), es por re-
lacionarla con la ENLS estandar de coeficientes constantes

i
∂q

∂Z +
1

2

∂2q

∂T 2
+ γ|q|2q = 0 , (3)

dondeγ = ±1, q = q(T ,Z), y los coeficientesβ(z) y γ̂(z)
se obtienen analı́ticamente bajo el mapeo. Proponiendo el an-
satz

ψ(t, z) = q(T ,Z)p(z)e−iφ(t,z) , (4)

tal queT = T (z, t) y Z = Z(z), se encontrará la forma
espećıfica paraβ, γ̂, T, Z, p, φ, dondeq(T ,Z) es solucíon
de (3). He y Li consideran el caso más general conp(z, t), sin
embargo para la propagación de solitones en fibraśopticas es
suficiente tomarp solamente como función dez [4].

Sustituyendo (4) en (2), sin perdida de generalidad, hace-
mos queβ(z) = (Zz/T 2

t ) y γ̂(z) = (γZz/p
2), de donde se

obtiene la siguiente ecuación paraq

iqZ +
1

2
qT T

+ γ|q|2q + (k1 + ik2) qT + (k3 + ik4) q = 0 , (5)

con

k1 =
1

2

Ttt
T 2
t

,

k2 =
Tz
Zz

− φt

Tt
,

k3 =
φz

Zz
− 1

2

φ2
t

T 2
t

,

k4 =
pz
pZz

− 1

2

φtt

T 2
t

− 1

Zz
[g(z)− Γ] .

Dado que q tambíen satisface (3), debemos imponer
k1 = k2 = k3 = k4 = 0, para que (5) se vuelva (3). Es-
to se satisface cuando

T (z, t) = F (z)t+ F1(z) , (6)

Z(z) = f0F (z) + f1 , (7)

φ(z, t) = a(z)t2/2 + b(z)t+ c(z) , (8)

p(z) =
√

f3Fe
∫
[g(z)−Γ]dz , (9)

β(z) =
f0Fz(z)

F 2
, (10)

γ̂(z) =
γf0Fz(z)

f3F
e−

∫
2[g(z)−Γ]dz , (11)

dondeF1(z) = f2F (z) + f4 y los paŕametros de la fase son

a(z) =
F (z)

f0
, b(z) = f2

F (z)

f0
,

c(z) =
f2
2

2

F (z)

f0
+ f5 . (12)

La forma anaĺıtica de la funcíonF (z) depende de cada caso
particular, mientras quef0, f1, f2, f3, f4 y f5 son constantes
de integracíon, de las cualesf1, f4 y f5 pueden ser nulas. De
tal manera que la solución (4) tiene la forma

ψ(t, z) = q(T ,Z)
√

f3F

× e
∫
[g(z)−Γ]dze−i(a(z)t2/2+b(z)t+c(z)) . (13)

Notamos quef5 contribuye a la solución solamente con una
rotacíon deángulo constanteexp(−if5). Por lo tanto, toma-
remosf5 = 0 sin perdida de generalidad. Paraq(T ,Z) se
puede escoger cualquier solución de la ENLS estandar (3).
Aqúı usamos la solución q de Katyshev y colaboradores [6]

q(T ,Z) = A0 sech

(√
γA2

0

2
(T − vZ)

)

× e
i

[(
v2

4 +
γA2

0
2

)
Z+ v

2 (T −vZ)

]

(14)

dondeA0 es la amplitud yv es la ‘velocidad’ del pulso so-
lit ónico, la cual da la oblicidadθ = −arctan(4v) del solit́on
con respecto al ejeZ [7]. Denotando

F(z) = f0F (z) + f1 , F̃(z, t) = F (z)t+ F1(z) ,

la solucíon completa es

ψ(t, z) = A(z) sech

(√
γA2

0

2
[F̃(z, t)− vF(z)]

)

× e
i

[(
γA2

0
2 − v2

4

)
F(z)+ v

2 F̃(z,t)−F (z)
2f0

(t+f2)
2

]

, (15)

donde
A(z) = A0

√
f3F (z)e

∫
[g(z)−Γ]dz . (16)

Se puede observar que la solución y el comportamiento del
pulso propagandose en una fibraóptica se obtienen si cono-
cemos los paŕametros de dispersión de la velocidad de grupo,
de no linealidad y de ṕerdida y ganancia. De (10) y (11) se
obtiene queF (z) tiene la siguiente forma funcional

F (z) =
f3
β(z)

γ̂(z)

γ
exp

[
2

∫
(g(z)− Γ)dz

]
. (17)

La función F (z) y tambíenF1(z), F(z) y F̃(z, t) est́an re-
lacionadas con el inverso del ancho del solitón no aut́ono-
mo [8,9]. La relacíon (17) se puede escribir también en forma
de la condicíon

γβ(z)F (z)

γ̂(z)
exp

[
−2

∫
(g(z)− Γ)dz

]
= f3 . (18)

Este tipo de condición fue tambíen obtenido en [8] por el
método de separar la ecuación no aut́onoma en un sistema de
dos ecuaciones para la fase y la amplitud.
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FIGURA 1. Gráficas del solit́on no aut́onomo (21). (a) Propagación del pulso conv = 1 para ṕerdida/ganancia = 0.6, convg = 1, dispersíon
de la velocidad de grupo10, tiempo de relajación0.2, bajo dispersíon ańomala; en (b), la gŕafica de contorno correspondiente. (c) Propagación
del pulso no aut́onomo conv = 2 para los mismos parámetros de fibráoptica; en (d), la gŕafica de contorno del pulso en este caso. (e)
Propagacíon del pulso conv = 1 para ṕerdida/ganancia =0.8 con los otros paŕametros iguales a los anteriores, (f), gráfica de contorno del
pulso. (g) y (h) Propagación del pulso para el mismo cociente pérdida/ganancia de0.8 y sin cambios en los otros parámetros pero conv = 2
y gráfica de contorno del pulso, respectivamente.
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FIGURA 2. Gráficas de la propagación del solit́on no aut́onomo (26) convg = 1, dispersíon de la velocidad de grupo10, tiempo de relajación
0.1, en regimen de dispersión ańomala. (a) y (b) Propagación del pulso parav = 1 y coeficiente de gananciaG1(z) = 1 y la gŕafica de
contorno del solit́on en este caso. (c) y (d) Lo mismo parav = 2.

2.2. Solitones en fibras con amplificadores

La propagacíon de solitones en fibras amplificadas está des-
crita por la ecuación no lineal de Schrödinger de coeficientes
constantes pero no en forma estandar [10]

i
∂u

∂ξ
− 1

2
(s+ iδ)

∂2u

∂τ2
+ |u|2u− i

2
µu = 0 (19)

con ξ = z/LD, LD = T 2
2 /β2 es la longitud de dispersión,

T2 es el tiempo de relajación,β2 es el coeficiente de disper-
sión de la velocidad de grupo,τ = (t− z/vg)/T2 el tiempo
normalizado,s = sgn(β2) = ±1, δ = g0LD es la curvatura
del perfil de ganancia,µ = (g0 − α)LD ganancia neta yα el
coeficiente de ṕerdida.
En este caso la funciónF es compleja

F (ξ) = − f3(s− iδ)

γ(s2 + δ2)
eµξ . (20)

La solucíon no aut́onoma de (19) obtenida por el mapeo He-
Li, es decir aplicando (15) a este caso, es

u(τ, ξ) = A(ξ) sech

(√
γA2

0

2

eµξ(s− iδ)

s2 + δ2
(τ − v + 1)

)

× e

[
i s eµξ

2(s2+δ2)
(γA2

0−v2+v(τ+1)−(τ+1)2)
]
, (21)

donde

A(ξ) = A0

√
−s+ iδ

s2 + δ2

× e
µξ+ δeµξ

2(s2+δ2)
(γA2

0−v2+v(τ+1)−(τ+1)2)
. (22)

En estas f́ormulas,γ = ±1 es el paŕametro de no linealidad
en el caso autónomo.

Gráficas tridimensionales de esta solución solit́onica se
presentan en Fig. (1) para una fibraóptica con perfil de ga-
nancia parab́olico, donde el cociente de pérdida/ganancia tie-
ne el valorα/g0 = 0.6 para las imagenes (a)-(d) y el valor0.8
para las imagenes (e)-(h). Se consideró el regimen de disper-
sión anomalas = −1, γ = −1 y δ = 0.24 paraα/g0 = 0.6
y δ = 0.32 paraδ = 0.32 paraα/g0 = 0.8. Las imagenes (a)
y (e) se presentan con velocidadv = 1 y las imagenes (c) y
(g) conv = 2. En las imagenes (b),(d),(f) y (h) se muestra la
perspectiva superior del pulso en cada caso. La disminución
de la amplitud de los solitones en el caso de la velocidad más
alta se puede entender de la expresión (22) donde el t́ermi-
no env2 es negativo teniendo la contribución principal a este
efecto. Por otro lado, en el caso de la pérdida/ganancia=0.8,
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este efecto es menos pronunciado debido a que el cociente
δ/(s2 + δ2) ∼ 0.17 lo que es menos de 0.20 para el caso de
pérdida/ganancia=0.6. Además, estas gráficas muestran que
el ancho de los solitones es proporcional al parámetrov de la
oblicidad.

2.3. Solitones brillantes en fibraśopticas con ganancia y
no linealidad variables

En este caso, la dinámica de propagación de la envolvente
eléctrica del pulso es representada por la siguiente ecuación
de coeficientes variables [11,12]

i
∂U(Z, T )

∂Z
+Ω(Z)

∂2U(Z, T )

∂T 2
+

i

2
G1(Z)U(Z, T )

+R(Z)|U(Z, T )|2U(Z, T ) = 0 , (23)

dondeΩ(Z) es el coeficiente de dispersión, R(Z) es el
paŕametro de no linealidad de Kerr, yG1(Z) es el coeficien-
te de ganancia. Después de identificar los coeficientesβ(z) y
γ̂(z) conΩ(Z) y R(Z) tal quez = Z y t = T y al combinar
(10) y (11) se obtiene

R(Z) = 2γcΩ(Z) exp

[
−
∫

G1(Z)dZ

]
. (24)

La dispersíon disẽnada la escojemos como una función que
decae de manera exponencial,Ω(Z) = e−Z , porque este tipo
de dispersíon fue realizada experimentalmente [13].

Para este caso el pulso inicial se puede transformar en un
solitón de ancho constante1/F dondeF est́a dado por

F = 2f3
γc
γ

. (25)

Solitones de otro ancho no se pueden propagar en fibras con
las caracteristicas mencionadas en esta subsección. La solu-
ción no aut́onoma tiene la siguiente forma

U(T,Z) = A(Z) sech

(√
2

γ
γcf3A0 ((T + 2)− v)

)

× e
i
γcf3

γ

(
(γA2

0− v2

2 )+v(T+2)−(T+2)2
)
, (26)

donde

A(Z) =

√
2γc
γ

f3A0e
1
2

∫
G1(Z)dZ . (27)

La evolucíon de este solitón no aut́onomo se presenta en las
gráficas tridimensionales de la Fig. (2) para las velocidades
v = 1 y v = 2 en el casoG1 = 1 mostrando el crecimiento
exponencial de la amplitud y la dependencia de oblicidad del
ancho.

3. Conclusíon

Usando el ḿetodo de He y Li se han obtenido las for-
mas explicitas de los solitones no autónomos propagan-
dose en una fibráoptica en un par de casos de impor-
tancia experimental. En las condiciones apropiadas para el
manejo de solitones no autónomos, se puede realizar un
mapeo que convierte la ecuación NLS-CV en una ecua-
ción NLS estandar, si se cumple la condición F (z) =
(f3/β(z))(γ̂(z)/γ) exp

[∫
2(g(z)− Γ)dz

]
donde F (z) es

una funcíon que parametriza el mapeo. Esta condición garan-
tiza la integrabilidad del sistema y muestra que los solitones
no aut́onomos son posibles solo si los parámetros de la fi-
bra óptica cumplen esta condición. En general, los solitones
no aut́onomos diferen del solitón estandar en base al cual se
construyen en el ḿetodo de He y Li por tener una amplitud
y un ancho que dependen de los parámetros materiales de la
fibra óptica en la cual se propagan.
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Camino a la presa San José 2055, Col. Lomas 4a Sección, 78216 San Luis Potosı́, S.L.P., Mexico.
e-mail: maximino.perez@ipicyt.edu.mx

J.A. Belinch́on
Departamento de F́ısica, Facultad de Ciencias Naturales,
Universidad de Atacama, Copayapu 485 Copiapó, Chile
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1. Introduction

Finding exact solutions of nonlinear differential equations
has long been an active field of research because of the insight
they offer in the understanding of many processes in physics,
biology, chemistry, and other scientific areas. Among the
methods developed to find analytical solutions of nonlinear
ordinary differential equations (ODEs) and nonlinear par-
tial differential equations (PDEs) we enumerate the trunca-
tion procedure in Painlevé analysis [1], the Hirota bilinear
method [2], the tanh function method [3, 4], the Jacobi ellip-
tic function method [5], and the Prelle-Singer method [6,7].

The factorization method, which in mathematics has
roots that go to Euler and Cauchy, is a well-known technique
used to find exact solutions of linear second order ODEs in an
algebraic manner. In physics, it has attracted much interest as
an elegant way of solving fundamental eigenvalue problems
in quantum mechanics, and later due primarily to its natural
association with supersymmetric quantum mechanics [8–14].
The latter approach has been extended to some types of non-
linear ODEs [15], and to more dimensions [16–19] as well.
In recent times, the factorization technique has been ap-

plied to find exact solutions of many nonlinear ODEs [20],
and to nonlinear PDEs, mainly in the context of traveling
waves [21–29]. The factorization technique was further ex-
tended to a class of coupled Liénard equations, which also
included a coupled version of the modified Emden equation,
by Hazraet al [30]. Their algorithm can be generalized to
higher order scalar and coupled ODEs, but one has to pay
the price of increased algebraic complexity. In addition, Ti-
wari et al [31] factorized even more complicated quadratic
and mixed Líenard-type nonlinear systems, among which the
coupled Mathews-Lakshmanan nonlinear oscillators.

In this paper, we generalize the factorization technique
that we introduced previously [22,23] for nonlinear equations
with a monomial function in the first derivative,i.e., with a
damping term which can be also nonlinear, to nonlinear equa-
tions with polynomial functions of second and third degree
in the first derivative. In the following section, we review the
factorization in the monomial case. Next, we present the fac-
torization of nonlinear equations with polynomial function
of second degree in the first derivative and illustrate it with
a couple of examples. The last section is devoted to the fac-
torization of nonlinear equations with polynomial function of



EXTENSION OF A FACTORIZATION METHOD OF NONLINEAR SECOND ORDER ODE’S WITH VARIABLE COEFFICIENTS 219

third degree in the first derivative. We end up the paper with
the conclusion section.

2. Factorization of nonlinear equations with a
monomial of first degree in the first deriva-
tive

Nonlinear equations of the type

yss + f(y, s)ys + F (y, s) = 0 , (1)

where the subscripts denotes the derivative with respect tos
andF (y, s) andf(y, s) are arbitrary functions ofy(s) ands,
can be factorized as follows [32]:

[Ds − φ2(y, s)][Ds − φ1(y, s)]y(s) = 0 , (2)

whereDs = d/ds. Expanding (2), one can use the following
grouping of terms [22,23]:

D2
sy −

(
φ1 + φ2 +

dφ1

dy
y

)
Dsy

+ (φ1φ2 − ∂φ1/∂s) y = 0 , (3)

and comparing Eq. (1) with Eq. (3), we get the conditions

φ1 + φ2 +
∂φ1

∂y
y = −f , (4)

φ1 φ2 −
∂φ1

∂s
=

F (y, s)

y
. (5)

Any factorization like (2) of a scalar equation of the form
given in Eq. (1) allows us to find a compatible first order non-
linear differential equation,

[Ds − φ1(y, s)]y ≡ Dsy − φ1(y, s)y = 0 , (6)

whose solution provides a particular solution of (1). In other
words, if we are able to find a couple of functionsφ1(y, s)
andφ2(y, s) such that they factorize Eq. (1) in the form (2),
solving Eq. (6) allows to get particular solutions of (1). The
advantage of this factorization has been shown in the impor-
tant particular case when there is no explicit dependence on
s, i.e., for equations

yss + f(y)ys + F (y) = 0, (7)

for which the factorization conditions are

φ1 + φ2 +
dφ1

dy
y = −f , (8)

φ1 φ2 =
F (y)

y
, (9)

when the two unknown functionsφ1(y) andφ2(y) can be
found easily by factoringF (y) when it is a polynomial or
written as a product of two functions. This property of the
nonlinear factorization has been successfully used when it

has been introduced a decade ago and contributed to its popu-
larity [33]. An illustration of this technique in the case of the
cubic Ginzburg-Landau equation can be found in [34]. No-
tice that interchanging the factoring functions turns (8) and
(9) into

φ1 + φ2 +
dφ2

dy
y = −f̃ , (10)

φ1 φ2 =
F (y)

y
, (11)

which correspond to equations

yss + f̃(y)ys + F (y) = 0 . (12)

If s is a traveling variable, this suggests kinematic relation-
ships between the kink solutions of (7) and (12) evolving un-
der the different nonlinear dampingsf(y) andf̃(y).

Finally, in the casef = 0 andF (y, s) = V (s)y, the fac-
toring functionsφ’s depend only ons and the equations (1)
are linear ones

yss + V (s)y = 0 . (13)

The factorization conditions take the simplified form

φ1 + φ2 = 0 , (14)

φ1 φ2 −
dφ1

ds
= V (s) . (15)

From (14), one hasφ1 = −φ2 = φ which upon sub-
stitution in (15) leads to the well known Riccati equation
−dφ/ds − φ2 = V (s) defining the Schr̈odinger potential in
quantum mechanics in terms of the factoring function. The
interchange ofφ1 with φ2 produces the partner Riccati equa-
tion dφ/ds − φ2 = Ṽ (s) of much use in supersymmetric
quantum mechanics [35,36].

3. Factorization of nonlinear equations with
polynomial function of second degree in the
first derivative

Let us consider the following nonlinear second order ODE
with variable coefficients

yss + f(y, s)y 2
s + g(y, s)ys + F (y, s) = 0 . (16)

A factorization of the form

[Ds + f(y, s)ys − φ2(y, s)] [Ds − φ1(y, s)] y = 0 , (17)

is possible if the following constraint equations are satisfied:

φ1 + φ2 +

(
∂φ1

∂y
+ f(y, s)φ1

)
y = −g(y, s), (18)

φ1φ2 −
∂φ1

∂s
=

F (y, s)

y
(19)

Rev. Mex. Fis.63 (2017) 218–222
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There are also cases when one can work withφ2 = 0. In such
cases, the constraint equations take the form

φ1 +

(
∂φ1

∂y
+ f(y, s)φ1

)
y = −g(y, s), (20)

−∂φ1

∂s
=

F (y, s)

y
. (21)

Finally, the degenerate case corresponding toφ1 = 0,
which also impliesF = 0, leads to the simple constraint

φ2 = −g(y, s) . (22)

As an example of a degenerate case, we mention the equa-
tion for the radial function of the isotropic metric in general
relativity [37]

yss −
3

y
y 2
s − 1

s
ys = 0 , (23)

for which (22) is written as

φ2 =
1

s
. (24)

The solution

y =
1

2

a√
1 + bs2

, (25)

wherea andb are integration constants, can be found by ele-
mentary means [37].

The most important application is when no explicit de-
pendence ons occurs in the equation and so neitherF nor
theφ’s depend ons when the constraints are similar to (8)
and (9). If moreover one assumesφ1 = φ2 = φ then the sec-
ond constraint equation provides the factorization function as

φ(y) =

√
F (y)

y
. (26)

Substituting (26) in the first constraint equation leads to the
following expression for theg coefficient

g(y) = −1

2

√
F (y)

y

[
3 +

(
Fy

F
+ 2f(y)

)
y

]
. (27)

For givenf(y) andF (y), the latter equation gives the coeffi-
cientg(y) for which the nonlinear equation can be factorized
in the form

[
Ds + f(y)ys −

√
F (y)/y

]

×
[
Ds −

√
F (y)/y

]
y = 0 . (28)

There are equations of the latter type which do not present a
linear term in the first derivative. This impliesg(y) = 0, i.e.

3 +

(
Fy

F
+ 2f(y)

)
y = 0 , (29)

which is separable. The solution

F (y) = Cy−3e−2
∫ y f(u)du , (30)

with C an integration constant, provides the form ofF which
for givenf allows the factorization of the equation. However,
as simple as it may look, the condition (30) is quite restric-
tive.

In physical applications, differential equations with
squares of the first derivative are encountered in highly non-
linear areas, such as cosmology [38] and gravitation theories,
e.g., Weyl conformal gravity [39] andf(R) gravity [40], but
occasionally they show up in other branches as well. In the
following, we will give two examples of factorization of such
equations.

3.1. An equation in Weyl’s conformal cosmology

The following equation

yss −
α

y
y 2
s +

yσ

x2
= 0 , (31)

whereα andσ are real constants, arises in intermediate calcu-
lations concerning the vacuum solution of the field equations
in Weyl’s conformal gravity [41,42]. Let us try the factoriza-
tion (

Ds −
α

y
ys

)
(Ds − φ1(y, s)) y = 0 . (32)

Therefore, the following constraint equations should be sat-
isfied

∂φ1

∂s
= −yσ−1

s2
(33)

φ1 −
α

y
φ1y +

∂φ1

∂y
y = 0. (34)

Equation (34) is separable and generates the function
φ1(y, s) = f(s)yα−1, then, from Eq. (33) we obtain

∂φ1

∂s
=

∂

∂s
(yα−1f(s)) = yα−1f ′(s) = −yσ−1

s2
(35)

which impliesα = σ, andf(s) = 1
s + c1, wherec1 is an

arbitrary constant.
Assuming the following [27]

(Ds − φ1(y, s)) y = Ω, (36)

then, we get

Ω′ − α
y′

y
Ω = 0. (37)

with solutionΩ = k0y
α. Therefore, we get the first order

equation

y′ −
(
1

s
+ c1

)
yα = k0y

α, (38)

which can be rewritten in the form

y′ −
(
1

s
+ k1

)
yα = 0 , (39)
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wherek1 is an integration constant. The general solution of
Eq. (39) is given in the form

y = ((α− 1) (−k1s− k2 − ln s))
1/1−α

. (40)

wherek2 is an integration constant. Fork1 = 0 andα = 5,
we obtain the following particular solutions

y1,2 = ± 1√
2(−k2 − ln(s))1/4

, (41)

y3,4 = ± i√
2(−k2 − ln(s))1/4

. (42)

3.2. Langmuir-type equations

A particular example of the type (16) is the following equa-
tion

d2y

ds2
+

1

3y

(
dy

ds

)2

+ γ
dy

ds
+

1

3

y2 − 1

y
= 0

which whenγ = 4/3 provides Langmuir’s radialβ function
occurring in the formula for the space charge between coaxial
cylinders [43]. Using (19), one can choose

φ1 = −
(
1− 1

y

)
, φ2 = −1

3

(
1 +

1

y

)
. (43)

Substituting (43) in (18), one obtainsγ = 5/3, which shows
that the Langmuir case cannot be factored. Ifγ = 5/3, we
can obtain a particular solution from the first-order differen-
tial equation

(
Ds + 1− 1

y

)
y = 0 =⇒ ys + y − 1 = 0 , (44)

which is
y(s) = Ce−s + 1 , (45)

whereC is the integration constant.

4. Factorization of nonlinear equations with
polynomial function of third degree in the
first derivative

It is well known that equations of the type

yss+f(y, s)y 3
s +g(y, s)y 2

s +h(y, s)ys+F (y, s) = 0 , (46)

where the coefficient functions are mappings from two-
dimensional disks to the set of real numbers,D2 → R, define
projective connections [44,45].

Such equations allow for the factorization
[
Ds + f(y, s)ẏ2 − φ2(y, s)

]
[Ds − φ1(y, s)] y = 0 , (47)

with the compatible first order equation

[Ds − φ1(y, s)] y ≡ ys − φ1(y, s)y = 0 , (48)

under the constraint equations

f(y, s)φ1y = −g(y, s) (49)

φ1 + φ2 +
∂φ1

∂y
y = −h(y, s) (50)

φ1φ2 − φ1sy =
F (y, s)

y
. (51)

On the other hand, for any symmetric affine connection
Γ = (Γi

jk(s, y)), the so-called projective connectionas-
sociated toΓ [44] which carries all information about un-
parametrized geodesics ofΓ is determined by the equation

yss − Γ1
22y

3
s + (Γ2

22−2Γ1
12)y

2
s

− (Γ1
11−2Γ2

12) ys + Γ2
11 = 0 . (52)

Thus, one finds that equations (52) can be factored if

φ1y = (Γ2
22−2Γ1

12)/Γ
1
22 (53)

φ1 + φ2 +
∂φ1

∂y
y = Γ1

11−2Γ2
12 (54)

φ1φ2 − φ1sy =
Γ2
11

y
. (55)

We do not present any particular case. Rather we no-
tice that for givenΓ’s, (53) providesφ1. Then, substituting
in (54), we getφ2, but in the end (55) should be still satisfied.
This looks complicated and makes the success of the method
less probable.

5. Conclusion

In summary, we have discussed here a simple factorization
method of complicated nonlinear second-order differential
equations containing quadratic and cubic polynomial forms
in the first derivative, and we have presented some exam-
ples. Only those equations with the coefficients satisfying
certain constraints involving the factoring functions can be
factorized. By doing this, one can seek solutions of simpler
first order nonlinear differential equations, corresponding to
the first factorization bracket from the right. This works fine
when there is only a linear term in the first derivative. When
the powers of the first derivatives are more than one, the con-
straint conditions on the factoring functions become more
complicated, and the factorization method is less appropri-
ate. In general, the factorization method can still work when
the coefficients of the nonlinear equation do not depend ex-
plicitly on the independent variable, because the constraint
equations are less restrictive in these cases.
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Abstract: We use a simple method that leads to the inte-
grals involved in obtaining the travelling-wave solutions
of wave equations with one and two exponential nonlin-
earities. When the constant term in the integrand is zero,
implicit solutions in terms of hypergeometric functions
are obtained, while when that term is nonzero, all the
basic travelling-wave solutions of Liouville, Tzitzéica, and
their variants, as as well sine/sinh-Gordon equations with
important applications in the phenomenology of nonlin-
ear physics and dynamical systems are found through a
detailed study of the corresponding elliptic equations.
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1 Introduction
Some of the best known and well-studied hyperbolic
nonlinear second-order differential equations are the sine-
Gordon equations [1], its variant the sinh-Gordon equa-
tion, the Tzitzéica equation [2–4] and its variants such as
the Dodd-Bullough equation [5] and the Dodd-Bullough-
Mikhailov equation [6, 7], and last but not least, the Liou-
ville equation [8], which is a simpler case in this class.
Discovered in the realm of differential geometry of sur-
faces with particular properties of the curvature, like in
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the sine-Gordon (1862) and Tzitzéica (1907) cases, or dur-
ing the study of such surfaces as stated by Liouville (1853)
in his short note, all of them have been revived much later
when it became clear that they have important applica-
tions in solid-state physics, nonlinear optics, biological
physics, and quantum field theory through their soliton-
type solutions that can describe a variety of dynamical
entities. This is especially true for the sine-Gordon equa-
tion whose soliton solutions have been identified with dis-
locations in crystals, fluxons in long Josephson junctions,
waves in magnetic materials and superfluids, nonlinear
DNA and microtubule excitations, neural impulses, and
muscular contractions, among others [9, 10].

In this article, we will approach all these equations
as particular cases of second-order differential equations
with two exponential nonlinear terms of the form

ψuv = αeaψ + βebψ , (1)

where a and b are nonzero constants, while α and β are
constants not simultaneously zero. The main advantage
of this approach is to have a unifying treatment of these
famous equations, which in general are considered sep-
arately by the majority of authors, as illustrative exam-
ples of their solution methods. In the 1970s, during the
remarkable advance in the solution method for nonlin-
ear evolution equations brought by the inverse scatter-
ing method, Dodd and Bullough [11] posed and solved
the problem whose equations of the form yxt = f (y) admit
infinitely many integrals of motion, a property of soli-
ton evolution equations discovered by Zakharov and Sha-
bat in their breakthrough paper of 1972 [12]. Dodd and
Bullough showed that, beyond the linear case, the only
allowed hyperbolic nonlinear equations with this prop-
erty are precisely of the Liouville, sine/sinh-Gordon, and
Tzitzéica forms and the variants of the latter. This was a
confirmation of the fact that these types of equations have
soliton solutions, some of which were already known at
that time.

On the other hand, this kind of equations can be
turned into polynomial nonlinear equations

∂2

∂u∂v log h = αha + βhb (2)

by using the change of variables ψ = log h.
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