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Resumen

Supersimetria y Propagacion de Solitones en Guias de On-
da
PALABRAS CLAVE: Supersimetria, Guias de Onda, Solitones, Modos Transversales Electromagnéti-

cos, Factorizacion.

La propagacion de una onda electromagnética o pulso 6ptico depende principalmente
del medio donde se propaga; por ejemplo, un pulso que se propaga en el vacié usualmente
puede hacerlo sin cambios. Pero, sin embargo, cuando se propaga en un medio, el campo
electromagnético interactda con los dtomos del medio, este fendmeno hace que el pulso ex-

perimente pérdida y dispersion.

Inicialmente, para hacer el estudio tedrico de la propagacion de pulsos a través de un
medio, se requiere trabajar mediante el desarrollo de las ecuaciones de Maxwell, contem-
plando las caracteristicas materiales del medio, de donde se deriva la ecuacién diferencial de
segundo orden denominada “ecuacion de onda”; ecuacion que, al ser resuelta, nos proporcio-
na informacion de la forma explicita de la propagacion del pulso en el medio. En esta tesis
se desarroll6 un procedimiento para la obtencién de una solucidn analitica de la ecuacion
de onda mediante el uso de métodos supersimétricos, tal como se hace en mecanica cuantica
para el caso de la ecuacion de Schrodinger, ya que esta ultima ecuacion y la ecuacion de onda
electromagnética son similares en una aproximacion paraxial; el tratamiento supersimétrico
se desarrolla partiendo de la factorizacién propia del método. Donde se obtiene una familia
de soluciones parametrizadas por constantes de propagacion andlogas a la energia en mecani-
ca cudntica, que generan en Optica la iso-modoespectralidad (es decir, se obtiene la misma
constante de propagacion para las guias de onda obtenidas por supersimetria a excepcion del
modo fundamental o primer modo), que corresponden a los valores propios reales y discre-
tos del problema espectral de Schrodinger lineal en su tratamiento Optico paraxial, a su vez,

mediante este método se obtiene una guia de onda compafiera, representada por un indice



de refracciéon menor que el indice de refraccion de la guia original y esta guia es denomi-
nada guia de onda supersimétrica, esta estructura soportara todos los modos de propagaciéon
compaieros excepto el modo fundamental, también, este método supersimétrico se puede
aplicar de manera jerdrquica, teniendo como resultado, estructuras de filtrado de modos de
propagacion, los cuales, por otra parte, pueden tener una aplicacién en el drea tecnoldgica,

donde se analizan las condiciones de propagacion para una posible aplicacion real.

Por otra parte, en este mismo contexto optico, se trabajé con sistemas dindmicos de 6pti-
ca no lineal, tomando como sistemas de referencial las guias de onda y fibras 6pticas, como
se menciono anteriormente. Tal que, en estos sistemas Opticos generalmente se presentan so-
luciones que se pueden ver como soluciones de tipo onda solitaria y de tipo switcheo (kinks).
Para este estudio, se analiz6 una de las principales aplicaciones de estos sistemas, que resulta
de resolver las ecuaciones que llevan por solucion los denominados solitones Opticos mismas
que, presentan caracteristicas especificas y bien definidas del pulso. Para ser exactos princi-
palmente estas soluciones se observan en ecuaciones no lineales, como lo son las ecuaciones
de Schrodinger (NLSE por sus siglas en Inglés) y de Ginzburg-Landau (NLGLE). Nues-
tra principal contribucién en este dmbito no lineal, se realiz6 en la obtencion de soluciones
soliténicas de las ecuaciones no lineales de Schrodinger y Ginzburg-Landau en casos gene-
ralizados de ecuaciones de coeficientes variables, en las cuales se desarrollo el tratamiento
con solitones no autdnomos, mismos que estan descritos bajo el manejo de dispersion y no
linealidad, relacionados en ejemplos concretos con aplicaciones tecnoldgicas presentadas en

la literatura.

Por ualtimo, se hace una descripcion de un modelo no lineal cominmente trabajado en
Optica, pero bajo un esquema supersimétrico de factorizacion con ayuda del método propues-
to por Rosu y Cornejo-Pérez para la factorizacidn de ecuaciones diferenciales no lineales de
segundo orden, en donde en esta tesis este problema es propuesto como una extension del

método, obteniendo soluciones solitdnicas supersimétricas.



Abstract

Supersymmetry and Solitonic Propagation in Waveguides
KEY WORDS. Supersymmetry, Waveguides, Solitons, Electromagnetic Traversal Modes, Factoriza-

tion.

Propagation of an electromagnetic wave or optical pulse depends mainly on the medium
where it propagates; for example, a pulse that propagates in a vacuum can usually spread
without change. But nevertheless, when it propagates in a medium, the electromagnetic field
interacts with the atoms of the medium, this phenomenon causes the pulse to experience loss

and dispersion.

Initially, to make the theoretical study of the propagation of pulses through a medium,
it is necessary to work through the development of Maxwell’s equations, contemplating the
material characteristics of the medium, from which the differential equation of the second
order called “wave equation”, this equation that when is solved, gives us information of the
explicit form of the pulse propagation in the medium. In this thesis a procedure was imple-
mented to obtain an analytical solution of the wave equation under the use of supersymmetric
methods, as is done in quantum mechanics for the case of the Schrodinger equation. Classical
Schrédinger equation and the wave equation are similar in a paraxial approximation, the su-
persymmetric treatment is used to obtain a solution starting from the own factorization of the
method. Where you get a parametric family solution by propagation constants analogous to
energy in quantum mechanics, which generate in optics “ isomodespectrality” (i.e, is obtains
the same propagation constants for the waveguides by supersymmetry method except for the
fundamental mode or first mode), which correspond to the real and discrete eigenvalues of
the linear Schrodinger spectral problem in its optic paraxial treatment, at the same time, by
this method a partner waveguide is obtained, represented by the index of refraction and this
is called “supersymmetric waveguide”, it means we are able to generate the type of structure

that will support the modes of propagation partners, also, this supersymmetric method can



be applied in a hierarchical manner, with which we realize that, it is guaranteed a filtering

structures of propagation modes.

On the other hand, in this same optical context, we work with dynamic systems of non-
linear optics, taking the model in waveguides and optical fibers as the main system. As is
well known, in these optical systems solutions are usually presented that can be seen as so-
lutions of solitary wave type and switching type (kinks). Taking as reference that one of the
main applications of these systems is that in their equations the solution is presented in the
environment of optical solitons whose solutions have specific and well defined characteris-
tics of the pulse. To be exact, these solutions are mainly observed in non-linear equations,
such as the Schrodinger (NLSE) and Ginzburg-Landau (NLGLE) equations. Then, taking
into account the aforementioned, to make a contribution in obtaining solutions for this type
of problems, in this work we propose a method to find solitonic solutions of the non-linear
equations of Schrodinger and Ginzburg-Landau in generalized cases of variable coefficients
equation, in which the treatment is done with non-autonomous solitons, which are described
under the dispersion and non-linearity management, related to concrete examples in techno-

logical applications presented in the literature.

Finally, a description is made of a nonlinear model commonly worked in optics, but under
a supersymmetric scheme of factorization with the help of the method proposed by Rosu and
Cornejo-Pérez for the factorization of nonlinear second order differential equations, where
in this thesis this problem is proposed as an extension of the method, obtaining solitonic

supersymmetric solutions.



Capitulo 1

Introduccion

Los fendmenos no lineales aunque observados de manera experimental en forma de on-
da solitaria de traslacion se conocen desde hace 185 afios (1834 Scott Russell) y han sido
investigados de manera matemética como soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales
solamente desde la parte final del siglo XIX (Bousinesq (1877), Korteweg y de Vries (KdV)
(1895)).! Es muy probable que la onda solitaria de Scott Russell fue un solitén de tipo Korte-
weg de Vries, es decir, una solucién y(z,7) de la ecuacién propuesta por Korteweg-de Vries,
para las ondas producidas en agua

oy oy Dy

o TV T

=0. (L.
La ecuacion (1.1) generalmente se resuelve considerando una solucién de tipo onda via-
jera, donde la solucién tiene la forma y(z,1) = A(z —vt) = A(§), tal que v es la velocidad de

la onda, que al sustituirla en la ecuacién (1.1), y posteriormente se integra con respecto a &,

se llega a una ecuacion diferencial de segundo orden que es representada como

d?A

2
—vA+3A +d_§2:

Cr, (1.2)

donde C; es la constante de integracién. De tal manera que al resolver la ecuacién (1.2)!,
se obtiene un soliton que se considera una onda localizada que se aproxima a cero cuando

§ — oo, y presenta la forma

'El método de solucién de la ecuacién de Korteweg-de Vries se presenta en el apéndice A
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y(z,1) = %sechz (? (z— vt)) , (1.3)

teniendo en cuenta que 5 es la amplitud de la onda y v es la velocidad como ya habiamos
mencionado, lo cual nos da una caracteristica esencial en solitones que relaciona la amplitud
con el ancho del solitén. En la ec. (1.3) notamos que para una amplitud grande la onda se
mueve mas rapido que una onda de amplitud mds pequeiia, siendo también una de las carac-

teristicas importantes en los solitones.

En la actualidad podemos encontrar este tipo de fenOmenos en varias ramas de la ciencia
y tecnologia, por ejemplo en sistemas electromagnéticos, quimicos, biolégicos, cosmoldgi-
cos, etc. De manera general, las aplicaciones van creciendo dado que este tipo de fenémenos
son descritos en muchas ocasiones por soluciones exactas, lo que favorece la comparacioén

entre teoria y experimento, ayudando a la inovacion tecnoldgica.

Una de las observaciones mds comunes en este tipo de fendmenos se presenta en siste-
mas que tienen un movimiento ondulatorio, en donde inicialmente se encuentran paquetes de
onda bien definidos temporalmente, que presentan dispersién espacial de sus componentes.”
Sistemas que, ya tienen una solucion definida, que se introduce con una aproximacion lineal
de una ecuacion no lineal, semejante a aquellas que son propuestas de soluciones de tipo on-
das planas de alta frecuencia como en el caso de la ecuacién no lineal de Schrodinger, que se

resuelve bajo condiciones de valor inicial aplicando una transformada de dispersion inversa.”

En la literatura, se ha encontrado que la gran mayoria de las ondas solitarias son estables
a la dispersion presentando un minimo deterioro de su configuracién durante la propagacion.
Esto se debe a la tendencia que tienen sus componentes a juntarse por el fendmeno de auto-

focalizacion 2, representativo en medios no lineales.”

%La autofocalizacién es un proceso que Gptica no lineal induce un cambio de indice de refraccién de los
materiales expuestos a una intensa radiacion electromagnética.” El medio en el que se incrementa el indice
de refraccién con la intensidad del campo eléctrico actda como un lente que enfoca la onda electromagnética

caracterizada por el gradiente transversal de intensidad inicial.
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(a) Solitén espacial KAV (b) Solitén temporal KdV

(c) Solitén KdV (d) Vista superior de propagaciéon

FIGURA 1.1: Solucién de tipo soliténico de la ecuacién no lineal KdV. (a) Parav=10m/syt=0.1s
y con variacion de longitud entre 0 — 10 m donde el solitén esta localizado a 1 m. (b) Para v =10 m/s
y x = 1 m, variando el tiempo desde O s hasta 1 s, donde el solitén se observa en un tiempo de 0.1 s.
(c) Solitén tridimensional de KAV que muestra su evolucién espacio-temporal de manera simultdnea,
variando el tiempo desde O s hasta 1 s y la longitud de Om a 10 m, con velocidad 10 m/s, donde se
observa que la propagacion del pulso se presenta sin pérdidas de amplitud y que es proporcional a la

velocidad. (d) Grafica de contorno que muestra la propagacion espacio-temporal del solitén KdV



Aunque Scott Russell bautizé6 como onda solitaria a la onda que observo en el canal
“Union”, en la actualidad se ha vuelto comun el término de “solitén” introducido por Za-
busky y Kruskal en 1965,° para describir este fenémeno producido por ondas solitarias que

no cambian de forma y velocidad cuando chocan entre si.

De esta forma, en el ambito de las matematicas, la comunidad cientifica ha podido avan-
zar de manera mds consistente en el entendimiento de los aspectos dindmicos de los solito-
nes. Uno de los métodos matematicos mas reconocidos en esta drea de sistemas dindmicos
no lineales en especifico en solitones, es el que fue desarrollado por el grupo de matemati-
cos Gardner, Greene, Kruskal y Miura en 1967 quienes resolvieron la ecuacion KdV por
el método de transformacién de dispersion inversa.” En este método la solucién soliténica
de la ecuacion KdV se da como una funcién potencial de un problema de dispersion y se
representa como:

0%y

a—zz—f‘[}u—f-A(Z,l)]W:O, (1.4)

tal que A(z,¢) es una solucién de la ecuacién KdV, y(z,7) es la funcién propia de la onda y A

es un pardmetro temporal.’

Posteriormente, en 1968, Lax di6 una formulaciéon més general de este método, el cual en
1971 Zakharov y Shabat en la unién Soviética, usaron para encontrar las soluciones solitoni-
cas de la ecuacién cibica no-lineal de Schrédinger(NLSE).g‘”’ Las soluciones solitonicas de
esta ecuacion son atin mds usadas que las soluciones soliténicas de la ecuaciéon KdV, las cua-
les describen fendmenos no lineales como, olas en aguas profundas, laseres auto-enfocados
en dieléctricos, propagacién de pulsos en fibras Opticas, imanes en 1D de Heisenberg, y
vértices de flujo en fluidos, etc.” De esta manera, sin perder generalidad con el método de
dispersion inversa se pueden resolver otro tipo de problemas no lineales de dispersién como
en el caso de Ablowitz en 1973 el cual us6 para resolver la ecuacién seno-Gordon (sG), o la

ecuacion de dispersién de Ginzburg-Landau. '’



Una de las dreas mas favorecida por este tipo de fendmenos es la dptica, y en particular
la rama de telecomunicaciones dpticas (por fibra 6ptica), donde el término solitén se utili-
za para referirse a cualquier pulso electromagnético que se propaga sin deformacion alguna
a largas distancias como resultado del equilibrio entre los efectos no lineales del medio de

propagacion y los efectos de dispersion del pulso soliténico.

Existen dos tipos principales de solitones 6pticos:

= Solitones espaciales: son aquellos pulsos donde el efecto no lineal puede equilibrar la
difraccion. En este caso, el indice de refraccion del medio depende del campo elec-
tromagnético del pulso, y la propagacion, se produce de manera similar a una fibra de
indice gradual, ver Fig.(1.1).
Si el campo del pulso coincide con un modo de propagacion de la guia, entonces este

pe , . . 9]
permanecerd confinado y se propagard sin cambiar de forma.'» >

= Solitones temporales: son aquellos donde el campo electromagnético del pulso ya esta
confinado en el espacio, y de esta manera es posible evitar que los pulsos cambien
su forma debido a los efectos no lineales, los cuales mantendran el pulso confinado
equilibrando la dispersion. Estos solitones a menudo se refieren simplemente como

solitones 6pticos.'*'*

En consecuencia, dado lo anterior podemos hacer referencia principalmente al trabajo
realizado por Hasegawa y Tappert,'” quienes en 1973 fueron los pioneros en aplicar el es-
tudio de los solitones, para los pulsos Opticos en guias de onda en fibras dieléctricas en
presencia de dispersién anémala.”™ ' '® La propagacién de los solitones en este caso depen-
de del indice de refraccion del medio o bien de la intensidad con la que se introduce el pulso,

lo que en dptica fisica ya se conocia como efecto Kerr.’

El analisis de la propagacion de los pulsos solitonicos en fibras Opticas y medios Opticos

no lineales, ha llevado a un crecimiento muy notable de la dptica no lineal enfocada a la
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transmision de datos de muy alto contenido informacional sin pérdidas en las comunicacio-
nes.'”-'® En esta situacién los solitones se propagan a lo largo de las fibras sin cambiar de

forma, siendo las cantidades naturales de informacidn.

En el trabajo fundamental de Hasegawa y Tappert obtuvieron el primer soliton 6ptico
donde se representa la intensidad del pulso por una funcion radial propia de la guia de onda,

la ecuacidn de su descripcion fue la denominada ecuacidn cubica no lineal de Schrodinger.

Los estudios de Hasegawa y Tappert fueron confirmados de manera experimental por
Mollenauer, Stolen y Gordon'” en 1980. En donde reportan el uso pulsos de 7 ps de un laser
de centro de color en modo bloqueado para una longitud de 700 nm, y al ser propagados
a través de fibras Opticas mono-modo de silica de longitud de onda 1.55 u m consiguen el
primer soliton experimental. También se reporta que su régimen de trabajo es el régimen de
dispersion andmala, donde la velocidad de dispersion de grupo es negativa, la cual es origi-
nada porque el pulso presenta una compresion, lo que significa que tengan bajas pérdidas de
amplitud del pulso;’ con esto ellos controlaron los niveles criticos de potencia a los cuales

los pulsos tenian propagacion solitonica.

Por otra parte, conociendo la influencia que tienen los solitones en la 6ptica, es importante
tomar en cuenta las caracteristicas y materiales del medio de propagacién. En la actualidad,
las aplicaciones tecnoldgicas usadas para la creacion de diversos medios de propagacion de
informacion va en aumento, ya que se requiere que exista la mayor transferencia de infor-
macion con la menor pérdida. Con esto en mente, las transformaciones Opticas en el campo
de los medios de propagacion, tienen como objetivo identificar los materiales, estructuras
artificiales y sus propiedades electromagnéticas, para la creacién de tecnologias deseadas.
En general, tales sistemas estdn destinados a adaptar adecuadamente los pardmetros consti-

tutivos de los materiales y meta-materiales con el fin de controlar la trayectoria de la luz.

Una aplicacion reciente a la creacion de estos materiales es dada en la representacion

de sistemas opticos en el regimen paraxial a través de otros tipos de métodos, como es el
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caso de métodos supersimétricos;”’~>” que de manera paralela con el estudio en la mecani-
ca cudntica supersimétrica (SUSY-QM por sus siglas en inglés) se pueden crear estructuras
6pticas deseadas. SUSY fue presentada por primera vez por Witten en 1984°° (como una
parte importante en el tratamiento de valores propios de energia en fisica de particulas). Por
lo que, regresando a la aplicacion 6ptica se pretende obtener un tratamiento supersimétri-
co para encontrar estructuras con especificos perfiles de indice de refraccion que contengan
propiedades interesantes para la propagacién de los pulsos épticos,”* tanto en el régimen

soliténico como en otros regimenes.

Es posible conectar la mecédnica cudntica con la dptica, debido a la similitud de las ecua-
ciones y su conexion andloga entre el potencial independiente del tiempo en mecénica cuanti-
ca descrito por la ecuacion de Schrodinger, y el indice de refraccidn independiente de la lon-
gitud de propagacién descrito por la ecuacién de Helmholtz.” Tal que en una guia de onda
Optica, la luz es guiada debido a que el nicleo tiene un alto indice de refraccién que confina
a los rayos, y andlogamente en comparacion con la mecédnica cudntica actia como un pozo

de potencial para una particula.

Por lo que la propuesta usada generalmente en SUSY-QM, y que es de gran interés, es
donde se obtienen potenciales isoespectrales, siendo uno de los caminos para resolver de
manera exacta problemas de Schrodinger para diferentes pozos de potencial. Esta forma de
resolver los problemas isoespectrales ha sido aplicada por varias décadas, y anteriormente
era la actividad principal de esta drea, donde se usaba el método de factorizacién’®~*® como
método de solucion. Fue a partir de los 80s,” cuando las conexiones con las transformacio-

nes de Darboux fueron usadas por fisicos matematicos en SUSY-QM, para la implementa-

., . <, 20
cién en los problemas de factorizacién.”’

De manera general, en SUSY-QM, se usan dos Hamiltonianos isoespectrales para la re-
presentacion de los estados bosénicos y fermiénicos, excepto para el estado base,”” descrip-
cion ya bien conocida. Por lo que, siguiendo este desarrollo, entonces se pretende obtener

la conexion directa de una estructura supersimétrica pero con aplicacién concreta en Optica,
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bajo la ecuaciéon de Helmholtz que en 6ptica describe la propagacion de pulsos en guias de

7Q 39
onda.”?-31-32

Tal que, para este tipo de fendmenos Opticos, se puede usar una descripcion matematica
de manera anéloga, haciendo uso de supersimetria, dado que la descripcidn de esta area, tiene
como fin el hecho de encontrar superpotenciales que describan tal interaccion. Por lo que, en
Optica se pueden obtener indices de refraccién compafieros que produces isomodoespectra-
lidad. Lo que nos lleva a obtener soluciones exactas de problemas de ecuaciones no lineales,
por ejemplo de nuevos tipos de soluciones soliténicas, siendo estas muy representativas en

la dptica no lineal.

1.1. Hipétesis

La idea de supersimetria inicialmente en fisica se define para el problema de unifica-
cion entre las particulas fermidnicas y bosonicas del modelo estandar en fisica de particulas.
En principio, la supersimetria dice que a cada particula, le corresponde una particula com-
paiera supersimétrica que difiere solamente por medio spin. Sin embargo, ninguna de estas
particulas han sido determinadas sino, por aceleradores de particulas, por supersimetria, o
mads precisamente, las matemdticas que se encuentran tras esto; de forma que para tener una
utilidad feasible se han planteado analogias en otras ramas de la fisica; lo que ha llevado a
incursionar con la idea de la supersimetria al campo de la 6ptica donde podria tener mayor
éxito, esto se da al proponer pulsos compafieros supersimétricos o caracteristicas materiales

definidas a través de la supersimetria.

Una forma de introducir la supersimetria en la Optica es a través de la factorizacion de
las ecuaciones no lineales y lineales de la dptica lineal y no lineal, donde se pueden obtener
nuevas soluciones soliténicas de estas ecuaciones mediante el método supersimétrico, estas
soluciones tendran caracteristicas similares de las soluciones ya conocidas, pero con esencia

supersimétrica.



La factorizacion supersimétrica se aplica a ecuaciones comuinmente usadas en el caso de
propagacion dptica paraxial. Lo que también puede llevar a obtener nuevas soluciones so-
liténicas, o propuestas de materiales con propiedades Opticas apropiadas para la propagacion

sin pérdidas de los pulsos Opticos.

De esta manera, podemos analizar como la supersimetria puede dar una manera mds
versatil en la sintesis de una clase nueva de estructuras opticas, con propiedades y funciona-
lidades deseadas. Dado que utilizando la fuerte relacion entre los supercompafieros, se puede
describir una forma sistematica de construccion de potenciales que relacionen los indices de
refraccion capaces de mostrar la misma dispersion y otras caracteristicas de las guias de

onda.”*

1.2. Objetivo principal

Hacer uso del desarrollo de las técnicas matematicas supersimétricas que nos permitiran
calcular explicitamente las soluciones de tipo onda solitaria de las principales ecuaciones no
lineales que se usan en los sistemas dindmicos de la dptica no lineal (guias de onda y redes
de fibras 6pticas). Siendo que en el contexto de solitones dpticos descritos por la ecuacion de
Schrodinger, se pueden utilizar los potenciales isoespectrales, para estudiar bajo qué condi-
ciones, las familias de solitones parametrizados por sus constantes de propagacion, pueden
ser modos lineales guiados, que corresponden a los valores propios reales discretos del co-
rrespondiente problema espectral de Schrodinger. Esto se puede aplicar también a las otras

ecuaciones tanto lineales como no lineales de la dptica.

1.2.1. Objetivos especificos

1. Usar supersimetria cudntica para proponer potenciales isoespectrales obtenidos a través

de soluciones particulares y generales de la ecuacion de Riccati correspondiente a los
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problemas que se investigardn, para relacionarlos con los perfiles del indice de refrac-

cion de las guias de onda.

. Encontrar las soluciones solitonicas de las ecuaciones de Schrodinger, Helmholtz,
Ginzburg-Landau, con potenciales que sean obtenidos a través del método supersimétri-

CO.

. Analizar las soluciones encontradas para proponer aplicarlas a arreglos Opticos, y des-
cribir el comportamiento dindmico de los pulsos en relacion con los perfiles de indices

de refraccion obtenidos de esta manera.

. Analizar en qué otro parametro Optico, sea tal vez el nimero de onda k o la constante
de propagacion B, donde se puede incluir la supersimetria y obtener soluciones de los

sistemas Opticos modificados por supersimetria.
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Capitulo 2

Ecuacion no lineal de Schrodinger para

pulsos opticos

Existen diversos modelos dindmicos bien descritos para explicar las propiedades de los
solitones. En particular, en este capitulo abordaremos una de las ecuaciones mads significati-
vas en el estudio de la propagacién de pulsos dpticos en fibras y medios 6pticos no lineales,
tal ecuacion es la denominada ecuacion no lineal de Schrodinger (NLS). Es bien sabido que
la ecuaciéon NLS aparece en varios campos de la fisica, pero generalmente esta ecuacion
diferencial tiene mayor ocupaciéon en fendmenos no lineales que describe la propagacion

de ondas en medios no lineales dispersivos,l '

a su vez, este tipo de fendmenos pueden ser
aplicados en dreas como son: fisica ferromagnética, hidrodinamica, fisica del plasma o bien

fisica de particulas elementales.

Bésicamente, para hacer un anélisis de este tipo de fendmenos, se requieren conocer los
medios en donde se propagan las ondas analizadas, como se habia mencionado anteriormente
algunos de los medios no lineales pueden ser fibras Opticas o cristales no lineales, los cuales
debido al material de construccion y de los campos electromagnéticos externos presentan
una respuesta no lineal. A este tipo de medios, generalmente se les conoce como “medios
Kerr”,”* nombre dado en honor de su descubridor John Kerr, los medios Kerr describen los

aspectos detallados de la Optica de solitones y se rigen por la ecuacion cubica no lineal de

Schrodinger. '
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2.1. Efectos de Polarizacion

Uno de los principales puntos de vista, sobre el tratamiento de la propagacién de pulsos
en medios Opticos, es formulado bajo la descripcion matemadtica de la envolvente de la onda
en un medio no lineal dispersivo. Este tratamiento es usado para describir los fenémenos
producidos cuando el campo eléctrico es aplicado al material dieléctrico, donde este campo
produce una separacion de cargas, la cual se podrd ver como una colecciéon de momentos
dipolares inducidos, que oscilaran rdpidamente. Esta red de momentos dipolares es conocida
como polarizacion P, por lo que la polarizacion es dada en funcién del campo eléctrico, de

. . . . ., ., . N 2/
donde, si el campo E es no lineal por causalidad la polarizacién también es no lineal.'>**

También se puede ver a la polarizacién como una reorientacion de las cargas ligadas que
existen dentro del material. Matematicamente este fendmeno es representado en el vector

desplazamiento eléctrico que esta dado como

D=¢E+P 2.1)

con €y(= 8.854 x 10'2F/m) que es la constante dieléctrica en el vacio y P es la polarizacién,

y es definida como

P=—enE(E) (2.2)

considerando que e es la carga del electron, n, es la densidad de los electrones que participan
en la polarizacion, y E representa el desplazamiento del electrén en una molécula dieléctrica
inducida por el campo eléctrico E. En un contexto clasico el desplazamiento del electréon E

es dado por la siguiente ecuacion de movimiento

d’E dE e e dE
4 v—=—-VV——[E+—xB 2.3
a? Var Tm m(+dtx)’ (23)

con m siendo la masa del electrén, v es el coeficiente de friccion fenomenoldgico del electrdn,
B es el vector de densidad de flujo magnético, y V representa el potencial de un ion molecular,

que puede ser aproximado en una forma unidimensional como
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V:VO—a—EZ—Fb—EAl, a,b>0. (2.4)

2 4
Ordinariamente, el potencial V puede ser aproximado por una forma parabdlica. Sin em-
bargo, si se incluyen los efectos del campo en los iones vecinos, se debe de incluir el término
de tercer orden que es proporcional a b. Se sabe que los efectos de los iones vecinos reducen
el potencial parabélico,'” esto es que el signo de b es positivo. El tercer término de la ec.

(2.3) representa la respuesta no lineal de la fuerza de Lorentz y es responsable de los efectos

Raman.

2.2. Ondas electromagnéticas en medios dieléctricos

La optica no lineal tiene una naturaleza altamente direccional. Por lo tanto, es comun
suponer que el campo eléctrico es una onda que se propaga principalmente en una direccién
en el espacio, y que tendra una cantidad finita en la dispersion del haz, o la difraccion. En
medios dieléctricos la interaccion del campo eléctrico E y el campo magnético H varian
rapidamente en el tiempo, por lo que los campos son cantidades reales. Estos campos dan la
descripcidn de la onda electrmagnética bajo las relaciones de las leyes de Maxwell y estan

dadas como

oB
VXE = — 2.5)
oD
VxH = J+-° (2.6)
V.D = p 2.7)
V.B = 0 (2.8)

con E y H vectores de campo eléctrico y magnético respectivamente; D y B son el despla-
zamiento eléctrico y la induccion magnética respectivamente; J es la densidad de corriente y
p es la densidad de carga. Las caracteristicas principales de este problema provienen funda-
mentalmente del medio y no del campo. Generalmente, los medios dieléctricos como lo son

las fibra dpticas tienen una densidad de corriente J = 0 y una densidad de carga p =0, ya
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que no existen cargas libres. A su vez las fibras 6pticas son medios no magnéticos, entonces

B = yoH.

Entonces para estudiar la propagacion de una onda electromagnética en un medio dieléctri-
co, consideramos la ecuacién (2.5) y usando las relaciones constitutivas del medio para las

densidades de flujo eléctrico y magnético, obteniendo

10°E_ 0P
2oz~ Mor

donde podemos utilizar la identidad V x V x E = V(V -E) — V?E, teniendo en cuenta que

VxVxE+ (2.9)

en estos medios existe una pequefia no linealidad y que no hay cargas libres, lo que significa
que V(V-E) =0, por otro lado sabiendo que la onda se propaga en direccién z, entonces la
componente z del campo eléctrico E, = 0 es decir la onda solo tienen componente transversal

Ey, por lo que

1°E 0P
oz Mo

de esta manera obtenemos la relacion que existente entre el vector de polarizacion eléctrica P

V2E + (2.10)

y el vector campo elétrico E, teniendo en cuenta que la polarizacién inducida es constituida
de la suma de la polarizacion lineal y la polarizacion no lineal como P = Py, + Pny,, donde la
parte lineal Pr,(= eox(l)E) y la parte no lineal es Pnr.. En la mayoria de los casos, una fibra
Optica se convierte en un medio no lineal, cuando por ella se propagan haces de alta potencia;
tal que |PnL| < |PL|, por lo que para resolver la ecuacién (2.10), en muchas ocasiones la
PNy se trata como una perturbacion del caso lineal. De manera que, cuando las potencias

que atraviesan la fibra son moderadas o bajas, la Pnr, puede ser despreciada.

2.3. Efecto Kerr y coeficiente Kerr

La ley de no linealidad de Kerr se origina cuando una onda de luz se propaga en una
fibra Optica y esta onda enfrenta una respuesta al movimiento no arménico de los electrones
que rodean las moléculas que componen la fibra, fenOmeno que a su vez es causado por un

campo electromagnético externo.'® A pesar de que la respuesta no lineal es débil, sus efectos
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aparecen en diversas formas durante la propagacion en largas distancias, y esta respuesta se

mide en términos de la longitud de onda de la luz.

2.3.1. Respuesta lineal

Si consideramos una onda lineal e introducimos una expresion de amplitud de Fourier

para el vector de desplazamiento E como

E= % (E(w)e™ +c.c.) , (2.11)

siendo c.c. el complejo conjugado y E es la amplitud de Fourier de E. Sustituyendo la ec.
(2.11) dentro de la forma linealizada de la ec. (2.3) podemos obtener la respuesta lineal de E

que es

—eE/m

E=—/—"" _:
oF — ive — o?

(2.12)
tal que o representa la frecuencia angular de oscilacioén de un electrén atrapado en un po-

tencial parabdlico que es dado por ®g = % Entonces al sustituir la ec. (2.12) en las ecs. (2.1)

y (2.2) se obtiene

D =¢ye'E (2.13)
representando asi la respuesta lineal,
2
ef=1+—-—rL (2.14)

F — ive) — @2
donde €* es el parametro cominmente conocido como permitividad relativa propia del mate-
rial. Como se puede ver en la ec. (2.13), la transformada de Fourier de la constante dieléctrica

del material €yp¢* es compleja y tiene una resonancia cerca de ®y. Con la frecuencia , que

: 2 , . 2
es la frecuencia de plasma del electron en el vacio y tiene la forma ®, = 4/ 20’;;, tal que, la
permitividad relativa es una constante, y es dada por la aproximacion 1 + (yo]z7 / 0)(2), para bajas

frecuencias ® < mp. De otro modo, se puede usar esta permitividad relativa en funcién de la
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susceptibilidad del material de propagacién como €*(= 1+Y).

Ahora si tomamos el vector de desplazamiento ec. (2.13) y lo sustituimos en la ecuacion

(2.10) y a su vez usamos la expresion de la amplitud de Fourier para el campo eléctrico E

tenemos
_ (1)2 _
VE+—E=0, (2.15)
‘D

donde cp = \/cg = \/8*1870,10, recordando que la componente z del campo eléctrico E;, = 0
llegamos a

d’E, o .

—+—E,=0. 2.16

dz? N 2 (2.16)

por lo que esta ecuacion tiene solucién que puede ser expresada en combinacién lineal de

ondas que tienen amplitudes Ey; y E\», de la forma

(V) ()
Ey = Ey cos ((Dt ——2z+ 91) + Ey cos ((Dt +—z+ 62) . 2.17)
(6)) 9))

Esta expresion muestra una onda que se propaga con una velocidad de fase dada por cp;

de donde se define el nimero de onda k y es

k= — =k(w). (2.18)

donde el indice de refraccion ng es definido como

n=X_C _ /& (2.19)

® CcD

tomando €* como funcion de ®, la velocidad de fase de la onda plana generalmente llega a ser
también una funcion de la frecuencia. Esta propiedad de la onda es llamada “dispersiéon”. En
otras palabras, debido a la dispersion, la velocidad de propagacion de la onda electromagnéti-
ca en un material dieléctrico varia como funcién de la frecuencia.'® Tal que, el nimero de
onda k es una derivacion de la ec. (2.19), y si se toma en términos de la susceptibilidad del
material, se puede ver que cuando y > 0, €* es mayor que la unidad entonces la permitivi-

dad es el indice de refraccion. Aunado a esto, es claro observar que la velocidad de grupo
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_do _ 1 : . Ve an 2 . .
ve = 5 = g Y ladispersion de grupo 5% = —k"'v, son en general funciones de la frecuencia.

Por lo que estos parametros de dispersion en el material dieléctrico son dados por

¢ o~ M) (2.20)
c '
Zano
K~ Z=— . 2.21
c oM ( )

2.3.2. Respuesta no lineal

Generalmente una respuesta no lineal, en estos medios dispersivos, se relaciona con los
ya antes mencionados solitones. Tal que la evolucién de los solitones en fibras dpticas y/o
dispositivos 6pticos no lineales, es formada por el balance entre la dispersién de la veloci-
dad de grupo (GDV por sus siglas en inglés) y la no linealidad ctibica en la fibra.”> Donde
el soliton Optico es idealmente descrito como una solucion caracteristica de la ecuacidén no
lineal de Schrodinger (NLSE) que describe la evolucidn de la envolvente de la onda electro-
magnética en una fibra ideal (sin pérdidas) con un bajo orden de dispersioén y no linealidad.
En términos especificos la no linealidad de Kerr se origina de un potencial no parabdlico de
iones moleculares que se refleja en un incremento del indice de refraccion en proporcion a

la potencia de la onda electromagnética.'? %%

Entonces, los efectos no lineales que contribuyen a la formacion de un solitén vienen de
la no linealidad ctbica que surge del desplazamiento eléctrico E> de la ecuacién de movi-
miento (2.3). Teniendo en cuenta este término y reescribiendo la ecuaciéon de movimiento

obtenemos

d’E  dE eb e
—z Vot o3E — ZEZE =——E (2.22)

donde ordinariamente, el término de tercer orden es proporcional al coeficiente b, siendo este
término el que nos da la respuesta no lineal. Donde podemos evaluar los efectos no lineales

mediante técnicas perturbativas.
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Uno puede obtener E de la ec. (2.22) de manera fenomenoldgica en términos de E, debido
a que la ecuacion de movimiento expresa a los electrones atrapados al potencial i6nico del
dieléctrico,'” conociendo las caracteristicas adecuadas donde se producen los efectos de la
respuesta no lineal. Sin embargo, si asumimos en la ec. (2.22) que ® es mucho mds pequefio

que My, la respuesta lineal de E puede estar dada por

(2.23)

En condiciones adecuadas como las mostradas por Hasegawa y Matsumoto'* se justifica
que E es mucho mds pequeia que la tipica distancia molecular, lo cual justifica la aproxi-
macién de perturbaciones. Tomando en cuenta que E> reduce efectivamente la frecuencia

caracteristica proporcional a (E?) = |E|*/2 para

, ebleE/ml|

0y = 4 [ 03 (2.24)

2
m 20)0

5131

La reduccioén de la frecuencia debido a los efectos no lineales es llamada “Softening
Si tomamos en cuenta el softening de la frecuencia de resonancia, entonces el indice de

refraccion n ahora dependera del cuadrado del campo eléctrico y puede ser expresado por

n=no+mlE?*/2, (2.25)

donde ny es el coeficiente Kerr definido como un incremento en el cambio de indice de

refraccion con respecto a la intensidad del campo eléctrico |E|?/2,"7%°

2 3
np = ZL%Z—I(%;—? . (2.26)
De esta manera, cuando el indice de refraccion incrementa ligeramente, dependiendo
de la magnitud del campo eléctrico, se origina efecto denominado “Efecto Kerr”. Para vi-
drios, el coeficiente no lineal ny es extremadamente pequefio y tiene un valor del orden

de 10722(m/V)?. Sin embargo, a pesar de que la no linealidad en las fibras es pequeiia, la

'El Softening es la consecuencia de la reduccién de oscilacién de los electrones debido a la deformacién

del potencial parabdlico a un potencial mayormente gradual.
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acumulacidn de efectos no lineales a través de largas distancias puede tener un impacto signi-
ficativo, debido a la alta intensidad de las ondas electromagnéticas sobre la pequeia seccion
transversal de la fibra. Tal que, el efecto Kerr, satisface la respuesta instantdnea ec. (2.25), y
produce una intensidad dependiente del cambio de fase que es resultado del ensanchamiento

o ampliacién del espectro en la propagacion.

2.4. Ecuacion no lineal de Schrodinger

Las pérdidas durante la propagacién se originan de una deformacién de la modulacién
E(z,t), es decir, si E(z,t) no cambian en z, entonces no existen pérdidas. O bien, para una
onda elctromagnética en z = 0 con una forma especifica del campo eléctrico E = (0,1).
Entonces la propagacién depende de que tan rdpido varia E(t), lo cual puede ser designado

por el ancho del espectro de Fourier, E(Q)

EQ)= L ooE(t)eiQ’dt . (2.27)

La cantidad de propagacion del pulso que una onda eletromagnética puede llevar es apro-
ximadamente dada por el ancho espectral AQ. Sin embargo, una de las principales limitacio-
nes viene de los efectos causados por la velocidad de grupo (GVD) y la no linealidad. Siendo
que la dispersion de la velocidad de grupo se origina de la combinacién de las propiedades de
la guia de onda y/o de las propiedades del material de la fibra. En presencia de la dispersion
del grupo, la propagacion de pulsos es transmitida por componentes diferentes de frecuencia
de E(0,¢) que se propagan a diferentes velocidades y llegan a diferentes tiempos. El retra-
so relativo Ar del tiempo de llegada de los pulsos para las frecuencias ®; y m, es llamado

decaimiento de grupo, y para una distancia z esta dada por

dvg
=2 — o
R S S 1 2 1)z (2.28)
ve(01)  ve(mn) Vg
Usando las ecuaciones (2.20) y (2.21) tenemos
At =k"(wp — o)z (2.29)

19



La ecuacién (2.29) muestra que la diferencia de tiempo de llegada de los pulsos es propor-
cional a la dispersion de grupo k”, la diferencia de los componentes de frecuencia 0, — ®y,
y la distancia condicional z. Es bien sabido que si k” < 0 ( nos encontramos en el llamado
régimen de dispersion andmala), el componente de frecuencia mayor indica que los pulsos
llegan antes y para dispersién normal, k" > 0, es al contrario. Si los pulsos para diferentes

componentes de frecuencia llega a tiempos diferentes, entonces existen pérdidas.

Para un propésito practico, la dispersion de grupo se designa por un pardmetro de retardo
de grupo D, se define por el retraso del tiempo de llegada en unidades de pico-segundos [ps]
para dos componentes de longitud de onda separados por 1 nm en una distancia de 1 km. De

la ecuacion (2.29), se puede describir el retraso del grupo por

2 2n 2n
D=K'c|=-)z=—-Kcor. 2.30
C(M M)Z AL (2.30)
Por lo tanto, tomando A =1 nm y z = 1 km, D en la unidad de ps/nm/km se relaciona
con k” como D = — 27;?1(” . Una cantidad importante que designa el efecto de dispersion de la

fibra es la distancia de dispersion zg y es definida por la distancia sobre la que se duplica el
ancho de un pulso debido a la retraso de grupo. Dado que el ancho de pulso At estd dado por
el inverso del ancho espectral Aw, la distancia de dispersion se obtiene de la ecuacion (2.29)
como

AT?

Por otro lado, el efecto de no linealidad de orden més bajo se origina del efecto Kerr.
Entonces en presencia del efecto Kerr el indice de refraccion n viene dado por la ec. (2.25).

Tal que, el nimero de onda se convierte en

k=2 (no(0) +n2(0) EP) | (2.32)

esta expresion indica que el efecto Kerr induce un desplazamiento de fase no lineal A®y a
través de la parte no lineal del nimero de onda ky que es la parte referente de la polarizacion

no lineal Py (= %SOXB) |E|’E), y es dada por
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2nny|E|?z
o .

la cual es llamada automodulacién de fase (SPM)?2. Efecto que crea una mezcla de pulsos en

APy = kyz = (2.33)

amplitud y fase.

2.4.1. Ecuacion envolvente para la onda electromagnética

La existencia de un solitén en fibras dpticas se obtiene derivando la ecuacién de evolu-
cién para la envolvente compleja de la onda electromagnética E(z,¢) (donde la amplitud de
Fourier varia lentamente) por retencidn, el orden mds bajo de la dispersion de grupo y la
no linealidad cubica originando el efecto Kerr, donde la forma mds conveniente de derivar la
ecuacién de envolvente es con la expansion en series de Taylor del nimero de onda k(, |E|?)

alrededor de la frecuencia portadora @y, y la intensidad del campo eléctrico |E|?

k”((})())
k—ko =Kk (wo)(®—wp) + ) (oa—(oo)2+a‘E|2

reemplazando k — ko por el operador id/dz y ® — @y por —id/dt para operar sobre el campo

E?, (2.34)

eléctrico. De manera que la ecuacion resultante es

|E’E=0. (2.35)

2
(?95 k/aalf) * %k”aaf 8|aE|2
Donde el indice de refraccién n(k,,|E|*) dado por el medio Kerr para la ecuacién
(2.25), y tomando las relaciones (2.20) y (2.21) ademdas de Jk/d|E|> ~ % A menudo
es conveniente estudiar la evolucién de E en la coordenada de movimiento con la velocidad

del grupo T =t — k’z. Entonces la ecuacién (2.35) se convierte en

; E k' 9°E OJ()nz
oz 2 81:2

2 El efecto de automodulacién de fase o SPM (por sus siglas en inglés) se generara a partir de que el indice

|E|2E 0. (2.36)

de refraccion de la fibra tiene una componente dependiente de la intensidad. De modo que, este indice de
refraccién no lineal induce un desplazamiento de fase que es proporcional a la intensidad del pulso. Teniendo
como resultado que, las diferentes partes del pulso tengan diferentes desplazamientos de fase provocandole al

pulso un chirp, que a su vez cambiara los efectos de la dispersion sobre el pulso.
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Para una guia de onda de una fibra 6ptica k” es modificada por la dispersién de la guia
de onda que depende de la estructura modal de la fibra.”’ Para ondas débilmente guiadas, el

nimero de onda lineal se describe aproximadamente por la funcién modal ¢(x, ,®)

2 (/e[| 01%3dS — [ |V, gPas 03
JIVLo2dS
La integracion [ dS es evaluada a través de la seccion transversal de la fibra y ¢ es nor-

malizada tal que

[ 1V.0Pas = A E3 (238)

donde E es la amplitud méaxima del campo eléctrico de la luz, y A, 7 es la seccion transversal
(efectiva) de la fibra. Ademas, dado que la intensidad de la luz varia a través de la fibra, ny

en la ec. (2.36) se reduce por el factor g que es descrito como

1

/ nona|Vo|*dS ~ 5 (2.39)

- Q)
&= kCAeffang'

Aqui, n; es el coeficiente de Kerr promediado sobre la seccion transversal de la fibra,
para un pulso de ancho At. Por lo tanto, es conveniente introducir la distancia Z normalizada
por la ec. (2.31) y At por el tiempo 7 normalizado. Para una fibra que tiene una dispersion

anomala la ec. (2.31) se reduce a

dg id%qg )
A R 2.40
y para una fibra que tiene una dispersiéon normal, el coeficiente del primer término en el lado

derecho se vuelve negativo. En esta expresion, ¢ es la amplitud normalizada dada por

o, 1/2 _
q= ( 0”2820> E
C

(2.41)

Aqui, g es el factor de reduccion (= 1/2) de la intensidad del campo eléctrico debido al
efecto de la guia de onda. Si comparamos esta expresion con el desplazamiento de fase no li-
neal, ec. (2.33), podemos identificar que g no es mas que el desplazamiento de fase no lineal

a la distancia de dispersion. En otras palabras, el término no lineal y término de dispersion
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en la ec. (2.40) se vuelven comparables con la amplitud.

De esta manera, la ecuacion (2.40) es la ecuacién que describe la evolucion de la pro-
pagacion de los pulsos en fibras con dispersion y no linealidad para un campo eléctrico que
tiene una intensidad tal que el desplazamiento de fase no lineal a la distancia de dispersion
es de orden uno. En un sistema préctico, la dispersion k” de la fibra a menudo varia en Z.
Ademds, la fibra puede tener amplificadores de ganancia G(Z) y una tasa de pérdida I" por
distancia de dispersion. Entonces la ecuacion (2.40) debe ser modificada como

% _ id(z)az—q—l—i|q12q+(G(Z) ~T)gq. (2.42)
oZ 2 oT?

Aqui d(z) es la dispersion del grupo normalizada por su valor promedio.

Por otra parte, podemos obtener la propagacion de los pulsos, si consideramos a la ecua-
cion de Schrodinger no lineal en una dimensiéon como sistema dindmico de evolucion, que
como es bien sabido, este sistema puede ser visto como un sistema hamiltoniano comple-
tamente integrable. En este caso, la ecuaciéon NLS puede ser resuelta con el método de la
transformada inversa (IST por el inglés, inverse scattering transform), método por el cual
se obtienen soluciones de tipo solitén.'” Tal que el método es descrito por la reduccién del
problema de valor inicial a un problema de transformada inversa para la ecuacién de auto-
valores lineales asociada (t6pico que no esta dentro del enfoque de esta tesis). Para una fibra
con dispersion anomala, la solucion estacionaria localizada (solucion solitonica) , que es ca-
racterizada por la amplitud 1 y con el cambio de frecuencia K en una posicién central Ty y

fase o tiene la forma'®

q(T,Z) =mSech(N(T —kZ —Ty)) exp <—iKT + é(nz —?)Z+ iO') (2.43)

para una fibra con dispersion normal, la solucién estacionaria localizada es dada por un

solitén obscuro que aparece en proporcién de ausencia continua de luz'”

(T,2) =7 (1 — a*Sech? ((T — kz)))"* exp (—nc - %KZZ—{— ico -+ iG) (2.44)
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donde

2 2
a n-(3—a’)
ﬁtaﬂhmm 2

Observamos que el soliton oscuro tiene un parametro adicional al que se le designa la

6o =MTV1—a?+tan"! Z. (2.45)

profundidad del solitén. Si a es igual a uno, la solucién para solitones oscuros viene dada

por tanh 7.

De igual forma notamos que la velocidad del solitén k es un pardmetro independiente de

la amplitud a diferencia de muchas otras soluciones soliténicas. 3

3 En el apéndice B se desarrolla una solucién de la ecuacién no lineal de Schrodinger
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(a) Solitén brillante de 1a ec. NLS (b) Propagacién del solitén brillante de la
ec. NLS

(¢) Solitén obscuro de la ec. NLS (d) Propagacién del solitén obscuro de la

ec. NLS

FIGURA 2.1: Solucioén soliténica de la ecuacién no lineal de Schodinger para un solitén brillante ec.
(2.43) y para un solitén obscuro ec. (2.44), con las constantes =1, a=0.5,Tp = 0.5, k=0.2, y
c=0.1
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Capitulo 3

Solitones no autonomos en fibras opticas

Retomando el concepto de solitones, como ya mencionamos en capitulos anteriores la
propagacién de estos pulsos en fibras dpticas o guias de onda presentan una dependencia
muy significativa de la dispersion y disipacion de los pulsos, aunada a la no linealidad de las
mismas. Este tipo de fendmenos crean una distorsién y pérdida de sefial,”'**® fenémenos
que han sido estudiados desde finales de los afios 60s, aunque fué hasta los afios 80s que se
utilizaron amplificadores para compensar estas pérdidas.'” Este proceso de amplificacién es

usualmente obtenido en fibras 6pticas dopadas con silice’® o algunas tierras raras.

Tedricamente, la propagacion de pulsos en fibras Opticas esta descrita por la ecuacion no
lineal de Schrodinger (NLS), que tiene soluciones solitonicas y que se pueden asociar con

los pulsos.” %%

Un avance significativo en la descripcion de estos pulsos en fibras Opticas y que ha tenido
gran auge en estudios recientes, es aquel que se da con la descripcion de la ecuaciéon NLS de
coeficientes variables, la cual describe un sistéma dindmico no lineal no auténomo,”’ y que
se describe por la variacion de la dispersion, la no linealidad y la pérdida o ganancia del sis-
tema, este tratamiento usualmente es llamado “manejo de solitones” (Soliton management)
o también por un uso especifico de la dispersiéon denominado ‘“dispersion management”.
Comiunmente, en dispositivos Opticos se usa el manejo de dispersion y no linealidad para el

3941

N . . . , . 49 L .
control dindmico, sin embargo, por ejemplo para sistemas atémicos™” y fisica de mate-
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ria condensada se utiliza manejo de dispersién y manejo de resonancia de Feshback.*’

El tratamiento para manejo de solitones en un modelo no autonomo define al soliton
por cuatro parzimetros:44 1) Amplitud (o ancho), ii) Frecuencia (o velocidad), iii) fase y iv)
posicion de tiempo. Con estos pardmetros es posible controlar la dindmica de solitones por

definicidn de las funciones de los mismos.

3.1. Modelo no autonomo en la ecuacion no lineal de Schrodin-

ger

Iniciamos el tratamiento con la ecuacion no lineal de Schrodinger de coeficientes varia-

bles que esta descrita como

VD e TN | e ()Pl + Ve )W)+ (21 =0

(3.1)
donde f(z,t), y g(z,t), son las funciones que representan los parametros de dispersion y
no linealidad, respectivamente; V. (z,¢) y Y(z,¢) denotan el potencial externo y la disipa-
cién (que puede ser pérdida o ganancia). Generalmente, V,; (z,1) = Voz2 o V(z,1) = Vp sin’z.
Cuando f(z,7) = constante y g(z,¢) = constante, tenemos el caso cldsico de la ecuacién de
45,46

Gross-Pitaevskii, y Y(z,1) es la disipacion (pérdida (y > 0) 6 ganancia (y < 0)). Estos

coeficientes generalmente se asumen reales.

De igual forma, podemos también hacer uso de una extension de la ecuacion NLS pa-
ra solitones disipativos, esta ecuacion es la ecuacion de Ginzburg-Landau (GLE) la cual
en comparacion con la ecuacion NLS dicta que los términos de amortigiiamiento para esta
ecuacion son pequefios, ademds que en la ecuacién de GL, el término no lineal es de mayor
consideracién siendo un término de bombeo.*’ Esta ecuacién rige la evolucién de la amplitud

de las ondas disipativas de una manera finita sobre la inestabilidad cerca de puntos criticos.*”
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Por otro lado, la transmisién de solitones opticos en medios Opticos bajo manejo de

dispersion y no linealidad tiene una representacion dada como

2
awzgjt) +f (Z)% +8(@) Wiz, )Py(z,1) +iv(z)y =0 . (3.2)

i

donde f(z) y g(z) denotan el manejo de dispersion y el manejo de no linealidad, respecti-
vamente, y Y(2) = Yioss + YR» CON Y055 Significa pérdidas en la fibra (7,5 > 0) y Yg significa
ganancia de Ramman (yg < 0), cuando las funciones f(z), g(z) y Y(z) son funciones com-
plejas la ecuacion es denominada ecuacion no lineal de Ginzburg-Landau compleja y esta

presenta inhomogeneidades.*’

3.1.1. Soliton no autonomo

Recientemente, la interaccion de solitones entre sistemas no autonomos ha sido estudia-
da de manera sistemadtica y la cual fue una propuesta hecha por Serkin y colaboradores,”’"
quienes fueron los primeros en introducir el término solitén no auténomo en 2007,”* ellos
dicen que un solitén no autdbnomo es aquel que se mueve en un sistema que generalmente
se puede controlar a través del control de su amplitud y velocidad,” este concepto significa

que dentro de la ecuacién no lineal de Schrodinger se puede controlar tanto el pardmetro no

lineal y el parametro dispersivo.

Siendo que la ecuacién que modela este sistema es la ecuacién propuesta por Serkin y

colaboradores™ descrita como

LA
! o7

2 .
- +R(Z)|¥PY =iT(Z2)P. (3.3)

Que presenta una solucion soliténica dada por

D TZ 4
W = = PO(S)exp (7 vi /0 K(E)dE) . (3.4)

donde Q(S) es una funcién real que describe una forma canénica de solitones brillantes y/u

obscuros (descripcion que se toma sdlo para poner el tema en contexto). De esta manera, to-
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mando como base lo dicho por Serkin y colaboradores podemos desarrollar una construccion

de una solucion para solitones no autonomos.

3.2. Mapeo de He y Li para solitones no autéonomos en fi-

bras opticas

Haciendo uso del conocimiento previamente descrito, en esta seccion realizaremos un
tratamiento matematico que consiste en transformar la ecuacion no lineal de Schrodinger de
coeficientes variables (ENLS-CV) en una ENLS estandar de coeficientes constantes, donde
la ENLS-CV describe un pulso propagéndose dentro de una fibra dptica que presenta una
pérdida y a su véz esta perdida es compensada por una ganancia, esta ecuacion puede ser
resuelta por distintos métodos ya bien conocidos.””°° Usando el mapeo que fue introducido
por He y Li en 2010, trataremos un caso especifico con aplicacion directa en fibras Opticas

lo cual nos da una simplificacién del método propuesto por ellos.

3.2.1. Solitones no autonomos en fibras con ganancia variable y tasa

constante de pérdida

Este tipo de fibras actualmente tienen un uso regular en el desarrollo tecnolégico, por lo
que, es de gran interés hacer un anélisis de propogacion de solitones no auténomos en estas

fibras, tal que la ecuacién que los representa esta descrita por

2
A2 POIVED ireo) ryiea) 110N PV =0, 35

donde y es la envolvente del campo eléctrico del pulso, B(z) es la dispersion de la velocidad
de grupo, {(z) es el coeficiente de no linealidad, como podemos ver los parimetros son
dependientes de z, que es la coordenada longitudinal de la fibra y es una variable natural
de evolucion de los pulsos mientras que ¢ es la coordenada generalmente relacionada con el
tiempo. La propagacion de la onda se ve afectada por una tasa constante de pérdida I' y una

ganancia distribuida g(z). Una manera de garantizar la integrabilidad de la ec. (3.5), es bajo
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la relacion directa con la ENLS estandar de coeficientes constantes

) 1 92
24,299

7t 337z TYal*a=0, (3.6)

donde y==+1,q9=¢q(7,2), y los coeficientes B(z) y ¥(z) se obtienen analiticamente bajo el

mapeo. De manera que, si proponemos un ansatz de la forma

y(t,2) = q(T, 2)p(z)e 0 | 3.7)

tal que 7 = 7 (z,t) y Z = Z(z), se encontrard la forma especifica para B, ¥, T, Z, p, ¢,
siendo que ¢(Z, Z) es solucién de la ec. (3.6). He y Li consideran el caso mds general con
p(z,t), sin embargo para la propagacion de solitones en fibras Gpticas es suficiente tomar a p

solamente como funcién de z.7°

Sustituyendo la ec. (3.7) en la ec. (3.5), y sin perdida de generalidad, hacemos que tenga

la forma B(z) = % y¥(z) = %, obteniendo la siguiente ecuacion para g
: 1 . :
4+ 5drr +Y1aPa+ (ki +iko) g, + (ks +ika) g =0, (3.8)
con
1 7
ki = =
1 ) (122 )
kZ — E - & 9
Z. G
_ 0 1
o= =N
Ze 21
Pz 1 Oy 1
o= Lo -1
Pz 297 Z

De esta manera, garantizamos que g también satisfaga a la ecuacion (3.6), sélo se debe

de imponer que k| = ky = k3 = k4 = 0, de modo que podamos hacer un mapeo de la ec. (3.8)
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en la ec. (3.6). Lo cual se cumple cuando

T(z,6) = FQRU+F(), (3.9)
Z(z) = foF(@)+fi, (3.10)
0(z,1) = a()f?/24+b(2)t+c(z), (3.11)
pla) = /faFells& Tt (3.12)
B(z) = foffz(z), (3.13)
o) = ) it e (3.14)

donde Fi(z) = foF (z) + fa y los pardmetros de la fase son

a0 =" o =ptd = L£EE

3.15
o o > h 5 (3-15)

La forma analitica de la funcién F(z) depende de cada caso particular, mientras que
fo, fi1, f2, f3, fay fsson constantes de integracion, de las cuales fi, fa y f5 pueden ser

nulas. De tal manera que la solucién (3.7) tiene la forma

W(t,2) = (T, 2)/FyFel B Tzgmi(a(@)/24b(@)r+(2)) (3.16)

Notamos que f5 contribuye a la solucion solamente con una rotacién de dngulo constante

exp(—ifs). Por lo tanto, tomaremos f5 = 0 sin pérdida de generalidad.

Por lo que, podemos escoger cualquier solucion analitica para ¢(‘7, Z) la cual cumple
que es solucion de la ENLS estandar (3.6). Aqui usamos la solucién g de Katyshev y cola-

boradores”’ que se presenta como

il % Z+3(T—vZ
(T, Z) = Agsech \/Yo(fr vZ) eK4+2> #3702 (3.17)

donde Ag es la amplitud y v es la “velocidad” del pulso solitonico, y 6 = —arctan(4v) nos

[}

10

proporciona la oblicuidad del soliton con respecto al eje Z."” Teniendo que

F@=/hF@+h, vy Flgt)=F@t+h(z),
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la solucién completa es

A~ i o2 T ()43 F(z0)— EQ 2
y(t,z) = A(z) sech ”%[,{F(Z,l‘)—VT(z)] eKz 4> (@)+3F (z)= 7 (1+£2) 7
donde

A(2) = Ao/ f3F (z)el 8@ Tz | (3.19)

Se puede observar que la solucion y el comportamiento del pulso propagandose en una
fibra dptica se obtienen si conocemos los pardmetros de dispersion de la velocidad de grupo,
de no linealidad, de pérdida y ganancia. De las ecs. (3.13) y (3.14) se obtiene que F(z) tiene

la siguiente forma funcional
_ 1) B
F(z) = _B(Z) _Y exp {2/(5’(2) F)dz] . (3.20)

Siendo que la funcién F(z) y también Fy(z), F(z) y F(z,) estén relacionadas con el
inverso del ancho del solitén no auténomo.’®>” La relacién (3.20) se puede escribir también

en forma de la condicién

YB(§2;(Z) exp [—2/(g(z) —l—‘)dz} =f3. (3.21)

Este tipo de condicién fue también obtenido en’® por el método de separar la ecuacién

no auténoma en un sistema de dos ecuaciones para la fase y la amplitud.

3.2.2. Solitones en fibras con amplificadores

La propagacion de solitones en fibras amplificadas estd descrita por la ecuacion no lineal
de Schrodinger de coeficientes constantes pero no en forma estandar®’

ou 1 . 0%u ) i
la_g_E(H’S)WH”’ u—i,uu—O (3.22)

2
con § =z/Lp, Lp = % es longitud de dispersion, T, es el tiempo de relajacion, B, es

el coeficiente de dispersion de la velocidad de grupo, T =

([7;& el tiempo normalizado,
2
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s =sgn(PBy) = 1, 8 = goLp es la curvatura del perfil de ganancia, u = (go — o.)Lp ganancia

neta y o el coeficiente de pérdida.

En este caso la funcién F es compleja

F(§) = —%e“i : (3.23)

La solucion no autéonoma de (3.22) obtenida por el mapeo He-Li, es decir aplicando

(3.18) a este caso, es

A2 ME (g i sk A2 —v24v(t+1)— 1)2
(5.5) = A@sech [ FRELB) gy ) [0

52+ &2

(3.24)
donde

_ ; 56 221y _ 2
A(§) = Aoy s2s+—+§§e“§+2‘¥2+52><%° HEDE) (3.25)

En estas formulas, Y= +1 es el pardmetro de no linealidad auténomo.

Grificas tridimensionales de esta solucion soliténica se presentan en Fig. (3.1) para una
fibra Optica con perfil de ganancia parabdlico, donde el cociente de pérdida/ganancia tiene
el valor a/gp = 0.6 para las imdgenes (a)-(d) y el valor 0.8 para las imdgenes (e)-(h). Se
consider¢ el regimen de dispersion anomala s = —1y 6 = 0.24 paraa/gg = 0.6 y d = 0.32
para & = 0.32 para a/go = 0.8. Las imdgenes (a) y (e) se presentan con velocidad v=1y
las imégenes (¢) y (g) con v = 2. En las imagenes (b),(d),(f) y (h) se muestra la perspectiva

superior del pulso en cada caso.

La disminucién de la amplitud de los solitones en el caso de la velocidad més alta se

puede entender de la expresién (3.25) donde el término en v?

es negativo teniendo la con-
tribucion principal a este efecto. Por otro lado, en el caso de la pérdida/ganancia=0.8, este
efecto es menos pronunciado debido a que el cociente 8/ (s 4- &%) ~ 0.17 lo que es menos
de 0.20 para el caso de pérdida/ganancia=0.6. Ademas, estas graficas muestran que el ancho

de los solitones es proporcional al pardmetro v de la oblicuidad.
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FIGURA 3.1: Solitones no auténomos obtenidos de (3.24), con los parametros: B, = 10 (GDV),
T, = 0.2, bajo dispersion anémala; donde (a) Propagacion con v = v, = 1 y una pérdida/ganancia
= 0.6, (b) Grifica de contorno de la propagacion de (a). (¢) Propagacién con v =2, v, =1 y una
pérdida/ganancia = 0.6 y (d) Grafica de contorno de la propagacién de (c). (e) Propagacion con
v =vg = 1 y una pérdida/ganancia = 0.8, (f), grafica de contorno del pulso. (g) y (h) Propagacion del

pulso para pérdida/ganancia= 0.8 con v =2 y3§réﬁca de contorno del pulso, respectivamente.



3.2.3. Solitones brillantes en fibras 6pticas con ganancia y no linealidad

variables

En este caso, la dindmica de propagacion de la envolvente eléctrica del pulso es repre-

. . ., . . o)
sentada por la siguiente ecuacién de coeficientes variables®'-”

Q(z)% + LG @U@ T +RD|UEZTPU(Z,T) =0,  (3.26)

UEZT) 2

dZ
donde Q(Z) es el coeficiente de dispersion, R(Z) es el parametro de no linealidad de Kerr, y
G1(Z) es el coeficiente de ganancia. Después de identificar los coeficientes B(z) y §(z) con

Q(Z)yR(Z)talquez=Zyt =T y al combinar (3.13) y (3.14) se obtiene

R(Z) = 24.Q(Z) exp {— / Gl(z)dz] . (3.27)
La dispersién disefiada la escogemos decayente de manera exponencial, Q(Z) = e %,
porque este tipo de dispersién fue realizada experimentalmente.®’
Para este caso F es la constante
Ye
F = 2f3? . (3.28)

La solucién no auténoma tiene la siguiente forma

Ye f v2
U(T,Z) = A(Z) sech <\/%ch3z40 (T+2) —V>) A I CED)

AZ) =, /2—3" fshger | C1DZ. (3.30)

La evolucion de este soliton no auténomo se presenta en las graficas tridimensionales de

donde

la Fig. (3.2) para las velocidades v=1y v =2 en los casos G = 0y G| = 1 mostrando el

crecimiento exponencial de la amplitud y la dependencia de oblicuidad del ancho.
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® (h)

FIGURA 3.2: Solitones no auténomos obtenidos de la ec (3.29), con los parametros: 3, = 10 (GDV),
T, = 0.1, bajo dispersion anémala; donde (a) Propagacion con v =v, =1y G; = 0, (b) Grifica
de contorno de la propagacion de (a). (¢) Propagaciéon con v =2, v, =1y G| = 0 (d) Grafica de
contorno de la propagacion de (c). (e) Propagacion con v =v, =1,y G| = 1 (), gréfica de contorno
del pulso. (g) y (h) Propagacion del pulso para G; = 1 con v = 2 y gréfica de contorno del pulso,

respectivamente.
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De este modo se obtienen las condiciones apropiadas para el manejo de solitones no
autébnomos dentro de fibras 6pticas, tal que bajo el mapeo que convierte la ecuacion NLS-CV
en una ecuacion NLS estandar, se obtiene la condicion F(z) = %L;) exp[[2(g(z) —Tdz]
siendo F(z) una funcién que parametriza el mapeo. Esta condicion garantiza la integrabili-
dad del sistema y muestra que los solitones no auténomos son posibles solo si los pardmetros
de la fibra dptica cumplen dicha condicion. En general, los solitones no autdbnomos diferen
del soliton estdndar con base al cual se construyen en el método de He y Li por tener una
amplitud y un ancho que dependen de los pardmetros materiales de la fibra 6ptica en la cual

se propagan.

Por otra parte se dan otros dos ejemplos, en el Apéndice C tomando al modelo con dos

tipos de dispersion y no linealidad diferente.

3.3. Solitones no auténomos en la ecuacion Compleja de

Ginzburg-Landau

Al igual como se propuso en la seccion anterior, una alternativa para contrarrestar la

pérdida y dispersion, fendmenos propios de la propagacion, se propone compensarlos con

34,60, 64 65,66

amplificadores Opticos o bien con el uso amplificadores periddicos de fase.

Teoricamente, el tratamiento se realiza a través de la ecuacion NLS o bién por la ecuacion
de Ginzburg-Landau, la cual como sabemos es una clase de ecuacién NLS con un valor
considerable en el término no lineal,’’ tal que, tomando la ecuacién de GL en funcién de
la evolucién de la amplitud de manera finita sobre las ondas inestables,*® podemos usarla
para describir pulsos en fibras amplificadas al igual que en la seccion anterior pero con una

descripcién un poco mas general, donde se toma la forma compleja que es representada como

oy N 2
T = -ip) 5y —s v, (331)

donde y(z,7) es la funcién de la evolucion del campo, ¢ es el tiempo retardado y z es la
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distancia de propagacion, al igual que en la ENLS en este caso p proporciona la dispersion
de la onda, es comin que en la ecuacién de GL, tanto p(z) como g(z) sean funciones com-
plejas, tal que, la parte compleja de p(z) genera un filtrado espectral ( de modo que p; < 0,
donde el subindice i denota la parte imaginaria) del amplificador, término que es importante
porque suprime la fluctuacién de Gordon-Haus"® de la frecuencia central del solitén '; de
igual manera para la componente no lineal g(z) (con la parte imaginaria g; > 0 la cual repre-
senta los procesos de absorcion/ganancia no lineales). Se conoce que la ganancia no lineal
ayuda a compensar el crecimiento radiativo inicial (modo lineal), el cual siempre sigue a la
propagacién de pulsos no lineales estacionarios en fibras reales, Y(z) es la ganancia lineal y
y en caso de tener coeficiente imaginario este serd el cambio de frecuencia.”” En la mayoria
de los casos este tipo de modelo es usado para manejo de dispersion (DM por sus siglas
en inglés)? al igual que para la ENLS,”"’! pero con la diferencia que este modelo se pue-
de presentar como un mapa periodico en una linea de transmision, tal que cada periodo es
construido sobre dos tipos de fibras que generalmente tienen diferentes longitudes y van en
sentido opuesto a la dispersién de la velocidad de grupo.””~’* La dispersién causada por la
interaccion de solitones y pulsos vecinos se induce por un pulso grande que bombea un pe-

riodo de dispersién que pueden ser representados por un manejo de dispersién de solitones.

Para este tipo de problemas, se conocen algunos métodos para encontrar una solucion
exacta del tratamiento tedrico. Recientemente, un modelo propuesto es el que da un camino

para obtener condiciones de estabilidad en soluciones tipo soliton brillante y obscuro, en la

)49

ecuacion compleja cibica de GL pero de coeficientes variables (CV).”” En esta seccion abor-

daremos, este modelo, pero como un mapeo de la ECGL-CV dentro de la ecuacion compleja

56,

estandar GL de coeficientes constantes,”® ’© de manera andloga a la seccién anterior.

IEl efecto Gordon-Haus, dice que las fluctuaciones de la frecuencia central de los pulsos Gpticos se acoplan
al tiempo a través de la dispersion de velocidad del grupo: un cambio en la frecuencia central se presenta como

un cambio en la velocidad de grupo, que posteriormente afectard el tiempo del pulso.
“Manejo de dispesién y no linealidad en éptica es un concepto que describe los sistemas dindmicos no

lineales que consiste en la variacién de la dispersion, la no linealidad y la ganancia/pérdida que afecta al

solitén.
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3.3.1. Mapeo He-Li, tratamiento matematico

Garantizando la integrabilidad de la (3.31) por la relacién directa de la ECGL-CV con la

ecuacion estandar de GL, la cual es representada por la ecuacién’’’®

l%—“; (— - zB) +(s—ig) [y y = idy, (3.32)

con Y que es la envolvente del campo Optico, z y ¢ son la distancia de propagacion y el tiem-
po de retardo, respectivamente. Los parametros de la ecuacién (3.32) son todo pardmetros
reales, tal que, O se considera la parte de ganancia lineal o pérdida, P es el filtrado espec-
tral, y € es la ganancia no lineal. Los pardmetros D y s solo pueden tomar los valores +1,
lo que significa que, cuando D = 1 la dispersion es andmala y con D = —1 la dispersion es
normal, s = 1 0 s = — 1 denomina el efecto Kerr positivo o negativo,’” respectivamente. Para

comenzar el tratamiento se propone el ansatz
y(t,2) = u(T,Z)e 003 (3.33)

donde la funcién de fase ¢ describe la inestabilidad.'” Con T = T(z,¢) y Z = Z(z), son
determinados por la forma especifica de p(z), g(z), y ¥, donde T y Z son necesarios para que
u(Z,T) satisfaga la ecuacion estandar de GL ec. (3.32) conteniendo a la fase ¢. Usualmente,
la funcion T es tomada como un tiempo reducido, que va a depender del tiempo y de la
distancia de propagacién como T =1t — Bff ! 2"y es generalmente usada en fibras Spticas
amplificadas por dopaje de tierras raras, donde Bif J es relacionada con la velocidad de grupo
efectiva, tal que T va a tener una dependencia directa con Z. De esta manera, sabiendo que

a"’ =, az =\, y aplicando el ansatz (3.33) obtenemos

iy + p(2) e — 2ip(2)Octte + Oyt — ip(2) Orett — p(2)07u — iY(2)u+q(2)|ulPu =0, (3.34)

recordando que u = u(T,Z) con T =T (t,z), Z = Z(2);

iuzZ, +iur T, + o,u+ p(2)ur Ty + p(z)uTTth —2ip(2)¢; Trur
—ip(2)Quu — p(2)0%u+ q(2)|ul*u = iv(z)u (3.35)
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si dividimos por Z, y hacemos p(z) = (5 —iB) %, y g(z) = (s — ie) Z, obtenemos
t

D
itz + <5 —i5> urr + (s — i€) [ul*u+ (ki + ik2) ur + (ks) u = idu

con

o _ DI o

I = S92 )

27T, T,
T Ty 0
kh = =B -D,
z. "7 7T

2
o _ % g0u DO

S = 3_3_9%7
7 217

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

cuando k; = k» = k3 = 0 estamos en el regimen de la ecuacion cubica de Ginzburg-Landau

ec. (3.32). De esta manera solo queda el resolver cada una de estas funciones para obtener

la dependencia directa de las funciones propuestas con los pardmetros de dispersion, la no

linealidad y los pardmetros de pérdida/ganancia, bajo el manejo de dispersion.

Con esto en mente, ahora si tomamos 7" =t — Bff /7 tenemos

oT d§
I, = a_gE_Ti
oT d§ e
E e PR
sustituyendo en (3.40)
v - Dl 00
! 212 L
g
eff
ky = P TE“—BE—D%
Z, T§2 Té ’
0: o0 D&}
ks = ——B———= —=
3 Z, P 2T’

5 - Y@ %  Dou
Z, Tg 2Tg’
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(3.42)

(3.43)

(3.44)



de tal manera que al resolver cada una estas ecuaciones obtenemos las variables que repre-

sentan la solucion y son

T(z,t) = F(z)+ %\/g(z) \/Zk(t —0z)+ f1, (3.45)
26) = () [ gzt 1o (3.46)
0(z1) = —%m(zk@ — 00+ 1), (3.47)

donde f; y f> son constantes de integracion, s.c y D.c son valores complejos del mapeo que
D, -
s+ie I
T2 Y U.C= 2
$°+€ ( % ) +Bz

tienen la forma s.c = y como se observa son los nimeros complejos

relacionados con los coeficientes no lineales y de dispersion de la ecuacién de GL, respec-

tivamente, también ® = % (16p*+D?) y x = if f (0;—562)’ lo cual nos lleva a obtener
funcidn de transformacion
1 4Bef ! s.c
Fi(z) = (; + = |V e Ve@r@ (3.48)

ademds de la expresion para la pérdida/ganancia dependiente de la disperison y la no linea-
lidad
3D*k?

Y(Z) =s.c g(z) — m (3.49)

de esta manera tenemos un mapeo completo de la ecuacion de GL, y ademads se tienen las

condiciones de integrabilidad del sistema.

3.3.2. Solucion exacta para la ecuacion compleja de GL estandar

. . . ., _70 R
Existen varias soluciones exactas de la ecuacién de GL ec. (3.32),-/%-%!

pero en es-
ta seccién utilizaremos la solucién obtenida por Soto-Crespo y colaboradores,’® la cual es
usada para solitones brillantes con dispersion anémala D = s = 1, debido a que en el régi-
men de dispersion andémala es posible encontrar propiedades que cumplen con soluciones
soliténicas.” En el trabajo de Soto-Crespo se proponen dos tipos de soluciones una de ellas
es para una amplitud fija, y la otra es para una amplitud arbitraria, en ambos casos la solucién

solitonica tiene la forma
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w(T,Z) = a(T)expli(dIn[a(T)] — 0Z)] , (3.50)

donde a(T') es una funcién real d y ® son constantes reales con valores

2 B 2
di:3(1+2eﬁp)i\/§((81j22§iz))) +8(e—2pD) .

. 8(1—d*—4pdD) 352
~ 2(d—PBD+Bd?D) '

Tal que, en este contexto de buisqueda de soluciones, s6lo se toman las condiciones de
estabilidad propuesta por Soto-Crespo y colaboradores, y no se hace un analisis de estas

condiciones.

Soliton con amplitud fija

La solucién a(T) es

a(T) = CBsech (BT) (3.53)

o
B= Bd2+Dd—B (3.54)
_[3d(1+4B?)

y d es dada por la ecuacion (3.51), después de escoger el signo mas (menos) en frente de la

con

raiz cuadrada, D es negativa (positiva). El segundo valor de d genera una solucién no fisi-

R .z . - .
ca,’’>%? ya que la expresion bajo la raiz cuadrada de C llega a ser negativa.

De tal manera, que existe un rango de solucién para (3.53) dado por

2 _
3/ 1+4B°—-D (3.56)

& =P s
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Como esta solucién existe casi en todas partes en el plano (B, €), Soto-Crespo la deno-
minan como una solucién general (ver Fig. (5.1)). La curva S en si es la linea donde esta
solucidn se convierte en singular, es decir, su amplitud BC tiende a infinito, mientras que el

ancho 1/B desaparece.

041
— D=-1

03fF

0.1

FIGURA 3.3: Linea S (3.56) en el plano (¢, B) donde las soluciones con amplitudes fijas (3.53) se
vuelven singulares, y donde las clases de soluciones especiales con amplitud arbitraria (3.57) existen.
Este diagrama se aplica para casos cubicos y quinticos. La linea correspondiente para el caso de
dispersién anémala es dada por linea azul para la comparacién. Por encima de la linea S, § debe ser
positiva para que exista la solucién (3.53), y negativa debajo de ella. La linea roja es para S dada por

D = +1 que muestra la dispersién normal.

Soliton con amplitud arbitraria

Esta solucion es obtenida cuando se impone la condicion de que & = 0, tal que

a(T) = GFsech (GT) |, (3.57)

donde G es un pardmetro positivo arbitrario, y d, ®, y F son dados como
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d = —VHZ[E:_D (3.58)
1+4p%) (/1+4B2-D _
o = —( )<4BZ )Gzz—d%ZDGz (3.59)
(d 1+[32D>1/2_ (2+96%) VT+B2 (VT+B2-D)
2¢ 22 (3y/1+B2-D)

La razén de existencia de una solucién de amplitud arbitraria es que, cuando & = 0,

F

. (3.60)

la ecuacién cibica de GL compleja es invariante a transformaciones de escala u — Gu,
T — GT,Z — G*Z.® De esta forma, si conocemos la solucion particular de esta ecuacion,

se puede obtener una generacion de una familia de soluciones usando esta transformacion.

3.3.3. Solucion para la ecuaciéon compleja de GL con coeficientes varia-

bles

Usando un caso especifico de dispersion y no linealidad propuesto en el trabajo de F.
Fang y Y. Xiao"’ (donde desarrollan la ecuacién de GL de coeficientes variables para descri-
bir una fibra con inhomogeneidades, encontrando solitones brillantes con chirp), mediante
el uso del mapeo propuesto, encontramos soluciones soliténicas correspondientes para las

amplitudes propuestas por Soto-Crespo y colaboradores, .

Entonces, la solucion consta de tomar los parametros propuestos de dispersion y no linea-
lidad y desarrollarlos por el método con el fin de encontrar la forma funcional de la solucidn,

estos parémetros son

1
p(z) = —5P0 [14 o sin(oz)]exp (—u12) , (3.61)

g(z) = go[1 + azsin(oz)]exp (—u2z) | (3.62)

donde pg y go son pardmetros ideales de la fibra; oi; y o son cantidades pequefias que

caracteriza las fluctuaciones en la amplitud; ¢ y yp son constantes también pequefias; G es
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relacionada con la variacién del periodo de los pardmetros de la fibra.

Entonces tenemos que

Fi(z) = <% + 4—5) \/ %\/—%pogo [1+ oy sin(oz)]exp (—uzz) [1 4+ ay sin(oz)] exp (—u1z)

(3.63)
de esta manera usando la ec. (3.63), con T ec. (3.45), Z ec. (3.46) y ¢ ec. (3.47) obtenemos
los funciones que nos dardn el comportamiento para la solucién ec. (3.50) con amplitud fija

y con amplitud variable, respectivamente.

Solucion para un solitéon con amplitud fija

De acuerdo con la solucién propuesta por Soto-Crespo y colaboradores afiadida a nuestra
solucién tenemos la representacion grafica de la solucion soliténica representada en la figura

(3.4).

(a) a) (b) b)

FIGURA 3.4: a) Solitén de la solucién con amplitud fija. b) Grafica de contorno de propagacién

correspondiente

La grafica (3.4) muestra la representacion de la solucion para la ecuacion NLGL de coe-
ficientes variables para dispersion andmala, es decir, el coeficiente D = 1, podemos obser-
var que presenta soluciones similares a las reportadas en la literatura,’® con los pardmetros
B=0.250=-0.1,a; =0.05, 00 =0.1,6 =0.05, uy = up =0.01, po=—-0.5,g0=0.3,y

s = 1 al igual que en el trabajo de Soto-Crespo et al. y en el trabajo de Fang et. al.
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Solucién para un soliton con amplitud arbitraria

De igual manera que en el caso anterior presentamos la solucién para un solitén con
amplitud variable es representada graficamente en las figuras (3.5) , donde se toman los
valores propuestos en las referencias donde el G =1, con f = 0.1, o = 0.05, o, = 0.1,

6=0.05u =u=0.01,po=-0.5,g0=03,ys=1

(a) a) (b) b)

FIGURA 3.5: a) Solitén brillante de la solucién con amplitud arbitraria. b) Grafica de contorno de

propagacion correspondiente
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Capitulo 4

Supersimetria optica

En este cépitulo el principal objetivo es describir mateméaticamente el perfil de indice de
refraccion de guias de onda, haciendo uso de supersimetria cudntica y su directa aplicacién
a la Optica. De la literatura se sabe que la Optica supersimétrica puede describir dos haces de
luz de diferentes longitudes de onda, que forman una interferencia periédica constante a lo

largo del eje de la gufa de onda;’' donde la supersimetria es exacta en un régimen paraxial !.

De esta manera, los sistemas opticos se pueden estudiar por métodos supesimétricos de
forma anéloga con la mecdnica cudntica supersimétrica. Especificamente se pretenden en-
contrar los perfiles de indice de refraccion, los cuales poseen propiedades muy interesantes
para la propagacion de pulsos 6pticos, tanto en el régimen solitonico como en otros regime-

nes.

4.1. Analogia entre fibras opticas y mecanica cuantica

Uno de los principales medios de propagacion dptica en la actualidad son las guias de
onda, las cuales generalmente son medios Opticos que en su forma mas sencilla constan de

dos materiales de diferente indice de refraccion, estos medios estan estructurados de manera

'El régimen paraxial en Gptica se utiliza en el cdlculo de sistemas épticos, donde se supone que las trayec-
torias de los rayos de luz forma un dngulo pequefio con el eje Optico. En esta aproximacion paraxial de primer

orden, el seno y la tangente de un dngulo se aproximan por el mismo dngulo (en radianes), y el coseno por 1.
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que el material de mayor indice de refraccion se encuentre en el centro del medio y el otro
material de menor indice rodeando el nticleo, con lo que se consigue que exista propagacion
del pulso 6ptico que entra en este medio. Existe otro tipo de guia de pulsos, esta es la deno-
minada fibra dptica, la cual funciona de manera similar a las guias de onda, con la variante
que estas fibras son cilindricas y de menor tamaiio radial, en comparacién con el nicleo de
las guias de onda convencionales, ademas de que actualmente, las fibras Opticas han tenido
un gran crecimiento en el drea de telecomunicaciones, donde el avance tecnoldgico es cada

Vez mayor.

Para iniciar con nuestro estudio, vamos a hacer uso de una analogia que relaciona los
potenciales independientes del tiempo en mecédnica cudntica, con los perfiles de indice de
refraccion independiente de la longitud de propagacion en guias de onda y fibras Opticas en

un regimen paraxial tal como lo describe Black y Ankiewicz.”

En una guia de onda 6ptica, como se menciond anteriormente, la luz o pulso 6ptico es
guiado en el interior de la guia debido al alto indice de refraccion del nicleo que confina los
rayos, el cual en comparacion con mecénica cudntica actia como un pozo de potencial para
una particula.”” Cuando el dangulo de propagacién es menor que el angulo critico es decir
0, < 0., ver figura (4.1), los rayos se encuentran en reflexion total interna, de modo que estos
se confinan hacia el nucleo; para 0, > 0., esto corresponde a rayos refractados no confinados

o tuneleados fuera del nicleo.®’

Cuando el pardmetro V' (frecuencia de corte) de la guia de onda es pequefio, el espectro
continuo clasico de las direcciones de los rayos confinados se vuelve discreto,” es decir se
transforma en modos electromagnéticos confinados de la fibra, en esta situacion a cada rayo
confinado le corresponde un modo electromagnético confinado mientras que a los rayos no

confinados les corresponde el continuo de los modo radiativos.

Dos aspectos fundamentales de la analogia es que la distancia z a lo largo del eje de

la fibra es equivalente al pardmetro del tiempo en mecénica cudntica; y que la dependencia
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n(r)

refraccion escalon

(@) (b)

Perfil de indice de
refraccion gradual

()

FIGURA 4.1: (a) Ejemplo de una fibra 6ptica cilindrica, con el nicleo de la fibra revestido por un
recubrimiento de bajo indice de refraccidn; teoricamente, se puede considerar que r se expande al
infinito. (b) Trayectoria de un rayo que pasa a través de una fibra de perfil escalén. (c)Trayectoria de
un rayo que pasa a través de una fibra de perfil gradual. El pulso éptico o rayo es confinado si 0, < 6,

donde 6. = [1 —n2,,/nd] 12,
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transversal del campo eléctrico (o la proyeccion del rayo en la seccion transversal de la fi-
bra) es equivalente a un sistema cudantico esférico, es decir un problema cudntico de campo

-
central.””

Los principales parametros de una fibra 6ptica estdn dados en la tabla (4.1), para su facil

visualizacidn.
Parametros Descripcion
r=(x,y) Posicion en la seccion transversal
A= % (1 —n2,/ n%) Parametro de la altitud del perfil de refraccion
n?(r) = n§[1 —2Af(r)) Indice de refraccién cuadratico
no Maximo del indice de refraccion del nicleo
Nrey Maximo del indice de refraccién del revestimiento
p Radio de la fibra
A =2m\=2m/k Longitud de onda
y(x, y)e"BZ Dependencia funcional del campo eléctrico
B Constante de propagacion
V = pk (n§—n,) "2 _ pknov/2A | Pardmetro de la gufa de onda
U=p (kzn(z) — Bz) 12 Constante de propagacion normalizada

TABLA 4.1: Pardmetros importantes en una fibra dptica.

4.2. Ecuacion escalar de onda independiente de la longitud

y ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

Para una fibra 6ptica de indice de refraccion independiente de la longitud, la dependencia
del campo electromagnético es e a lo largo de la fibra. Por otro lado la dependencia del
campo electromagnético en la seccion transversal de la fibra en un regimen paraxial esta

dado por la siguiente ecuacion de onda escalar
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2An2 (U?
[VZ‘FX—?(W—JC(F))}W(F):O, 4.1)

donde f(r) es el perfil del indice de refraccion.

Esta ecuacion puede ser comparada con la ecuacion de Schrodinger para una particula de

masa unitaria y energia E en un potencial independiente de tiempo 7/(r)

2

(V2 +35[E— ‘V(r)]) y(r)=0. (4.2)

La constante de Planck, & = 27th, juega el papel correspondiente a A; la energia mecénica

es la relacionada con el cuadrado de la constante normalizada U':

1 _
E < AngU?/V?* = 3 (n5—PB?) (4.3)

donde B < B /k 'y en la aproximacién semiclasica de WKB es un invariante axial.**»% Resulta
también que el potencial de Schrodinger corresponde al perfil normalizado del indice de

refraccion

V(r) <> Andf(r) = % (n§—n*(r)) . 4.4

Perfil del indice n?
de refraccion

Pozo de Potencial

R v

Fibra optica <:| [> Mecanica Cudntica

FIGURA 4.2: Correspondencia entre el indice de refraccién normalizado y un pozo de potencial.
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De manera que la ecuacion de la proyeccion del rayo esta dada por las coordenadas x(z)

y ¥(z); tal que, es escrita de la forma

(5 ()

comparando esta ecuacion con la ecuacién de conservacion de la energia tenemos

1 _
+Angf (xy) = 5 (g~ B7) (4.5)

(P2 +p2) +V(x,y) =E. (4.6)

| =

Asi, usando la correspondencia asintética de (4.3), vemos que para una particula de masa

unitaria tendriamos

dx  -dx dy —d_y

PxE—HBd—Za pyEd_zH dz

iz 4.7)

Por lo que, la analogia temporal se da con la distancia longitudinal dividida por el inva-

riante axial

<
145 = . (4.8)
B

Usando la relacién anterior se puede escribir de manera natural la ecuacién del pulso

6ptico en términos de la ecuacién de movimiento de Newton dp/dt = —V¥(x,y).*

De esta manera, podemos escribir la analogia completa con la tabla (4.2) que es como un

diccionario entre mecdnica cudntica y fibras dpticas .

4.3. Estructuras supersimétricas

Una propuesta de gran interés dentro de la mecénica cudntica, es aquella donde se tienen
potenciales isoespectrales como uno de los caminos para resolver de manera exacta proble-
mas de valor inicial de la ecuacion de Schrodinger. Por varias décadas, la actividad principal

de esta drea tomando como base principal la propuesta anterior, fue hecha por métodos de
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Fibra 6ptica Mecanica cudntica

Perfil normalizado del indice de refraccion Potencial

Optica electromagnética Mecanica cuéntica

Ecuacioén de onda escalar independiente de la longitud | Ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo

Constante de propagacion normalizada cuadrada | Energia

Modelo nimero azimutal Niimero cudntico de momento angular
Modos confinados (discretos) Estados ligados (discretos)

Modos de radiacién (continuo) Estados no ligados (continuo)

Modo ligeramente tuneleado Estado metaestable

Modo local Estado cuasiestacionario

Pulso 6ptico Mecénica clasica

Invariante axial normalizado Energia

Invariante azimutal Momento angular

TABLA 4.2: Diccionario Cudntico-6ptico propuesto por Black y Ankiewicz (ver referencia’”)

. ., 7698 . . .
factorizacién,”*~*® pero fue a partir de los 80s, cuando las conexiones con las transformacio-
nes de Darboux fueron usadas por fisicos mateméticos en mecdnica cudntica supersimétrica

(SUSY QM ), para su implementacién en los problemas de factorizacién.””

4.3.1. Potenciales isoespectrales

En SUSY-QM, se usan dos Hamiltonianos isoespetrales, excepto para el estado base co-
mo método de solucién de la ecuacién de Schrodinger.”’ Una representacion de la supersi-

metria es aquella que se ve en la ecuacién de Dirac en un campo externo,

que se representa
como una raiz cuadrada de la ecuacion de Klein-Gordon; este tipo de supersimetria es anélo-
ga a encontrar la raiz cuadrada de la ecuacién de Helmholtz’' en el régimen paraxial. La
estructura supersimétrica de Helmholtz en 6ptica también puede describir la propagacién de

, 70 37
la luz en guias de onda.””>*'+
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La descripcién en fisica de particulas propuesta por Witten”” es aquella donde usa SUSY
para particulas de spin un medio, con algebra supersimétrica de operadores bosdénicos y
fermidnicos que obedecen las relaciones de conmutacion y anticonmitacion. Witten noto
que la diagonal de la matriz Hamiltoniana de 2 x 2 tiene componentes Hamiltonianos de
spin hacia arriba y spin hacia abajo, teniendo que los operadores de factorizacion también
son matrices 2 x 2 de los Hamiltonianos, y estas matrices son llamadas supercargas las cuales

son:

Hy O 3 00 N 0 A"
H = , Q = , Q = , (49)
0 H» A O 0 O

Estas matrices satisface una super algebra cerrada

H,0"1=[H,0"]=0, {07,0"}=H, {07,07}={07,07}=0.  (4.10)

El hecho que las supercargas conmuten con H significa que, H; y H> son isoespectrales.
En teoria cuantica de campos, los operadores de supercargas, son responsables del cambio de
los grados de libertad bosénicos dentro de los fermidnicos y viceversa, tal que, en mecani-
ca cudntica estos son conocidos como operadores entrelazados que factorizan la pareja de
hamiltonianos, H; = A*A y H, = AA™, respectivamente.”” Si uno olvida la representacién
matricial, se puede ver facilmente que a través de SUSY QM, se puede reformular esta re-
presentacion, usando el método de factorizacién e introduciendo los ejemplos de Dirac y
Schrédinger con los que se empieza la mecanica cuantica. De hecho, para el caso de spin un
medio, Witten escribid una expresion de supercargas como una matriz de operadores de pri-
mer orden, envueltos por una funcién desconocida W (x) y de igual forma escribi6 la matriz
Hamiltoniana en términos de W2 y W', pero su atencién se centré en la cuestién de romper

la supersimetria dindmica y no en problemas de valores propios de la mecédnica cudntica.

Mas tarde, los autores de SUSY QM sefialaron que el superpotencial de Witten W fue la
solucién de las ecuaciones de Riccati que involucran dos potenciales isospectrales,”” siendo
un nuevo resultado basico para el método de factorizacion y, convirtieron esto en el objetivo

de busqueda de potenciales isospectrales que solucionan exactamente potenciales conocidos.
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Para SUSY QM, este es esencialmente un esquema algebraico, lo cual es conveniente para
cambiar la energia del estado fundamental de H; tal que se elimina la contribucién a la
energia de las fluctuaciones del punto cero. De esta manera, los espectros de energia de los
dos Hamiltonianos asociadas son definidos semipositivos. Para n > 0, donde la ecuacién de

Schrédinger para Hj es

H1¢n = A+A¢n = €n¢n . (4.11)

Y puede ser escrita como una ecuacion de Schrodinger de su pareja Hamiltoniana de

SUSY como

Hy(Ad,) = AATAY, = €,(Ad,) , (4.12)

aplicando el operador A a la izquierda de (4.11). De tal forma, que usando la funcién de
onda @, = A, en el problema de valores propios H>@, = €9, entonces esto es un problema
isoespectral de valores propios para Hp, es decir, €, = €,. De igual forma, aplicando un

operador A™ a la izquierda en el problema de valores propios H», tenemos,
ATH>p, =ATeq, , (4.13)
Uno inmediatamente da por entendido que
Hi(A"@n) = €(A"@n) (4.14)

y de esta misma forma por comparacion con (4.11) se muestra que, escogiendo las funciones
propias de H; con ¢, = AT @, da la isoespectralidad €, = €. Ahora, por el operador A (A™)
que es un operador diferencial de primer orden se destruye (crea) un nodo en el que la funcién
propia actuia. Para el estado base H; no tiene nodo, esto significa que la funcién propia de
H» no es normalizable, esta se obtiene aplicando un operador A a ¢. Fisicamente significa
que la ecuacién AQg = 0, es también definicién del estado base Hj, y es considerada no
degenerada, un caso conocido como no ruptura de supersimetria como lo buscaba Witten.
Como una consecuencia, los valores propios y la funcion propia normalizada de un par de

Hamiltonianos de SUSY QM son relacionados por
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& =€+, €=0,
_ Aq)n—i—l
Oop=—,
VEen+l
n+1 — r':n .

Por otro lado, desde el punto de vista de aplicacion estrictamente fisico, es justo decir que

no hay aplicaciones del todo reales que surjan de SUSY QM y sélo unas pocas consecuencias
son reclamadas, pero en la actualidad se ha tomado a gran detalle el uso de supersimetria

oY 2D .
7,°%31:32 donde se buscan construir

con aplicacion en dptica bajo la ecuacion de Helmholt
dispositivos que cumplan con estas caracteristicas supersimétricas, y en la fisica nuclear
donde se demostrd la supersimetria, que establece ciertos vinculos entre las propiedades
espectroscépicas de los diferentes niicleos.”’ Esto es similar a lo que ocurre con los modelos
de campo cudnticos supersimétricos para los que la evidencia experimental de particulas
compafieras supersimétricas es deficiente a pesar del considerable esfuerzo de busqueda a lo

largo de las ultimas cuatro décadas lo que explica por qué el enfoque principal es la rotura

de supersimetria.

4.3.2. Descripcion supersimétrica de la ecuacion de onda

Para entrar en detalle del tratamiento que se usa, en la descripcion supersimétrica en
Optica, se hace una descripcion en términos de la ecuaciéon de Helmholtz, tal que como se
menciond anteriormente, es semejante a la ecuacién de Schrodinger en el régimen paraxial;
siendo de esta manera una de las formas para analizar los potenciales descritos supersimetri-
camente, y relacionarlos con los perfiles de indice de refraccion de las fibras 6pticas y guias

de onda como lo hicieron principalmente Chumakov y Wolf.”"*”

Haciendo una recapitulacion, para hacer esta descripcion supersimétrica partimos de la
ecuacion de Schrodinger que como es ya bien sabido es la ecuacion base de SUSY, y bajo
las transformaciones mencionadas en secciones anteriores podemos hacer la analogia, con la
que llegamos a la estructura supersimétrica en la ecuacion 6ptica de Helmholtz para describir

la propagacion de luz en guias de onda, donde consideramos que una guia de onda es el
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dispositivo que propaga un haz a lo largo del eje z como en la ec. 4.1 tal que podemos

describir esta ecuacion como

(V2 +K) y(F) =0; (4.15)

de manera que la propagacion de la guia dptica se realiza a lo largo del eje “z”. Donde la
ecuacion de onda se obtiene en 2+1 dimensiones, tal que W(7) = y(x,z), para soluciones en el
espacio de frecuencias Vv, las cuales estan relacionadas con el numero de onda en el vacio kg =
V/c, si la guia de onda se propaga en un medio dieléctrico, se puede considerar dependencia
del indice de refraccién n(x), donde la constante de propagacion estd relacionada con este

indice de refraccion en la forma k? = B% — k(%n(x)z, por lo que la ecuacion de Helmholtz es

2 9
(@ - kgn<x>2)) W(x,0) =0, (4.16)

Para hacer el andlisis supersimétrico se puede representar al sistema como un sistema
de dos ecuaciones de primer orden, para una funcién de onda de dos componentes de x y z

coordenadas, como

. A+
3 A P v 4.17)

5} A —ip 5}

tal que la ecuacion (4.16) es descrita por los operadores de factorizacion A y A™, como se
hiz6 anteriormente, siendo k la constante de propagacion, donde se pueden describir a los

operadores de factorizacién como

A

0y —I'(x) (4.18)

AT = 9,+T(x) (4.19)

donde I'(x) es la funcién que describe superpotenciales, siendo estas funciones, soluciones
de la ecuacion de Ricatti. Asi desarrollando algebraicamente el sistema de ecuaciones (4.17),

tenemos
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oy = By +ATv = By + W+ T(x)y2 (4.20)
Yy = Ay —iPyr = —0 i +T(x)y; — By (4.21)

Aplicando la segunda derivada en z, para obtener la forma funcional de la ecuacion de

Helmholtz, en términos de los superpotenciales llegamos a

ag\ljl = iBo;y1 +9;(dxW2) + 9. I'(x)y2
= =By — w1 + Le(x)y + () (4.22)

ag\VZ = az(_axwl> ""r(x)az‘l’l - iBaz\VZ
= By — 0y — Tu(x)y2 + T(x) "y (4.23)

donde I'y = dI'/dx. De forma que la segunda derivada de “z” se puede describir como una

matriz 2 X 2 que es

—B*+ATA 0
ag V1 _ B + V1 ‘ (4.24)
0 0 B2 +AAT g

Por lo que se tienen dos diferentes ecuaciones de Helmholtz para las componentes

(2 +2+p* -~y = 0

@2+ 4P+ —T)yy = 0, (4.25)

Si consideramos como solucidn, un par de funciones de onda comunes entre si con ndme-

ro de onda K en la direccion z, se tiene que

Wi2(x,2) = 012(x)e ™ (4.26)

sustituyendo estas funciones de onda en el sistema de ecuaciones (4.25) obtenemos
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e [(B2 = k%) 01 (x) + 9201 (x) — T (x) ~ 201 (x)] = 0,
y

e [(B — k%) 02(x) + 3202 (x) + Txda (x) — o (x)] = 0.

Analizando ambos términos, observamos que, como se sabe e~ " no puede ser cero, a

menos que z se vaya al infinito, entonces

(B — %) 01(x) + 9201 (x) = T01 (x) —T%¢1(x) = 0,
y
(B2 — ) 92(x) +3202(x) + Tut2(x) —T202(x) = 0

Donde obtenemos que las ecuaciones de valores propios para las componentes son

(4T +T2) 01 = (B*—«%) 0
(=03 -Tx+T%) 0 = (B*—x%)02. 4.27)

Por lo que, andlogamente usando la representacion supersimétrica, se puede considerar a
la componente ¢; como la representacion del “bosén” y ¢, la representacion del “fermion”.
Y puede ser expresada por la matriz Hamiltoniana 2 x 2 al igual que en la seccién anterior,
que cumple con las condiciones de los operadores de supercarga (4.9) y a su vez obedecen
las relaciones de conmutacion y anticonmutacion (4.10), de esta manera se dice que Hy y H;
son isoespectrales,y pueden ser considerados operadores entrelazados, relacionados como

Hy=ATAyH, =AA", por lo que

ATAG = (B —1)0;
AAT G, = (B2 =)o (4.28)

lo cual muestra el mismo espectro excepto en el estado base, recordando que este hecho se

considera la ruptura de la supersimetria. Esto tendria que ser una solucion normalizable de
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una de las dos ecuaciones A¢; = 0 0 AT¢, = 0. De esta forma, la SUSY conecta la solucién
de Helmholtz de dos diferentes guias de onda con perfiles de indice de refraccion, entonces

de (4.25) y la ecuacion (4.16) tal que

Vil (x) /P =P T —T7, (4.29)

Una manera sencilla de hacer un reconocimiento fisico de la aplicacion directa seria el
de encontrar que los dos haces diferentes se encuentren en la misma guia de onda como es
propuesto por Chumakov y Wolf.”! Entonces se podria escoger un superpotencial que sea de

la forma

[(x) =yx;

por lo que

[y=dl'/Jdx=Y,

Tras este cambio podemos ver que el sistema de ecuaciones (4.25), son representaciones
para ecuaciones de Schrodinger para un oscilador arménico, problema del que se conocen

sus soluciones, con los valores propios representando los niveles de energia desplazados

(=0 +v?) 012 = (B Fy—«")012 (4.30)

Significativamente, vemos que la correspondencia de la ecuacion de Helmholtz, es

Ve (x) /¢ = B Fy— v (4.31)

con el mismo indice de refraccién. Los autores en este articulo mencionan que en ausencia
de material de dispersion, n es independiente de la frecuencia v; lo que conlleva a tener un
indice de refraccion eliptico lo que aproxima a tener un indice de refraccién en el régimen

paraxial.
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Capitulo 5

Supersimetria paramétrica en bloques de

guias de onda

Los métodos algebraicos de SUSY-QM ha sido aplicados en la actualidad en gran me-
dida de manera directa en Optica fisica en el régimen paraxial de Helmholtz, debido a que
la ecuacién que lleva el mismo nombre en este régimen presenta grandes similitudes ma-
tematicas, como se presento con anterioridad. Todo este desarrollo supersimétrico comienza
a mitades de los 90’s con Chumakov y Wolf,”' posteriormente en 2003 Moayedi y Rostami
usaron SUSY para descripcién modal de haces de luz en gufas de onda inhomogéneas,*® y
un mayor desarrollo en esta area se presenta en 2013 cuando Miri y colaboradores hacen una

. ., . o, , . . , . . L. . Y/
descripcion de dispositivos Opticos bajo estas técnicas supers1metr1cas.-4

Recientemente, se han usado aproximaciones supersimétricas para describir propagacion
de los modos transversal eléctrico y magnético en guias de onda planas como es en caso del
trabajo de Laba y Tkachuk.’”*® Aqui nosotros proponemos una extensién de sus resultados

para usar supersimetria estrictamente isoespectral.
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5.1. Analisis modal de bloques de guia de ondas

La propagacion de ondas electromagnéticas en una guias de onda se da cuando un haz es
confinado entre dos placas paralelas de esta guia, es decir x = +a; esta estructura consiste de
una capa de alto indice de refraccion (—a < x < a) insertada entre dos capas de material con

indice de refracion ligeramente menor al del centro (Fig. 5.1). El bloque de guia de onda,

89

guia el haz por reflexidn total interna entre las interfaces.

FIGURA 5.1: Guia de onda donde el indice de refraccidn tiene una discontinuidad de paso en x = +a
y las regiones |x| < a y a < |x| < a+ b son conocidas como el nicleo y el revestimiento, respectiva-
mente. El indice de refraccion del nicleo n; es mayor que el indice de refraccion del revestimiento

ny. Se asume que el medio de propagacidn es infinito en direccién y.

Se considera que la propagacion de ondas electromagnéticas en guias de onda es isotropi-
ca y homogénea es decir que esta libre de cargas en la superficie.” En tal caso, por simpli-
cidad los campos eléctrico y magnétio son arménicos en el tiempo, E = E¢'® y H = He'™
respectivamente, al igual que en el capitulo 2, tenemos que las ecuaciones de Maxwell estan

escritas de la forma

VxE = —iouf , (5.1)
VxH = inekE (5.2)
V.D = 0, (5.3)
V.-B = 0, (5.4)



donde D = ¢E y B = uH, mientras la permitividad y la permeabilidad son funciones depen-
dientes de la coordenada transversal x representadas como u = pou(x) y € = €o€(x), respec-
tivamente. De esta forma los campos E y H son obtenidos mediante los rotacionales de las

ecuaciones (5.1) y (5.2).

Como hemos trabajado anteriormente, escogemos el eje z como el eje de propagacion
de los modos transversal eléctrico (TE) y transversal magnético (TM), y la guia de onda se
asume uniforme en forma y tamafio a lo largo de la direccién de propagacién. A su vez, los

campos también se asumen que son armoénicos especialmente durante su propagacion,

o
|

E(x)e (5.5)
H(x)e ¥, (5.6)

o]
|

donde B es la constante de propagacion longitudinal, la cual en general es funcién de fre-
cuencias y de la geometria de las guias de onda. Tal que el modo TE (también llamado modo
H) es caracterizado por E;, =0y H, # 0, y el modo TM (también llamado modo FE) se ca-

racteriza por E; # 0 y H, = 0. Para estas dos clases de modos se obtienen las siguientes

ecuaciones

azEy 1\ OEy 2 2

W—(;)ng(m eu—P)E, =0, (5.7)
y

0’H, (€\oH,  , 2

2 _<g)g+(® pe—B7)Hy, =0, (5.8)

respectivamente. Definiendo el siguiente cambio de variable para cada modo

Ey(x) = =/ u(x)wn(x)

Hy(x) = —v/&(x)We(x)
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a través del mismo, las ecuaciones (5.7) y (5.8) pueden ser reducidas a ecuaciones estacio-
narias de Helmholtz, de modo que el cuadrado de la constante de propagacidn para este caso

juega el papel de eigenvalores para los modos”

; 1\ [14\?

“"”{‘(z‘i) *(z%) "‘3”2(’”}“”1:‘[52“”“ >
, 1e\ [1¢\?

Vi (37) +(35) e we= v, 10

donde 0”u(x)e(x) = kgn*(x), con n* = gu siendo el indice de refraccion y ko = £ es el vector
de onda en espacio libre.

De esta manera, se define el indice de refraccién como®®

u(x)e(x) = n?(x) (5.11)

donde se considera que el bloque de guia de onda es simétrico, tal que

ny (x) for [x| <a
n(x) = (5.12)
ny(x) — cte. for |x| >a

con np(x) que es el maximo indice de refraccion del centro de la guia de onda. Dado que la

propagacion se realiza en el nicleo del indice de refraccion

ni(x) =g — 52/ (x) ;

2 2 .
y ng es la parte constante del perfil del indice de refraccion, s, = %nonznz es una cantidad
0

adimensional; tal que s, > 0 es el decremento cuadratico de la tasa del indice por unidad de

longitud; y f(x) puede ser cualquier funcién dependiente del perfil del indice de refraccion.
De acuerdo a la teorfa de guias de onda, diferentes f(x) corresponden a diferentes modos de

s ()]
guia de onda.””

Haciendo un cambio de variable a una cantidad adimensional () tenemos

x = kox (5.13)
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recordando que x es la longitud transversal, y ko es el vector de onda. Usando esta nueva

variable adimensional obtenemos

—yr () + (T +TT +52/0) wa(X) = KWa(X) (5.14)
)+ (D 4+ +52f () WeX) = KWe(X) . (5.15)

donde ' (x) = 3£, Ih(x) = %8/ y k% = (n% Bz) con las primadas indicando derivadas

con respecto a ().

En este desarrollo también se podria obtener propagacion fuera del nicleo, tal que en el

revestimiento tendriamos

—Vi(0)+p*w(x) = 0. (5.16)

vl () +p*We(x) = O, (5.17)

siendo p? = (E—; — n(z)) , porque las condiciones de frontera corresponden al hecho de que la
0

componente longitudinal de los campos debe de ser continua sobre la frontera. Asi, E\ debe

de ser continua para x = *+a; teniendo solucién

Yi.exclad = C1cos(ka)exp [—p(|x[ —a)] , (5.18)

tal que la relacion entre Ky p es

tan(ka) = % (5.19)

esta ecuacion es denominada la ecuacién trascendental y determina la constante de propa-
gacién de los modos guiados TE y TM.?” El coeficiente C; puede ser relacionado con la
potencia que llevan los modos guiados. Para n; > ny, pero k> y p? pueden ser positivos.
Cuando p? > 0 el campo eléctrico fuera del bloque guiado decae exponencialmente y uno
obtiene modos guiados; por otro lado para p? < 0 el campo es oscilatorio fuera del bloque y

uno puede obtener modos radiados.

65



5.2. Estructura supersimétrica o modos de factorizacion

siendo que (5.14, 5.15) pueden ser factorizadas como A+A\Vh,e = Kth,e tal que los ope-

31

. . . . . C
radores son definidos similares a los obtenidos en el capitulo anterior como””>

AY =9, +T;+0;, (5.20)

A =0, 4T+, (5.21)

con j = 1,2 para los modos H y E, respectivamente; lo que implica que la funcién ¢;(x) es

determinada por la siguiente ecuacion de Riccati

— 0+ 210+ 05 = 52/ (1) , (5.22)

para perfiles particulares de f()) del indice de refraccion. Por otro lado, W () nos da una
distribucién de modos y K nos genera los valores propios de los modos, donde sabemos que la
ecuacion de Schrodinger soporta M estados excitados para un potencial especifico, entonces

por analogia la estructura f() suportard un total de M modos guiados, Wy .1 (X), Wh.e2(X)-

-» Whe:m(X) con eigenvalores K(II) > Kg) > > KS,{)

factorizacion del primer modo es ATAY), (. = (KEI))ZWM.

con m positivo y entero. Por lo que la

De manera andloga a SUSY podemos aplicar los operadores de factorizacion invirtiendo

el orden, es decir, AATV, , = (KEP) )Z\T!hje, como en el problema de eigenvalores obteniendo

.- . I P -
asi isoespectralidad donde Kg ) = Kg ) y de esta manera podemos obtener la ecuacion com-

pafiera supersimétrica, la cual nos proporciona una estructura compafera que soportara un

modo menos que la estructura original;”® ¥y o1 (X), Whe2(X)s - - » Whewn—1(X) con eigenva-
lores Kgp) > Kgp) > > K,(QI, conm > 1.

o4 (24T 40+ 2T50;+02) Fhe = (P) 5.23

e+ (5 +1;4+0; 4200, + 07 ) Une = (K] ) Wpe s (5.23)

que también puede ser escrita como

/ 2
~ Wi+ (DT 52/ (0 +20)) Wi = (67) Wie (5.249)
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Esta ecuacion compafera solo es valida para propagacion de modos . en una guia
de onda diferente (compafiera SUSY), a diferencia de lo propuesto por Chumakov y Wolf,

siendo que aqui obtenemos un indice de refracion dado por

> (x) = s2f () +290); - (5.25)

3 . . .z ., Q4 . .
En esta ultima aproximacion, obtenemos una relacion de Darbux 74 estrictamente isoes-

pectral en el indice de refraccion.

El tratamiento supersimétrico es idéntico a mecanica cuantica. Donde la forma matricial

de los operadores de factorizacion (las supercargas) son

00

0 = 4ol (5.26)
0 At

ot = C o | (5.27)

Con los operadores de Helmholtz para cada modo transversal que pueden ser escritos

como

H = ATA, (5.28)
H, = AAT, (5.29)

los cuales al igual que en SUSY-QM son componentes diagonales del operador matricial de

Helmholtz

ATA 0 H 0
Hy = = . (5.30)
0 AAT 0

que satisface la superalgebra cerrada

(7,07 ] =0, {0 ,0"}=9,
{0707 }={0". 0"} =0,

67



Notando que H; y #, al igual que SUSY-QM son isoespectrales por que los operadores
de supercargas conmutan con H;. Aplicando el esquema supersimétrico, se obtiene el des-
plazamiento del modo fundamental para #; del cual tenemos que eliminar la contribucién de
las fluctuaciones de este modo. Por lo que, el espectro supersimétrico del segundo operador

de Helmholtz param > 1 es

:Hillfh,e;m = A+A\|fh,e;m = (K%))zwme;m (5~31)

de esta manera podemos escribir el operador compafiero SUSY 45, es decir,

P)

Ho (AW em) = AAT A em = (K2 (AW em) (5.32)

por aplicacion del operador A del lado izquierdo en (5.31). De tal manera que si uno usa las
funciones de onda ¥, o.,, = AW}, ., €n el problema de eigenvalores oy, o = (K,(,iD ))Zﬁih,e;m
entonces se dice que es isoespectral al problema de eigenvalores para #,, bajo la considera-

)

cion (K,(,f) = K,(,? ). Viceversa, aplicando el operador A™ del lado izquierdo al problema de

eigenvalores para 75, es decir,

AT Y em = AT () 2 W eom (5.33)

uno inmediatamente puede obtener el arreglo

5‘[1(A+‘Tlh,e;m) = (Kr(:))z(A+\T’h,e;m) (5.34)

por lo tanto, por comparacion con (5.31) se muestra que escogiendo las funciones propias

de H; como . = A+\T’h,e se obtiene isomodoespectralidad en K,(,f) = K,(,f )

. Para esta con-
sideracion, el operador A y/o (A1) es un operador diferencial de primer orden que también
destruye (crea) un nodo en las funciones propias en las que el operador actia.”” Para m = 1
denominado modo fundamental #; es dado por AJ; .. = 0, este es considerado modo no

ZA2°

degenerado, un caso conocido como “sin ruptura de supersimetria”. Sin embargo, para otros
valores m > 1, estos valores igualmente construyen la ecuacion de modos de una guia com-

pafiera supersimétrica con modos propios
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(P)

kP — D) (5.35)

m—l—l;

el modo fundamental corresponde al eigenvalor (Kgl))2 =0, este ocurre cuando B> = k%n%.

La ecuacién de eigenvalores para este caso es reducida como

AVYpe1 =0, (5.36)

de donde obtenemos

d
0j=— (d—xln(\lfh,e;l) +Tj) , (5.37)

Con la funcién de onda compaiiera relacionada como

A+\|’h,e;m+l

(1) ’
Kerl

lTfh,e;m - (538)

5.3. Aplicacion de perfiles de indice de refraccion para /()
como ley de potencias

Los bloques de guias de onda son caracterizados por una distribucion del indice de refac-
cion (5.11) que nos proporciona una ecuacion de onda que se puede resolver analiticamnente
para los modos transversal eléctrico TE o modo “H” y transversal magnético TM o modo
“E”, si consideramos un caso especifico, donde el material de la guia de onda es un dieléctri-
co, material donde la permeabilidad tiene un valor constante u = 1, tal que el indice de

refraccion solo depende de la permitividad € de la forma

ni(x) = u0e(x) =e(x)

También, si suponemos que f(x) = x* es similar a las fibras opticas, donde o denota
la clase de perfil de indice de refraccién,” para oo = 0 el perfil de indice de refraccién es
constante, para o = 1 el perfil es un perfil triangular, y para o > 1 el perfil es gradual, en
un caso especifico usamos o = 2 donde el perfil de indice de refraccion es parabdlico, y en

otro caso cuando o — oo el perfil de indice de refraccion llega a tener la forma de un perfil
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89,96

escalon. Cuando y — o el indice de refraccion n% llega a ser negativo, esto ocurre para

. . C . .,
casos de gas ionizado (plasma).”’ Entonces, mientras el haz es confinado en la regién para

la cual spx* < ny.

Ahora nosotros trabajamos con los modos de manera separada, primero iniciamos con el
modo TE, para los tres diferentes perfiles de indice de refraccion o = 0, 1,2, para posterior-
mente continuar con el andlisis de el modo TM, para los mismos perfiles, en cada caso se

. . ., 08
usan las soluciones para cada tipo de ecuacion propuesta.

5.3.1. Modo TE

Analizamos el modo TE en este caso I'j = 0, entonces la ecuacién (5.14) tiene la forma

— () + (s2x™) Wi (x) = K2wi(x) (5.39)

Casoa =0

WZ,a:o (x) + (K2 - 52) Wia=0(X) =0, (5.40)

con solucidon

\jlhj(xzo(X) = Cjsin (X\/ K2 — S2) 4+ C> cos <X\/ K2 — Sz) , (5.41)

Las condiciones sobre la constante de propagacion pueden ser permitidas para los valores
de B para encontrar la solucién de acuerdo con senos y cosenos segun la clase, coseno para

los enteros impares y seno para los enteros pares, y sus valores propios se caracterizan en las

2
constantes de propagacion N, = %
0
2.2
2 m-TU
—fp—5%2~— 5 5.42
Nm =Ny — 52 <4a2) (5.42)

en adicidn al valor del tamafio del niicleo (2a) es dado en términos de los indices de refrac-

cion del revestimiento donde el tamafo de a es
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mm

—7
21/n(2)—S2

este depende de los valores de m, tal que m nos dard el nimero de eigenmodos que soporta

a< (5.43)

la guia .

Modo TE, caso o =0

(n (2 n 77(11) n ﬂ‘lﬂ

2.43--' H ; HE— 248

2(pem)

.
h =0

x(um)

-2.48

—2.48 k-
I

231 432 552

231 4.32 5.52

(a) Guia de onda Original (b) Guia de Onda SUSY

FIGURA 5.2: Guias de onda original y supersimétrica para o = 0, del modo TE; con ny = 2.5, n, =

1.5, 2a y a = 2.48 embebida en un sustrato de un material con indice de refraccion n% = n% —sy,yel

parametro C; = 0.5,0.7.

Casoa =1

Wi am1 () — (520 — %) Whao1(X) =0, (5.44)

con solucion

Wio—1(x) =C1AI(E) + O:Bi () , (5.45)

donde & = s, 2/3 (szx — Kz), la segunda clase de solucién Bi(€) es fisicamente imposible,

por esto sélo se usa la solucién CAi (§) ,
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con eigenvalores

2/3
M = — (3’%:2(4:%— 1)) : (5.46)

el valor del tamano del nucleo es

11.25 F

o pum)

a<—7 (— (4m — 1)7:) . (5.47)
/3 \ 8
5

’731-' ’Fin ’LI m

e : B LT - — - T R S
x(um)

S : ! S e e At ey

153 1.95 251 3.15 155 1.96 251 3.15
(a) Guia de onda Original (b) Guia de Onda SUSY

FIGURA 5.3: Guias de onda original y supersimétrica para o = 1, del modo TE; conng =2, n, = 1.5,

2

y a = 11.25 embebida en un sustrato de un material con indice de refraccion ny = n% — 5%, y el

Casoo =2

pardmetro C; = 0.5,0.7.

Vi g () + (A—&) Wha=(x) =0, (5.48)

donde & = s;/ 4)( yA= < con solucién

NG

Wiae2() = CiHn(E) expl(—387). (5.49)
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donde H,,(z) = (—1)"exp (z2) 47 exp (—z2) son los polinomios de Hermite de orden m; con

eigenvalores

N =n3 —/s2(2m+1) , (5.50)

el valor del tamafo del nicleo

V2m—+1

(5.51)
/4

Modo TE, caso oo =2

3.31

a(pem)
x(pem)
o

-3.31

—-3.31

(a) Guia de onda Original (b) Guia de Onda SUSY

FIGURA 5.4: Guias de onda original y supersimétrica para o. = 2, del modo TE; conng =2, n, = 1.5,
2a y a = 3.31 embebida en un sustrato de un material con indice de refraccién n% = n(z) —sox2, yel

parametro C; = 0.1,0.3.

5.3.2. Modo TM

Nosotros analizamos el modo TM de la misma forma para los modos TE en este caso

I = %/, entonces la ecuacién (5.15) toma la forma

N —
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W0+ sy [ —ox™! /+(1S2)2 —a 1
‘ 2ng \ 1= 5" 2ng Xt (5.52)

+52X%) We (X) = sze )

Casoa =0

/

L a—o(X) + (€ = 52) Wea—o(x) =0, (5.53)

con solucion

Wea=0(x) = Cjsin (x\/ K2 — s2> +C,cos (x VK2 — sz> , (5.54)

y sus eigenvalores son

m*m?
N = 1§ — 52— ( e ) ; (5.55)

la cual es similar en este caso al modo TE; y su valor a es

a< " (5.56)

2\/n%—s2

Modo TM, caso o. =0

Casoo =1

0

3 /5\?
Vo1 (X) — (Szx— K+ 2 (n%) ) Vea=1(x) =0, (5.57)

en esta parte hemos aplicado una expansion en series para el segundo y tercer término en

3
(5.52), tal que al hacer este desarrollo los términos de (%) < 1 llegan a ser despreciables,
o

por lo que la solucién es

Vea=1(X) = C1AL(S) , (5.58)
2
con § = s2_2/3 (s2x—A)yA=1x>—3 (%) ; con eigenvalores
o
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(I ) n
7y’ ny 7

2.48 - ‘ i ' i 2.48

*(pm) a(pm)

—2.48

—2.48 -—l { ! ———

2,‘31 4,’32 5‘.52 2.-31
(a) Guia de onda Original (b) Guia de Onda SUSY

FIGURA 5.5: Guias de onda original y supersimétrica para o. = 0, del modo TM; con ng = 2.5,
ny = 1.5,y a = 2.48 embebida en un sustrato de un material con ndice de refraccién n3 = n3 —s5, y

el pardmetro C; = 0.5,0.7.

2/3 2
S (3’%4”1— 1)) 2 (%) ; (5.59)

1 (3 2/3
)
Modo TM, caso ot = 1
Casoa =2
V. a (%) + (A —E) Weaa(x) =0, (5.61)

K (%) 2
donde & = b!/*y, A= T" yb=3 (%) + 57 con la solucion
1
Veo=2(4) = CiHn () exp(—&) , (5.62)
de igual manera que para los modos TE en el caso de . =2, H,,(z) = (—1)™exp (zz) % exp (—zz)

son los polinémios de Hermite de orden m, donde también hemos aplicado expansion en se-
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[95] 9, [95] (n

74 75 7’ 71
11 "SL————I- ; P 1125 oo ..
() 72 am1 x(pem) "2
ol [ § N L o o L.
e ; ° N e
1.53 199 2.51 315 1.53 1.99 2.51 3.15
(a) Guia de onda Original (b) Guia de Onda SUSY

FIGURA 5.6: Guias de onda original y supersimétrica para & = 1, del modo TM; conng =2, n, = 1.5,

y a = 11.25 embebida en un sustrato de un material con indice de refraccién n? = n(z) — 50X, y el

pardmetro C; = 0.5,0.7.
. . 3 .
ries, y los términos (fl—%) < 1 son despreciables.
0

Los eigenvalores son

N =13 —Vb(2m+1) — <S—§) : (5.63)

ny

y el tamafio del nucleo por el valor de a es

v2m—+1

s (5.64)

a<

Ambas soluciones de los modos transversal magnético y transversal eléctrico, nos dan
para cada caso representado su compaiiero supersimétrico y su correspondiente indice de

refraccion.

Modo TM, caso o0 = 2
Como se muestra en las figuras (5.2,5.3,5.4) y (5.5,5.6, 5.7) para el modo transversal
eléctrico o modo H y para el modo transversal magnético o modo E, notamos que el com-

portamiento de ambos modos es similar para cada caso con respecto al indice de refraccion
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(a) Guia de onda Original (b) Guia de Onda SUSY

FIGURA 5.7: Guias de onda original y supersimétrica para o. = 2, del modo TM; con ng =2, ny = 1.5,

y a = 3.31 embebida en un sustrato de un material con indice de refraccién n? = n% — 5%, y el

pardmetro C; = 0.2,0.4.

gradual donde se ve que sélo para el modo transversal magnético se nota una pequeiia dismi-
nucioén en el tamaio del nicleo, esto es débido a la aproximacion utilizada en la expansion
en series en la solucidn, y también se observa que los perfiles supersimétricos de indice de
refraccion son todos parabdlicos para todos los casos con este comportamiento peculiar en la
frontera, se puede notar también que las guias de onda compafieras muestran una reduccion
del tamafio del nucleo, lo que nos lleva a pensar que las guias de onda obtenidas bajo el
tratamiento supersimétrico un modo menos que las guias originales débido a que no contie-
nen el modo fundamental, y a su vez tienden a serdn mds delgadas. El pardmetro C en todos
los caso es un parametro de escala que nos indica la amplitud de los modos introducidos
en las guias de onda tanto originales como supersimétricas. Bajo este método podemos ha-
cer un subtratamiento supersimétrico a las guias supersimétricas lo cual nos lleva a obtener
un tratamiento jerarquico supersimétrico, esto tecnoldégicamente significa un filtrado de mo-
dos propios, mediante las estructuras supersimétricas. Esta relacion es representada en las

siguientes figuras, para cada caso, tanto en los modos TE como en los modos TM.
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FIGURA 5.8: Construccién Jerarquica para los modos TE y TM en el caso oo =0
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FIGURA 5.9: Construccion Jerarquica para los modos TEy TM en el caso o0 = 1
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FIGURA 5.10: Construccién Jerdrquica para los modos TE y TM en el caso o0 = 2

5.4. Guias de onda multicapa

Como se ha mencionado anteriormente, las guias de onda, en su mayoria son conocidas
como guias de onda dieléctricas, y son estructuras que se usan para confinar y guiar la luz en
estos dispositivos Opticos. Principalmente las guias de onda son estructuras planas creadas

de peliculas delgadas o franjas de algiin material.

Por otra parte, como se ha mencionado en este capitulo se trabaja con estructuras en
forma de bloque de guias de onda, tal que, se tenga una propagacion controlada por los ma-
teriales usados, se considera una guia de onda multicapa a un bloque de al menos tres capas,

, . ()() ’, oy
y estas son separadas por algin material;”” en especifico nosotros utilizaremos un arreglo
en bloque de guias de onda, pero con caracteristicas superimétricas, en donde se observa
que, el perfil de indice de refracciéon compafiero tiene la capacidad de filtrar un modo menos
en la nueva guia en comparacién con la guia de onda original. Aqui aplicaremos dos tipos
caracteristicos de guias las cuales son andlogas a las fibras Opticas, con la diferencia que en
lugar de guia cilindrica se hard una estructura en bloque de placas paralelas, las cuales son:
i) las gufas de onda “M”'"" y ii) las gufas de onda “W”'°! que son asf definidas por la forma

en que se usan los materiales con sus respectivos indices de refraccién. !

'Guias “M” y gufas “W” generalmente son estructuras usadas para reducir los efectos de dispersién en
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El andlisis de guias de onda multicapa, se hace mediante la aplicacion de las condiciones
de frontera para cada capa en las interfaces. Y se desarrolla como una adaptacion de la teoria
de matriz de transferencia donde se obtienen las propiedades de reflexion y transmision del

o (010 9
bloque multicapa.””> 'V

La construccion de las guias de onda tanto “M” como “W” son representadas de manera
graficaen las figuras (5.11 a)) y (5.12 a)), y la propuesta de guias “M” y “W” supersimétricas,
en las cuales se pueden filtrar modos ya sea en el revestimiento por el perfil compafiero en
las guias “M” supersimétricas o bien se pueden filtrar los modos hacia el nicleo como son
en las guias de onda “W” supersimétricas, hecho que se muestra en las figuras (5.11 b)) y
(5.12'b) ), respectivamente. Lo que queda por hacer, como propuesta de trabajo futuro, hacer
el anélisis tedrico de la matriz de transferencia en este tipo de estructuras, para asi calcular

sus coeficientes de reflexion y transmision.

la propagacion de pulsos, donde estas estructuras pueden ser creadas dado un ajuste del indice de refraccion.

Usualmente estas estructuras son mas comunes en fibras opticas.
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FIGURA 5.12: a) Guia “W” con perfil de indice de refraccion constante, b) Guia de onda “W” super-

simétrica con perfil de onda compaiiero

82



Capitulo 6

Factorizacion no lineal

Los métodos de factorizacion de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, tal
como se obsevo para la ecuacion de Schrodinger, son métodos que en matematicas estan bien

establecidos.

En el area de fisica, estos tratamientos han causado gran interés como una forma elegante
de resolver problemas fundamentales de autovalores en la mecanica cuéntica, y con ello més
tarde en mecdnica cudntica supersimétrica debido principalmente a su asociacion natural.
Este ultimo enfoque se ha extendido a algunos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales, y también a méds dimensiones. En recientes anos, la técnica de factorizacién se ha
aplicado para encontrar soluciones exactas de muchas ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales, y para ecuaciones diferenciales parciales no lineales, principalmente en el contexto

de ondas viajeras.

En este capitulo, generalizamos la técnica de factorizacion que introdujeron anteriormen-

te Rosu y Cornejo-Pérez' "% 10+

para ecuaciones no lineales con una funcién monomial en la
primera derivada, es decir, con un término de amortiguamiento que también puede ser no
lineal, a ecuaciones no lineales con funciones polindmicas de segundo y tercer grado en la

primera derivada.
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6.1. Factorizacion de ecuaciones no lineales con un grado

monomial de primer orden en la primera derivada

Como es bien sabido, la ecuacion diferencial parcial de segundo orden tiene la forma

9%y dy

—5 —+F =0 6.1

52 Hfs) 5o+ F(s) =0, (6.1)
la cual podemos reescribir como

)%s"‘f(y,s)ys‘f‘F(yas):O» (62)

donde % =y y g% = ygs son la primera y segunda derivada parcial, F(y,s) y f(y,s) son

funciones arbitrarias de y(s) y s, las cuales pueden ser factorizadas como:

[Ds — 92(y,8)][Ds — 91 (y,5)]y(s) =0, (6.3)

tal que Dy = d/ds. Expandiendo (6.3), uno puede hacer uso de la siguiente agrupacion de

términos: ' 104

D%y — <¢1 + 02+ a(%y) Dsy+ (0102 — 901 /ds)y =0, (6.4)

comparando la ecuacion (6.2) con la ecuacion (6.4), obtenemos las condiciones

d
¢1+¢2+% = —f, 6.5)
v
¢1¢z—? = £03) (6.6)
s y

cualquier factorizacién como (6.3) de una ecuacién escalar de la forma dada en la ecuacién

(6.2) nos permite encontrar una ecuacion diferencial de primer orden compatible,

[Ds — 01(y,5)]y =Dsy—01(y,5)y =0, (6.7)

cuya solucion proviene de una solucion particular de la ecuacion (6.2). En otras palabras, si

somos capaces de encontrar una pareja de funciones ¢1(y,s) y 02(y,s) tal que estas pueden
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factorizar la ecuacion (6.2) en la forma (6.3). Entonces, resolviendo la ecuacién (6.7) nos
permite encontrar una solucion particular de la ecuacién (6.2). La ventaja de esta factoriza-
cion, se ha demostrado para el caso particular cuando no hay una dependencia explicita de s,

es decir, para ecuaciones

yss+f)ys +F(y) =0, (6.8)

en las cuales las condiciones de factorizacién son

d

¢1+¢2+%y = —f, (6.9)
Yy
0100 — —F;”), (6.10)

cuando las dos funciones desconocidas ¢1(y) y ¢2(y) se pueden encontrar facilmente al fac-
torizar F(y), es cuando esta funcion es un polinomio o estd escrita como un producto de
dos funciones. Una ilustracion de esta técnica se obtuvo en el caso de la ecuacién ctibica
de Ginzburg-Landau que se puede encontrar en el trabajo de Rosu et al.'’” Notando que el

intercambio de las funciones de factorizacion convierte (6.9) y (6.10) a

d -

¢1+¢2+%y = =, (6.11)
y
F

0102 = F0) (6.12)

y

que corresponde a la ecuacion

s+ f)ys+F(y) =0. (6.13)

Si s es una variable viajera, esto sugiere una relacion cinemaética entre las soluciones ti-

po Kink (6.8) y (6.13) envueltas bajo los diferentes amortiguamientos no lineales f(y) y £(»).

Finalmente, en el caso que f =0y F(y,s) = V(s)y, las funciones de factorizacién ¢ sélo

dependen de s y la ecuacion (6.2) es una ecuacion lineal de la forma
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Vs +V(s)y=0. (6.14)

Las condiciones de factorizacion son simplificadas como

¢1+0 = 0, (6.15)
d
oitr— 2 = V(). (6.16)
De (6.15), uno tiene 01 = —02 = ¢ las cuales al ser sustituidas en (6.16) nos proporciona

la ya bien conocida ecuacién de Riccati —d¢/ds — ¢*> = V(s) definiendo el potencial de
Schrédinger en mecénica cudntica en términos de la funcién de factorizacion. El intercambio
de ¢; con ¢, produce un compaiero de la ecuacién de Riccati d/ds — 0% = V(s) de gran

uso en mecanica cudntica supersimétrica.

6.2. Factorizacion de ecuaciones no lineales con funcion po-

linomial de segundo orden en la primera derivada

Dada nuestra consideracién de la ecuacién diferencial ordinaria no lineal de segundo

orden con coeficientes variables

Yss + L :8)ys +8(v,8)ys + F(y,5) = 0. (6.17)

Una factorizacion de la forma

[DS +f(yas)ys _¢2(Y7S>][Ds —¢1(y,S)]y =0 ) (618)

es posible si seguimos las siguientes ecuaciones de restriccion que son satisfechas por

0
¢1+¢2+(aiyl+f(yas)¢l>y = _g(yas), (619)
¢1¢z—aaﬂ _ FOw) (6.20)
S y
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Por otro lado, existen también casos cuando uno puede trabajar con ¢, = 0. En tales

casos, las restricciones toman la forma

¢r+(%§+f&ﬂ¢0y = —gs), (6.21)
_9 _ FOw) (6.22)
s y

Finalmente, el caso degenerado que corresponde a ¢; = 0, también implica que F' = 0,

teniendo este caso una simple restriccion

02 =—g(ys) - (6.23)
Como un ejemplo de un caso degenerado, se da en la ecuacidn para la funcion radial de

una métrica isotropica en relatividad general que estd descrita como

3 1
Yss— =Y —=ys =0, (6.24)
y S
con la ecuacidn (6.23) de la forma
1
02= < (6.25)

La solucidn es

1 a
2V1+bs?’

donde a y b son constantes de integracion, y pueden ser encontradas por principios elemen-

y= (6.26)

tales.

Una de las aplicaciones mds importantes es aquella en la cual no existe una dependencia
explicita de s en la ecuacion, por lo que ni F ni la ¢ dependen de s, cuando las restricciones
son similares a (6.9) y (6.10). Si, ademas, uno supone que ¢; = ¢» = ¢, entonces la segunda

ecuacion de restriccion proporciona la funcién de factorizacién como

00 =4/ == (6.27)
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Sustituyendo (6.27) en la primera ecuacién de restriccion obtenemos la siguiente expre-

sion para el coeficiente g

1 [F(y)

s =51/ 2 3+ (F 42000 629

para dados f(y) y F(y), la dltima ecuacién nos da un coeficiente g(y) para el cual la ecuacion

no lineal puede ser factorizada de la forma

Do+ f0)ys = VFO) ] [Ds = VFO) o]y =0. (6:29)

Existen ecuaciones de tipo similar a la tltima, las cuales no presentan un término lineal

en la primera derivada. Esto implica que g(y) = 0, es decir

s+ (F42r0))y=0. (6.30)

la cual es separable. Con la solucién

F(y) = Cy 3¢ 2/ fwdu. 6.31)

con C que es una constante de integracion, que proporciona la forma de F para un f dado que
permite la factorizacion de la ecuacion. Sin embargo, por simple que parezca, la condicion
(6.31) es bastante restrictiva. En aplicaciones fSicas, las ecuaciones diferenciales con cua-
drados de la primera derivada se encuentran en dreas altamente no lineales. Se dan algunos

ejemplos de este método en el trabajo de Rosu y colaboradores.'”°

6.3. Factorizacion de la ecuacion no lineal de Korteweg-de

Vries

Como se menciono en el primer cépitulo de esta tesis, una de las principales ecuaciones
que describen la propagacion de solitones es la ecuacion no lineal de Korteweg-de Vries, la
cual en su forma fundamental describe la competencia entre ligeras no linealidades y ligera

dispersién,'”” que se escribe como
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us + 6utty + Uy = €P(u) | (6.32)

donde P(u) es una perturbacién y € es un pardmetro pequeflo, cldsicamente en la ecuacién

Korteweg-de Vries € = 0.

Entonces, podemos empezar considerando la solucién de la ec. (6.32) como una onda

viajera, tal que u(z,t) = y(z—vt) = y(s), con s = z— vz por lo que

Vsss — VYs + 6)’)’5' =0 (633)

recordando que ys; = % y de igual forma para las derivadas de orden superior. Asi, integrando

sobre las derivadas totales, tenemos

yss+ (3y* —vy—C) =0, (6.34)

si hacemos F(y) = (3y? — vy — C) obtenemos

Yss+F(y) =0. (6.35)

ahora podemos aplicar el método caracteristico de factorizacion no lineal de ecuaciones dife-
renciales de segundo orden.'’*~'"° Descrito por las ecuaciones (6.1-6.13), de donde para este

caso especifico f =0 en la ec. (6.35), obteniendo las siguientes condiciones de factorizacion

d
oot Dy = 0, (636)
y
F
oror = ) (6.37)
y
Partiendo de la ec. (6.37) buscamos las expresiones explicitas de ¢; y ¢, tal que
F
02 = _(y) ; (6.38)
Oy

sustituyendo en (6.36) llegamos a
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¢1+w+@y20,

O1y dy
o1 @ -q)l (Zy ) | (6.39)
Yy
haciendo el cambio de variable ¢; = 7, tal que dq)‘ = y W 2y (1)2 = W—2 sustituyendo en (6.39)
y resolviendo,
wdw = —F (y)dy

y
w= \/2 <—/ F(y')dy —|—Co) , (6.40)

de esta manera ¢; es igual a

_ [y / /
¢1:\/2( S F}()y)dy +Co) 641)
y 0 por la ec. (6.38) es
F (y)
6.42
¢2 \/2 dy +C0) ( )

por lo que la factorizacion ec. (6.3) toma la forma

y
p, VZEJFODHG o (ea3)

y

F (y)
V2(= [PF(y)dy' +Co)

Para encontrar la solucién de la ecuacion de Korteweg-de Vries también se puede obtener

D, —

mediante la factorizacion, si resolvemos para la solucion particular partiendo de la ec. (6.7),

asi utilizando la expresion para ¢ de la ec. (6.41) tenemos

Dsy — ¢1 ()’7 S)y
dy
ds

= V=293 4+ w2 +2cy+2C,

factorizando el polinomio cibico como (y —a)?(b—y) con ¥ =2a+b, —c =a(a+2b)y

Co = a?b, tal que a <y < b, de esta manera, sustituyendo en la ecuacién anterior
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dy
V=23 + 2 +2cy +2Co

1 / dy
V2J) (y=a)vb—y
haciendoy =a+ (b— a)sechze, encontramos la relacién de dependencia de s en y al obtener

a0

ds =

1 / 2(b — a)sech’0 tanh 640
V2 (b—a)sech?0v/b—a\/1 — sech’®
V26

s = o= (6.44)

N

por lo que la solucién es similar a la ecuacidn obtenida en el apéndice (A) ec. (A.12) entonces

¥(z1) = a+(b—a)sech? ( : bé - vt)) . (6.45)

Una vez, habiendo encontrado la solucién, podemos también obtener la ecuacién com-
pafiera, la cual se encuentra, como se ha mencionado en secciones anteriores, al intercambiar

en el orden de operacion las funciones de factorizacion quedando como

[Ds — 01] [Ds — ¢2]y(s) =0,

de esta manera, la ecuacién compafiera sera

d*y(s) F(y) N V2(= [PF()dy +Co) N y dF (y)
ds® V2(= TF(y)dy +Co) y V2(=TF(y)dy +Co) dy

y F(y)

2
V2(= [PF(y)dy +Co) <\/2 —PF(y dy~|—C0)> ds

_|_

Tomando en cuenta que la ecuacién reducida de KdV ec. (6.35) no tiene primera derivada

y que la solucion particular se obtiene de =01 xy = \/ 2(— [PF(y)dy +Cp), entonces

podemos intercambiar esta derivada de primer orden, y obtenemos
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2 s oy / /

ddys(z)_ F(y)+2( fF(yy)dy +c0)+de() (\/2 F(y)
2 S

0 7 )=0

o 2
con F(y) = 2=L F(i} Jdy'+Co) | ydlzgy) +y (\/2 fyf; ) dy’+C0)) . Teniendo solucion que se

obtiene al igual que para ¢; tomando la ecuacién de primer orden

dy(s) _ (3y*—vy—C)y

ds ﬁ\/—y3+%y2+cy+Co
ds \/—y3+%y2+cy+Cod )
- = N
V2 GOy

de donde

s\ ittt /
V2o (3 =wy=C) \/ V4 35y? +cy+Co

dy
VY352 +ev+Co

sabiendo que s = % Ik entonces

\/—y3+§y2+cy+co

V2= (3y2—vy—C)

(6.47)

si factorizamos \/ —y3+ %yz +cy+Co = (y—a)v/b—y como se hizo anteriormente y resol-

. /12 .
vemos para los coeficientes obtenemos que a4 = “E 6 VEVVEADC g p — s 362C°12 )2, siendo que
vEvVve+12c

v < a < b. Por otro lado, si factorizamos el denominador de la ec. (6.47) la factorizacién de

3y? —vy —ces (y —a)? por lo tanto

_(y—a)vb—y b—y
V2= (y—a)? — y-—a

haciendo y = a + (b — a)sech?6, entonces se llega a
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donde finalmente la solucion queda como

y=a+ (b—a)sech? Barc sinh (2\/5\/19 —a(z— vt))} (6.48)

De esta manera, encontramos los solitones supersimétricos obtenidos mediante el trata-
miento matematico de factorizacion para la ecuacion no lineal de Korteweg- de Vries que
estan representados por las ecuaciones (6.45) y (6.48), y graficamente se observan en la fi-

gura (6.1).

Los solitones tanto el KdV como el KdV supersimétrico, presentan las caracteristicas
propias de los solitones, con la unica diferencia que el solitén supersimétrico es de un an-
cho menor al soliton KdV, una caracteristica que se observa de manera regular al aplicar un
tratamiento supersimétrico, como ya lo vimos en los perfiles de indice de refraccién super-
simétricos en las estructuras obtenidas en el capitulo 5 y a sus perfiles de propagacidn, y

ahora se observa un comportamiento similar en estos solitones.
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(a) Solitén KdV (b) Propagacioén del Solitéon KdV

(c) Solitén supersimétrico de KdV (d) Propagacidn del Solitén supersimétrico

FIGURA 6.1: Solucién soliténica de la ecuacién no lineal de KdV (6.45) y para un solitén super-

isimétrico ec. (6.48), con las constantes co = 1.3, ¢ = 0.1, y la velocidad v_2
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Capitulo 7

Conclusiones

Como se hizo mencion anteriormente la idea de supersimetria inicialmente en fisica se
define para el problema de unificacidn entre las particulas fermidnicas y bosonicas del mode-
lo estandar en fisica de particulas. Definicidén que en un principio, dice que a cada particula,
le corresponde una particula compafera supersimétrica que difiere solamente por medio spin.
Matematicamente en la literatura utilizada en el documento de tesis, se desarrollan los méto-
dos supersimétricos implementados para plantear una analogia directa entre SUSY-QM y
C)ptica que nos hizo incursionar al tratamiento de factorizacion en el campo de la 6ptica, tal
como se observa en recientes estudios en esta rama de la fisica, donde bajo este desarrollo
se proponen pulsos que se propagan en medios Opticos y obtenemos medios opticos com-

pafieros supersimétricos con caracteristicas materiales definidas a través de la supersimetria.

Por otro lado, en este documento inicialmente en los capitulos 1 y 2 se hace una des-
cripcion general del tratamiento de propagacion de pulsos a través de un medio, donde se
describe principalmente los tipos de solitones y su obtencién matématica como soluciones
en las principales ecuaciones de dptica tanto lineal como no lineal, las cuales generalmente
son las ecuaciones de Schrodinger, Ginzburg-Landau, Helmholtz y Kdv. Especialmente se
hace mayor énfasis en la ecuaciéon de Schrodinger, ya que se deja en claro que esta ecuacion
presenta una relacion directa con la ecuacion de Helmholtz en su régimen paraxial, y se de-
fine que esta ecuacion nos presenta la relacion directa con la mecénica cuantica y por ende

con la supersimetria cudntica.
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En el capitulo 3 desarrollamos un método de solucion de ecuaciones no lineales de coe-
ficientes variables tanto de la ecuacion no lineal de Schrodinger y de la ecuacion no lineal de
Ginzburg-Landau; las cuales resolvimos bajo el método propuesto de He-Li, que consiste en
un mapeo de una ecuacion de coeficientes variables a una ecuacion de coeficientes constan-
tes, con lo cual obtuvimos las formas explicitas de los solitones no autbnomos propagéndose
en una fibra éptica en un par de casos de importancia experimental, para la ecuacién de
Schrédinger y para un par de casos de amplitud fija y amplitud arbitraria para solitones bri-
llantes en la ecuacion de Ginzburg-Landau. En las condiciones apropiadas para el manejo de
solitones no auténomos, se puede realizar un mapeo que convierte dichas ecuaciones en una
funcién que parametriza el mapeo, tal como es el caso de la funcioén Fj para ambas ecua-
ciones. Esta condicion garantiza la integrabilidad del sistema y muestra que los solitones no
autdbnomos son posibles solo si los parametros de la fibra Optica cumplen esta condicion.
En general, los solitones no auténomos difieren del soliton estdndar con respecto al cual se
construyen en el método de He y Li por tener una amplitud y un ancho que dependen de los

parametros materiales de la fibra Optica en la cual se propagan.

Posteriormente en el capitulo 4 hacemos una descripcion de la conexion de la mecédnica
cuantica con la 6ptica en donde se hace uso de las descripciones encontradas en la literatura,
especificamente del trabajo propuesto por Black y Ankiewicz, el cual nos sirvié como co-
nexion directa de la dptica paraxial con la supersimetria cudntica como lo dice Chumakov
y Wolf, y de esta manera en el trabajo de tesis poder hacer un tratamiento donde analizo
y describo como la supersimetria ofrece una manera mas versétil en la sintesis de una cla-
se nueva de estructuras Opticas, con propiedades y funcionalidades deseadas. También nos
dimos cuenta que el tratamiento propuesto por nosotros difiere un poco en principio de la
propuesta inicial de Chumakov y Wolf, donde ellos proponen haces supersimétricos que se
propagan en una misma guia optica y nosotros proponemos diferentes guias. Bajo este desa-
rrollo encontramos una fuerte relacion entre los supercompaiieros tal y como la teoria super-
simétrica lo dice, y se pudo describir una forma sistematica de construccion de potenciales

que relacionan los indices de refraccion capaces de soportar modos guiados supersimétricos,
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descripcion que se desarrolla en el capitulo 5 con gran detalle.

En el entorno de la descripcion supersimétrica en el capitulo 5 pudimos conectar los mo-
dos transversales eléctricos y los modos transversales magnéticos con sus compafieros super-
simétricos los cuales se propagan en bloques de guias de onda especificos, con caracteristi-
cas estructurales dieléctricas que se obtienen directamente del tratamiento supersimétrico,
es importante notar que a diferencia de los tratamientos encontrados en la literatura existen

novedades interesantes que son:

1 Se obtiene la ecuacién de Helmholtz tanto para el modo TE (Transversal Eléctrico o
modo H) como para el TM (Transversal Magnético o modo E) que contienen una de-
pendencia de la variable transversal de permeabilidad eléctrica €(x) y la variable de
permitividad magnética u(x) respectivamente. (En articulos sobre supersimetria opti-
ca solo hacen el andlisis para el modo TE), lo que nos lleva a poder obtener alguna
solucién no solo para el caso de materiales diélectricos si no también para otro tipo
de materiales, en los cuales podemos asociarle una forma funcional a la permitividad
magnética y ai poder tal vez trabajar con materiales magnéticos, materiales que con-

tengan plasma, o bien metamateriales, bajo el tratamiento supersimétrico.

2 Se obtiene una forma general para la ecuacién de autovalores para ambos modos, de

la ecuacion para el modo TE, y de la ecuacion para el modo TM.

3 Se encuentra la estructura supersimétrica general para ambos modos, tanto para el per-
fil de indice de refraccién como para el indice de refraccién compaiiero , la solucién de
la ecuacion de Riccati que contiene la dependencia de la permitividad y la permeabili-
dad de ambos modos, y también se consigue la funcion de propagacion de los modos

compaieros.

4 Se dan los casos particulares para ambos modos de propagaciéon para una funcion

f(x) =x%en el perfil de indice de refraccion, donde se hace la consideracion que es
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una guia de onda dieléctrica como se ve en la literatura recalcando que se obtiene para
ambos modos de propagacion, el parametro o se tom¢ igual a 0, 1 y 2, en la literatura
solo se toman O y 2, en este articulo se hace el caso de o = 1 que no hay reportado un

tratamiento supersimétrico para este caso especifico.

estas novedades encontradas nos hacen pensar en aplicaciones Opticas de nuevas estruc-
turas materiales. Estas estructuras tienen aplicacion directa mediante la obtencion de los
modos propios de alto orden tanto de los modos TEs como los modos TMs, que se obtienen
mediante una construccion de tipo escalera jerarquica de guias de onda supersimétricas. Con
lo que se concluye que es posible crear nuevas guias de onda que puedan soportar los modos
TE y TM con perfiles de indice de refraccién bien definidos como es el caso de guias de
onda tipo M o W que serian una representacion de modos supersimétricos jerarquicos que a
su vez funcionan como un proceso de filtrado de modos, ya sea en el niicleo de la guia o en

el revestimiento, s6lo con uso de perfiles compaiieros.

Por ultimo, se hace un desarrollo como parte del uso del método de factorizacion de ecua-
ciones diferenciales no lineales también visto desde un punto de vista dptico supersimétrico,
se trabajo con el método propuesto por Rosu y Cornejo-Pérez donde se propone una ex-
tension para ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden que contienen formas
cuadréticas y cubicas polinomiales en la primer derivada. Al hacer esto, uno puede buscar
soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden mds simples, correspon-
dientes al primer bracket de factorizacién de la derecha aplicada a dichas funciones. Esto
funciona bien cuando solo hay un término lineal en la primera derivada. Cuando las po-
tencias de las primeras derivadas son mayores de uno, las condiciones de restriccion en las
funciones de factorizacién se vuelven mds complicadas, y el método de factorizacion es me-
nos apropiado. En general, el método de factorizacién todavia puede funcionar cuando los
coeficientes de la ecuacion no lineal no dependen explicitamente de la variable independien-
te, porque las ecuaciones de restriccién son menos restrictivas en estos casos. Este método
de factorizaciéon de ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales, es usado para
encontrar soluciones supersimétricas en una ecuacion de uso comun en 6ptica no lineal, la

cual es la ecuacion de KdV, donde como solucion obtuvimos la solucién solitonica y su solu-
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cion soliténica supersimétrica, donde también nos dimos cuenta que mediante el tratamiento
superimétrico en ecuaciones diferenciales no lineales, las soluciones conservan las carac-
teristicas propias de los solitones, con la tinica diferencia que el soliton compafero presenta
un ancho menor al solitén original, estableciendo esta caracteristica, como una caracteristica

comun de la aplicacién del método supersimétrico.

En general, podemos concluir que usando métodos supersimétricos en una descripcion
de estructuras Opticas se pueden generar estructuras con nuevas caracteristicas especificas de
filtrado de modos, ya que por construccién de bloques de guias de onda podriamos formar
estructuras con modos especificos. Por otra parte, también, podemos hacer uso de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales que tengan alguna descripcidn Optica y factorizarlas me-
diante el método supersimétrico, y asi encontrar la estructura supersimétrica adecuada para

cada caso y sus solitones propios para cada estructura.
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Apéndice A

Ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV)

A.1. Solucion de la ecuaciéon Korteweg-de Vries (KdV)

El fenémeno descrito por Rusell puede ser expresado por una ecuacion diferencial parcial
no lineal de tercer orden. Recordando que una ecuacién diferencial parcial es matemética-
mente una ecuacion que contiene una funcién desconocida de més de una variable, asi como
algunas derivadas de la funcion con respecto a las diferentes variables independientes. En
una aplicacion practica las ecuaciones diferenciales parciales describen procesos dindmicos
que tiene dependencia temporal (por lo tanto, denotada por t) y (normalmente sélo hasta 3
variables) espaciales (por lo tanto, se denotan por x, y, y z), la ecuacion Korteweg de Vries
(KdV), es no lineal ya que en el segundo término muestra un producto que depende de la
funcion y es de tercer orden.

oy oy Ay

— toy——+

o TV T =Y (A-D)

Tiene soluciones exactas ya que no existe ninguna condicion inicial o de frontera. Su

solucion es llamada Solitonica. Iniciamos considerando la funcién de onda tal que

y(x, 1) =Ax—vt) =A(E), (A.2)

donde c representa la velocidad de la onda. Si derivamos la ecuacion (A.2) y la sustituimos

en (A.1) tenemos una ecuacion diferencial ordinaria de la forma
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dA dA d3A
—vé +6A—— 7 d§3 =0. (A.3)

Integrando esta ecuacion directamente por las derivadas totales, tenemos

d’A
—vA—|—3A2—|—d—§2—c1, (A.4)

donde ¢ es la constante de integracion. Con el fin de obtener una funcién de primer orden

para A se multiplica por dF, es decir

dA dA d*AdA dA
—VA— 4342 = ¢|—
METY E T T Y
d (dA
—VAdA +3A%dA + — | == = c¢1dA.
vAdA +3A~°d +d& (d&) C1

Integrando nuevamente tenemos

2 dE

tal que ¢, es una constante de integracion. Ahora resolvemos para dF,

1 [(dA\?
A2 A3 ( >:clA+c2, (A.5)

= \VP@), (A6)
donde P(A) es el polinomio ctibico

1%
P(A) = —A% + EA2 +clA+c .

Si tomamos las raices positivas de (A.6) y suponemos que tiene raices distintas de cero:

teniendo que o tiene multiplicidad uno y B de multiplicidad 2, con B < a.. P sera
P(A)=(A—P)* (a—4) , (A7)
Para f < A < @, la ecuacion (A.6) puede escribirse

dg dA (A.8)

T A-BVa—A’

haciendo el cambio de variable
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A =B+ (o.—B)sech?0 , (A.9)

tal que la derivada de A con respecto de 0 es

dA )
= 2 (ou—P)sech“6tanh 6

por lo que la ecuacién (A.8) toma la forma

2 (0. — B) sech’@tanh 646

dg =

(o—B) sechze\/oc — (B+ (. —PB) sech?0)
& — 2tanh 8d6

/ou— PV 1—sech?d
dE — tanh 040

- Jo— Btanh 6
g = 1 (A.10)
o—p

integramos de 0 a® y de 0 a &

I =

B
& = 0 (A.11)
o—p
recordando que = x — vz, por lo tanto
0= OCZ_B (x—vt) ,
tal que regresando a la ecuacion (A.9) tenemos
2 Vo—P
A(x,t) =B+ (o —B)sech T(x—vt) (A.12)

comparando las expresiones (A.5) y (A.7) para P(A), podemos ver que la velocidad de la

onda es

v=20—4B (A.13)
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De modo que, usando (A.12) y (A.13) en (A.2) obtenemos

y(x,t) = A(x,1)

= B+ (au—P)sech? <—V°°2_B(x—(2oc—4[3)t)) , (A.14)

siendo (A.14) el denominado “Solitén de KdV”.
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Apéndice B

Ecuacion no-lineal de Schrodinger (NLS)

B.1. Solucion de la ecuacion no lineal de Schrodinger

Otra de las principales ecuaciones en la representacion solitonica dentro de medios dis-
persivos es la ecuacion no lineal de Schrodinger (ENLS) la cual tiene dependencia de un

potencial espacio-temporal, descrita como

1 02
L 1\

2022

oy
’at

2
NV YV )y =0 (B.1)
generalmente cuando el potencial V (x,7) = V(x) se le conoce como Ecuacién de Gross-
Pitaevski (GP) cuando el potencial es una funcién de la posicién solamente, teniendo que
la dependencia del tiempo aparece sélo como un término de fase en la funcién de onda.
La ecuacion NLS puede ser encontrada en diferentes problemas de fisica, dptica y mecani-

ca cuantica, mientras que la ecuacion de GP es utilizada para describir los condensados de

Bose-Einstein.

Aqui se desarrollard la solucién del caso trivial donde el potencial es V (x,¢) = 0 de modo

que la ecuacién (B.1) es

2
v 1oy

R (R A (B.2)

Se considera el ansatz de la forma
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y(x,1) = A(x, )M+ (B.3)

con A(x,t) y n(x,t) funciones reales. Ahora derivando (B.3) con respecto a x y ¢, donde se

p ., 9 oy %y
usard la notacion 5% = Wy, 5F =W, ¥ 55 = W

v, = l-Aei[n(x,t)Jroct] (nl+a)+ei[n(x,z)+(xt}Al
v, = iAeMn)+a] (M) + el +ar 4
Ve = i( A ei[n(x,t)Jrocz}nxx

1, (l. AefCen) oy o piln(en)+ou] Ax>>

+ oM +ou] A ti oM +ou] ANy (B.4)

Sustituyendo (B.3) y (B.4) en (B.2) obtenemos

= i(iAgi[ﬂ(x,t)-l-at] (M +a) +ei[n(x’t)+w]At>

4 g (A, o, (iAo )

gl ey gt ey

= ei[n(x,t)-l-w] |:_A (1‘][ -+ (X) +iA; + %Anxx - %A (nx)z
1
Mt S A +YA3] =0 (B-2)

Como podemos observar en (B.5), el dnico término que puede ser cero es el segundo
término, ya que la exponencial es cero cuando la funcién exponencial tiende a infinito, por

lo tanto

) i 1
- A (nt + OC) +iA; + EAnxx - EA (nx)z
1
+ Mot A +1AT =0 (B.6)
Separando la parte real y la parte imaginaria de (B.6)
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1 1
—A (Tlt + 0() - EA (nx)z + EAxx +'YA3 =0 (B7)

1
Ar+ EAnxx + nxAx =0 (B.8)

Sean A(x,t) = A(x—vt) y n(x,t) =n(x—vt), tal que sea § = x — vt de modo que A, = Ag,
A; = —VvAg, My =Mg Yy Nt = —VMNg, entonces haciendo este cambio de variable en (B.7) y (B.8)

tenemos

1 1
VAN — Aot — SA (M) + S Age +74° =0 (B.9)

1
—VAg + EAT]E_@ +MeAg =0 (B.10)

Tomando (B.10) y multiplicidndola por A obtenemos

1 2
—VAA& + EA T]gé —|—AT‘|§A§ =0

de donde podemos notar que

@ me=v) =0

de modo que al integrarla obtenemos

A*(e—v) =c (B.11)

donde ¢ es una constante de integracion. Asi de (B.11) obtenemos

C1

Ne = (E +V> (B.12)

introduciendo (B.12) en (B.9) tenemos
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2 1
v ((G5+v)) —aa—a((F5+v)) + 34 +743 =0
1
“Agg— s+ A —Aa+74% =0 (B.13)
por lo que de (B.13) tenemos

c? 1
Ag =342 (oc— Ev2>A—2yA3 (B.14)

Multiplicando (B.14) por 2A; tenemos

2

c 1
2A§A§& = (A_13 +2 <0c— 5‘}2) A— 27A3> 2Ag (B.15)

Vemos que del lado izquierdo de (B.15)

de modo que

2
d (A{;)z = (ﬁ +4 (oc— %v2> A —4yA3) d—Ad§

A3 dg
d(Ag)” = —pdA+4 a5 |AdA—4yA"dA (B.16)

integrando (B.16) tenemos

A 1
[awe)® = 2 j—3+4<(x—§v2)/AdA—4y/A3dA
2 1
(Aé)2 = ——+2<oc—§v2)A2—yA4+cz (B.17)

donde c; es una constante de integracion. Operando matematicamente tenemos

dA\? A 15\ 5 4
(&) = e p?)wwtee
dA i 1
dE \/A2+ (Oc 2\/) YA® 42 (B.18)
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Abhora si analizamos cuando & — +oo, entonces A — 0, Ag 0,4 —>0n—0mg—0

y Neg — 0 por lo que ¢ = ¢2 = 0 por lo tanto tenemos que

dA 1
=2 — Zv2 | A2 —yA4
2 (“ zv> !

Aplicando separacion de variables

dA
V2 (@ $v2) A2 —yat
operando y haciendo { = 20, — v tenemos
dA
A/ (200 —v2) —yA2
A
d _ o

A\/C —yAZ

haciendo el cambio de variable

A= Eseche
ﬂ

por lo que la derivada de A con respecto de 6 queda

dA ¢
— =4/ 32sech h
70 \/;sec Otanh O

de forma que la ecuacién (B.21) queda
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\/g sech@tanh 640

2 45
\/g sech® \/ C—vy (\/gseche)
tanh 640 -
\/{ — Csech?®
tanh 646 "
(1 —sech’@)
de
== g (B.22)
Ve
integramos de 0 a®y de 0 a &
% 40 5
b= b
0
- ¢ (B.23)
Ve

recordando que & =x —vt, { = 20— 1v? y que O = sech™! <A \/%) tenemos

A(x,t) = \/%sech (\/Z(x—vt)> (B.24)

Multiplicando el argumento de la sech por %, de tal forma que podemos compensar el

cambio de variable, tenemos que

Alx,r) = \/gsech(%\/z(x—vt))

Alx,t) = \/gsech (ﬂ\/%(x—vt)> (B.25)

Como vemos la amplitud del pulso es Ag = \/g entonces tenemos

A(x,1) = Agsech (1/YAo(x — vr))

Ahora resolviendo (B.11) con ¢; = 0, tenemos
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Myi—v = 0
d J—
AN
dnzgd(i)
n
| an=v [“ace)
n =%
nx—vt) = v(ix—wr) (B.26)

De modo que, usando (B.25) y (B.26) en (B.3) obtenemos

y(x,t) = Alx, t)ei[ﬂ(xJHoct]

S R N
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Apéndice C

Solitones no-autonomos para distintas

soluciones de la ecuacion de Schrodinger

C.1. Solitones no autonomos

Como se menciond en el capitulo 3 de esta tesis existen diversas soluciones que pueden
ser aplicadas en la ecuacion no lineal de Schrodinger, como soluciones de la ecuacion de
Schrédinger de coeficientes variables, en este apéndice se muestran algunas soluciones con

sus respectivos solitones no auténomos.

C.2. Ejemplos de solitones no auténomos

Partiendo de la solucién obtenida mediante el mapeo propuesto en el capitulo 3 tenemos

que el solitén no autébnomo tiene la estructura

W(t,2) = g(T,2)\/f5F (2)e! 180 ~Tldzg=ila@r?/2+b@+e(z)) (C.1)

con ¢(T,Z) puede ser de cualquier solucién de la ENLS estdndar (3.6). De esta manera
podemos utilizar cualquier solucién de solitones autbnomos como son:

El solitén de Katyshev’’ que tiene la forma
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/2 .
q(T,Z) = Apsech (Ao \/g(T _ VZ)) et[<7+%A%)Z+§(T—vZ)

donde A es la amplitud y v es la velocidad del pulso solitonico.

O bien el solitén de Peregrine'"*

= (1—4a)cosh(b,/Lyy) +isinh(b,/Lyy)
a(T.2) = /Py V2acos(WpoqT) — cosh(b,/LyL)
V2ac0s(00qT)
V2acos(®,,0qT) — cosh(b, /Ly

con a es constante real, Ly; = (yPO)_l.

O para el caso asintético el solitén de Akhmediev-Peregrine'®

1— 4(1 + 2iZ/LNL)
1+ 4(T/T0)2 —|—4(Z/LNL)2

q(T,Z) = PoCXp(iZ/LNL)

con Ty = (BaLyz)'/>.

(C.2)

(C.3)

(C4)

Se dan solo dos ejemplos en este apéndice, se pueden obtener las otras soluciones pro-

puestas, siendo que estas a su vez se toman para ondas extremas.
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(a) (b)

FIGURA C.1: Solitones no auténomos obtenidos de (C.1), con la solucién auténoma de Katyshev
(C.2), con los parametros: §, = 0.001 (GDV), T» = 0.1, bajo dispersiéon anémala; donde (a) Propa-
gacion del solitén de Katyshev con dispersion igual a B(z) = bpexp(—0 *z)cos(d*z), con by = 0.2,
6 =2y d =2, con no linealidad igual a 1, b) Gréfica de contorno de la propagacién del solitén de

Katyshev.

(@) (b)

FIGURA C.2: Solitones no auténomos obtenidos de (C.1), con la solucién auténoma de Katyshev
(C.2), con los parametros: B, = 0.001 (GDV), T» = 0.1, bajo dispersién anémala; donde (a) Propaga-
ci6n del soliton de Katyshev con dispersion igual a B(z) = cos(3 x z), con no linealidad igual a 1, b)

Griéfica de contorno de la propagacion del solitén de Katyshev.
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() (b)

FIGURA C.3: Solitones no auténomos obtenidos de (C.1), con la solucién auténoma de Peregrine
(C.3), con los parametros: B, = 0.001 (GDV), T = 0.1, bajo dispersién anémala; donde (a) Propa-
gacion del soliton de Peregrine con dispersion igual a B(z) = bpexp(—0*z)cos(d*z), con by = 0.2,
6 =2y d =2, ademas de nolinealidad igual con 1. b) Grifica de contorno de la propagacion del

solitén de Peregrine.

(a) (b)

FIGURA C.4: Solitones no auténomos obtenidos de (C.1), con la solucién auténoma de Peregrine
(C.3), con los parametros: B, = 0.001 (GDV), T> = 0.1, bajo dispersién anémala; donde (a) Propaga-
cion del solitén de Peregrine con dispersion igual a B(z) = cos(3 *z), ademas de nolinealidad igual

con 1. b) Grafica de contorno de la propagacién del soliton de Peregrine.
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Articulos de Investigacion
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Soluciones soléinicas de las ecuaciones de Sdinger no lineales de coeficientes variables que describen muchas situaciones reales de
propagadn solibnica se pueden obtener usando el mapeo de ‘integrabilidaitbdiaea la ecuadn estandar de Sabdinger no lineal de
coeficientes constantes propuesto por He y Li. En este trabajo se presentatesi para el caso de fibras con gananéialjpla y se aplica

a los casos de los solitones en fibogsicas con amplificadores y los solitones brillantes en fibras no amplificadas.

Descriptores: Soliton; ecuadn de Schadinger no lineal; no adhomo; fibrabdptica.

Soliton solutions of the non-linear Sduinger equation of variable coefficients which describe many real cases of solitonic propagation
can be obtained by means of the ‘designable integrability’ mapping to the standard non-linéalir@gtrequation of constant coefficients
proposed by He and Li. In this paper, this method of obtaining the non-autonomous soliton solutions is presented for the general case of
optical fibers with gain/loss, and applied to fibers with amplifiers, and those allowing the propagation of bright solitons.

Keywords: Soliton; non-linear Sclidinger equation; non-autonomous; optical fiber.

PACS: 05.45.Yv; 42.65.Tg; 42.81.Dp

1. Introduccion entre los tres coeficientes de una ecoadle tipo (1). Sola-
mente las fibraépticas para las cuales se cumple esta condi-

Es bien conocido que para la propagewte pulsos en fibras cjon permiten la propagami de los pulsos sobhicos.
oOpticas una influencia muy significativa tienen la disgersi

disipacbn de los pulsos y la no linealidad de las fibras. Estas2 . . .
crean una distorén y perdida de sial [1-3], ferbomenos que : [\/Ia.peo de He y Li para solitones en fibras
han sido estudiados desde finales de fass&0s, aunque fue opticas

hasta los Bos 80s que se utilizaron amplificadores para com—2 1 Fib . iabl de ardid
pensar estasgodidas [2]. Este proceso de amplificaties 1. Fibras con ganancia variable y tasa de grdida
usualmente obtenido en fibrépticas dopadas coilise [3]. constante

Tebricamente, la propagami de pulsos en fibrapticas  Egte tipo de fibras son productos regulares de la tecfelog
se puede describir por ecuaciones no lineales de la siguienig,a y por esto presentamos el mapeo de He y Li directa-
forma mente para este ejemplo aplicando los resultados obtenidos

a dos casos que aungue sencillos son relevantes en las otras

i + A(2)du + BRWIPY +iC2)p =0 (1) subseccionesq. En ger?eral, las fibbasicas modernas tienen
no linealidad conocida y la dispedsi es un paametro con-
trolado de manera tecréica, lo que implica que la ganancia
debe cumplir con una cond@ de compatibilidad agomo
mencionamos al final de la introduéai, la cual se obtiene
de manera natural por el mapeo de He y Li. La ecaracio
aubnoma ENLS-CV que describe la propagsrcile un pulso
solitbnico en estas fibras es

las cuales son muy parecidas cuaidtie) ~ 0 a la conoci-
da ecuadn no lineal de Sclidinger (ENLS) de coeficientes
constantes, que tiene soluciones salitas. Por lo tanto, hay
la posibilidad de regimenes de propagacien especial el re-
gimen de disperén arbmala, en los cuales los pulsiysticos
ordinarios se pueden transformar en pulsos@ulibs [1-3].
En este trabajo, realizamos un tratamiento matem

co que consiste en transformar la ecoacho lineal de J00(t2) | B(2) 0%P(t,2) 0(2) = T (t, 2)
Schiddinger de coeficientes variables (ENLS-CV), descri- 0z 2 ot? g ’
biendo un pulso dentro de una filirptica que presentapdi- FAR)(E, 2)| 20 (t, 2) = 0 @)

da compensada por una ganancia en una ENLS estandar de

coeficientes constantes, ecudacue puede ser resuelta por dondey es la envolvente del campceetrico del pulsoj(z)
distintos n&étodos ya bien conocidos [4,5]. Este mapeo fue in-es la disperéin de la velocidad de grupé,z) es el coefi-
troducido por He y Li en 2010 pero para las aplicaciones a lasiente de no linealidad, pametros que son dependientes de
fibrasopticas trabajaremos con una simplifiéatidel néto-  z, la coordenada en la longitud de la fibra y variable natural
do propuesto por ellos. Cabe mencionar que el mapeo de Hie evolucbn de los pulsos mientras quess la coordenada

y Li para la obtendn de solitones no afihomos requiere el transversal. La propagdxi de la onda se ve afectada por una
cumplimiento de una condian (ver las Ecs. (17) y/o (18)) tasa de prdida constant€ y una ganancia distribuidg z).
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Una manera de garantizar la integrabilidad de (2), es por rd-a forma andtica de la funddn F(z) depende de cada caso
lacionarla con la ENLS estandar de coeficientes constantesparticular, mientras qué, f1, f2, f3, f4 Y f5 Son constantes

3)

dondey = £1, ¢ = ¢(T, 2), y los coeficiente$(z) y §(z)

se obtienen angicamente bajo el mapeo. Proponiendo el an-

satz )
U(t,z) = q(T, Z)p(z)e "2 | @)

tal queT = T(z,t) y Z = Z(z), se encontrar la forma
espedica paras, 4, T, Z, p, ¢, dondeq(T, Z) es soludbn
de (3). He y Li consideran el cascasigeneral cop(z, t), sin
embargo para la propagéai de solitones en fibrapticas es
suficiente tomap solamente como funan dez [4].

Sustituyendo (4) en (2), sin perdida de generalidad, hace-

mos qued(z) = (£./T) y 4(2) = (v2./p?), de donde se
obtiene la siguiente ecudci parag

) 1
qu + iqTT

+9lalPq + (k1 +ik2) qr + (ks +iks) =0, (5)

de integradn, de las cualeg,, f1 Yy f5 pueden ser nulas. De
tal manera que la solum (4) tiene la forma

O(t,2) = (T, 2)\/ f3F

« el l9(z)=Tldz —i(a(2)t?/2+b(2)t+c(2)) (13)
Notamos quefs; contribuye a la soluéin solamente con una
rotacbn deangulo constantexp(—ifs). Por lo tanto, toma-
remosf; = 0 sin perdida de generalidad. Parg, Z) se
puede escoger cualquier solicide la ENLS estandar (3).
Agui usamos la soluén g de Katyshev y colaboradores [6]

2
q(T, Z) = Agsech ( %%(T— vZ))

y ei[<§+”‘;‘%)z+§(7—v2)} 14

dondeA, es la amplitud yw es la ‘velocidad’ del pulso so-
litonico, la cual da la oblicidadl = —arctan(4v) del solibn

con con respecto al ej&€ [7]. Denotando
1 Ty -
=572 F)=foF()+ i, Flet) = P+ Fiz),
by — T. & la solucbn completa es
2 — ZZ 7; )
2 ”YAg o
f — ¢. 17 Y(t, z) = A(z) sech T[]:(z,t) — vF(2)]
YTz 272
p: _1¢uw L. . i (-2 ) Ferr s - S 7]
k4 - pZz 2 7;2 Zz [g(Z) F] X e 5 (15)
Dado que ¢ tambin satisface (3), debemos imponerdonde
ki = ko = ks = kg = 0, para que (5) se vuelva (3). Es- A(2) = Ao/ fsF(z)el ls=)-Tld= (16)

to se satisface cuando

Se puede observar que la sofutiy el comportamiento del

T(2,t) = F(2)t + Fi(2) (6) pulso propagandose en una filingtica se obtienen si cono-
cemos los pametros de dispelan de la velocidad de grupo,
2(2) = foF(2) + f1, (7)  de no linealidad y degrdida y ganancia. De (10) y (11) se
62, 6) = a(2)E2)2 + b(2)t + (=) ) obtiene queF'(z) tiene la siguiente forma funcional
p(z) = \/fsFells=)7Tld= ) F(z) = BJ(C?’)MeXp {2/(9(2) - F)dz] . 17)
z
o) = P (10 ;
- F2 La funcion F(z) y tambén F(z), F(z) y F(z,t) estn re-
: lacionadas con el inverso del ancho del $olino aubno-
. VfoF:(2) 1o rld
A(2) = fiFe_j lo(=)=Tld= | (11)  mo([8,9]. Lareladdn (17) se puede escribir tanébien forma
’ de la condidbn
dondeF}(z) = foF'(z) + fa Yy los paBmetros de la fase son
1B(2)F(2)
F(2) F(2) ) o =2 [(9(z) —T)dz| = f5 . (18)
a(z):T7 b(z)=f2T7 A
20 ’ Este tipo de condiéin fue tamben obtenido en [8] por el
o(z) = 13 F(2) + f5. (12) Método de separar la ecuanino aubnoma en un sistema de
2 Jfo dos ecuaciones para la fase y la amplitud.
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FIGURA 1. Gréaficas del solitn no aubnomo (21). (a) Propagdmi del pulso cov = 1 para gerdida/ganancia = 0.6, cag = 1, dispersbn
de la velocidad de grupty), tiempo de relajadin0.2, bajo dispersin arbmala; en (b), la difica de contorno correspondiente. (c) Propagaci
del pulso no adinomo conv = 2 para los mismos pametros de fibréptica; en (d), la difica de contorno del pulso en este caso. (e)
Propagadin del pulso corv = 1 para g@rdida/ganancia 8.8 con los otros pametros iguales a los anteriores, (fafiza de contorno del
pulso. (g) y (h) Propagaen del pulso para el mismo cocienterdida/ganancia d&8 y sin cambios en los otros @anetros pero con = 2

y grafica de contorno del pulso, respectivamente.
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FIGURA 2. Gréficas de la propagawmi del solibn no aubnomo (26) con, = 1, dispersbn de la velocidad de grupd, tiempo de relajaéin

0.1, en regimen de dispetsi aromala. (a) y (b) Propagam del pulso para = 1y coeficiente de ganancid; (z) = 1y la grafica de

contorno del soliin en este caso. (c) y (d) Lo mismo para- 2.

2.2. Solitones en fibras con amplificadores donde

La propagadn de solitones en fibras amplificadasaedés-

crita por la ecuaéin no lineal de Sclidinger de coeficientes A(€) = AO\/m
constantes pero no en forma estandar [10] 5%+ 62

Ou 1 0% 2 i

za—f—i(s—kzé)ﬁ—kw u—i,uu—o (19)
con¢ = z/Lp, Lp = T§/f3, es la longitud de dispef@n,
T, es el tiempo de relajamn, 35 es el coeficiente de disper-
sibn de la velocidad de grupe,= (t — z/v,)/T> el tiempo

x ST (A=) (o)

En estasérmulas,y = +1 es el paametro de no linealidad
en el caso ad@nhomo.

normalizados = sgn(f:) = +1,d = goLp €s la curvatura Graficas tridimensionales de esta sofucisolibnica se
del perfil de ganancia; = (go — a)Lp ganancianetay el ~ presentan en Fig. (1) para una filinatica con perfil de ga-
coeficiente de @rdida. nancia parablico, donde el cociente deepdida/ganancia tie-
En este caso la funon ' es compleja ne el valora /gy = 0.6 para las imagenes (a)-(d) y el valb8
Fals — i0) para las imagenes (e)-(h). Se considelrregimen de disper-
F(&) = —=———eM (20)  sibn anomalas = —1,y = —1y § = 0.24 paraa/go = 0.6
7(s* +0%) y & = 0.32 paraj = 0.32 parac/go = 0.8. Las imagenes (a)
La solucbn no aubnoma de (19) obtenida por el mapeo He-y (e) se presentan con velocidad= 1y las imagenes (c) y
Li, es decir aplicando (15) a este caso, es (g) conv = 2. En las imagenes (b),(d),(f) y (h) se muestra la
A2 oHE(s — g perspectiva superior del pulso en cada caso. La disn@inuci
yAG et (s —id) . . L
u(r, &) = A(£) sech <\/ 5 2is (1—v+ 1)) de la amplitud de los solitones en el caso de la velocidasl m
alta se puede entender de la expag22) donde elé&rmi-
y e[iz(zfiffgz)('YA(%*V2+V(T+1)*(T+1)2)] no env? es negativo teniendo la contribdai principal a este

J (21)  efecto. Por otro lado, en el caso de Exrgida/ganancia=0.8,
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este efecto es menos pronunciado debido a que el cociendende

§/(s? + 6%) ~ 0.17 lo que es menos de 0.20 para el caso de

pérdida/ganancia=0.6. Aders, estas @ficas muestran que
el ancho de los solitones es proporcional abpaetrov de la
oblicidad.

2.3. Solitones brillantes en fibrapticas con gananciay
no linealidad variables

En este caso, la dimica de propagaon de la envolvente

eléctrica del pulso es representada por la siguiente gnuaci

de coeficientes variables [11,12]

AU (Z,T) Q*U(Z,T) i

57 T Q2Z)
+R(DWU(Z,T)*U(Z,T)=0,

(23)

dondeQ)(Z) es el coeficiente de dispebsi, R(Z) es el
paametro de no linealidad de Kerr, (Z) es el coeficien-
te de ganancia. Desps de identificar los coeficientg$z) y
Y(z) conQ(Z)y R(Z) talquez = Z y t = T y al combinar
(10) y (11) se obtiene

R(Z) = 27.Q(Z) exp [— / Gl(Z)dZ} .

La dispersbn diséiada la escojemos como una funtique
decae de manera exponenda|Z) = e~ 7, porque este tipo
de disperdin fue realizada experimentalmente [13].

(24)

Para este caso el pulso inicial se puede transformar en Lin

solitbn de ancho constantg F' dondeF" est dado por

F=2f1 (25)
v

e faAget | G123z
v

La evolucbn de este soliin no aubnomo se presenta en las

gréaficas tridimensionales de la Fig. (2) para las velocidades

v=1yv = 2enelcasdy; = 1 mostrando el crecimiento

exponencial de la amplitud y la dependencia de oblicidad del

ancho.

A(Z) =

(27)

3. Conclusbn

Usando el mtodo de He y Li se han obtenido las for-
mas explicitas de los solitones no @mbmos propagan-
dose en una fibrdptica en un par de casos de impor-
tancia experimental. En las condiciones apropiadas para el
manejo de solitones no d@romos, se puede realizar un
mapeo que convierte la ecuéni NLS-CV en una ecua-
cibn NLS estandar, si se cumple la conditiF'(z) =
(f3/B(2))(3(2)/7) exp [ [ 2(g(2) — T)d=] donde F(2) es

una funcén que parametriza el mapeo. Esta coritigjaran-
tiza la integrabilidad del sistema y muestra que los solitones
no aubnomos son posibles solo si los garetros de la fi-
bra 6ptica cumplen esta condii. En general, los solitones
no aubnomos diferen del sobnh estandar en base al cual se
construyen en el gtodo de He y Li por tener una amplitud
un ancho que dependen de losgmaetros materiales de la
brabptica en la cual se propagan.
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U(T, Z) = A(Z) sech (ﬂ"y f3Ao (T +2) — v))

cvef 2_ 2 2
o 6173((7A077)+V(T+2)7(T+2) ) ,

(26)
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The factorization of nonlinear second-order differential equations proposed by Rosu and CémezjarP2005 is extended to equations
containing quadratic and cubic forms in the first derivative. A few illustrative examples encountered in physics are provided.

Keywords: Nonlinear second order equation; factorization; powers of first derivative.

La factorizacbn de ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales propuesta por Rosu y Goeze@P2005 se extiende a
ecuaciones con potencias cugilras y €¢ibicas en la primera derivada. Se proporcionan algunos ejenigiossfilustrativos.

Descriptores: Ecuacon de segundo orden no lineal; factoriZatipotencias de la primera derivada.

PACS: 02.30.Hq; 11.30.Pb

1. Introduction plied to find exact solutions of many nonlinear ODEs [20],
and to nonlinear PDEs, mainly in the context of traveling
Finding exact solutions of nonlinear differential equationsWaves [21-29]. The factorization technique was further ex-
has long been an active field of research because of the insigf"ded to a class of coupleddriard equations, which also
they offer in the understanding of many processes in physicdncluded a coupled version of the modified Emden equation,
biology, chemistry, and other scientific areas. Among the®y Hazraet al [30]. Their algorithm can be generalized to
methods developed to find analytical solutions of nonlineaf!igher order scalar and coupled ODEs, but one has to pay
ordinary differential equations (ODEs) and nonlinear par_the price of mcrease_d algebraic complexny_. In addition, T_|-
tial differential equations (PDEs) we enumerate the trunca?var et al [31] factorized even more complicated quadratic
tion procedure in Painlévanalysis [1], the Hirota bilinear 2nd mixed Lénard-type nonlinear systems, among which the
method [2], the tanh function method [3, 4], the Jacobi e“ip_coupled Mathews-Lakshmanan nonlinear oscillators.
tic function method [5], and the Prelle-Singer method [6, 7]. In this paper, we generalize the factorization technique

The factorization method, which in mathematics hasthat we introduced previously [22,23] for nonlinear equations
roots that go to Euler and Cauchy, is a well-known techniquevith a monomial function in the first derivativee., with a
used to find exact solutions of linear second order ODEs in adamping term which can be also nonlinear, to nonlinear equa-
algebraic manner. In physics, it has attracted much interest d®ns with polynomial functions of second and third degree
an elegant way of solving fundamental eigenvalue problem the first derivative. In the following section, we review the
in quantum mechanics, and later due primarily to its naturafactorization in the monomial case. Next, we present the fac-
association with supersymmetric quantum mechanics [8—14}orization of nonlinear equations with polynomial function
The latter approach has been extended to some types of noof second degree in the first derivative and illustrate it with
linear ODEs [15], and to more dimensions [16—19] as well.a couple of examples. The last section is devoted to the fac-
In recent times, the factorization technique has been aporization of nonlinear equations with polynomial function of
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third degree in the first derivative. We end up the paper withhas been introduced a decade ago and contributed to its popu-
the conclusion section. larity [33]. An illustration of this technique in the case of the
cubic Ginzburg-Landau equation can be found in [34]. No-

2. Factorization of nonlinear equations with a tice that interchanging the factoring functions turns (8) and

) . : : . 9) int
monomial of first degree in the first deriva- (9)into
. d -
tive 1+ @2 + di;y =—f, (10)
Nonlinear equations of the type
192 = Fy) ; (11)
Yss + f(y,8)ys + F(y,8) =0, ) y

where the subscriptdenotes the derivative with respectsto  Which correspond to equations
andF(y, s) andf(y, s) are arbitrary functions af(s) ands,

can be factorized as follows [32]: yss + f()ys + Fy) = 0. (12)
D, — ,8)|[Ds —  8)y(s) =0, 2 If sis a traveling variable, this suggests kinematic relation-
| P23l P 5)lu(e) @ ships between the kink solutions of (7) and (12) evolving un-
whereD, = d/ds. Expanding (2), one can use the following der the different nonlinear damping$y) and f(y).
grouping of terms [22, 23]: Finally, in the casg’ = 0 andF'(y, s) = V (s)y, the fac-
toring functionsg’s depend only ors and the equations (1)
D%y — (¢1 + o + d%y) Dy are linear ones
dy Yos + V(s)y = 0. (13)
+ (9102 = 961/0s)y =0, () The factorization conditions take the simplified form
and comparing Eq. (1) with Eq. (3), we get the conditions b1+ by =0, (14)
1+ ¢ + %y =—f (4) o1
dy ’ ¢1 P2 — s = V(s) . (15)
b1 P2 — % = F(y, s) (5) From (14), one hag); = —¢2 = ¢ which upon sub-
S Yy

stitution in (15) leads to the well known Riccati equation

Any factorization like (2) of a scalar equation of the form —d¢/ds — ¢* = V (s) defining the Sctisdinger potential in
given in Eq. (1) allows us to find a compatible first order non-quantum mechanics in terms of the factoring function. The

linear differential equation, interchange o, with ¢, produces the partner Riccati equa-
tion d¢/ds — ¢* = V(s) of much use in supersymmetric
[Ds — ¢1(y, 9)]y = Dsy — ¢1(y,8)y =0, (6)  quantum mechanics [35, 36].

whose solution provides a particular solution of (1). In other

words, if we are able to find a couple of functions(y,s) 3. Factorization of nonlinear equations with
and¢s(y, s) such that they factorize Eq. (1) in the form (2), polynomial function of second degree in the
solving Eq. (6) allows to get particular solutions of (1). The first derivative

advantage of this factorization has been shown in the impor-

tant particular case when there is no explicit dependence obet us consider the following nonlinear second order ODE

s, i.e,, for equations with variable coefficients
Yss + f(y)ys + F(y) =0, (7) Yes + [y, 8)y2 + g(y, s)ys + F(y,s) = 0. (16)
for which the factorization conditions are A factorization of the form
dgy
oot y=—t ®) D+ [y 5)ys — (. )] [Ds — Gy )]y =0, (17)
b1 by = F(y) : ) is possible if the following constraint equations are satisfied:
, 01 _ 18
when the two unknown functiong, (y) and ¢, (y) can be ¢1+ o2 + ay T fy,8)01 | y=—g(y,s), (18)
found easily by factoring®(y) when it is a polynomial or
written as a product of two functions. This property of the b1b2 — o1 _ Fy,s) (19)
nonlinear factorization has been successfully used when it ds
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There are also cases when one can work with= 0. Insuch  which is separable. The solution
cases, the constraint equations take the form

991
o1+ (ay + f(y, 5)<f>1> y=-9(:s),  (20)  with C an integration constant, provides the formffvhich

for given f allows the factorization of the equation. However,
_% _ F(y,s) (21) s simple as it may look, the condition (30) is quite restric-
ds y tive.

In physical applications, differential equations with
squares of the first derivative are encountered in highly non-
linear areas, such as cosmology [38] and gravitation theories,

o = —g(y, 5) . 22) e.g, Weyl conformal gravity [39] and'(R) gravity [40], but
2 ’ occasionally they show up in other branches as well. In the
As an example of a degenerate case, we mention the equfg_llow?ng, we will give two examples of factorization of such
tion for the radial function of the isotropic metric in general €quations.

F(y) = Cy3e2)" fwdu (30)

Finally, the degenerate case correspondingto= 0,
which also impliesF’ = 0, leads to the simple constraint

relativity [37] o
3.1. An equation in Weyl's conformal cosmology
3 1
Yss — 51/52 — ¥ =0, (23)  The following equation
for which (22) is written as Yoo — —y2+ L =0, (31)
Yy x
1
Py = —. (24)  wherea ando are real constants, arises in intermediate calcu-
5 lations concerning the vacuum solution of the field equations
The solution in Weyl's conformal gravity [41,42]. Let us try the factoriza-
1 a ti
VAT @) o
2 (2.2 ) D= atmspu=0. ()
wherea andb are integration constants, can be found by ele- Y
mentary means [37]. Therefore, the following constraint equations should be sat-
The most important application is when no explicit de- isfied
pendence o occurs in the equation and so neitifémor A yo 1
the ¢’s depend ors when the constraints are similar to (8) s = 2 (33)
and (9). If moreover one assumgs= ¢, = ¢ then the sec- 96 5 5
. ) . - i o
ond constraint equation provides the factorization function as b1 — §¢1y + Tyly = 0. (34)
d(y) = F(y) . (26) Equation (34) is separable and generates the function
y o1(y,s) = f(s)y*~1, then, from Eq. (33) we obtain
Substituting (26) in the first constraint equation leads to the  d¢1 9 4 P
following expression for the coefficient ds  Os W™ F () =y f1(s) = 52 (35)

1 [F(y) 7 which impliesa = o, and f(s) = % + ¢1, wherec; is an
g(y) = —= Yy {3 + (y + Qf(y)) y} , (27)  arbitrary constant.

2 y F Assuming the following [27]
For givenf(y) andF'(y), the latter equation gives the coeffi- (Dy — ¢1(y,8))y = Q, (36)
cientg(y) for which the nonlinear equation can be factorized
in the form then, we get )
/ Y
Q' —a=0=0. 37
[Ds + fW)ys — F(y)/y} y (37

with solutionQ = koy“. Therefore, we get the first order
X |:Ds - F(y)/y] y=0. (28)  equation

1
/ - a (e
There are equations of the latter type which do not present a vy - (3 + Cl) y" = koy®, (38)

linear term in the first derivative. This impliggy) = 0, i.e. which can be rewritten in the form

3+<1;“+2f(y)>y:0, (29) y’—<i+k1>y“=07 (39)
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wherek; is an integration constant. The general solution ofunder the constraint equations
Eq. (39) is given in the form

[y, s)ory = —g(y, s) (49)
y=((a—1)(=kis— ks —Ins))/'">.  (40) o
b1+ 62+ Sty = —h(y,5) (50
wherek, is an integration constant. Féf = 0 anda = 5, Y
i i i i F(y,s
we obtain the following particular solutions b1dhs — dray = (Z ) _ (51)
1
=+ , 41 i i i
Y1,2 V2 (ks — In(s)) /4 (41) On the other hand, for any symmetric affine connection
I' = (I'jx(s,y)), the so-called projective connectias-
ysa =+ i (42) sociated tol” [44] which carries all information about un-
54 V2(—kgy —In(s))1/4 parametrized geodesics Bfis determined by the equation
3.2. Langmuir-type equations Yss — Daoys + (T55—2T1,)y 2
1 2 2 _
A particular example of the type (16) is the following equa- — (I —2T7) ys + 17, = 0. (52)
tion Thus, one finds that equations (52) can be factored if
2
@ + i @ 7% + 1y2 —1 =0 ¢1y = (F§2_2F%2)/F%2 (53)
ds? 3y \ ds ds 3 y 96,
+ g+ ——y=T1,-2I? 54
which wheny = 4/3 provides Langmuir’s radiag$ function b1+ 2 gy YT T (54)
occurring in the formula for the space charge between coaxial 2
cylinders [43]. Using (19), one can choose 102 — 15y = f : (55)

b1 = — (1 B 1) bo = 1 ( N 1) (43) We do not present any particular case. Rather we no-
y) '’ 3 y) tice that for givenls, (53) providesp,. Then, substituting

in (54), we getp,, but in the end (55) should be still satisfied.

This looks complicated and makes the success of the method

less probable.

Substituting (43) in (18), one obtaiRs= 5/3, which shows
that the Langmuir case cannot be factoredy K= 5/3, we
can obtain a particular solution from the first-order differen-

tial equation .
5. Conclusion
1
(Ds +1- y> y=0 =y +y—1=0, (44) In summary, we have discussed here a simple factorization
method of complicated nonlinear second-order differential
which is equations containing quadratic and cubic polynomial forms
y(s)=Ce 41, (45) in the first derivative, and we have presented some exam-

ples. Only those equations with the coefficients satisfying
certain constraints involving the factoring functions can be
factorized. By doing this, one can seek solutions of simpler
4. Factorization of nonlinear equations with first order nonlinear differential equations, corresponding to

polynomial function of third degree in the the first factorization bracket from the right. This works fine

where(C is the integration constant.

first derivative when there is only a linear term in the first derivative. When
the powers of the first derivatives are more than one, the con-
It is well known that equations of the type straint conditions on the factoring functions become more

complicated, and the factorization method is less appropri-
Yss+F(y, )2 +9(y, s)y2+h(y, s)ys+F(y,s) =0, (46)  ate. In general, the factorization method can still work when
the coefficients of the nonlinear equation do not depend ex-
plicitly on the independent variable, because the constraint
equations are less restrictive in these cases.

where the coefficient functions are mappings from two-
dimensional disks to the set of real numb@?$,— R, define
projective connections [44,45].

Such equations allow for the factorization

[Ds + f(y,s)zf - ¢2(y75)] [DS - ¢1(y7$)] Yy = 0 ’ (47)
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Abstract: We use a simple method that leads to the inte-
grals involved in obtaining the travelling-wave solutions
of wave equations with one and two exponential nonlin-
earities. When the constant term in the integrand is zero,
implicit solutions in terms of hypergeometric functions
are obtained, while when that term is nonzero, all the
basic travelling-wave solutions of Liouville, Tzitzéica, and
their variants, as as well sine/sinh-Gordon equations with
important applications in the phenomenology of nonlin-
ear physics and dynamical systems are found through a
detailed study of the corresponding elliptic equations.

Keywords: Dodd-Bullough; Dodd-Bullough-Mikhailov;
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Weierstrass Function.
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1 Introduction

Some of the best known and well-studied hyperbolic
nonlinear second-order differential equations are the sine-
Gordon equations [1], its variant the sinh-Gordon equa-
tion, the Tzitzéica equation [2-4] and its variants such as
the Dodd-Bullough equation [5] and the Dodd-Bullough-
Mikhailov equation [6, 7], and last but not least, the Liou-
ville equation [8], which is a simpler case in this class.
Discovered in the realm of differential geometry of sur-
faces with particular properties of the curvature, like in
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the sine-Gordon (1862) and Tzitzéica (1907) cases, or dur-
ing the study of such surfaces as stated by Liouville (1853)
in his short note, all of them have been revived much later
when it became clear that they have important applica-
tions in solid-state physics, nonlinear optics, biological
physics, and quantum field theory through their soliton-
type solutions that can describe a variety of dynamical
entities. This is especially true for the sine-Gordon equa-
tion whose soliton solutions have been identified with dis-
locations in crystals, fluxons in long Josephson junctions,
waves in magnetic materials and superfluids, nonlinear
DNA and microtubule excitations, neural impulses, and
muscular contractions, among others [9, 10].

In this article, we will approach all these equations
as particular cases of second-order differential equations
with two exponential nonlinear terms of the form

Yuy = ae™ + pet?, )

where a and b are nonzero constants, while a and 8 are
constants not simultaneously zero. The main advantage
of this approach is to have a unifying treatment of these
famous equations, which in general are considered sep-
arately by the majority of authors, as illustrative exam-
ples of their solution methods. In the 1970s, during the
remarkable advance in the solution method for nonlin-
ear evolution equations brought by the inverse scatter-
ing method, Dodd and Bullough [11] posed and solved
the problem whose equations of the form y,: = f(y) admit
infinitely many integrals of motion, a property of soli-
ton evolution equations discovered by Zakharov and Sha-
bat in their breakthrough paper of 1972 [12]. Dodd and
Bullough showed that, beyond the linear case, the only
allowed hyperbolic nonlinear equations with this prop-
erty are precisely of the Liouville, sine/sinh-Gordon, and
Tzitzéica forms and the variants of the latter. This was a
confirmation of the fact that these types of equations have
soliton solutions, some of which were already known at
that time.

On the other hand, this kind of equations can be
turned into polynomial nonlinear equations

2

0
ouov

logh = ah® + Bh® )

by using the change of variables i) = log h.
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