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Resumen

Los algoritmos de control continuos en tiempo finito son frecuentemente motivados
en la literatura argumentando ventajas sobre los esquemas asintéticos, tales como ma-
yor robustez ante incertidumbre y perturbaciones. Esto motiva a estudiar mas de cerca
la certitud de lo anteriormente mencionado. En este sentido, en la primera parte de
este trabajo se consideran cuatro leyes de control continuas existentes en la literatura
—referidas aqui por las siglas HXH02¢c, HXHO2;p, SB15 y ZZ17— que resuelven el
problema de regulaciéon en tiempo finito en sistemas mecanicos y mediante simulaciones
se realiza un estudio comparativo de su desempeno, particularmente bajo la conside-
raciéon de entradas acotadas y ante incertidumbre paramétrica. Posteriormente, en la
segunda parte de la tesis se estudian analiticamente, y en un contexto mas general,
algunos aspectos de robustez de una ley de control continua para el seguimiento en
tiempo finito de sistemas mecanicos con entradas acotadas, recientemente propuesta
en la literatura, la cual a través de un parametro de control asegura estabilidad expo-
nencial o en tiempo finito del origen (equilibrio deseado). Se demuestra entonces que
ante perturbaciones con cota suficientemente pequena las soluciones del sistema en lazo
cerrado son uniformemente ulteriormente acotadas y que su variacién post transitoria
alrededor del origen es mas pequena en el caso en que el control es en tiempo finito que
cuando es de tipo asintético, logrando dar un sustento mas soélido sobre las ventajas
que presentan los controladores en tiempo finito sobre los asintoticos en relacion al
aspecto de robustez tratado.

Abstract

Finite-time controllers are frequently motivated in the literature claiming advan-
tages over asymptotical schemes, such as improved robustness to uncertainties and
disturbance. This has motivated us to investigate conditions under which such advan-
tages take place. In this sense, in the first part of this work four continuous control laws
previously presented in the literature are considered —referred to here by the acronyms
HXHO02¢c, HXHO2ip, SB15 and ZZ17— which solve the finite-time regulation problem
for mechanical systems and, through simulation implementations, a comparative study
of their performance is carried out —under different criteria— particularly under the
consideration of constrained inputs and parametric uncertainty. Subsequently, in the
second part of the thesis, in a more general context, some robustness aspects of a re-
cently proposed continuous control law dealing with tracking of mechanical systems in
finite-time are established analytically. For this controller, it results possible to choose
among finite-time and exponential convergence of the closed-loop system responses to
desired trajectories, through a simple control parameter. It is shown then that in the
case of disturbances with sufficiently small bound, the closed-loop system solutions are
uniformly ultimately bounded and that the post transient response of the error varia-
bles around the origin is smaller for the finite-time controller than for the asymptotic
one, thus giving a stronger support on the advantages of finite-time controllers over
asymptotical ones in relation to the considered robustness aspect.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de control ha jugado un papel fundamental en el avance de la ingenieria y
la ciencia, y se ha convertido en una parte importante en cualquier operacién industrial
que requiera el control de temperatura, presiéon, humedad, flujo, etc.[20] En particular,
el control de sistemas mecanicos resulta un problema de gran interés por sus diversas
aplicaciones en distintas areas, como en el control de movimiento de robots manipu-
ladores, humanoides, vehiculos, etc. Para la realizacion de estas tareas —las cuales
generalmente requieren que los sistemas alcancen una posicion o sigan una trayectoria
deseada— los dispositivos involucrados en estos mecanismos deben ser programados de
tal forma que se cumplan los cometidos demandados de la manera mas precisa posible.

Apoyados en otros paradigmas se contribuye al desarrollo de la teoria de control
en donde se continian creando nuevas herramientas y algoritmos para resolver distin-
tos tipos de problemas: desde la realizacién de tareas simples como la manipulacién
de objetos pequenos, hasta aplicaciones mas demandantes como lo son las de caracter
industrial. En este sentido, parte de la teoria de estabilidad en tiempo finito ha sido
aplicada en el area de control en donde existen algoritmos de control continuos que
resuelven el problema de regulaciéon y que garantizan que se alcance un objetivo de
control en tiempo finito, i.e., en un tiempo 7' < co. En el mismo sentido, aunque es un
problema menos estudiado debido a su reciente desarrollo, existen esquemas de control
continuos que garantizan seguimiento de una trayectoria en tiempo finito.!

En particular, entre dichos algoritmos de control existen algunos que han sido desa-
rrollados para ser aplicados a sistemas mecédnicos, como los propuestos en [13], [22], [23]
y [25]. Aunque en la visién de cada autor subyace un paradigma diferente, todos estéan
orientados a resolver el problema de control —ya sea de regulacion o seguimiento— de
sistemas mecanicos en tiempo finito. Por ejemplo, en [13], Hong et al. proponen dos
esquemas de regulacién desarrollados en el marco tedrico de la homogeneidad; en [22],
Sanyal y Bohn proponen un regulador cuyo diseno estd basado en el principio del con-
trol por modos deslizantes; en [25], Zavala-Rio y Zamora-Gémez desarrollan una ley de
control de regulacién desde el marco tedrico de la homogeneidad local, la cual ademas,

LA diferencia de los esquemas de control asintéticos, refiriéndose al caso en el que el cumplimiento
del objetivo de control ya sea de regulacién o seguimiento es en tiempo infinito.



a diferencia de las anteriores, tiene un enfoque hacia el acotamiento de las entradas al
sistema; mientras que en [23], Zamora-Gdmez et al. proponen recientemente una ley
de control para el seguimiento de sistemas mecanicos, cuyo analisis del sistema en lazo
cerrado esta desarrollado a través de una funcién estricta de Liapunov.

1.1. Motivacion y objetivos

Al tener diversos esquemas de regulacion en tiempo finito, los cuales estan ademas
enmarcados en distintos aspectos tedricos, surge la inquietud de estudiar las particu-
laridades y ventajas o desventajas que poseen cada uno, y entre ellos mismos, lo cual
puede ayudar a determinar cuél de ellos emplear de acuerdo a los requerimientos y/u
objetivos. En este sentido, en la primera parte de la tesis, se consideran los algoritmos
de control en tiempo finito anteriormente mencionados que resuelven el problema de
regulacién de sistemas mecanicos [13, 22, 25| y, en un primer acercamiento, a través
de simulaciones se realiza un estudio comparativo de sus desempenos en lazo cerrado
bajo distintos aspectos.

Cabe mencionar que los trabajos de control continuos en tiempo finito existen-
tes en la literatura a menudo motivan sus propuestas argumentado superioridad, so-
bre aquéllos que resuelven el problema de control formulado de manera asintética (en
tiempo infinito). Tales argumentos van desde menores tiempos de estabilizacién hasta
mayor robustez ante incertidumbre o perturbaciones, como se menciona por ejemplo
en [7, 12, 14], sin embargo, son pocas las ocasiones en que estas afirmaciones se de-
muestran. Esto iltimo, asi como algunas observaciones hechas en la primera parte de
la tesis, motivan la segunda parte, en donde se estudia el problema de sequimiento en
presencia de perturbaciones para la ley de control continua propuesta en [23], disenada
para garantizar seguimiento en tiempo finito o exponencial (a través de un pardametro
de diseno) en ausencia de perturbaciones.

Se enuncian entonces los objetivos de la tesis de la siguiente manera:

1. Considerar algunas de las leyes de control continuas existentes en la literatu-
ra para sistemas mecdnicos de n grados de libertad (gdl) —particularmente las
expuestas en [13, 22, 25|— que garantizan convergencia en tiempo finito de las
soluctones en lazo cerrado a una referencia constante dada, y a través de simu-
laciones, realizar un estudio comparativo del funcionamiento en lazo cerrado de
cada una de ellas.

2. Analizar algunos aspectos de robustez de la ley de control de sequimiento en tiem-
po finito propuesta en (23], particularmente suponiendo la presencia de perturba-
ciones en el sistema.



1.2. Estructura y contenido de la tesis

El trabajo presentado esta constituido por cuatro capitulos, los cuales se componen
de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se presentan, ademéas de una breve introduc-
cion a la teoria de estabilidad en tiempo finito, los resultados matematicos y conceptos
referentes a los sistemas mecéanicos necesarios para presentar y demostrar lo realizado
en capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 se introducen los algoritmos de control continuos en tiempo finito
que forman parte del estudio comparativo referidos a [13], [22] y [25] —y que resuelven
el problema de regulacion— y via simulacion se evalia su desempeno, a través de dis-
tintos aspectos que aqui se definen. Se presentan los datos obtenidos de las simulaciones
y las conclusiones correspondientes.

En el Capitulo 3 se considera la ley de control para el seguimiento de sistemas
mecénicos en tiempo finito propuesta en [23], y se estudia analiticamente la respuesta
del sistema ante perturbaciones. Se prueba que ante pequenas perturbaciones el siste-
ma en lazo cerrado no se desestabiliza y que sus trayectorias entran en tiempo finito
a una vecindad de la trayectoria deseada, la cual resulta ser mas pequena en el caso
en el que el control es en tiempo finito, en comparaciéon a cuando el controlador es
de tipo asintético, lo que dara apoyo a los argumentos mencionados en la literatura
en relacién a que los controladores en tiempo finito son mas robustos que los asintéticos.

En el Capitulo 4 se presentan las conclusiones y algunos comentarios sobre el trabajo
realizado, asi como las perspectivas a futuro relativas a este proyecto. Y finalmente,
se incluye un apéndice en el cual se presenta parte de una prueba desarrollada en el
Capitulo 3.

1.3. Preliminares matematicos

En esta seccion se presentan los conceptos y herramientas matematicas utiles para
la formulacién y/o demostracién de los resultados estudiados y desarrollados en este
trabajo. Entre los conceptos presentados se encuentran el de estabilidad en el sentido de
Liapunov y estabilidad en tiempo finito de puntos de equilibrio de sistemas auténomos
y no auténomos. Se presentan también algunos resultados a través de los cuales es
posible demostrar estabilidad en tiempo finito y se enuncia un resultado conocido
sobre acotamiento ulterior, el cual servira de base para demostrar uno de los resultados
centrales de este trabajo.

1.3.1. Notacién

Dados x € R" y M € R™™, x; representa la i-ésima componente de x y M;; el
elemento de la matriz M ubicado en el i-ésimo renglén y j-ésima columna. Ryg =
{reR:2>0LRypg={z€eR:2z>0}, R,y ={zeR":z >0,i=1n}
yR2, = {x € R": 2; > 0,i = 1,n}. Al origen de R" se le denotara por 0,. Dado
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un conjunto A, se denota por OA a su frontera. C°(A; B) representa el espacio de las
funciones continuas de A a B, y C*(4; B), k > 1, representa el espacio de las funciones
k veces continuamente diferenciables de A a B. ||-|| denota la norma Euclidiana, i.e., la
norma 2 para vectores y la norma 2 inducida para matrices. B;' denota la bola de radio
r > 0 de dimensién n con centro en 0, i.e. B" = {z € R" : ||z|]| < r}, y S~ denota
la esfera de radio r > 0 de dimensién n — 1 con centro en 0,, i.e. S*~! = {z € R" :
||z|| = r}. sgn(-) representa la funcién signo, y sat(-) la funcién saturacién esténdar
(unitaria), i.e., dado ¢ € R, sat(¢) = sgn(¢) min{1, [c|}. diag[k,...,k,] denota una
matriz diagonal de dimensién n x n, con k; € R, j = 1,n, e I, se utiliza para denotar
la matriz identidad de dimensién n x n.

1.3.2. Estabilidad en el sentido de Liapunov

Sea el sistema auténomo
i = f(x) (L1)

donde f : D — R"™ es un campo vectorial continuo y D C R" es un dominio —i.e.
un conjunto abierto y conexo— que contiene al origen. Se denota por x(t;x¢) —o
simplemente z(t) cuando resulte conveniente o sea claro por el contexto— una solucién
de (1.1) con condicién inicial xg, i.e. x(0;x¢) = x¢, y S, denotard el conjunto de todas
las soluciones de (1.1) con condicidn inicial zy. Los puntos z* para los cuales f(z*) = 0,
se denominan puntos de equilibrio y corresponden a aquéllos que generan soluciones
constantes de (1.1), es decir, f(z*) =0, <= z(t) = z*, es solucién de (1.1). En lo
consecuente se supondra, sin pérdida de generalidad, que el origen 0,, es un punto de
equilibrio de (1.1). Se tiene entonces la siguiente definicién [4]:

Definicién 1.3.1. Se dice que el origen de (1.1) es estable si para cada € > 0 existe
d > 0 tal que para cada condicion inicial xy con ||zo|| < & y cada solucion x(t) € Sy,
lo siguiente se satisface: x(t) existe para todo t positivo y satisface

lz(t)]| < & ¥t > 0

Adicionalmente, se dice que 0, es localmente asintoticamente estable si es estable y
ademds lo siguiente se satisface: existe §g > 0, con 0 < &y < 9, tal que

lim ||z(¢)|| =0

t—o0
para cada o tal que ||zo|| < do, y todas las soluciones x(t) € S, .

Un concepto ttil al estudiar la estabilidad de un punto de equilibrio es el de funcién
de Liapunov, la cual es una funcién que se construye para determinar la estabilidad de
un punto de equilibrio en un sistema dinamico, y el método directo de Liapunov, enun-
ciado en el siguiente teorema, establece las condiciones para determinar la estabilidad
de un punto de equilibrio mediante una funciéon de Liapunov.



Teorema 1.3.2. [17] Sea x = 0,, un punto de equilibrio de (1.1) y sea D C R™ un
dominio del origen. Sea V : D — R una funcion continuamente diferenciable tal que

1. V(0,) =0
2. V(xz) >0 en D\ {0,}.
Se tiene entonces que,
a) si V(xr) <0 enD,O0, es estable;
b) si V(z) <0 en D\ {0,}, 0, es asintiticamente estable.

Una funcién V' que satisface los puntos 1, 2 y (a) del Teorema 1.3.2 se denomina
funcién de Liapunov; si ademds V' satisface el inciso (b), entonces se llama funcién de
Liapunov estricta. Otros conceptos que se definen son las siguientes [17]: una funcién
V(z) que satisface los puntos 1 y 2 del Teorema 1.3.2, esto es, V(0,) = 0y V(x) >
0 Vx # 0,, se dice que es definida positiva, v si en lugar del punto 2 se satisface la
condicién V(z) > 0 Vz # 0, se dice que es semidefinida positiva. Una funcién V(x) se
dice ser definida negativa, respectivamente semidefinida negativa si —V (x) es definida
positiva, respectivamente semidefinida positiva. Dada una matriz Py V : R®* — R
definida como V(z) = 2T Pz, se dice que la matriz P es definida positiva (semidefinida
positiva), si V es definida positiva (semidefinida positiva), y lo denotamos por P > 0
(P >0).

Definicién 1.3.3. Se dice que una funcidn continua « : [0,a) — [0,00) es de clase
IC si es estrictamente creciente y «(0) = 0. Si ademds a = 0o y a(r) — oo conforme
r — 00, se dice que la funcion es de clase K.

Definicién 1.3.4. Se dice que una funcion continua 5 : [0,a) x [0,00) — [0,00) es de
clase KL si, para cada s fijo, la funcion 5(r,s) es de clase IC con respecto a r vy, para
cada r fijo, 5(r,s) es decreciente con respecto a s y 3(r,s) — 0 conforme s — oc.

1.3.3. Acotamiento y acotamiento ulterior

Mediante un anadlisis de tipo Liapunov es posible demostrar que las soluciones de
un sistema de ecuaciones diferenciales se encuentran acotadas, incluso si no existe un
punto de equilibrio. Este tipo de analisis resulta conveniente especialmente cuando se
estudian sistemas con perturbacién. A continuacién se presenta la definicién de acota-
miento y acotamiento ulterior, asi como un resultado relativo a este concepto, el cual
resultara 1util en capitulos posteriores.

Sea el sistema no auténomo
= f(t) (1.2)

donde f : [0,00) x D — R™ es continuo por partes en t y localmente Lipschitz en x
sobre [0,00) X D,y D C R" es un dominio que contiene al origen.



Definicién 1.3.5. [17] Se dice que las soluciones de (1.2) son

= uniformemente acotadas si existe una constante positiva c, independiente de to >
0, y para cada a € (0,c), existe 5 = [(a) > 0, independiente de ty, tal que

lz(to)ll < a = [lz()]| < B, Vi = to (1.3)

» globalmente uniformemente acotadas si (1.3) se cumple para a arbitrariamente
grande.

= uniformemente ulteriormente acotadas con cota ulterior b, si existen constantes
positivas b y ¢, independientes de to > 0, y para cada a € (0,c), existe T =
T(a,b) > 0, independiente de to, tal que

z(t)]|] <a=|lz@)|| <b, YVt >to+T (1.4)

» globalmente uniformemente ulteriormente acotadas si (1.4) se cumple para a ar-
bitrariamente grande.

El siguiente teorema establece un criterio sobre el acotamiento uniforme y acota-
miento ulterior uniforme de las soluciones de (1.2).

Teorema 1.3.6. [17] Sea D C R™ un dominio que contiene al origen y sea V : [0, 00) X
D — R una funcion continuamente diferenciable tal que

ar(|[z]]) < V(¢ ) < aol]z]]) (1.5)
88_‘15/ + g—‘;f(t,x) < —Ws(zx), Y||z|| > p>0 (1.6)

Vt > 0 y Vo € D, donde ay y as son funciones de clase K y Ws(x) es una funcion
continua definida positiva. Sea r > 0 tal que B, C D y supongase que

< oy (on(r)) (1.7)

Entonces, existe una funcion B de clase KL tal que para cada condicion inicial x(tg)
que satisface ||z(to)|] < ay ' (ayi(r)), eviste T > 0 (dependiente de x(ty) y ) tal que la
solucion de (1.2) satisface

|z < B([|lz(to)ll;t —to), Vo <t <to+T (1.8)

lz(®)]] < oyt (az(p), V& >to+T (1.9)

Mads ain, si D = R™ y ay es de clase Ko, entonces (1.8) y (1.9) se cumplen para
cualquier condicion inicial x(to).



1.3.4. Estabilidad en tiempo finito

El concepto de estabilidad en tiempo finito, a diferencia del de estabilidad asintoti-
ca?, hace referencia a que las soluciones de un sistema alcanzan un estado de equilibrio
en un tiempo 7' < co. Intuitivamente, para tener estabilidad en tiempo finito es nece-
saria convergencia en tiempo finito y estabilidad en el sentido de Liapunov.

Sea el sistema auténomo de orden n

T = f(x) (1.10)

donde f : D — R"™ es un campo vectorial continuo definido en un dominio D C R™ del
origen tal que f(0,) = 0,, y sea x(t; xo) una solucién del sistema con condicién inicial
xg, i.e. x(0;x9) = . Adoptando el marco teérico de acuerdo a como lo establecen
Bhat y Bernstein en [7, 8], ya que es el marco analitico en el que se enuncia lo expuesto
a continuacién, se asume que (1.10) posee soluciones tnicas en tiempo hacia adelante
para todas las condiciones iniciales fuera del origen. La definicién formal de estabilidad
en tiempo finito para sistemas auténomos se presenta a continuacion.

Definicién 1.3.7. [8] (Estabilidad en tiempo finito) El origen del sistema (1.10) es un
equilibrio estable en tiempo finito si es estable en el sentido de Liapunov y existen:

1. una vecindad abierta N' C D del origen tal que N es positivamente invariante
con respecto a (1.10), y

2. una funcion definida positiva T : N'— Ry, llamada tiempo de asentamiento, tal

que x(t; x9) # 0, Vt € [0, T (20)), Vzo € N\{0,}, y 2(T(x0); 20) = 0y, Vo € N.

El origen es globalmente estable en tiempo finito si es estable en tiempo finito con

N =D =R".

Observacion 1.3.8. Ndtese, de la Definicion 1.3.7, que el origen de (1.10) es un
equilibrio globalmente estable en tiempo finito si y solo si es globalmente asintoticamente
estable y estable en tiempo finito.

Por otro lado, para efecto de sistemas no auténomos los siguientes resultados estan
basados en el marco analitico de Moulay y Perruquetti [19], en el cual, a priori, no
se imponen restricciones sobre la existencia de multiples soluciones para una misma
condicién inicial. Sea el sistema no autonomo de orden n

i = f(t,x) (1.11)

donde f : R>g x D — R" es un campo vectorial continuo, D C R" es un dominio que
contiene al origen y f(¢,0,,) = 0,, Vt > 0. Sea z(t; ty, z9) —o simplemente x(t) cuando
resulte conveniente o claro por el contexto—una solucién de (1.11) con condicién inicial
xog € D en el instante inicial tqg > 0, i.e. x(to;to, xo) = o, y S(to,zo) el conjunto de
todas las soluciones x(t;to, o) que comienzan desde (tg, o) € Rsg x D.

2Refiriéndonos al caso en que las soluciones de un sistema nunca son idénticamente iguales a la
solucion de equilibrio en un tiempo finito.



Definicién 1.3.9. [19] El punto de equilibrio x = 0,, de (1.11) es:
= débilmente estable en tiempo finito si:

1. es estable en el sentido de Liapunov;

2. para cada ty > 0, existe § = 0(tg) > 0 tal que, si ||zo|| < &, entonces para
todo x(t) € S(to, xo):

a) x(t) estd definida para todo t >ty > 0;
b) 3T €[0,00) tal que x(t) = 0,, Vt > to+ T.

To[z(t; to, x0)] = Wf{T > 0: x(t;tg, z0) = 0,}, Vt > to + T se denomina tiempo
de asentamiento de x(t;to, xq).

» estable en tiempo finito si, ademds de los puntos 1 y 2 arriba mencionados:

3. To(to,m0) =  sup  Tylz(t)] < co.
x(t)ES(to,zo)

To(to, o) es llamado tiempo de asentamiento con respecto a las condiciones ini-
ciales.

Definicién 1.3.10. [19] El punto de equilibrio x = 0,, de (1.11) es uniformemente
estable en tiempo finito si:

1. es uniformemente asintoticamente estable;
2. es estable en tiempo finito;

3. existe una funcion continua definida positiva ¢ : Rsg — Rxq tal que el tiempo
de asentamiento con respecto a las condiciones iniciales satisface Ty(to, xg) <

e (|lzol])-

Otras definiciones y resultados importantes que forman parte de la teoria de estabili-
dad en tiempo finito son las siguientes. Sea ¢7, definida como &7 (z) = (¢"zy, ..., €™ z,)T, Vo €
R", Ve > 0, una familia de dilataciones, con r = (r1,...,7,)%, donde ry,...,7, son es-
calares positivos, denominados coeficientes de dilatacion.

Definicién 1.3.11. [4] Considérese V : R" — R una funcion escalar. Se dice que V
es homogénea de grado o respecto a la familia de dilataciones 0], si

V (8l (z)) = e*V(x), YV € R", Ve > 0.

Considérese [ = E?zlfi£ (con f; : R" — R), un campo vectorial. Se dice que f es
homogéneo de grado « respecto a la familia de dilataciones §., si

£(50(2)) = € fi(x), Yo € R™, Ve >0, i =1, n.

Lema 1.3.12. [6] Sea el sistema (1.10) homogéneo de grado a.. Entonces el origen del
sistema es estable en tiempo finito si y solo si es asintoticamente estable y o < 0.
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Definicién 1.3.13. [24, 25] Considérese V : R" — R una funcion escalar. Se dice
que V' es localmente r-homogénea de grado o respecto a la familia de dilataciones
or, si existe una vecindad abierta del origen D C R™ —referida como el dominio de
homogeneidad— tal que, para cada x € D y todo € € (0,1]: 6/ (x) € D y

V(o (x)) = eV ()

Sea f = E?ﬂfia%i (con f; : R™ — R), un campo vectorial. Se dice que f es localmente
r-homogéneo de grado o respecto a la familia de dilataciones d7, si existe una vecindad
abierta del origen D C R™ —referida como el dominio de homogeneidad— tal que, para
cada x € D y todo e € (0,1]: 87 (x) € D y

fi(0l(z)) = e fi(w), i=1,n

Lema 1.3.14. [24] Sea el sistema (1.10) homogéneo de grado o, con D = R"™. Supdnga-
se que f es un campo vectorial localmente r-homogéneo de grado o con dominio de ho-
mogeneidad D C R™. Entonces, el origen es un equilibrio globalmente estable en tiempo
finito de (1.10) si y sdlo si es globalmente asintoticamente estable y o < 0.

Definicién 1.3.15. [18] Dado r € RY), una funcion continua que mapea de R™ a R,
denotada por ||x||., se denomina norma homogénea respecto a la familia de dilataciones
0 —o equivalentemente, se dice que es una norma r-homogénea— si, para cada v €
R™, ||z||, >0 con ||z||, =0 <= x =0,, y || (x)||, = €||z||, para todo e > 0.

Definicién 1.3.16. Una esfera r-homogénea (n — 1)-dimensional de radio ¢ > 0 es el
conjunto SP;t = {x € R™ : ||z]], = c}.

Un subconjunto particular de normas r-homogéneas se define de la siguiente manera:

Definicién 1.3.17. [15] Dado r € RZ,, una p-norma r-homogénea (p > 1) se define

como
n 1/p
||]]p = [Z |ﬂfi!”/”]
i=1

En lo sucesivo, el involucramiento de una norma r-homogénea ||- ||, hara referencia a
una p-norma r-homogénea con p > méx;{r; }. Supéngase que f en (1.10) es localmente
r-homogéneo, para algin r € RZ, con dominio de homogeneidad D C D, entonces:

Definicién 1.3.18. [15, 18] El punto de equilibrio de (1.10) es 0-exponencialmente
estable con respecto a la norma homogénea || - ||, si existen una vecindad abierta del
origen, ¥ C D, y constantes a > 1 y b > 0 tales que

||z (t; 0) || < al|wol|,e™, VE >0, Voo €V

Observaciéon 1.3.19. La definicion anterior es equivalente a la definicion usual de
estabilidad exponencial cuando r; =1, i = 1,n.

Lema 1.3.20. [25] Supdngase que f en (1.10) es un campo wvectorial localmente r-
homogéneo de grado a = 0 con dominio de homogeneidad D C D. Entonces, el origen
es un equilibrio d-exponencialmente estable si y solo si es asintoticamente estable.



Observaciéon 1.3.21. Si f en (1.10) es localmente r-homogéneo de grado o = 0 con
coeficientes de dilatacion r; = ro, ¥Yj = 1,n, para algin ro > 0, entonces el origen
resulta ser exponencialmente estable si y solo si es d-exponencialmente estable. —Para

ver los detalles de este hecho puede consultarse [25, Remark 2.5]—.

Sea el sistema auténomo
&= fi(z) + fa(w) (1.12)

donde f; : R — R" vy f5 : R® — R"™ son campos vectoriales continuos, tales que

fl(on) = f2(0n) = 0.

Lema 1.3.22. [11] Supdngase que fi en (1.12) es homogéneo de grado a < 0 con
respecto a la familia de dilataciones 6., y que x = 0,, es un equilibrio asintéticamente

estable del sistema & = fi(z). Entonces, x = 0,, es un equilibrio estable en tiempo finito
de (1.12) si Vx € S71:

lim foj(€Mxy, ... €may,)
e—0 €ty

=0, j=1n (1.13)

Lema 1.3.23. [25] Supdngase que para algin r € RZ,, fi(x) en (1.12) es localmente -
homogéneo de grado o < 0 (respectivamente o = 0), con dominio de homogeneidad D C
R"™, y que x = 0,, es un equilibrio globalmente asintdticamente estable (respectivamente
d-exponencialmente estable) del sistema & = fi(x). Entonces, x = 0, es un equilibrio
estable en tiempo finito (respectivamente é-exponencialmente estable) de (1.12) si

lm fgj (6“371, c.. ,67‘"13”)
e—0+ €t

=0 (1.14)

para todo j = 1,n, Yo € S (respectivamente Vx € S,

'="), para alguna ¢ > 0 tal que
Sn=t C D (respectivamente S;fc_l c D).

Obsérvese que aunque los Lemas 1.3.22 y 1.3.23 son similares, este ultimo aplica en
el marco tedrico de la homogeneidad local.

Lema 1.3.24. [7] Considérese el sistema (1.10). Supdngase que existe una funcion
continua V : D — R tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

1. V es definida positiva.
2. Existen ¢ >0, a € (0,1) y una vecindad abierta V C D del origen tal que

V(z) < —c[V(2)]®, Yz e V\{0,}

Entonces, el origen de (1.10) es un equilibrio estable en tiempo finito. Mds ain, si N
es como se describe en la Definicion 1.3.7 y T es la funcion tiempo de asentamiento,
entonces

1
T(r) < ——
(v) < (1l —a)
y T es continua en N. Si ademds D = R", V es radialmente desacotada y V toma
valores negativos en R™ \ {0,,}, entonces el origen es un equilibrio globalmente estable
en tiempo finito de (1.10).

V(@) Vo e N (1.15)
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Observacion 1.3.25. Para obtener (1.15) en el Lema 1.3.24, supdngase que vV <
—cVe, donde V = %, ¢c>0yaec(0,1); luego, multiplicando ambos lados de la de-
sigualdad por dt (el cual es positivo en tiempo hacia adelante) y por V= (que también

es positivo) se tiene V~*dV < —c dt; integrando de 0 a t

V() t Yo+l 1 |V®
/ V=edV < —c/ dr = [ ] < —ct
Vv (0) 0 —a+1] |y
-« 11—«
L e vor-e
11—« 11—«
de donde,
VIT(t) < —ct(1 —a) + [V(0)]' (1.16)

De esto ltimo, notese que el lado derecho de la desigualdad anula en

* 1 l1—a

tr = dd—a) [V(0)] (1.17)
donde t* > 0, y mds atin, —ct(1 —a) + V17%(0) < 0, Vt > t*. De este modo, junto con
la ecuacion (1.16), ya que V' es definida positiva, se concluye que V(t) = 0, Vit > t*.
Ast, bajo las condiciones del Lema 1.3.24, si V(x(t)) = 0, se sigue que el argumento
de V' es idénticamente igual a 0,, esto es, x(t) = 0,, ¥Vt > t*, con t* dado como en
(1.17) y V(0) = V(2(0)), y por lo tanto la solucion del sistema alcanza el origen en
tiempo finito. Adicionalmente, por ser el origen un punto de equilibrio, la solucion x(t)
es idénticamente igual a cero para todo t > t*.

Otros resultados y definiciones empleados en capitulos posteriores son:

Lema 1.3.26. [10] (Desigualdad de Hélder) Para cada ¢, € [1,00] tales que é%—i =
1, y cada 2,y € R, se cumple que |z7y| < |[z]ls]llly

Lema 1.3.27. [5] (Desigualdad de Young) Sean ¢, € (1,00) tales que é#—i =1y

a,b € R>q, entonces ab < % + %

Lema 1.3.28. [23] Dado = € R, la p-norma dada por ||z|l, = O, |x2|p)% es no
creciente en p.

Observacién 1.3.29. Por equivalencias de p-normas, para cualesquiera ||| y || ||,
con ¢ # 1), existen constantes Cpyp > Cpyp > 0 tales que cppllz)|p < [|2lle < Coullz||y,
Vx € R". En particular, por el lema anterior, cgp =1 st ¢ <Y yCpyp =1 519 < @.

Definicién 1.3.30. [23] Una funcion escalar continua o : R — R se dice ser:
1. estrictamente pasiva si so(s) > 0, Vs # 0;

2. fuertemente pasiva —para (k,a,b)— si es una funcion estrictamente pasiva que
satisface |o(<)| > k|bsat(s/b)|* = k(min{[s|,b})?*, Vs € R, para algunas constantes
positivas k,a y b.

11



)— st es una Juncion fuertemente
[B)[2 = R(min{|<], B}, Ve € R, para
algunas constantes positivas k, a, b, k, a y b.

Lema 1.3.31. [23] Sea 0; una funcidn fuertemente pasiva para (k,a,b) y k; una cons-
tante positiva j = 1,n, k, = min;{k;}, kyy = méx;{k;}, y para v € R" y ¢ > 0,

sea
][ V||| <

So(w;a,¢) = { ezl Vlel] > ¢

Entonces

LS Jo7 okyzg)dz; > S So(x;a,b/kyy), Vo € R™;

j=1J0
2. Y wjoy(kjzy) > kkg,So(w;a,0/ky), Vo € R™.

Observacion 1.3.32. Ndtese que para una funcion o fuertemente pasiva acotada —
para (K, a,b,R,a,b)— se tiene que

r(min{[c],b})* < [o()] < R(minf|],b})" < Kl¢|" Vs € R

Lema 1.3.33. [23] Para j = 1,n, sea o; una funcién fuertemente pasiva acotada para
(k,a,b,k,a,b), k; una constante positiva, y k,, = min;{k;}, kyy = max;{k;}. Entonces,
para j =1,n,

n Zj e ~
S [ ostiszie; < L e vi e v,
= Jo a

donde ¢ = ¢;12, es una constante positiva obtenida como se indica en la Observacion

1.3.29.

1.4. Sistemas mecanicos

En esta seccion se presenta la ecuacién general de movimiento de un sistema mecani-
co, asi como algunas de sus propiedades, las cuales resultan de utilidad en el diseno
de algoritmos de control. La Figura 1.1 presenta un brazo manipulador de tres gra-
dos de libertad (en lo subsecuente se abreviard por gdl a “grados de libertad”). Las
variables q1, g2 v g3 representan las posiciones de los eslabones del robot, generalmen-
te medidas en grados en el caso de los robots con uniones rotacionales como el de la
figura. Para el caso general de un manipulador de n gdl, la posiciéon del robot se indi-
ca en el vector ¢ = [q1 ... ¢,]7, donde ¢; es la posicién de la i-ésima articulacién, y
Gd=1I¢ ... @)T yd=1[d ... ¢u)* son sus correspondientes velocidades y aceleraciones.

A fin de mover los eslabones del manipulador, se considera que en cada unién hay un
actuador, cuyas fuerzas y/o pares ejercidos son incluidos en el vector 7 = [r; ... 7,|T
conocido como vector de fuerzas generalizadas externas.

bl
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La ecuacién general de movimiento de un sistema mecanico de n gdl totalmente
actuado con término de amortiguamiento lineal, puede escribirse como

H(q)i+C(q.9)q+ Fq+glq) =7 (1.18)

donde H(q) es la matriz de inercia del sistema, C(q, ¢)q es el vector de fuerzas centrifu-
gas y de Coriolis, g(q) es el vector de fuerzas conservativas y F'¢ es un vector de fuerzas
de amortiguamiento lineales.?

En relacién a la matriz F' del término de fuerzas de amortiguamiento lineales, aun-
que en la teoria es considerada simétrica semidefinida positiva — i.e., F' > 0 (en par-
ticular, con ApaF > 0y A E” = 0, el sistema es referido como semiamortiguado)—
lo mas comun en la practica es que F' > 0, caso aludido como sistema completamente
amortiguado; sin embargo, un modelo mas sencillo, y que suele considerarse frecuen-
temente en la literatura es aquel en el que F' = 0, referido como sistema mecéanico no
amortiguado:

H(q)j+C(q,q)q+g(q) =T (1.19)

y el cual sera considerado en el estudio comparativo de distintos algoritmos de control
en tiempo finito que sera presentado en el Capitulo 2.

Figura 1.1: Brazo manipulador de 3 gdl.

1.4.1. Propiedades de los sistemas mecanicos

Ambos modelos (1.18) y (1.19) seran considerados en los Capitulos 2 y 3, respec-
tivamente, por lo que se enuncian a continuacién algunas de sus propiedades [9, 21],
asi como algunas suposiciones ttiles para la presentacion y demostracion de resultados
expuestos en capitulos posteriores:

3Un ejemplo de fuerzas de amortiguamiento lineales son las componentes de friccién viscosa, siem-
pre presentes en todo tipo de mecanismos [3]. Fuerzas de amortiguamiento no lineales, como las
componentes de friccién seca o estatica, no son consideradas por simplicidad.
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Propiedad 1.4.1. H(q) es una funcién matricial continuamente diferenciable, simétri-
ca y definida positiva, y de hecho H(q) > I, —de modo que ||H(q)|| > pm Vg € R™"—
para alguna fu,, > 0.

Propiedad 1.4.2. La matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis definida mediante
los simbolos de Christoffel del primer tipo satisface:

1. H(q,cj) =C(q,q)+C"(q,q),Yq, ¢ € R™, y por lo tanto, ZT[%H(:c,y) —C(z,y)]z =
0; nyyu z € Rn;

2. C(w,z+y)z =C(w,z)z+ C(w,y)z, V,y,z,w € R";
3. [|IC(z,9)|| < p(x)|lyll, Yz,y € R, para alguna @ : R™ — Rsg.

Suposicién 1.4.3. La matriz de inercia satisface: ||H(q)|| < par, Vg € R, para alguna

Suposicién 1.4.4. o(-) en el punto 3 de la Propiedad 1.4.2 es acotada y en conse-
cuencia ||C(z,v)|| < kellyl|, Yo,y € R™, para alguna ke > 0.

Suposicién 1.4.5. El vector de fuerzas (generalizadas) conservativas g(q) estd aco-
tado, o de manera equivalente, cada uno de sus elementos, g;(q), i = 1,n, satisface
lgi(q)| < By, Vg € R, para alguna B,, > 0.

Para un estudio mas exhaustivo sobre los sistemas mecanicos, especialmente sobre
las propiedades de la matriz de inercia, del vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis,
y del vector de fuerzas conservativas puede consultarse también [16].

1.4.2. Control de sistemas mecanicos

Dada una posicion deseada g, constante, se conoce como problema de control conti-
nuo de posicionamiento —o para requlacion— en tiempo finito a encontrar una ley de
control continua u(g, ¢) tal que la solucién trivial del sistema en lazo cerrado ¢(t) = 0,
sea estable en tiempo finito, donde § £ ¢ — g4 define el error de posicién.

De manera semejante al problema de regulacién, dada una trayectoria deseada qq(t),
se describe el problema de control continuo de movimiento —o para sequimiento de tra-
yectorias— en tiempo finito a encontrar una ley de control continua u(t,q, ) tal que
la solucién trivial del sistema en lazo cerrado, ¢(t) = 0,,, sea estable en tiempo finito,
donde § = q — qq(t).

En un sistema mecanico real, el vector de fuerzas o pares 7 es suministrado por
los actuadores, los cuales son generalmente electromecanicos, neumaticos o hidrauli-
cos [16]. Se sabe que los actuadores de un mecanismo poseen capacidades limitadas,
llamense de par o fuerza, y por lo tanto, su trabajo esta limitado a cierto rango de ope-
racion. Considerar esto en el diseno del controlador puede evitar que el sistema trabaje
en sus niveles maximos de operacién, lo cual puede eludir danos en los elementos del
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actuador

da u T q,9
— C I 3 >

control sistema

A 4

A\ 4

Figura 1.2: Diagrama en lazo cerrado de un sistema de control con restricciones de
entradas.

sistema como desgaste prematuro, sobrecalentamiento, etc.

En este sentido, algunos autores, e.g. [23] y [25], han propuesto algoritmos de control
continuos que evitan la saturacién de las entradas al sistema, y resuelven el problema de
regulacién y/o seguimiento, los cuales resultan de interés por las ventajas que poseen.
Con el fin de considerar el problema real en el que la capacidad de los actuadores del
sistema mecanico esta limitada, algunas de las leyes de control que se considerardn en
capitulos posteriores suponen que cada entrada al sistema, 7;, en valor absoluto, esta
restringida a ser menor que una cota de saturacién dada T; > 0, es decir, |1;| < T;,
i = 1,n. Més especificamente, el sistema (1.19) estd sujeto a

U;
. Tisat [ 4 1.20
T, sa (Tz) ( )

donde u; representa la variable de control (o la salida del controlador) relativa al i-ésimo
grado de libertad. En la Figura 1.2 se presenta un diagrama de control en lazo cerrado
con restricciones de entrada. Sobre las cotas de saturacion se considera lo siguiente.

Suposicién 1.4.6. Considerando el sistema (1.19), bajo la restriccion de entrada im-
puesta por (1.20), se supone que T; > B,,, Vi = 1,n.
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Capitulo 2

Leyes de control de regulaciéon en
tiempo finito

En este capitulo se presentan algunas leyes de control continuas —tomadas de la
literatura— que resuelven el problema de regulacion en tiempo finito en sistemas de la
forma (1.19). En particular, se exponen las que forman parte del estudio comparativo
descrito en la introduccion.

Las leyes de control que forman parte del estudio comparativo presentadas en las
Secciones 2.1-2.3, aseguran estabilidad global en tiempo finito de la solucién trivial en
lazo cerrado g(t) = 0,, donde § = ¢ — g4 define el error de posicién, y g4 es una posicién
constante deseada, resolviendo asi el problema de regulacion.

Para distincién de cada uno de los algoritmos de control se hace uso de un conjunto
de siglas las cuales hacen referencia al nombre del autor y al afio de publicacién. Aunque
no se demostraran aqui, ya que no es el objetivo de la tesis, se exponen las ideas
principales sobre las pruebas de estabilidad en tiempo finito para las leyes de control
presentadas a continuacién. Cabe mencionar que entre las leyes de control en tiempo
finito que se encuentran actualmente en la literatura, fueron consideradas aquéllas que
al inicio de la tesis formaban parte de los articulos mas representativos con enfoques
continuos, en tiempo finito y hacia sistemas mecanicos.

2.1. Leyes de control HXHO02¢c y HXHO021p

Considérese la ecuacién general de movimiento de un sistema mecanico no amorti-
guado de n grados de libertad totalmente actuado introducida en la Seccién 1.4

H(q)§+C(q,4)g+g(q) =T (2.1)

La solucién trivial de (2.1) en lazo cerrado con las leyes de control continuas pro-
puestas por Hong et al. —presentadas en [13]— es globalmente estable en tiempo finito.
Dichos algoritmos de control, usando la notacién de [13], son:
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HXH()Qgci

T = —Kisig(q)™ — Kasig(q)™ + 9(q) (2.2)
HXHO2p:
T = —H(q) [K1sig(q)™ + Kasig(¢)™] + g(q) + C(g, 9)¢ (2.3)
con aj € (0,1), ag = 1%3;1; dado = € R™, sig(z)® £ (sgn(x1)|z1]®, ..., sgn(z,) |z, v,
para i = 1,2, K; = diag[k1, ..., ki,] es una matriz diagonal definida positiva.!

Sobre las ideas centrales de la prueba de estabilidad en tiempo finito de la solucion
trivial de (2.1) en lazo cerrado con (2.2) se tiene lo siguiente. Sean z1 = ¢ — qq4, T2 = ¢
y z = (2F,2])T entonces la representacién en variables de estado de (2.1) en lazo
cerrado con (2.2) se escribe como

a'cl = X2
Zil'z = —H_l(.fCl -+ Qd) [Klsig(:cl)al -+ KgSig<£IZ'2)a2 + C(.I'l —+ dd, ZIZ'Q).CEQ]

el cual a su vez puede escribirse —como se indica en el Lema 1.3.22— como un sistema
con la forma @ = fi(x) + f2(x), donde

filz) =
—H ' (qq) [Kysig(xy) + Kasig(z2)??]

0y,
fo(z) =

—H Yy 4 q2)C(21 + qq, w2) 19 — H(zy) [Kysig(x,)™ 4 Kosig(xs)®?]
y H(zy) = H (&1 + q4) — H '(gq). Posteriormente se prueba que el sistema & = f; ()

es homogéneo de grado as — 1 < 0 respecto a 6", con

2
1—|-0617

f:<f?,f§)T, TA’l: (Til,...,?”in)T, i:1,2, ;=

To; = 1, j= 17_” (2-4)

y mediante funciones de Liapunov se muestra que el origen de ambos sistemas, & =
fi(z) y © = fi(z) + fo(z), es globalmente asintéticamente estable. Después, se prueba
que f, satisface la condicién (1.13) del Lema 1.3.22, de donde se concluye que el origen
de & = fi(x) + fa(x) es estable en tiempo finito. Finalmente, la estabilidad global en
tiempo finito se sigue de la Observacion 1.3.8.

Ahora, por otro lado, para probar estabilidad en tiempo finito de la solucion trivial
de (2.1) en lazo cerrado con (2.3), de manera semejante al caso anterior, se definen
T1=q—qqy T2 = ¢ como variables de estado y se escribe el sistema en la forma

flzl’g

: _ . 2.5
to = —Kisig(xy)™ — Kasig(zy)*? 29

'Los subindices GC e ID en los nombres de las leyes de control hacen referencia a los términos, en
inglés, gravity compansation e inverse dynamics.
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Luego se verifica que el sistema & = f(z) definido por (2.5), donde x = (2T, 21)7 es

homogéneo de grado as —1 < 0 respecto a &7, con 7 como se define en (2.4), y mediante
una funcién de Liapunov se muestra que el origen del sistema (x1,22) = (0,,0,), es
globalmente asintoticamente estable y por el Lema 1.3.12 se sigue que ademaés es estable
en tiempo finito. Finalmente, ya que el sistema es homogéneo, la estabilidad en tiempo
finito es global. Los detalles de las pruebas de estos resultados pueden consultarse en
[13].

2.2. Ley de control SB15

De manera semejante a los reguladores HXH02¢c y HXHO02p, presentados en (2.2)
y (2.3), la ley de control propuesta por Sanyal y Bohn en [22] asegura estabilidad global
en tiempo finito de la solucién trivial del sistema en lazo cerrado g(t) = 0,. Esta ley
de control —la cual se denota aqui como SB15—esta dada por:

= Hg) etk ke T g r e (26
e [T e | |
donde B
. q
(= q+k||q||1ia, ae(1/2,1), k, v>0

A diferencia de las pruebas de estabilidad correspondientes a las leyes de control
HXHO02¢c y HXHO2p, las cuales se desarrollan en el marco tedrico de la homogeneidad,
en [22] se logra demostrar estabilidad en tiempo finito de ¢(t) = 0, de la siguiente forma:
primero se identifica una variedad (auxiliar), dada por ¢ = 0,, con ¢ como se define
arriba, 7.e. ¢ + klkﬂ% = 0,,, de donde se tiene que
q

! = On —— q: _kﬁ
|||

(2.7)
sobre la cual se prueba que ¢q converge a 0,, en un tiempo finito 7. Luego, se halla una
forma apropiada del sistema en lazo cerrado que asegura que las variables del sistema
convergen en un tiempo finito 75 a dicha variedad. Finalmente, la ley de control es di-
senada —por compensacion exacta de la dindmica— de tal modo que obliga al sistema
en lazo cerrado a tomar la forma encontrada en el paso anterior.

. . . : . 1
Para visualizar esto, como primer etapa, considérese la funcién V;(q) = §QTQ, cuya

derivada a lo largo del subsistema implicitamente generado sobre la variedad definida
por ¢ = 0,, mostrado en la ecuacién (2.7), estd dada por

i = q'q i
T q B
= q —k—_:| :—lilv
{ [laf|* = '

con k= 2%k y B = (1+a)/2 € (3/4,1). Luego, de manera semejante a como se indica
en la Observacién 1.3.25, se sigue que existe un tiempo 77 (calculado como en (1.17))
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para el cual Vi(g(t)) = 0 Vt > T3 y por lo tanto ¢(t) = 0,, ¥t > T}, concluyendo que
sobre la variedad ¢ = 0, los estados del sistema convergen a (¢, ¢) = (0,,0,) en tiempo
finito.

Ahora, como segundo paso se muestra que las trayectorias del sistema convergen en
tiempo finito a la variedad definida por ¢ = 0,,. Para visualizar esto, sean 1 = q¢—qq y
x9 = ¢, entonces la representacién en variables de estado de (2.1) en lazo cerrado con
(2.6) esta dada por

i‘l = I9
1127 1 (2.8)
131 (ks

14 T2

- —k ~k(a—1
@ e R

i’gz

1
y considérese la funcién V,(¢) = EETE, entonces la derivada de V5 a lo largo de las

trayectorias solucion de (2.8) estd dada por

Vo = (70
T
_ gT{j; T e 1) BT
2 e || |[3~
14
S A NN
[ 7(@)1-&]
= —/{,2‘/50[

con Ko = 2%y. Asi, andlogamente al argumento descrito en la etapa anterior, se sigue
que existe un tiempo Ty (que puede calcularse como en (1.17)) para el cual Va(¢(t)) =0
Vt > Ty, lo cual implica que £(t) = 0,, Vt > T5, de donde se sigue que las trayectorias del
sistema en lazo cerrado convergen a la variedad definida por £ = 0,, en un tiempo finito.

Luego, de las dos etapas anteriores se concluye que la solucién de equilibrio ¢(t) = 0,,
es estable en tiempo finito, con un tiempo de convergencia 7% = T + T». Finalmente,
yva que las funciones V; son radialmente desacotadas y negativas en R™ \ {0,} para
1 =1,2, del Lema 1.3.24 se concluye que la estabilidad en tiempo finito es global.

2.3. Ley de control ZZ17

Finalmente, el ultimo algoritmo de control que se considera para el estudio compa-
rativo es el propuesto por Zavala y Zamora en [25], en donde se resuelve el problema
de regulacién desde el marco tedrico de la homogeneidad local. Esta ley de control esta
dada por:

7717:
7= —so(s1(K1q) + s2(K24)) + 9(q) (2.9)
donde K; = diag[k;1, . . ., kin] es una matriz diagonal definida positiva, i = 1,2; dado = €
R™, si(x) = (0ir(x1), ..., 0m(zn))", i = 0,1,2; para cada j = 1,n: op; es una funcién
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estrictamente creciente estrictamente pasiva; oy ;, 09; son funciones no decrecientes
estrictamente pasivas; 0;;, i = 0, 1,2, son localmente Lipschitz continuas en R\ {0}, y
tales que

Bj = max {glirglo 00j (O'lj(g) + UQj(g)) )

(2.10)
i o0, (01,(c) + o, <<>>} <T,- B,

§——o00

A diferencia de HXH02¢c, HXHO02;p y SB15, la ley de control (2.9) considera el
caso real con entradas acotadas al sistema en donde, como se discutio en la Seccién
1.4.2, los pares proporcionados por los actuadores 7; no pueden ser mayores que un
valor T; > 0, dado por la capacidad de los mismos, para lo cual se considera que

7, = Tsat <“—) i=Tn (2.11)
T;

donde wu; representa la variable de control (o la salida del controlador) relativa al i-

ésimo grado de libertad. Esta ley de control, a diferencia de las tres anteriores, se

desarrolla en el marco tedrico de homogeneidad local, y se enfoca en lograr el objetivo

de regulacién evitando la saturacion de las senales de control. El resultado principal de

[25] se enuncia de la siguiente manera:

Teorema 2.3.1. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control (2.9).
Para cada i = 1,2, j = 1,n: sea o;; una funcion localmente r;-homogénea de grado
a; > 0, con dominio de homogeneidad D;; = {¢ € R : [¢| < L;; € (0,00]}; sea
0o; localmente aj-homogénea de grado cg = 21y — r1, con dominio de homogeneidad
Dy; = {s € R: [¢] < Ly; € (0,00}, para algunos coeficientes de dilatacion r; > 0,
tales que avg = 2ry — 11 > 0. Entonces, para cualesquiera matrices diagonales definidas
positivas Ky y Ko, |1;(t)] = Ju;(t)] < Ty, 5 = 1,n, Vt > 0, y la solucidn trivial del
sistema en lazo cerrado ¢(t) =0, es:

1. globalmente estable en tiempo finito, si ro < 1.
2. globalmente asintéticamente estable con estabilidad exponencial (local) si Ty = 3.

Sobre los puntos més importantes de la demostracion del Teorema 2.3.1, se definen
r1=q—qqy To = ¢ como variables de estado y se escribe la dinamica del sistema en
lazo cerrado en su representacion en variables de estado como

i?l = T3
s = —H Yz + qq) [so(s1(K121) + s2(Kaws)) + C(x1 + qq, 2) 2]

el cual se puede escribir —como se indica en el Lema 1.3.23— como un sistema de la
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forma & = fi(x) + f2(x), donde

X2

h(z) =
_Hfl(qd)so (Sl(K1$1) + 32(K25E2))

0y,

folz) =
—H 1 (z1 + qa)C(21 + qa, x2) 2 — H(21) S0 (51(K121) + 52(Ka22))

y H(x1) = H Y (z1+qq) — H '(qq). Posteriormente, mediante una funcién de Liapunov
se demuestra que el origen de ambos sistemas, & = fi(z) y & = fi(x) + fa(x), es un
equilibrio globalmente asintéticamente estable.

A continuacién, se prueba que f;(z) es localmente r-homogéneo de grado av = ro—ry,
y por el Lema 1.3.20, se concluye que el origen de © = fi(x) es d-exponencialmente
estable, si @ = ry — r; = 0, esto es, si 7o = r;. Mas aun, por la Observacion 1.3.21, en
el caso a =1y — r; = 0, la estabilidad es exponencial en el sentido convencional.

Paso seguido, se prueba que fs satisface la condicién (1.14) del Lema 1.3.23, de
donde se concluye que el origen de @ = fi(x) + fa(x) es

1. estable en tiempo finito si a =7y —1ry <0,y
2. exponencialmente estable si @ = ry —ry = 0.

Finalmente, recordando que el origen de @ = fi(z) + fa(x) es globalmente asintética-
mente estable, de la Observacién 1.3.8 se sigue que la estabilidad en tiempo finito es
global si @ < 0; mientras que si a = 0, el origen de & = fi(x) + fa(z) es globalmente
asintoticamente estable con estabilidad exponencial local. Los detalles de la prueba
pueden consultarse en [25]. Como consecuencia del Teorema 2.3.1 se tiene el siguiente
corolario, al cual se hard referencia mas adelante en la definiciéon de las funciones que
se consideran para implementacién de la ley de control (2.9):

Corolario 2.3.2. [25] Considérese el esquema de control (2.9) con o5, i = 0,1,2,
j=1,n, tal que

0i5(c) = sgn(s)[|*, V|s| < Ly € (0, 0]

para constantes ;; tales que

2—x
Yy,

>0, g =yag;, gy =

para una contante vy € (0,2). Entonces, para cualesquiera matrices diagonales definidas
positivas K1 y Ko, |7;(t)| = |u;(t)| < Ty, j=1,n, Vt >0, y la solucién trivial en lazo
cerrado q(t) =0, es:

1. globalmente estable en tiempo finito, si 1 < v < 2;
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2. globalmente asintéticamente estable con estabilidad exponencial (local) si~y = 1.

Un punto a resaltar sobre los algoritmos de control HXHO02¢c, HXHO02;p y SB15
es que mediante la variacion del parametro a; en el caso de HXH02¢¢ y HXHO2p
o « an el caso de SB15, es posible obtener estabilidad en tiempo finito o estabilidad
de tipo asintética de la solucion trivial en lazo cerrado ¢(t) = 0,. Por lo tanto, en el
estudio comparativo presentado en la siguiente seccién se incluyeron resultados tanto
para el caso en tiempo finito como para el asintético, a fin de comparar el desempeno
que se tiene con cada tipo de estabilizador. En las siguientes secciones se definiran
los aspectos de comparacion, se implementaran via simulacién los esquemas de control
HXHO02¢¢, HXHO21p, SB15 y ZZ17 aqui presentados, a un modelo mecanico de 2 gdl
y se analizaran los resultados obtenidos.

2.4. Aspectos de comparacion

Con el fin de comparar los algoritmos de control HXH02¢c, HXHO02;p, SB15 y
2717 expresados en (2.2), (2.3), (2.6) vy (2.9), que resuelven el problema de regulacién
en tiempo finito, se definen los siguientes aspectos a considerar:

1) Andlisis de la respuesta del sistema y senal de control cuando las entradas del
sistema estén restringidas a un valor méaximo dado por una cota M .2

11) Analisis de la respuesta del sistema bajo incertidumbre en los parametros del con-
trolador. Més especificamente, haciendo una distincién de la integral del cuadrado
de las variables de error —ISE (indice definido mdas adelante en esta seccién)—
producido por cada ley de control, suponiendo una desviaciéon uniforme en los
pardmetros del modelo del sistema utilizado para construir la sefial de control.?

Para evaluar estos aspectos de comparacion se definen los siguientes indices de desem-
peno:

Tiempo de estabilizacion:

Para poder medir el tiempo que le toma a cada controlador estabilizar al sistema a un
estado cuasi-estatico se define el tiempo de estabilizacién ¢35 (para las pruebas realizadas
en este trabajo) como

£5 = fnf{t, > 0: [|g(t)]| < AVt > .} (2.12)

ISE:
La integral del cuadrado del error —ISE, por sus siglas en inglés— la cual en este

2Ya que en su mayorfa los algoritmos de control continuos en tiempo finito conocidos en la literatura
no consideran las limitaciones fisicas de los actuadores de un sistema, mediante este punto se desea
visualizar cémo cambia el desempeno del sistema al tener estas restricciones en consideracion —
especialmente para los reguladores HXH02¢c, HXHO21p y SB15, puesto que en el diseno de ZZ17 si
se consideran estas limitaciones—.

3En primera instancia con el objetivo de obtener informacién sobre cudl o cudles algoritmos de
control generan los menores ISE’s ante incertidumbre paramétrica.
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contexto serd aplicada al error de posicién en estado estable, se define como

to+A
[ latonpa (2.13)

to

mds precisamente de ¢y = t3 a to = t5 + A, donde 3 se define como en (2.12) y A >0
es un periodo de tiempo comun para todos los controladores. Cabe mencionar que este
contexto, un menor valor de ISE implica una desviacion menor de la respuesta del
sistema con respecto a una posicion de referencia dada.

2.5. Simulaciones y comparacion de las leyes de
control HXHO02gc, HXHO02ip, SB15 y ZZ17

Para la implementacion en simulacion de los controladores HXH02¢o, HXHO02p,
SB15 y Z717, expuestos en (2.2), (2.3), (2.6) y (2.9) se considera el modelo correspon-
diente a un robot manipulador de 2 gdl —tomado de [25]— cuya matriz de inercia,
fuerzas centrifugas y de Coriolis, y vector de gravedad estan dados por

Hig) = 2.351 4+ 0.168 cos g 0.102 4 0.084 cos ¢o
U=\ 0.102+0.084 cos go 0.102

. - —0084(]2 sin q2 —0084(q1 + QQ) sin q2
Cla.d) = ( 0.084¢; sin. gy 0

(@) = 38.465sin ¢ + 1.825sin(q1 + )
9\ = 1.825sin(q + ¢2)

y cuyos pares maximos otorgados por sus actuadores son de 150 Nm y 15 Nm en el
primer y segundo eslabones, respectivamente.

Para la implementaciéon de ZZ17, de acuerdo a la notacion de la Seccion 2.3,
se emplearon para j = 1,2, las funciones: 0y;(s) = 0ps(s; 0, aoj, Moj, Loj) ¥ 0ij =
0u(S; vy a;5) para @ = 1,2, donde

ou(s;a,a) = sgn(s) max{|s|*, als|}
ou(s:,a) Sl<L (2:14)
sgn(s)oy (|sl;a,a, ML) |s| > L

O-u(g; a, a) — O-u(Lu a, CL)
M — o, (L; o, a)

para constantes o > 0, a € {0,1}, M > 0,y L > 0 tal que 0,(L; ,a) < M. Siguiendo
los procedimientos de diseno, de acuerdo al Corolario 2.3.2, se elige fijar el valor de
ap = 1, de donde se sigue que localmente cada oy; toma la forma de la funcién identi-

dad; para v € [1,2): a1 € (0,1] y ag = 12+021’ teniendo estabilidad en tiempo finito si

O'bs(g;Oé,(l,M, L) = {

o) (s;,a, M, L) = 0,(L; v, a) + (M — 0,(L; a,a)) X tanh (

23



a; € (0,1) y estabilidad exponencial si oy = 1, de la solucién trivial g(t) = 0,,. Algunos
ejemplos de estas funciones se muestran en la Figura 2.1. Ademas, para satisfacer la
condicién (2.10) sobre las funciones o5, a fin de evitar la saturacién de las entradas
al sistema, se consideran los valores de My, = 100 y My = 13 (Nm). Se considera
también para j = 1,2: Ly; = 0.9My;, y a;; =0, =0,1,2.

Para cada aspecto definido y ambos eslabones del manipulador se consideraron
condiciones iniciales de posicién y velocidad iguales a cero y g4 = (7, 7/2)7 la posicién
deseada, en todas las simulaciones. Algunos puntos adicionales a tomar en cuenta en
las simulaciones presentadas a continuacién en relacién al primer aspecto a evaluar son:

= En cada figura se presentan las graficas de los errores de posicién y las senales de
control correspondientes. Indicando ademaés el valor de las ganancias y parametros
empleados en dicha simulacion.

= Al pie de cada figura se indica el controlador al que pertenece dicha simulacién,
y si se simula el caso ideal —denotado por NS (no saturado)— o el caso con
restricciones de entrada —denotado por S (saturado)—.

= Se simula el sistema en lazo cerrado para los casos ideal o sin restricciones de
entrada, y con entradas acotadas —considerando las cotas de 150 y 15 Nm en
el primer y segundo eslabones, correspondientes a los limites de operacion de los
actuadores del robot manipulador presentado en [25]—.%

= Tanto para este aspecto como para el siguiente, las simulaciones se realizaron en
el ambiente Simulink de Matlab utilizando el método de integracion Runge-Kutta
con paso fijo igual a le-3.

Aspecto I:

A partir de las graficas de las Figuras 2.2, 2.4, 2.6 y 2.8 se nota que, idealmente,
se cumple el objetivo de regulacién en tiempo finito para todos los controladores es-
tudiados, sin embargo, observando las senales de control correspondientes, se sabe que
en la préactica debido a sus limitaciones fisicas los actuadores del sistema no podran
otorgar los pares demandados por los reguladores HXH02¢c, HXHO02;p v SB15, ya que
se encuentran muy por encima de sus limites de operacion. De esto tltimo, y en estos
casos, puede esperarse que la respuesta del sistema no coincida con el comportamiento
esperado, a diferencia de lo observado en el controlador ZZ17, cuyos pares se encuen-
tran siempre dentro de un rango de operacién permitido.

Por otro lado, a partir de las graficas de las Figuras 2.3, 2.5 y 2.7 se observa que ante
restricciones de entrada, la respuesta del sistema se ve alterada de manera desfavora-
ble, notando que se vuelve més oscilatoria y que el tiempo de estabilizacién aumenta.
En este sentido, si bien inicialmente no se tenia certeza analitica de que el objetivo de
regulacién fuera a cumplirse al considerar restricciones de entrada al sistema, para los

4Para el regulador ZZ17 sélo se presentan las simulaciones correspondientes al caso saturado ya
que estd disenado para ser implementado en este caso.
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Figura 2.1: Ejemplos de 0,(s; o, a) y ops(s; o, a, M, L)

controladores HXHO02¢c, HXHO2;p v SB15, via simulacion, se observa que éste si se
cumple, aun cuando la respuesta del sistema se deteriora respecto al caso ideal.

En adicion, se observa que ante restricciones de entrada, para las ganancias selec-
cionadas los controladores HXH02¢c, HXHO02;p y SB15 saturan las senales de control
en los limites de operacién maximos permitidos por los actuadores, con cambios de un
limite a otro en intervalos de tiempo muy pequenos, lo cual, como se ha mencionado
anteriormente, resulta desfavorable para todo el sistema. Mientras que para el contro-
lador ZZ17 —véase la Figura 2.8— las senales de control generadas nunca alcanzan los
niveles de par méximos permitidos, independientemente del valor de las ganancias.

Cabe mencionar, respecto a la sintonizacion de las ganancias empleadas en las simu-
laciones, que éstas fueron seleccionadas justamente para generar los efectos observados
—como la saturaciéon de las senales de control—, a fin de hacer notar cudl es el desem-
peno de cada controlador ante situaciones que no estaban previstas en su diseno, como
lo son la respuesta del sistema ante restricciones de entrada. Finalmente, de acuerdo
a lo observado, puede decirse que de entre los controladores que en su diseno no toma
en cuenta el tipo de restricciones de entrada considerado, el regulador SB15 fue el que
dio mejores resultados, con respuestas menos oscilatorias tanto de posicion como de las
senales de control.
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Figura 2.2: Controlador HXH02¢c-NS (2.2).
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Errores de posicién y senales de control.

Pardmetros de simulacién: oy = 0.5, K; = diag[250, 200], K, = diag]9, 4].
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Figura 2.3: Controlador HXH02g¢-S (2.2). Errores de posicién y senales de control.
Pardmetros de simulacién: oy = 0.5, K; = diag[250, 200], K, = diag]9, 4].
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Figura 2.4: Controlador HXH02;p-NS (2.3). Errores de posicién y senales de control.
Pardmetros de simulacién: oy = 0.5, K; = diag[250, 200], K, = diag]9, 4].
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Figura 2.5: Controlador HXH02p-S (2.3). Errores de posicién y senales de control.
Pardmetros de simulacién: oy = 0.5, K; = diag[250, 200], K, = diag]9, 4].
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Figura 2.6: Controlador SB15-NS (2.6). Errores de posicién y senales de control.
Parametros de simulacién: a; = 0.8, & = 50, v = 200.
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Figura 2.7: Controlador SB15-S (2.6). Errores de posicién y sefiales de control. Pardme-
tros de simulacion: ay = 0.8, k = 50, v = 200.
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Figura 2.8: Controlador ZZ17 (2.9). Errores de posicién y seniales de control. Parametros
de simulacién: «; = 0.5, K; = diag[250, 200], K, = diag[9, 4].

Aspecto 11

Para la evaluacién de este aspecto se supone una desviacién uniforme del 5% y 15 %
en los parametros del modelo del sistema involucrados en la leyes de control —especifi-
camente se han aumentado todos y cada uno de ellos en 5% y 15 %, respectivamente—
y posteriormente se comparan los valores de los ISE’s generado por cada regulador.
Cabe senalar que si bien existia la posibilidad de generar incertidumbre paramétrica
mediante otras consideraciones, como por ejemplo la variacién de aquellos parametros
que intervienen mas en la dinamica del sistema, se opto por este tipo de desviacién por
simplicidad. Los algoritmos de control que se comparan aqui son HXH02¢c, HXHO02p,
SB15 y Z717.

A continuacion se presentan los datos obtenidos de tres casos para distintos parame-
tros y ganancias de control. Los datos se agrupan en las Tablas 2.1, 2.2 y 2.3, y en
cada una se presentan los datos correspondientes al caso en ausencia de incertidumbre
paramétrica y considerando las desviaciones del 5% y del 15 % mencionadas arriba,
exponiendo el tiempo de estabilizacién ¢ —obtenido a partir de cémo se define en
(2.12), con A = 0.01— y el valor del ISE —obtenido a partir de cémo se define en
(2.13) y medido desde t§ hasta 5 + A, con A = 5s—. Para la implementacién de
cada algoritmo de control® se emplearon los valores de a; = 0.6, 0.8, 1. Ademds para

SPara el controlador SB15, se escribe aqui a; en lugar de a como se tiene originalmente en (2.6).
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a HXHO024c HXH02,5 z717 SB15

£ 01 ISE t5 01 ISE t5 01 ISE t5 01 ISE
06 17.37 | 9.6933¢-06 | 807 | 1.7928e-05 | 17.37 | 9.6933¢-06 | 5.11 | 4.1609e-09
0.8 2071 | 9.913%-05 | 9.1 | 8.3622e-05 | 2071 | 9.913%-05 | 6.15 | 1.4349e-06
1 2419 | 5.2358¢-04 | 10.36 4 3.3907e-04 § 24.19 | 52358e-04 } 7.93 | 7.0817e-05
a HXHO02¢ HXH02,, zz17 SB15
t3 01 ISE t3 01 ISE t501 ISE t3 01 ISE
06 18.60 0.0023 8.47 1.7865 18.60 0.0023 7.71 0.2626
0.8 22.26 0.0154 10.53 2.0544 22.26 0.0154 6.61 1.4485
1 26.32 0.0454 13.87 2.3053 26.32 0.0454 6.62 2.2965
a HXHO02¢ HXH02,; z717 SB15
t5 01 ISE t5 01 ISE t501 ISE t5 01 ISE
06 20.63 0.0680 8.96 6.3112 20.63 0.0680 12.17 6.4788
0.8 23.17 0.1903 11.41 6.1627 23.17 0.1903 8.06 6.2663
1 28.87 0.3490 13.28 6.0453 28.87 0.3490 7.24 6.0524

Tabla 2.1: Tiempos de estabilizacién e ISE’s sin y con incertidumbre paramétrica del
5% y 15%, arriba, en medio y abajo, respectivamente. Pardmetros de simulacion:
K, = diag[1, 1], Ky = diag[1,1], k =~ = 1.

facilitar su lectura, cuando aplica, en las tablas presentadas a continuacion se indica
con una flecha (ubicada a la izquierda de cada columna) la direccién de incremento o
decremento de los datos obtenidos.

Caso 1

El primer caso expuesto en la Tabla 2.1 es el de ganancias unitarias, es decir,
K, = Ky = diag[1,1] y k = v = 1. Aqui, debido al valor de las ganancias, los tiempos
de estabilizacién asi como las medidas de ISE son grandes para todos los controlado-
res. En el caso sin incertidumbre paramétrica y con incertidumbre del 5 %, se visualiza
que los controladores en tiempo finito (correspondientes a cuando «; es fraccionario)
generan una menor medida de ISE que cuando la estabilizacién es en tiempo asintético
(correspondientes a cuando a; = 1), sin embargo, este hecho se invierte cuando la des-
viacion paramétrica aumenta, particularmente como se observa para los controladores
HXHO02ip y SB15 cuando la incertidumbre paramétrica es de 15 %.

Si bien, en ausencia de incertidumbre paramétrica, el controlador que menores tiem-
pos de estabilizacién e ISE’s presenta es SB15, cuando la incertidumbre crece, son
HXHO02p v SB15 los que presentan los resultados mas desfavorables, con los ISE’s
mas grandes, tanto para pequenas incertidumbres —como las que se modelan con las
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a HXHO024c HXH02,5 z717 SB15
t501 ISE t501 ISE t5 01 ISE t 01 ISE
0.6 6.08 4.1184e-07 | 5.86 | 2.4017e-06 7.43 | 3.7296e-06 | 4.36 | 4.1044e-09
0.8 6.60 5.7712e-06 | 5.97 | 1.1903e-05 7.28 | 9.1861e-06 | 523 | 1.4303e-06
1 7.31 3.8422¢-05 § 627 4 4.9991e-05 7.31 | 3.8422e-054 6.27 § 4.9991e-05
a HXH02¢c HXH02,, z717 SB15
t501 ISE t501 ISE t$ 01 ISE t5 o1 ISE
0.6 6.39 1.5838e-04 | 7.96 0.0955 8.01 | 4.4248e-04 435 | 1.1386e-08
0.8 7.01 0.0015 6.61 0.2217 7.76 0.0024 5.79 0.0273
1 7.67 0.0065 5.76 0.3866 7.67 0.0065 5.76 0.3866
a HXHO025c HXH02,5 z717 SB15
t501 ISE t501 ISE t5 01 ISE t 01 ISE
0.6 6.61 0.0035 7.7 1.5443 7.75 0.0137 6.50 0.0740
0.8 7.14 0.0167 5.51 1.8082 7.65 0.0276 5.42 1.1551
1 7.56 0.0471 4.70 2.0516 7.56 0.0471 4.70 2.0516

Tabla 2.2: Tiempos de estabilizacién e ISE’s sin y con incertidumbre paramétrica del

5% y 15%, arriba, en medio y abajo, respectivamente. Pardmetros de simulacion:
K, = diag[3,3], Ky = diag[4,4], k =1, v = 3.

desviaciones del 5 %— como para incertidumbres mas grandes —refiriéndose a las de
15 %—, mientras que los controladores HXH02qc v ZZ17 son lo que guardan un menor
valor de ISE.

Un punto importante a destacar sobre los datos de la Tabla 2.1 es que las columnas
correspondientes a los controladores HXH02¢¢ v ZZ17 resultan coincidir, esto debido
a que localmente —para estos valores de ganancias y para las funciones empleadas
para en el regulador ZZ17 descritas en (2.14)— la ley de control ZZ17 tiene la misma
estructura que el controlador HXH02¢c, de modo que la acciéon de control generada
por el regulador ZZ17 coincide con la generada por HXH02¢¢, en tanto que los argu-
mentos de las funciones involucradas en la ley de control ZZ17 se encuentren dentro
del dominio donde coinciden.

De hecho, para este caso —de acuerdo a la notacion empleada para describir las
funciones (2.14)— la accién de control del regulador ZZ17 estd dada localmente por

T = —sig(q)™ — sig(d)* + g(q)

la cual coincide con la del regulador HXH02g¢ cuando las ganancias son unitarias.
Notese que para otras ganancias y/o condiciones iniciales distintas, esta tultima obser-
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a HXH02¢ HXH02,; zz17 SB15
£ 01 ISE t5 01 ISE t5 01 ISE t5 01 ISE
06 1.80 2.7508e-09  0.89 | 5.2541e-10 3.06 | 5.2490e-08 1.29 | 6.6833¢-13
0.8 173 6.7500e-08  0.82 | 1.6663¢-08 228 | 1.2577e-07  1.01 | 2.4682e-10
1 1.77 3.1041e-07 105 ¢ 6.5042e-08 1.85  25181e-07 1.05 { 6.5042e-08
a HXHO02¢c HXH02,; zz17 SB15
t5 01 ISE £ 01 ISE t5 01 ISE t5 01 ISE
06 1.80 5.8194e-09  0.86 | 1.2615e-06 306 | 69725e-07 145 | 4.2562e-12
0.8 172 6.4718e-07  0.81 | 6.7163¢-05 227 | 4.9205e-06 1.04 | 1.1126e-06
1 1.76 1.6110e-05  1.08 4 7.2765e-04 1.84 | 1.6087e-05 1.08 ¢ 7.2765e-04
a HXH02¢ HXH02,, zz17 SB15
t9 01 ISE t9 01 ISE t3 01 ISE t3 01 ISE
06 1.80 6.6652¢-08  0.81 | 3.6431e-05 3.04 | 25402e-05 150 [ 1.0179-11
0.8 1.70 8.0870e-06  0.79 | 8.3123e-04 225 | 7.3917e-05  1.13 | 7.3903e-05
1 1.73 1.4044e-04 1.3 0.0055 1.81 4 1.4049%-04 113 0.0055

Tabla 2.3: Tiempos de estabilizacién e ISE’s sin y con incertidumbre paramétrica del

5% y 15%, arriba, en medio y abajo, respectivamente. Pardmetros de simulacion:
K, = diag[100, 100], K, = diag[20,20], kK = 10, v = 10.

vacién no necesariamente se cumple.

Caso 2

Para este caso se consideraron los pardmetros y ganancias de control K; = diag|3, 3],
Ky = diag[4,4], k = 1y v = 3 (véase la Tabla 2.2). Para esta sintonizacién de ganan-
cias, si bien no se observa un patrén general sobre el tiempo de estabilizacion —tanto
para el caso sin incertidumbre y con desviaciones paramétricas del 5% y 15 %—, nétese
que aunque existen reguladores para los cuales el tiempo de estabilizaciéon es menor en
el caso en el que el controlador es de tipo asintético, las medidas del ISE son menores
cuando la estabilizacion es en tiempo finito, y de hecho se observa una tendencia de
éstas a aumentar conforme lo hace el parametro de control a;.

Finalmente se observa que para la desviacién paramétrica del 15 %, con los contro-
ladores HXHO02¢c vy ZZ17 se generan los menores ISE’s, siendo HXHO02¢¢ con el que
se obtienen los mejores resultados, mientras que con HXHO02;p y SB15 se obtienen los
ISE’s mas altos, siendo HXHO02;p el que genera la evaluacién menos deseable.



Caso 3

Para este caso se consideraron los parametros y ganancias de control K; = diag[100, 100],
K, = diag[20,20], k = 10 y v = 10 (véase la Tabla 2.3). Aqui, en comparacién con los
casos 1 y 2 descritos arriba, debido al valor de las ganancias de control se tiene una
respuesta mas rapida del sistema y menores errores de posicién.

En el caso ideal, sin incertidumbre paramétrica, el controlador SB15 produce las
menores medidas de ISE, aunque esto deja de cumplirse conforme la desviacién pa-
ramétrica aumenta, a excepcion cuando a; = 0.6. En todos los casos, sin y con incerti-
dumbre paramétrica, se observa que el valor del ISE es menor cuando la estabilizacion
es en tiempo finito y respecto a los casos con desviaciones paramétricas del 5% y 15 %
el controlador con mejor tiempo de estabilizacién es HXH02;p, aunque al mismo tiem-
po es el que presenta los ISE’s mas altos. En contraste, se observa que el controlador
HXHO02¢¢ produce los menores ISE’s cuando @ = 0.8 y a = 1. Algunos comentarios
y conclusiones de acuerdo a los datos obtenidos y lo observado en las simulaciones se
presentan a continuacion.

Conclusiones

Si bien en la mayoria de los casos presentados se observa que en ausencia de in-
certidumbre paramétrica el controlador SB15 genera los mejores (menores) ISE’s, esta
cualidad se pierde cuando la incertidumbre paramétrica aumenta, siendo de hecho uno
de los reguladores que genera mayor error de estado estable junto con HXHO02p; esto
hace pensar que aquellos controladores cuyo diseno estd basado mayormente en los
elementos que forman parte de la dinamica del sistema, como lo son HXH02p y SB15,
el error de estado estable tiende a ser mas grande ante incertidumbre paramétrica, en
comparacion con aquellos controladores que compensan menos la dinamica del sistema.

Por otro lado, respecto al tiempo de estabilizaciéon en la mayoria de los casos son los
reguladores HXHO02;p y SB15 en los que éste es menor, sin embargo, de acuerdo a lo que
se menciona en el parrafo anterior esto no necesariamente implica que su desempeno
sea el mejor dado que ante incertidumbre paramétrica estos controladores generan los
ISE’s mas altos.

Aunque, de manera general, en la mayoria de los casos los esquemas de control en
tiempo finito parecen generar los menores valores de ISE comparado con los contro-
ladores de tipo asintdtico, como se observa en los casos en los que la incertidumbre
paramétrica es lo suficientemente pequena, un hecho observable y que resulta de in-
terés —como se muestra en Tabla 2.1— es que cuando la desviacion paramétrica es del
15 %, los controladores HXH02p y SB15 generan ISE’s mds pequenos cuando son de
tipo asintotico. Asi, podria concluirse que ante pequena incertidumbre paramétrica los
reguladores de tipo finito dan un mejor resultado, aunque en general esto no se cumple
necesariamente cuando la incertidumbre en los parametros aumenta considerablemente.
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En este punto, es importante mencionar que la comparacion de las leyes de con-
trol aqui presentadas no resulta directa, ya que, si bien en principio los reguladores
HXHO021p, HXHO02¢c y ZZ17 parecen tener una estructura “similar”, el regulador SB15
no posee la misma naturaleza —teniendo una estructura totalmente distinta a la de
los otros controladores—, lo cual complica su comparacién con los otros estabilizadores.

Por lo anterior y como una extensiéon a los resultados obtenidos hasta el momento,
via simulacion, donde se compara el desempeno de distintos reguladores en ausencia y
presencia de incertidumbre paramétrica, en el siguiente capitulo se estudian de manera
analitica, y en un contexto mas general —refiriéndose al de sequimiento en tiempo fini-
to— algunos aspectos de robustez de una ley de control continua en tiempo finito para
el seguimiento de sistemas mecanicos con entrada acotada, recientemente propuesta en
la literatura. Tales aspectos de robustez resultan importantes para la teoria de estabi-
lidad en tiempo finito, particularmente sobre la relacién entre los controladores de tipo
finito y asintético ante perturbaciones en sistemas mecanicos.
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Capitulo 3

Seguimiento en tiempo finito y
aspectos de robustez

Un problema més general al de regulacion tratado en el capitulo anterior es el
de seguimiento de trayectorias en sistemas mecanicos. En este capitulo, se presenta
una ley de control continua que resuelve el problema de sequimiento en tiempo finito,
evitando ademas la saturacion de las entradas, la cual fue recientemente propuesta en
la literatura, y para la cual se estudiardn algunos aspectos de robustez. En la Seccién
3.1 se presenta la ley de control de seguimiento y en la Seccién 3.2 se presentan los
resultados obtenidos sobre los aspectos de robustez de dicha ley. Finalmente en la
Seccién 3.3 se presentan algunas simulaciones que permiten visualizar los resultados
analiticos previamente mostrados.

3.1. Control de seguimiento en tiempo finito con
restricciones de entrada

Considérese la ecuacién de movimiento de un sistema mecéanico con efecto de amor-
tiguamiento lineal de n grados de libertad totalmente actuado descrito en la Seccién
1.4

H(q)i+C(g.d)d+ Fq+g(g) =T (3.1)
sujeto al

7, = Tsat (“—) L i=Tn (3.2)
T;

donde u; representa la variable de control relativa al i-ésimo grado de libertad, y 7; es

una constante positiva tal que |7;| < T;, i = 1,n, y considérese la siguiente caracteri-

zacién del tipo de trayectorias gq(t) para las cuales el esquema de control presentado a

continuacion asegura el objetivo de seguimiento bajo la restriccién de entrada a consi-

derar.

IEsto con el objetivo de considerar el caso con entradas acotadas.

35



Suposicién 3.1.1. [23] gz € C*(R>o;R") tal que ||qa(t)|| < Baw y ||Ga(®)|] < Bua,
Vt > 0, para algunas constantes positivas Bg,, Ba, lo suficientemente pequenas para
asequrar que s Bag + ko B, + farBaw < Tj — By, j= 1,n, y Baw < fm/kc.

Ademas, sobre la matriz F' del término de fuerzas de amortiguamiento lineales se
hace la siguiente suposicion:

Suposicién 3.1.2. F es simétrica, definida positiva, y en consecuencia fu||z|]* <
2T Fz < fyllz||?, Vo € R™, para algunas constantes fuy > fm > 0.

Considérese la siguiente ley de control propuesta por Zamora-Gémez et al. en [23]:

ult, q,q) = —=s1(K19) — s2(K2q) + H(q)da(t) + C(q, 4a(t))da(t) + Fda(t) + g(q) (3.3)

donde ¢ = ¢—qq(t) y ¢ = ¢—qq4(t); para cada i = 1,2: K; = diag[ki1, . . ., k], es una ma-
triz diagonal definida positiva; para toda x € R", s;(z) = (031 (21), . . ., oin(zn))T, y para
cada j = 1,n, o es una funcién fuertemente pasiva acotada para (k;, a;, by, Fi, a;, b;) €
RS, localmente Lipschitz-continua en R\{0}, con a; € (0,1], ay = 24 € (0, 1], y tal

1+aq
que

B; £ mix |oy(q) + 09(2)| < Tj — parBaa — ke By, — fuBaw — By, (3.4)

(s1,52)ER
Entonces, se tiene el siguiente resultado, demostrado en [23]:

Teorema 3.1.3. Considérese el sistema (3.1)~(3.2) en lazo cerrado con la ley de control
(3.3), sujeto a las Suposiciones 1.4.8-1.4.6 y 3.1.1-8.1.2. Para cualesquiera matrices
diagonales definidas positivas Ky y Ko, |7;(t)] = |u;(t)| < T;, j = 1,n, Vt > 0, y la
solucion trivial del sistema en lazo cerrado q(t) =0, es:

1. globalmente uniformemente estable en tiempo finito, si a; € (0,1).

2. globalmente uniformemente asintoticamente estable con estabilidad exponencial
(local) si a; = 1.

Como bien se menciona en [1], aunque (1.18) resulta ser un modelo més general
a (1.19), en ambos casos siguen existiendo aspectos no modelados, tales como otros
tipos de amortiguamiento y perturbaciones, etc. Dado esta problematica, un aspecto
deseable de un controlador es que sea robusto ante este tipo de fenémenos. En este
sentido, en la siguiente seccién se reformula el andlisis del sistema (3.1)—(3.2) en lazo
cerrado con la ley de control (3.3) bajo la consideracién de perturbaciones acotadas
que coinciden con la entrada. En este nuevo escenario, se desarrolla un anélisis local
para determinar el acotamiento ulterior de las soluciones y con qué controlador, entre
tiempo finito y exponencial, se obtiene la menor cota ulterior.

3.2. Robustez de la ley de control

Para estudiar la robustez del sistema (3.1)—(3.2) en lazo cerrado con la ley de
control (3.3), se supone la existencia de una perturbacién o(t, ¢, ) a la entrada del
sistema (véase la Figura 3.1), la cual satisface lo siguiente:
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Suposicién 3.2.1. ||o(t, ¢, q)|| < M,, para alguna constante positiva M,, o equivalen-
temente |0;(r,q,q)| < @j, para alguna contante positiva g;, para j = 1,n, V(t,q,q) €
RZO x R™ x R™.

Ya que la ley de control (3.3) evita la saturacién de los pares de control, a fin de
seguir conservando esta propiedad en presencia de perturbacion, se supone que

Ui + 0;
i = 1isat T :
T, Zsa( i > (3.5)

donde w; y p; representan la variable de control (o la salida del controlador) y la
perturbacion existente, respectivamente, relativas al i-ésimo grado de libertad, con T;
una constante positiva tal que |r;| < T;, i = 1,n. Se considera lo siguiente sobre las
cotas de saturacion.

Suposicién 3.2.2. Considerando el sistema (3.1), bajo la restriccion de entrada im-
puesta por (3.5), se supone que T; > By, + 0; Vi = 1,n.

Para asegurar el cumplimiento del objetivo de control y evitar ademas la saturacion
de las entradas al sistema en presencia de perturbaciones, se hace la siguiente suposicion
sobre las trayectorias a seguir:

Suposicién 3.2.3. q; € C*(R>o; R") tal que ||Ga(t)]] < Baw v |Ga(t)|| < Baa, ¥Vt > 0,
para constantes positivas Bg,, By, lo suficientemente pequenas tal que ,uMBda+k:oB§U+
fMde < 71] - ng - @j; j = 1?”7 Y de < fm/kC’

Observacién 3.2.4. A fin de continuar evitando la saturacion de las entradas en
presencia de perturbaciones, se supone ademds que

B; £ méx |oy(q1) +025(2)| < Tj — prnBaa — ke B, — fuBaw — By, — 05 (3.6)

(1,62)€R?
en lugar de la condicion (3.4).

Observacion 3.2.5. A diferencia del sistema no perturbado, ecuaciones (3.1)-(3.2) en
lazo cerrado con (3.3) en donde q(t) = 0, es una solucion de equilibrio en ausencia de
perturbaciones, en general, las soluciones en lazo cerrado no necesariamente convergen
a la trayectoria deseada cuando existen perturbaciones, y en su evolucion en el tiempo

%

actuador

da (t) C u I T 2 q q

control sistema

A 4
v

Figura 3.1: Diagrama en lazo cerrado de un sistema de control con entrada de pertur-
bacion p y restricciones de entrada.
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estd presente el efecto de la perturbacion o(t,q,q). En estos casos, resulta conveniente,
st es posible, determinar si al menos las variables de error permanecen acotadas vy
asequrar ademds que la respuesta post transitoria reside en alguna region alrededor de
la trayectoria deseada. En este sentido, bajo las consideraciones hechas sobre o(t, q, ),
el siguiente resultado indica que las soluciones de (3.1) en lazo cerrado con (3.3) son
ulteriormente acotadas en presencia de perturbaciones, y mds aun, se caracteriza la
cota ulterior en términos de un parametro de control.

Para estudiar el acotamiento de las soluciones del sistema en lazo cerrado se realiza
un analisis de tipo Liapunov para lo cual se define la funcién

V(t.3.9) = 50" H(@+a(t)d + Z/ o1(k1jz)dz; + ep" (O H (G + qa(t)g  (3.7)
j=1"0

donde € es una constante positiva; p(q) = h(q; b1/kian)q, donde h € C° (R™ x R.0; (0,1]),

es continuamente diferenciable en R™ \ {0, }, uniformemente en R, y tal que, para

cada ¢ > 0, p es una funcién continuamente diferenciable que satisface

lp(@) = h(z; o)llx|] < min{][z]], c}, Vo € R (3-8)

y
— h(x;¢) < Dyh(z;¢) <0, Vo #£0, (3.9)

Un ejemplo de una familia de funciones h con tales propiedades es h(z;c) = W,

para cualquier A > 0.2

Observacion 3.2.6. [23] De acuerdo con (3.9), la funcién h resulta ser decreciente en
cualquier direccion radial y en consecuencia —ya que h : R" xRy — (0,1]— h(z;c) —
w conforme ||z|| — oo para alguna constante no negativa w; adicionalmente, sobre
cualquier vecindad compacta y conexa del origen Q2 C R™, h estd acotada inferiormente
por un valor positivo h,, o, mds precisamente: 1 > h(0,;¢) > h(z;c) > infyeq h(z;c) £
hmq = inf,con h(z;c) > >0, Vo € Q.

Observacion 3.2.7. [23] Sea p(q) como se define en (3.7) y sea hy = h(q; b1 /kin),
entonces para todo ¢ € R™ se cumple que

L |lp(@]*** < hi(q)S1(q) < S1(q),
2. o@D < (b1/kin)' = ha(q)S1(q).

En lo consecuente, se mostrard que para un valor de € lo suficientemente pequeno,
se cumple lo enunciado en la Observacién 3.2.5; en particular, el objetivo se logra con
A ’
€ < & = min{eg, €1, €2y, €3.11,, 1> dOnde

. 201 k0L (b1 )“1‘1 Lo d {hmkmual)}”m

€ =", €= — —
’ k1 CRok53 ras 2CRok53,

pv’ (14 ay)

2En efecto, dado px(x) = hx(z;c)z, A > 0, con hy(z;c) 2 c/[c* + ||z]|]}]'/?, se verifica que
luego de algunas operaciones que D hy(x;c) = —hy(z;¢)(||pa(z)]|/c)*, de donde se corrobora que
—hy(z;¢) < Dyhy(z;c) <0, Vo # 0,.
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s ek d

him 2 Inf  hi(@)= Inf  h(q), d= fn — kcBa
€31 2551/€?ﬁnV1+V22’ 1 qEBlil/klM 1(9) ‘?eaé?l/kw 1(9) f cDd
k b b (1*001)/2
v = St + pinr, Vo = (2kcBay + fur) (—1)
K1 k1nm

klm = ml’nj{klj}, klM = HléXj{k?lj}, ka = mfnj{ij}, kQM = méxj{k:gj} y cC = 5112172

es una constante positiva derivada de la Observacion 1.3.29. Se tiene entonces el si-
guiente resultado.

Proposicién 3.2.8. Considérese el sistema (3.1) sujeto a (3.5) en lazo cerrado con
la ley de control (3.3) bajo las Suposiciones 1.4.3-1.4.5, 3.1.2, 3.2.1-3.2.83 y la Obser-
vacion 3.2.4. Entonces, para cualesquiera matrices diagonales definidas positivas Ky y
K, |7(t)| = |u;(t)| < Ty, j = 1,n, Yt > 0, y para perturbaciones con M, lo suficiente-
mente pequena y condiciones iniciales (q(to), q(to)) suficientemente cercanas a (0,,0,),
existe un T' > 0 tal que para cada a; € (0, 1], las soluciones del sistema en lazo cerrado

son ulteriormente acotadas, con una cota ulterior de la forma

cular) = b (%)F(al) (3.10)

C

donde b y ¢ son constantes positivas y I'(a1) es una funcion tal que I'(ay) > 1 Va, €
0,1], conT(a1) =1 < a; =13

Demostracion: Por las Suposiciones 1.4.3-1.4.5, 3.1.2, 3.2.1, 3.2.3, la desigualdad
(3.6), y de la definicién de u(t, q, §) se sigue que ¥Y(t,q,q) € R>o x R" x R"

u;(t,q.q) + 0j(t,q,q)| < |u;(t,q,q)| + lo;(t. q,q)]
< o (kig@y) + oo (k@) | + |[H (@) da(?)]]
+ 1C(q; da(O)da(@)| + I F[I[|da()[] + 1g;(a)] + 05
< Bj+ pmBaia + ke B, + fuBaw + By, + 05 < T

Asi, junto con la ecuacién (3.5) se tiene que |7;| = |u;j+o;| = |u;(t,q,4)+0;i(t, q,q)| <1}
V(t,q,q4) € Rsg x R" x R™, lo cual prueba que a lo largo de las trayectorias del sistema
|75 ()] = |u;(t)+0,(t)| < T;,Vj=1,n,Vt >0,y por lo tanto bajo la ley de control (3.3),
los valores de saturaciéon de las entradas 7; nunca son alcanzados. Luego, sustituyendo
(3.3) en lugar de 7 en (3.1), el sistema en lazo cerrado se escribe como

H(q)q+ C(q,4)q+ C(q,qa(t)q + Fqg = —s1(K1q) — s2(K»q) + o(t,q,¢)  (3.11)

Ahora, basados en el Teorema 1.3.6 para probar que las soluciones de (3.11) son
ulteriormente acotadas, como primer paso se muestra que V (¢, q, ), definida en (3.7),

3Las expresiones de b, ¢ y I'(a1) se mostrardn durante la demostracién de este resultado.
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estd acotada por funciones de clase K. Para esto, ndtese entonces que,

kz‘“

VEad) 2 B S ) - a1 (3.120)

Hom ) = 2 4 k;(ll}n 1M 2

> — - 3.12b

> Lo+ 28, () — LI (11 + 1) ) (3.120)
I Kk1ky, €fim b\

> mmoy = 2 1m =\ 2 — 12

> Lo 28R () - L (g + () sl<q>> (3.120)
1 . .

= Lnallil + (@) 2 WA(7.) (3,124

donde (3.12a) se obtiene de la Propiedad 1.4.1, el Lema 1.3.31 y la Suposicién 1.4.3,
con S1(q) = So(q; ar,b1/kip) como se define en el Lema 1.3.31; (3.12b) se sigue de
aplicar la desigualdad de Young (con ¢ = 2 y b = 2 de acuerdo con la notacién del

Lema 1.3.27); de la Observacién 3.2.7 se obtiene (3.12¢), y agrupando términos se tiene
(3.12d), con

Rmy = Wm — €Mpr
kik(r  eunr [ by =
Kmp = —
P 1+ag 2 kim

donde K,y > 0si€ < €y Ky > 0si e < . Asi, bajo la suposicion de que € < ¢y y € <
€1, V(t,q,q) estd acotada inferiormente por W;(g, q) que es una funcién definida positiva
y radialmente desacotada y por lo tanto también lo es V(t,q, 7). Ahora, definiendo
r = min{by/kiar, ba/kors }, ¢ = min{1, kias/b1}, w1 = min{ ke, kmpCi } y = = [[(T, Q)]
de la definicién de S1(¢) —como en el Lema 1.3.31— Va, € (0, 1], sobre Rso x Bl x B}!
de (3.12d) se tiene que

Kmv||é||2 + ’{mpHleﬂll

oo 1G] + Fmpl ]|~ ]|

al—
ol A1+ iy (322 ) "l

“mvHQHQ"’"’fmpClHqW

i K, KmpCr (114117 + 11G11)
wi(llgl)* + [al?)

w7, Q> = war® £ a(z)

V(t,q.q)

IV

(3.13)

1V IV IV

Por otro lado, de la Suposicién 1.4.3, el Lema 1.3.33 y (3.8):

mlklMc

V(g < b H g1 + HQI!”“”reuMHqIHIqH—Wz( 7) (3.14)

Asi, definiendo (o = max{1,by/kops}, (3 = max{1l,b;/kip} v (4 = méax{l, kip} >
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mfix] {1]1 } Va, € (0, 1], sobre R>q x B x B se sigue de (3.14) que
a1€(0,1 -

- Moy - Rk}, C a ,UM E,uM -
V(4.9 < SR+ el + = llall + 5=l (3.152)

K “il—aq || || 1+a 227 1—a 1+a R1k{3,C 14a
=201 1 1 M 1 1 MM 1
2L P I + L e + S g

<y (B) T e o B ()T g +—R1%EH‘II1+‘“
— 6 — — —
=5 b)) 1 2 \ke) M Tha
% - a €U _ a P ~ a
< S+ Gl + Gl + Raal g
€ _ _ .
< [HTM(I +€)C + %@ + /<010C4} H(CI,CI)HHG1 (3.15b)

= wor' T £ ()

con wy = (14 €)Cy + HM (3 + R1¢(4, y donde (3.15a) se obtiene al aplicar la desigual-
dad de Young (con ¢ = 2y 1 = 2), y (3.15b) se sigue de considerar que ||q|| < [|(g, §)|]

y llall < [1(@, o)l

De este modo, —Va; € (0, 1], sobre Rsox B x B se tiene que oy (z) < V (¢, 4, q)
as(z), donde

IN

a1 (z) = wia?, o () = wor' T (3.16)
son funciones de clase K, con
T
1 s 1 T | 1t+a1
e — | = 3.17
N O @a7)

Como siguiente paso, se calcula la derivada de V (¢, 7, q) a lo largo de las trayectorias
del sistema en lazo cerrado (3.11) obteniendo

V(t, 0,9 = — 4" Clq, )i — ¢"Fq— ep" (@)C(q,4a(t))q — ep” (@) Fq — ep” (7)1 (K1)

— ep" (q)52(K20) + €3 C(q,9)p(q) + €3 C(q, a(t))p(q) + eq" H(q + qa(t))p'(@)d
— ¢ 52(K2q) + ¢ o(t, g, 4) + ep (@) o(t, 4, G)

donde el valor de H(q)q se sustituye de la ecuacién (3.11) y p'(q) = g—g(cj).
Aqui, V(t, q,q) puede ser acotada superiormente como®
Vg < o an- RO e
+ nlm @S]l - < [k, - B0 @S, 619

= q"s2(K2q) + Myllgl| + eM,||q||

4Véase el Apéndice
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lo cual puede ser escrito como
T
v ox o[ @S@ )G TIM@SEI ] kg
|| ]| 2 (3.20)
—€kmp1h1 (7)S1(7) — 4" s2(K2q) + M,l|q]| + eM,]|q|

= Ehﬁlk%ln —En A h’ilkilrln ER?I{;SZZMWM A ~= 1.02 -1
Qh - ( — €l d _ 26]/1 ) kmp,h - 2 - 1 + ay y kmv - d_ ECHkaMCZQ’}/

—_— a a 1/&1

A €CRoky} as a (kDL (14 aq)
S my m)y Tm — ) - —_— 714

Y € (Yms Y ki )s Y g M.h TNy

Aqui, se verifica facilmente que
Lovm < YMha,, S1 €< €n,,,
2. ()1 es definida positiva, si € < €31,
3. kmp1 >0, 81y <1, lo cual es cierto dado que v < Yarny,, < Yar1,
4. Ky >0, 81 7, < 7.

Ahora, se analiza la derivada de V' a lo largo de las trayectorias del sistema en lazo
cerrado (3.11) sobre R>¢ x B x B, la cual a partir de (3.19), la Observacién 3.2.6, el
punto 2 del Lema 1.3.31 y la definicién de hq,,, toma la forma

V < —|d—ev - :

eéﬁgkg@aﬂ_l} H7H2
a CRoks? ™ _
+ew| ]|l — € |:h1ml‘flk " QQ—W} [lgl[* (3.21)

1+CL1
—rakin [a]]92 + Mo||ql| + eM,||ql|

que puede reescribirse como

. 1t+a1)/2 17 (1+a1)/2 Emup o -
Vo< % { HQHH H } Qn,.. { ||q||H—H } - HqH2
7 1 (3.22)
+f(lall) + g(llall)
donde f:R>p =+ Ry g:Rs9 — R estan dadas por
F(S) = —€kmphy,s' T 4 eMys (3.23)
9(c) = —haki 4+ Mg (3.24)

y ademas
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1. Qn,,, es definida positiva, si € < €34,,,,

2. kmp,hlm > O, si Y <YM, him-

Ahora, para aplicar el Teorema 1.3.6, se quisiera que ¥(||q||,||gll) = f(lqll) +
9(]|gl]) < 0 en alguna regién conveniente. Para probar que esto ocurre se analizan las
propiedades de f y g las cuales satisfacen lo siguiente: f se anula en ¢ =0 y en

M 1/a1
$oé( £ > >0

kmpvhlm

mientras que ¢ se anula en ¢ =0 y en

M 1/(12
yoé( 9 ) >0

a2
K9 ka

Ademads, f > 0 en el intervalo (0,2z¢) y g > 0 en el intervalo (0,%), y tanto f como
g tienen un valor maximo que se alcanzan en los puntos

— ( M, )Ual
0 kmlhhlm(l + al)

Mg 1/as
Iigl{igfn<1 + CLQ)

respectivamente, los cuales satisfacen 0 < z; < xp, 0 < y5 < wo, Va1 € (0,1] y
Vay € (0,1]. De este modo, f(zg) = méx f(<) £ frw ¥ 9(y5) = méx g(s) £ ginar-
GER>( cER>

[I>

Yo

Finalmente, V¢ > 2o y V¢ > 1o, f < 0y g < 0, respectivamente; %(g) < 0 siempre
que s >z, y j—g(g) < 0 siempre que § > ¥, , y mas ain, conforme ¢ — oo, f = —00 y
g — —00.

Derivado de estas propiedades, existen Z > xg > 0y § > yo > 0 tales que f(Z) =
—O9maz Y g(g) = _fmaza y mas aflIl,

f_l'gmaxSOa V(jtal que||q||2j (3 25)
g+ fmae <0, Vg tal que ||g]] >y :
Sea fi = /Z* + 7, entonces [|(7,q)|| > /i implica que
lgll =2 Vgl <y
A>a VGl < i 3.26
gl =y Vgl <=z (3.26)

y nétese —a partir de (3.25) y (3.26)— que ||(g,q)|| > iz implica que:
) gl = 2= f+9<f+gmaw <0, 06 bien

i) ||g]| <z=1g]|>0=9+f> 9+ fnae <0
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o equivalentemente:
i) |[gl] > 5= 9+ f < g+ frnaa < 0, 6 bien
) lg] <= al>T=f+9> [+ gma <0

Asi, si||(q, q)|| > i, se cumple que f+ g < 0. Mds atin, para cualquier valor p > fi,
si |[(q,q)|| > p, por transitividad se sigue satisfaciendo que f + g < 0. Luego, se tiene
que f+g < 0V(qq) tal que ||(7,q)|| > p > [i, en particular para pu como se define
mas adelante en la ecuacién (3.28).

Ya que T > xg y y > ¥, existen 61,05 > 1 tales que & = 61xg vy y = 62y, de
modo que O,,/x3 +y2 > ji, con 0, = max{h,0}. Ahora, sean & = min{1, kg, },
& = min{kypp,,., K261}, ¢ = &2/V/20,,, v supéngase que M, < ¢, entonces se tiene que

r 2 2 q71/2
M ar M. \ @
Omr/ 23+ 4¢ = O (k : ) + (széfz ) ] (3.27a)
mp,Rim m
r u 2 v 271/2
<0, o )" 0 )™ 3.27h
- _(kmp,hlm) " (@fl) ] ( )
r Y 2 Y 271/2
<4, e )22 (3.27¢)
i kmp,hlm H2€1 ]
r M 2 M 2q1/2
<on| ()74 ()] o210

donde (3.27b) se obtiene al acotar el término 1/k52,, Va; € [0,1] y de la definicién de
& . Por otro lado, (3.27c) se satisface siempre que M, < Kppn,,, V a1 < ag; en este

sentido, nétese que si M, < ¢, entonces

¢ &2 &2
por lo que M, < & y de la definicién de &, se sigue que M, < kpp p,,,, mientras que
a; < ay se sigue de la definicién de ay. Finalmente, (3.27d) se sigue de la definicién de

&. En adicién, como 2 < 2Y/2 v §,, < 65" Va, € (0,1], a partir de (3.27d)

2 91/2 as as a
Hm 5 (%)az / _ (2a2/2(9frfM9>1/ < \/EQmMQ Y _ (%)1/ 2
S 3 - 3 ¢

obteniendo finalmente que

M 1/(12
%wﬁ+%s(?Q 2y (3.28)
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M
Observacién 3.2.9. Ndsete que si —2 < 1, entonces el valor de p en (3.28) estd

acotado para todo ay € (0, 1].

De lo anterior se concluye que

w(llall, gl = f(llall) + g(llall) < 0, ¥(q,q) tal que [|(g,q)]| = p

teniendo asi en (3.22) que

T
Vv ||q||(1+a1 } [ ||C]||(1+al)/2 } kmv 228 W
< - 1m = - 7 v 7 Z
donde .
. HC.IH 1+a1)/ ] [ HqH(1+a1)/ 1 Ko 11 <119
Wi(7.q) = Qnin - + 5" 3.29

es una funcion definida positiva.

Finalmente, se aplica el Teorema 1.3.6, con V' definida como en (3.7), oy (z) y ao(z)
definidas como en (3.16), a;*(x) y a5 '(x) como en (3.17), y

(1+a7)?

07 0 (1) = [“’} o (eatu) = [ [2]

W2 w1 C

ademds de Ws(x) dada por (3.29), con g dado como en (3.28), y la condicién (1.7)
dada por

9 20,1
wir? | +e)?
)

<]

con M, < ¢ una condicién necesaria de acuerdo a las suposiciones hechas para aplicar
el Teorema 1.3.6, teniendo entonces que las condiciones para considerar M, suficiente-
mente pequena se escriben como

2aq
27 (+ap)?
M, < w = (min {1, {wlr ] v } (3.30)

W2

mientras que para considerar condiciones iniciales (q(to), q(to)) lo suficientemente cer-
canas a (0,,0,) debe cumplirse que

1
W1T2} It+ay

wa

l(ata). e < |
Ademés, a;*(az(p)) £ cu(a;) corresponde a la cota ulterior, la cual tiene la forma
dada en (3.10), con

Wa . (1 + (11)2

= R = F =
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donde, ya que c?—arl(al) = —11;%1 < 0Va € (0,1}, con %(al) =0 <= a; = 1, entonces
['(ay) es decreciente en el intervalo (0, 1]; més especificamente con I'(ay) > 1 Va, € (0, 1]
y I'(a1) =1 <= a; = 1. Asi —de acuerdo al Teorema 1.3.6— existe un 7" > 0 tal
que para cada a; € (0, 1], las soluciones del sistema en lazo cerrado ¢(t) = q(t) — qa(?),
q(t) = (t) — qa(t) satisfacen

(1+a)?

) M, | 41
Iato) el < /2 TQ] VST (3.31)

Observacién 3.2.10. Obsérvese que como funcion de ay, cu(ay) resulta ser estric-
tamente creciente en el intervalo (0, 1], siempre que M, < { —como se supone en
(3.30) —. Para visualizar esto, se calcula

dew, @y [M,1"Y /M, dT
e =y e () e

Ast, ya que M, < C (lo cual implica que ln% <0)y comoT'(ay) >1Vay € (0,1], con
['(a1) =1 < a; =1, entonces

deu deu
d_al(al) > 0 Val € (0, 1], con d—al(a,l) =0 <= a; = 1

De este modo, se visualiza que la cota ulterior es mads pequena en el caso en que a,
es fraccionario, esto es, cuando la estabilidad otorgada por el controlador (3.3) es en
tiempo finito.

De lo anterior, es posible concluir que para perturbaciones con cota lo suficiente-
mente pequena el controlador en tiempo finito (3.3) es robusto en el sentido de que el
sistema perturbado no se desestabiliza y, por otro lado, cuando a; es fraccionario el
error post transitorio es menor que cuando a; = 1, por lo que el radio de la bola en la
que las soluciones del sistema —expresadas en variables de error— son ulteriormente
acotadas es mas pequeno cuando el controlador es de tiempo finito, y por lo tanto en
este caso, la respuesta del sistema permanece mas cercana a la trayectoria deseada.

Observacién 3.2.11. Como consecuencia de considerar que M, < { —como se supo-
ne en (3.30)—, se tiene que cu(a;) — 0 conforme a; — 0. Aunque este hecho llama
la atencion desde el punto de vista teorico, lo cierto es que en la prdctica no es re-
comendable emplear valores del pardmetro de control ay muy pequenios (i.e. cercanos
a cero) ya que suele presentarse el llamado efecto de chattering que generalmente se
desea evitar.
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3.3. Simulaciones

Para simulaciones realizadas correspondientes al resultado de la Proposicién 3.2.8 se
considera el modelo de un robot manipulador de 2 gdl expuesto en [2], cuyos elementos,
siguiendo la notacién de (1.18), estan dados por

H(g) = 2.351 4+ 0.168 cos g 0.102 4 0.084 cos ¢-
D= 0.102+0.084 cos gy 0.102

. o —0084(]2 sin q2 —0084((]1 —f-(h) sin q2
Cla.q) = ( 0.0844; sin ¢y 0

2288 0
Fo= ( 0 0.175)

() = ( 38:465sin @ +1.825 sin(q1 + ¢)
9\ = 1.825sin(q, + ¢2)

Particularmente, para la implementacion de la ley de control (3.3), se emplearon las
funciones o;;(¢) = sgn(s) min{[c|**, M;;}, i,j = 1,2, las cuales resultan ser fuertemente
pasivas acotadas [23]; considerando My, = My, = 50, Mis = My = 3 y el valor del
parametro de control a; indicado en cada simulacién.

Como primer caso, se supone una perturbacion variante en el tiempo que entra al
sistema, siguiendo el esquema de la Figura 3.1, modelada por

L.
= sin(2t)
o(t,q,q) = (3.32)
1
R cos(2t)

™ e 7t
— 4+sin | —
2 5
™ + it
1 cos 5

Cabe destacar que la consideracion de la perturbacién seleccionada es tal que cumpla
el requerimiento sobre tener una cota (en norma) lo suficientemente pequena y que a su
vez permita corroborar el resultado analitico obtenido en la seccién anterior, haciendo
referencia a la Proposicion 3.2.8.

y una trayectoria deseada dada por

qa(t) =

Las condiciones iniciales de posicién y velocidad fueron tomadas iguales a cero
en ambos eslabones del manipulador. En las graficas de la Figura 3.2 se presenta
el caso ideal —sin perturbacién— para las ganancias de control K; = diag[10,3] y
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Figura 3.2: Posiciones y errores de posicion de los eslabones del sistema. Ganancias:
K, = diag[10, 3], Ky = diag[0.5,0.5].

K, = diag[0.5,0.5], donde se observa que se cumple el objetivo de seguimiento en am-
bos eslabones, tanto en el caso de estabilizacién en tiempo finito (a; fraccionario) como
en el de estabilizacion exponencial (a; = 1).

Por otro lado, en la Figura 3.3 se presenta el caso considerando la perturbacion
(3.32). Como puede observarse en estas gréficas, tanto para el caso del controlador en
tiempo finito como para el exponencial, los errores de posicion nunca son idénticamen-
te iguales a cero de manera permanente, sin embargo, éstos son menores cuando el
controlador es en tiempo finito. Es importante resaltar que selecciéon de los parame-
tros y ganancias de control no se hizo para visualizar desempeno del controlador sino,
mas bien, para poder visualizar el resultado analitico demostrado. En la misma figura,
puede observarse que la norma del vector de errores de posicion y velocidad es mas
cercana a cero en el post transitorio para el controlador en tiempo finito.

Un segundo caso, presentado en la Figura 3.4, se tiene considerando las ganancias de
control K; = diag[100,50] y K, = diag[25,10]. Aqui, en lugar de tomar en cuenta una
perturbacién que entra al sistema, como la dada en (3.32), se considera una desviacién
uniforme en los parametros del modelo del sistema utilizado para construir la senal de
control del 2% —i.e. todos los parametros del sistema involucrados en el controlador
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Figura 3.3: Posiciones y errores de posicién de los eslabones del sistema y norma del
vector de error de posicién y velocidad. Ganancias: K; = diag[10, 3], Ky = diag[0.5,0.5].

fueron aumentados en 2 %— y una trayectoria deseada dada por

+sint

qa(t)
+ cost

N I I

Aqui, es posible notar un efecto similar al observado en el caso anterior en donde con el
controlador en tiempo finito los eslabones del sistema se aproximan mas a la trayectoria
deseada que con el controlador exponencial.

De este modo, a partir de las simulaciones realizadas se corrobora lo establecido
en la Proposicién 3.2.8, el cual es uno de los resultados de este trabajo, en donde se
prueba que ademas de que en presencia de pequenas perturbaciones el sistema no se
desestabiliza, sus trayectorias se aproximan maés a la trayectoria deseada en el caso en
el que el controlador es de tipo finito —esto es, cuando el parametro de control a; es
fraccionario— que cuando el controlador es de tipo exponencial —correspondiente al
caso en que a; = 1—.
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Capitulo 4

Resumen y Conclusiones

En este trabajo se realizé un estudio comparativo de cuatro leyes de control con-
tinuas presentes en la literatura —referidas aqui por las siglas HXH02¢c, HXHO02p,
SB15 y ZZ17, expuestas en [13], [22] y [25]— que resuelven el problema de regulacién
en tiempo finito en sistemas mecédnicos de n gdl. Para este proposito se definieron dos
aspectos a evaluar, los cuales se enfocan en la respuesta y senal de control considerando
restricciones de entrada y en la respuesta ante incertidumbre paramétrica.

Un punto a resaltar sobre todos los algoritmos de control involucrados en este
proyecto es que mediante la variacién de uno de sus parametros es posible obtener
estabilidad en tiempo finito o estabilidad de tipo asintética de la solucién trivial en
lazo cerrado q(t) = 0,,, donde ¢ = q¢ — g4 define el error de posicién, y gq es una po-
sicién constante deseada. Por lo tanto, en el estudio comparativo se incluyeron, tanto
los resultados obtenidos para el caso en tiempo finito como asintético —siendo mas
especificos, resultados relativos al valor del ISE y tiempo de estabilizaciéon— a fin de
comparar el desempeno que se tiene con cada tipo de estabilizador.

Sobre las conclusiones hechas en esta etapa, relativas a la consideracion de entradas
acotadas, se determiné que en aquellos reguladores en los cuales inicialmente no se
consideran las limitaciones fisicas de los actuadores, la respuesta del sistema tiende a
deteriorarse, haciéndose mas oscilatoria, aumentando también el tiempo de estabiliza-
cion. En adicion, las senales de control se saturan en los limites de operacién maximos
permitidos por los actuadores, con cambios de un limite a otro en intervalos de tiem-
po muy pequenos, lo que resulta desfavorable. En el mismo sentido, en los algoritmos
de control que inicialmente no estan disenados para ser implementados con entradas
acotadas —tales como HXH02¢c, HXHO02;p vy SB15— puede ocurrir que su desem-
peno cambie con respecto al comportamiento esperado, en contraste con las leyes de
control que en su diseno consideran restricciones de entradas, lo cual estda més apega-
do a la realidad con respecto a aquéllos que no lo consideran, como la propuesta en [25].

Para la evaluacion del aspecto referente a la incertidumbre paramétrica se supuso
una desviacion uniforme en los parametros del modelo del sistema utilizado para cons-
truir la senal de control —particularmente, todos los parametros del sistema que forman
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parte del controlador fueron aumentados cierto porcentaje de su valor original— y se
calculé el valor de ISE generado por cada algoritmo de control. Con respecto a este
aspecto, en ausencia y presencia de incertidumbre paramétrica se tienen las siguientes
conclusiones:

1. La medicién del ISE aumenta —en todos los reguladores— conforme lo hace dicha
incertidumbre.

2. Se observé que en el caso ideal —sin incertidumbre paramétrica— el ISE me-
dido por cada regulador en tiempo finito es menor al producido por el mismo
controlador cuando la estabilidad es de tipo asintética.

3. Se observé que cuando la incertidumbre paramétrica es pequena los controladores
en tiempo finito tienen un mejor resultado que los controladores de tipo asintético,
generando una menor medicién de ISE.

4. Cuando la incertidumbre paramétrica aumenta considerablemente se observé que
existen casos en los que los controladores de tipo asintdtico tienen una menor
medicion de ISE que los de tiempo finito

5. En presencia de incertidumbre paramétrica, el ISE producido por los reguladores
tiende a ser mas grande en aquéllos cuyo diseno esta basado mayormente en los
términos que forman parte del modelo del sistema en comparacion con los que
compensan menos la dindmica del sistema.

Adicionalmente al estudio comparativo de distintos estabilizadores, se realizé un
analisis local sobre la robustez de la ley de control de sequimiento en tiempo finito con
entradas acotadas expuesta en [23]. Aqui, se demostrd que ante pequenas perturbacio-
nes el sistema no se desestabiliza y que las soluciones del sistema en lazo cerrado son
ulteriormente acotadas, con una cota ulterior de la forma

M F(a1)
cu(a;) =b (—g>

Cc

donde b y ¢ son constantes positivas y I'(a;) es una funcién de a; tal que I'(a;) > 1,
conI'(ay) =1 < a; =1, Ya; € (0,1].

Para este algoritmo de control se demuestra en [23] que en ausencia de perturba-
ciones, la solucién trivial ¢(t) = 0,, del sistema en lazo cerrado es estable en tiempo
finito cuando 0 < a; < 1y asint6ticamente estable, con estabilidad exponencial (local),
cuando a; = 1. Asi, por las caracteristicas de la cota ulterior cu, se concluye que en
presencia de perturbaciones con cota suficientemente pequena, las variables de error
del sistema entran en tiempo finito a una bola cuyo radio es mas pequeno cuando el
controlador es en tiempo finito que cuando la estabilidad es de tipo asintdtica. De este
modo, la variacién post transitoria es menor en el caso de tiempo finito y por lo tanto
las soluciones del sistema se acercan mas a la trayectoria deseada.
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De las conclusiones mencionadas anteriormente y a través del trabajo realizado, se
logran establecer de manera més solida algunas de las relaciones entre los controladores
en tiempo finito y los de tipo asintdtico, poniendo en evidencia algunas de las ventajas
que los primeros poseen —como mayor robustez ante incertidumbre paramétrica— y
que se han citado en numerosos articulos, e.g [7, 12, 14].

Como trabajo futuro se plantea extender los resultados obtenidos —relativos al
andalisis de robustez de la ley de control (3.3) enunciados en la Proposicién 3.2.8— de
manera global, esto es, mostrar que en presencia de perturbaciones con cota suficiente-
mente pequena, el sistema no se desestabiliza y que las soluciones del sistema en lazo
cerrado son uniformemente ulteriormente acotadas para cualquier condicién inicial.
Asi mismo, otro posible rumbo del trabajo consistiria en corroborar analiticamente el
fenomeno observado en las simulaciones realizadas en el Capitulo 2 se presenta, refi-
riéndose a que cuando la incertidumbre paramétrica aumenta considerablemente los
controladores de tipo asintoticos generan una menor cota ulterior que los de tiempo
finito.
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Apéndice

A continuacién se presentan algunos resultados importantes previos a acotar los
términos de V' (t,q, q)

Proposicién 4.0.1. Sea p(q) como se define en (3.7), entonces Hgg(x)H <1,VzeR"
—Ila demostracion de esta propiedad puede consultarse en [23, Remark 3.2]—

Lema 4.0.2. Sea sy como se define en (3.3) y sea ||z]], = (|z1P + - + |za]?)" la
p-norma usual, entonces ||se(K2q)|| 2 < Rol|Koql|®2.
ag

Demostracidn: De la definicién de sq se tiene que so(K2q) = (091 (k21G1), - - -, Jgn(l@néﬂ))T,
de modo que

a2
2

52020l 2 = [l (kand) |72 + - + o (Kandin) | |

Por otro lado, de la Observacion 1.3.32 se sigue tiene que (02;(¢))* < R3[s|?%2,Vj = 1, n.
Luego

a2

. B . 2 . 27 3
Is2(Fe)llz = [loo(kadi)|* +"'+|02n(k2n‘?n>|”2} 2

a2
2

IA

i . 1 . 1
(3lbars 9% -+ + (3 )

ag
2 2
_ [R5 (hmaP |k2nqn|2>] — Rl K

Ahora, a partir de la expresién de V (¢, 7, ¢) dada por

q,q
V(t.q,0) = —§"Clq,4a(t))d — 7" FG — ep" (@) C(q,4a(t))d — ep” (O F G — ep” (q)51(K1q)
— ep" (7)52(K20) + €3 Clq, 9)p(q) + €q" C(q, Ga(t)p(q) + eq" H(q + qa(t))p'(7)d
— " 52(K2q) + q" o(t, q,4) + ep" (q)o(t, q,4),

se acotan sus términos de la siguiente manera.

Primer y segundo términos: De las Suposiciones 1.4.4, 3.1.2 y 3.1.1 se sigue
—q"C(q,4a(t))q — §"Fq < —(fm — ke Ba)||ql]* = —d||g||*, con d = fm, — kcBay.
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Tercer, cuarto, séptimo, octavo y noveno términos: De las Suposiciones 1.4.4
y 3.1 se sigue aue —p7 ()1C(q. u(1))q + 7 Cla, u()p(@) < 2ekc|o(@)]]d]. De T
Suposicién 3.1.2 —ep? (7)Fq < eful|p()]]||g]|. Por otro lado, de la Suposicién 1.4.4 y

) lldl Y

finalmente, de la Suposicién 1.4.3 y por la Proposicién 4.0.1 se tiene que eq? H(q +
qa(1))p'(9)q < epar]|q]]?. Luego, sumando las cotas obtenidas y uniendo términos seme-
jantes, y por el segundo punto de la Observacién 3.2.7, se sigue que

—ep"(q)C(q, 4a(t))q—ep™ (@) Fq+eq" Clq, @) p(q)+eq" C(q, 4a(t)) p(q)+eq" H(G+qa(t)p'(7)q <
2k Balo@I17ll+orl @ 11+ eke: (2 ) 11 2ermarl 12 < evali(@Sy(@] 2111+
kb b\

+ pa y vo = (2keBay + fur) (m)
1

la ecuacién (3.8) se sigue que €’ C'(q,q)p(q) < ekellp(Ilql)? < ekc(

kim

kin

ev1||q]|?, donde v, =

Quinto término: De la definicién de p y Lema 1.3.31 se sigue que, —ep” (7)s1(K1q) =
—ehi(7)q"51(K1q) < —erikip,hi(q)S1(q)-

Sexto término: De la desigualdad de Holder —considerando ¢ = 1 +a; y ¢ =
2/ay, de acuerdo con la notacién del Lema 1.3.26— se sigue que —ep” (q)s2(Kog) <
elp”(q)s2(K2)| < €1p(@)]|14ar || 52(K2)||2/as- Luego, por el Lema 4.0.2 y la Observacién
1.3.29 se sigue que

ellp(@Irar [52(K20) 1270, < € (@lp(@)]]) (Rl K2q]]*)

donde ¢ = cj14q4,2 €s una constante positiva obtenida como se indica la Observacién
1.3.29. Posteriormente, del primer punto de la Observacion 3.2.7 y la desigualdad de
Young —siguiendo la notacién del Lema 1.3.27, con ¢ = 1+a; y ) = 2/as—se obtiene

e @lp@]) (ol [Kagll™) < ecrakssy (v2/*[ha(2)S1(2)] V" 1+‘“’) (vl ql12)

<
< bty (Zm(@Si@ + %l

para algun v € (Ym, Vashyn ), donde Y ¥V Yarn,,, son como se definen al inicio de la
Proposicién 3.2.8.

Undécimo y duodécimo términos: De la Suposicién 3.2.1 se sigue que ¢ o(t, ¢, ¢)+
ep’ (@)olt,q,4) < Myl|ql| + eM,|ql.

Finalmente, dejando indicado el décimo término y sumando las cotas obtenidas, se
obtiene la cota superior de V' expuesta en la ecuacién (3.19).
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