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Glosario

Clamp de glucosa.- procedimiento médico basado en el principio de retro-
alimentaciéon negativa del sistema de regulaciéon de glucosa. Consiste en mantener
la glucemia basal constante mediante administracién intravenosa continua de
glucosa.

Estado basal.- Dicho del nivel de actividad de una funcién organica: Que es el que
tiene durante el reposo y el ayuno.

Fisiopatologia.- Ciencia que tiene por objeto el estudio del conjunto de sintomas de
una enfermedad

Glucagén.- Hormona producida por el pancreas, formada por la uniéon de 22
aminodacidos, cuya principal funcién es estimular la produccion de glucosa por el
higado, aumentando asi la glucemia.

Glucemia.- Medida de la cantidad de glucosa presente en la sangre.

Glucosa.- Aldohexosa de seis atomos de carbono, que constituye un sélido blanco,
muy soluble en agua, de sabor muy dulce y presente en muchos frutos maduros.

HbA1lc.- Examen de sangre para la diabetes tipo 2 y prediabetes. Mide el nivel
promedio de glucosa o azucar en la sangre durante los ultimos tres meses.

Incretinas.- Hormonas que se producen en el intestino en respuesta a la ingesta de
alimentos. Uno de sus efectos mas importantes es la secrecion de insulina por el
pancreas y la disminucion en los niveles de glucosa en sangre.

Insulina.- Hormona segregada por los islotes de Langerhans en el pancreas, que
regula la cantidad de glucosa existente en la sangre.

Somatostatina.- Hormona proteica con 14 aminoacidos producida por las células
delta del pancreas, en los denominados islotes de Langerhans. Interviene
indirectamente en la regulacién de la glucemia e inhibe la secrecion de insulina y
glucagon.

Tasa metabdlica.- Velocidad a la que la glucosa se produce o se elimina para
mantener las funciones correctas de un organismo.

Tejido adiposo.-Tejido conformado por la asociacion de células que acumulan lipidos
(grasa).



Resumen

Control robusto de la glucemia de pacientes con DMT2 mediante el suministro
continuo de insulina y una dosis fija de Metformin.

El control de la glucemia es un tema clave para los pacientes con diabetes
mellitus tipo 2 (DMT2) ya que se ha demostrado que un control adecuado
previene el desarrollo de las complicaciones asociadas a este trastorno
metabdlico. Una de las formas mas efectivas de control de la glucemia en este
padecimiento es regular la concentracién de glucosa mediante una terapia
combinada de Metformin y el suministro de insulina. Particularmente, el
suministro continuo de insulina puede ser realizado por dispositivos automaticos
de control en lazo cerrado. Sin embargo, para la regulacién de la glucemia en la
DMT2 no existen controladores que sean robustos ante variaciones fisioldgicas
(incertidumbres paramétricas), la ingesta de glucosa u otros factores exdgenos
(perturbaciones acotadas). Por este motivo, en esta investigacion se disefié un
control de lazo cerrado utilizando la técnica de control robusto H,,. Primero se
model6é matematicamente la dindmica de la glucemia en la DMT2 y se incluyeron
los fenémenos farmacocinéticos-farmacodinamicos del Metformin. Después,
utilizando el modelo resultante se formulé el problema de control como un
problema de seguimiento en donde la referencia se establecié como la dinamica
glucémica de un sujeto no diabético, sometido a incertidumbres y perturbaciones
acotadas. Como entrada de control al sistema se consideré una dosis inica de 500
mg de Metformin y una tasa continua de insulina (por via intravenosa o
subcutanea). Finalmente, el sistema controlado fue sometido a diferentes pruebas
en donde mostré robustez ante perturbaciones por la ingesta de glucosa, llevando
al sistema a normoglucemia basal y a normoglucemia posprandial, y robustez
ante variaciones paramétricas de hasta un +5% de los parametros de
sensibilidad del modelo.

Palabras clave: modelado matemadtico, control de la glucemia, modelo
farmacocinético-farmacodindmico, identificacién paramétrica.



Abstract

Robust glycaemic control of patients with T2DM by continuous insulin supply
and a fixed dose of Metformin.

Blood glucose control is a key issue for patients with type 2 diabetes mellitus
(T2DM) as it has been shown that adequate control prevents the development of
the complications associated with this metabolic disorder. One of the most
effective ways to control the blood glucose of this condition is to regulate glucose
concentration by supplying a combined therapy of Metformin and insulin. In
particular, the continuous supply of insulin can be performed by automatic
closed-loop control devices. However, for the regulation of blood glucose in
T2DM there are no controllers that are robust to physiological variations
(parametric uncertainties), glucose intake or other exogenous factors (bounded
disturbances). For this reason, in this research a closed-loop control was
designed using the robust control technique H,,. First, the dynamics of glycaemia
in DMT2 was mathematically modeled and the pharmacokinetic-
pharmacodynamic phenomena of Metformin was included. Then, using the
resulting model, the control problem was formulated as a tracking problem
where the reference was established as the glycemic dynamics of a non-diabetic
subject, subject to bounded uncertainties and disturbances. A single dose of 500
mg of Metformin and a continuous rate of insulin (intravenous or subcutaneous)
were considered as control inputs to the system. Finally, the controlled system
was subjected to different tests where it showed robustness to perturbations by
glucose intake, leading the system to basal normoglycemia and postprandial
normoglycemia, and robustness to parametric variations of up to *5% of the
model's sensitivity parameters.

Key words: mathematical modeling, glycemic control, pharmacokinetic-
pharmacodynamic model, parameter identification.



Capitulo 1
Introduccion y motivacion

Uno de los procesos mas importantes dentro del cuerpo humano es el de
regulacion de la glucemia. Cuando este proceso no es llevado a cabo
adecuadamente se presentan varias patologias con efectos devastadores a largo
plazo. Una de estas patologias es la Diabetes Mellitus (DM), la cual afecta
actualmente a una de cada diez personas en el mundo. En este capitulo se
abordaran las generalidades sobre este proceso de regulacion. Particularmente
se hablara de las alteraciones de este proceso en personas con DM y se hara un
especial énfasis en la Diabetes Mellitus tipo 2 (DMT2). Después, el problema de
control de la glucemia en pacientes con DMT2 se abordara desde el punto de
vista de control de sistemas dindmicos. Finalmente, se planteara la hipétesis y los
objetivos de esta investigacion y se dara un panorama general del contenido de
este documento.

1.1 Generalidades sobre la DM

En el cuerpo humano existen una gran variedad de condiciones fisiol6gicas internas
que son continuamente reguladas por distintos procesos. Entre estas condiciones
encontramos la temperatura corporal, la presion sanguinea o la cantidad de oxigeno y
glucosa en la sangre, entre muchas otras. Particularmente, al proceso de regulacién de
la concentracion de la glucosa en sangre se le conoce como homeostasis de la glucosa
[1]. Mediante este proceso el cuerpo humano mantiene la concentracion de glucosa
(ie. glucemia) en un rango controlado. Un esquema general del proceso de
homeostasis de la glucosa en una persona sana se puede observar en la Figura 1.1. En
personas sanas, la glucemia es regulada de manera natural mediante la produccién de
insulina cuando el organismo la necesita. Por ejemplo, después de la ingesta de
alimentos, cuando la glucemia aumenta, la secreciéon de insulina aumenta para
mantener la glucemia dentro del rango de normalidad (i.e. normoglucemia). Sin
embargo, cuando este proceso no funciona de manera adecuada la glucemia esta mas
elevada de lo normal dando lugar al desarrollo de diversas patologias.



Una de las patologias mas comunes, que afecta a una de cada once personas en el
mundo, es la DM [2]. Este padecimiento se manifiesta como una glucemia mas elevada
en comparacion con el nivel normal y que incrementa ain mas después de la ingesta
de alimentos (i.e. hiperglucemia). Del total de casos de DM, el 10% ocurre debido a
una deficiencia en la secrecién de insulina por el pancreas; esta patologia se conoce
como DM tipo 1 (DMT1) [1]. Por otro lado, el 90% de casos restantes son causados
debido a defectos tanto en la secreciéon como en la accién de la insulina; esta patologia
se conoce como DM tipo 2 (DMT2) [1].

Insulina

!

=== (Glucosa

Concentracion de glucosa

Glucosa

1

Glucagon

Figura 1.1 Descripcion esquematica de la homeodstasis de la glucosa. En un cuerpo
humano sano, la insulina y el glucagén son liberados por el pancreas como respuesta
al aumento y a la disminucion de la glucemia, respectivamente.

En las etapas tempranas de la DMT2 el cuerpo es capaz de producir insulina. Sin
embargo, los tejidos sensibles a la insulina se vuelven resistentes a ella, de modo que
la insulina producida es ineficaz y los niveles de insulina son insuficientes para regular
la glucemia [2]. A este fendmeno se le conoce como resistencia a la insulina y es el
responsable de la hiperglucemia en la DMT2. A largo plazo, las personas con DMT2
son susceptibles de desarrollar graves complicaciones de salud que pueden disminuir
notablemente su calidad de vida [2]. Si bien a la fecha no existe una cura para la DM,
diversos estudios han mostrado que una terapia adecuada para regular los factores
responsables de la hiperglucemia en pacientes con DMT2 puede retrasar o prevenir la
aparicion de complicaciones de salud y reducir el riesgo de mortalidad [3, 4]. Por lo
anterior, es ampliamente recomendado que los pacientes con DMT2 mantengan una
terapia que les permita mantener su glucemia dentro de los niveles normales.

Con la finalidad de determinar si una terapia de control de la glucemia ha sido
adecuada es necesario cumplir con algunos objetivos. En la Tabla 1.1 se pueden



observar los objetivos de control de la glucemia establecidos por diversas
asociaciones de salud en el mundo para pacientes con DMT2. Estas guias han
establecido valores de glucemia que se consideran adecuados ya que, mediante
estudios clinicos, se ha mostrado una reduccion significativa del riesgo de
complicaciones cronicas.

GLUCEMIA GLUCEMIA

. HBA1cC
GUIA PARA EL MANEJO DE LA DM (%) POSPRANDIAL  EN AYUNO
A - . (mg/dL) (mg/dL)
sociacion Americana de
Endocrinélogos Clinicos [25] < 6.5 < 140 <110
Asociacién Americana de Diabetes [7] <70 < 180 80 — 130
Asociacion Canadiense de Diabetes [26] < 6.5 90 — 180 72 —126
Federacion Internacional de Diabetes [27] <70 < 160 <115
Asociacion Latinoamericana de Diabetes [28] <70 < 140 70 — 120

Tabla 1.1 Objetivos del control de la glucemia en la DM. Por glucemia posprandial se
entiende la concentracion de glucosa a las 2h después de la ingesta de 70g de glucosa
liquida. Por otro lado, HbA1lc se analiza para determinar el nivel medio de glucosa en
sangre durante los ultimos dos a tres meses.

Dependiendo del tipo de DM que se padezca existen diferentes terapias para alcanzar
los objetivos de control de la glucemia. En pacientes con DMT1 la terapia consiste en
el suministro de una dosis adecuada de insulina exégena [5]. Mientras que en
pacientes con DMT2 la terapia puede ser llevada a cabo mediante diferentes opciones
[5]: i) monoterapia, utilizando insulina ex6gena o un farmaco oral que permitan
disminuir la glucemia (i.e. hipoglucemiante oral) y ii) terapia multiple, utilizando una
combinacion de dos o mas hipoglucemiantes orales con o sin insulina exdgena. Esta
ultima ha mostrado ser mas efectiva y producir menos riesgo de efectos secundarios
que tratar de llegar a las dosis maximas del medicamento inicial [6]. Particularmente,
la combinaciéon de Metformin con insulina exégena es primera elecciéon en pacientes
que no se controlan con monoterapia ni con combinacion de hipoglucemiantes orales
[7]. Por lo anterior, este trabajo de investigacion se enfoca en el control de la glucemia
mediante una terapia combinada de Metformin con insulina ex6gena.

El Metformin consigue su efecto a través de acciones que no involucran al pancreas
por lo que tiene un riesgo nulo de un decremento peligroso de la glucemia cuando se
consume en monoterapia (i.e. hipoglucemia). Sin embargo, cuando un paciente con
DMT?2 lleva a cabo una terapia multiple mediante Metformina mas insulina exogena, el
punto clave del control de la glucemia consiste en determinar la dosis adecuada de



insulina que debe ser suministrada. Lo anterior no es un problema trivial ya que una
dosis inadecuada puede resultar en hipoglucemia, causando coma o incluso la muerte
del paciente. Debido a lo anterior, durante varios afios se ha hecho uso de
herramientas matematicas que permitan determinar la dosis necesaria para regular la
glucemia de pacientes con DM [8]. Mas atn, el desarrollo de dispositivos automaticos
de control retroalimentado que permitan suministrar una dosis continua de insulina
para lograr los objetivos del control de la glucemia en pacientes con DM ha sido un
tema de interés para diversos grupos de investigacién por varios afios.

1.2 La DM como un problema de control

Los sistemas automaticos de control en lazo cerrado para la regulacién de la glucemia
de pacientes con DM tienen como objetivo emular la funcién reguladora de un
pancreas sano. Por este motivo a este dispositivo también se le conoce como ‘Pancreas
Artificial’. La Figura 1.2 contiene un esquema de las partes que componen a un
pancreas artificial y la interconexiéon de sus elementos. Como se puede observar el
dispositivo esta compuesto principalmente de cuatro partes [9]: 1) un sistema
continuo de monitoreo de la glucemia compuesto por un sensor de glucosa situado de
manera subcutanea. Este dispositivo permite obtener mediciones de la glucemia en el
fluido alrededor de las células del paciente (ie. fluido intersticial); 2) un modelo
matematico predictivo que, con base en las mediciones entregadas por el sensor de
glucosa, permite determinar la tasa de cambio de la glucemia ante diversas
perturbaciones; 3) un algoritmo de control basado en el modelo matematico que
permite determinar la tasa continua de infusién de insulina que debe ser suministrada
para que el paciente logre los objetivos del control de la glucemia y 4) una bomba de
suministro continuo de insulina exdgena.

Desde hace algunos afios el Pancreas Artificial fue aprobado por la agencia de
Administracion de Drogas y Alimentos de los Estados Unidos (FDA, por sus siglas en
inglés) para el tratamiento de la DMT1 [9]. Por lo anterior, el mercado se pueden
encontrar una gran cantidad de dispositivos comercializados para este proposito. En
contraste, a pesar de que los pacientes con DMT2 pueden ser tratados con terapia de
insulina, solo existe una sola propuesta en el mercado de bombas de insulina para el
control de este padecimiento. Algunos de los motivos por los cuales estas bombas no
han sido desarrolladas para el tratamiento de la DMT2 se relacionan a la falta de
algoritmos matematicos de control que consideren la fisiopatologia de este
padecimiento y la falta de modelos matematicos que consideren el efecto de los
farmacos hipoglucemiantes. Por ejemplo, desde los afios sesenta se han publicado en



la literatura una gran cantidad de controladores que permiten regular la glucosa en
pacientes con DMT1 mediante diversas técnicas [10 — 19]. Sin embargo, solo se
pueden encontrar unos pocos algoritmos de control para regular la glucemia en la
DMT?2 [20 — 22]. Mas audn, ninguno de estos controladores es robusto ante variaciones
paramétricas que pudieran venir de las diferencias fisicas inter-pacientes o fuentes de
incertidumbre por dinamicas no modeladas y perturbaciones de diversos tipos (e.g.
ingesta de alimentos o el ejercicio). En este sentido, utilizar una técnica de control
robusto para el control de la glucemia seria deseable.

Con anterioridad, la técnica de control robusto H.,, ha mostrado ser una herramienta
eficiente para lograr los objetivos de control de la glucemia en pacientes con DMT1.
Esta técnica se basa en un modelo matematico basado en la fisiologia (modelo
compartimental) por lo cual permite considerar fenémenos metabdlicos dentro del
algoritmo de control o el efecto de algunos HO. Por ejemplo, la aplicaciéon de estos
controladores permitié regular la glucemia en pacientes con DMT1 considerando
perturbaciones debidas a ejercicio [15, 19], a hormonas contra-reguladoras [15] o
incertidumbre paramétrica [12, 18, 24]. Aun cuando esta técnica ha mostrado
excelentes resultados para el control de la glucemia, no ha sido aplicada para la DMT?2.
La razén principal es que no existen modelos matematicos que emulen la variacién de
la glucemia en pacientes con DMT2 y que al mismo tiempo mantengan el sentido
fisiolégico de los fenémenos metabodlicos. De manera similar, no existen modelos
matematicos confiables que consideren el efecto de los HO en la dinamica de la
glucemia de pacientes con DMT?2.

O™\ Bomba de X
N 2 " {GRY
Y insulina N
Sensor de
glucosa

Figura 1.2 Componentes del Pancreas Artificial. A través de un transmisor en el
sensor de glucosa es posible intercambiar informacién con un dispositivo receptor
encargado de determinar la tasa continua de insulina que debe ser suministrada al
paciente.



Anteriormente se ha propuesto que un modelo matemdatico compartimental que
emule los procesos fisiopatolégicos de la DMT2 se puede desarrollar a partir de la
identificacién de los pardmetros que se relacionan a las alteraciones metabdlicas de
este padecimiento [36]. Basados en esta premisa, en este trabajo de investigacién se
propone desarrollar un modelo que emule la fisiopatologia de la DMT2 a partir del
ajuste individual de los valores de los parametros de un modelo que describa la
dindmica de la glucosa de un sujeto sano a nivel 6rgano. Utilizando este modelo se
hara uso de la metodologia de disefio de controladores robustos H,, para desarrollar
un controlador para la DMT2 que considere una terapia combinada con Metformin y
que sea robusto ante variaciones paramétricas y perturbaciones.

1.2.1 Planteamiento del problema
Con base en la discusion anterior, la pregunta de investigacion de este manuscrito es:

1.- Considerando un sistema de control en lazo cerrado cuya planta es un modelo
matematico compartimental que emula el proceso de regulacion de la glucosa en
un paciente con DMT2 manteniendo el sentido fisioldgico de los parametros, ;Cual
es el control H,, estable y robusto a perturbaciones y variaciones paramétricas que
regulard la glucemia en la DMT2 mediante una terapia combinada con Metformin?

1.2.2 Hipotesis

Con base en lo anterior, le hipdtesis de esta investigacion es la siguiente:
‘Un modelo matematico de la dinamica de la glucemia que emule la
fisiopatologia de la DMT2 y que considere el efecto de una dosis de Metformin
se puede realizar mediante ajuste paramétrico de un modelo de un sujeto sano.
Utilizando este modelo se puede encontrar un control robusto ante variaciones
paramétricas y perturbaciones permita regular la glucemia en pacientes con
DMT?2 utilizando la técnica de control H,.,'.

1.2.3 Objetivos

El objetivo general de este trabajo de investigacion es el siguiente: desarrollar un
algoritmo de control robusto que determine la infusién continua de insulina ex6gena
que debe ser suministrada a un paciente con DMT2 para lograr los objetivos de
control de la glucemia considerando una terapia combinada con Metformin.



Para lograr este objetivo general definimos los siguientes objetivos especificos:

1. Desarrollar un modelo matematico compartimental que emule el proceso de
regulacion de la glucemia en pacientes con DMT2 que preserve el sentido
fisiologico de los procesos metabdlicos,

2. Ampliar el modelo desarrollado en el objetivo 1 para emular el efecto
hipoglucemiante del Metformin y

3. Desarrollar un controlador robusto H, ante perturbaciones y variaciones
paramétricas que logre los objetivos del control de la glucemia, mediante una
terapia combinada con Metformin, utilizando como planta el modelo
desarrollado en el objetivo 2.

1.3 Esquema de la tesis

Este trabajo de investigacion esta estructurado en base a sus objetivos especificos. En
este sentido, en el Capitulo 2 y 3 podemos encontrar la investigacion relacionada al
objetivo especifico 1. Esto es, en el Capitulo 2 se encontrara una descripcion detallada
del modelo matematico que emula la dindmica de la glucemia en sujetos no diabéticos.
Este modelo sera utilizado, en el Capitulo 3, como la base para el desarrollo de un
modelo matematico de la dindmica de la glucemia en pacientes con DMT2 a través de
un ajuste del valor nominal de los parametros del modelo mediante un proceso de
ajuste utilizando la metodologia de minimos cuadrados. El Capitulo 4 contiene la
informacion relativa al objetivo especifico 2, en donde se discuten generalidades
sobre el tratamiento farmacoldgico de la DMT2, se describe un modelo matematico
que emula el efecto del Metformin y se muestra la interconexion con el modelo de la
dinamica de la glucemia de pacientes con DMT2. Mas adelante, en el Capitulo 5
muestra el desarrollo del objetivo especifico 3, esto es la sintonizacion de un
controlador robusto mediante la técnica H,, que resuelve un problema de seguimiento
a una referencia glucémica de un sujeto sano. En este capitulo se incluyen las
simulaciones del sistema de control en lazo cerrado control que muestra robustez del
sistema ante perturbaciones y variaciones paramétricas llevando al sistema desde una
condicién de hiperglucemia a una condicién de normoglucemia posprandial y basal.
Finalmente, el Capitulo 6 enuncia las conclusiones y el trabajo futuro de esta
investigacion.

Adjunto a este documento se pueden encontrar los Anexos que muestran la
produccion cientifica de esta investigacion organizada de la siguiente manera:
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Capitulo 2
Dinamica de la glucemia en sujetos no
diabéticos

Los modelos matematicos deterministas han sido ampliamente utilizados para
comprender aspectos fundamentales de una gran variedad de fen6menos
médicos, entre ellos la dindmica de la glucemia. Los modelos basados en la
fisiologia han permitido emular satisfactoriamente el proceso de homedstasis de
la glucosa a nivel 6rgano en sujetos no diabéticos. En la actualidad, el modelo
matematico mas completo es el propuesto por Alverhag y Martin. Este modelo
considera como funciones matematicas a los procesos metabdlicos mas
importantes de la regulacién de la glucosa, incluyendo el efecto del vaciado
gastrico y el efecto potenciador de la insulina debido a las hormonas incretinas.
En este capitulo, se encontrara una descripcidn general del modelo de Alverhag y
Martin y se representard en el espacio de estados para analizar las principales
caracteristicas del sistema dindmico. En capitulo siguiente este modelo sea
utilizado como base para el desarrollo de un modelo que describa la
fisiopatologia de la DMT2.

2.1 Antecedentes del modelado de la glucemia.

Con los afios, los modelos matematicos se han consolidado en las ciencias biolégicas
como una herramienta para interpretar y evaluar datos experimentales. Por ejemplo,
para comprender diversos aspectos de la DM tales como: la progresion del
padecimiento [29, 30], la evaluacion de pruebas diagnoésticas [31, 32], la aparicion de
complicaciones microvasculares y macrovasculares a largo plazo [33, 34] o la
dinamica glucémica [35-37], entre otros. En Ajmera et al, 2013 [8] y Cedersund y
Stralfors, 2009 [35] se puede encontrar una revision exhaustiva de los modelos
matematicos utilizados en Diabetologia.



Particularmente, los modelos matematicos que describen la dinamica de la glucemia
se pueden clasificar en dos grupos dependiendo de la complejidad de su descripcion
biolégica [35]. El primer grupo incluye los modelos de cuerpo completo desarrollados
bajo un enfoque farmacocinético farmacodinamico (PKPD, por sus siglas en inglés).
Este tipo de modelo se caracteriza por ser estructuralmente simples y con una
interpretacion fisiologica limitada. El segundo grupo contempla a los modelos
compartimentales PKPD que se basan en la fisiologia del cuerpo (PB-PKPD, por sus
siglas en inglés), es decir, que describen matematicamente las interacciones
fisioldgicas entre diferentes subsistemas del cuerpo humano. Los primeros se enfocan
en la simplicidad mientras que los segundos en la integridad de los fenémenos
fisiologicos. Debido a su simplicidad estructural, la mayoria de los modelos en la
literatura son PKPD [8]. Aunque estos modelos son ampliamente utilizados, no
incluyen la mayoria de los procesos responsables de la homeostasis de la glucosa. Su
uso se limita a la descripciéon de procesos sencillos y por lo tanto son inadecuados
para modelar procesos complejos, como, por ejemplo, la fisiopatologia de DM. Por este
motivo, desde los afios ochenta ha habido una tendencia hacia el desarrollo de
modelos de tipo PB-PKPD [8].

Los modelos PB-PKPD dividen al cuerpo humano en compartimentos y describen
mediante relaciones matematicas los procesos metabodlicos responsables de la
homeostasis de la glucosa a nivel érgano. Los primeros modelos PB-PKPD se
desarrollaron para emular la respuesta dindmica ante estimulos producidos por el
suministro intravenoso de glucosa y/o insulina en sujetos sanos [36 — 38]. Mas tarde,
estos modelos se adaptaron para emular la dindmica glucémica en pacientes con
DMT1 [39, 40, 35]. En particular, estos modelos se han utilizado con éxito para
desarrollar algoritmos de control para regular la glucemia en pacientes con DMT1 [14,
15, 20, 21, 24]. Sin embargo, debido a la complejidad de la fisiopatologia de la DMT2 la
representacion matematica de la dindmica glucémica de este padecimiento ha sido un
desafio.

En 1985, Sorensen propuso uno de los modelos PB-PKPD mas ampliamente utilizados
[35]. Este modelo emula la dindmica de glucosa en sangre de un sujeto sano
considerando las principales tasas metabdlicas de glucosa como funciones
matematicas. Para el desarrollo del modelo de Sorensen, cada una de las tasas
metabolicas fue ajustada individualmente a un conjunto de datos clinicos de la
respuesta metabolica de pacientes no diabéticos sometidos a diferentes estimulos. De
esta manera, la fisiologia del metabolismo de un cuerpo humano sano fue emulada
satisfactoriamente a nivel érgano. Aunque el modelo de Sorensen es uno de los mas
completos, tiene algunas limitaciones. Por ejemplo, la dindmica de la glucosa y la
insulina en el pancreas no fue considerada para el modelado y en cambio, una sola



funcién que representa la tasa de liberacion de insulina pancreatica esta conectada al
torrente sanguineo, lo cual no representa la fisiologia del cuerpo humano. Mas aun, el
modelo no considera el efecto del vaciado gastrico, por lo tanto, no se puede
reproducir la dindmica de la glucosa en sangre después de la ingesta oral de glucosa y
el efecto potenciador de la insulina debido a las hormonas incretinas.

En 2007, Alverhag y Martin propusieron una extensiéon al modelo de Sorensen con el
objetivo de cubrir las principales limitaciones del modelo [36]. Dentro de sus
contribuciones destacan las siguientes: a) al incluir el efecto de vaciado gastrico y el
efecto de las hormonas incretinas es posible reproducir tanto la dindmica de la
glucosa después de la ingesta oral de glucosa como la dindmica después del
suministro intravenoso de insulina y glucosa en sujetos sanos; b) los autores plantean
la posibilidad de emular la dinamica de la glucosa de personas con DMT2 mediante el
ajuste de los parametros de su modelo; c) el enfoque PB-PKPD es compatible con los
modelos PKPD de algunos hipoglucemiantes orales (e.g. Metformin) lo cual facilitaria
su interconexion y d) el modelo considera una entrada al sistema debido a un
suministro intravenoso/subcutaneo de insulina, lo cual permite realizar una conexién
del modelo con la entrada de control de una bomba de insulina.

Tal y como lo planteado por Alverhag y Martin, Vahidi et al. desarrollaron un modelo
que describe la dindmica de la glucemia en la DMT2 [37]. Para el desarrollo de este
modelo los autores utilizaron un enfoque de optimizaciéon no lineal para ajustar
algunos parametros del modelo de Sorensen a partir de un Unico conjunto de datos
obtenidos de pacientes con DMT2 sometidos a una prueba de tolerancia a la glucosa
oral (OGTT, por sus siglas en inglés) [37]. Aunque en la contribuciéon de Vahidi et al.
muestra una aceptable respuesta ante la OGTT, los siguientes puntos ponen en
entredicho el uso practico del modelo para modelar la fisiopatologia de la DMT2: a)
algunas variaciones respecto al modelo original no fueron justificadas por los autores.
Lo anterior fue discutido en el articulo del Anexo B; b) la propuesta se basa en el
modelo de Sorensen, por lo que adquiere las mismas limitaciones del modelo original;
c) debido al enfoque no lineal de su metodologia de ajuste, el conjunto de parametros
identificados que minimizan el error entre los datos clinicos y el sistema podria no ser
Unico, por lo que no se puede asegurar que las funciones metabdlicas que contienen
los parametros identificados emulen individualmente la fisiopatologia de la DMT2.

Por lo anterior, en esta investigacion se propone un modelo PB-PKPD para emular la
fisiopatologia de la DMT2 realizando un ajuste individual de algunas funciones
matematicas del modelo matematico propuesto por Alvehag y Martin [36]. Para lo
anterior, en este Capitulo se abordaran los detalles del modelo de Alvehag y Martin.
Mientras que el siguiente cubrira la parte del ajuste de los pardmetros del modelo.
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Figura 2.1 El esquema general de un compartimento. Entre el espacio de sangre
capilar y el espacio de liquido intersticial existe una baja permeabilidad representada
por el tiempo de difusion transcapilar T,g.

2.2 El modelo de Alverhag y Martin.

El modelo matematico en Alverhag y Martin es un sistema dindmico no lineal que
consta de cuatro subsistemas acoplados. Estos subsistemas son representaciones
compartimentales simplificadas del cuerpo humano [36]. En las Tablas 2.1-2.3 se
muestra una representacion grafica de cada uno de los subsistemas. Como se puede
observar en la Tabla 2.3, los subsistemas de glucagén e incretinas se dividen en un
solo compartimento que representa a todo el cuerpo. En los subsistemas restantes, se
le denominan compartimentos centrales a aquellos que comprenden al corazén y
pulmones, cabeza, higado, gastro, pancreas y rifiones. Mientras los compartimentos
que contiene todo el tejido muscular y adiposo son denominados periféricos. Las
flechas rojas representan sangre arterial, mientras que las flechas azules representan
sangre venosa. Como se puede observar, el ciclo circulatorio sanguineo se cierra en el
compartimiento de corazon y pulmones. Las tasas metabolicas que agregan o eliminan
la masa de los subsistemas estan representadas por flechas curvas que entran o salen
de los compartimentos, respectivamente. Los circulos morados representan entradas
o salidas del sistema.

Algunos compartimentos tienen espacios bien definidos para la sangre capilar,
interticial o intracelular, estos espacios son denominados subcompartimentos. Los
subcompartimentos separados por una la linea continua indica una baja
permeabilidad entre las paredes que dividen los subcompartimentos (ie.
concentracion variable de soluto), mientras que la linea discontinua indica una alta
permeabilidad (i.e. concentracion uniforme de soluto).
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NOMENCLATURA
G = Concentracién de glucosa (mg/dl)
Q = Caudal de la sangre vascular (dl/min)
r = Fuente metabdlica (mg/min)
T = Tiempo de difusidn transcapilar (min)
V = Volumen (dl)
t = Tiempo (min)

PRIMER SUBINDICE (COMPARTIMIENTO)
B = Cerebro

G = Gastro
H = Corazén y pulmones
L = Higado

P = Periferia

K = Rinones

A = Arteria Hepatica
PN =Pancreas

COMPARTIMENTO DEL CEREBRO

dGgy Ve
VBGV = Qg(GH - GBV) - _(GBV - GBI) (2.1)
dGg; Vg
Vg dr = E (Gpy — Ggy) — 186y (2.2)
COMPARTIMENTO DE CORAZON Y PULMONES
VI?W = QFGpy + QF G, + QEGx + QE Gpy — QfiGy
—Trpcu + Tive (2.3)
COMPARTIMENTO DEL HIGADO
VLGW = Q5Gy + Q¢Gs + QfyGpy — QF G,
+Tuep — THeu
COMPARTIMENTO DE RINONES
Vg dt = Qg(Gy — Gg) — ¢ (2.5)
COMPARTIMENTO DE PERIFERIA
dGpy Vb,
VFE;V dt = QE(GH — Gpy) — F(GPV — Gpy) (2.6)
P

dGpy — m
dt TS

Ver

COMPARTIMENTO DE GASTRO
G

ac
Vé ——==QE(Gy — Gg) — 166y + Toga (2.8)

dt
COMPARTIMENTO DEL PANCREAS
VFE;N dt = QgN(GH — Gpy) (2.9)

SEGUNDO SUBINDICE (SUB-COMPARTIMIENTO)
I = Espacio del fluido intersticial
V' = Espacio de la sangre vascular

SUBINDICES DE TASA METABOLICAS
BGU = Toma de glucosa por el cerebro
GGU = Utilizacidén de glucosa por Gastro
HGP = Produccién Hepatica de glucosa
HGU = Toma hepatica de glucosa
KGE = Excreci6n de glucosa por rifién
PGU = Toma periférica de glucosa
RBCU = Toma de glucosa por los glébulos rojos
IV G =Infusion intravenosa de glucosa
0GA =Absorcién gastrica de glucosa oral

PRIMER SUPERINDICE
G = Subsistema de glucosa

Tabla 2.1 Ecuaciones y nomenclatura del subsistema de glucosa. Existe una baja
permeabilidad entre las paredes de los compartimentos, excepto el cerebro y la
periferia. Por lo tanto, los subcompartimentos pueden considerarse como uno solo.
Por otra parte, los compartimentos del cerebro y los tejidos periféricos presentan una
alta permeabilidad a la glucosa entre las paredes que dividen los subcompartimentos
y por lo tanto, se consideran dos espacios independientes.

(Gpy — Gp1) — Tpgu (2.7)
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NOMENCLATURA
I = Concentracion de insulina (mU/1)
Q = Caudal del plasma vascular (I/min)
r = Fuente metabdlica (mU/min)
T = Tiempo de difusidn transcapilar (min)
V = Volumen (1)
t = Tiempo (min)

PRIMER SUBINDICE (COMPARTIMIENTO)

B = Cerebro

G = Gastro

H = Corazén y pulmones
L = Higado

P = Periferia

A = Arteria Hepatica
PN =Pancreas

COMPARTIMENTO DEL CEREBRO
Vi—r = Qb(Uy — 1) (2.10)
COMPARTIMENTO DE CORAZON Y PULMONES
I dly I I I I I
Va W = Qplp + Qul, + Qklx + Qplpy — Quly
COMPARTIMENTO DEL HiGADO
1 dl I I I I
45 ar Qaly + Qglg — QI + QpnIpy — Tyc (2.12)
COMPARTIMENTO DE RINONES
VKE = Qx Uy — Ix) — g1 (2.13)
COMPARTIMENTO DE PERIFERIA
dlpy Vb,
QpUy — Ipy) — T (Upy — Ip) (2.14)
P

dr
d v
Ver d_il = TLEI’I (Ipy — Ip;) — 7pyc (2.15)

I
Vey

COMPARTIMENTO DE GASTRO
dl;
Ve ——=Q¢Uy —Ig) (2.16)
dt
COMPARTIMENTO DEL PANCREAS

VF{N dr = QLN(IH —Ipy) + 1o (2.17)

SEGUNDO SUBINDICE (SUB-COMPARTIMIENTO)
I = Espacio del fluido intersticial
V' = Espacio del plasma vascular

SUBINDICES DE TASA METABOLICAS
KIC = Depuracidn de insulina por el rifion
LIC = Depuracion de insulina por el higado
PIC = Depuracién de insulina por la periferia
PIR = Liberacién pancreatica de insulina
IVI =Infusién de insulina intravenosa

PRIMER SUPERINDICE
I = Subsistema de insulina

Tabla 2.2 Ecuaciones y nomenclatura del subsistema de insulina. Salvo la periferia, la
permeabilidad entre las paredes de todos los compartimentos es relativamente baja,
lo que implica que todos los subcompartimentos de estos compartimentos pueden
considerarse como uno solo. En este caso, el compartimento de los tejidos periféricos
considera una alta permeabilidad de la glucosa entre las paredes que dividen los
subcompartimentos y, por lo tanto, se consideran dos espacios independientes.



CUERPO COMPLETO CUERPO COMPLETO

r dr N N
4 ar mprc(rprr — ') (2.18)
N r
re, v NOMENCLATURA
I' = Concentracidn de glucagon (pg/ml)
£ £ V = Volumen de distribucion del glucagén (ml)
« - r = Fuente metabdlica (pg/min)
Tprc TPrR
t = Tiempo (min)
SUBINDICES DE TASA METABOLICAS
PT'C = Depuracion del glucagén en plasma
PTR = Liberacion pancreatica de glucagon
PRIMER SUPERINDICE
I' = Subsistema de glucagon
N =Normalizado (dividido entre su valor basal)
CUERPO COMPLETO CUERPO COMPLETO
d
ve d_(: = T6wr ~ TPwc (2.19)
dw
w, V¢ d—tG = ¢0GC, — 1gur (2.20)
— —> NOMENCLATURA
— — w = Concentracion de incretinas sobre el nivel
Tpwe TGwR normal (pmol/I)

w; = Cantidad de incretinas en gastro sobre el nivel
normal (pmol)

V = Volumen de distribucién de las incretinas (1)

r = Fuente metabdlica (pmol/min)

t = Tiempo (min)

SUBINDICES DE TASA METABOLICAS
GwR = Liberacién de incretinas por gastro
PwC = Depuracidn de incretinas en plasma

PRIMER SUPERINDICE
w = Subsistema de incretinas

Tabla 2.3 Ecuaciones y nomenclatura del subsistema de glucagon incretinas. La tabla
superior e inferior muestra el diagrama y la nomenclatura de los subsistemas de
glucagon e incretinas, respectivamente.



Una representacion esquematica general de un compartimento se muestra en la
Figura 2.1. En este compartimento, C, y Cp representan variables que cuantifican la
concentracion de soluto en el subcompartimento de la sangre capilar y el
subcompartimento del liquido intersticial, respectivamente. La acumulacién de soluto
se cuantifica mediante una suma de tasas de cambio (i.e. convecciéon y difusién),
mientras que su adicién o eliminacion se debe a tasas metabdlicas. Las siguientes
ecuaciones dan la cuantificacién del soluto para el subcompartimento de la Figura 2.1:

dCA VB
Va—gy = QG = C) +5— (G =Gy, (221)
AB
dcC %4
b = 7 (Ca = Co) = Toinic + Tsourcer  (2:22)
AB

donde C; es la concentracién arterial de soluto, Q;, es la tasa de flujo sanguineo
volumétrico, V, y Vz son el volumen sanguineo de cada subcompartimento, y T es el
tiempo de difusion transcapilar en los compartimientos.

2.2.1 Las tasas metabolicas

Los subsistemas del modelo estan acoplados a través de las funciones que representan
las tasas metabdlicas. Estas tasas metabolicas estan modeladas matematicamente ya
sea como funciones constantes o lineales de la acumulacion de masa en los
compartimentos o como funciones multiplicadoras de la tasa metabdlica basal.
Especificamente, las tasas metabdlicas en los subsistemas de glucosa y glucagén son
funciones multiplicativas que tienen la siguiente forma general:

r=MSM'M"rB, (2.23)

donde 8 representa el valor basal de la tasa metabdlica (r) y cada M es el efecto
aislado de la concentracién normalizada de glucosa (M%), insulina (M'), y glucagon
(MT) considerando una tasa metabdlica normalizada (i.e. ¥V = r/r®). Lo anterior
implica que M% = M = M% =1 cuando la glucosa, la insulina y el glucagén son

basales y por lo tanto r = 75,

Para representar las funciones no linealidades que se observan comtinmente en las
correlaciones de datos biolégicos, todos los efectos aislados (excepto aquellos que son
estados del sistema) se modelan como tangentes hiperbolicas de la siguiente manera:



M(x}) =n;, +nj, tanh (77]-3(x{v + 77]-4)), (2.24)

en donde x{' = x;/x{ parai€{1,2,..,28}, y n;,n), ..M, € H con ji,ja, .., js EN <
67 son parametros adimensionales. Mas adelante, en la Secciéon 2.5 se proveera de
informacion acerca del vector x; y el valor nominal de los parametros del modelo.

2.2.2 El subsistema de glucosa

El balance de materia en los subcompartimientos del subsistema de glucosa de la
Tabla A.1 da lugar a un conjunto de 9 EDOs. Este subsistema contempla 8 tasas
metabdlicas: 6 para absorber o depurar la glucosa y 2 fuentes generadoras de glucosa.
Las tasas metabdlicas de captacion de glucosa en el cerebro, en los glébulos rojos e
intestinal son constantes. Esto es 1gcy = W21, Trecuy = N22 VYV Teou = M23»
respectivamente. Las tasas metabdlicas de la captacion de glucosa periférica (1p¢y), la
produccién de glucosa hepatica (rysp) v la captacion de glucosa hepatica (ryqy) se
modelan como efectos multiplicativos de su tasa basal de la siguiente manera:

1. La tasa metabdlica de la absorcion periférica de glucosa (rpgy) tiene la forma
de la Ecuacién (2.23), con rgpgy = 745. La funcién rp;; depende solamente los
cambios en la concentracién de glucosa e insulina, por este motivo el efecto del
glucagén se considera como Mp;,; = 1. Los efectos aislados de la glucosa y la
insulina en 71p;y; fueron determinados mediante un ajuste a datos
experimentales [48]. Tras el ajuste M§.,, se representé como una funcién lineal
que atraviesa del origen (ie. Mi.; = Gp;/G5;), mientras que M}, (Ip;) se
define por medio de la Ecuacion (2.24), con n; = {117; N1g; M19; —M20}-

2. La tasa metabdlica de la produccidon hepatica de glucosa (ry¢p) tiene la forma
de la Ecuacién (2.23), con 75;p = 1;. Dado que el efecto de la insulina en ry¢p
cambia de estado basal a estado estacionario en una forma exponencial,
entonces esta funcidn se define como:

dMpcp

dt - (MII;ZP - MII-IGP)/TI- (2.25)

La tasa normalizada de produccién hepdatica de glucosa que resulta de un
cambio en escalon se modela considerando la funcion F,. Esta funcién permite
degradar la respuesta maxima de la accion del glucagén a la mitad de su
impacto inicial. Matematicamente lo anterior se representa como My.p =

r : . .
Myt — F,, en donde la F, se obtiene de la siguiente ecuacion:



dF,

dat ((Mygp = 1)/2 = F)/tr. (2.26)

Los efectos aislados de la glucosa, el efecto aislado de la insulina en estado
estacionario y el efecto aislado del glucagén en la producciéon hepatica de
glucosa fueron definidas mediante el ajuste de las funciones a los datos clinicos.
Lo anterior quedé definido por la Ecuacion (2.24), para los siguientes grupos
de pardmetros respectivos: 7; = {15, =75,76, =77}, {0,72,13,0} ¥ {154, —7ss,
Nser —Ms7}-

3. La funcién 7ygy tiene la forma de la Ecuacién (2.23) con r5;; = 1,;. La tasa
metabolica ry;y es una funcién de los cambios en la concentracion de insulina
y glucosa. Por lo tanto, el efecto del glucagon en esta funcién se considera
como: Mp;; = 1. Dado que la toma de glucosa hepatica varia de manera
exponencial con el tiempo, entonces la funcién que representa el efecto aislado
de la insulina para esta ruta metabdlica esta dado por la siguiente ecuacidn:

dMygy

dt = (Mgoy — Mheo) /T (227)

Por otro lado, el efecto aislado de la glucosa y el efecto en estado estacionario
de la insulina en la toma de glucosa hepatica fueron determinados mediante un

ajuste a datos clinicos. De lo anterior las funciones M., (G,) y M;;Z.U(IL) se

definen por la Ecuacién (2.24) con n; = {ng,Me0, M9, —N10} ¥ {0,752, 753,03},
respectivamente.

La excrecion de glucosa por los rifiones se modela como una funcién continua definida
por partes, considerando la tasa de filtracién de glucosa menos la tasa de reabsorcion.
Esto se define de la siguiente manera:

ro =T + Ne1 tanh(mz(GK - 7714)) 0 <Gk <460 mg/min. (2.28)
Kok Nsg + Nsoly Gk = 460 mg/min

Del modelo de vaciado gastrico tenemos que la tasa de absorcion de glucosa intestinal
(roga), se obtiene mediante la siguiente ecuacion:

droga
dt

= Gs/(TaTgg) —Tocal/Tay  (2.29)



en donde la cantidad de glucosa que entra al estbmago después de una comida (0GCs)
depende del contenido de carbohidratos de la comida (0OGC,). Lo anterior se
representa por:

1 2.30
0GCs = @0660(@ —Nee)U(t —Nee) — (t —Nge — Du(t —nge — 1) ( )

— (t —nge — Dult — N — 4) + (t — N6 — 5)u(t — s — 5)).

Después de la toma de glucosa, la tasa de vaciado gastrico describe la velocidad de
transferencia de glucosa desde el estdmago hacia el intestino. Esta tasa esta dada por:

dGs
— = 06Cs = Gy/Tep.  (231)

2.2.3 El subsistema de insulina

El balance de materia en los subcompartimientos del subsistema de insulina de la
Tabla 2.2 da lugar a un conjunto de 8 EDOs. Este subsistema contempla 4 tasas
metabdlicas: 3 para depurar la insulina y 1 fuente generadoras de insulina. Todas las
tasas depuradoras de insulina se modelan como una fraccién de la cantidad de
insulina por minuto que recibe el 6rgano. Esto es: 1;;c = Fp;c(Q4ly + QLl; + QhyIpy),
Tkic = Fric(Qkly) and  7pic = Ip /(1 = Fpic)/(FpicQp)) — Tp/Vp;). Mientras que la
tasa de liberacién pancreatica de insulina (7rp;z) fue modelada de manera
compartimental para reproducir las dos caracteristicas bifasicas de la secrecion de
insulina.

I
] I
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P 1 I
I 1 [
v v 11
INSULINA KQ.+yP INSULINA X 1
ALMACENADA LABIL ! 11
Qs Q vV
K S(X-1, @ G w)  Liberacién

de Insulina

Figura 2.2 Modelo compartimental de la secrecién end6gena de insulina.
Adaptado de Sorensen, 1985 [35].



El modelo matematico compartimental que describe la secrecion pancreatica de
insulina se puede observar en la Figura 2.2. En este modelo se considera que un
compartimento grande de almacenamiento (Qs) estd en intercambio continuo con un
pequefio compartimento de insulina labil (Q), que contiene solo porcentaje del total
de la insulina almacenada. La cantidad de insulina en el compartimento grande se
considerada constante. En contraste, la cantidad de insulina en el compartimento
pequeiio (Q) se considera variable, sensible a la variaciéon en la concentraciéon de
glucosa y dependiente tanto de la tasa de intercambio de insulina entre los
compartimentos (P) como de la tasa de secrecion (S5). Lo anterior se captura mediante
la siguiente ecuacion:

dQ
P Naz(Ma3 — Q) + MaaP —S.  (2.32)

La tasa de P se calcula como la solucidn de la siguiente ecuacién diferencial:

dP
— =m3s5(Po —P), (233)

dt
en donde P, representa el efecto en estado estacionario de la glucosa y las incretinas
sobre la tasa de liberacion de insulina. La funcién P, se define como P, =Y = X"40 +
Ne2w , en donde X es un agente excitador de la secrecidn de insulina estimulada por la
concentracion de glucosa. Este agente se define como X = GH/(n;’§6 + 738 Gg”).

La tasa de secrecidn de insulina es una funcion que se define de la siguiente manera:

S = (Mae(X — 1) + MusY +1630)Q,  (2.34)

en donde la notacién (X — I,,)°" significa que el valor de la funcién X — I, contribuye a
S siempre y cuando el valor sea positivo, de otra forma, se considera que su
contribucién es nula. La funcién [, representa un agente inhibidor de la secrecion de
insulina, el cual es obtenido de la solucién de la siguiente ecuacion diferencial:

—— =X —1,). (2.35)

De la Ecuacién (2.34) se puede observar que el primer término representa la primera
fase de la secrecién de insulina, la cual es proporcional a la diferencia entre X e I. Por
otro lado, la segunda fase de la secrecion de insulina se obtiene del segundo término
de la Ecuacién (2.34) y es proporcional a la transferencia lenta de insulina
proveniente desde el compartimento grande. Finalmente, el dltimo término de la



Ecuacion (2.34) refleja el efecto potenciador de la secrecion de insulina debido a las
hormonas incretinas.

La tasa metabolica de liberacion de insulina fue modelada como una fracciéon de la
tasa basal de secrecién (r£ ;). Esto es:
Tpir = M’fm' (2.36)
S(Gg, wP)

en donde 1, se determina por medio de las diferentes concentraciones de insulina en
ayuno, esto es:

Qi

1=Fpc , Qb Qk(1—Fyo)
1_FLIC

ol _pl _ _
R ey T

B _ |B
TPIR—IH<

- Qz’w)- (2.37)

2.2.4 El subsistema de glucagon e incretinas

El balance de materia en los subcompartimientos del subsistema de glucagén e
incretinas de la Tabla 2.3, da lugar a un conjunto de 3 EDOs en total. Ambos
subsistemas tienen una tasa metabolica para representar una depuracién de soluto y
una fuente metabdlica, que representa la liberaciéon de soluto dentro del plasma
sanguineo. Las tasas de eliminacién de glucagoén e incretinas, y la tasa de liberacién de
incretinas se modelan como: Tpre =133, Tewe = Tmwc®, VYV Tewr = W¢/Tw,
respectivamente. Mientras que, la tasa normalizada de liberacién de glucagén (rprr)
se modela como la funcién multiplicativa 2} = MS-gr ML Para la funcién anterior, el
efecto aislado de la glucosa (MSrz(G)) y el efecto aislado de la insulina (Mir5(I)))
sobre la liberaciéon de glucagdn, fueron determinados mediante el ajuste de la
Ecuacién (2.24) a datos clinicos con 71; = {N24, —M25,M26:—M27} ¥ {M28—720,
N30, —131}, Tespectivamente.

2.2.5 Inicializacion del modelo

En total, el modelo consiste en un conjunto de 28 EDOs no lineales y continuas. Por lo
anterior, la soluciéon del sistema estd garantizada en un dominio D mientras la
condicion inicial se encuentre en D. Metodologicamente, en este documento se plantea

que la solucién del sistema esta representada por el siguiente vector de estado:
(2.38)



X = [GBV' GBIJ GH! GL! GK! GPV! IGPI' GG; GPN' IB! IH' IL' IK' IPV'
Ipp, I, Ipn, ", w, we, Mygp» Mgy, F2, P, 1, Q, Gs, To6al,

en donde: x(t) = [x,(t), x3(t), ..., x,5(t)]T € D © R?® es semidefinida positiva, lo que
significa que pertenece al subconjunto R332, Utilizando la definicién de estados de la
Ecuacién 2.38, el espacio de estados es:

x(t) = F(x(t);m,n), x(ty) =x9 €D, (2.39)

en donde F(x(t);m,n): - R?® determina la evolucién en el tiempo de x desde la
condicién inicial (x,) al tiempo inicial (t,), m € [1 € R*® contiene a los parametros
dentro de las funciones que representan procesos hemodinamicosy n € H ¢ R®” son
todos los parametros que forman parte de las funciones que representan las tasas
metabolicas. La Tabla 2.4 se puede encontrar una lista que contiene los valores
nominales de todos los parametros del modelo.

El modelo matematico de la Ecuacién (2.39) simula con éxito la dindmica de la glucosa
en sangre de un cuerpo humano sano sometido ante dos pruebas distintas: i) un
suministro intravenoso de glucosa y ii) la ingesta oral de glucosa [36]. Para la primera,
la entrada al sistema es una tasa de suministro continuo de insulina (r;,;), cuyas
unidades son (mg/dL)/min. Esta entrada se conecta a las ecuaciones del modelo que
describen la dinamica de la glucosa en el tejido periférico vascular. Por otro lado, la
entrada al sistema para la segunda prueba es una cantidad de glucosa (0GCy), cuyas
unidades son mg. Esta ultima se conecta a las ecuaciones que describen el proceso de
vaciado gastrico.

La salida del sistema esta definida por los siguientes estados: y = x4 = Gpy y ¥y =
x14 = Ipy, cuyo significado se refiere a la concentracién vascular de glucosa e insulina
en los tejidos periféricos, respectivamente. La evolucién temporal de y se utiliza para
comparar la simulacién del modelo con los datos clinicos en los que las
concentraciones de glucosa e insulina se toman de una muestra de sangre del
antebrazo de los pacientes durante una prueba. En todas las simulaciones, el modelo
de la Ecuacién (2.39) se resolvi6 numéricamente utilizando la funcién ode45
(Dormand-Prince) con paso variable en MATLAB. El tiempo de simulacion se
establecié como la duracidn del ensayo clinico.



PARAMETROS DE LOS PROCESOS HEMODINAMICOS (71)

VS, =35 Vi=0505 QF=96 Fyic = 0.30
VS =45 Vi =0735 Q% =0.5 Fpic = 0.15
VE =138 Vi =623 ¢ =25 TS = 2.1
VS =235 V.=0945 QL =045 TS =5
V=66  Viy=007 QL =312 T, = 22
Vs =63 VT =9930 Q! =09 T} =20
VS, =104 V®=9930 Q=072 T, =25
v =112 ¢ =59 QL =1.05 Ter = 73
VS =16 Q5=437 QL=0684  1,=25
Vi=0265 QFf =126  QLy=0036 14 =65
Vi=0985 Qf =10.1 L =0.18

V! =1.07 6 =151  Fyc=0.40

PARAMETROS DE LOS PROCESOS METABOLICOS (1)

1, = 155 N1g = 6.52 n3s = 0.0482 15, =2

n, = 2.7 N1 = 0.338  1n3¢ = 3.27 Ns3 = 0.55
n; = 0.39 N2 = 5.82 N37 = 132 Nse = 1.21
N, = 1.42 N, =70 N3g = 5.93 Nss = 1.14
ns = 1.41 N2y = 10 N3¢ = 3.02 Nse = 1.66
Ne = 0.62 N3 = 20 Ny = 1.11 Ns7; = 0.89
n, = 0497 1, =2.93 M4 = 0.931 Nsg = 330
Ng = 5.66 N5 = 2.10 N4z = 0.0079 15 = 0.872
Ng = 2.4 N6 = 4.18 N4z = 6.33 Neo = 5.66
N =148 1n,, =0.61 N4q = 0.575 Ne1 =71
N1 = 20 N2 = 1.31 Nas = 0.0079  ng, = 0.003
Nz =71 N9 = 0.61 N4 = 0.136 Ne3 = 0.0001
N3 =0.01 730 = 1.06 N4y = GE Nes = 0.14
N14 = 460 N3, = 0.47 Nag = GE Nes = 0.009
Ms = 35 N3z = 9.11 Nas = If] Nes = 4

M6 = Gpy N3z = 910 Nso = If Ne7 =0

Ny =7.03 N3, =1869 ng =1IF

Tabla 2.4 Valores nominales de los parametros. La parte superior e inferior
de la tabla contienen el valor nominal de los pardmetros hemodinamicos y
metabolicos del modelo, respectivamente.



Para simular el modelo, primero se debe hacer una inicializacion. Para la
inicializacion, la condicién basal (x®) y x, fueron calculadas a partir de las
concentraciones de solutos en el estado de ayuno de los pacientes. La condicion xg se
determiné a partir de la media de la concentracién de glucosa e insulina en ayunas de
las muestras de sangre recogidas durante varios dias, esto es x5 y x5
respectivamente. Dado que en el estado estacionario las concentraciones
intersticiales, arteriales y venosas en los compartimentos son las mismas, los datos
vasculares periféricos para obtener x? se calculan a partir de los datos reportados del
paciente, ya sean arteriales o venosos. De manera similar, la condiciéon x, se
determin6 a partir de las concentraciones de glucosa e insulina en ayuno y al
momento cero de la prueba clinica; esto es x4(0) y x14(0), respectivamente.

Matematicamente, el estado de ayuno tiene una correspondencia fisioldgica con el
estado estable del sistema (x*) en la Ecuacién (2.39), esto es:

F(x*;mn) =0, (2.40)

por lo tanto, las 26 componentes restantes de xZ y x, se obtienen resolviendo para la
Ecuacion (2.40).

Usando los valores nominales de los parametros, el sistema de la Ecuaciéon (2.39)
simula la dindmica de la glucosa después de un suministro intravenoso de glucosa o
una glucosa oral en un cuerpo humano sano [36]. Estas simulaciones y su
comparacién con los datos clinicos de sujetos sanos pueden ser encontradas en [36].
Para modelar matematicamente la dinamica de la glucosa de pacientes con T2DM, los
parametros de las funciones que representan las tasas metabdlicas responsables de la
hiperglucemia caracteristica de este padecimiento seran ajustados en el siguiente
capitulo.



Capitulo 3
Desarrollo del modelo de DMT?2

En este capitulo, utilizando un enfoque farmacocinético-farmacodindmico, se
desarrolla un modelo matematico basado en la fisiologia del cuerpo humano de
un paciente con DMT?2. La estructura del modelo esta definida por el modelo de
Alverhag y Martin, el cual emula la dinamica de la glucosa en sujetos sanos. De
este modelo se seleccionaron las funciones matematicas que representan las
tasas metabdlicas con una contribucién relevante a la hiperglucemia. Después
estas tasas fueron ajustadas individualmente a datos clinicos, obtenidos de la
literatura, en donde se realizaron diversas pruebas a pacientes con DMT2.
Después del ajuste el modelo fue simulado ante diversas entradas y diferentes
condiciones iniciales. Partiendo desde una condicién de hiperglucemia el modelo
emula con la hiperglucemia posprandial de las pruebas de tolerancia oral a la
glucosa para diferentes dosis y en comparaciéon con la prueba de glucosa
intravenosa escalonada en pacientes con DMT2 difiere en promedio solo 5 mg/dl.

3.1 Ajuste de curvas

Durante décadas, diferentes estudios han identificado los problemas metabdlicos
asociados con la progresion de la T2DM en humanos sanos y se ha encontrado una
relacion directa entre el desarrollo del padecimiento y defectos en el metabolismo de
las grasas y los carbohidratos [41, 42]. Sin embargo, el metabolismo de estos ultimos
es el objeto de estudio en este trabajo.

Principalmente, la fisiopatologia de la T2DM se caracteriza por [41]: i) la resistencia a
la insulina, definida como un deterioro del efecto de la insulina en la absorcién de la
glucosa por los tejidos periféricos, ii) una produccion excesiva de glucosa hepatica,
debido a una gluconeogénesis acelerada, y iii) la disfuncién de las células beta que
produce una alteracion de la liberacion de la insulina por el pancreas. Dentro del



modelo, las funciones matematicas que emulan las tasas metabdlicas de los tres
puntos anteriores son, respectivamente, el efecto de la insulina en la captacion de
glucosa periférica (i.e. M}y), el efecto de la glucosa, la insulina y el glucagén en la
produccién de glucosa hepatica (i.e. MS;p, M;;Z’;P y MII;%P , ¥ la liberacion de insulina
pancreatica (i.e. 1p;r). Previamente, estas funciones han sido estudiadas mediante un
analisis de sensibilidad paramétrica y se ha reportado que una pequefia variaciéon de
los parametros de las tasas da lugar a una variacién importante en la concentracién de
solutos del modelo [43]. Por lo tanto, en adelante se adoptara una terminologia de
analisis de sensibilidad y las tasas metabodlicas anteriores seran denominadas tasas
metabdlicas sensibles.

Dado que nuestro interés es reproducir la fisiopatologia de la DMT2, las tasas
metabolicas sensibles fueron seleccionadas para ser ajustadas individualmente a
datos clinicos de pacientes de T2DM. A excepcion de rp;z, todos los parametros de las
rutas metabodlicas sensibles seran identificados, mientras que el resto de los
paradmetros permaneceran inalterados y con sus respectivos valores nominales.

Para resolver el problema de ajuste de parametros, se requieren dos cosas:
1. Un conjunto de datos clinicos en pacientes con T2DM.
2. Un método matematico para ajustar esos datos a la funcién que representa las
tasas metabdlicas sensibles.

El conjunto de datos clinicos utilizados para el ajuste de los efectos aislados se obtuvo
a partir de pruebas clinicas de pacientes con T2DM disponibles en la literatura. Estas
pruebas fueron cuidadosamente seleccionadas para que las condiciones del estudio
fueran consistentes con aquellas consideradas originalmente para el modelado
matematico de Alverhag y Martin [36]. Estas condiciones se pueden observar en la
Tabla 3.1. Para cada uno de los estudios, los datos clinicos fueron tomados de un
conjunto de n,, individuos sin otro historial médico significativo que el de T2DM. Sin
embargo, para el ajuste de las curvas, se utilizé el valor medio reportado del total de
n, respuestas del tejido/6rgano ante cambios locales en la concentracion de solutos.

Originalmente, para modelar matematicamente la tasa metabdlica rp;z, Grodsky
obtuvo datos en ratas cuyo pancreas, aislado y perfundido, fue sometido a una
respuesta escalonada de la glucosa [44]. Dado que es imposible obtener estos datos en
humanos, los parametros a ajustar en esta tasa metabdlica se identificaron utilizando
datos clinicos obtenidos mediante un enfoque de entrada-salida. Estos datos fueron
tomados de un OGTT en DeFronzo et al. [26], donde se midi6 la glucosa y la insulina
en nueve sujetos con T2DM, después de consumir 1g/(kg-de peso) de glucosa.



EFECTO
AISLADO

CONDICIONES

La concentracién de glucosa fue mantenida en su estado basal por
medio de un clamp de glucosa (i.e. M5;p = 1). Lo anterior permitié

M},  calcular el efecto aislado de la insulina en la toma de glucosa
periférica (i.e. M}p) utilizando el valor normalizado de la toma de
glucosa periférica (i.e. mi;p = Tyep/TEcp)-

Se suministré somatostatina para bloquear la liberaciéon enddgena de
insulina y glucagén. Reemplazos ex6genos de insulina y glucagoén
fueron introducidos a los pacientes para mantenerla en su estado
M§., basal (ie. MYep =1, x,; = x3; ). Lo anterior permitié calcular el
efecto aislado de la glucosa en la producciéon hepatica de glucosa
(MIS‘(’;P) utilizando el valor normalizado de la produccién de glucosa

hepatica (i.e. 7Nzp = Tyep/TEcp)-

La concentracidn de glucosa se mantuvo en su estado basal mediante
un clamp de glucosa. Lo anterior permitié observar el efecto aislado

loo

Miycr  de la insulina en la produccién hepatica de glucosa después de un
tiempo de estabilizacién (i.e. Mlljgp .
Se suministré somatostatina para bloquear la liberaciéon enddgena de
insulina y glucagén. Reemplazos ex6genos de insulina y glucosa
fueron introducidos a los pacientes para mantenerlos en su estado

) . G _ — o
yTo basal mediante un clamp de glucosa (i.e. Mgzp = 1, x,1 = x3; ). Lo

HGP  anterior permite calcular el efecto aislado del glucagén en la
produccién hepatica de glucosa (M{,%P) utilizando el wvalor
normalizado de la produccién de glucosa hepatica (i.e. rzp =
Tuer/Tiap)-

Tabla 3.1.- Condiciones de la prueba clinica y su interpretaciéon en el modelo. Los
datos clinicos de los estudios que cumplen los criterios de la tabla se utilizaron para
ajustar los efectos aislados de las tasas metabdlicas sensibles del modelo.

El método matematico utilizado para ajustar las funciones a los datos clinicos es el de
minimos cuadrados (LSM, por sus siglas en inglés). En general, el LSM radica en que se
cumple la siguiente relacion [45]:

y=g(z0), (3.1)

donde z, y ¥ son vectores que contienen n observaciones, mientras que 6 € RP*1 es un
vector de p pardmetros desconocidos de la tasa metabodlica sensible que se esta
ajustando. Para estimar 6 se calcularon los n valores de g para toda z. Entonces, 8 es
la estimacion del vector 8 que minimizan la suma residual de los cuadrados de la
funcién objetivo Q(8). La funcién objetivo se eligi6 dependiendo del tipo de problema
a resolver. Por ejemplo, dado que los efectos aislados de las tasas metabdlicas



sensibles son funciones algebraicas de los datos clinicos, entonces se eligié6 un método
de ajuste LSM con enfoque estatico. Por otro lado, para ajustar la funcién rp;5 se eligio
un enfoque dindmico debido a que solo se cuenta con datos clinicos que representan
una relacion entrada-salida del modelo de EDO en la Ecuacién (2.39). En las siguientes
secciones se explicara mas detalladamente cada uno de estos enfoques.

A REFERENCIAS Ny
AISLADO

DeFronzo et al, 1985 [55], 9

Vaagetal, 1992 [47], 12

M}y Kelley y Mandarino, 1990 [48], 15
Capaldo et al., 1986 [49], 6

Kalant et al., 1979 [50]. 11

Hawkins et al,, 2002 [51], 10

MG Mevorach et al.,, 1998 [52], 9
HGP Nielsen et al., 1998 [66], 9
Del Prato et al,, 1997 [67]. 9

Staehr et al.,, 2001 [68], 10

Groop etal., 1989 [53], 9

Campbell et al,, 1988 [54], 14

M;p Baron et al, 1987 [58], 10
DeFronzo et al, 1985 [55], 9

Revers et al, 1984 [56], 10

DeFronzo et al,, 1982 [69]. 38

yTo Matsuda et al, 2002 [57], 8
HGP Baron et al,, 1987 [58]. 10

Tabla 3.2.- Referencias de los estudios clinicos. En la tabla se muestra el conjunto de
referencias de donde se tomaron los datos clinicos que fueron utilizados para ajustar
los efectos aislados de las tasas metabdlicas sensibles. La columna 7, indica el nimero
de pacientes analizados en cada estudio clinico.

3.1.1 Ajuste con enfoque estatico

En el enfoque estatico, los parametros desconocidos de la Ecuacién (2.24) se

T A : .
agruparon en 6 = [njl,njz,njg,nj4] . El vector 6 es estimado mediante un proceso
iterativo utilizando la siguiente funcién objetivo:

Q) = > (e~ Mz ), (32)
k=1



donde y, es la media de la tasa metabdlica normalizada con respecto a su valor basal
en [36], y z, es la media de la concentracién normalizada de los solutos, tomados del
antebrazo de los pacientes con T2DM. La minimizacién de la funcién objetivo de la
Ecuacion (3.2) se resolvi6 numéricamente con la funcidén Isqcurvefit de las
herramientas de optimizaciéon de MATLAB. El algoritmo iterativo utilizado para
encontrar @ fue ‘Trust-region reflective’ propuesto por Li [46]. Los datos clinicos que
cumplen las condiciones proporcionadas en la Tabla 3.1 fueron tomados de las
referencias agrupadas en la Tabla 3.2. La Tabla 3.3 contiene el conjunto de parametros
6 que minimiza la funcién de error entre los efectos aislados de las tasas metabdlicas
sensibles al conjunto de datos de pacientes con DMT2 (i.e. parametros que ajustan
mejor a la curva). Mas aun, en la Figura 3.1 se encuentra una representacion grafica
del ajuste de las curvas de los efectos aislados.

M(z, 0) 6
MLy (X, 0) [7.9869,7.2537,0.4852, —5.2518]
MGep(xY, ) [1.0720,—1.0064,0.8712, —1.4930]
M;32, (xh,, 0) [0.3240,—0.2020, 0.7625, —3.6977]
M0, (x, 0) [0,1.495, 0.6773, —0.0469]

Tabla 3.3.- Vector de parametros encontrados mediante el enfoque estatico. La tabla
muestra los valores de los parametros que minimizan la suma residual de los
cuadrados de la funcién objetivo para los diferentes efectos aislados.

Como se puede observar en la Figura 3.1, las curvas no necesariamente pasan por el
punto (va, MN (xi)) = (1; 1), como normalmente lo hacian en la referencia original en

[36]. Esto se debe a que los efectos aislados de las tasas metabdlicas fueron
originalmente normalizados respecto al valor basal de las tasas metabolicas
correspondientes a un humano sano. Dado que las tasas metabdlicas se expresan
como factores multiplicativos de la tasa metabdlica basal, los efectos aislados que no
se han observado alterados en los pacientes con T2DM seguiran siendo factores
multiplicativos de la tasa metabdlica basal (r®) de un cuerpo humano sano sin



alteracion alguna. Sin embargo, los efectos aislados de las tasas metabdlicas sensibles
pueden mostrar un aumento o disminucién de su valor para una concentracién basal
de soluto.

Como se puede ver en la Figura 3.1(a) la curva correspondiente a M}, se acerca al
punto (xf’5, M,’,Gu(xf’s)) = (1;1). Lo anterior significa que la absorcién periférica de

glucosa estimulada por la insulina en un paciente con T2DM no difiere mucho de la de
un humano sano cuando se mantienen la hiperglucemia en ayunas y la concentracion
de insulina basal en el paciente con T2DM. Esta caracteristica de la DMT2 ha sido
previamente reportada en varios articulos clinicos después de haberla observado en
pacientes con DMT2 [47—50].

Por el contrario, como puede verse en la Figura 3.1(b), para x} = 1, el valor de M§;,
es superior a uno. Considerando una glucemia basal, lo anterior significa que la
produccion de glucosa hepatica es mayor en los pacientes con T2DM en comparacion
con la observada en los humanos sanos. Esto ha sido previamente reportado por
varios articulos donde se cuantifico el efecto de la glucosa sobre la tasa de produccién
de glucosa hepatica en sujetos sanos y en pacientes T2DM [51, 52]. En Hawkins et al.
[51] se asocié el aumento de la tasa de producciéon de glucosa hepatica con una
gluconeogénesis acelerada, ya que la glicélisis en sujetos sanos y en sujetos diabéticos
se report6 sin alteracion [51]. Sin embargo, en Mevorach et al. [52] se asoci6é una no
supresion de la tasa de produccién de glucosa hepatica con una inhibicion deficiente
de la actividad de la glucosa-6-fosfatasa y/o a la falta de inhibicién de la formacién de
glucosa-6-fosfato.

La resistencia a la insulina hepatica, caracteristica de la DMT2, es evidente en las
Figuras 3.1(b) y 3.1(c). Esto puede observarse en el comportamiento de ambas curvas
para valores significativamente altos de la concentracién normalizada de solutos, en
donde la produccion de glucosa hepatica no puede ser suprimida por completo. Lo
anterior es congruente con lo encontrado en las pruebas clinicas en donde la
concentracion de glucosa en la sangre tiene una capacidad disminuida para inhibir la
produccion de glucosa hepatica ante concentraciones de insulina basal y glucagén en
personas con DMT2 [41, 51, 52]; y la concentracién de insulina es ineficaz para
suprimir la produccién de glucosa hepatica ante concentraciones basales de glucosa y
glucagén en personas con DMT2 [53—56]. Finalmente, el papel del glucagon en la
produccion de glucosa hepatica en los pacientes con DMT2 puede verse en la Figura

3.1(d). En esta representacion grafica, el comportamiento de la funcion MIS%P es
consistente con los datos clinicos de los pacientes con T2DM [57, 58].
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Figura 3.1 Efectos aislados ajustados a los datos clinicos. En las graficas la linea sélida
representa los efectos aislados (a) Mbsy, (b) MSep, (€) M;fgp, y (d) M{,%P ajustados,
mediante un enfoque estatico, a los datos clinicos de los pacientes de T2DM. Cada
simbolo representa el valor medio medido de la respuesta del tejido/6rgano a un
cambio local en la concentracion de solutos en n, sujetos.



De lo anterior es evidente que, al ajustar las funciones de efecto aislado a los datos
clinicos, cada uno de los efectos aislados de las rutas metabodlicas sensibles emula
individualmente la fisiopatologia de la T2DM. Por lo tanto, después de llevar a cabo el
proceso iterativo de ajuste y encontrar los parametros que producen un error minimo
entre las curvas y los datos clinicos (zy, yx), entonces los valores de los parametros en
6 fueron reemplazados por los valores en 4.

3.1.2 Ajuste con enfoque dinamico

Un enfoque dindmico fue utilizado para ajustar los parametros de la ruta metabélica
rpir- El submodelo de la secrecion pancreatica de insulina contiene alrededor de 25
pardmetros, sin embargo, no todos ellos estdn involucrados en los procesos
metabolicos alterados en la DMT?2. En este sentido y para concentrar el error de ajuste
s6lo en unos pocos parametros, se seleccion6 un conjunto pequenio de parametros que
permitiera reproducir la fisiopatologia de la secreciéon de insulina. En la literatura
existe una gran cantidad de informaciéon que muestran la existencia de una
disminucién de la primera fase de la liberaciéon de insulina pancreatica en pacientes
con T2DM [59—61]. Lo anterior, ha sido previamente abordado por Grodsky [44],
quien sugirié modificar el valor de algunos parametros del submodelo del pancreas
para inducir un deterioro parcial en las funciones relacionadas a la liberacién de
insulina del compartimento labil con la finalidad de emular la disminucién de la
primera fase de la liberacion de insulina de los pacientes con T2DM. Sin embargo, en
este articulo no se especificaron los parametros que deben ser ajustados.

Como propuesta en esta investigacion se utilizara la informacion de una contribucion
anterior, en donde se realiz6 un analisis de sensibilidad paramétrica sobre las
funciones que representan la primera fase de la liberacion de insulina (i.e. X y P,), y la
variacién temporal de la cantidad de insulina 1abil lista para ser liberada [43]. En este
andlisis se encontré que 6 parametros de estas funciones muestran una importante
contribucién a la sensibilidad sobre solucién del sistema y por lo tanto son candidatos
para ser ajustados. En esta investigacion los 6 parametros fueron agrupados en el
vector 8 = 136,139, M40, a2, NaarNas]’ y ajustados mediante enfoque dindmico.

En el enfoque dinamico el vector 6 fue estimado mediante un proceso iterativo
utilizando la siguiente funcion objetivo:

n 2 2 %
0(6) = Z <<J’1k —‘];11(Zk,9)> + <Y2k —fz(zk, 9)) ) 33

k=1




en donde y;; y V., son datos clinicos obtenidos de la media de las concentraciones de
glucosa e insulina, respectivamente, tomadas al momento z;. Los pesos w; y w, son la
media de las concentraciones basales de glucosa e insulina, respectivamente; y f; =
Xe(zx, 0), f> = x14(2y, 0) se obtuvieron de la simulacion del modelo. Los datos clinicos
utilizados para este ajuste fueron tomados de DeFronzo et al. [55]. El problema del
LSM de la Ecuacién (2.8) fue resuelto numéricamente usando la funcién fmincon de las
herramientas de optimizacion de MATLAB utilizando el algoritmo iterativo ‘interior
point. Los valores de 8 que minimizan la funcién objetivo de la Ecuacién (3.3) se
encuentran en la Tabla 3.4.

~ ~ T
f (2, 0) 6 = i Wy Top kel

x6(t,0),%14(t,0) [3.2717,2.8504,0.9330,0.0867,7.6707,0.0565]

Tabla 3.4.- Vector de parametros identificados mediante el enfoque dinamico. El
cuadro muestra los valores de los parametros que minimizan la suma residual de los
cuadrados de la funcién objetivo para la tasa metabdlica sensible 7p,p.

Para observar los resultados del ajuste, los parametros de las Tablas 3.3 y 3.4 se
utilizaron para una simulacién del modelo. En la Figura 3.2 se puede observar el
ajuste del modelo a los datos clinicos de DeFronzo et al. para una prueba OGTT de 75 g
de glucosa oral (75-OGTT) [55]. Como se puede observar, la simulacion del modelo
tiene el mismo comportamiento que los datos clinicos. Es decir, después de la ingesta
de alimento la glucosa sube y se produce la hiperglucemia posprandial caracteristica
de la DMT2. Mas aun, durante casi todo el tiempo de simulacion, el modelo la salida
permanece dentro de las barras del error estandar. Cabe sefialar que incluso cuando
Y1k V Y2k tienen diferentes drdenes de magnitud, la simulacién de la dindmica de la
glucosa y la insulina es aceptable. Esto se debe principalmente a la adicién de pesos en
la funcion objetivo de la Ecuacién (2.8).

De las Figuras 3.1 y 3.2 se puede observar que el modelo propuesto es capaz de
reproducir la fisiopatologia de la DMT2 en las rutas metabdlicas alteradas por este
padecimiento. Por lo anterior, para reproducir la dindmica de la glucosa en la DMT?2
los valores de los parametros en 6 (encontrados tanto en enfoque estatico como en el
dinamico) fueron reemplazados por los valores en . Posterior a este cambio, el
modelo resultante se denomina en adelante ‘modelo de DMT?2’.
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Figura 3.2.- Resultado grafico del ajuste de 15,5 a los datos clinicos. La linea sé6lida en
los graficos representa la variacién de la concentracion de a) glucosa o b) insulina en
el compartimento periférico del modelo de T2DM. Los simbolos representan el valor
medio+SEM de la concentracion de solutos de los n, sujetos. Para la simulacion se

consider6 un consumo de 70 g de glucosa al tiempo cero.

3.2 Comparacion de la simulacion con datos clinicos

Después del ajuste de las tasas metabodlicas sensibles, el modelo de DMT2 fue
simulado numéricamente y comparado con datos clinicos de pacientes con DMT?2
sometidos a diferentes estimulos. Todas las pruebas clinicas con las cuales se compar6
el modelo son diferentes a aquellas utilizadas para el ajuste de curvas en las secciones
anteriores. Debido a que la ruta de entrada de glucosa en el cuerpo juega un papel
esencial homeostasis de la glucosa [22], el modelo fue simulado considerando las
entradas descritas en las siguientes pruebas: i) prueba graduada de infusion
intravenosa de glucosa (PGIGI, por sus siglas en inglés), esta prueba permite observar
la rapida respuesta de la glucosa ante una entrada de suministro intravenoso de



glucosa, y ii) una prueba OGTT considerando como entrada una dosis de 50 g de
glucosa (50g-OGTT) o una dosis de 75 g de glucosa (75g-OGTT), estas pruebas
permiten observar los efectos de las hormonas incretinas sobre la variacion de la
concentracion de la glucosa, después de la ingesta oral de glucosa. Para cuantificar el
grado de similitud entre la respuesta del modelo y los datos clinicos se utiliz6 la
siguiente expresion estadistica:

en donde ¥ = X1, (x¢(t;) — G(t;))* y G(t;) es la concentracion de glucosa obtenida
de los pacientes con DMT2 al tiempo t;.

Los datos clinicos utilizados para comparar el modelo DMT2 con la prueba PGIGI se
obtuvieron de Carperntier et al. [62]. En esta prueba, la glucosa fue administrada por
via intravenosa en un total de 7 sujetos con DMT2 (i.e. n, = 7). Por lo tanto, la entrada
de glucosa se definié6 como una tasa continua de glucosa a través de r;,; mientras que
0GCy = 0. La duracién de la prueba fue de 270 minutos, distribuidos de la siguiente
manera: en los minutos 0 — 30 se consideré un periodo de muestreo basal donde
Tve = 0. Después de esto, la graduacion del suministro intravenoso de glucosa se
llevé a cabo con 1y =1,2,3,4,6,y 8 (mg/dL)/min por un periodo de 40 minutos
para cada tasa. Las condiciones para la inicializacién del modelo fueron Gg5, =
Gpy(0) = 157.5 mg/dL,y I5, = Ip,(0) = 13.02 mU/L.
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Figura 3.3 Simulacién de una prueba PGIGI. La linea continua representa la
simulacién numérica del modelo de DMT2. Los puntos representan la media+SEM de
la concentracién de glucosa en pacientes con DMT2, estos datos fueron tomados de
Carpentier et al. [62].



En la Figura 3.3 se observa la simulacién del modelo de T2DM para la prueba PGIGI.
Como se puede ver, la respuesta del modelo no es significativamente diferente de los
datos clinicos reportados por Carperntier et al. [62]. Mas aun, el valor absoluto de la
diferencia maxima entre la simulacién y los datos clinicos es de 9.4 mg/dL, lo cual es
congruente con el valor ¢ = 5.37 mg/dL obtenido para esta prueba.
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Figura 3.4 Simulaciéon de 25g y 75g-OGTT. En este grafico, las lineas sélidas y las
lineas discontinuas representan la simulacién del modelo T2DM durante una prueba
de 25gy 75g-0OGTT, respectivamente. Los tridngulos representan el valor medio+SEM.
Los datos para las pruebas 25g y 75g-OGTT fueron tomados de Mari et al. [64], y Firth
et al. [63], respectivamente.

Los datos clinicos utilizados para comparar el modelo DMT2 con la prueba OGTT se
obtuvieron de Firth et al. [63] y Mari et al. [64]. En estas pruebas, las cargas de 50 y
75 g de glucosa oral fueron consumidas por un total de 13 y 46 sujetos con DMT2,
respectivamente (ie. n, = 13 y n, = 46). Por lo tanto, la entrada de glucosa es la
cantidad de glucosa en mg introducida al sistema a través de OGC,, mientras que
1ve = 0. Para la prueba OGTT, la duracion de la simulacién fue 180 minutos. Las
condiciones de inicializacién para la prueba de 50g-OGTT fueron 0GC, = 50,000 mg,
GB, = Gpy(0) = 185 mg/dL y I5, = Ip;,(0) = 14 mU/L. Mientras que para la prueba
75g- OGTT, las condiciones fueron 0GC, = 75,000 mg, G5, = Gp,(0) = 176 mg/dL, y
1B, = I,;,(0) = 11.2 mU/L.

La Figura 3.4 muestra la simulacion del modelo T2DM para la prueba OGTT a
diferentes dosis. De manera similar a los datos clinicos observados, la respuesta del
modelo se eleva a un pico maximo aproximadamente a los 80 minutos después del



estimulo de 50 gy 75 g de glucosa oral. Los valores de ¢ para el OGTT de 50 y 75 g son
16.84 mg/dL, y 13 mg/dL, respectivamente. Como puede verse, después de la ingesta
de glucosa, la respuesta del modelo es relativamente lenta, con un pico maximo
aproximadamente a los 80 minutos después de la estimulacion de la glucosa.
Comparando lo anterior con los resultados de la prueba PGIGI, el aumento de la
glucemia en el OGTT es mas lento. Lo anterior se debe a que el proceso de digestion,
después de una ingesta de glucosa, induce un retraso proporcional a la tasa de
aparicion de la glucosa en el intestino.

Segun la guia de la Organizacién Mundial de la Salud para pruebas de diagnoéstico de
DM, una concentracion de glucosa en ayunas 126 mg/dL es caracteristica en la DM,
por lo tanto, los pacientes con esta concentraciéon de glucosa deben someterse a una
prueba 75g-OGTT para el diagnostico de DM [65]. Representaciones de esta prueba se
puede ver en la Figura 3.2 y 3.4, donde después de dos horas del consumo de glucosa,
la linea discontinua mostré una concentracién de glucosa mayor a 140 mg/dL. Este es
un comportamiento caracteristico de la DMT2 que contrasta con el de un sujeto sano,
ya que en una persona sana con una homeostasis normal la concentracion de glucosa
debe ser menor a 140 mg/dL después de dos horas de la ingesta de glucosa.

Basados en los valores de la funcién o y en el comportamiento de las curvas
simulacién ante perturbaciones intravenosas y orales de glucosa se sigue que el
modelo emula las variaciones de la glucemia que se observan durante las pruebas
PGIGI, y OGTT en pacientes con DMT2. Mas aun, dado que cada una de las tasas
metabolicas sensibles fue ajustada individualmente a un conjunto de datos clinicos, se
sigue que el modelo emula la fisiopatologia de la DMT2 y puede ser utilizado para
predecir el comportamiento de la glucemia en este padecimiento.

El modelo de DMT2 desarrollado en este Capitulo estd basado en la técnica de
modelado de farmacos. La descripcion de cada uno de los procesos metabdlicos a nivel
6rgano permiten que la conexion con un modelo FC-FD sea natural. Por lo anterior,
este modelo es apto para ser utilizado para predecir el efecto hipoglucemiante de
algunos hipoglucemiantes orales cuyas rutas metabdlicas objetivo coincidan con las
rutas metabolicas sensible (e.g. el Metformin).
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Capitulo 4
Modelo PKPD del Metformin.

Para lograr los objetivos de control de la glucemia, los pacientes con DM
necesitan llevar a cabo una terapia que le permita disminuir su glucemia. En
particular para la DMT2, la terapia puede consistir en medicamentos orales,
insulina exd6gena o una combinacién de los dos anteriores. Sin embargo, el mayor
reto del control de la glucemia es determinar la cantidad exacta de medicamento
a suministrar, lo cual no es una tarea trivial. Por lo anterior, el estudio de la
distribucién, metabolizacidn, absorcion y eliminacion de los fArmacos para la DM
mediante modelos PKPD es de interés primordial para llevar a cabo una
prescripcidn y aplicacion de la manera mas eficiente posible. En este capitulo el
modelo de DMT2 serd conectado a un modelo PKPD de metformin. El objetivo es
utilizar un modelo matematico determinista para emular la dindmica de la
glucemia de un paciente con DMT2 sometido a una perturbacién de glucosa y una
dosis minima de Metformin.

4.1 Tratamiento farmacologico de la DMT2

Cuando un paciente se diagnostica con DM, se debe establecer una terapia que le
permita lograr los objetivos del control de la glucemia de manera segura. En la Figura
4.1 se puede observar un esquema farmacoldgico para establecer la terapia en
pacientes con DMT2 de recién diagnostico. Como se pude observar, para la DMT2
existe una gran variedad de opciones farmacoldgicas para el control de la glucemia.
Segun la guia de la ADA, un paciente con DMT2 puede ser tratado farmacol6gicamente
de dos formas: i) monoterapia, utilizando un fairmaco oral que permitan disminuir la
glucemia (ie. hipoglucemiante oral) o solamente insulina ex6gena y ii) terapia
multiple, utilizando una combinacién de dos o mas hipoglucemiantes orales con o sin
insulina exdgena [7]. Principalmente, la decisién entre una y otra terapia dependera
del nivel de descontrol glucémico del paciente. Sin embargo, en este trabajo de
investigacion nos enfocaremos en la terapia multiple de insulina y metformin ya que
es la mas ampliamente utilizada en la actualidad.
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Figura 4.1 Esquema farmacolégico para el tratamiento del paciente con DMT2. Las
flechas negras indican el esquema a seguir en esta investigacion doctoral. Esquema
adaptado de Llave Gomero, 2008 [70].

Como lo indica su nombre, los hipoglucemiantes orales (HO) son medicamentos que
se suministran de manera oral y cuya funcién es disminuir la glucemia. Actualmente
en el mercado existen seis diferentes grupos de hipoglucemiantes orales [70]:
Sulfonilureas, Biguanidas, Inhibidores de las alfa-glucosidasas, Meglitinidas,
Glitazonas e Inhibidores de la DPP-IV. Cada uno de estos grupos se diferencian entre si
por los 6rganos en donde actiian (i.e. 6rganos blanco) y la forma en la actian sobre
ellos. La Tabla 4.1 contiene una breve descripciéon del mecanismo de accién de los seis
grupos de HO. Como se puede observar, cada uno de ellos regula el incremento de la
glucemia actuando en alguna de las rutas metabolicas que se encuentran alteradas en
la DMT?2.

Segun la guia de tratamiento de la ADA, después de que un paciente es diagnosticado
con DMT?2 el tratamiento inicial consiste en la modificacién del estilo de vida (i.e. dieta
y ejercicio) mas una dosis de Metformin [7]. El Metformin es un hipoglucemiante oral
del grupo de las Biguanidas, las cuales consiguen el efecto hipoglucemiante con
acciones que no involucran al pancreas. Un esquema del mecanismo de acciéon del
Metformin se puede observar en la Figura 4.2.



Tipo DE HO MECANISMO DE ACCION

Estimula la secrecién de insulina y potencia la
Sulfonilureas sensibilidad a la insulina actuando sobre los
receptores de insulina.

Inhibe la produccién de glucosa hepatica durante
Biguanidas el ayuno y absorcion intestinal de glucosa.
Potencia la sensibilidad a la insulina periférica.

Disminuye la absorcién intestinal de glucosa
mediante la inhibicién de las enzimas que actian
en el desdoblamiento de los oligosacaridos.

Inhibidores de las
alfa-glucosidasas

Estimulan la secrecién de insulina inhibiendo los

Meglitinidas .
§ canales de potasio.
Disminuye la resistencia a la insulina mediante la
Glitazonas activaciéon de receptores de insulina PPAR-
gamma.
i Retrasa la inactivacion de las incretinas
Inhibidores de . . . .
la DPP-IV mejorando la funcién secretora de insulina de las

células beta.

Tabla 4.1 Mecanismos de accién de los hipoglucemiantes orales. Segun al grupo al
que pertenezcan los HO regulan la glucemia mediante distintos mecanismos de accién
en diferentes 6rganos blanco.

Actualmente, Metformin es el medicamento mas ampliamente utilizado para tratar la
DMT2 debido a que es muy econOmico, con un riesgo nulo de presentar una
hipoglucemia critica y particularmente bueno para pacientes con sobrepeso [26].
Segun indicaciones de la ADA, el tratamiento con Metformin debe comenzar a una
dosis baja y su toma debe ser junto con las comidas. La dosis inicial de la metformina
es de 500 mg y la dosis maxima de 2550 mg por dia [7]. Sin embargo, mediante el uso
de metformina en monoterapia solo es posible disminuir en 55 mg/dl la glucemia
basal [71] y de 1 a 2% la hemoglobina glucosilada [6].

Comunmente las multiples afectaciones fisiopatolégicas de la DMT2 no pueden ser
corregidas con un solo farmaco [71]. Por lo tanto, cuando no es posible alcanzar el
objetivo de control con monoterapia de Metformin es necesario hacer terapia multiple
combinando el Metformin con otros HO o con insulina (ver Figura 4.1). De todas las
posibles combinaciones, el Metformin con insulina exdgena es la de primera eleccion
en pacientes que no se controlan con monoterapia ni con combinacién de HO [7].
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Figura 4.2 Mecanismo de accion de la Metformina. La Metformina tiene tres 6rganos o
tejidos blanco, el higado, el tejido periférico y el gastrointestinal. En cada uno de ellos
actiia mediante la disminucién o el potenciamiento de sus tasas metabélicas.

El cambio de monoterapia de Metformin a terapia combinada con insulina debe
hacerse en forma oportuna cuando [7]: i) no se alcanza la meta de control glucémico
con la dosis media de un solo farmaco en un plazo de 2 a 3 meses, ii) la concentracién
de glucosa en ayuno es mayor a 300 mg/dl, iii) HbAlc es mayor a 10% o iv) el
paciente tiene sintomas de hiperglucemia.

En la terapia multiple de Metformin con insulina, la insulina puede ser suministrada
de dos posibles maneras: mediante inyecciones diarias o mediante un suministro
continuo utilizando una bomba de insulina. Particularmente, esta ultima ha mostrado
ser mas segura y eficaz en comparacion con el régimen diario de inyecciones
multiples [72]. Mas aun, el uso de bombas de insulina ha mostrado reducir la
aparicion de hipoglucemias nocturnas en comparacion con el tratamiento mediante
inyecciones diarias.

Si bien, las guias permiten determinar un esquema de tratamiento farmacolégico en
pacientes con DMT?2, estas no especifican la cantidad de medicamento que debe ser
suministrado para lograr los objetivos de control. Lo anterior no es un problema
trivial ya que una dosis inadecuada de medicamento puede tener repercusiones
graves en la salud del paciente. Especialmente una dosis elevada de insulina puede
llevar al paciente a una condicién de hipoglucemia critica que puede desencadenar un
coma diabético o la muerte. Debido a lo anterior, el estudio de las caracteristicas
dindmicas de la insulina o el Metformin, tales como su transporte, disposicion,



metabolizaciéon o eliminaciéon son de interés primordial para el médico que desea
llevar a cabo la prescripcién y aplicacién de los medicamentos de la manera mas
eficiente posible. Una forma de predecir la dindmica de la intensidad del efecto de una
droga en el cuerpo es mediante el modelado PKPD. Esta técnica ha sido ampliamente
utilizada para la optimizacién del régimen de dosificacién [73] y en particular, para
este trabajo de investigacidn, se aplicara esta técnica para modelar el efecto de una
dosis minima de Metformin sobre la dindmica de la glucemia de un paciente con
DMT?2.

4.2 Modelado PKPD del Metformin.

En la literatura existen varios modelos que describen la farmacologia del Metformin,
una revision no exhaustiva de estos modelos se puede encontrar en [73]. Uno de los
modelos mas completos es el de Sun et al, el cual es una adaptacién de un modelo FC-
FD de Metformin originalmente desarrollado para ratones [74] con un modelo PB-
PKPD de la dindmica de la glucemia [75]. En esa contribucidén, el modelo PKPD de
Metformin fue conectado al modelo compartimental de DMT2 desarrollado por Vahidi
et al. [37], mostrando una gran similitud entre los datos clinicos y la simulacion
numérica del modelo. Por lo anterior, en esta investigacion se decidié conectar el
modelo propuesto en Sun et al. con el modelo de DMT2 para observar el efecto
hipoglucemiante del Metformin.

4.2.1 Descripcion del modelo matematico.

El modelo matematico de Sun et al. se puede describir a través de sus partes
individuales, la farmacocinética (PK) y farmacodinamica (PD) [75]. A grandes rasgos,
la parte PK permite emular la variacion de la concentraciéon de Metformin a través de
los diferentes 6rganos implicados en la distribucion del farmaco en el cuerpo después
de su ingreso en el cuerpo. Mientras que la parte PD describe la relacidon entre la
cantidad de Metformin y su efecto hipoglucemiante en pacientes con T2DM después
de administracién oral. A continuacién, cada una de estas partes sera explicada con
mayor detalle.

En la Figura 3.3 se puede observar un esquema de la parte PK del modelo de
Metformin. Para este modelo solo los compartimentos gastrointestinal, higado y
periferia fueron considerados, ya que son los érganos blanco del Metformin, es decir,
los 6rganos en los que el Metformin se distribuye y metaboliza.
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Figura 4.3 Modelo FC del Metformina después de su administracién oral. Los cuadros
representan los compartimentos en los cuales se cuantifica la cantidad de metformin.
Mientras que las flechas indican la direccién de flujo de la tasa de intercambio de
Metformin entre los compartimentos. Figura adaptada de Sun et al, 2011 [75].

Como se puede observar, tras la ingesta oral el Metformin aparece en plasma a una
tasa z,. Primero entra al lumen gastrointestinal y después se distribuye hacia la pared
gastrointestinal, el higado y el tejido periférico a sus respectivas tasas constantes kg,
kg1 v kip. Al llegar a la periferia, una cantidad de Metformin presente en el tejido
periférico regresa al higado y a la pared gastrointestinal, lo anterior se da a las
respectivas tasas constantes kj; y k,4. Finalmente, la depuracion del Metformin se
lleva a cabo mediante la excrecion fecal y urinaria a las tasas constantes kg, y kpo.
Después de esta distribucién, la cantidad de Metformin en el lumen, la pared
gastrointestinal, el higado y la periferia se cuantifica como z;, z;, z3 y 2z,
respectivamente. Debe notarse que en los compartimentos se cuantifica la cantidad
de Metformina y no la concentracion, por lo tanto, no es necesario incluir los
volimenes de sangre en los compartimentos. Tomando en cuenta lo anterior, la PK del
modelo de la Figura 3.3 se describe por el siguiente conjunto de EDOs:

B gi(kgo + kgg) + 2o (41)

dt
d
f = nikgy + Zikpg — Zky (4.2)
d
f = ZZkgl + Z4kpl — Z3klp (43)
d
=t = g3k — 74 (kpt + kpg + kpo)  (44)

La tasa de aparicion de Metformin entra plasma, esta dada por la siguiente férmula
[75]:
zo(t) = Ale™®t + B'e F't,  (4.5)



en donde a', ', A" y B’ son parametros constantes determinados por la cantidad
consumida de Metformin. Particularmente para esta investigacion, se desea analizar la
cinematica del Metformin para una dosis de 500 mg. Por lo tanto, los valores de los
parametros de la Ecuaciéon (4.5) fueron agrupados en 6 =[A, B, a',B'1" y
determinados mediante un ajuste utilizando la técnica LSM con enfoque estatico del
Capitulo 2.

Para el ajuste, los datos clinicos fueron tomados de Lee y Kwon [76], en donde
después de la ingesta de 500 mg de Metformin, la cantidad de medicamento en plasma
fue medido en un grupo de 22 voluntarios (i.e. n, = 22). En total, el estudio tuvo una
duracién de 10 horas, comenzando al minuto cero con la ingesta del medicamento y
12 g de azdcar para mantener la glucosa basal. Las muestras de sangre para
determinar la cantidad de Metformin fueron tomadas del antebrazo del paciente a las
0.5,1,15,2,25,3,4,6,8, 10 y 12 h después de la administracién del medicamento.
Para este caso particular, la funcién objetivo fue considerada con la forma de la
Ecuacion (3.2), sin embargo, y, se tom6 como la cantidad de Metformin [36], y z;
como el tiempo al que se tom6 la muestra correspondiente. Nuevamente, la
minimizacién de la funcién objetivo se resolvid con la funcién Isqcurvefit y el
algoritmo iterativo utilizado para encontrar 8 fue ‘Trust-region reflective’ [46].

La Tabla 4.2 contiene el valor de los parametros 8 tras el ajuste del modelo PK.
Utilizando el valor de estos parametros la curva resultante de la Ecuacion (4.5) fue
graficada y comparada con los datos clinicos de Lee y Kwon [76]. Esta comparacidén se
puede encuentra en la Figura 4.3. Como se puede observar, el ajuste de la curva a los
datos clinicos es aceptable. Esta curva reproduce el caracteristico pico maximo de
concentracion de Metformin que se alcanza a las 2 horas de su consumo. Mas aun, el
tiempo de vida caracteristico del de Metformin se puede observar en la figura con un
valor aproximado a 12 horas. Por lo anterior, los valores de  fueron utilizados en la
Ecuacion (4.5) para reproducir la dinamica de la aparicion de Metformin en plasma.

D)y

FUNCION
Z,(t, 9) [27 000,27 000,0.06,0.1]

Tabla 4.2.- Vector de parametros de z,. La tabla muestra los valores de los
pardmetros que minimizan la suma residual de los cuadrados de la funcién objetivo
(3.2) con los datos de Lee y Kwon [76].



=
kS

m Lee y Kwon, 2004

=

o
T

n

=

©
©

0.6

0.4

0.2

Concentracion de Metformin (ug/mL)

1 1 | |
100 200 300 400 500 600 700
Tiempo (min)

Figura 4.4.- Tasa de apariciéon de Metfomin en plasma. Para esta simulaciéon se
considera que al minuto cero existe una ingesta oral de una dosis tinica de 500mg.

Para modelar la parte farcodinamica, se utilizaron las ecuaciones de Hill para
relacionar la cantidad de Metformin en cada compartimento con el efecto
hipoglucemiante sobre las rutas metabdlicas blanco. Las ecuaciones son las siguientes:

Eq = (UGI,maxAZ?I)/((pgféo + AZ?I , (4.6)
E, = (UL,maxAZL)/(¢ZI§0 + ATLIL)r (4.7)
Es = (US,maxAgS)/(gaglgo + Ags)r (4.8)

con Agy = kggz1, Ay = kg1z3 y As = z4. En las ecuaciones (4.6) —(4.8), Eg;, Ep y E|
representan un factor de penalizacion la contribucidon de la estimulaciéon de glucosa
por el tracto gastrointestinal, la estimulaciéon de glucosa en el tejido periférico y la
inhibicion de la produccion de glucosa en el higado, respectivamente. El resto de los
términos representan lo siguiente: Vg max, Vo max Y Usmax SON el efecto maximo del

metformin, ¢ s, @10 ¥ @ps, s la cantidad de metformin que produce el 50% de su

efecto maximo y Ag;j, A; y Ag son constantes. El valor del resto de los parametros que
describen la PKPD del Metformin fueron obtenidos directamente de lo propuesto en
Lee y Kwon [76]. Estos valores se encuentran en la Tabla 4.3.

Como puede verse en las ecuaciones (4.6) - (4.8), como resultado del modelo PKPD de
Metformin, tenemos un conjunto de tres funciones que dependen de la concentracion
del medicamento en cada uno de los compartimentos. Estas funciones indican el valor
de la penalizacion de la ruta metabdlica que es blanco del medicamento, por lo que



para observar el efecto del Metformin sobre la glucemia, estas funciones deben ser
consideradas dentro de las tasas metabdlicas del modelo.

PARTE PK PARTE PD
PARAMETRO VALOR NOMINAL PARAMETRO VALOR NOMINAL
kgo 1.88e — 03 UL max 0.378
kgg 1.85e — 03 VI max 0.486
kpg 4.13 Up max 0.148
kg 0.458 @150 521
ket 1.01e — 02 Y150 431
ki, 0.910 Pp 50 1024
kpo 0.509 n; 5

Ngr 2
np 5

Tabla 4.3 Parametros nominales del modelo PKPD. Segun al grupo al que pertenezcan
los HO regulan la glucemia mediante distintos mecanismos de accién en diferentes
organos blanco.

4.3 Interconexion del modelo de Metformin con modelo de DMT?2.

Como se mencionod anteriormente, las tasas metabdlicas blanco del Metformin son la
tasa de absorcién de glucosa por el estémago, la produccién hepatica de glucosa y la
toma de glucosa periférica. Estas tasas metabdlicas tienen su funcion equivalente en el
modelo a través de 715y, Tugp YV Tpgu- Por lo tanto, para observar el efecto
hipoglucemiante sobre la glucosa de un paciente con DMT2 se realizé una conexidn
del factor de penalizacion con las tasas metabdlicas correspondientes. Lo anterior se
realizé de la misma forma que en [75] utilizando las siguientes funciones:

rte? = A+ Eg) 1oy (49)

riep” = (1= Ep) ygp  (4.10)

rhee” = (1+ Eg) rpgy  (4.11)

De este modo, cuando la concentracién de Metformina en el cuerpo es nula, entonces

la tasa metabolica permanecera inalterada (i.e. rPXPP

=r). Sin embargo, mientras
exista una concentracién de Metformin en el cuerpo, entonces r’XPP = r y la tasa se

vera potenciada o disminuida (dependiendo del signo que afecta a la funcion E).



En este sentido, para la conexion del modelo PKPD del Metformin con el modelo de

DMT2 se debe sustituir las tasas metabélicas 745y, Tugp ¥ Tegy POT 1Eet?, rHEEP y

rfXPP, respectivamente. Al realizar esta sustitucién, entonces el nuevo vector de

estados (X) se define como:

Xx= [GBVJ GBI' GH' GL' GK' GPV' GPI! GG' GPN! IB' IH! IL! IK! IPV! IPI! IG! (412)
IPNJ FNJ w, (‘)Gﬁ MII-IGPﬁ MII-IGU; FZ! P; I; Q; Gs' rOGA' Z1' ZZ; Z3l Z4-]r

en donde: x(t) = [x,(t), x3(t), ..., x32()]T € D € R3? es semidefinida positiva, lo que
significa que pertenece al subconjunto R32.

Utilizando la definiciéon de estados de la Ecuacion 4.12, el espacio de estados queda
como:

2(t) =GR mn, $), £(t) =%, (4.13)

en donde G(%(t);m,n,¢): » R32 determina la evolucién en el tiempo de £ desde la
condicidn inicial (X,) y ¢ € ® ¢ R2° son los todos los parametros del modelo PKPD.

4.4 Simulacion del modelo de DMT2 con Metformin.

Anteriormente se mostré que el modelo de DMT2 es capaz de emula con éxito la
dinamica de la glucosa ante una entrada intravenosa y oral de glucosa. Ahora, para
observar la capacidad del modelo para emular el efecto hipoglucemiante del
Metformin, se llevd a cabo una simulacién del modelo de la Ecuaciéon (4.13) y su
evolucion temporal se compar6 con los datos de estudios clinicos realizados en
pacientes con DMT2. Los datos clinicos utilizados fueron obtenidos de Williams-
Herman et al, 2012 [77]. En esta prueba clinica, la concentracién de glucosa de 49
pacientes con DMT2 (ie. n, =49) fue obtenida de una muestra de sangre del
antebrazo. La prueba tuvo una duracion de 180 minutos distribuidos de la siguiente
manera: al minuto cero el modelo parte desde una condicién basal, 5 minutos después
los pacientes ingieren una pastilla de 500 mg de Metformin y 30 minutos después
ingieren una cantidad de alimento equivalente a 75 g de glucosa. Por lo tanto, la
entrada de Metformin es a través de z, y la entrada de glucosa es la cantidad de
glucosa en mg introducida al sistema a través de OGCy, mientras que 13, = 0.

Las condiciones de inicializaciéon del modelo se obtuvieron como en el Capitulo 2, con
0GCy = 75,000 mg, G5, = Gpy(0) =174 mg/dL y I5, =I,(0) = 14 mU/L. Las
condiciones faltantes para las componentes de estado 28 — 32 fueron consideradas



iguales a cero. La funcién utilizada para simular numéricamente el modelo de la
Ecuacién (4.14) fue ode45 (Dormand-Prince) con paso variable en MATLAB. El tiempo
de simulacién se establecié como la duracion del ensayo clinico. Los resultados de la
simulacién y su comparacion con los estudios clinicos pueden observarse en la Figura
4.5.
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Figura 4.5 Simulaciéon del modelo PKPD de Metformina conectada al modelo de
DMT2. En este grafico, las lineas sélidas representan la simulacién del modelo,
mientras que los cuadros representan el valor medio+SEM obtenido de los pacientes
con DMT2. Los datos fueron tomados de Williams-Herman et al. [77].

Como puede observarse en la Figura 4.5, existe una alta correspondencia entre la
simulacién y los datos clinicos dados por Williams-Herman et al. De manera similar a
los datos clinicos observados, el modelo comienza en un estado basal y después de la
ingesta del medicamento la concentracién de glucosa comienza a disminuir
lentamente. Al minuto 35 los pacientes ingieren 75 g de glucosa por lo que la
concentracion de glucosa en sangre aumenta hasta alcanzar un pico a los 105 minutos.
Esta simulacion pudiera ser comparada con la presentada en la Figura 3.4, en donde
de manera similar, los pacientes con DMT2 consumieron 75 g de glucosa. Al comparar
ambas figuras podemos ver que, si bien la perturbacion de glucosa es la misma, y el
estado basal es muy aproximado entre ellas, el pico de la concentracién de glucosa no
alcanza el mismo valor. Para el caso de los pacientes con DMT2 sin tratamiento la
glucosa alcanza un valor aproximado a los 300 mg/dL. Lo anterior contrasta con el
valor pico de 250 mg/dL en pacientes bajo tratamiento de Metformin.

Con base a todo lo anterior, se puede observar que el modelo de la Ecuacién (4.13)
predice la dinamica de la glucosa de un paciente con DMT2 sometido a una carga de
glucosa y una dosis de 500 mg de Metformin. Por lo que este modelo podria ser



utilizado para predecir el efecto de la monoterapia con Metformin o de la terapia
combinada de Metformin y una dosis continua de insulina.



Capitulo 5
Desarrollo del control robusto para el control
de la glucemia.

En los capitulos pasados fue posible emular la dindmica de la glucemia en
pacientes con DMT2 en terapia multiple de Metformin con insulina. Sin embargo,
aun no se ha determinado la dosis adecuada de insulina que debe ser
suministrada para lograr la regulacién de la glucosa en la DMT?2. Este problema
se puede resolver aplicando teoria de control en donde el objetivo es determinar
la tasa de insulina (entrada de control) que se debe administrada para que la
dindmica de la glucosa de un sujeto con DMT2 (planta) siga el comportamiento
de una referencia glucémica de un sujeto sano, a pesar de diferentes condiciones
fisiolégicas (i.e. incertidumbres paramétricas), ingesta oral de glucosa u otros
factores exdgenos (i.e. perturbaciones acotadas). En este capitulo se abordara el
desarrollo de controladores robustos mediante la técnica de control H,, para la
regulacion de la glucemia en la DMT2. Primero se obtienen los controladores de
orden alto, considerando un suministro de insulina subcutanea e intravenosa.
Después, de estos controladores se obtuvieron modelos de orden reducido
mediante el proceso de truncacion balanceada. Finalmente, el sistema de control
fue simulado numéricamente probando robustez ante perturbaciones por la
ingesta de alimento y variaciones paramétricas de la planta.

5.1 Planteamiento del problema de control

El control H, es una técnica cuya formulacion se basa en la sintesis de un control
retroalimentado que minimiza la norma H,, de la funcién de transferencia del sistema
a controlar [78]. Bajo el disefio H, el sistema de control debe ser capaz de mantener
su estabilidad y desempefio a pesar de las multiples incertidumbres paramétricas del
modelo y/o las perturbaciones. Para el caso particular de esta investigacion, el modelo
o planta sobre el que se realizara el control es el modelo de DMT2 conectado al
modelo PKPD del Metformin. En este modelo la fuente de incertidumbre paramétrica
es la variablilidad interpaciente. Mientras que la fuente de las perturbaciones al



sistema son la ingesta de alimentos y el ruido del sensor de glucosa conectado a la
salida de la planta.

Segun la Asociacién Americana de Endocrinélogos Clinicos [25], un paciente con
DMT?2 se dice que esta controlado cuando se cumple lo siguiente: i) su concentracion
de glucosa basal en menor a 100 mg/dL, ii) su concentraciéon de glucosa después de
dos horas de la ingesta de alimento es menor a 140 mg/dL y iii) su hemoglobina
glucosilada es menor o igual a 6.5%. Las dos primeras condiciones se refieren al
control de la glucemia en un lapso de horas, mientras que la tercera se logra
naturalmente cuando en promedio, la glucemia del paciente se ha mantenido en un
intervalo adecuado en el lapso de varios meses. Particularmente esta investigacion se
enfocara en las dos primeras condiciones. La primera condicion se refiere al control
del sistema en estado estacionario, mientras que la segunda se enfoca en el control del
régimen transitorio cuando el sistema es perturbado por una carga de glucosa. De
manera natural, el proceso de metabolizacién de un sujeto sano permite cumplir
ambas condiciones.

Con base en lo anterior, un planteamiento posible al problema de control en esta
investigacion es encontrar una terapia adecuada para que la glucemia del paciente con
DMT2 se comporte de manera similar a la glucemia de un sujeto sano. Es decir, el
problema de control se puede plantear como un problema de seguimiento cuya
entrada de control es una tasa continua de insulina, una dosis de Metformin o una
combinacién de los dos anteriores. El punto clave sera determinar la tasa continua de
insulina que debe ser suministrada para lograr el seguimiento con un error transitorio
y estacionario cercano a cero. Para el suministro se consideraran dos vias posibles:
subcutdnea e intravenosa. La primera dara lugar a un controlador que pueda ser
utilizado en dispositivos de control para cirugia ambulatoria, mientras que la segunda
para micro-dispositivos de tecnologia portatil.

5.1.1 Descripcion de la planta o proceso a controlar

Para la sintesis del control se trabajara con un modelo nominal lineal e invariante en
tiempo. Para obtener este modelo se realiz6 una expansion de las ecuaciones de
estado no lineales de la Ecuacion (4.13) alrededor del punto de operaciéon (X¥7), el
cual coincide con el estado basal normoglucémico del modelo de Alverhag y Martin.
En este punto de operaciéon se consider6 que la entrada de insulina intravenosa, de
glucosa oral y de Metformin son nulas (i.e.r;y; = 0GCg = z5 = 0) y por lo tanto el
valor de las componentes del estado estan determinadas son:



X~ =1[79.45,46.79,91.32,100.44,91.32, 89, 86.22,
89.23,91.32,15.29,15.29,21.64,10.71, 13, 5.35,
15.29,534.6,1,0,0,1,1,0,0.31,0.25,17.78,0,0, 0,0, 0, 0]”.

(5.1)

Utilizando el punto de operacién definido en la Ecuacion (5.1) se realiz6 una
aproximacion de primer orden al sistema definido por la Ecuacién (4.13). El sistema
resultante es:

5C\L(t) = AfL(t) + BlT'IV,(t) + B20GCO(t) + B3ZO(t), QL(tO) = fLO’ (52)
yL(t) = CjC\L(t)l
con:
aG aG 5.3
A = F x=x"~ ;Bl = a X=X~ ) ( )
XU rwr=ri Twil ry=ry,
0GCy=0GCy 0GCy=0GCqy
Zo=2Zg Zo=2Zqy
B aG B aG
2 = =%~ yD3 = — =%~
d0GC, e 0z, V=TT
0GCy=0GCy 0GCy=0GCy"
20=2¢ Zo=zg

Como se puede observar en la Ecuacién (5.2), el cuarto término del sistema en espacio
de estados representa la tasa de entrada de Metformin al cuerpo. Si bien, esta tasa es
una perturbacion al sistema original, no es una perturbacién indeseada y por lo tanto
no se busca minimizar su efecto en el sentido H,. Por lo tanto, al considerar las
funciones de transferencia que serdn analizadas en el diagrama de control se
considerara Z, = 0.

El disefio del controlador mediante H, requiere que el sistema a controlar esté
expresado en el dominio de la frecuencia. Para lo anterior, se realizé una
transformacion de Laplace del sistema en (4.2). El modelo resultante esta dado como:
Y, (s) = (C(sI — A)~'B)ry(s) + (C(sI — A)7'B,)0GC,(s), (5.4)
en donde s = jw es la variable compleja, I es la matriz identidad. Utilizando el sistema
de la Ecuacion (5.4), y aplicando el principio de superposicion se obtuvieron las

funciones de transferencia que capturan el efecto de la entrada de insulina (P,) y la
perturbacion de glucosa oral (Pgg), estas son:

P, = (C(sl —A)™'By),
Pep = (C(sl = A)™'By),

(5.5)
(5.6)



Finalmente, el modelo a controlar esta dado por las Ecuaciones (5.5) y (5.6), las cuales
seran utilizadas como planta para la sintesis del control. En las siguientes secciones se
resolvera el problema de control H, robusto para un sistema con perturbaciones y
parametros nominales (ie. control nominal) y para la familia de plantas generada a
partir de la variaciéon paramétrica de los parametros de sensibilidad de la planta
nominal (ie. control robusto).

5.1.2 Control nominal

El planteamiento del problema de control nominal se define esquematicamente como
se observa en la Figura 5.1. Este esquema estd basado en el propuesto por Ruiz
Velazquez et al. [12]. Como se puede ver, el problema de control consiste en encontrar
un controlador (K°) que determine la tasa de suministro continuo de insulina (7;;,) tal
que la salida (y;) de la planta nominal (P, y P;g) siga a la referencia de la glucemia de
un paciente no diabético (ref) tan cerca como sea posible a pesar de las
perturbaciones debidas a la ingesta de glucosa (0OGC;) y ruido debido a un sensor de
glucosa (dy). Lo anterior se traduce como un error (e) en estado estacionario muy
cercano a cero a pesar de cambios en ref, OGCs y dy. Note que las funciones de
transferencia K° y P, son diferentes cuando se considera la ruta de suministro de
insulina intravenoso o subcutaneo. El resto de las funciones de transferencia se
mantienen sin cambios para ambas rutas de administracion de insulina.
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Figura 5.1 Diagrama de control nominal. En este diagrama los bloques muestran las
funciones de transferencia que estan involucradas en el proceso de regulacién de la
glucemia de un paciente con DMT2. Las flechas muestran la relacién entre los bloques
y la direccién de la transmisién de la sefial. En este caso, las funciones P, y Pz son
aquellas definidas por el valor nominal de sus parametros.



Un requerimiento adicional se impuso al sistema de control para evitar el riesgo de
hipoglucemia, este es realizar el seguimiento considerando una sefial de control
moderada (no excesiva). Para lograr lo anterior, se utilizard la técnica de H,,
compuesta, la cual buscara minimizar la funcién de transferencia desde las entradas a
las salidas del sistema, incluyendo la entrada de control [78]. Es importante hacer
notar que la minimizacién de las sefiales no se lleva acabo sobre todo el rango de
frecuencias, en cambio solamente se hace sobre un rango de frecuencias de interés.
Este rango de frecuencias fue definido mediante la introduccion de funciones de peso
variantes en frecuencia para las sefiales 1y, e y dy, esto son W, (s), W,(s) y Wx(s),
respectivamente. Estas funciones se definieron como una variacién de las presentadas
en Quiroz et al. [15]:

W, (s) = (4s + 0.1)/(s + 20)  (5.7)
W, (s) = (2s + 0.020)/(0.05s + 0.013)  (5.8)
Wy (s) = 1/10000.  (5.9)

Para visualizar mas claramente las entradas de perturbaciéon que afectan la relacién
entrada/salida del sistema agrupado en G y la conexién del controlador, el diagrama
de la Figura 5.1 se simplific6 mediante una transformacion lineal fraccional inferior
(L-LFT por sus siglas en inglés). El diagrama resultante se encuentra en la Figura 5.2.

0GC; —> —_—> Z
dn ﬁ\ GO S Zu
Tvi e

K° <

Figura 5.2 L-LFT para el problema de control nominal. En este diagrama se
representan la funcién de transferencia de la planta generalizada y su interconexién
con el controlador.

Como se puede observar, el controlador K° se muestra independiente del resto del
sistema el cual es representado por una planta generalizada G,(s). Agrupando todas
las salidas del sistema como Z = [Z, Z, e]” y las entradas del sistema como g =
[0GC; dy 1,7, entonces del sistema L-LFT se tiene la siguiente relacion:

Z =Tz0, (5.10)
en donde Ty, (s) es la matriz dada por:



WePee 0 WehR,
Tre(s) =| O o W, | (511
_PGE _WN _Pu

Como se observa en la Ecuacién 5.10, la matriz Tz relaciona las salidas y las entradas
de perturbacion del sistema. Debido a que queremos minimizar el efecto de las
entradas de perturbacién al sistema y la energia del controlador, entonces debemos
encontrar una forma de calcular la magnitud de la matriz T, y buscar un controlador
que minimice su valor. Una forma de calcular la maxima ganancia de energia de un
sistema es utilizando la norma H,,. Esta norma se define como el valor pico del mayor
valor singular & de la matriz de respuesta en frecuencia sobre todo el eje de
frecuencias w, esto es:

[Tz = sup a|Tzo(w)].  (5.12)

Utilizando la norma de la Ecuacién (5.12) el problema de control nominal consiste en
encontrar un control K° tal que:

”TZQ(S)”OO <y, con y<y,:= min”TZQ(s)”oo <1 (5.13)

para cierto rango de frecuencias definido por las funciones de peso. Es importante
hacer notar que la solucién al problema de optimizacién de la Ecuacion (5.13) no es
tnica. S6lo basta con encontrar un controlador K° tal que la norma H, en lazo
cerrado sea menoray < 1 (i.e. control suboptimo).

Para calcular un controlador comenzaremos analizando el sistema en el espacio de
estados que resulta de la L-LFT, este es:

£,(t) = A%,(t) + BLOGC,(t) + Byryyy (£),  (5.14)
2(t) = €%, () + D1,0GC,(t) + Dyyry (),  (5.15)
y.(t) = C,%;, + Do, 0GC(t).  (5.16)

De las ecuaciones (5.14-5.16) se puede obtener la funcién de transferencia G,(s) que
puede expresarse en forma de una matriz generalizada, esto es:

A| B, B,
Go(s): = C(SI - A)_IB +D:= Cl Dll D12 B (5.17)
C21 Dy 0

Dll D12

conB =[B, B,],C=I[C CZ]TyD=[ .



Para sintetizar el control nominal considerando un suministro intravenoso de insulina
(K}, la entrada de control 7p,; se conecté a la Ecuacién (2.11), la cual describe la
dinamica de la insulina en corazén y pulmones. Mientras que, para el control nominal
que considera un suministro de insulina subcuténea (K3.), la funcién 3, se conecté a
la Ecuacion (2.14), la cual describe la dinamica de la insulina en el espacio vascular del
tejido periférico. Dependiendo del sitio de conexion de la entrada de control r;; se
obtuvieron diferentes funciones de transferencia para P,.

La construccién del controlador fue realizada siguiendo el procedimiento en Zhou et
al. [78]. Primero, los siguientes incisos fueron probados para la matriz generalizada de
la Ecuacioén (5.17):

1. El par (4, B,) es estabilizable y (C,, A) es detectable. Lo anterior fue verificado
comprobando que las matrices de Hatus [A—Al B;], [A—Al B;] y
[A—Al Ci]", [A—Al C,]" tienen rango completo para todos los valores
propios A de la matriz A con parte real positiva.

2. SecumplequeD;, =[0 [1TyDy =[0 1]

A—jwl B,

] es de rango completo en las columnas para todo
Cl D12

3. Se cumple que [

w.
A—jowl B

4, Se cumple que
p q CZ D21

] es de rango completo en sus renglones para

todo w.

De lo anterior la primera condicion es necesaria para la existencia de una funcion de
control 7y,; que garantiza la estabilidad interna del sistema. Las demas condiciones
garantizan la existencia de dos matrices Hamiltoneanas que seran utilizadas a
continuacién para la sintesis del controlador K°, estas son:

A ~2B,BT — B,BY
Heo ::[ S A B 2], (5.18)
_Cl Cl _A
A )/_ZC{CI - CéTCZ:I
o = . 5.19
J [—BIB}w -AT (5.19)

Cada una de las matrices Hamiltoneanas en (5.18) y (5.19) estan asociada a una
ecuacion de Riccati cuyas soluciones estan dadas respectivamente como:

Xo = Ric(Hy,), (5.20)
Yo = Ric(J»). (5.21)



Utilizando estas soluciones se pueden construir una matriz de retroalimentacién de
estado F,, y una matriz de ganancia de observador L, de la forma:

F,:=—-BIX,, (5.22)
Lo:= —Y,CI. (5.23)
Tomando las matrices:
Zow = —7"%YX,)"Y, (5.24)
Aw:=A+ YV 2B;BTXo + ByFoy + ZosLoCp, (5.25)

entonces el controlador K° subdptimo se define como la funcién de transferencia que

se obtiene de la siguiente matriz generalizada:
Ay | —Z,L
0 — co ocoboo
) [ﬁ]- (>:26)

El proceso iterativo para la busqueda del control se llevé a cabo utilizando la funcion
hinfsyn de las herramientas de control robusto de MATLAB. Como resultado, el control
K7 que minimiza la funcién de la Ecuacién (5.13) tiene un valor y = 0.0079. De
manera similar, el control K& tiene un valor y = 0.0082. Dado que el valor de y es
menor que uno, se asegura la estabilidad y el desempefio de la planta en lazo cerrado.
Lo anterior se basa en el teorema de ganancia pequefia [78]. Ambos controladores
tienen un orden de 131 y por este motivo sus funciones de transferencia no se
muestran este documento. Sin embargo, mas adelante el orden de estos controladores
nominales sera reducido mediante el proceso de truncacion balanceada.

5.1.3 Control robusto

El planteamiento del problema de control robusto se define esquematicamente como
se observa en la Figura 5.3. De manera similar al caso del control nominal, el problema
de control robusto consiste en encontrar un controlador (K) que determine la tasa ryy;
tal que y; = ref a pesar de las perturbaciones OGC; y dy. Sin embargo, para este caso
particular, adicionalmente se espera que el sistema tenga un error (e) en estado
transitorio y estacionario muy cercano a cero a pesar de variaciones paramétricas de
la planta P, y P;r. Como se puede observar en la Figura 5.3, se ha considerado que el
sistema tiene variaciones paramétricas no estructuradas de tipo multiplicativo. Las
variaciones sobre P, y P;r se definen a través de Ap y Agg, respectivamente. Junto a
estas variaciones aparece las funciones de peso W), y W;r para definir el rango de

frecuencias para las cuales se busca minimizar su efecto.
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Figura 5.3 Diagrama de control robusto. El sistema a controlar es una familia de
modelos definida a través de un modelo nominal P, una incertidumbre acotada A y
una funcién de peso W.

La incertidumbre paramétrica del modelo puede provenir de cualquiera de los
pardmetros del sistema, sin embargo, algunos de ellos muestran una mayor
contribucién a la sensibilidad sobre la solucién del sistema [43]. Por lo anterior, con
base en lo reportado en [43] la incertidumbre paramétrica se concentré solo sobre los
parametros 14, N4s, N36, N39, Ns7 ¥ N19 debido a que su variacién modifica en mayor
medida a la solucién del sistema. Considerando que |Ap| < 1, el efecto de la variacion
de estos parametros sobre un rango, especificado en la Tabla 5.1, fue calculado como
la cota superior de la respuesta en frecuencia de la diferencia entre la planta nominal
y el sistema perturbado. Lo anterior se describe por las siguientes ecuaciones:

W, =max|P, — P,|, (5.27)
Weg = max |% — Pgel,  (5.28)

en donde P, y P, representan la familia de plantas generada mediante la variacion de
los parametros de sensibilidad de la planta P, y P;g, respectivamente.

PARAMETRO PORCENTAJE
N4z Nas, Ns7 15
M36, 139 +2.5
M9 12

Tabla 5.1 Fuentes de incertidumbre paramétrica. En la tabla se observan los
parametros que fueron seleccionados para incluir incertidumbre paramétrica al
sistema. La columna de porcentaje muestra el valor de variaciéon de los pardmetros
con respecto al valor nominal, que fue considerado para el anélisis.
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Figura 5.4 Respuesta en frecuencia de |P, — P,|. En la figura superior e inferior se
observa la respuesta en frecuencia de |P, — B,| considerando la planta nominal P,
para la entrada de insulina intravenosa y subcutdnea, respectivamente. La linea roja
representa la respuesta en frecuencia de W, para ambos casos.

~
)
2 B T
iy
8 250 k::%;!!llln \
= SN
-300 ~ !"l"
-350 Ay
-400 -
1072 107! Frequency (rad/s) 10° 10

Figura 5.5 Respuesta en frecuencia de |P;z — P;z|. En la figura se observa la
respuesta en frecuencia de |P;z — P;g|. La linea roja representa la respuesta en
frecuencia de Wp.



En las Figuras 5.4 y 5.5 se observa la respuesta en frecuencia tanto de la familia de
plantas generada mediante la variacion de los parametros de sensibilidad como de las
funciones de peso Wp y W;g. Al igual que para el sistema de control nominal, las
funciones de transferencia K y P, son diferentes cuando se considera la ruta de
suministro de insulina intravenoso o subcutaneo. Por lo tanto, utilizando los datos de
estas respuestas en frecuencia, con la funciéon ident de la herramienta System
Identification de MATLAB, se realiz6 una identificacién de sistema para calcular las
funciones de transferencia de Wy, para el caso en el que la entrada de insulina es
intravenosa (W2Y) y para el caso en el que es subcutanea (W5°). El orden de las
funciones de transferencia se eligi6 de tal manera que el ajuste entre el modelo
propuesto y los datos fuera mayor al 90%. Las funciones resultantes son las
siguientes:

_12x107%s* + 52x107%5% + 45x1077s* + 49x107% + 2x107°

wiv 5.29
P s¥ +297s3 4+ 03952 + 1.2%x1072s + 4x 1074 (529)
sc_ 591x107%s% + 316 x 1077 s* + 542x107°s +1.86 X 107°
W€ = — — (5.30)
s3 + 02552 + 6 x1073s + 2x 102
317s* + 787 x107%s3 + 1x 10 %*s? + 878 x107%s + 4.6 x 1073
WGE = . (5.31)

s* + 41453 + 1.79s% + 0.1165 + 4.78 x 1073

el resto de las funciones de transferencia de la Figura 5.3 se mantuvieron sin cambios
con respecto a las propuestas para el control nominal.
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Figura 5.6 LFT para el problema de control robusto. En este diagrama se representan
la funcién de transferencia de la planta generalizada y su interconexidon con el
controlador robusto.

De manera muy similar al caso del control nominal, el diagrama de bloques de la
Figura 5.3 fue simplificado mediante una L-LFT para observar las entradas de
perturbaciéon que afectan la relaciéon entrada/salida del sistema agrupado en G y el



efecto de las variaciones paramétricas y la conexion del controlador. El diagrama
resultante se encuentra en la Figura 5.6. Nuevamente, el controlador K se muestra
independiente del resto del sistema el cual es representado por una planta
generalizada G(s). Agrupando todas las salidas del sistema como Z =
Z, Z, Z; Z, e]" y las entradas del sistema como ¢ = [dg; dy d; d, u]?, entonces
del sistema L-LFT se tiene la siguiente relacion:

Z = Tze0, (532)

con una matriz de funciones de transferencia Tz, (s) dada por:

VVQPGEO O Vllepuo VVePGEO VVePuO
0 0 0 0 W,
Tro(s)=| 0 0 0 0 w, | (5.33)
Wee O 0 0 0
_PGEO _WN _Puo _PGEO _Puo

Con base en lo anterior y de manera similar al control nominal, tenemos que el
problema de control robusto es encontrar un control K tal que

”TZQ(S)”OO <y, con y<y,:= min”TZQ(s)”oo <1 (5.34)
para cierto rango de frecuencias definido por las funciones de peso.

La existencia del controlador K fue garantizada aplicando el proceso definido para el
control nominal en las Ecuaciones (5.14)—(5.26). El proceso iterativo para la sintesis
del control se llevd a cabo utilizando la funcién hinfsyn de las herramientas de control
robusto de MATLAB. Como resultado, ambos controladores minimizan la funcion de la
Ecuacion (5.23) con un valor y = 0.9980. Dado que el valor de y es menor que uno, se
asegura la estabilidad y el desempefio de la planta en lazo cerrado. Lo anterior se basa
en el teorema de ganancia pequefia [78]. El orden de los controladores es 269 y por
este motivo sus funciones de transferencia no se muestran este documento. Sin
embargo, mas adelante el orden sera reducido mediante el proceso de truncacion
balanceada.



5.2 Reduccion de orden del control

Considere los controladores disefiados en la seccién anterior puede ser definidos en el
espacio de estados mediante la transformada inversa de Laplace de su funcion de
transferencia. Entonces el sistema lineal resultante es:

Xc(t) = Acxc(t) + Bee(t), (5.35)
i () = Cexc (),

en donde A, € R™" B, € R™™, y C. € RP*", con n igual al orden del controlador
obtenido en la seccion anterior. El objetivo de la reduccién de orden es encontrar una
transformaciéon de coordenadas que lleve desde el sistema de alta dimensién x. a un
sistema de baja dimension X, de dimension r, con r < n. Para lograr esto, se realizara
una trasformacion utilizando una matriz invertible T:

xc(t) =Tz:(t), (5.36)

Con base lo anterior y definiendo A, = T~'A.T,B, = T"*B; y C. = C.T, entonces el
sistema de la Ecuacién (5.35) puede ser redefinido como:

2c(t) = Aczo(t) + Bce(t),  (5.37)
i (8) = Ceze(0).

Para que la transformacién sea balanceada, entonces se realizara el reescalamiento de
los estados x;, se hace seleccionando T de manera que los gramianos de
controlabilidad (i.e.W, = T *W,(T™1)*) y observabilidad (i.e.W, = T*W,T) del
sistema de la Ecuacion (5.35) sean iguales. Esto es:

We.=W, =% (5.38)

en donde X corresponde a una matriz diagonal que contiene una descomposicion del
sistema (5.37) en valores singulares y acomodados de mayor a menor. Por lo tanto, el
sistema de orden reducido se obtiene a través de la truncacion del sistema
seleccionando las primeras r dimensiones haciendo:

T=[¥ T ]yS=T1=[®" S]Tcon¥PydeR™ (539)

Con base en la Ecuacién (5.39) el sistema de la Ecuacion (5.37) se puede dividirse en
la parte que incluye la dindmica del sistema de baja dimensién (¥(t)) y el sistema que
contiene toda la dindmica que se elimina después del truncamiento (Z;(t)):



%)) _[PAY DTAT|[Z()] , [®°Bc
Lol =[sacw sacr|[zo) *[sc]e@ G20

i (6) = [Cc¥Y CcT] [Z((?) .

Por lo tanto, definiendo A = ®*AW,B = ®*By C = C¥, el controlador de orden
reducido esta definido por el sistema en espacio de estados siguiente:

x(t) = Ax(t);}- Bu(t), (5.41)
y(t) = Cx(t)
Una técnica para visualizar los principales valores singulares de X, es la
representacion grafica de los valores Hankel de los controladores propuestos en la
seccion anterior. Esta representacién de los principales valores Hankel para cada
controlador se puede encontrar en la Figura 5.7. Como se puede observar, la mayor
contribucién de energia al sistema estd dada por menos de 7 estados del sistema. Por
lo anterior, el orden seleccionado para la reducciéon de los sistemas de control fue de
7,6, 5y 4 para los controladores nominal intravenoso y subcutaneo, asi como para el
control robusto intravenoso y subcutaneo, respectivamente.
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Figura 5.7 Valores Hankel. La figura muestra la representaciéon grafica de los
principales valores Hankel para los sistemas de control. El resto de los valores hankel
no se muestra en estas figuras.



Para la obtenciéon de las funciones de transferencia de orden reducido de los
controladores se utilizé la funciéon balmr de las herramientas Robust Control de
MATLAB. Las funciones de transferencia obtenidas para el control de orden reducido
K fueron las siguientes:

—471s% — 97325% — 6432s5* — 103953 — 48.14s5% — s — 0.003

Kl (s) = . (5.42
0 (5) s7 4+ 26.43s% + 55.15s55 + 55.91s5% + 38.25s3 4+ 1.43s2 + 0.03s ( )
>sc —1126s°> — 2.3 x 10%s* — 1.4 x 10*s3 — 219952 — 60s — 1.1
K3“(s) = , (5.43)
s +57.1s5 +119.9s% + 114.3s3 + 82.35s5%2 + 1.73s + 0.04
1 —522.55% —1.08 X 10*s3 — 1.12 X 10*s? — 2894s — 34.81
R (s) = . (5.44)
s° 4+ 6.165* + 19.39s3 + 34.53s2 + 40.25s + 8.36
R5¢(s) = —492.253 — 965452 — 7149s — 445.1 5 45
)= 7153557 153752+ 2295 1 2661 4
5.3 Simulaciones numéricas del sistema en lazo cerrado

El desempefio del sistema de control en lazo cerrado fue probado para los distintos
controladores K. Para lo anterior se llevé a cabo una simulacién numérica utilizando
Simulink de MatLab en lazo cerrado considerando como planta, la funcién de
transferencia del sistema no lineal definido en la Ecuacién (4.13). El diagrama de
Simulink que fue utilizado para la simulacion se puede observar en la Figura 5.8. Como
se puede observar tenemos dos bloques que contienen las ecuaciones no lineales que
emulan la dindmica de la glucemia. El modelo de referencia (Referencia_sano) es el
modelo propuesto por Alverhag y Martin. Por otro lado, el modelo del paciente con
DMT2 (Planta_DMT2_Metformin) es el propuesto en esta investigaciéon. Ambos
modelos estan sometidos a la misma perturbacion debida a la ingesta de alimento
(oral glucose). La diferencia de la respuesta de ambos sistemas, ante esta
perturbacidn, es el error (error e) que alimenta al control de orden reducido. La salida
del control reducido entra a una funciéon de saturacién que impide que la senal de
control sea menor a cero o mayor a 140 mU/dL que es la tasa maxima recomendada
para introducir insulina al cuerpo [44]. Finalmente, esta sefial entra al modelo del
paciente con DMT2 a través de la entrada al sistema que representa una tasa de
suministro de insulina exdgena (rIVI).



Saturation

Control reducido

L’ xs fs

0 ivg:

P Integrator
fpirs P

0GCo
Intravenous insulin t Referencia_sano

infusion (mU/l)
or{=]

Embedded
MATLAB Function

Ref y x6*

x

W

t
71000 0GCo

"w! Planta_DMT2_Metformin
oral glucose (mg)
Embedded

MATLAB Function2

Intravenous glucose
infusion (mg/dl)

VI (mU/l)

Figura 5.8 Diagrama del sistema de control en Simulink. El diagrama permite simular
el sistema de control en lazo cerrado para los distintos controladores K.

Para hacer una comparacion de la respuesta del sistema para diferentes terapias, se
simul6 la respuesta del sistema de DMT2 y del sujeto no diabético sin control y el
sistema de DMT2 en lazo abierto con Metformin en lazo cerrado con insulina exdégena
y Metformin, y en lazo cerrado con insulina exdgena. Para estas simulaciones se
hicieron las siguientes consideraciones:

a) Elsistema de control en lazo cerrado se prob6 para todos los controladores de
orden reducido (i.e. controladores K).

b) El sistema que describe a la referencia se tom6 del sistema no lineal de la
Ecuacion (2.39) considerando los valores nominales de los parametros.

c) El sistema de control para el modelo de DMT2 se probd sobre el sistema no
lineal de la Ecuacién (4.13).

d) En las simulaciones con una terapia que incluye insulina, la sefial de control se
acot6 dentro de la siguiente manera: 0 < r3; < 140 mU/L.

e) La duracién de todas las simulaciones fue de 720 minutos.

f) Se consider6 una ingesta de 71 g de glucosa oral al minuto 0, 300 y 600. Por lo
tanto, la entrada de glucosa se definié como 0GC, = 71,000 con 1y, = 0;



g) En las simulaciones con una terapia que incuye Metformin se considerd una
administraciéon de una dosis Unica de 500 mg al minuto cero, a través de la
funcién z, de la Ecuacién (4.5).

h) Las condiciones para la inicializacion del modelo de Alverhag y Martin fueron
GB, = Gpy(0) = 89 mg/dL, e I5, = I,;,(0) = 13 mU/L, mientras que para el
modelo de DMT2 fueron G5, = Gpy(0) = 150 mg/dL, e 15, = Ip,(0) = 13
mU/Ly con z;(0) = z,(0) = z3(0) = z,(0) = 0.
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Figura 5.9 Simulacién del sistema en lazo cerrado con control nominal. La grafica
superior e inferior muestra las simulaciones para el sistema de control intravenoso y
subcutdneo, respectivamente.

En la Figura 5.9 y 5.10 se observa la simulacion del sistema de control para los
controladores nominales KV y Ks;¢ y los controladores robustos K'Y y KS¢,
respectivamente. Como se puede ver, el sistema que describe la dindmica de un
paciente con DMT2 se ha inicializado en una condicién de hiperglucemia (ie. G5, >



126 mg/dL), esta condicion es caracteristica de un paciente con DMT2 pobremente
controlada [65]. Por otro lado, la dindmica de modelo no diabético se ha inicializado
en una condicién de normoglucemia (i.e. G5, < 126 mg/dL). Durante todo el tiempo
de simulacion, la dinamica de la glucemia se incrementa en tres ocasiones debido a la
ingesta de glucosa. Debido a estas perturbaciones, la glucemia del sistema del modelo
de DMT2 sin control aumenta hasta alcanzar un pico de glucosa por arriba de 250
mg/dL, mientras que la glucemia del modelo no diabético no sobrepasa los 130 mg/dL
ante la misma perturbacion.

w

w1

o
1

T
——No diabético
——Diabético sin control

— =Diabético con Metformin
—=-=Diabético con Metformin + insulina
----- Diabético con insulina

w

(=}

(=]
T

N N
[=4 vl
(=} [=}

Concentracién de glucosa
[
w1

en la periferia vascular (mg/dL)

=
(=]

50 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
Tiempo (min)
350 ;
——No diabético
——Diabético sin control
300 + — =Diabético con Metformin L
—--Diabético con Metformin + insulina
----- Diabético con insulina

Concentracion de glucosa
en la periferia vascular (mg/dL)

0 100 200 300 400 500 600 700
Tiempo (min)

Figura 5.10 Simulacion del sistema en lazo cerrado con control robusto. La grafica
superior e inferior muestra las simulaciones para el sistema de control intravenoso y
subcutaneo, respectivamente.

Una dosis de 500 mg de Metformin permite disminuir ligeramente la glucemia del
modelo de DMT?2, sin embargo, la concentracion de glucosa sigue siendo muy elevada
en comparacién con la glucemia de referencia. Mas atn, no es posible lograr el
segundo objetivo del control de la glucemia con una dosis unica de 500 mg de



Metformin, ya que como se puede observar, la concentracién de glucosa después de
las 2 h de la ingesta de glucosa no es menor a 140 mg/dL. En contraste, en los
sistemas de control de lazo cerrado la dindmica de la glucemia se encuentra por
debajo de 120 mg/dL a las dos horas de la ingesta de glucosa. En este sentido todos
los controladores permiten lograr el objetivo de control.

Respecto al desempefio, los sistemas de control en lazo cerrado permiten que la
dinamica de la glucemia del modelo de DMT2 siga de manera muy cercana a la
referencia de un paciente no diabético. Mas atn, con excepciéon del sistema en lazo
cerrado con el control K'Y, los sistemas de control en lazo cerrado tienen un error
entre la glucemia del modelo de DMT2 y el de Alverhag y Martin es menor a los 2
mg/dL, después de 130 minutos de la ingesta de alimento.
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Figura 5.11 Sefial de control en terapia combinada. Las figuras muestran la sefial de
salida del controlador r;y,;. Esta sefial representa la tasa de suministro de insulina con la
que se controla al sistema en combinacién con una dosis de 500 mg de Metformin.

Es importante hacer notar que, partiendo de la condicién inicial, los sistemas de
control en lazo cerrado alcanzan la referencia alrededor de los 110 minutos (con
excepcion del sistema en lazo cerrado con el control KV). A diferencia de los sistemas
de control cuyo objetivo es alcanzar la referencia lo mas rapido posible, en este
sistema lo anterior puede ocasionar un grave problema de salud. Bajar la glucosa
extremadamente rapido podria ocasionar una descompensacion de la cantidad de
masa que debe haber en plasma haciendo que las células se hinchen o también puede



ocasionar una hipoglucemia severa. Como se puede observar en las figuras, lo anterior
no ocurre en estos sistemas de control en lazo cerrado en parte a que el sistema de
control esta saturado a 140 mU/L. Esto se puede comprobar en la Figura 4.11 la cual
muestra la respuesta del controlador para los diferentes sistemas de control de lazo
cerrado que incluyen una dosis de 500 mg de Metformin. Basados en el desempeio
del sistema, se puede sugiere utilizar preferentemente el control robusto con entrada
subcutanea de insulina K 5¢.

Para probar la robustez del sistema a variaciones paramétricas, el sistema de control
en lazo cerrado con K5¢ fue simulado para variaciones en los parametros de la Tabla
5.1. Las variaciones de los parametros se mantuvieron dentro de los limites
considerados para el disefio del controlador. En cada simulacién se varié un solo
parametro a la vez y la respuesta del sistema de DMT2 en lazo abierto, el sistema de
DMT2 en lazo cerrado con terapia multiple se graficaron simultdneamente. Estas
simulaciones se pueden observar en la Figura 5.12. Es importante mencionar que
ninguno de los parametros del modelo dinamico que describe la referencia fue
modificado.
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Figura 5.12 Prueba de robustez ante variaciones paramétricas del control K5¢. Las
lineas discontinuas rojas y grises muestran las simulaciones del sistema en lazo abierto
del modelo de DMTZ2, y en lazo cerrado con el control K¢ y Metformin, para diversos
valores de los parametros del sistema. La linea negra muestra la referencia de un sujeto
no diabético.

Como se puede observar en la Figura 5.12, para los diferentes valores de parametros
las simulaciones del sistema del modelo de DMT2 sin control varian
considerablemente. Mas aun, al igual que en las simulaciones anteriores, la
concentracion de glucosa de este sistema esta en el rango de hiperglucemia para todo



el tiempo de simulacién. Por otro lado, la variacién entre las diferentes simulaciones
para el sistema de DMT2 en lazo cerrado con terapia multiple es casi imperceptible.
En todas las simulaciones del sistema controlado en terapia multiple el sistema sigue
muy de cerca al valor de la referencia. Lo anterior muestra que el sistema permite
alcanzar los objetivos del control de la glucemia a pesar de las variaciones
paramétricas del sistema.

Con base en los resultados de la implementacion in silico se muestra que el problema
de control para T2DM es solucionable usando la teoria H, para ambas rutas,
intravenosa y subcutdnea. Mas adn, se muestra que la terapia combinada de
Metformin con insulina es la que logra los mejores resultados ya que permite que el
modelo de DMT2 se comporte lo mas similar posible al modelo del paciente no
diabético a pesar de perturbaciones y variaciones paramétricas de la planta. De todos
los controladores propuestos, basados en su desempefio se sugiere utilizar
preferentemente el control K 5¢.
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Capitulo 6
Conclusion y trabajo futuro.

En las secciones anteriores se llevaron a cabo los tres objetivos especificos:
desarrollar un modelo matematico que emula la dindmica de la glucemia en la
DMT2, interconectar este modelo con un modelo PKPD para emular el efecto de
una dosis fija de Metformin y desarrollar un control robusto que permita
determinar la dosis de insulina necesaria para lograr los objetivos del control de
la glucemia en DMT2 considerando una terapia multiple con Metformin. Como
resultado de estos tres objetivos especificos se concluyé con éxito el objetivo
general de esta investigacion. En esta seccion se realizardn unas breves
conclusiones sobre cada uno de estos objetivos y finalmente se mencionaran
algunas cuestiones del trabajo que podrian ser abordadas a futuro.

6.1. Conclusiones

El ajuste de las rutas metabdlicas sensibles permitié reproducir aceptablemente la
fisiopatologia de la DMT2. Numéricamente, el modelo de DMT2 emula los datos
clinicos ante perturbaciones debidas al suministro intravenoso de glucosa y la ingesta
de glucosa. El ajuste individual, utilizando datos clinicos de entrada-salida del érgano
de interés, permiti6 preservar su sentido fisiolégico. Esto establecié una contribucion
con respecto a lo presentado por Vahidi et al, en donde no se asegura la
correspondencia fisioldgica de las rutas que fueron ajustadas mediante una técnica de
optimizacién no lineal a un Unico conjunto de datos de un solo experimento clinico
[37].

El modelo resultante (modelo de DMT2) esta basado en la técnica de modelado PKPD
y las rutas metabodlicas que son blanco de Metformin son consideradas como
funciones algebraicas. Por lo anterior, la interconexiéon de este modelo con el modelo
PKPD de Metformin fue directa. Nuevamente, una técnica de ajuste se utilizoé para
determinar la tasa de aparicion de Metformin al cuerpo para una dosis de 500 mg.



Tras lo anterior, la interconexion del modelo PKPD de Metformin con el modelo de
DMT?2 permitié emular con suficiente precision la dindmica de la glucosa bajo el efecto
de 500 mg de Metformin oral.

Utilizando el modelo anterior como planta a controlar, se sintetizaron controladores
nominales y robustos de orden reducido para regular la glucemia de un paciente con
DMT2 mediante la técnica de control H.. Estos controladores se desarrollaron
considerando ya sea un suministro intravenoso o subcutaneo de insulina. Todos los
controladores resolvieron el problema de seguimiento a una referencia que
corresponde a la dinamica de la glucemia de un sujeto no diabético. Tanto el control
nominal como robusto rechazaron perturbaciones debidas a la ingesta de alimento.

Aunque el control fue desarrollado tomando como planta a un sistema linealizado
alrededor de un punto de operacion, el controlador mostré funcionar de manera
adecuada sobre la planta no lineal y comenzando con una condicidn inicial alejada del
punto de linealizacién. Mas atn, aunque los controladores probados fueron de orden
reducido, estos mostraron ser capaces de resolver el problema de seguimiento a pesar
de perturbaciones debidas a la ingesta de alimento.

Finalmente se puede decir que utilizando la teoria de control H,, el problema de la
regulaciéon automatica de la glucosa en pacientes con T2DM es solucionable para
ambas rutas de suministro de insulina, intravenosa y subcutanea. Mas audn, de las
posibles terapias para la regulacion de la glucemia en la DMT2 que incluyen
Metformin e Insulina, la terapia combinada es la opcion mas efectiva ya que tiene el
menor error de seguimiento y menor accion de control.

6.2. Trabajo futuro.

Si bien el objetivo de esta investigacion fue alcanzado con éxito, durante su desarrollo
surgieron una serie de ideas que pueden permitir mejorar los alcances o el impacto de
esta investigacion. Con respecto al modelado de la glucemia en la DMT2 se sugiere
incluir el efecto de otras hormonas contra-regulatorias como la hormona de
crecimiento, el cortisol o la adrenalina. Mas aun, dado que la DMT2 se presenta
mayormente en personas con obesidad deberia incluirse en el modelo el efecto sobre
la glucemia del aumento de los acidos grasos libres en el cuerpo. Con respecto al
modelo PKPD y su interconexion con el modelo de DMT2 la primera idea a futuro es la
de generar nuevas funciones algebraicas que permitan capturar la PK a diferentes



dosis de Metformin. Mas adn, queda como trabajo futuro considerar incluir efectos
PKPD de otros HO utilizados para el tratamiento de la diabetes, por ejemplo, las
glitazonas.

Finalmente, con respecto al control quedan diversas preguntas abiertas que pudieran
abordarse en trabajos futuros. Por ejemplo, un trabajo que permitiria extender estos
resultados seria encontrar un control robusto para una familia de plantas que
extienda el rango de variacion de los parametros de sensibilidad, o también
desarrollar un control que considere multiples entradas y que permita regular la
glucemia considerando un suministro continuo de insulina y un suministro continuo
de Metformin intravenoso. Mas aun, teniendo el control desarrollado y probado
mediante simulaciones un siguiente paso seria realizar la implementacién fisica junto
a un sensor y una bomba de insulina. Agregando la seguridad necesaria, este tipo de
dispositivos podria ser utilizados con éxito para el control estricto de la glucemia de
un paciente con DMT2 que requiera ser hospitalizado para un pre o post-operatorio.
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Mathematical model of blood
glucose dynamics by emulating
the pathophysiology of glucose
metabolism in type 2 diabetes
mellitus

Nelida Elizabeth Lépez-Palau®? & José Manuel Olais-Govea®*™

Mathematical modelling has established itself as a theoretical tool to understand fundamental
aspects of a variety of medical-biological phenomena. The predictive power of mathematical models
on some chronic conditions has been helpful in its proper prevention, diagnosis, and treatment.
Such is the case of the modelling of glycaemic dynamics in type 2 diabetes mellitus (T2DM),

whose physiology-based mathematical models have captured the metabolic abnormalities of this
disease. Through a physiology-based pharmacokinetic-pharmacodynamic approach, this work
addresses a mathematical model whose structure starts from a model of blood glucose dynamics in
healthy humans. This proposal is capable of emulating the pathophysiology of T2DM metabolism,
including the effect of gastric emptying and insulin enhancing effect due to incretin hormones. The
incorporation of these effects lies in the implemented methodology since the mathematical functions
that represent metabolic rates, with a relevant contribution to hyperglycaemia, are adjusting
individually to the clinical data of patients with T2DM. Numerically, the resulting model successfully
simulates a scheduled graded intravenous glucose test and oral glucose tolerance tests at different
doses. The comparison between simulations and clinical data shows an acceptable description of the
blood glucose dynamics in T2DM. It opens the possibility of using this model to develop model-based
controllers for the regulation of blood glucose in T2DM.

For some decades, mathematical models have been used in biological sciences to understand diverse aspects
of diabetes mellitus (DM)'. For example, DM progression®?, diagnostic test evaluations®*, long-term micro and
macrovascular complications®’, and blood glucose dynamics®'’, among others, have been modeled. Particularly,
mathematical models to emulate blood glucose dynamics in DM have been classified, according to the complexity
of their description, in two major groups''. The first group considers the whole-body models developed under a
pharmacokinetic-pharmacodynamic (PKPD) approach, which is characterized by being structurally simple with
a limited physiological interpretation. The second group considers the physiological based PKPD (PB-PKPD)
models, which mathematically describe the physiological interactions between different subsystems of the human
body. Due to its structural simplicity, most of the models in the literature are PKPD'. Although these models
are widely used, they do not include most of the processes responsible for glucose homeostasis. Hence, its use to
model complex processes in DM, such as the DM pathophysiology, is limited and, it induces a trend toward the
development of PB-PKPD models'. These models have focused on emulating the metabolic processes involved
in glucose homeostasis, and are usually organ-based. Moreover, the PB-PKPD models of blood glucose dynam-
ics in type 1 DM (T1DM) have been useful to synthesize model-based controllers for blood glucose regulation
in TIDM'?"!%, However, type 2 DM (T2DM) affects multiple subsystems of the body and, consequently, the
mathematical representation of the metabolic abnormalities in T2DM is challenging'’.
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One of the most widely used PB-PKPD models was performed by Sorensen'’. This organ-based compartmen-
tal model emulates the blood glucose dynamics of a healthy human by considering the main glucose metabolic
rates as mathematical functions. In this model, each mathematical function was individually fitted to a set of
clinical data of healthy people where the metabolic response of the patients was measured for different stimuli
Then, the physiology of the main metabolic rates of a healthy human body was mathematically reproduced.
Although Sorensen’s model is quite robust, it has some limitations. For instance, the model does not include
blood glucose and insulin dynamics in the pancreas. Instead, a single function representing the pancreatic insulin
release rate is connected to the bloodstream. The above does not represent the physiology of the human body.
In addition, the model does not consider the effect of gastric emptying. Therefore, the blood glucose dynamics
after oral glucose intake, and the potentiating-insulin effect of the incretin hormones cannot be reproduced.

An extension of the Sorensen’s model, which covers its main limitations, was proposed by Alverhag and
Martin’. Thus, the model included two ordinary differential equations (ODE) to quantify, through mass balance,
the time-variation of the blood glucose and insulin in the pancreas. Additionally, the gastric emptying process,
and the enhancing effect on insulin due to the incretin hormones were included by considering two new sub-
system attached to the model. Furthermore, Alverhag and Martin hypothesize that a model of the blood glucose
dynamics in T2DM can be developed by identifying the parameters of the mathematical functions representing
the metabolic rates related to the pathophysiology of this condition’. Based on the above, Vahidi et al. used a
nonlinear optimization approach to identify some parameters of the Sorensen’s model from a single data set
of an oral glucose tolerance test (OGTT) in T2DM patients®. Even though in this article, the system response
acceptably reproduces the OGTT, the set of identified parameters that minimize the error between clinical data
and the system may not be unique. Therefore, it cannot be assured that the metabolic functions containing the
identified parameters emulate the pathophysiology of the T2DM individually.

Consequently, this article proposes a PB-PKPD model of the blood glucose dynamics in T2DM, where some
mathematical functions representing metabolic rates of the body, are individually fit to emulate the pathophysi-
ology of the T2DM. Moreover, the effect of the gastric emptying, and the enhancing effect of insulin due to the
incretin hormones are included to reproduce the blood glucose dynamics after oral glucose intake. To achieve
this, the mathematical model of the blood glucose dynamics in a healthy human body, proposed in Alvehag
and Martin®, will be described as a set of 28-dimensional ODE. From the ODE set, the mathematical functions
representing the impaired metabolic rates in T2DM were individually fitted to clinical data of T2DM patients
by using the least-squares method (LSM). The clinical data were taken from several clinical tests where direct
measurements of the tissues or organ response to local changes in solutes concentration were made. The resulting
model was numerically simulated to test its ability to reproduce the blood glucose dynamic in T2DM patients
for different inputs, and initial conditions. Finally, the error between the simulation, and the clinical data of the
T2DM patients is quantified by using a statistical function.

This manuscript is organized as follows: “Methodology" shows the methodology, while the results and discus-
sions are set out in “Results and discussion”. Finally, the article ends with some concluding observations on this
work in “Concluding remarks”. Also, Supplementary information have been included to show the nomenclature
of all the variables and the numerical values of the parameters contained in the equations used throughout the
manuscript.

Methodology
The mathematical model in Alverhag y Martin is a nonlinear dynamic system consisting of four clustered
subsystems®. The subsystems are compartmental representations of the human body, where each compartment
represents an organ or tissue where an important process of mass exchange is carried out. The compartments
are interconnected through the blood flow. Then, by means of a mass balance in the compartments, each of the
subsystems quantifies the concentration of one solute (ie., glucose, insulin, glucagon, or incretins). A detailed
explanation of the system and its nomenclature can be found the Supplementary information.

The system is a set of 28 ODEs composed of nonlinear continuous functions. Therefore, it follows that the
solution of the system (x(£)) exists in a domain I} as long as the initial conditions are in ID. As a methodological
approach in this work, the solution of the system is represented from a state-space theory as the vector:

x = [Gv, Gar, Gu, Gr, Gk, Gpy, Gpr, Go» Gew,
Is, I I, Ixs Ipvs Iops I Iows TV, 0, wg, (1)
Mizep. Mitgys Fo, P, 1, Q. Go, r064]
where x(£) = (x1(£), x2(8),. .., x25(t)) € D € R?®is semidefined positive, which means that it belongs to the set
R%. Using the state definition in Eq. (1), the system is defined as:
() = F(x(); m,n), x(fo) =x0 € (@)}

where the vector field F(x(t); 7r,7) :— R determines the time evolution of x(f) starting at initial condition (xo)
in the initial time (fo), and 7w € IT C R* contains the parameters in the functions representing hemodynamical
processes, while 7 eHC R contains the parameters in the functions representing the metabolic rates of the
system. The parameter values of the system in Eq. (2) can be found in the Supplementary information.

Model simulation and initialization. The mathematical modelin Eq. (2) successfully simulates the blood
glucose dynamics of a healthy human body after intravenous glucose infusion and oral glucose intake®. For the
above, an input to the system is considered containing: (i) a continuous intravenous glucose infusion rate (r7ve),
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which is introduced to the system as an insulin rate in mg-(dL-min)~% and (ii) an oral glucose intake (OGCy),
which is introduced to the system in mg and it is connected to the gastric emptying process (see the Supple-
mentary information). The output of the system (y) is considered as xs = Gpy and x14 = Ipy, whose meaning
concerns to glucose and insulin vascular concentration in peripheral tissues, respectively. The time evolution of
y is used to compare the model simulation with clinical data where the glucose and insulin concentrations are
taken from a blood sample of the patient’s forearm duringa test. For all the simulations, the model in Eq. (2) was
numerically solved by using a variable step in the function ode45 (Dormand-Prince) of MATLAB'". The simula-
tion time was defined as the time length of the clinical trial.

For model initialization, the basal condition x® and xg were computed from the solute concentrations in the
fasting state of the patients. The condition x is determined as the mean fasting glucose and insulin concen-
tration from the blood samples collected over several days, this is xg and xﬁ, respectively. The condition xg is
determined as the fasting glucose and insulin concentrations from a blood sample at time zero of the clinical
test; this is x6(0) and x14(0), respectively. Mathematically, the fasting state has a physiological correspondence
with the steady-state of the system (x*) in Eq. (2), this is:

Fx*;m;m) =0 (3)

then, since interstitial, arterial, and venous concentrations are the same at the steady-state, the peripheral vascular
data for x® and xg are computed from the arterial or venous data. The remaining 26 components of x® and xgare
obtained from the solution of the Eq. (3).

Metabolic rates of the model. The subsystems described in the Supplementary information are coupled
by the functions representing the metabolic rates of the glucose, insulin, glucagon, and incretins. These meta-
bolic rates are mathematically modeled as constant or linear functions of the mass accumulation in the compart-
ments; or multiplicative functions of the metabolic basal rate. Specifically, the metabolic rates in the glucose, and
glucagon subsystems are multiplicative functions with the following general form:

r=MMM"r® @)
where 8 represents the basal value of the metabolic rate r, and each M is the isolated effect of the normalized
concentration of glucose (M), insulin (M?), and glucagon (M") of the normalized metabolic rate (rY = r/rE).
The above implies that M® = M? = M" = 1 when the glucose, insulin, and glucagon are basal, thereforer = 5.
To represent the characteristic sigmoidal non-linearities of biological data correlations, excepting the isolated
effects that are states of the system in Eq. (2) (i.e., Migpand Mlygp), all the isolated effects are hyperbolic tangent
functions of some normalized component of the state, this is:

MGy = g, -+, tanh (g, (7 + 73,)) 5)

where x{v = xg/xiB fori ¢ {1,2,...28}, and Dji>Njgs-- >N € H with ji,j2...j4 € N < 67 are dimensionless

parameters. A list containing the nominal values of the 7y parameters can be found in the Supplementary infor-
mation. Using these values, the system in Eq. (2) simulates the blood glucose dynamics after an intravenous
glucose infusion or an oral glucose intake in a healthy human body’. For the mathematical modelling of the
blood glucose dynamics of T2DM, the pathophysiology of T2DM must be emulated by modifying the value of
the parameters of the functions representing the metabolic rates responsible of the characteristic hyperglycaemia.
The above will be described in “Curve fitting”

Curvefitting. For decades, different studies have identified the metabolic problems associated with the pro-
gression of T2DM in healthy humans'*?°. It has been found that these problems are related to the metabolism of
fats, and carbohydrates'®?". The metabolism of this latter is the object of study in this work.

Mainly, the pathophysiology of the T2DM is characterized by'* (i) insulin resistance, defined as an impaired
effect of insulin on glucose uptake by peripheral tissues, (ii) excessive hepatic glucose production, due to acceler-
ated gluconeogenesis, and (iii) B-cell dysfunction, represented by an impaired pancreatic insulin release. Then,
the mathematical functions of the system in Eq. (2) modelling the aforementioned metabolic rates are: the effect
of insulin in peripheral glucose uptake (i.e., Mk, the effect of glucose, insulin, and glucagon on the hepatic
glucose production (i.e., MGqp, Mg%P and Myp, respectively), and the pancreatic insulin release (i.e., rprp).
Since a small variation in the parameters of the after-mentioned metabolic rates results in a variation of the solute
concentrations in the model, in the following sections, the terminology of the sensitivity analysis from Khalil
will be adopted?!. Therefore, the above metabolic rates will be called sensitive metabolic rates.

In what it follows, the sensitive metabolic rates were selected to fit the clinical data of T2DM patients. Explic-
itly, the fitting of rprp is supported by several clinical tests where a decrease of the first phase of pancreatic insulin
release in patients with T2DM is exhibited??-?%. The above is consistent with the early proposal to induce a partial
impairment on insulin release from the labil compartment, in order to decrease the first phase of insulin release
in T2DM patients®’. Due to the above, the functions representing the first phase of insulin release (X and Py.),
and the time-variation of the amount of labile insulin ready to be released, were studied by a sensitivity analysis
as in Khalil’! to select the parameters that show a major contribution to the sensitivity on solution x(; 7, 7).
The selected parameters were identified from the clinical data of T2DM patients. The rest of the parameters
remained unaltered.

Static and dynamic fitting approach. To solve the parameter fitting problem, two things are required:
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Rate Conditions

'The glucose concentration was maintained in its basal state by a §lucose damp (i.e., M§s;, = 1). The above allows to observe the
Ml | isolated effect of insulin in the peripheral glucose uptake (i.e., M};;) by knowing the normalized value of the peripheral glucose
uptake (i.e., 'ycv = 16U [Tpgy)

Somatostatin was administered to block the endogenous release of insulin, and glucagon. Exogenous insulin, and glucagon
replacements were introduced to the patients to maintain them in their basal state (i.e.,M};GP = 1,x1 = 3 ). The above allows

G
Mgep | to observe the isolated effect of glucose on the hepatic glucose production (i.e., M5p) by knowing the normalized value of hepatic
glucose production (i.e.,rgGP = rggp/rgsp)
M Glucose concentration was maintained at basal state by means of a glucose damp. The above allows to observe the isolated effect of
HGP | insulin in the hepatic glucose production after a stabilization time (i.e., M?GP)
Somatostatin was administered to block the endogenous release of insulin, and glucagon. Exogenous insulin, and glucose replace-
o ments were introduced to the patients to maintain them in their basal state by means of a glucose damp (i.e, Mg = 1, x3 = x3;
Mpgp | ). The above allows to observe the isolated effect of glucagon on the hepatic glucose production (i.e., My;5) by knowing the

normalized value of hepatic glucose production (Le.,rgcp = 7HGP/7jB{GP)

Table 1. Conditions of the clinical test and its interpretation in the mathematical model. The clinical data
from the studies that fulfill the criteria in the table were used to fit the isolated effects of the sensitive metabolic
rates of the model.

1. A setof clinical data in T2DM patients.
2. A mathematical method to fit such data to the function representing the sensitive metabolic rates.

The set of clinical data used for the isolated effects fitting was obtained from selected clinical tests of T2DM
patients. The conditions of each one of the selected articles are consistent with those originally considered for
mathematical modeling in Ref.!’. These conditions are compiled in Table 1. In the selected articles, the clinical
data was taken from a set 1 of individual with no other significant medical history than T2DM. Nevertheless,
for curves fitting, we used the reported mean value of the tissue/organ response to local changes in the solute
concentration of the 1y subjects. Originally, to mathematically model the metabolic rate rpr, Grodsky obtained
data from a graded glucose step-response with the isolated perfused pancreas in rats?*. Since it is impossible to
obtain this data from humans, the selected parameters of this metabolic rate were identified using clinical data
from an input-output approach of the system, in Eq. (2). The data were taken from an OGTT in DeFronzo et al.%%,
where the plasma glucose and insulin response to oral intake were measured in nine T2DM subjects after the
consumption of 1 g/kg-body weight of oral glucose.

The mathematical method used to fit the functions to clinical data is the least squares (LSM). In general, the
LSM lies that the following relation is fulfilled?”:

y =g(z,0) (6)

where z, and j are vectors containing # observations, and § € RP*1is a vector of p unknown parameters of the
sensitive metabolic rate. To estimate € the # values of g are computed for all z. Then, & is the estimation of the
vector of parameters corresponding to # that minimizes the residual sum of squares of an objective function Q(#)
over some feasible the vector of parameters § > 0 C ©. The isolated effects of the sensitive metabolic rates were
fitted to clinical data by a static approach of the LSM. After that, a dynamical approach of the LMS was used to
identify the parameters of the rprp function. In what follows, both approaches will be described.

In the static approach, the unknown parameters from the Eq. (5) are grouped as & = [, 1, %> 1js 7. The
vector € is estimated with an iterative process using the following objective function:

n

QO =Y (e — Mz 8))* @)

k=1

where yy is clinical data of the mean of the normalized metabolic rate in T2DM patients respect its basal value
in Ref?, and z; is the clinical data of the mean of the normalized solute concentration taken from the forearm.
The minimization of the objective function in Eq. (7) was numerically solved with the function Isqcurvefit of the
optimization toolbox of MATLAB'. The iterative algorithm used to find # was ‘trust-region reflective’ proposed
in Li?®. After fitting, (zy,yy) are graphically compared with the fitted isolated effects functions. Then, the values
of the parameters in 6 were replaced by the values in 8.

In the dynamical approach the selected parameters from rpir were grouped as 6 = [13,, 1 ;5 Mig> Nie» ms]T
with I1,52,...1s € N < 67. The vector & was estimated with an iterative process using the following objective

function:
2 — A0\’ ~ ftzd) )\
Q(@):z((m {Vllm )> +<m izz(zk >>) -

k=1

where y13, and y;j, are the clinical data obtained from the mean of glucose and insulin concentrations, respec-
tively, taken at the z; time, the weights wyand w; are the mean of the basal glucose, and insulin concentrations,
respectively; and fi = x¢(z1,6), f» = x14(z1, &) were obtained from the model simulation. The above clinical data
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was taken from DeFronzo et al.%’. The LSM problem in Eq. (8) was numerically solved using the function fmincon
of the optimization toolbox of MATLAB'® with the iterative algorithm ‘interior-point. After the identification of
the parameters of rpzp, the values in & (from the static, and dynamical approach) were replaced by € in order to
emulate the pathophysiology of T2DM. Hereinafter, the resulting model is called T2DM model.

Comparison of the T2DM model with clinical data. The T2DM model was numerically simulated for
comparison with a clinical test in T2DM where the blood glucose dynamics is observed after different stimuli.
Considering that the route of glucose entry into the body plays an essential role overall glucose homeostasis®®,
the T2DM model was simulated for the following test: (i) a programmed graded intravenous glucose infusion
test (PGIGI) to account for the rapid response of the intravenous infusions, and (ii) an OGTT considering a dose
of 50 g of glucose (50 g-OGTT), and a dose of 75 g of glucose (75 g-OGTT) to account for blood glucose changes
due to the gastric emptying process, and the effects of the incretin.

The clinical data used to compare the DMT2 model with a PGIGI test was obtained from Carperntier et al.?’.
In this test, the glucose was administered intravenously in a total of 7 subjects with DMT2 (i.e., np =7). Math-
ematically, this is that the glucose was supplied through rry¢ while OGCy = 0. The duration of the test was
270 min distributed as follows: a basal sampling period was considered were rryg = 0 from 0 to 30 min, after
this, the steps of intravenous glucose infusion were introduced as r7vg = 1,2,3,4,6, and 8 mg (dL min)~! for
a period of 40 min each one. The conditions for model simulation were va = Gpy(0) = 157.5mg dL7%, and
IF, = Ipy(0) = 13.02mU L%

The clinical data used to compare the DMT2 model with an OGTT was obtained from Firth et al.*, and
Mari et al.®!. In these test, 50 and 75 g of oral glucose was consumed by a total of 13 and 46 subjects with DMT2,
respectively (i.e., np = 13 ornp = 46). Mathematically, this is that the glucose was supplied through OGCo while
rrve = 0. For the OGTT, the duration of the simulation was 180 min. The conditions for model simulation
were 0GCq =50,000 mg, G&, = Gpy(0) = 185mg dL~Y, and I}, = Ipy(0) = 14 mU L, for the 50 g-OGTT.
Further, the conditions for model simulation were OGCy =75,000 mg, va = Gpy(0) = 176 mg dL™}, and
I§, = Iy (0) = 112 mU L%, for the 75 g-OGTT.

The difference between the clinical data, and the model simulation was quantified with the following statisti-
cal expression:

©

whereS, = 37, (x4(£;) — G(£;))? and G is the glucose concentration taken from the T2DM patients at the time
t;. All the clinical tests were different from those used for parameter fitting.

Declarations. The source of clinical data was obtained from publicly available sources, namely, recognized
research journals and properly cited through the manuscript. No person was directly involved in this study as a
source of clinical data.

Results and discussion

The clinical data that fulfill the conditions provided in Table 1 were taken from the references grouped in Table 2.
The parameter set & for each isolated effect of the sensitive metabolic rate can be seen in Table 3. Furthermore,
in Fig. 1 it can be found a graphic representation of the curves that fit the isolated effects functions of the sensi-
tive metabolic rates to the clinical data of the Table 1. As can be seen, the curves in Fig. 1 do not necessarily
pass through the point (fo,MN(xg)) = (1,1). This is because the isolated effects of the metabolic rates were
normalized with respect to the basal value of the metabolic rates in Alverhag and Martin®, which correspond to
a mathematical model of the blood glucose dynamics in a healthy human body. The above is justified by the fact
that not all isolated effects of glucose, insulin, or glucagon on a metabolic rate are observed altered in T2DM
patients. Since the metabolic rates are expressed as multiplier factors of the basal metabolic rate, the isolated
effects that have not been observed altered in patients with T2DM will continue to be multiplier factors of the
basal metabolic rate (rF) of a healthy human body.

As can be seen in Fig. 1a the curve corresponding to Mbg; goes close to the point (3%, My (x31)) = (1,1).
The above means that the insulin-stimulated peripheral glucose uptake in a T2DM patient does not differ much
from the one in a healthy human when the fasting hyperglycaemia, and basal insulin concentration are main-
tained in the T2DM patient. This characteristic of the T2DM has been previously reported in several articles-%.
In contrast, as can be seen in Fig. 1b, for x}' = 1, the value of M§; is higher than one. Considering basal hyper-
glycaemia, it means that the hepatic glucose production is higher in T2DM patients compared to that observed
in healthy humans. The above has been previously reported by various articles where the effect of glucose on the
hepatic glucose production rate was verified for healthy control subjects, and T2DM patients. Hawkins et al.>¢
have associated this increase with accelerated gluconeogenesis since glycolysis is normal for healthy subjects and
diabetic subjects. Besides, Mevorach et al.*’ report that this inefficient suppression is due toa deficient inhibition
of glucose-6-phosphatase activity and/or lack of inhibition of glucose-6-phosphate formation.

The characteristic hepatic insulin resistance of the T2DM is evident in Fig. 1b,c. This can be observed in the
behavior of the curves for high values of the solute concentration, where the hepatic glucose production can
not be suppressed entirely despite significant increment of the normalized glucose and insulin concentration
in the liver. The above is consistent with clinical evidence where the blood glucose has an impaired ability to
inhibit the hepatic glucose production at basal insulin and glucagon concentrations in T2DM'**%%7; and the
insulin concentration is ineffective to suppress the hepatic glucose production at basal glucose and glucagon
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Rate References np
DeFronzo et al** 9
Vaagetal® 12

Mpgy | Kellyand Mandarino® | 15
Capaldo et al** 6
Kalant et al.* 11
Hawkins etal.” 10
Mevorach etal *” 9

M
Nielsen et al.*” 9
Del Prato etal.® 9
Stachr et al.* 10
Groopetal*® 9
Campbell et al.** 14

Mg;%? Baron et al.#! 10
DeFronzo et al.** 9
Revers etal.* 10
DeFronzo etal* 38

- Matsuda et al.* 8

MEe

HGP | Baron etal. 4! 10

Table 2. References of the clinical studies. The table shows the set of references containing the clinical data
used to fit the isolated effects of the sensitive metabolic rates. Column 71, indicates the number of patients
analyzed in each reported clinical study according to the reference in the central column of the table. The
proposed parametric adjustment results from taking the means of each set of 1, patients.

Mz, 0) §

Mgy (41,6) (7.9869,7.2537,0.4852, —5.2518]
MEep (', 8) [1.0720, —1.0064, 0.8712, —1.4930]
Migp (), ) [0.3240, —0.2020, 0.7625, —3.6977]
M}, 9) [0,1.495,0.6773, —0.0469)

Table 3. Vector of fitted parameters from the static approach. The table shows the parameter values that
minimize the residual sum of squares of the objective function for the different isolated effects.

concentrations in T2DM?$%*-%_ Finally, the role of glucagon in hepatic glucose production in T2DM patients
can be seenin Fig. 1d. In this graphical representation, the behavior of the function My is consistent with the
clinical data of patients with T2DM*"%. Then, it follows that by fitting the isolated effect functions to the clinical
data, it is possible to individually emulate the pathophysiology of the T2DM.

After isolated effects fitting, a parameter set containing the parameters of rpry that shows a greater contribu-
tion to the sensitivity on the solution x(#; 77, 7o) was selected. From the sensitive analysis, the selected set of
parameters was & = (3¢, 739, 740,742,744, 745 | . The values of & that minimize the objective function in Eq. (8)
can be seen in Table 4.

Once the nominal values of the parameters are replaced by those in & of Tables 3, and 4, the system simulates
the response toa 70 g-OGT'T. The results of the simulation, and its comparison with clinical data from DeFronzo
etal.? can be seen in Fig. 2. As can be seen there, is an acceptable approximation of the simulation curve to the
clinical data. Moreover, during almost all the simulation time, the model output remains within the bars of the
standard error. It should be noted that even when y13, and ys; have different orders of magnitude, the emulation
of both blood glucose and insulin was successfully achieved. This is mainly due to the addition of weight func-
tions of weights in the objective function of the Eq. (8).

As noted in “Methodology”, since there is no clinical data of the individual response of rprr measured against
different stimuli, the dynamic approach used to fit rprp is based on nonlinear optimization. As a result, the set of
values obtained minimizes the objective function of the Eq. (8), nevertheless, it cannot be assured that the patho-
physiology of the pancreatic insulin secretion in T2DM is individually emulated. However, due to the individual
fitting of the isolated effects, the number of parameters to be identified by a dynamic approach is minimal. A
proposal to avoid the above is to replace the pancreatic insulin subsystem with a model of the pancreas whose
pathophysiology could be described by a set of clinical data of patients with DMT?2.

After the metabolic rates fitting the resulting model (i.e., T2DM model) was simulated and compared with
clinical data. In Fig. 3, it can be seen the T2DM model response for the PGIGI test, and the clinical data from Car-
pentier et al.%’. As can be seen, the simulation of the T2DM model is not significantly different from the reported
clinical data. Moreover, the absolute of the maximum difference between simulation, and the clinical data is 9.4
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Figure 1. Isolated effects fitting to clinical data. In these plots the solid line represents the isolated effects
functions (a) MéGU, (b) Mgcp, (c) M‘f{"%P, and (d) M EOGP fitted to the clinical data from T2DM patients. Each
symbol represents the mean measured value of the tissue/organ response to a local change on the solute
concentration, from sy subjects. For these metabolic rates, the fitting approach was static.

Flz.6) 8 = D136, 730, 71405 142> 44> sl
x(t,6)

[3.2717, 2.8504, 0.9330, 0.0867, 7.6707, 0.0565]

214(t,0)

Table 4. Vector of identified parameters from the dynamical approach. The table shows the parameter values
that minimize the residual sum of squares of the objective function for the sensitive metabolic rate rpzz.
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Figure 2. Graphical result of rpzp fitting to the clinical data. In these plots the solid line represents the variation
of the (a) glucose or (b) insulin concentration in the peripheral compartment of the T2DM model. The symbols
represent the mean+SEM value of the solute from the 51, subjects. These data were taken from DeFronzo et al.
where a70 g-OGTT was performed?. For the simulation it was considered a consumption of 70 g of glucose

at time equal to zero. The rprp parameters are those whom minimized the objective function from the dynamic
fitting approach.
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Figure 3. Simulation of a PGIGI test. In this plot the solid line represents the simulation of the blood glucose
in the peripheral compartment of the T2DM model. The symbols represent the mean+SEM value of solute from
the 5y subjects. These data were taken from Carpentier et al. where a PGIGI test was performed?.

mg dL~L. This is consistent with the obtained statistical value o = 5.37 mg dL~ for this test. It follows that the
T2DM model can reproduce the step response of the blood glucose due to an intravenous glucose infusion input.

Figure 4 shows the T2DM model response of the OGT'T for different doses. Similarly to the observed clinical
data, the model response xg rises to a maximum peak approximately at 80 min after the stimulus of 50 gand 75 g.
The statistical value o for the 50 and 75 g-OGTT is 16.84 mg dL ™%, and 13 mg dL~, respectively. As can be seen,
after oral glucose intake, the response of the model for the OGT'T test is relatively slow, showing a maximum
peak at approximately 80 min after glucose stimulation. Compared with the results of the PGIGI, the increase in
glycaemia inthe OGTT is slower. This is because of the digestion process, after an oral glucose intake, induces a
delay proportional to the glucose appearance rate in the gut. Furthermore, as can be seen in Figs. 2, 3 and 4 the
basal blood glucose is slightly elevated compared to the concentration of a healthy subject.

According to the World Health Organization guidance for diagnostic tests of DM, a fasting glucose concen-
tration >126 mg dL~!is characteristic of DM*. Moreover, the patients with this impaired blood glucose should
undergo by a formal 75 g-OGTT for DM diagnosis®’. A representation of this test can be seen in Fig. 4 where
after two-hour postload glucose the dotted curve had shown a glucose concentration >140 mg dL™%. This is a
characteristic behavior of DMT2 that contrasts with that of a healthy subject, where the normal homeostatic
glucose process results in a concentration of less than 140 mg dL ™! after 2 h of the glucose intake.
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Figure 4. Simulation of 25 gand 75 g-OGTT. In this plot the solid and dashed lines represent the simulation
of the blood glucose in the peripheral compartment of the T2DM model during a 25 g and 75 g-OGTT,
respectively. The symbols represent the mean value of solute from the n subjects. Particularly, the triangles
represent the mean +SEM. The data for the 25 g and 75 g-OGT'T were taken from Mari et al., and Firth et al.,
respectively.

Based on the values of the o function, it can be concluded that the model emulates with acceptable precision
what is reported in the clinical data for PGIGI, and OGTT. However, this model considers only the carbohydrate
metabolism but not fat, and protein metabolism. Therefore, the effect of free fatty acids, and the physiology
related to amino acids level on blood glucose dynamics are not included. Besides, the model does not consider the
counter-regulatory effect of growth hormones, adrenaline, or cortisol. Nevertheless, the above can be considered
later in the model by adding other subsystems for the free fatty acids dynamics, and other metabolic functions
to consider the effect of the missing hormones.

Concluding remarks

The main contribution of this article was derivating a model for T2DM, including physiological features to emu-
late blood glucose dynamics. The modelling departs from a PB-PKPD modelling approach, and the individual
fitting of the sensitive metabolic rates allows us to capture the pathophysiology of the metabolic rates in T2DM.
This methodological procedure enables us to successfully emulate the blood glucose dynamics of T2DM after a
continuous intravenous glucose infusion an oral glucose intake. As convincing numerical evidence of the above,
Figs. 3 and 4 show to what extent the T2DM model predicts the clinical data.

The individual fitting of the sensitive metabolic rates to clinical data ensures that the pathophysiology of
T2DM is preserved, such that diverse scenarios might be predicted. For instance, this model can be used to
determine appropriate oral therapy for blood glucose regulation by connecting a PKPD model of a hypogly-
caemic drug (e.g., sulfonylureas, biguanides, thiazolidinediones, among others). Such is the case of metformin
therapy, where the target metabolic rates were modified by adding a multiplicative factor inrgep, rpeu, and reey
4 Similarly, the mathematical model we present lights up some complementarity to other research approaches.
For example, the recent finding in improved glucose metabolism due to continued treatment with deuterium-
depleted water (DDW) content in patients with T2DM* could be emulated with an organ-based model. Again, it
is feasible to consider a multiplicative factor to the metabolic rate rpgrr to reproduce the alteration on peripheral
glucose disposal, as indicated in some clinical researches?. Furthermore, this model can be used to develop a
feedback model-based controllers for blood glucose regulation in T2DM patients. This idea triggers the possibility
to achieve the normoglycaemia by means of single or combined therapy of oral hypoglycaemic agents with an
exogenous insulin input connected to r7y7. Finally, as a consequence of its mathematical structure, it is possible
to consider structured or unstructured uncertainties in the described physiological-based model. Therefore, we
can employ robust control techniques such as He,, theory.
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In the commented paper, Vahidi et al. developed a mathematical model of blood glucose dynamics in type 11
diabetes mellitus by using a compartmental physiological model proposed for a healthy human body. Although
we recognize their manuseript as an outstanding contribution, in this comment we discuss some points of the
article whose variations concerning the original modcl are not justified by the authors. Finally, for the sake of
promoting the practical use of the mathematical model provided by the authors, we carefully enclosed a list of
mismatches that must be consider for a proper model simulation.

1. Introduction

We read with great interest the article “Developing a physiological
model for type I diabetes mellitus” published in the Biochemical En-
gineering Journal 55 (2011): 7-16 (Authors: O. Vahidi, K. E. Kwok, R. B.
Gopaluni and L. Sun) [1]. In this article, the authors developed a
mathematical model of the blood glucose dynamics in type II diabetes
mellitus. Their proposal is based on the structure of the compartmental
physiological model published by Sorensen [2]. The authors’ contribu-
tion is outstanding, as it is one of the few references that describes the
dynamics of blood glucose in patients with type II diabetes. In this sense,
we highly appreciate these efforts on the subject. For this reason, we
consider it fair to comment on some points of the article whose varia-
tions concerning the reference of the original model are not justified.

2. Discussion

The original model used by the authors describes blood glucose dy-
namics in a healthy 70 kg subject. Their methodological route was to use
available clinical data from patients with type II diabetes mellitus, to
estimate some parameters of the Sorensen model through a nonlinear
optimization method. The motivation behind this estimate is to repro-
duce the malfunction of different organs, which causes the characteristic
hyperglycemia of type 1l diabetes mellitus. Based on clinical reports, the
authors selected the following 16 parameters for estimation [1]: (a) 4
parameters in both the insulin multipliers in the peripheral glucose
uptake (Mhg,) and the hepatic glucose production (Mig,), (b) 4 pa-
rameters of the glucose multiplier in the hepatic glucose uptake (M§;,.),
(c) 2 parameters in the insulin multiplier in the hepatic glucose uptake
(M) and, (d) 2 parameters of the insulin secretion rate (i.e. N1 and
N2).

The authors declare that the remaining parameters maintain the
same values as in the original model. With this in mind, we have found
unwarranted changes in some of the equations reported in the article by
Vahidi et al. These changes are listed below:

https://doi.org/10.1016/j.bej 1107769
Received 7 April 2020
Available online 11 September 2020

1369-703X/© 2020 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. The basal rate of hepatic glucose production, ré;, was obtained by
Sorensen through the collection of data from more than 200 studies
where an infusion of [3H — 3]-glucose was used. The resulted value
was 2.2+ 0.1 mg/kg (body weight)/min, that is, the equivalent of
155 mg/min for a person weighing 70 kg. The above was reported by
Sorensen as rf;p = 155 mg/min [2]. Nevertheless, the authors set
rigp = 35 mg/min.

. The glucagon mediation of hepatic glucose production, Mi,, was
defined by Sorensen as the difference between (a) the initial effect of
glucagon on the rate of hepatic glucose production, Mygsp, and (b) the
function representing a degraclation of the maximal response of MLGP
to halfits initial impact from a glucagon step change, f» [2]. Note that
f» corresponds to f in Vahidi et al.. Both functions are dependent on
the value of the normalized plasma glucagon concentration, ' [2].
This normalized variable was defined by the authors simply as I".
Nevertheless, they set M2, and f as dependent on I'/T”, where I'?
represent the basal concentration of I". Therefore, the above induces
an inconsistency in the units of the equations.

. The rate of kidney glucose excretion, rgge, was originally modeled
through a compromise between the rate at which glucose is filtered,
excreted and reabsorbed by the kidneys. The above resulted in a
piecewise function with a crossover at 460 mg/dl as follows [2]:

N

w

71+ 71tanh(0.11{Gy — 460)) 0 < Gy < 460
TKGE = - (€3]

—330 + 0.872Gx Gg > 460

However, the authors only reported the hyperbolic tangent function
of rggr in Eq. (1) for the entire domain of the function.

. The kidney insulin clearance, rgic, was originally defined as a func-
tion of the concentration of arterial insulin, Iy; [2]. Nevertheless, the
authors arbitrarily defined ri¢ as a function of the concentration of
insulin in the kidneys, Ix.
The rate of pancreatic glucagon release, rprg, was defined as the
product of the basal rate of pancreatic glucagon release, r5, and the
isolated effects of insulin and glucose on the pancreatic glucagon
release in plasma, (i.e. MS, and ML, respectively) [2]. However,

N

&
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instead rj, the authors wrote M3, This term is not defined within
the manuscript.

. The multiplicative effect of glucose and insulin on the rate of
pancreatic glucagon release, M., and My, respectively, were fitted
to clinical data by a least square method. From the above, the
resulting functions were defined by Sorensen as [2]:

o

Mg = 2.93 — 2.10tanh(4.18(G / GE — 0.61)) @

Mg = 1.31 — 0.61tank(1.06(Iz /I, — 0.47)) 3)

However, the authors arbitrarily exchanged all the parameters in Eq. (2)

for those in Eq. iy
7. The authors state that the natural effect of the hepatic glucose pro-
duction is to decrease when the normalized insulin concentration in
the liver is greater than 1 [1]. The above is shown in Fig. 6b of its
manuscript. Nevertheless, to reproduce this graph, the long term

effect of insulin on the rate of hepatic glucose production, My, has
to be considered with a minus sign on the hyperbolic tangent. This is:

Mgz = 0.691 — 0.6261ank(0.998(I; /12 — 1.54)) “

Otherwise, the behavior of the liver would be the opposite of what was
reported by the authors.

Beyond the equation discrepancies, we consider that in order to
properly reproduce and understand the information proposed in the
manuscript, it is necessary to consider the following:

(5) The rate of pancreatic insulin release, rpg, was modeled by Sor-
ensen in terms of a multipliative scaling of the basal secretion
rate, r8;. However, the authors did not include any equations in
the manuscript to explain this relationship. In order to promote
the practical use of the model, the following equations should be

considered:
= S ®
§Y = 5(Gy) /5(GR) ©
= QUL f0.6 — OhTs — Ol %)

(6) InVahidi etal. Fig. 6b the vertical axis is not corresponding to the
mathematical information and the captions. Taking into account
the information in the figure and what was mentioned in the
article by the authors, the label “Insulin multiplier in Hepatic

Biochemical Engineering Journal 164 (2020) 107769

Glucose Production Rate” must be “Insulin multiplier in Hepatic
Glucose Uptake Rate”.

3. Conclusion

It is essential to bear in mind that when considering the corrections
listed above, it is possible to reproduce the dynamic physiological model
for type II diabetic patients based on a previous model proposed by
Sorensen for normal subjects. Otherwise, it would not be possible to
retrieve in the computer simulations the abnormalities associated with
patients with type II diabetes as well as a response that is clinically
consistent with their physiological response.
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Abstract: Scveral studies have shown that an adequate therapy for glycemic control in patients
with type 2 diabetes mellitus (12DM) can delay or prevent complications derived from this
condition. To achieve the control objectives an adequate therapy should be performed by using
insulin alone or in combination with an oral hypoglycemic agent. How ; point of
glycemic control is to determine the amount of insulin to be delivered. In order to achieve the
above diflerent strategies have been proposed, one ol them is the design ol feedback control
algorithms. In this article a robust feedback control algorithm of glycemia in T2DM was
designed. The algorithm determines the continuous insulin infusion to be delivered to maintain
normoglycemia considering a combined therapy with a dose of metformin. The problem approach
was to find a controller that minimized in the sense of the I7,, norm: %) the difference between
the glyeemia of a T2DM patient and a healthy subject (tracking problem) and ) the effect of
disturbances due to glicose intake and noise from a glicose sensor.

© 2018, IFAC {International Federation of Automatic Control) Hosting by BElsevier Ltd. All rights reserved.

Keywords: Robust control, Dynamic modelling, Closed-loop Control, Biomedical systems,
Pharmacokinetic-Pharmacodynamic modelling.

1. INTRODUCTION

In a healthy human body insulin and glucagon are released
into the blood in response to rising and falling glucose
concentration (ze. glycemia), respectively (Guyton and
IIall, 2006). When these processes do not work properly
and the homeostatic balance is disrupted then various
pathologies can be developed. One of the most common,
allecting one in eleven people in the world, is Diabetes
Mellitus (DM) (Diabetes Atlas, 2015). Mainly there are
two different types of DM: Type 1 diabetes mellitus
(T1DM) which occurs due to a lack of insulin secretion;
and Type 2 diabetes mellitus (T2DM) caused by defects
in insulin secretion and insulin action (Guyton and Iall,
2006). Both are characterized by an above normal glycemia
(i.e. hyperglycemic), which over time is responsible for
the development of disabling and life-threatening health
complications (Diabet tlas, 2013).

Although to date there is no cure for DM, several studies
have shown that an adequate therapy to regulate those
[actors responsible [or hiperglycemia in people with DM
may delay or prevent the occurrence ol complications
and reduce the risk of mortality (Raskin et al, 2003;
Jennings et al, 1991). (‘ousequeutlv a glyveemic (onlm]
therapy is oncoumgod for patients with DM. According

* This work was supported by National Council of Science and
Technology (CONACyT) in México [grant number 262267).

to the American Association of Clinical Endocrinologists
the glycemic control objectives in DM are: i) maintain a
fasting glycemia < 110 mg/dL, and ) a 2h postpran-
dial glycemia < 140 mg/dl. (Handelsman et al, 2015)
In order to achieve these control objectives an adequate
therapy should be performed by using 7) insulin infusion
for T1DM or insulin infusion alone or in combination
with oral hypoglycaemic agents for T2DM (Handelsman
et al, 2015). However, determining the dose of insulin to
be delivered is not a trivial problem, since an inadequate
amount can result in a dangerous decrement of glycemia
(#.e. hypoglycemia). In consequence, the development of
feedback control algorithms based on mathematical mod-
cls of glycemic dynamics have been the focus of diverse
research for many years (Ajmera et al, 2013).

Mainly, feedback control algorithms have been focused on
glycemic control for T1DM (Aicha and Mourad, 2015;
Mourad et al, 2015; Huang ct al, 2012; Quiroz ct al,
2011). Whereas just a few glycemic control algorithms for
T2DM can be found (Ekram et al, 2012; Huang et al,
2012; Palumbo et al, 2012). One of the main challenges is
the wide variety of endogenous and exogenous conditions
that may affect glucose homeostasis. In this sense, the
development ol glycemic controllers for DMT2 robust
under perturbations may be promising. Specifically, the
robust control technique by H., have been tested for
glycemic control in DMTI1 (Aicha and Mourad, 2015;

2405-8963 © 2018, IFAC (International Federation of Automatic Control) Hosting by Elsevier Ltd, All rights reserved.
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Mourad et al, 2015; Quiroz et al, 2011). However, until
our knowledge this technique has not yet been tested for

DMT2.

In this article, a robust H, feedback control algorithm was
developed for glycemic control in T2DM. The control ob-
jective was to find a controller that maintain glycemic of a
T2DM patient as close as possible to a healthy behaviour,
while the effect of disturbances are reduced. To achieve
the above a continuous insulin infusion has been used as
control input with a single 500 mg dose of metformin.

2. A MATHEMATICAL MODEL OF GLYCEMIC
DYNAMICS IN T2DM

We designed a robust H., controller using the Jaco-
bian linearization of a non-linear physiological model of
glycemic dynamics in T2DM. The T2DM model was de-
veloped by a re-parametrization of a glycemic dynamics
model of a nondiabetic subject taken from Alverhag and
Martin (2006). The re-parameterization allows to repro-
duce the disturbances on glucose homeostasis that con-
tribute to hyperglycemia in T2DM, these are: a) insulin
resistance in liver and peripheral tissue, b) abnormalities in
hepatic glucose uptake, and ¢) impaired pancreatic insulin

release (DeFronzo, 2004).

2.1 Non-linear model description

The model of glycemic dynamics in T2DM is divided
into compartments where principal processes of glucose
regulation are carried out. As in drug modelling, a matter
balance is performed in each compartment to obtain an
ordinary differential equation which quantifies the solute
accumulation of glucose, insulin, glucagon or incretins. In
order to include the pharmacokinetic-pharmacodynamic
(PK-PD) effect of Metformin a previous model developed
by Stepensky et al (2004) was interconnected with the
T2DM model as in Sun et al (2011). Then the set of
equations of the whole model can be represented as:

i = F(x(t),u(t),d(t)),
y=Cx

l‘(to) =Wy (1)

where z € R32*1 ¢ € RY32 4 is the control input
defined as the continuous insulin infusion, d = [da,
dg ], represent the model disturbances due to ingestion
of 500mg oral metformin (dss) and oral glucose intake
(dgg), and y stands for peripheral glycemic (i.e. y = z4).
The model in 1 is capable of emulating the glycemic
response in T2DM after external perturbations such as
i) intravenous glucose infusion, ii) intravenous insulin
infusion, i2i) oral glucose intake, and 1) a dose of 500 mg of
Metformin. For a complete overview of vector field (#') and
the mathematical functions representing metabolic rates
of 1 refer to Appendix A and Appendix B, respectively.
Appendix C contains the full list of model parameters and
their nominal values, whereas the model nomenclature can
be found in Appendix D.

2.2 Model linearization

For control synthesis a Jacobian linearization of 1 was
performed around an operation point [z*,u* d*] that

Fig. 1. Block diagram of a robust feedback control for
glycemic dynamics in T2DM to solve a tracking
problem considering disturbance rejection.

represents the basal state of a healthy human body given
by the the operation point of the proposed model in
Alverhag and Martin (2006) when u* = 0 and d* = [0,0].
Based on the above z* has the following components:
z* =[79.45 46.79 91.32 10044 91.32 89 86.22
80.23 91.32 1529 1529 21.64 10.71
13 535 1529 5346 1 0 0 1 1

0 031 025 1778 0 0 0 0 0 0T (2

Following the procedure defined in W. J Rugh. (1993)

the Jacobian matrices were defined as: A = 9F/9x|p—p+,

u=u"

d=d*

By = OF/0u|p—p+, and By = OF/8d|p—y+. Then, the
= =

obtained linearized system was:

¥p = Axp + Biu + Bod,
yr=Cryr

zL(to) =21, 3)

3. METHODS: ROBUST CONTROL SYNTHESIS

The H, robust control synthesis presented in this paper is
based on the close-loop system shown in Fig. 1 where the
reference signal (ref) represent the glycemic response of a
nondiabetic healthy subject and the controlled plant (P)
was taken as the transfer function in frequency domain of
the dynamic linear system defined in 3. The approach of
control objective is to find a robust controller (X') that
determines » such that yy, tracks re f as closely as possible
despite d and the measured noise in data reception from
the glucose sensor (dy). In order to achieve the above,
the signals «, e and the effect of dy represented by weight
functions, Wy (s), We(s) and Wy (s), these were minimized
in the sense of the H., norm which guarantees internal
stability. The weight functions were defined as a variation
of the transfer functions presented in Quiroz et al (2011).
The resulted transfer functions are:

W(s) = [4s +0.1]/[s + 20] (4)
We(s) = [2s + 0.020]/[0.05s + 0.013] (5)
Wy (s) = 1/10000 (6)

The block diagram on Fig. 1 was simplified as Fig. 2
performing a linear fractional transformation (LFT) as in
Zhou et al (1996). Then, the generalized plant G(s) of the
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w=[2i§] — ¢ = z-[7]

dy

u
Fig. 2. Linear fractional transformation of the robust
feedback control for glycemic dynamics in T2DM.

e

feedback control system arises from Z = G/(s)w by taking
2=[Ze Zy)¥, d = [ref dgp dn]7, and:

0W.P, 0 |W.P,
Gs)=|0 0 0 | W, (1)
0 P, —Wx| -P

where P} and P> represent the transfer functions of P
due to inputs u and dgg, respectively. From the previ-
ous discussion, the general control problem H., can be
formulated as follows: find a K such that ||G(s)||~ < 7.
With y < 40 := min||G(s)|| < 1. Under this formulation,
K was found by using the procedure defined in Zhou et al
(1996).

4. RESULTS AND DISCUSSION

The full order controller K was derived from an iterative
numerical process by using the tool hinfsyn of the Opti-
mization Toolbox of MatLabg. The obtained v value was
0.0079, ensuring robust internal stability and performance.
The order of the resulted controller was 131. Nevertheless,
a reduced model was obtained by means of Hankel values
inspection using the balmr function of the Optimization
Toolbox of MatLaba. The reduced controller order (K eq)
was 7, and it is given by:

Krea(s) = "M HKrea(3)

= 8

deng, ,(s) ®)
where: numpg,,, =—144.1s° 303555 —3478s% - 1136s% —162.7s% —
6.868s — 0.05676 and denf,,, =s7 +9.884s% +22.96s° +26.18s* +

20.53s% 4 5.496s2 + 0.2369s + 0.001705.

The performance of K.q was proved by means of numeri-
cal simulations using Szmulink by MatLabe in closed-loop
with the non-linear plant defined in 1. For simulations two
different kinds of re f were taken: ¢) a dynamical reference
where ref was the glycemic response of an oral glucose
intake of a non-linear model that emulates glucose home-
ostasis in a healthy subject, and ii) a static reference where
a constant glycemic of 90 mg/dl was used to represent the
normoglycemic fasting state.

For dynamical reference the glycemic response of an oral
glucose intake was taken from the non-linear model pro-
posed in Alverhag and Martin (2006). Figure 3 shows
a numerical simulation considering two glucose bolus of
71000 g at minute 0 and at minute 250. Whereas, at minute
0 a single metformin dose of 500 mg was given to the
controlled T2DM patient. As can be seen the glycemic
response of the T2DM patient with control action closely
tracks the reference, while the response of the T2DM
patient without control action reaches up to 150 mg/dL
as a response for an oral glucose intake.

8

Peripheral glucose
concentration (mg/dl)

2

o 100 200 300 400 500
time (min)

Fig. 3. The output of system 1 under action of the reduced
controller (blue line) tracks the time evolution of
the peripheral glycemia of a healthy human subject
(doted black line). The purple line shows the output
of system 1 without control action.

REEE

concentration (mg/dl)
>
=3

Peripheral glucose

8

\

g0 X7 A i i 3
0 100 200 300 400 500
time (min)

2

Fig. 4. The proposed controller in 8 allows us to regulate
the peripheral glycemia of a T2DM patient. The blue
lines represent the output of system 1 under action
of the reduced controller while doted black line is a
normoglycemic fasting glucose concentration.

By the other hand, Figure 4 shows that starting from the
fasting stage at minute 0 a single metformin dose of 500
mg and a continuous insulin infusion were administered to
the T2DM patient in order to achieve the normoglycemic
fasting state at 90 mg/dl. As can be seen the closed-loop
allows that the T2DM patient to reaches a normoglycemic
state from a fasting state of 160mg/dL in around 50 min-
utes, which is a suitable time for a DM patient. Moreover,
although the blood glucose level is below the reference
before stabilization, it does not reaches a critical hypo-
glycaemic state (glycemia < 70 mg/dL). After achieving
stabilization, the glycemic response of the DMT?2 patient
is maintained with a steady state error < 2 mg/dL

5. CONCLUSION

In this paper a robust controller of glycemic in T2DM was
designed by using the robust H., technique. Through the
use of a combined therapy of a continuous insulin and a
single dose of metformin, the designed controller shows
that it is capable of solving the tracking control problem
whether the reference represents the dynamics of a healthy
subject or a constant normoglycemic value. The control
approach allowed to find a controller that is robust under
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exogenous disturbances such as oral glucose intake or noise
due to the glucose sensor.
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Appendix A. MODEL IN STATE SPACE

The state space variables are defined:

zy = Gpy 19:Gp 117:Ip To5 = L
22=Gpr zw=Ip z15=I% Tog = @
23=Gyg rzu=Ig 2p=w zo7 = Gg
z4=Gp xip=Ip z0=wq Tog = TOGA
15=Gx wi3=Ix @01=Mhsp z20=21

26 = Gpy w1 =Ipy zoo=Mpgy z30=2%
z7=Gpr wis=1Ip1 x23=f2 T3 =23

g = Gg z16 = I zog = P T3 = 24

Thus, the full 32-dimension vector field is as follows:

-’151 = [7l’5[1‘3 = Il] — Mo [1‘1 — 12]/773]/71'1 (Al)
#y = [ma[z) — @3] /73 — rRGU]/T2 (A.2)
#3 = [T5T1 + Moy + T72s + T — ToT3 (A3)
—rrBOU + TIvE]/T4
Ty = [T1383 + T14%5 + T39Tg — Mgy (Ad4)
+7rap — rHGU]/T10
Z5 = [17]z3 — 25| — TxEE]/T15 (A5)
T = [mg[zg — z6] — Mi7[T6 — T7]/M18] /716 (A6)
Z7 = [Ti7[ws — 27]/m1s — TPGU]/T17 (A7)
Zg = [malzs — 5] — racu + Toca)/T1e (A8)
Zg = mag[T3 — To]/Ta2 (A9)
T10 = T21[Z11 — T10]/T20 (A.10)
11 = [T21Z10 + TaaT12 + T33213 + T34%14 (A.11)
— Was®11 + T1vI]/T22
Ti2 = [W36I11 + T37T16 — M32T12 + T3sT17 (A-12)

—rr10)/723



N.E. Lopez-Palan et al. /TFAC PapersOnLine 51-13 (2018) 91-96 95

213 = [ma3[z11 — 213] — TR IC)/T2e (A.13)  Incretins Subsystem rates
T14 = [71'34[111 = 114} = 746[Z14 (A~14) TGwR = 120/W45 (B~20)
— T15]/ 76 /725 TPwC = TMwCT19 (B.21)
%15 = [T46(T14 — T15| /726 — TPIC] /7486 (A.15) TMwC = T4 (B.22)
216 = mar[r1r — w16]/m2r (A.16) Where:
z17 = [w38[z11 — 217] + 7PIR] /740 (A17) ere,F 5
ois = nasfriog — w1s]/72s (A18) M?GP =Mpp — 23 (B.23)
30 = [Fawr — TPwc]/ma1 (A.19) My p = natanh[nszis] (B24)
x50 = 165 OGCs — Tawr (A.20) M&Gap = na — nstanhlng (za/nas — 17)] (B.25)
21 = [M;fivp — zo1]/m11 (A.21) M§ ey = ns + neotankne (@a/mas — o) (B.26)
zhe = [Mz2, — zos] /11 (A.22) MEey = mr + mstanh[ng[z1s /mas — 120 (B.27)
233 = [[ME%p — 1]/2 — z23]/m12 (A.23) MEgy = z7/mse (B.28)
Z4 = 135[Poo — T24] (A.24) MEpg = o4 — mastanhlnes (€3 /nar — n7)] (B.29)
225 = N1 [X — @3s] (A.25) Mprp = n2s — maotanhlngo (11 /50 — ns1)]  (B.30)
Th6 = 42743 — Toe] + NaaTos — S (A.26) My = tiss — tisstanhfns(E1zsy— fsr) (B.31)
o7 = OGCS — 27 /7aa (A.27) HGp = Msa — 155 N6 T12/M51 — 157 R
Tog = Tor/[Ta3Taa] — Tos/Tas (A.28)
x:29 = —39(n6s + M69) + 20 (A.29) Miszy = nsatanh(nsszia/ns1) (B.32)
S i - Egs = (s (76920) ™) /(25 + (oo z20)™)  (B.33)
1'9,1 i T30M71 + T32M72 — T31N73 (A?é) E = (7778 (7771I31)"79)/(77g69 e (7)71I31)n79) (3.34)
32 = T31773 — T32 (72 + Mr0 + N7a) (A.32) E, = (n1275")/ (S + 2]%) (B.35)
S = [msY + nas[X — 3225]0Jr +nesz10]zes  (B.36)
Y = P = X" + ngazq9 (B.37)
_ X = z3/[n* + nasz™] (B.38)
Appendix B. METABOLIC RATES 20 = ngae 55 — pgge Tt (B.39)
Glucose Subsystem rates OGC, = [0GCo/nge] (¢ —ngr)ult —ne7) - (B-40)
- B — (t—ner — Dult —ner — 1)—
TBGU = 721 (B.1) (e s
- (t —ner — Du(t —ner — H+
TRBCU = 722 (B.2) + (t — n67 — B)ult — ner — 5)]
THGP = 121M£IGPM§GPT§GP (B.3)
racu = e Mfourieu (B4) Appendix C. PARAMETERS
reau = MbayMEayrBau (B.5)
reaU = o3 (B.6) Hemodynamical parameters
B o B.7 M = 3.5 dL o = 4.5 dL
THGP = M B.7) 73 = 2.1 L/min 74 = 13.8 AL

TRGE = T2 + Nertanhlms (zs — ma)], 75 <460 (B8) 7 — 59 dL/min 76 = 12.6 dL/min

TKGE = 758 + Ns9%5, T5 >= 460 (B.9) 77 = 10.1 dL/min 7g = 15.1 dL/min
’IEGU = (B.10) Ty :743‘7 dL/mln T10 = 23.5 fiL
B m11 = 25 min m12 = 65 min
TpqUu = Ms (B.11) m3 = 2.5 dL/min 714 = 9.6 dL/min
Insulin Subsystem rates Tusr—106.6 41, 16 = 10‘4 dL
mi17 = 63 dL T8 = 5 min
TLIC = T31[T36T11 + 37T 16 + T38T17] (B.12) g =11.24dL 7o0 = 0.265 L,
TKIC = T30[T33%11] (B.13) 7y = 0.45 L/min moo = 0.985 L
rp1c = T1s/[[1 — a9 /T20ma4 — T26/Tag)] (B.14) 28 = égg LL T4 = 26051' L
_ N_B mos = 0.735 Mg = min
”;’R =5/5"rpn (B:15) Tor = 0.945 L, a5 = 9930 mL
rprp = 211[Tes/(1 —ma1) —mss —7wer — (1 (B.16) e = 0.15 730 = 0.30
—m39)/(1 — wa1)m3a — w1/ (1 — ma1) w31 = 0.40 / m3o = 0.9 L/r/nin
— qaal(l — T 1— raq) —r m33 = 0.72 L/min maq = 1.05 L/min
aa( 0)/( %) ] 735 = 3.12 L/min m3s = 0.18 L/min
Glucagon Subsystem rates ma7 = 0.684 L/min m3s = 0.036 L/min
TgFR = MEFRM}I’FR (B.17) 739 = 0.5 dL/min T4 =0.07 L
_ 41 = 9.930 L T4 — 1.6 dL
TPIC = TMTCT16 (B.18) _ : _ ;
743 = 22 min 744 = 156.59 min
TMTC = 733 (B.19) T45 = 25 min T4 =6.3L
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Metabolic parameters
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m = 155 mg/min ne = 2.7

s = 0.39 na = 1.42

s = 1.41 76 = 0.62

nr = 0.497 7§ =15.68

Mo = 2.4 7o = 1.48

711 = 20 mg/min me =71

ms = 0.011 714 = 460

715 = 35 mg/min me = 86.2 mg/dL
mr = 7.03 ms = 6.52

o = 0.338 720 = 5.82

721 = 70 mg/min 722 = 10 mg/min
723 = 20 mg/min 704 = 2.93

nes = 2.10 nos = 4.18

oy = 0.61 nos = 1.31

neg = 0.61 730 = 1.06

n31 = 0.47 732 = 9.11 mg/min
733 = 910 ml/min 734 = 18.69 mU/min
nss = 0.0482 n3e = 3.27

n37 = 132 738 = 5.93

n3g = 3.02 na0 = 1.11

741 = 0.931 1/min 4z = 0.00794 1/min
3 =6.33U g = 0.575 U/min
s = 0.00797 1/min nae = 0.136 1/min
a7 = 91.3 mg/dL s = 100.4 mg/dL
7o = 5.3 mU/L 750 = 15.2 mU/L
751 = 21.6 mU/L ns2 = 2

nss = 0.55 f1sa = 1.21

nss = 1.14 756 = 1.66

ns7 = 0.89 758 = 330

g = 0.872 oo = 5.66

761 =71 762 = 0.003 1/pmol
ne3 = 0.0001 1/pmol 764 = 0.14

nes = 0.009 766 = 4 min

ne7 = 0 min

769 = 0.00185 1/min
771 = 0.458 1/min
773 = 0.910 1/min

76s = 0.00188 1/min
770 = 4.13 1/min
772 = 0.0101 1/min
774 = 0.509 1/min

n7s = 0.486 N6 =2

nrr = 431pg nrs = 0.378

79 =5 ngo = 521 ug

ns1 = 0.148 g2 =5

nss = 1024pg 784 = 63578 g/ min
ngs = 0.0067 786 = 636324g/min
ns7 = 0.0072

Appendix D. NOMENCLATURE

Variables:

G = glucose concentration

I = insulin concentration

T" = glucagon concentration

w = incretins concentration

we = quantity of incretins in the gut above normal
r = metabolic rate

S =Secretion rate

M = Multiplier of basal metabolic rate

t = time

P =Potentiator

L =Inhibitor

@) =Labile insulin

Z1=Metformin quantity in GI lumen

Zy=Metformin quantity in GI wall

Z3=Metformin quantity in liver

Zy=Metformin quantity in periphery

fo=Lowering effect of glucagon in HGP

G s=Glucose quantity in stomach

OGCy=Quantity of ingested glucose

Eg=Metformin stimulation of glucose absorption in GI
F;=Metformin inhibition of glucose production in liver
E,=Metformin stimulation of glucose

absorption in periphery

X,Y, P,, =Intermediate variables

First Subscript:

B =Brain

G =Gut

H =Heart and Lungs
L =Liver

P =Periphery
p =Pancreas

K =Kidney

Second Subscript:
I =Intersticial space
V =Vascular space

First Superscript:
G =Glucose model
I =Insulin model

I" =Glucagon model
B =Basal value

N =Normalized value (divided by basal value)

Second Superscript:
0 =Initial value (normalized value as ¢t — 0)
co =asymptotic or final steady state value (normalized)

Metabolic rate Subscripts:
BGU =Brain glucose uptake

GGU =Gut glucose utilization
HGP =Hepatic glucose production
HGU =Hepatic glucose uptake
KGE =Kidney glucose excretion
PGU =Peripheral glucose uptake
RBCU =Red blood cell glucose uptake
KIC =Kidney insulin clearance
LIC =Liver insulin clearance

PIC =Peripheral insulin clearance

IV G =Intravenous glucose infusion
IV I =Intravenous insulin infusion
OG A =Oral glucose absorption
PI'R=Pancreatic glucagon release
PI'C=Pancreatic glucagon clearance
GwR =Gut incretins release

PwC =Plasma incretins clearance
PIR =Pancreatic insulin release





