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Tasa metabólica.- Velocidad a la que la glucosa se produce o se elimina para 
mantener las funciones correctas de un organismo. 

Tejido adiposo.-Tejido conformado por la asociación de células que acumulan lípidos 
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Re���e� 
 
 
Control robusto de la glucemia de pacientes con DMT2 mediante el suministro 
continuo de insulina y una dosis fija de Metformin. 

 
El control de la glucemia es un tema clave para los pacientes con diabetes 
mellitus tipo 2 (DMT2) ya que se ha demostrado que un control adecuado 
previene el desarrollo de las complicaciones asociadas a este trastorno 
metabólico. Una de las formas más efectivas de control de la glucemia en este 
padecimiento es regular la concentración de glucosa mediante una terapia 
combinada de Metformin y el suministro de insulina. Particularmente, el 
suministro continuo de insulina puede ser realizado por dispositivos automáticos 
de control en lazo cerrado. Sin embargo, para la regulación de la glucemia en la 
DMT2 no existen controladores que sean robustos ante variaciones fisiológicas 
(incertidumbres paramétricas), la ingesta de glucosa u otros factores exógenos 
(perturbaciones acotadas). Por este motivo, en esta investigación se diseñó un 
control de lazo cerrado utilizando la técnica de control robusto 𝐻ஶ. Primero se 
modeló matemáticamente la dinámica de la glucemia en la DMT2 y se incluyeron 
los fenómenos farmacocinéticos-farmacodinámicos del Metformin. Después, 
utilizando el modelo resultante se formuló el problema de control como un 
problema de seguimiento en donde la referencia se estableció como la dinámica 
glucémica de un sujeto no diabético, sometido a incertidumbres y perturbaciones 
acotadas. Como entrada de control al sistema se consideró una dosis única de 500 
mg de Metformin y una tasa continua de insulina (por vía intravenosa o 
subcutánea). Finalmente, el sistema controlado fue sometido a diferentes pruebas 
en donde mostró robustez ante perturbaciones por la ingesta de glucosa, llevando 
al sistema a normoglucemia basal y a normoglucemia posprandial, y robustez 
ante variaciones paramétricas de hasta un േ5% de los parámetros de 
sensibilidad del modelo. 
 
Palabras clave: modelado matemático, control de la glucemia, modelo 
farmacocinético-farmacodinámico, identificación paramétrica.  
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Ab���ac� 
 
 
Robust glycaemic control of patients with T2DM by continuous insulin supply 
and a fixed dose of Metformin. 
 

Blood glucose control is a key issue for patients with type 2 diabetes mellitus 
(T2DM) as it has been shown that adequate control prevents the development of 
the complications associated with this metabolic disorder. One of the most 
effective ways to control the blood glucose of this condition is to regulate glucose 
concentration by supplying a combined therapy of Metformin and insulin. In 
particular, the continuous supply of insulin can be performed by automatic 
closed-loop control devices. However, for the regulation of blood glucose in 
T2DM there are no controllers that are robust to physiological variations 
(parametric uncertainties), glucose intake or other exogenous factors (bounded 
disturbances). For this reason, in this research a closed-loop control was 
designed using the robust control technique 𝐻ஶ. First, the dynamics of glycaemia 
in DMT2 was mathematically modeled and the pharmacokinetic-
pharmacodynamic phenomena of Metformin was included. Then, using the 
resulting model, the control problem was formulated as a tracking problem 
where the reference was established as the glycemic dynamics of a non-diabetic 
subject, subject to bounded uncertainties and disturbances. A single dose of 500 
mg of Metformin and a continuous rate of insulin (intravenous or subcutaneous) 
were considered as control inputs to the system. Finally, the controlled system 
was subjected to different tests where it showed robustness to perturbations by 
glucose intake, leading the system to basal normoglycemia and postprandial 
normoglycemia, and robustness to parametric variations of up to ±5% of the 
model's sensitivity parameters. 
 

 
Key words: mathematical modeling, glycemic control, pharmacokinetic-
pharmacodynamic model, parameter identification. 
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CapÀtulo ͳ 
Introducci×n � motivaci×n 

 
Uno de los procesos más importantes dentro del cuerpo humano es el de 
regulación de la glucemia. Cuando este proceso no es llevado a cabo 
adecuadamente se presentan varias patologías con efectos devastadores a largo 
plazo. Una de estas patologías es la Diabetes Mellitus (DM), la cual afecta 
actualmente a una de cada diez personas en el mundo. En este capítulo se 
abordarán las generalidades sobre este proceso de regulación. Particularmente 
se hablará de las alteraciones de este proceso en personas con DM y se hará un 
especial énfasis en la Diabetes Mellitus tipo 2 (DMT2). Después, el problema de 
control de la glucemia en pacientes con DMT2 se abordará desde el punto de 
vista de control de sistemas dinámicos. Finalmente, se planteará la hipótesis y los 
objetivos de esta investigación y se dará un panorama general del contenido de 
este documento.  

 
 
 

1.1  Generalidades sobre la DM 
 
En el cuerpo humano existen una gran variedad de condiciones fisiológicas internas 
que son continuamente reguladas por distintos procesos. Entre estas condiciones 
encontramos la temperatura corporal, la presión sanguínea o la cantidad de oxígeno y 
glucosa en la sangre, entre muchas otras. Particularmente, al proceso de regulación de 
la concentración de la glucosa en sangre se le conoce como homeostasis de la glucosa 
[1]. Mediante este proceso el cuerpo humano mantiene la concentración de glucosa 
(i.e. glucemia) en un rango controlado. Un esquema general del proceso de 
homeóstasis de la glucosa en una persona sana se puede observar en la Figura 1.1. En 
personas sanas, la glucemia es regulada de manera natural mediante la producción de 
insulina cuando el organismo la necesita. Por ejemplo, después de la ingesta de 
alimentos, cuando la glucemia aumenta, la secreción de insulina aumenta para 
mantener la glucemia dentro del rango de normalidad (i.e. normoglucemia). Sin 
embargo, cuando este proceso no funciona de manera adecuada la glucemia está más 
elevada de lo normal dando lugar al desarrollo de diversas patologías.  
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Una de las patologías más comunes, que afecta a una de cada once personas en el 
mundo, es la DM [2]. Este padecimiento se manifiesta como una glucemia más elevada 
en comparación con el nivel normal y que incrementa aún más después de la ingesta 
de alimentos (i.e. hiperglucemia). Del total de casos de DM, el 10% ocurre debido a 
una deficiencia en la secreción de insulina por el páncreas; esta patología se conoce 
como DM tipo 1 (DMT1) [1]. Por otro lado, el 90% de casos restantes son causados 
debido a defectos tanto en la secreción como en la acción de la insulina; esta patología 
se conoce como DM tipo 2 (DMT2) [1].  
 
 

 
 

Figura 1.1 Descripción esquemática de la homeóstasis de la glucosa. En un cuerpo 
humano sano, la insulina y el glucagón son liberados por el páncreas como respuesta 
al aumento y a la disminución de la glucemia, respectivamente. 

 
 
En las etapas tempranas de la DMT2 el cuerpo es capaz de producir insulina. Sin 
embargo, los tejidos sensibles a la insulina se vuelven resistentes a ella, de modo que 
la insulina producida es ineficaz y los niveles de insulina son insuficientes para regular 
la glucemia [2]. A este fenómeno se le conoce como resistencia a la insulina y es el 
responsable de la hiperglucemia en la DMT2. A largo plazo, las personas con DMT2 
son susceptibles de desarrollar graves complicaciones de salud que pueden disminuir 
notablemente su calidad de vida [2]. Si bien a la fecha no existe una cura para la DM, 
diversos estudios han mostrado que una terapia adecuada para regular los factores 
responsables de la hiperglucemia en pacientes con DMT2 puede retrasar o prevenir la 
aparición de complicaciones de salud y reducir el riesgo de mortalidad [3, 4]. Por lo 
anterior, es ampliamente recomendado que los pacientes con DMT2 mantengan una 
terapia que les permita mantener su glucemia dentro de los niveles normales.  
 
Con la finalidad de determinar si una terapia de control de la glucemia ha sido 
adecuada es necesario cumplir con algunos objetivos. En la Tabla 1.1 se pueden 
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observar los objetivos de control de la glucemia establecidos por diversas 
asociaciones de salud en el mundo para pacientes con DMT2. Estas guías han 
establecido valores de glucemia que se consideran adecuados ya que, mediante 
estudios clínicos, se ha mostrado una reducción significativa del riesgo de 
complicaciones crónicas. 
 
 
 

GUÍA PARA EL MANEJO DE LA DM HBA1C 
(%) 

GLUCEMIA 
POSPRANDIAL 

(mg/dL) 

GLUCEMIA  
EN AYUNO 
(mg/dL) 

Asociación Americana de  
Endocrinólogos Clínicos ሾ25ሿ ≤ 6.5 < 140 < 110 

Asociación Americana de Diabetes ሾ7ሿ < 7.0 < 180 80 − 130 
Asociación Canadiense de Diabetes ሾ26ሿ < 6.5 90 − 180 72 − 126 

Federación Internacional de Diabetes ሾ27ሿ ≤ 7.0 < 160 < 115 
Asociación Latinoamericana de Diabetes ሾ28ሿ < 7.0 < 140 70 − 120 
 

Tabla 1.1 Objetivos del control de la glucemia en la DM. Por glucemia posprandial se 
entiende la concentración de glucosa a las 2h después de la ingesta de 70g de glucosa 
líquida. Por otro lado, HbA1c se analiza para determinar el nivel medio de glucosa en 
sangre durante los últimos dos a tres meses. 

 
 
Dependiendo del tipo de DM que se padezca existen diferentes terapias para alcanzar 
los objetivos de control de la glucemia. En pacientes con DMT1 la terapia consiste en 
el suministro de una dosis adecuada de insulina exógena [5]. Mientras que en 
pacientes con DMT2 la terapia puede ser llevada a cabo mediante diferentes opciones 
[5]: i) monoterapia, utilizando insulina exógena o un fármaco oral que permitan 
disminuir la glucemia (i.e. hipoglucemiante oral) y ii) terapia múltiple, utilizando una 
combinación de dos o más hipoglucemiantes orales con o sin insulina exógena. Esta 
última ha mostrado ser más efectiva y producir menos riesgo de efectos secundarios 
que tratar de llegar a las dosis máximas del medicamento inicial [6]. Particularmente, 
la combinación de Metformin con insulina exógena es primera elección en pacientes 
que no se controlan con monoterapia ni con combinación de hipoglucemiantes orales 
[7]. Por lo anterior, este trabajo de investigación se enfoca en el control de la glucemia 
mediante una terapia combinada de Metformin con insulina exógena.  
 
El Metformin consigue su efecto a través de acciones que no involucran al páncreas 
por lo que tiene un riesgo nulo de un decremento peligroso de la glucemia cuando se 
consume en monoterapia (i.e. hipoglucemia). Sin embargo, cuando un paciente con 
DMT2 lleva a cabo una terapia múltiple mediante Metformina más insulina exógena, el 
punto clave del control de la glucemia consiste en determinar la dosis adecuada de 
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insulina que debe ser suministrada. Lo anterior no es un problema trivial ya que una 
dosis inadecuada puede resultar en hipoglucemia, causando coma o incluso la muerte 
del paciente. Debido a lo anterior, durante varios años se ha hecho uso de 
herramientas matemáticas que permitan determinar la dosis necesaria para regular la 
glucemia de pacientes con DM [8]. Más aún, el desarrollo de dispositivos automáticos 
de control retroalimentado que permitan suministrar una dosis continua de insulina 
para lograr los objetivos del control de la glucemia en pacientes con DM ha sido un 
tema de interés para diversos grupos de investigación por varios años.   
 
 
 

1.2  La DM como un problema de control 
 
Los sistemas automáticos de control en lazo cerrado para la regulación de la glucemia 
de pacientes con DM tienen como objetivo emular la función reguladora de un 
páncreas sano. Por este motivo a este dispositivo también se le conoce como ‘Páncreas 
Artificial’. La Figura 1.2 contiene un esquema de las partes que componen a un 
páncreas artificial y la interconexión de sus elementos. Como se puede observar el 
dispositivo está compuesto principalmente de cuatro partes [9]: 1) un sistema 
continuo de monitoreo de la glucemia compuesto por un sensor de glucosa situado de 
manera subcutánea. Este dispositivo permite obtener mediciones de la glucemia en el 
fluido alrededor de las células del paciente (i.e. fluido intersticial); 2) un modelo 
matemático predictivo que, con base en las mediciones entregadas por el sensor de 
glucosa, permite determinar la tasa de cambio de la glucemia ante diversas 
perturbaciones; 3) un algoritmo de control basado en el modelo matemático que 
permite determinar la tasa continua de infusión de insulina que debe ser suministrada 
para que el paciente logre los objetivos del control de la glucemia y 4) una bomba de 
suministro continuo de insulina exógena.  
 
Desde hace algunos años el Páncreas Artificial fue aprobado por la agencia de 
Administración de Drogas y Alimentos de los Estados Unidos (FDA, por sus siglas en 
inglés) para el tratamiento de la DMT1 [9]. Por lo anterior, el mercado se pueden 
encontrar una gran cantidad de dispositivos comercializados para este propósito. En 
contraste, a pesar de que los pacientes con DMT2 pueden ser tratados con terapia de 
insulina, solo existe una sola propuesta en el mercado de bombas de insulina para el 
control de este padecimiento. Algunos de los motivos por los cuales estas bombas no 
han sido desarrolladas para el tratamiento de la DMT2 se relacionan a la falta de 
algoritmos matemáticos de control que consideren la fisiopatología de este 
padecimiento y la falta de modelos matemáticos que consideren el efecto de los 
fármacos hipoglucemiantes. Por ejemplo, desde los años sesenta se han publicado en 
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la literatura una gran cantidad de controladores que permiten regular la glucosa en 
pacientes con DMT1 mediante diversas técnicas ሾ10 − 19ሿ. Sin embargo, solo se 
pueden encontrar unos pocos algoritmos de control para regular la glucemia en la 
DMT2 ሾ20 − 22ሿ. Más aún, ninguno de estos controladores es robusto ante variaciones 
paramétricas que pudieran venir de las diferencias físicas inter-pacientes o fuentes de 
incertidumbre por dinámicas no modeladas y perturbaciones de diversos tipos (e.g. 
ingesta de alimentos o el ejercicio). En este sentido, utilizar una técnica de control 
robusto para el control de la glucemia sería deseable.  
 
Con anterioridad, la técnica de control robusto 𝐻ஶ ha mostrado ser una herramienta 
eficiente para lograr los objetivos de control de la glucemia en pacientes con DMT1. 
Esta técnica se basa en un modelo matemático basado en la fisiología (modelo 
compartimental) por lo cual permite considerar fenómenos metabólicos dentro del 
algoritmo de control o el efecto de algunos HO. Por ejemplo, la aplicación de estos 
controladores permitió regular la glucemia en pacientes con DMT1 considerando 
perturbaciones debidas a ejercicio [15, 19], a hormonas contra-reguladoras [15] o 
incertidumbre paramétrica [12, 18, 24]. Aun cuando esta técnica ha mostrado 
excelentes resultados para el control de la glucemia, no ha sido aplicada para la DMT2. 
La razón principal es que no existen modelos matemáticos que emulen la variación de 
la glucemia en pacientes con DMT2 y que al mismo tiempo mantengan el sentido 
fisiológico de los fenómenos metabólicos. De manera similar, no existen modelos 
matemáticos confiables que consideren el efecto de los HO en la dinámica de la 
glucemia de pacientes con DMT2.  
 
 
 

 
Figura 1.2 Componentes del Páncreas Artificial. A través de un transmisor en el 
sensor de glucosa es posible intercambiar información con un dispositivo receptor 
encargado de determinar la tasa continua de insulina que debe ser suministrada al 
paciente. 
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Anteriormente se ha propuesto que un modelo matemático compartimental que 
emule los procesos fisiopatológicos de la DMT2 se puede desarrollar a partir de la 
identificación de los parámetros que se relacionan a las alteraciones metabólicas de 
este padecimiento [36].  Basados en esta premisa, en este trabajo de investigación se 
propone desarrollar un modelo que emule la fisiopatología de la DMT2 a partir del 
ajuste individual de los valores de los parámetros de un modelo que describa la 
dinámica de la glucosa de un sujeto sano a nivel órgano. Utilizando este modelo se 
hará uso de la metodología de diseño de controladores robustos 𝐻ஶ para desarrollar 
un controlador para la DMT2 que considere una terapia combinada con Metformin y 
que sea robusto ante variaciones paramétricas y perturbaciones. 
 

 
 
1.2.1 Planteamiento del problema 

Con base en la discusión anterior, la pregunta de investigación de este manuscrito es:  

1.- Considerando un sistema de control en lazo cerrado cuya planta es un modelo 
matemático compartimental que emula el proceso de regulación de la glucosa en 
un paciente con DMT2 manteniendo el sentido fisiológico de los parámetros, ¿Cuál 
es el control 𝐻ஶ estable y robusto a perturbaciones y variaciones paramétricas que 
regulará la glucemia en la DMT2 mediante una terapia combinada con Metformin? 

 
 
 

1.2.2 Hipótesis 

Con base en lo anterior, le hipótesis de esta investigación es la siguiente:  
‘Un modelo matemático de la dinámica de la glucemia que emule la 
fisiopatología de la DMT2 y que considere el efecto de una dosis de Metformin 
se puede realizar mediante ajuste paramétrico de un modelo de un sujeto sano. 
Utilizando este modelo se puede encontrar un control robusto ante variaciones 
paramétricas y perturbaciones permita regular la glucemia en pacientes con 
DMT2 utilizando la técnica de control 𝐻ஶ’.  

 
 
 

1.2.3 Objetivos 

El objetivo general de este trabajo de investigación es el siguiente: desarrollar un 
algoritmo de control robusto que determine la infusión continua de insulina exógena 
que debe ser suministrada a un paciente con DMT2 para lograr los objetivos de 
control de la glucemia considerando una terapia combinada con Metformin. 
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Para lograr este objetivo general definimos los siguientes objetivos específicos:  
1. Desarrollar un modelo matemático compartimental que emule el proceso de 

regulación de la glucemia en pacientes con DMT2 que preserve el sentido 
fisiológico de los procesos metabólicos, 

2. Ampliar el modelo desarrollado en el objetivo 1 para emular el efecto 
hipoglucemiante del Metformin y 

3. Desarrollar un controlador robusto 𝐻ஶ ante perturbaciones y variaciones 
paramétricas que logre los objetivos del control de la glucemia, mediante una 
terapia combinada con Metformin, utilizando como planta el modelo 
desarrollado en el objetivo 2. 
 
 
 

1.3  Esquema de la tesis 
Este trabajo de investigación está estructurado en base a sus objetivos específicos. En 
este sentido, en el Capítulo 2 y 3 podemos encontrar la investigación relacionada al 
objetivo específico 1. Esto es, en el Capítulo 2 se encontrará una descripción detallada 
del modelo matemático que emula la dinámica de la glucemia en sujetos no diabéticos. 
Este modelo será utilizado, en el Capítulo 3, como la base para el desarrollo de un 
modelo matemático de la dinámica de la glucemia en pacientes con DMT2 a través de 
un ajuste del valor nominal de los parámetros del modelo mediante un proceso de 
ajuste utilizando la metodología de mínimos cuadrados. El Capítulo 4 contiene la 
información relativa al objetivo específico 2, en donde se discuten generalidades 
sobre el tratamiento farmacológico de la DMT2, se describe un modelo matemático 
que emula el efecto del Metformin y se muestra la interconexión con el modelo de la 
dinámica de la glucemia de pacientes con DMT2. Más adelante, en el Capítulo 5 
muestra el desarrollo del objetivo específico 3, esto es la sintonización de un 
controlador robusto mediante la técnica 𝐻ஶ que resuelve un problema de seguimiento 
a una referencia glucémica de un sujeto sano. En este capítulo se incluyen las 
simulaciones del sistema de control en lazo cerrado control que muestra robustez del 
sistema ante perturbaciones y variaciones paramétricas llevando al sistema desde una 
condición de hiperglucemia a una condición de normoglucemia posprandial y basal. 
Finalmente, el Capítulo 6 enuncia las conclusiones y el trabajo futuro de esta 
investigación.  

 

Adjunto a este documento se pueden encontrar los Anexos que muestran la 
producción científica de esta investigación organizada de la siguiente manera:  
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CapÀ��lo ʹ 
Din�mica de la gl�cemia en ��je�o� no 
diab±�ico� 

 
Los modelos matemáticos deterministas han sido ampliamente utilizados para 
comprender aspectos fundamentales de una gran variedad de fenómenos 
médicos, entre ellos la dinámica de la glucemia. Los modelos basados en la 
fisiología han permitido emular satisfactoriamente el proceso de homeóstasis de 
la glucosa a nivel órgano en sujetos no diabéticos. En la actualidad, el modelo 
matemático más completo es el propuesto por Alverhag y Martin. Este modelo 
considera como funciones matemáticas a los procesos metabólicos más 
importantes de la regulación de la glucosa, incluyendo el efecto del vaciado 
gástrico y el efecto potenciador de la insulina debido a las hormonas incretinas. 
En este capítulo, se encontrará una descripción general del modelo de Alverhag y 
Martin y se representará en el espacio de estados para analizar las principales 
características del sistema dinámico. En capítulo siguiente este modelo sea 
utilizado como base para el desarrollo de un modelo que describa la 
fisiopatología de la DMT2.  

 
 
 
 
 

2.1  Antecedentes del modelado de la glucemia. 

Con los años, los modelos matemáticos se han consolidado en las ciencias biológicas 
como una herramienta para interpretar y evaluar datos experimentales. Por ejemplo, 
para comprender diversos aspectos de la DM tales como: la progresión del 
padecimiento [29, 30], la evaluación de pruebas diagnósticas [31, 32], la aparición de 
complicaciones microvasculares y macrovasculares a largo plazo [33, 34] o la 
dinámica glucémica [35-37], entre otros. En Ajmera et al., 2013 [8] y Cedersund y 
Stralfors, 2009 [35] se puede encontrar una revisión exhaustiva de los modelos 
matemáticos utilizados en Diabetología.  
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Particularmente, los modelos matemáticos que describen la dinámica de la glucemia 
se pueden clasificar en dos grupos dependiendo de la complejidad de su descripción 
biológica [35]. El primer grupo incluye los modelos de cuerpo completo desarrollados 
bajo un enfoque farmacocinético farmacodinámico (PKPD, por sus siglas en inglés). 
Este tipo de modelo se caracteriza por ser estructuralmente simples y con una 
interpretación fisiológica limitada. El segundo grupo contempla a los modelos 
compartimentales PKPD que se basan en la fisiología del cuerpo (PB-PKPD, por sus 
siglas en inglés), es decir, que describen matemáticamente las interacciones 
fisiológicas entre diferentes subsistemas del cuerpo humano. Los primeros se enfocan 
en la simplicidad mientras que los segundos en la integridad de los fenómenos 
fisiológicos. Debido a su simplicidad estructural, la mayoría de los modelos en la 
literatura son PKPD [8]. Aunque estos modelos son ampliamente utilizados, no 
incluyen la mayoría de los procesos responsables de la homeostasis de la glucosa. Su 
uso se limita a la descripción de procesos sencillos y por lo tanto son inadecuados 
para modelar procesos complejos, como, por ejemplo, la fisiopatología de DM. Por este 
motivo, desde los años ochenta ha habido una tendencia hacia el desarrollo de 
modelos de tipo PB-PKPD [8].  
 
Los modelos PB-PKPD dividen al cuerpo humano en compartimentos y describen 
mediante relaciones matemáticas los procesos metabólicos responsables de la 
homeostasis de la glucosa a nivel órgano. Los primeros modelos PB-PKPD se 
desarrollaron para emular la respuesta dinámica ante estímulos producidos por el 
suministro intravenoso de glucosa y/o insulina en sujetos sanos [36 െ 38]. Más tarde, 
estos modelos se adaptaron para emular la dinámica glucémica en pacientes con 
DMT1 [39, 40, 35]. En particular, estos modelos se han utilizado con éxito para 
desarrollar algoritmos de control para regular la glucemia en pacientes con DMT1 [14, 
15, 20, 21, 24]. Sin embargo, debido a la complejidad de la fisiopatología de la DMT2 la 
representación matemática de la dinámica glucémica de este padecimiento ha sido un 
desafío.  
 
En 1985, Sorensen propuso uno de los modelos PB-PKPD más ampliamente utilizados 
[35]. Este modelo emula la dinámica de glucosa en sangre de un sujeto sano 
considerando las principales tasas metabólicas de glucosa como funciones 
matemáticas. Para el desarrollo del modelo de Sorensen, cada una de las tasas 
metabólicas fue ajustada individualmente a un conjunto de datos clínicos de la 
respuesta metabólica de pacientes no diabéticos sometidos a diferentes estímulos. De 
esta manera, la fisiología del metabolismo de un cuerpo humano sano fue emulada 
satisfactoriamente a nivel órgano. Aunque el modelo de Sorensen es uno de los más 
completos, tiene algunas limitaciones. Por ejemplo, la dinámica de la glucosa y la 
insulina en el páncreas no fue considerada para el modelado y en cambio, una sola 



Capítulo 2. Dinámica de la glucemia en sujetos no diabéticos. 

 
11 

función que representa la tasa de liberación de insulina pancreática está conectada al 
torrente sanguíneo, lo cual no representa la fisiología del cuerpo humano. Más aún, el 
modelo no considera el efecto del vaciado gástrico, por lo tanto, no se puede 
reproducir la dinámica de la glucosa en sangre después de la ingesta oral de glucosa y 
el efecto potenciador de la insulina debido a las hormonas incretinas.  
 
En 2007, Alverhag y Martin propusieron una extensión al modelo de Sorensen con el 
objetivo de cubrir las principales limitaciones del modelo [36]. Dentro de sus 
contribuciones destacan las siguientes: a) al incluir el efecto de vaciado gástrico y el 
efecto de las hormonas incretinas es posible reproducir tanto la dinámica de la 
glucosa después de la ingesta oral de glucosa como la dinámica después del 
suministro intravenoso de insulina y glucosa en sujetos sanos;  b) los autores plantean 
la posibilidad de emular la dinámica de la glucosa de personas con DMT2 mediante el 
ajuste de los parámetros de su modelo; c) el enfoque PB-PKPD es compatible con los 
modelos PKPD de algunos hipoglucemiantes orales (e.g. Metformin) lo cual facilitaría 
su interconexión y d) el modelo considera una entrada al sistema debido a un 
suministro intravenoso/subcutáneo de insulina, lo cual permite realizar una conexión 
del modelo con la entrada de control de una bomba de insulina.   
 
Tal y como lo planteado por Alverhag y Martin, Vahidi et al. desarrollaron un modelo 
que describe la dinámica de la glucemia en la DMT2 [37]. Para el desarrollo de este 
modelo los autores utilizaron un enfoque de optimización no lineal para ajustar 
algunos parámetros del modelo de Sorensen a partir de un único conjunto de datos 
obtenidos de pacientes con DMT2 sometidos a una prueba de tolerancia a la glucosa 
oral (OGTT, por sus siglas en inglés) [37]. Aunque en la contribución de Vahidi et al. 
muestra una aceptable respuesta ante la OGTT, los siguientes puntos ponen en 
entredicho el uso práctico del modelo para modelar la fisiopatología de la DMT2: a) 
algunas variaciones respecto al modelo original no fueron justificadas por los autores. 
Lo anterior fue discutido en el artículo del Anexo B; b) la propuesta se basa en el 
modelo de Sorensen, por lo que adquiere las mismas limitaciones del modelo original; 
c) debido al enfoque no lineal de su metodología de ajuste, el conjunto de parámetros 
identificados que minimizan el error entre los datos clínicos y el sistema podría no ser 
único, por lo que no se puede asegurar que las funciones metabólicas que contienen 
los parámetros identificados emulen individualmente la fisiopatología de la DMT2.  
 
Por lo anterior, en esta investigación se propone un modelo PB-PKPD para emular la 
fisiopatología de la DMT2 realizando un ajuste individual de algunas funciones 
matemáticas del modelo matemático propuesto por Alvehag y Martin [36]. Para lo 
anterior, en este Capítulo se abordarán los detalles del modelo de Alvehag y Martin. 
Mientras que el siguiente cubrirá la parte del ajuste de los parámetros del modelo.  
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Figura 2.1 El esquema general de un compartimento. Entre el espacio de sangre 
capilar y el espacio de líquido intersticial existe una baja permeabilidad representada 
por el tiempo de difusión transcapilar 𝑇𝐴𝐵 .  

 
 
 

2.2  El modelo de Alverhag y Martin.  

El modelo matemático en Alverhag y Martin es un sistema dinámico no lineal que 
consta de cuatro subsistemas acoplados. Estos subsistemas son representaciones 
compartimentales simplificadas del cuerpo humano [36]. En las Tablas 2.1-2.3 se 
muestra una representación gráfica de cada uno de los subsistemas. Como se puede 
observar en la Tabla 2.3, los subsistemas de glucagón e incretinas se dividen en un 
solo compartimento que representa a todo el cuerpo. En los subsistemas restantes, se 
le denominan compartimentos centrales a aquellos que comprenden al corazón y 
pulmones, cabeza, hígado, gastro, páncreas y riñones. Mientras los compartimentos 
que contiene todo el tejido muscular y adiposo son denominados periféricos. Las 
flechas rojas representan sangre arterial, mientras que las flechas azules representan 
sangre venosa. Como se puede observar, el ciclo circulatorio sanguíneo se cierra en el 
compartimiento de corazón y pulmones. Las tasas metabólicas que agregan o eliminan 
la masa de los subsistemas están representadas por flechas curvas que entran o salen 
de los compartimentos, respectivamente. Los círculos morados representan entradas 
o salidas del sistema.  
 
Algunos compartimentos tienen espacios bien definidos para la sangre capilar, 
interticial o intracelular, estos espacios son denominados subcompartimentos. Los 
subcompartimentos separados por una la línea continua indica una baja 
permeabilidad entre las paredes que dividen los subcompartimentos (i.e. 
concentración variable de soluto), mientras que la línea discontinua indica una alta 
permeabilidad (i.e. concentración uniforme de soluto).  
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COMPARTIMENTO DEL CEREBRO 

𝑉𝐵௏
𝐺 𝑑𝐺𝐵௏

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐵

𝐺ሺ𝐺𝐻 െ 𝐺𝐵௏ሻ െ
𝑉𝐵𝐼

𝑇𝐵
ሺ𝐺𝐵௏ െ 𝐺𝐵𝐼ሻ   ሺ2.1ሻ 

𝑉𝐵𝐼
𝑑𝐺𝐵𝐼

𝑑𝑡
ൌ

𝑉𝐵𝐼

𝑇𝐵
ሺ𝐺𝐵௏ െ 𝐺𝐵𝐼ሻ െ 𝑟𝐵𝐺௎   ሺ2.2ሻ 

COMPARTIMENTO DE CORAZÓN Y PULMONES 

𝑉𝐻
𝐺 𝑑𝐺𝐻

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐵

𝐺𝐺𝐵௏ ൅ 𝑄௅
𝐺𝐺௅ ൅ 𝑄𝐾

𝐺𝐺𝐾 ൅ 𝑄௉
𝐺𝐺௉௏ െ 𝑄𝐻

𝐺𝐺𝐻 
െ𝑟ோ𝐵𝐶௎ ൅ 𝑟𝐼௏𝐺  ሺ2.3ሻ 

COMPARTIMENTO DEL HÍGADO 

𝑉௅
𝐺 𝑑𝐺௅

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐴

𝐺𝐺𝐻 ൅ 𝑄𝐺
𝐺𝐺𝐺 ൅ 𝑄௉ே

𝐺 𝐺௉ே െ 𝑄௅
𝐺𝐺௅ 

൅𝑟𝐻𝐺௉ െ 𝑟𝐻𝐺௎    ሺ2.4ሻ 

COMPARTIMENTO DE RIÑONES 

𝑉𝐾
𝐺 𝑑𝐺𝐾

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐾

𝐺ሺ𝐺𝐻 െ 𝐺𝐾ሻ െ 𝑟𝐾𝐺𝐸   ሺ2.5ሻ 

COMPARTIMENTO DE PERIFERIA 

𝑉௉௏
𝐺 𝑑𝐺௉௏

𝑑𝑡
ൌ 𝑄௉

𝐺ሺ𝐺𝐻 െ 𝐺௉௏ሻ െ
𝑉௉𝐼

𝑇௉
𝐺 ሺ𝐺௉௏ െ 𝐺௉𝐼ሻ  ሺ2.6ሻ 

𝑉௉𝐼
ௗ𝐺ು಺

ௗ௧
ൌ ௏ು಺

ು்
ಸ ሺ𝐺௉௏ െ 𝐺௉𝐼ሻ െ 𝑟௉𝐺௎   (2.7) 

COMPARTIMENTO DE GASTRO 

𝑉𝐺
𝐺 𝑑𝐺𝐺

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐺

𝐺ሺ𝐺𝐻 െ 𝐺𝐺ሻ െ 𝑟𝐺𝐺௎ ൅ 𝑟ை𝐺𝐴   ሺ2.8ሻ 

COMPARTIMENTO DEL PÁNCREAS 

𝑉௉ே
𝐺 𝑑𝐺௉ே

𝑑𝑡
ൌ 𝑄௉ே

𝐺 ሺ𝐺𝐻 െ 𝐺௉ேሻ   ሺ2.9ሻ 

NOMENCLATURA SEGUNDO SUBÍNDICE (SUB-COMPARTIMIENTO) 
𝐺 ൌ Concentración de glucosa ሺmg/dlሻ 
𝑄 ൌ Caudal de la sangre vascular ሺdl/minሻ 
𝑟 ൌ Fuente metabólica  ሺmg/minሻ 
𝑇 ൌ Tiempo de difusión transcapilar ሺminሻ 
𝑉 ൌ Volumen ሺdlሻ 
𝑡 ൌ Tiempo ሺminሻ 

𝐼 ൌ Espacio del fluido  intersticial 
𝑉 ൌ Espacio de la sangre vascular 
 

SUBÍNDICES DE TASA METABÓLICAS 
𝐵𝐺𝑈 ൌ Toma de glucosa por el cerebro 
𝐺𝐺𝑈 ൌ Utilización de glucosa por Gastro 
𝐻𝐺𝑃 ൌ Producción Hepática de glucosa 
𝐻𝐺𝑈 ൌ Toma hepática de glucosa 
𝐾𝐺𝐸 ൌ Excreción de glucosa por riñón 
𝑃𝐺𝑈 ൌ Toma periférica de glucosa 
𝑅𝐵𝐶𝑈 ൌ Toma de glucosa por los glóbulos rojos 
𝐼𝑉𝐺 ൌInfusión intravenosa de glucosa 
𝑂𝐺𝐴 ൌAbsorción gástrica de glucosa oral 

PRIMER SUBÍNDICE (COMPARTIMIENTO) 
𝐵 ൌ Cerebro 
𝐺 ൌ Gastro 
𝐻 ൌ Corazón y pulmones 
𝐿 ൌ Hígado 
𝑃 ൌ Periferia 
𝐾 ൌ Riñones 
𝐴 ൌ Arteria Hepática 
𝑃𝑁 ൌPáncreas 

PRIMER SUPERÍNDICE 
𝐺 ൌ Subsistema de glucosa 

 
Tabla 2.1 Ecuaciones y nomenclatura del subsistema de glucosa.  Existe una baja 
permeabilidad entre las paredes de los compartimentos, excepto el cerebro y la 
periferia. Por lo tanto, los subcompartimentos pueden considerarse como uno solo. 
Por otra parte, los compartimentos del cerebro y los tejidos periféricos presentan una 
alta permeabilidad a la glucosa entre las paredes que dividen los subcompartimentos 
y por lo tanto, se consideran dos espacios independientes. 
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COMPARTIMENTO DEL CEREBRO 

𝑉𝐵
𝐼 𝑑𝐼𝐵

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐵

𝐼 ሺ𝐼𝐻 െ 𝐼𝐵ሻ   ሺ2.10ሻ 

COMPARTIMENTO DE CORAZÓN Y PULMONES 

𝑉𝐻
𝐼 𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐵

𝐼 𝐼𝐵 ൅ 𝑄௅
𝐼 𝐼௅ ൅ 𝑄𝐾

𝐼 𝐼𝐾 ൅ 𝑄௉
𝐼 𝐼௉௏ െ 𝑄𝐻

𝐼 𝐼𝐻  

൅𝑟𝐼௏𝐼 ሺ2.11ሻ 

COMPARTIMENTO DEL HÍGADO 

𝑉௅
𝐼 𝑑𝐼௅

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐴

𝐼 𝐼𝐻 ൅ 𝑄𝐺
𝐼 𝐼𝐺 െ 𝑄௅

𝐼 𝐼௅ ൅ 𝑄௉ே
𝐼 𝐼௉ே െ 𝑟௅𝐼𝐶 ሺ2.12ሻ 

COMPARTIMENTO DE RIÑONES 

𝑉𝐾
𝐼 𝑑𝐼𝐾

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐾

𝐼 ሺ𝐼𝐻 െ 𝐼𝐾ሻ െ 𝑟𝐾𝐼𝐶 ሺ2.13ሻ 

COMPARTIMENTO DE PERIFERIA 

𝑉௉௏
𝐼 𝑑𝐼௉௏

𝑑𝑡
ൌ 𝑄௉

𝐼 ሺ𝐼𝐻 െ 𝐼௉௏ሻ െ
𝑉௉𝐼

𝑇௉
𝐼 ሺ𝐼௉௏ െ 𝐼௉𝐼ሻ ሺ2.14ሻ 

𝑉௉𝐼
ௗ𝐼ು಺

ௗ௧
ൌ ௏ು಺

ು்
಺ ሺ𝐼௉௏ െ 𝐼௉𝐼ሻ െ 𝑟௉𝐼𝐶  (2.15) 

COMPARTIMENTO DE GASTRO 

𝑉𝐺
𝐼 𝑑𝐼𝐺

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐺

𝐼 ሺ𝐼𝐻 െ 𝐼𝐺ሻ   ሺ2.16ሻ 

COMPARTIMENTO DEL PÁNCREAS 

𝑉௉ே
𝐼 𝑑𝐼௉ே

𝑑𝑡
ൌ 𝑄௉ே

𝐼 ሺ𝐼𝐻 െ 𝐼௉ேሻ ൅ 𝑟௉𝐼ோ   ሺ2.17ሻ 

 
NOMENCLATURA SEGUNDO SUBÍNDICE (SUB-COMPARTIMIENTO) 

𝐼 ൌ Concentración de insulina ሺmU/lሻ 
𝑄 ൌ Caudal del plasma vascular ሺl/minሻ 
𝑟 ൌ Fuente metabólica  ሺmU/minሻ 
𝑇 ൌ Tiempo de difusión transcapilar ሺminሻ 
𝑉 ൌ Volumen ሺlሻ 
𝑡 ൌ Tiempo ሺminሻ 
 

𝐼 ൌ Espacio del fluido  intersticial 
𝑉 ൌ Espacio del plasma vascular 
 

SUBÍNDICES DE TASA METABÓLICAS 
𝐾𝐼𝐶 ൌ Depuración de insulina por el riñon 
𝐿𝐼𝐶 ൌ Depuración de insulina por el hígado 
𝑃𝐼𝐶 ൌ Depuración de insulina por la periferia 
𝑃𝐼𝑅 ൌ Liberación  pancreática de insulina 
𝐼𝑉𝐼 ൌInfusión de insulina intravenosa 
 

PRIMER SUBÍNDICE (COMPARTIMIENTO) 
𝐵 ൌ Cerebro 
𝐺 ൌ Gastro 
𝐻 ൌ Corazón y pulmones 
𝐿 ൌ Hígado 
𝑃 ൌ Periferia 
𝐴 ൌ Arteria Hepática 
𝑃𝑁 ൌPáncreas 

PRIMER SUPERÍNDICE 
𝐼 ൌ Subsistema de insulina 

 
 

Tabla 2.2 Ecuaciones y nomenclatura del subsistema de insulina. Salvo la periferia, la 
permeabilidad entre las paredes de todos los compartimentos es relativamente baja, 
lo que implica que todos los subcompartimentos de estos compartimentos pueden 
considerarse como uno solo. En este caso, el compartimento de los tejidos periféricos 
considera una alta permeabilidad de la glucosa entre las paredes que dividen los 
subcompartimentos y, por lo tanto, se consideran dos espacios independientes. 
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CUERPO COMPLETO 

𝑉Γ 𝑑Γே

𝑑𝑡
ൌ 𝑟ெ௉ΓCሺ𝑟௉ΓR

ே െ Γேሻ ሺ2.18ሻ 

NOMENCLATURA 
Γ ൌ Concentración de glucagón ሺpg/mlሻ 
𝑉 ൌ Volumen de distribución del glucagón ሺmlሻ 
𝑟 ൌ Fuente metabólica  ሺpg/minሻ 
𝑡 ൌ Tiempo ሺminሻ 

SUBÍNDICES DE TASA METABÓLICAS 
𝑃Γ𝐶 ൌ Depuración del glucagón en plasma 
𝑃Γ𝑅 ൌ Liberación pancreática de glucagón  

PRIMER SUPERÍNDICE 
𝛤 ൌ Subsistema de glucagón 
𝑁 ൌNormalizado (dividido entre su valor basal) 

 
 

 

 

 

CUERPO COMPLETO 
𝑉ఠ ௗω

ௗ௧
ൌ 𝑟𝐺ఠோ െ 𝑟௉ఠ𝐶  (2.19) 

𝑑ω𝐺

𝑑𝑡
ൌ 𝜍𝑂𝐺𝐶௦ െ 𝑟𝐺ఠோ ሺ2.20ሻ 

NOMENCLATURA 
𝜔 ൌ Concentración de incretinas sobre el nivel  
normal  ሺpmol/lሻ 
𝜔𝐺 ൌ Cantidad de incretinas  en gastro sobre el nivel  
normal  ሺpmolሻ 
𝑉 ൌ Volumen de distribución de las incretinas ሺlሻ 
𝑟 ൌ Fuente metabólica  ሺpmol/minሻ 
𝑡 ൌ Tiempo ሺminሻ 

SUBÍNDICES DE TASA METABÓLICAS 
𝐺𝜔𝑅 ൌ Liberación de incretinas por gastro 
𝑃𝜔𝐶 ൌ Depuración de incretinas en plasma  

PRIMER SUPERÍNDICE 
𝜔 ൌ Subsistema de incretinas 

 
Tabla 2.3 Ecuaciones y nomenclatura del subsistema de glucagón incretinas. La tabla 
superior e inferior muestra el diagrama y la nomenclatura de los subsistemas de 
glucagón e incretinas, respectivamente.  
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Una representación esquemática general de un compartimento se muestra en la 
Figura 2.1. En este compartimento, 𝐶𝐴 y 𝐶𝐵 representan variables que cuantifican la 
concentración de soluto en el subcompartimento de la sangre capilar y el 
subcompartimento del líquido intersticial, respectivamente. La acumulación de soluto 
se cuantifica mediante una suma de tasas de cambio (i.e. convección y difusión), 
mientras que su adición o eliminación se debe a tasas metabólicas. Las siguientes 
ecuaciones dan la cuantificación del soluto para el subcompartimento de la Figura 2.1: 
 

𝑉𝐴
𝑑𝐶𝐴

𝑑𝑡
ൌ 𝑄𝐼ሺ𝐶௜ െ 𝐶𝐴ሻ ൅

𝑉𝐵

𝑇𝐴𝐵
ሺ𝐶𝐵 െ 𝐶𝐴ሻ,      ሺ2.21ሻ 

𝑉𝐵
𝑑𝐶𝐵

𝑑𝑡
ൌ

𝑉𝐵

𝑇𝐴𝐵
ሺ𝐶𝐴 െ 𝐶𝐵ሻ െ 𝑟௦௜௡௞ ൅ 𝑟௦௢௨௥௖௘,      ሺ2.22ሻ 

 
donde 𝐶௜ es la concentración arterial de soluto, 𝑄𝐼 , es la tasa de flujo sanguíneo 
volumétrico, 𝑉𝐴 y 𝑉𝐵 son el volumen sanguíneo de cada subcompartimento, y 𝑇𝐵 es el 
tiempo de difusión transcapilar en los compartimientos.  

 

 

 
2.2.1 Las tasas metabólicas 

Los subsistemas del modelo están acoplados a través de las funciones que representan 
las tasas metabólicas. Estas tasas metabólicas están modeladas matemáticamente ya 
sea como funciones constantes o lineales de la acumulación de masa en los 
compartimentos o como funciones multiplicadoras de la tasa metabólica basal. 
Específicamente, las tasas metabólicas en los subsistemas de glucosa y glucagón son 
funciones multiplicativas que tienen la siguiente forma general: 

 
𝑟 ൌ 𝑀𝐺𝑀𝐼𝑀Γ𝑟𝐵,      ሺ2.23ሻ 

 
donde 𝑟𝐵 representa el valor basal de la tasa metabólica (𝑟) y cada 𝑀 es el efecto 
aislado de la concentración normalizada de glucosa (𝑀𝐺), insulina (𝑀𝐼), y glucagón 
(𝑀Γ) considerando una tasa metabólica normalizada (i.e. 𝑟ே ൌ  𝑟/𝑟𝐵 ). Lo anterior 
implica que 𝑀𝐺 ൌ 𝑀𝐼 ൌ 𝑀𝐺 ൌ 1 cuando la glucosa, la insulina y el glucagón son 
basales y por lo tanto 𝑟 ൌ 𝑟𝐵.  
 
Para representar las funciones no linealidades que se observan comúnmente en las 
correlaciones de datos biológicos, todos los efectos aislados (excepto aquellos que son 
estados del sistema) se modelan como tangentes hiperbólicas de la siguiente manera: 
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𝑀ሺ𝑥௜
ேሻ ൌ 𝜂௝భ ൅ 𝜂௝మ tanh ቀ𝜂௝య൫𝑥௜

ே ൅ 𝜂௝ర൯ቁ,      ሺ2.24ሻ 
 

en donde 𝑥௜
ே ൌ 𝑥௜/𝑥௜

𝐵  para 𝑖 ∈ ሼ1, 2, … , 28ሽ, y 𝜂௝భ, 𝜂௝మ, … , 𝜂௝ర ∈ 𝐻 con 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗4 ∈ ℕ ൑
67 son parámetros adimensionales. Más adelante, en la Sección 2.5 se proveerá de 
información acerca del vector 𝑥௜  y el valor nominal de los parámetros del modelo.  

 
 
 

2.2.2 El subsistema de glucosa 

El balance de materia en los subcompartimientos del subsistema de glucosa de la 
Tabla A.1 da lugar a un conjunto de 9 EDOs. Este subsistema contempla 8 tasas 
metabólicas: 6 para absorber o depurar la glucosa y 2 fuentes generadoras de glucosa. 
Las tasas metabólicas de captación de glucosa en el cerebro, en los glóbulos rojos e 
intestinal son constantes. Esto es 𝑟𝐵𝐺௎  ൌ  𝜂21, 𝑟ோ𝐵𝐶௎  ൌ  𝜂22 y 𝑟𝐺𝐺௎  ൌ  𝜂23, 
respectivamente. Las tasas metabólicas de la captación de glucosa periférica (𝑟௉𝐺௎), la 
producción de glucosa hepática (𝑟𝐻𝐺௉) y la captación de glucosa hepática (𝑟𝐻𝐺௎) se 
modelan como efectos multiplicativos de su tasa basal de la siguiente manera: 
 

1. La tasa metabólica de la absorción periférica de glucosa ሺ𝑟௉𝐺௎ሻ tiene la forma 
de la Ecuación (2.23), con 𝑟𝐵௉𝐺௎  ൌ  𝜂15. La función 𝑟௉𝐺௎ depende solamente los 
cambios en la concentración de glucosa e insulina, por este motivo el efecto del 
glucagón se considera como 𝑀௉𝐺௎

 Γ ൌ 1. Los efectos aislados de la glucosa y la 
insulina en 𝑟௉𝐺௎ fueron determinados mediante un ajuste a datos 
experimentales [48]. Tras el ajuste 𝑀௉𝐺௎

𝐺  se representó como una función lineal 
que atraviesa del origen (i.e. 𝑀௉𝐺௎

𝐺  ൌ  𝐺௉𝐼/𝐺௉𝐼
𝐵 ), mientras que 𝑀௉𝐺௎

𝐼 ሺ𝐼௉𝐼ሻ se 
define por medio de la Ecuación (2.24), con 𝜂௝ ൌ ሼ𝜂17; 𝜂18;  𝜂19; െ𝜂20ሽ. 

2. La tasa metabólica de la producción hepática de glucosa (𝑟𝐻𝐺௉) tiene la forma 
de la Ecuación (2.23), con 𝑟𝐻𝐺௉

𝐵 ൌ 𝜂1. Dado que el efecto de la insulina en 𝑟𝐻𝐺௉ 
cambia de estado basal a estado estacionario en una forma exponencial, 
entonces esta función se define como:  

𝑑𝑀𝐻𝐺௉
𝐼

𝑑𝑡
ൌ ሺ𝑀𝐻𝐺௉

𝐼ಮ െ 𝑀𝐻𝐺௉
𝐼 ሻ/𝜏𝐼.     ሺ2.25ሻ 

 
La tasa normalizada de producción hepática de glucosa que resulta de un 
cambio en escalón se modela considerando la función 𝐹2. Esta función permite 
degradar la respuesta máxima de la acción del glucagón a la mitad de su 
impacto inicial. Matemáticamente lo anterior se representa como 𝑀𝐻𝐺௉

Γ ൌ
𝑀𝐻𝐺௉

Γబ െ 𝐹2, en donde la 𝐹2 se obtiene de la siguiente ecuación: 
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𝑑𝐹2

𝑑𝑡
ൌ ሺሺ𝑀𝐻𝐺௉

Γబ െ 1ሻ/2 െ 𝐹2ሻ/𝜏Γ.      ሺ2.26ሻ 

 
Los efectos aislados de la glucosa, el efecto aislado de la insulina en estado 
estacionario y el efecto aislado del glucagón en la producción hepática de 
glucosa fueron definidas mediante el ajuste de las funciones a los datos clínicos. 
Lo anterior quedó definido por la Ecuación (2.24), para los siguientes grupos 
de parámetros respectivos: 𝜂௝ ൌ ሼ𝜂4, െ𝜂5, 𝜂6, െ𝜂7ሽ, ሼ0, 𝜂2, 𝜂3, 0ሽ y ሼ𝜂54, െ𝜂55,
𝜂56, െ𝜂57ሽ. 
 

3. La función 𝑟𝐻𝐺௎ tiene la forma de la Ecuación (2.23) con 𝑟𝐻𝐺௎
𝐵 ൌ 𝜂11. La tasa 

metabólica 𝑟𝐻𝐺௎ es una función de los cambios en la concentración de insulina 
y glucosa. Por lo tanto, el efecto del glucagón en esta función se considera 
como: 𝑀௉𝐺௎

Γ ൌ 1. Dado que la toma de glucosa hepática varía de manera 
exponencial con el tiempo, entonces la función que representa el efecto aislado 
de la insulina para esta ruta metabólica está dado por la siguiente ecuación:  
 

𝑑𝑀𝐻𝐺௎
𝐼

𝑑𝑡
ൌ ሺ𝑀𝐻𝐺௎

𝐼ಮ െ 𝑀𝐻𝐺௎
𝐼 ሻ/𝜏𝐼.      ሺ2.27ሻ 

 
Por otro lado, el efecto aislado de la glucosa y el efecto en estado estacionario 
de la insulina en la toma de glucosa hepática fueron determinados mediante un 
ajuste a datos clínicos. De lo anterior las funciones 𝑀𝐻𝐺௎

𝐺 ሺ𝐺௅ሻ y 𝑀𝐻𝐺௎
𝐼ಮ ሺ𝐼௅ሻ se 

definen por la Ecuación (2.24) con 𝜂௝ ൌ ሼ𝜂8, 𝜂60, 𝜂9, െ𝜂10ሽ y ሼ0, 𝜂52, 𝜂53, 0ሽ, 
respectivamente.  

 
La excreción de glucosa por los riñones se modela como una función continua definida 
por partes, considerando la tasa de filtración de glucosa menos la tasa de reabsorción. 
Esto se define de la siguiente manera: 
 

𝑟𝐾𝐺𝐸 ൌ ቊ𝜂12 ൅ 𝜂61 tanh൫𝜂12ሺ𝐺𝐾 െ 𝜂14ሻ൯           0 ൑ 𝐺𝐾 ൏ 460 mg/min
𝜂58 ൅ 𝜂59𝐺𝐾                                                       𝐺𝐾 ൒ 460 mg/min

.      ሺ2.28ሻ  

 
Del modelo de vaciado gástrico tenemos que la tasa de absorción de glucosa intestinal 
(𝑟ை𝐺𝐴), se obtiene mediante la siguiente ecuación:  
 

𝑑𝑟ை𝐺𝐴

𝑑𝑡
ൌ 𝐺௦/ሺ𝑇𝐴𝑇𝐺𝐸ሻ െ 𝑟ை𝐺𝐴/𝑇𝐴,      ሺ2.29ሻ 
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en donde la cantidad de glucosa que entra al estómago después de una comida (𝑂𝐺𝐶௦) 
depende del contenido de carbohidratos de la comida (𝑂𝐺𝐶0). Lo anterior se 
representa por:  
 

𝑂𝐺𝐶௦ ൌ
1

𝜂66
𝑂𝐺𝐶0൫ሺ𝑡 െ 𝜂66ሻ𝑢ሺ𝑡 െ 𝜂66ሻ െ ሺ𝑡 െ 𝜂66 െ 1ሻ𝑢ሺ𝑡 െ 𝜂66 െ 1ሻ

െ ሺ𝑡 െ 𝜂66 െ 4ሻ𝑢ሺ𝑡 െ 𝜂66 െ 4ሻ ൅ ሺ𝑡 െ 𝜂66 െ 5ሻ𝑢ሺ𝑡 െ 𝜂66 െ 5ሻ൯. 

ሺ2.30ሻ 

 
Después de la toma de glucosa, la tasa de vaciado gástrico describe la velocidad de 
transferencia de glucosa desde el estómago hacia el intestino. Esta tasa está dada por: 
 

𝑑𝐺ௌ

𝑑𝑡
ൌ 𝑂𝐺𝐶௦ െ 𝐺௦/𝑇𝐺𝐸.      ሺ2.31ሻ 

 
 
 

2.2.3 El subsistema de insulina 

El balance de materia en los subcompartimientos del subsistema de insulina de la 
Tabla 2.2 da lugar a un conjunto de 8 EDOs. Este subsistema contempla 4 tasas 
metabólicas: 3 para depurar la insulina y 1 fuente generadoras de insulina. Todas las 
tasas depuradoras de insulina se modelan como una fracción de la cantidad de 
insulina por minuto que recibe el órgano. Esto es: 𝑟௅𝐼𝐶 ൌ 𝐹௅𝐼𝐶ሺ𝑄𝐴

𝐼 𝐼𝐻 ൅ 𝑄𝐺
𝐼 𝐼𝐺 ൅ 𝑄௉ே

𝐼 𝐼௉ேሻ,  
𝑟𝐾𝐼𝐶 ൌ 𝐹𝐾𝐼𝐶ሺ𝑄𝐾

𝐼 𝐼𝐻ሻ and  𝑟௉𝐼𝐶 ൌ 𝐼௉𝐼/ሺሺሺ1 െ 𝐹௉𝐼𝐶ሻ/ሺ𝐹௉𝐼𝐶𝑄௉
𝐼 ሻሻ െ 𝑇௉

𝐼/𝑉௉𝐼
𝐼 ሻ. Mientras que la 

tasa de liberación pancreática de insulina (𝑟௉𝐼ோሻ fue modelada de manera 
compartimental para reproducir las dos características bifásicas de la secreción de 
insulina.  

 

 

Figura 2.2 Modelo compartimental de la secreción endógena de insulina. 
Adaptado de Sorensen, 1985 [35]. 
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El modelo matemático compartimental que describe la secreción pancreática de 
insulina se puede observar en la Figura 2.2. En este modelo se considera que un 
compartimento grande de almacenamiento ሺ𝑄௦ሻ está en intercambio continuo con un 
pequeño compartimento de insulina lábil ሺ𝑄ሻ, que contiene solo porcentaje del total 
de la insulina almacenada. La cantidad de insulina en el compartimento grande se 
considerada constante. En contraste, la cantidad de insulina en el compartimento 
pequeño ሺ𝑄ሻ se considera variable, sensible a la variación en la concentración de 
glucosa y dependiente tanto de la tasa de intercambio de insulina entre los 
compartimentos ሺ𝑃ሻ como de la tasa de secreción ሺ𝑆ሻ. Lo anterior se captura mediante 
la siguiente ecuación: 

𝑑𝑄
𝑑𝑡

ൌ 𝜂42ሺ𝜂43 െ 𝑄ሻ ൅ 𝜂44𝑃 െ 𝑆.      ሺ2.32ሻ 

 
La tasa de  𝑃 se calcula como la solución de la siguiente ecuación diferencial: 

 
𝑑𝑃
𝑑𝑡

ൌ 𝜂35ሺ𝑃ஶ െ 𝑃ሻ,      ሺ2.33ሻ 

 
en donde  𝑃ஶ representa el efecto en estado estacionario de la glucosa y las incretinas 
sobre la tasa de liberación de insulina. La función 𝑃ஶ se define como 𝑃ஶ ൌ 𝑌 ൌ 𝑋ఎరబ ൅
𝜂62𝜔 , en donde 𝑋 es un agente excitador de la secreción de insulina estimulada por la 
concentración de glucosa. Este agente se define como 𝑋 ൌ 𝐺𝐻/ሺ𝜂37

ఎయల ൅ 𝜂38𝐺𝐻
ఎయవሻ.  

 
La tasa de secreción de insulina es una función que se define de la siguiente manera: 

 
𝑆 ൌ ൫𝜂46ሺ𝑋 െ 𝐼௡ሻ0శ ൅ 𝜂45𝑌 ൅ 𝜂63𝜔൯𝑄,      ሺ2.34ሻ 

 
en donde la notación ሺ𝑋 െ 𝐼௡ሻ0శ  significa que el valor de la función 𝑋 െ 𝐼௡ contribuye a 
𝑆 siempre y cuando el valor sea positivo, de otra forma, se considera que su 
contribución es nula. La función 𝐼௡ representa un agente inhibidor de la secreción de 
insulina, el cual es obtenido de la solución de la siguiente ecuación diferencial: 

 
𝑑𝐼௡

𝑑𝑡
ൌ 𝜂41ሺ𝑋 െ 𝐼௡ሻ.      ሺ2.35ሻ 

 
De la Ecuación (2.34) se puede observar que el primer término representa la primera 
fase de la secreción de insulina, la cual es proporcional a la diferencia entre 𝑋 e 𝐼. Por 
otro lado, la segunda fase de la secreción de insulina se obtiene del segundo término 
de la Ecuación (2.34) y es proporcional a la transferencia lenta de insulina 
proveniente desde el compartimento grande. Finalmente, el último término de la 
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Ecuación (2.34) refleja el efecto potenciador de la secreción de insulina debido a las 
hormonas incretinas.  

 
La tasa metabólica de liberación de insulina fue modelada como una fracción de la 
tasa basal de secreción (𝑟௉𝐼ோ

𝐵 ). Esto es:  

𝑟௉𝐼ோ ൌ
𝑆ሺ𝐺𝐻, 𝜔ሻ

𝑆ሺ𝐺𝐻
𝐵, 𝜔𝐵ሻ

𝑟௉𝐼ோ
𝐵 ,      ሺ2.36ሻ 

 
en donde 𝑟௉𝐼ோ

𝐵  se determina por medio de las diferentes concentraciones de insulina en 
ayuno, esto es:   

 

𝑟௉𝐼ோ
𝐵 ൌ 𝐼𝐻

𝐵 ቆ
𝑄𝐻

𝐼

1 െ 𝐹௅𝐼𝐶
െ 𝑄𝐴

𝐼 െ 𝑄𝐺
𝐼 െ

1 െ 𝐹௉𝐼𝐶

1 െ 𝐹௅𝐼𝐶
𝑄௉

𝐼 െ
𝑄𝐵

𝐼

1 െ 𝐹௅𝐼𝐶
െ

𝑄𝐾
𝐼 ሺ1 െ 𝐹𝐾𝐼𝐶ሻ
1 െ 𝐹௅𝐼𝐶

െ 𝑄௉ே
𝐼 ቇ.     ሺ2.37ሻ 

 
 
 

2.2.4 El subsistema de glucagón e incretinas 

El balance de materia en los subcompartimientos del subsistema de glucagón e 
incretinas de la Tabla 2.3, da lugar a un conjunto de 3 EDOs en total. Ambos 
subsistemas tienen una tasa metabólica para representar una depuración de soluto y 
una fuente metabólica, que representa la liberación de soluto dentro del plasma 
sanguíneo. Las tasas de eliminación de glucagón e incretinas, y la tasa de liberación de 
incretinas se modelan como: 𝑟௉Γ𝐶 ൌ 𝜂33Γ, 𝑟௉ఠ𝐶 ൌ 𝑟ெఠ𝐶𝜔, y 𝑟𝐺ఠோ ൌ 𝜔𝐺/𝑇ఠ , 
respectivamente. Mientras que, la tasa normalizada de liberación de glucagón (𝑟௉Γோ

ே ) 
se modela como la función multiplicativa 𝑟௉Γோ

ே ൌ 𝑀௉ΓR
𝐺 𝑀௉Γோ

𝐼 . Para la función anterior, el 
efecto aislado de la glucosa (𝑀௉Γோ

𝐺 ሺ𝐺𝐻
ேሻ) y el efecto aislado de la insulina (𝑀௉Γோ

𝐼 ሺ𝐼𝐻
ேሻ) 

sobre la liberación de glucagón, fueron determinados mediante el ajuste de la 
Ecuación (2.24) a datos clínicos con 𝜂௝ ൌ ሼ𝜂24, െ𝜂25, 𝜂26, െ𝜂27ሽ y ሼ𝜂28, െ𝜂29,
𝜂30, െ𝜂31ሽ, respectivamente.  
 
 
 

2.2.5 Inicialización del modelo 

En total, el modelo consiste en un conjunto de 28 EDOs no lineales y continuas. Por lo 
anterior, la solución del sistema está garantizada en un dominio D mientras la 
condición inicial se encuentre en D. Metodológicamente, en este documento se plantea 
que la solución del sistema está representada por el siguiente vector de estado:   
 ሺ2.38ሻ 
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𝑥 ൌ ሾ𝐺𝐵௏, 𝐺𝐵𝐼, 𝐺𝐻, 𝐺௅, 𝐺𝐾, 𝐺௉௏, 𝐺௉𝐼, 𝐺𝐺, 𝐺௉ே, 𝐼𝐵, 𝐼𝐻, 𝐼௅, 𝐼𝐾, 𝐼௉௏,
𝐼௉𝐼, 𝐼𝐺, 𝐼௉ே, Γே, 𝜔, 𝜔𝐺, 𝑀𝐻𝐺௉

𝐼 , 𝑀𝐻𝐺௎
𝐼 , 𝐹2, 𝑃, 𝐼, 𝑄, 𝐺௦, 𝑟ை𝐺𝐴ሿ,      

 
 

en donde: 𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ ሾ𝑥1ሺ𝑡ሻ, 𝑥2ሺ𝑡ሻ, … , 𝑥28ሺ𝑡ሻሿ் ∈ D ⊂ ℝ28 es semidefinida positiva, lo que 
significa que pertenece al subconjunto ℝ+

28. Utilizando la definición de estados de la 
Ecuación 2.38, el espacio de estados es: 
  

𝑥ሶሺ𝑡ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑥ሺ𝑡ሻ; 𝜋, 𝜂ሻ,   𝑥ሺ𝑡0ሻ ൌ 𝑥0 ∈ D,       ሺ2.39ሻ 
 

en donde 𝐹ሺ𝑥ሺ𝑡ሻ; 𝜋, 𝜂ሻ : → ℝ28 determina la evolución en el tiempo de 𝑥 desde la 
condición inicial (𝑥0) al tiempo inicial (𝑡0), 𝜋 ∈ Π ⊂ ℝ46 contiene a los parámetros 
dentro de las funciones que representan procesos hemodinámicos y 𝜂 ∈ 𝐻 ⊂  ℝ67 son 
todos los parámetros que forman parte de las funciones que representan las tasas 
metabólicas. La Tabla 2.4 se puede encontrar una lista que contiene los valores 
nominales de todos los parámetros del modelo. 
 

El modelo matemático de la Ecuación (2.39) simula con éxito la dinámica de la glucosa 
en sangre de un cuerpo humano sano sometido ante dos pruebas distintas: i) un 
suministro intravenoso de glucosa y ii) la ingesta oral de glucosa [36]. Para la primera, 
la entrada al sistema es una tasa de suministro continuo de insulina (𝑟𝐼௏𝐺), cuyas 
unidades son (mg/dL)/min. Esta entrada se conecta a las ecuaciones del modelo que 
describen la dinámica de la glucosa en el tejido periférico vascular. Por otro lado, la 
entrada al sistema para la segunda prueba es una cantidad de glucosa (𝑂𝐺𝐶0), cuyas 
unidades son mg. Esta última se conecta a las ecuaciones que describen el proceso de 
vaciado gástrico. 

 
La salida del sistema está definida por los siguientes estados: 𝑦 ൌ 𝑥6 ൌ  𝐺௉௏ y 𝑦 ൌ
𝑥14  ൌ 𝐼௉௏ , cuyo significado se refiere a la concentración vascular de glucosa e insulina 
en los tejidos periféricos, respectivamente. La evolución temporal de 𝑦 se utiliza para 
comparar la simulación del modelo con los datos clínicos en los que las 
concentraciones de glucosa e insulina se toman de una muestra de sangre del 
antebrazo de los pacientes durante una prueba. En todas las simulaciones, el modelo 
de la Ecuación (2.39) se resolvió numéricamente utilizando la función ode45 
(Dormand-Prince) con paso variable en MATLAB. El tiempo de simulación se 
estableció como la duración del ensayo clínico. 
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PARÁMETROS DE LOS PROCESOS HEMODINÁMICOS (𝜋) 
𝑉𝐵௏

𝐺 ൌ 3.5 𝑉𝐾
𝐼 ൌ 0.505 𝑄𝐺

𝐺 ൌ 9.6 𝐹𝐾𝐼𝐶 ൌ 0.30 
𝑉𝐵𝐼

𝐺 ൌ 4.5 𝑉௉௏
𝐼 ൌ 0.735 𝑄௉ே

𝐺 ൌ 0.5 𝐹௉𝐼𝐶 ൌ 0.15 
𝑉𝐻

𝐺 ൌ 13.8 𝑉௉𝐼
𝐼 ൌ 6.3 𝑄𝐴

𝐺 ൌ 2.5 𝑇𝐵
𝐺 ൌ 2.1 

𝑉௅
𝐺 ൌ 23.5 𝑉𝐺

𝐼 ൌ 0.945 𝑄𝐵
𝐼 ൌ 0.45 𝑇௉

𝐺 ൌ 5 
𝑉𝐾

𝐺 ൌ 6.6 𝑉௉ே
𝐼 ൌ 0.07 𝑄𝐻

𝐼 ൌ 3.12 𝑇𝐴 ൌ 22 
𝑉௉𝐼

𝐺 ൌ 63 𝑉Γ ൌ 9930 𝑄௅
𝐼 ൌ 0.9 𝑇௉

𝐼 ൌ 20 
𝑉௉௏

𝐺 ൌ 10.4 𝑉ఠ ൌ 9.930 𝑄𝐾
𝐼 ൌ 0.72 𝑇ఠ ൌ 25 

𝑉𝐺
𝐺 ൌ 11.2 𝑄𝐵

𝐺 ൌ 5.9 𝑄௉
𝐼 ൌ 1.05 𝑇𝐺𝐸 ൌ 73 

𝑉௉ே
𝐺 ൌ 1.6 𝑄𝐻

𝐺 ൌ 43.7 𝑄𝐺
𝐼 ൌ 0.684 𝜏𝐼 ൌ 25 

𝑉𝐵
𝐼 ൌ 0.265 𝑄௅

𝐺 ൌ 12.6 𝑄௉ே
𝐼 ൌ 0.036 𝜏Γ ൌ 65 

𝑉𝐻
𝐼 ൌ 0.985 𝑄𝐾

𝐺 ൌ 10.1 𝑄𝐴
𝐼 ൌ 0.18  

𝑉௅
𝐼 ൌ 1.07 𝑄௉

𝐺 ൌ 15.1 𝐹௅𝐼𝐶 ൌ 0.40  

PARÁMETROS DE LOS PROCESOS METABÓLICOS (𝜂) 

𝜂1 ൌ 155 𝜂18 ൌ 6.52 𝜂35 ൌ 0.0482 𝜂52 ൌ 2 

𝜂2 ൌ 2.7 𝜂19 ൌ 0.338 𝜂36 ൌ 3.27 𝜂53 ൌ 0.55 

𝜂3 ൌ 0.39 𝜂20 ൌ 5.82 𝜂37 ൌ 132 𝜂54 ൌ 1.21 

𝜂4 ൌ 1.42 𝜂21 ൌ 70 𝜂38 ൌ 5.93 𝜂55 ൌ 1.14 

𝜂5 ൌ 1.41 𝜂22 ൌ 10 𝜂39 ൌ 3.02 𝜂56 ൌ 1.66 

𝜂6 ൌ 0.62 𝜂23 ൌ 20 𝜂40 ൌ 1.11 𝜂57 ൌ 0.89 

𝜂7 ൌ 0.497 𝜂24 ൌ 2.93 𝜂41 ൌ 0.931 𝜂58 ൌ 330 

𝜂8 ൌ 5.66 𝜂25 ൌ 2.10 𝜂42 ൌ 0.0079 𝜂59 ൌ 0.872 

𝜂9 ൌ 2.4 𝜂26 ൌ 4.18 𝜂43 ൌ 6.33 𝜂60 ൌ 5.66 

𝜂10 ൌ 1.48 𝜂27 ൌ 0.61 𝜂44 ൌ 0.575 𝜂61 ൌ 71 

𝜂11 ൌ 20 𝜂28 ൌ 1.31 𝜂45 ൌ 0.0079 𝜂62 ൌ 0.003 

𝜂12 ൌ 71 𝜂29 ൌ 0.61 𝜂46 ൌ 0.136 𝜂63 ൌ 0.0001 

𝜂13 ൌ 0.01 𝜂30 ൌ 1.06 𝜂47 ൌ 𝐺𝐻
𝐵  𝜂64 ൌ 0.14 

𝜂14 ൌ 460 𝜂31 ൌ 0.47 𝜂48 ൌ 𝐺௅
𝐵  𝜂65 ൌ 0.009 

𝜂15 ൌ 35 𝜂32 ൌ 9.11 𝜂49 ൌ 𝐼௉𝐼
𝐵  𝜂66 ൌ 4 

𝜂16 ൌ 𝐺௉𝐼
𝐵  𝜂33 ൌ 910 𝜂50 ൌ 𝐼𝐻

𝐵  𝜂67 ൌ 0 

𝜂17 ൌ 7.03 𝜂34 ൌ 18.69 𝜂51 ൌ 𝐼௅
𝐵   

    

Tabla 2.4 Valores nominales de los parámetros. La parte superior e inferior 
de la tabla contienen el valor nominal de los parámetros hemodinámicos y 
metabólicos del modelo, respectivamente.  
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Para simular el modelo, primero se debe hacer una inicialización. Para la 
inicialización, la condición basal (𝑥𝐵) y 𝑥0 fueron calculadas a partir de las 
concentraciones de solutos en el estado de ayuno de los pacientes. La condición 𝑥𝐵 se 
determinó a partir de la media de la concentración de glucosa e insulina en ayunas de 
las muestras de sangre recogidas durante varios días, esto es 𝑥6

𝐵  y 𝑥14
𝐵  

respectivamente. Dado que en el estado estacionario las concentraciones 
intersticiales, arteriales y venosas en los compartimentos son las mismas, los datos 
vasculares periféricos para obtener 𝑥𝐵  se calculan a partir de los datos reportados del 
paciente, ya sean arteriales o venosos. De manera similar, la condición 𝑥0 se 
determinó a partir de las concentraciones de glucosa e insulina en ayuno y al 
momento cero de la prueba clínica; esto es 𝑥6ሺ0ሻ y 𝑥14ሺ0ሻ, respectivamente.  
 
Matemáticamente, el estado de ayuno tiene una correspondencia fisiológica con el 
estado estable del sistema (𝑥∗) en la Ecuación (2.39), esto es: 
 

𝐹ሺ𝑥∗; 𝜋, 𝜂ሻ ൌ 0,     ሺ2.40ሻ 
 
por lo tanto, las 26 componentes restantes de 𝑥𝐵  y 𝑥0 se obtienen resolviendo para la 
Ecuación (2.40). 
 
Usando los valores nominales de los parámetros, el sistema de la Ecuación (2.39) 
simula la dinámica de la glucosa después de un suministro intravenoso de glucosa o 
una glucosa oral en un cuerpo humano sano [36]. Estas simulaciones y su 
comparación con los datos clínicos de sujetos sanos pueden ser encontradas en [36]. 
Para modelar matemáticamente la dinámica de la glucosa de pacientes con T2DM, los 
parámetros de las funciones que representan las tasas metabólicas responsables de la 
hiperglucemia característica de este padecimiento serán ajustados en el siguiente 
capítulo.  
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CapÀtulo ͵ 
Desarrollo del modelo de DMTʹ 

 
En este capítulo, utilizando un enfoque farmacocinético-farmacodinámico, se 
desarrolla un modelo matemático basado en la fisiología del cuerpo humano de 
un paciente con DMT2. La estructura del modelo está definida por el modelo de 
Alverhag y Martin, el cual emula la dinámica de la glucosa en sujetos sanos. De 
este modelo se seleccionaron las funciones matemáticas que representan las 
tasas metabólicas con una contribución relevante a la hiperglucemia. Después 
estas tasas fueron ajustadas individualmente a datos clínicos, obtenidos de la 
literatura, en donde se realizaron diversas pruebas a pacientes con DMT2. 
Después del ajuste el modelo fue simulado ante diversas entradas y diferentes 
condiciones iniciales. Partiendo desde una condición de hiperglucemia el modelo 
emula con la hiperglucemia posprandial de las pruebas de tolerancia oral a la 
glucosa para diferentes dosis y en comparación con la prueba de glucosa 
intravenosa escalonada en pacientes con DMT2 difiere en promedio solo 5 mg/dl.  

 
 
 
 
 

3.1  Ajuste de curvas 
Durante décadas, diferentes estudios han identificado los problemas metabólicos 
asociados con la progresión de la T2DM en humanos sanos y se ha encontrado una 
relación directa entre el desarrollo del padecimiento y defectos en el metabolismo de 
las grasas y los carbohidratos [41, 42]. Sin embargo, el metabolismo de estos últimos 
es el objeto de estudio en este trabajo. 
 
Principalmente, la fisiopatología de la T2DM se caracteriza por [41]: i) la resistencia a 
la insulina, definida como un deterioro del efecto de la insulina en la absorción de la 
glucosa por los tejidos periféricos, ii) una producción excesiva de glucosa hepática, 
debido a una gluconeogénesis acelerada, y iii) la disfunción de las células beta que 
produce una alteración de la liberación de la insulina por el páncreas. Dentro del 
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modelo, las funciones matemáticas que emulan las tasas metabólicas de los tres 
puntos anteriores son, respectivamente, el efecto de la insulina en la captación de 
glucosa periférica (i.e. 𝑀𝑃𝐺௎

𝐼 ), el efecto de la glucosa, la insulina y el glucagón en la 
producción de glucosa hepática (i.e. 𝑀ு𝐺𝑃

𝐺 ,  𝑀ு𝐺𝑃
𝐼ಮ  y 𝑀ு𝐺𝑃

୻బ ), y la liberación de insulina 
pancreática (i.e.  𝑟𝑃𝐼ோ). Previamente, estas funciones han sido estudiadas mediante un 
análisis de sensibilidad paramétrica y se ha reportado que una pequeña variación de 
los parámetros de las tasas da lugar a una variación importante en la concentración de 
solutos del modelo [43]. Por lo tanto, en adelante se adoptará una terminología de 
análisis de sensibilidad y las tasas metabólicas anteriores serán denominadas tasas 
metabólicas sensibles.  
 
Dado que nuestro interés es reproducir la fisiopatología de la DMT2, las tasas 
metabólicas sensibles fueron seleccionadas para ser ajustadas individualmente a 
datos clínicos de pacientes de T2DM. A excepción de 𝑟𝑃𝐼ோ, todos los parámetros de las 
rutas metabólicas sensibles serán identificados, mientras que el resto de los 
parámetros permanecerán inalterados y con sus respectivos valores nominales. 
 
Para resolver el problema de ajuste de parámetros, se requieren dos cosas: 

1. Un conjunto de datos clínicos en pacientes con T2DM. 
2. Un método matemático para ajustar esos datos a la función que representa las 

tasas metabólicas sensibles. 
 
El conjunto de datos clínicos utilizados para el ajuste de los efectos aislados se obtuvo 
a partir de pruebas clínicas de pacientes con T2DM disponibles en la literatura. Estas 
pruebas fueron cuidadosamente seleccionadas para que las condiciones del estudio 
fueran consistentes con aquellas consideradas originalmente para el modelado 
matemático de Alverhag y Martin [36]. Estas condiciones se pueden observar en la 
Tabla 3.1. Para cada uno de los estudios, los datos clínicos fueron tomados de un 
conjunto de 𝑛௣  individuos sin otro historial médico significativo que el de T2DM. Sin 
embargo, para el ajuste de las curvas, se utilizó el valor medio reportado del total de 
𝑛௣ respuestas del tejido/órgano ante cambios locales en la concentración de solutos. 
 
Originalmente, para modelar matemáticamente la tasa metabólica 𝑟𝑃𝐼ோ, Grodsky 
obtuvo datos en ratas cuyo páncreas, aislado y perfundido, fue sometido a una 
respuesta escalonada de la glucosa [44]. Dado que es imposible obtener estos datos en 
humanos, los parámetros a ajustar en esta tasa metabólica se identificaron utilizando 
datos clínicos obtenidos mediante un enfoque de entrada-salida. Estos datos fueron 
tomados de un OGTT en DeFronzo et al. [26], donde se midió la glucosa y la insulina 
en nueve sujetos con T2DM, después de consumir 1g/(kg-de peso) de glucosa. 
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EFECTO 
AISLADO  CONDICIONES  

𝑀𝑃𝐺௎
𝐼   

La concentración de glucosa fue mantenida en su estado basal por 
medio de un clamp de glucosa (i.e.  𝑀ு𝐺𝑃

𝐺 ൌ 1). Lo anterior permitió 
calcular el efecto aislado de la insulina en la toma de glucosa 
periférica (i.e.   𝑀ு𝐺𝑃

𝐼 ) utilizando el valor normalizado de la toma de 
glucosa periférica (i.e.  𝑟ு𝐺𝑃

ே ൌ 𝑟ு𝐺𝑃/𝑟ு𝐺𝑃
஻ ). 

𝑀ு𝐺𝑃
𝐺   

Se suministró somatostatina para bloquear la liberación endógena de 
insulina y glucagón. Reemplazos exógenos de insulina y glucagón 
fueron introducidos a los pacientes para mantenerla en su estado 
basal (i.e. 𝑀ு𝐺𝑃

୻ ൌ 1, 𝑥21 ൌ 𝑥21
∗  ). Lo anterior permitió calcular el 

efecto aislado de la glucosa en la producción hepática de glucosa 
(𝑀ு𝐺𝑃

୻బ ሻ utilizando el valor normalizado de la producción de glucosa 
hepática (i.e. 𝑟ு𝐺𝑃

ே ൌ 𝑟ு𝐺𝑃/𝑟ு𝐺𝑃
஻ ሻ. 

𝑀ு𝐺𝑃
୍ಮ   

La concentración de glucosa se mantuvo en su estado basal mediante 
un clamp de glucosa. Lo anterior permitió observar el efecto aislado 
de la insulina en la producción hepática de glucosa después de un 
tiempo de estabilización (i.e.  𝑀ு𝐺𝑃

୍ಮ ). 

𝑀ு𝐺𝑃
୻బ   

Se suministró somatostatina para bloquear la liberación endógena de 
insulina y glucagón. Reemplazos exógenos de insulina y glucosa 
fueron introducidos a los pacientes para mantenerlos en su estado 
basal mediante un clamp de glucosa (i.e. 𝑀ு𝐺𝑃

𝐺 ൌ 1, 𝑥21 ൌ 𝑥21
∗  ). Lo 

anterior permite calcular el efecto aislado del glucagón en la 
producción hepática de glucosa (𝑀ு𝐺𝑃

୻బ ሻ utilizando el valor 
normalizado de la producción de glucosa hepática (i.e. 𝑟ு𝐺𝑃

ே ൌ
𝑟ு𝐺𝑃/𝑟ு𝐺𝑃

஻ ሻ. 

 
Tabla 3.1.- Condiciones de la prueba clínica y su interpretación en el modelo. Los 
datos clínicos de los estudios que cumplen los criterios de la tabla se utilizaron para 
ajustar los efectos aislados de las tasas metabólicas sensibles del modelo. 

 
 
 
El método matemático utilizado para ajustar las funciones a los datos clínicos es el de 
mínimos cuadrados (LSM, por sus siglas en inglés). En general, el LSM radica en que se 
cumple la siguiente relación [45]: 

𝑦ത ൌ 𝑔ሺ𝑧, 𝜃ሻ,        ሺ3.1ሻ 
 
donde 𝑧, y 𝑦ത son vectores que contienen 𝑛 observaciones, mientras que 𝜃 ∈ ℝ௣ൈ1 es un 
vector de 𝑝 parámetros desconocidos de la tasa metabólica sensible que se está 
ajustando. Para estimar 𝜃 se calcularon los 𝑛 valores de 𝑔 para toda 𝑧. Entonces, 𝜃෠ es 
la estimación del vector 𝜃 que minimizan la suma residual de los cuadrados de la 
función objetivo 𝑄ሺ𝜃ሻ. La función objetivo se eligió dependiendo del tipo de problema 
a resolver. Por ejemplo, dado que los efectos aislados de las tasas metabólicas 
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sensibles son funciones algebraicas de los datos clínicos, entonces se eligió un método 
de ajuste LSM con enfoque estático. Por otro lado, para ajustar la función 𝑟𝑃𝐼ோ se eligió 
un enfoque dinámico debido a que solo se cuenta con datos clínicos que representan 
una relación entrada-salida del modelo de EDO en la Ecuación (2.39). En las siguientes 
secciones se explicará más detalladamente cada uno de estos enfoques. 
 
 
 

EFECTO 
AISLADO  REFERENCIAS 𝑛௣ 

𝑀𝑃𝐺௎
𝐼   

DeFronzo et al., 1985 [55],  
Vaag et al., 1992 [47],  
Kelley y Mandarino, 1990 [48],  
Capaldo et al., 1986 [49],  
Kalant et al., 1979 [50].  

9 
12 
15 
6 

11 

𝑀ு𝐺𝑃
𝐺   

Hawkins et al., 2002 [51],  
Mevorach et al., 1998 [52],  
Nielsen et al., 1998 [66],  
Del Prato et al., 1997 [67].  

10 
9 
9 
9 

𝑀ு𝐺𝑃
୍ಮ   

Staehr et al., 2001 [68],  
Groop et al., 1989 [53],  
Campbell et al., 1988 [54],  
Baron et al., 1987 [58],  
DeFronzo et al., 1985 [55],  
Revers et al., 1984 [56],  
DeFronzo et al., 1982 [69].  

10 
9 

14 
10 
9 

10 
38 

𝑀ு𝐺𝑃
୻బ   Matsuda et al., 2002 [57],  

Baron et al., 1987 [58].  
8 

10 

Tabla 3.2.- Referencias de los estudios clínicos. En la tabla se muestra el conjunto de 
referencias de donde se tomaron los datos clínicos que fueron utilizados para ajustar 
los efectos aislados de las tasas metabólicas sensibles. La columna 𝑛௣ indica el número 
de pacientes analizados en cada estudio clínico.  

 
 
  

3.1.1 Ajuste con enfoque estático 

En el enfoque estático, los parámetros desconocidos de la Ecuación (2.24) se 
agruparon en 𝜃 ൌ ൣ𝜂௝భ, 𝜂௝మ , 𝜂௝య , 𝜂௝ర൧

𝑇
. El vector 𝜃෠ es estimado mediante un proceso 

iterativo utilizando la siguiente función objetivo:  

𝑄ሺ𝜃ሻ ൌ ෍൫𝑦௞ െ 𝑀ሺ𝑧௞, 𝜃ሻ൯
2

,
௡

௞=1

      ሺ3.2ሻ 
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donde 𝑦௞ es la media de la tasa metabólica normalizada con respecto a su valor basal 
en [36], y 𝑧௞ es la media de la concentración normalizada de los solutos, tomados del 
antebrazo de los pacientes con T2DM. La minimización de la función objetivo de la 
Ecuación (3.2) se resolvió numéricamente con la función lsqcurvefit de las 
herramientas de optimización de MATLAB. El algoritmo iterativo utilizado para 
encontrar 𝜃෠ fue ǮTrust-region reflectiveǯ propuesto por Li [46]. Los datos clínicos que 
cumplen las condiciones proporcionadas en la Tabla 3.1 fueron tomados de las 
referencias agrupadas en la Tabla 3.2. La Tabla 3.3 contiene el conjunto de parámetros 
𝜃෠ que minimiza la función de error entre los efectos aislados de las tasas metabólicas 
sensibles al conjunto de datos de pacientes con DMT2 (i.e. parámetros que ajustan 
mejor a la curva). Más aún, en la Figura 3.1 se encuentra una representación gráfica 
del ajuste de las curvas de los efectos aislados. 
 
 
 

𝑀ሺ𝑧௞, 𝜃෠ሻ  𝜃෠ 

𝑀𝑃𝐺௎
𝐼 ሺ𝑥15

ே , 𝜃෠ሻ  ሾ7.9869, 7.2537, 0.4852, െ5.2518ሿ 

𝑀ு𝐺𝑃
𝐺 ሺ𝑥4

ே, 𝜃෠ሻ  ሾ1.0720, െ1.0064, 0.8712, െ1.4930ሿ 

𝑀ு𝐺𝑃
୍ಮ ሺ𝑥12

ே , 𝜃෠ሻ  ሾ0.3240, െ0.2020, 0.7625, െ3.6977ሿ 

𝑀ு𝐺𝑃
୻బ ሺ𝑥18

ே , 𝜃෠ሻ  ሾ0, 1.495, 0.6773, െ0.0469ሿ 

Tabla 3.3.- Vector de parámetros encontrados mediante el enfoque estático. La tabla 
muestra los valores de los parámetros que minimizan la suma residual de los 
cuadrados de la función objetivo para los diferentes efectos aislados. 

 
 
 
Como se puede observar en la Figura 3.1, las curvas no necesariamente pasan por el 
punto ቀ𝑥௜

ே, 𝑀ேሺ𝑥௜ሻቁ ൌ ሺ1; 1ሻ, como normalmente lo hacían en la referencia original en 
[36]. Esto se debe a que los efectos aislados de las tasas metabólicas fueron 
originalmente normalizados respecto al valor basal de las tasas metabólicas 
correspondientes a un humano sano. Dado que las tasas metabólicas se expresan 
como factores multiplicativos de la tasa metabólica basal, los efectos aislados que no 
se han observado alterados en los pacientes con T2DM seguirán siendo factores 
multiplicativos de la tasa metabólica basal (𝑟஻) de un cuerpo humano sano sin 
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alteración alguna. Sin embargo, los efectos aislados de las tasas metabólicas sensibles 
pueden mostrar un aumento o disminución de su valor para una concentración basal 
de soluto. 
 
Como se puede ver en la Figura 3.1(a) la curva correspondiente a 𝑀𝑃𝐺௎

𝐼  se acerca al 
punto ቀ𝑥15

ே , 𝑀𝑃𝐺௎
𝐼 ሺ𝑥15

ே ሻቁ ൌ ሺ1; 1ሻ. Lo anterior significa que la absorción periférica de 
glucosa estimulada por la insulina en un paciente con T2DM no difiere mucho de la de 
un humano sano cuando se mantienen la hiperglucemia en ayunas y la concentración 
de insulina basal en el paciente con T2DM. Esta característica de la DMT2 ha sido 
previamente reportada en varios artículos clínicos después de haberla observado en 
pacientes con DMT2 [47െ50]. 
 
Por el contrario, como puede verse en la Figura 3.1(b), para 𝑥4

ே ൌ 1, el valor de 𝑀ு𝐺𝑃
𝐺  

es superior a uno. Considerando una glucemia basal, lo anterior significa que la 
producción de glucosa hepática es mayor en los pacientes con T2DM en comparación 
con la observada en los humanos sanos. Esto ha sido previamente reportado por 
varios artículos donde se cuantificó el efecto de la glucosa sobre la tasa de producción 
de glucosa hepática en sujetos sanos y en pacientes T2DM [51, 52]. En Hawkins et al. 
[51] se asoció el aumento de la tasa de producción de glucosa hepática con una 
gluconeogénesis acelerada, ya que la glicólisis en sujetos sanos y en sujetos diabéticos 
se reportó sin alteración [51]. Sin embargo, en Mevorach et al. [52] se asoció una no 
supresión de la tasa de producción de glucosa hepática con una inhibición deficiente 
de la actividad de la glucosa-6-fosfatasa y/o a la falta de inhibición de la formación de 
glucosa-6-fosfato. 
 
La resistencia a la insulina hepática, característica de la DMT2, es evidente en las 
Figuras 3.1(b) y 3.1(c). Esto puede observarse en el comportamiento de ambas curvas 
para valores significativamente altos de la concentración normalizada de solutos, en 
donde la producción de glucosa hepática no puede ser suprimida por completo. Lo 
anterior es congruente con lo encontrado en las pruebas clínicas en donde la 
concentración de glucosa en la sangre tiene una capacidad disminuida para inhibir la 
producción de glucosa hepática ante concentraciones de insulina basal y glucagón en 
personas con DMT2 [41, 51, 52]; y la concentración de insulina es ineficaz para 
suprimir la producción de glucosa hepática ante concentraciones basales de glucosa y 
glucagón en personas con DMT2 [53െ56]. Finalmente, el papel del glucagón en la 
producción de glucosa hepática en los pacientes con DMT2 puede verse en la Figura 
3.1(d). En esta representación gráfica, el comportamiento de la función 𝑀ு𝐺𝑃

୻బ  es 
consistente con los datos clínicos de los pacientes con T2DM [57, 58].  
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Figura 3.1 Efectos aislados ajustados a los datos clínicos. En las gráficas la línea sólida 
representa los efectos aislados (a) 𝑀𝑃𝐺௎

𝐼 , (b) 𝑀ு𝐺𝑃
𝐺 , (c) 𝑀ு𝐺𝑃

୍ಮ , y (d) 𝑀ு𝐺𝑃
୻బ  ajustados, 

mediante un enfoque estático, a los datos clínicos de los pacientes de T2DM. Cada 
símbolo representa el valor medio medido de la respuesta del tejido/órgano a un 
cambio local en la concentración de solutos en 𝑛௣ sujetos.  
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De lo anterior es evidente que, al ajustar las funciones de efecto aislado a los datos 
clínicos, cada uno de los efectos aislados de las rutas metabólicas sensibles emula 
individualmente la fisiopatología de la T2DM. Por lo tanto, después de llevar a cabo el 
proceso iterativo de ajuste y encontrar los parámetros que producen un error mínimo 
entre las curvas y los datos clínicos (𝑧௞, 𝑦௞), entonces los valores de los parámetros en 
𝜃 fueron reemplazados por los valores en 𝜃෠. 
 
 
 

3.1.2 Ajuste con enfoque dinámico 

Un enfoque dinámico fue utilizado para ajustar los parámetros de la ruta metabólica 
𝑟𝑃𝐼ோ. El submodelo de la secreción pancreática de insulina contiene alrededor de 25 
parámetros, sin embargo, no todos ellos están involucrados en los procesos 
metabólicos alterados en la DMT2. En este sentido y para concentrar el error de ajuste 
sólo en unos pocos parámetros, se seleccionó un conjunto pequeño de parámetros que 
permitiera reproducir la fisiopatología de la secreción de insulina. En la literatura 
existe una gran cantidad de información que muestran la existencia de una 
disminución de la primera fase de la liberación de insulina pancreática en pacientes 
con T2DM [59െ61]. Lo anterior, ha sido previamente abordado por Grodsky [44], 
quien sugirió modificar el valor de algunos parámetros del submodelo del páncreas 
para inducir un deterioro parcial en las funciones relacionadas a la liberación de 
insulina del compartimento lábil con la finalidad de emular la disminución de la 
primera fase de la liberación de insulina de los pacientes con T2DM. Sin embargo, en 
este artículo no se especificaron los parámetros que deben ser ajustados.  
 
Como propuesta en esta investigación se utilizará la información de una contribución 
anterior, en donde se realizó un análisis de sensibilidad paramétrica sobre las 
funciones que representan la primera fase de la liberación de insulina (i.e. 𝑋 y 𝑃ஶ), y la 
variación temporal de la cantidad de insulina lábil lista para ser liberada [43]. En este 
análisis se encontró que 6 parámetros de estas funciones muestran una importante 
contribución a la sensibilidad sobre solución del sistema y por lo tanto son candidatos 
para ser ajustados. En esta investigación los 6 parámetros fueron agrupados en el 
vector 𝜃 ൌ ሾ𝜂36, 𝜂39, 𝜂40, 𝜂42, 𝜂44, 𝜂45ሿ𝑇  y ajustados mediante enfoque dinámico.  

 
En el enfoque dinámico el vector 𝜃෠ fue estimado mediante un proceso iterativo 
utilizando la siguiente función objetivo:  

𝑄ሺ𝜃ሻ ൌ ෍ ൭ቆ
𝑦1௞ െ 𝑓1ሺ𝑧௞, 𝜃ሻ

𝑤1
ቇ

2

൅ ቆ
𝑦2௞ െ 𝑓2ሺ𝑧௞, 𝜃ሻ

𝑤2
ቇ

2

൱

1
2

,
௡

௞=1

       ሺ3.3ሻ 
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en donde 𝑦1௞ y 𝑦2௞ son datos clínicos obtenidos de la media de las concentraciones de 
glucosa e insulina, respectivamente, tomadas al momento 𝑧௞. Los pesos 𝑤1 y 𝑤2 son la 
media de las concentraciones basales de glucosa e insulina, respectivamente; y 𝑓1 ൌ
𝑥6ሺ𝑧௞, 𝜃ሻ, 𝑓2 ൌ 𝑥14ሺ𝑧௞, 𝜃ሻ se obtuvieron de la simulación del modelo. Los datos clínicos 
utilizados para este ajuste fueron tomados de DeFronzo et al. [55]. El problema del 
LSM de la Ecuación (2.8) fue resuelto numéricamente usando la función fmincon de las 
herramientas de optimización de MATLAB utilizando el algoritmo iterativo Ǯinterior 
pointǯ. Los valores de 𝜃෠ que minimizan la función objetivo de la Ecuación (3.3) se 
encuentran en la Tabla 3.4. 
 
 
 

𝑓ሺ𝑧௞, 𝜃෠ሻ  𝜃෠ ൌ ൣ𝜂36, 𝜂39, 𝜂40, 𝜂42, 𝜂44, 𝜂45൧𝑇 

𝑥6൫𝑡, 𝜃෠൯, 𝑥14൫𝑡, 𝜃෠൯  ሾ3.2717, 2.8504, 0.9330, 0.0867, 7.6707, 0.0565ሿ 

 
Tabla 3.4.- Vector de parámetros identificados mediante el enfoque dinámico. El 
cuadro muestra los valores de los parámetros que minimizan la suma residual de los 
cuadrados de la función objetivo para la tasa metabólica sensible 𝑟𝑃𝐼ோ . 

 
 
 
Para observar los resultados del ajuste, los parámetros de las Tablas 3.3 y 3.4 se 
utilizaron para una simulación del modelo. En la Figura 3.2 se puede observar el 
ajuste del modelo a los datos clínicos de DeFronzo et al. para una prueba OGTT de 75 g 
de glucosa oral (75-OGTT) [55]. Como se puede observar, la simulación del modelo 
tiene el mismo comportamiento que los datos clínicos. Es decir, después de la ingesta 
de alimento la glucosa sube y se produce la hiperglucemia posprandial característica 
de la DMT2. Más aún, durante casi todo el tiempo de simulación, el modelo la salida 
permanece dentro de las barras del error estándar. Cabe señalar que incluso cuando 
𝑦1௞ y 𝑦2௞ tienen diferentes órdenes de magnitud, la simulación de la dinámica de la 
glucosa y la insulina es aceptable. Esto se debe principalmente a la adición de pesos en 
la función objetivo de la Ecuación (2.8).  
 
De las Figuras 3.1 y 3.2 se puede observar que el modelo propuesto es capaz de 
reproducir la fisiopatología de la DMT2 en las rutas metabólicas alteradas por este 
padecimiento. Por lo anterior, para reproducir la dinámica de la glucosa en la DMT2 
los valores de los parámetros en 𝜃 (encontrados tanto en enfoque estático como en el 
dinámico) fueron reemplazados por los valores en 𝜃෠. Posterior a este cambio, el 
modelo resultante se denomina en adelante Ǯmodelo de DMTʹǯ.  
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Figura 3.2.- Resultado gráfico del ajuste de 𝑟𝑃𝐼ோ  a los datos clínicos. La línea sólida en 
los gráficos representa la variación de la concentración de a) glucosa o b) insulina en 
el compartimento periférico del modelo de T2DM. Los símbolos representan el valor 
medioേSEM de la concentración de solutos de los 𝑛௣ sujetos. Para la simulación se 
consideró un consumo de 70 g de glucosa al tiempo cero.  

 
 

 
3.2 Comparación de la simulación con datos clínicos 

Después del ajuste de las tasas metabólicas sensibles, el modelo de DMT2 fue 
simulado numéricamente y comparado con datos clínicos de pacientes con DMT2 
sometidos a diferentes estímulos. Todas las pruebas clínicas con las cuales se comparó 
el modelo son diferentes a aquellas utilizadas para el ajuste de curvas en las secciones 
anteriores. Debido a que la ruta de entrada de glucosa en el cuerpo juega un papel 
esencial homeostasis de la glucosa [22], el modelo fue simulado considerando las 
entradas descritas en las siguientes pruebas: i) prueba graduada de infusión 
intravenosa de glucosa (PGIGI, por sus siglas en inglés), esta prueba permite observar 
la rápida respuesta de la glucosa ante una entrada de suministro intravenoso de 

Co
nc

en
tr

ac
ió

n 
de

 g
lu

co
sa

 e
n 

el
 

es
pa

ci
o 

va
sc

ul
ar

 d
e 

la
 p

er
ife

ria
 (m

g/
dl

) 

Tiempo (min) 

Co
nc

en
tr

ac
ió

n 
de

 in
su

lin
a 

en
 e

l 
es

pa
ci

o 
va

sc
ul

ar
 d

e 
la

 p
er

ife
ria

 (m
U

/d
l) 

 

Tiempo (min) 



Capítulo 3. Desarrollo del modelo de DMT2. 

 
35 

glucosa, y ii) una prueba OGTT considerando como entrada una dosis de 50 g de 
glucosa (50g-OGTT) o una dosis de 75 g de glucosa (75g-OGTT), estas pruebas 
permiten observar los efectos de las hormonas incretinas sobre la variación de la 
concentración de la glucosa, después de la ingesta oral de glucosa. Para cuantificar el 
grado de similitud entre la respuesta del modelo y los datos clínicos se utilizó la 
siguiente expresión estadística:  

𝜎 ൌ ඨ 1
𝑛 െ 1

Ψ      ሺ3.4ሻ 

 
en donde Ψ ൌ ∑ ሺ𝑥6ሺ𝑡௜ሻ െ 𝐺ሺ𝑡௜ሻሻ2௡

௜=1  y 𝐺ሺ𝑡௜ሻ es la concentración de glucosa obtenida 
de los pacientes con DMT2 al tiempo 𝑡௜.  
 
Los datos clínicos utilizados para comparar el modelo DMT2 con la prueba PGIGI se 
obtuvieron de Carperntier et al. [62]. En esta prueba, la glucosa fue administrada por 
vía intravenosa en un total de 7 sujetos con DMT2 (i.e. 𝑛௣ ൌ 7). Por lo tanto, la entrada 
de glucosa se definió como una tasa continua de glucosa a través de 𝑟𝐼௏𝐺 mientras que 
𝑂𝐺𝐶0 ൌ 0. La duración de la prueba fue de 270 minutos, distribuidos de la siguiente 
manera: en los minutos 0 െ 30 se consideró un período de muestreo basal donde 
𝑟𝐼௏𝐺 ൌ 0. Después de esto, la graduación del suministro intravenoso de glucosa se 
llevó a cabo con 𝑟𝐼௏𝐺 ൌ 1, 2, 3, 4, 6, 𝑦 8 (mg/dL)/min por un período de 40 minutos 
para cada tasa. Las condiciones para la inicialización del modelo fueron 𝐺𝑃௏

஻ ൌ
𝐺𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 157.5 mg/dL, y 𝐼𝑃௏

஻ ൌ 𝐼𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 13.02 mU/L.  
 
 
 

 
Figura 3.3 Simulación de una prueba PGIGI. La línea continua representa la 
simulación numérica del modelo de DMT2. Los puntos representan la mediaേSEM de 
la concentración de glucosa en pacientes con DMT2, estos datos fueron tomados de 
Carpentier et al. [62]. 
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En la Figura 3.3 se observa la simulación del modelo de T2DM para la prueba PGIGI. 
Como se puede ver, la respuesta del modelo no es significativamente diferente de los 
datos clínicos reportados por Carperntier et al. [62]. Más aún, el valor absoluto de la 
diferencia máxima entre la simulación y los datos clínicos es de 9.4 mg/dL, lo cual es 
congruente con el valor 𝜎 ൌ 5.37 mg/dL obtenido para esta prueba.  
  
 
 

 
 

Figura 3.4 Simulación de 25g y 75g-OGTT. En este gráfico, las líneas sólidas y las 
líneas discontinuas representan la simulación del modelo T2DM durante una prueba 
de 25g y 75g-OGTT, respectivamente. Los triángulos representan el valor medioേSEM. 
Los datos para las pruebas 25g y 75g-OGTT fueron tomados de Mari et al. [64], y Firth 
et al. [63], respectivamente. 

 
 
Los datos clínicos utilizados para comparar el modelo DMT2 con la prueba OGTT se 
obtuvieron de Firth et al. [63] y Mari et al.  [64]. En estas pruebas, las cargas de 50 y 
75 g de glucosa oral fueron consumidas por un total de 13 y 46 sujetos con DMT2, 
respectivamente (i.e. 𝑛௣ ൌ 13 y 𝑛௣ ൌ 46). Por lo tanto, la entrada de glucosa es la 
cantidad de glucosa en mg introducida al sistema a través de 𝑂𝐺𝐶0, mientras que 
𝑟𝐼௏𝐺 ൌ 0. Para la prueba OGTT, la duración de la simulación fue 180 minutos. Las 
condiciones de inicialización para la prueba de 50g-OGTT fueron 𝑂𝐺𝐶0 ൌ 50, 000 mg, 
𝐺𝑃௏

஻ ൌ 𝐺𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 185 mg/dL y 𝐼𝑃௏
஻ ൌ 𝐼𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 14 mU/L. Mientras que para la prueba 

75g- OGTT, las condiciones fueron 𝑂𝐺𝐶0 ൌ 75, 000 mg, 𝐺𝑃௏
஻ ൌ 𝐺𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 176 mg/dL, y 

𝐼𝑃௏
஻ ൌ 𝐼𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 11.2 mU/L.  

 
La Figura 3.4 muestra la simulación del modelo T2DM para la prueba OGTT a 
diferentes dosis. De manera similar a los datos clínicos observados, la respuesta del 
modelo se eleva a un pico máximo aproximadamente a los 80 minutos después del 
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estímulo de 50 g y 75 g de glucosa oral. Los valores de 𝜎 para el OGTT de 50 y 75 g son 
16.84 mg/dL, y 13 mg/dL, respectivamente. Como puede verse, después de la ingesta 
de glucosa, la respuesta del modelo es relativamente lenta, con un pico máximo 
aproximadamente a los 80 minutos después de la estimulación de la glucosa. 
Comparando lo anterior con los resultados de la prueba PGIGI, el aumento de la 
glucemia en el OGTT es más lento. Lo anterior se debe a que el proceso de digestión, 
después de una ingesta de glucosa, induce un retraso proporcional a la tasa de 
aparición de la glucosa en el intestino.  
 
Según la guía de la Organización Mundial de la Salud para pruebas de diagnóstico de 
DM, una concentración de glucosa en ayunas 126 mg/dL es característica en la DM, 
por lo tanto, los pacientes con esta concentración de glucosa deben someterse a una 
prueba 75g-OGTT para el diagnóstico de DM [65]. Representaciones de esta prueba se 
puede ver en la Figura 3.2 y 3.4, donde después de dos horas del consumo de glucosa, 
la línea discontinua mostró una concentración de glucosa mayor a 140 mg/dL. Este es 
un comportamiento característico de la DMT2 que contrasta con el de un sujeto sano, 
ya que en una persona sana con una homeostasis normal la concentración de glucosa 
debe ser menor a 140 mg/dL después de dos horas de la ingesta de glucosa.  
 
Basados en los valores de la función 𝜎 y en el comportamiento de las curvas 
simulación ante perturbaciones intravenosas y orales de glucosa se sigue que el 
modelo emula las variaciones de la glucemia que se observan durante las pruebas 
PGIGI, y OGTT en pacientes con DMT2. Más aún, dado que cada una de las tasas 
metabólicas sensibles fue ajustada individualmente a un conjunto de datos clínicos, se 
sigue que el modelo emula la fisiopatología de la DMT2 y puede ser utilizado para 
predecir el comportamiento de la glucemia en este padecimiento.  
 
El modelo de DMT2 desarrollado en este Capítulo está basado en la técnica de 
modelado de fármacos. La descripción de cada uno de los procesos metabólicos a nivel 
órgano permiten que la conexión con un modelo FC-FD sea natural. Por lo anterior, 
este modelo es apto para ser utilizado para predecir el efecto hipoglucemiante de 
algunos hipoglucemiantes orales cuyas rutas metabólicas objetivo coincidan con las 
rutas metabólicas sensible (e.g. el Metformin).  
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CapÀ��lo Ͷ 
Modelo PKPD del Me�fo�minǤ 

 
Para lograr los objetivos de control de la glucemia, los pacientes con DM 
necesitan llevar a cabo una terapia que le permita disminuir su glucemia. En 
particular para la DMT2, la terapia puede consistir en medicamentos orales, 
insulina exógena o una combinación de los dos anteriores. Sin embargo, el mayor 
reto del control de la glucemia es determinar la cantidad exacta de medicamento 
a suministrar, lo cual no es una tarea trivial. Por lo anterior, el estudio de la 
distribución, metabolización, absorción y eliminación de los fármacos para la DM 
mediante modelos PKPD es de interés primordial para llevar a cabo una 
prescripción y aplicación de la manera más eficiente posible. En este capítulo el 
modelo de DMT2 será conectado a un modelo PKPD de metformin. El objetivo es 
utilizar un modelo matemático determinista para emular la dinámica de la 
glucemia de un paciente con DMT2 sometido a una perturbación de glucosa y una 
dosis mínima de Metformin.  

 
 
 

4.1  Tratamiento farmacológico de la DMT2  
Cuando un paciente se diagnostica con DM, se debe establecer una terapia que le 
permita lograr los objetivos del control de la glucemia de manera segura. En la Figura 
4.1 se puede observar un esquema farmacológico para establecer la terapia en 
pacientes con DMT2 de recién diagnóstico. Como se pude observar, para la DMT2 
existe una gran variedad de opciones farmacológicas para el control de la glucemia. 
Según la guía de la ADA, un paciente con DMT2 puede ser tratado farmacológicamente 
de dos formas: i) monoterapia, utilizando un fármaco oral que permitan disminuir la 
glucemia (i.e. hipoglucemiante oral) o solamente insulina exógena y ii) terapia 
múltiple, utilizando una combinación de dos o más hipoglucemiantes orales con o sin 
insulina exógena [7]. Principalmente, la decisión entre una y otra terapia dependerá 
del nivel de descontrol glucémico del paciente. Sin embargo, en este trabajo de 
investigación nos enfocaremos en la terapia múltiple de insulina y metformin ya que 
es la más ampliamente utilizada en la actualidad.  



Capítulo 4. Modelado FC-FD de Metformin. 
 

 
40 

 

Figura 4.1 Esquema farmacológico para el tratamiento del paciente con DMT2. Las 
flechas negras indican el esquema a seguir en esta investigación doctoral. Esquema 
adaptado de Llave Gomero, 2008 [70]. 

 
 
 
Como lo indica su nombre, los hipoglucemiantes orales (HO) son medicamentos que 
se suministran de manera oral y cuya función es disminuir la glucemia. Actualmente 
en el mercado existen seis diferentes grupos de hipoglucemiantes orales [70]: 
Sulfonilureas, Biguanidas, Inhibidores de las alfa-glucosidasas, Meglitinidas, 
Glitazonas e Inhibidores de la DPP-IV. Cada uno de estos grupos se diferencian entre sí 
por los órganos en donde actúan (i.e. órganos blanco) y la forma en la actúan sobre 
ellos. La Tabla 4.1 contiene una breve descripción del mecanismo de acción de los seis 
grupos de HO. Como se puede observar, cada uno de ellos regula el incremento de la 
glucemia actuando en alguna de las rutas metabólicas que se encuentran alteradas en 
la DMT2.  
 
Según la guía de tratamiento de la ADA, después de que un paciente es diagnosticado 
con DMT2 el tratamiento inicial consiste en la modificación del estilo de vida (i.e. dieta 
y ejercicio) más una dosis de Metformin [7]. El Metformin es un hipoglucemiante oral 
del grupo de las Biguanidas, las cuales consiguen el efecto hipoglucemiante con 
acciones que no involucran al páncreas. Un esquema del mecanismo de acción del 
Metformin se puede observar en la Figura 4.2.  
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TIPO DE HO MECANISMO DE ACCIÓN 

Sulfonilureas 
Estimula la secreción de insulina y potencia la 
sensibilidad a la insulina actuando sobre los 
receptores de insulina. 

Biguanidas 
Inhibe la producción de glucosa hepática durante 
el ayuno y absorción intestinal de glucosa. 
Potencia la sensibilidad a la insulina periférica. 

Inhibidores de las  
alfa-glucosidasas 

Disminuye la absorción intestinal de glucosa 
mediante la inhibición de las enzimas que actúan 
en el desdoblamiento de los oligosacáridos. 

Meglitinidas Estimulan la secreción de insulina inhibiendo los 
canales de potasio. 

Glitazonas  
Disminuye la resistencia a la insulina mediante la 
activación de receptores de insulina PPAR-
gamma.  

Inhibidores de  
la DPP-IV 

Retrasa la inactivación de las incretinas 
mejorando la función secretora de insulina de las 
células beta. 

 
Tabla 4.1 Mecanismos de acción de los hipoglucemiantes orales. Según al grupo al 
que pertenezcan los HO regulan la glucemia mediante distintos mecanismos de acción 
en diferentes órganos blanco.  

 
 
 
 
Actualmente, Metformin es el medicamento más ampliamente utilizado para tratar la 
DMT2 debido a que es muy económico, con un riesgo nulo de presentar una 
hipoglucemia crítica y particularmente bueno para pacientes con sobrepeso [26].  
Según indicaciones de la ADA, el tratamiento con Metformin debe comenzar a una 
dosis baja y su toma debe ser junto con las comidas. La dosis inicial de la metformina 
es de 500 mg y la dosis máxima de 2550 mg por día [7]. Sin embargo, mediante el uso 
de metformina en monoterapia solo es posible disminuir en 55 mg/dl la glucemia 
basal [71] y de 1 a 2% la hemoglobina glucosilada [6]. 
 
Comúnmente las múltiples afectaciones fisiopatológicas de la DMT2 no pueden ser 
corregidas con un solo fármaco [71]. Por lo tanto, cuando no es posible alcanzar el 
objetivo de control con monoterapia de Metformin es necesario hacer terapia múltiple 
combinando el Metformin con otros HO o con insulina (ver Figura 4.1). De todas las 
posibles combinaciones, el Metformin con insulina exógena es la de primera elección 
en pacientes que no se controlan con monoterapia ni con combinación de HO [7]. 
 
 



Capítulo 4. Modelado FC-FD de Metformin. 
 

 
42 

 

 

Figura 4.2 Mecanismo de acción de la Metformina. La Metformina tiene tres órganos o 
tejidos blanco, el hígado, el tejido periférico y el gastrointestinal. En cada uno de ellos 
actúa mediante la disminución o el potenciamiento de sus tasas metabólicas.  

 

 

El cambio de monoterapia de Metformin a terapia combinada con insulina debe 
hacerse en forma oportuna cuando [7]: i) no se alcanza la meta de control glucémico 
con la dosis media de un solo fármaco en un plazo de 2 a 3 meses, ii) la concentración 
de glucosa en ayuno es mayor a 300 mg/dl, iii) HbA1c es mayor a 10% o iv) el 
paciente tiene síntomas de hiperglucemia. 

En la terapia múltiple de Metformin con insulina, la insulina puede ser suministrada 
de dos posibles maneras: mediante inyecciones diarias o mediante un suministro  
continuo utilizando una bomba de insulina. Particularmente, esta última ha mostrado 
ser más segura y eficaz en comparación con el régimen diario de inyecciones 
múltiples [72]. Más aún, el uso de bombas de insulina ha mostrado reducir la 
aparición de hipoglucemias nocturnas en comparación con el tratamiento mediante 
inyecciones diarias.  

Si bien, las guías permiten determinar un esquema de tratamiento farmacológico en 
pacientes con DMT2, estas no especifican la cantidad de medicamento que debe ser 
suministrado para lograr los objetivos de control. Lo anterior no es un problema 
trivial ya que una dosis inadecuada de medicamento puede tener repercusiones 
graves en la salud del paciente. Especialmente una dosis elevada de insulina puede 
llevar al paciente a una condición de hipoglucemia crítica que puede desencadenar un 
coma diabético o la muerte. Debido a lo anterior, el estudio de las características 
dinámicas de la insulina o el Metformin, tales como su transporte, disposición, 
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metabolización o eliminación son de interés primordial para el médico que desea 
llevar a cabo la prescripción y aplicación de los medicamentos de la manera más 
eficiente posible. Una forma de predecir la dinámica de la intensidad del efecto de una 
droga en el cuerpo es mediante el modelado PKPD. Esta técnica ha sido ampliamente 
utilizada para la optimización del régimen de dosificación [73] y en particular, para 
este trabajo de investigación, se aplicará esta técnica para modelar el efecto de una 
dosis mínima de Metformin sobre la dinámica de la glucemia de un paciente con 
DMT2. 
 
 
 

4.2  Modelado PKPD del Metformin. 
En la literatura existen varios modelos que describen la farmacología del Metformin, 
una revisión no exhaustiva de estos modelos se puede encontrar en [73]. Uno de los 
modelos más completos es el de Sun et al., el cual es una adaptación de un modelo FC-
FD de Metformin originalmente desarrollado para ratones [74] con un modelo PB-
PKPD de la dinámica de la glucemia [75]. En esa contribución, el modelo PKPD de 
Metformin fue conectado al modelo compartimental de DMT2 desarrollado por Vahidi 
et al. [37], mostrando una gran similitud entre los datos clínicos y la simulación 
numérica del modelo. Por lo anterior, en esta investigación se decidió conectar el 
modelo propuesto en Sun et al. con el modelo de DMT2 para observar el efecto 
hipoglucemiante del Metformin.  
  
 
 

4.2.1 Descripción del modelo matemático. 
El modelo matemático de Sun et al. se puede describir a través de sus partes 
individuales, la farmacocinética (PK) y farmacodinámica (PD) [75]. A grandes rasgos, 
la parte PK permite emular la variación de la concentración de Metformin a través de 
los diferentes órganos implicados en la distribución del fármaco en el cuerpo después 
de su ingreso en el cuerpo. Mientras que la parte PD describe la relación entre la 
cantidad de Metformin y su efecto hipoglucemiante en pacientes con T2DM después 
de administración oral. A continuación, cada una de estas partes será explicada con 
mayor detalle.  
 
En la Figura 3.3 se puede observar un esquema de la parte PK del modelo de 
Metformin. Para este modelo solo los compartimentos gastrointestinal, hígado y 
periferia fueron considerados, ya que son los órganos blanco del Metformin, es decir, 
los órganos en los que el Metformin se distribuye y metaboliza.   
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Figura 4.3 Modelo FC del Metformina después de su administración oral. Los cuadros 
representan los compartimentos en los cuales se cuantifica la cantidad de metformin. 
Mientras que las flechas indican la dirección de flujo de la tasa de intercambio de 
Metformin entre los compartimentos. Figura adaptada de Sun et al., 2011 [75]. 

 
 
Como se puede observar, tras la ingesta oral el Metformin aparece en plasma a una 
tasa 𝑧0. Primero entra al lumen gastrointestinal y después se distribuye hacia la pared 
gastrointestinal, el hígado y el tejido periférico a sus respectivas tasas constantes 𝑘௚௚, 
𝑘௚௟ y 𝑘௟௣. Al llegar a la periferia, una cantidad de Metformin presente en el tejido 
periférico regresa al hígado y a la pared gastrointestinal, lo anterior se da a las 
respectivas tasas constantes 𝑘௣௟ y 𝑘௣௚. Finalmente, la depuración del Metformin se 
lleva a cabo mediante la excreción fecal y urinaria a las tasas constantes 𝑘௚௢ y 𝑘௣௢. 
Después de esta distribución, la cantidad de Metformin en el lumen, la pared 
gastrointestinal, el hígado y la periferia se cuantifica como 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 y 𝑧4, 
respectivamente.  Debe notarse que en los compartimentos se cuantifica la cantidad 
de Metformina y no la concentración, por lo tanto, no es necesario incluir los 
volúmenes de sangre en los compartimentos. Tomando en cuenta lo anterior, la PK del 
modelo de la Figura 3.3 se describe por el siguiente conjunto de EDOs:  
 

ௗ௭భ
ௗ௧

 ൌ  െ𝑧1ሺ𝑘௚௢  ൅ 𝑘௚௚ ሻ  ൅  𝑧0     (4.1) 
ௗ௭మ
ௗ௧

 ൌ  𝑧1𝑘௚௚  ൅  𝑧4𝑘௣௚ െ  𝑧2𝑘௚௟      (4.2) 
ௗ௭య
ௗ௧

 ൌ  𝑧2𝑘௚௟  ൅  𝑧4𝑘௣௟ െ  𝑧3𝑘௟௣     (4.3) 
ௗ௭ర
ௗ௧

ൌ  𝑧3𝑘௟௣ െ  𝑧4 ሺ𝑘௣௟  ൅  𝑘௣௚  ൅  𝑘௣௢ሻ      (4.4) 
 
La tasa de aparición de Metformin entra plasma, está dada por la siguiente fórmula 
[75]: 

 𝑧ைሺ𝑡ሻ ൌ  𝐴ᇱ𝑒−ఈᇲ௧ ൅ 𝐵ᇱ𝑒−ఉᇲ௧,     ሺ4.5ሻ 
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en donde  𝛼ᇱ, 𝛽ᇱ, 𝐴ᇱ y 𝐵ᇱ son parámetros constantes determinados por la cantidad 
consumida de Metformin. Particularmente para esta investigación, se desea analizar la 
cinemática del Metformin para una dosis de 500 mg. Por lo tanto, los valores de los 
parámetros de la Ecuación (4.5) fueron agrupados en 𝜃 ൌ ሾ 𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ, 𝛼ᇱ, 𝛽ᇱ ሿ் y 
determinados mediante un ajuste utilizando la técnica LSM con enfoque estático del 
Capítulo 2.  
 
Para el ajuste, los datos clínicos fueron tomados de Lee y Kwon [76], en donde 
después de la ingesta de 500 mg de Metformin, la cantidad de medicamento en plasma 
fue medido en un grupo de 22 voluntarios (i.e. 𝑛௣ ൌ 22). En total, el estudio tuvo una 
duración de 10 horas, comenzando al minuto cero con la ingesta del medicamento y 
12 g de azúcar para mantener la glucosa basal. Las muestras de sangre para 
determinar la cantidad de Metformin fueron tomadas del antebrazo del paciente a las 
0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 4, 6, 8, 10 y 12 h después de la administración del medicamento. 
Para este caso particular, la función objetivo fue considerada con la forma de la 
Ecuación (3.2), sin embargo, 𝑦௞ se tomó como la cantidad de Metformin [36], y 𝑧௞ 
como el tiempo al que se tomó la muestra correspondiente. Nuevamente, la 
minimización de la función objetivo se resolvió con la función lsqcurvefit y el 
algoritmo iterativo utilizado para encontrar 𝜃෠ fue ‘Trust-region reflective’ [46].  
 
La Tabla 4.2 contiene el valor de los parámetros 𝜃෠ tras el ajuste del modelo PK. 
Utilizando el valor de estos parámetros la curva resultante de la Ecuación (4.5) fue 
graficada y comparada con los datos clínicos de Lee y Kwon [76]. Esta comparación se 
puede encuentra en la Figura 4.3. Como se puede observar, el ajuste de la curva a los 
datos clínicos es aceptable. Esta curva reproduce el característico pico máximo de 
concentración de Metformin que se alcanza a las 2 horas de su consumo. Más aún, el 
tiempo de vida característico del de Metformin se puede observar en la figura con un 
valor aproximado a 12 horas. Por lo anterior, los valores de 𝜃෠ fueron utilizados en la 
Ecuación (4.5) para reproducir la dinámica de la aparición de Metformin en plasma.  
 
 
 

FUNCIÓN  𝜃෠ 

𝑧0ሺ𝑡, 𝜃෠ሻ  ሾ27 000, 27 000, 0.06, 0.1ሿ 

Tabla 4.2.- Vector de parámetros de 𝑧0. La tabla muestra los valores de los 
parámetros que minimizan la suma residual de los cuadrados de la función objetivo 
(3.2) con los datos de Lee y Kwon [76].  
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Figura 4.4.- Tasa de aparición de Metfomin en plasma. Para esta simulación se 
considera que al minuto cero existe una ingesta oral de una dosis única de 500mg. 

 
 
 
Para modelar la parte farcodinámica, se utilizaron las ecuaciones de Hill para 
relacionar la cantidad de Metformin en cada compartimento con el efecto 
hipoglucemiante sobre las rutas metabólicas blanco. Las ecuaciones son las siguientes: 
 

𝐸ீூ ൌ ሺ𝜐ீூ,௠௔௫𝐴ீூ
௡ಸ಺ሻ/ሺ𝜑ீூ,50

௡ಸ಺   ൅ 𝐴ீூ
௡ಸ಺ሻ,     (4.6) 

𝐸௅ ൌ ሺ𝜐௅,௠௔௫𝐴௅
௡ಽሻ/ሺ𝜑௅,50

௡ಽ   ൅ 𝐴௅
௡ಽሻ,     (4.7) 

𝐸ௌ ൌ ሺ𝜐ௌ,௠௔௫𝐴ௌ
௡ೄሻ/ሺ𝜑ௌ,50

௡ೄ   ൅ 𝐴ௌ
௡ೄሻ,     (4.8) 

 
con 𝐴ீூ ൌ 𝑘௚௚𝑧1, 𝐴௅ ൌ 𝑘௚௟𝑧3 y 𝐴ௌ ൌ 𝑧4. En las ecuaciones (4.6) െሺ4.8ሻ, 𝐸ீூ , 𝐸௉ y 𝐸௅ 
representan un factor de penalización la contribución de la estimulación de glucosa 
por el tracto gastrointestinal, la estimulación de glucosa en el tejido periférico y la 
inhibición de la producción de glucosa en el hígado, respectivamente. El resto de los 
términos representan lo siguiente: 𝜐ீூ,௠௔௫, 𝜐௅,௠௔௫ y 𝜐ௌ,௠௔௫ son el efecto máximo del 
metformin, 𝜑ீூ,50

௡ಸ಺ , 𝜑௅,50
௡ಽ  y 𝜑௉,50

௡ೄ  es la cantidad de metformin que produce el 50% de su 
efecto máximo y 𝐴ீூ, 𝐴௅ y 𝐴ௌ son constantes. El valor del resto de los parámetros que 
describen la PKPD del Metformin fueron obtenidos directamente de lo propuesto en 
Lee y Kwon [76]. Estos valores se encuentran en la Tabla 4.3.  
 
Como puede verse en las ecuaciones (4.6) – (4.8), como resultado del modelo PKPD de 
Metformin, tenemos un conjunto de tres funciones que dependen de la concentración 
del medicamento en cada uno de los compartimentos. Estas funciones indican el valor 
de la penalización de la ruta metabólica que es blanco del medicamento, por lo que 
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para observar el efecto del Metformin sobre la glucemia, estas funciones deben ser 
consideradas dentro de las tasas metabólicas del modelo.  
 
 
 

PARTE PK  PARTE PD 

PARÁMETRO VALOR NOMINAL  PARÁMETRO VALOR NOMINAL 
𝑘௚௢ 1.88𝑒 െ 03  𝜐௅,௠௔௫  0.378 
𝑘௚௚ 1.85𝑒 െ 03  𝜐ீூ,௠௔௫  0.486 
𝑘௣௚ 4.13  𝜐௉,௠௔௫  0.148 
𝑘௚௟  0.458  𝜑௅,50 521 
𝑘௣௟  1.01𝑒 െ 02  𝜑ீூ,50 431 
𝑘௟௣ 0.910  𝜑௉,50 1024 
𝑘௣௢ 0.509  𝑛௅ 5 

   𝑛ீூ 2 
   𝑛௉ 5 

Tabla 4.3 Parámetros nominales del modelo PKPD. Según al grupo al que pertenezcan 
los HO regulan la glucemia mediante distintos mecanismos de acción en diferentes 
órganos blanco. 

 

 
 

4.3  Interconexión del modelo de Metformin con modelo de DMT2. 
Como se mencionó anteriormente, las tasas metabólicas blanco del Metformin son la 
tasa de absorción de glucosa por el estómago, la producción hepática de glucosa y la 
toma de glucosa periférica. Estas tasas metabólicas tienen su función equivalente en el 
modelo a través de 𝑟 ீ௎, 𝑟ுீ௉ y 𝑟௉ீ௎. Por lo tanto, para observar el efecto 
hipoglucemiante sobre la glucosa de un paciente con DMT2 se realizó una conexión 
del factor de penalización con las tasas metabólicas correspondientes. Lo anterior se 
realizó de la misma forma que en [75] utilizando las siguientes funciones:  
  

𝑟 ீ௎
௉௄௉஽  ൌ  ሺ1 ൅  𝐸ீூሻ 𝑟 ீ௎     (4.9) 

𝑟ுீ௉
௉௄௉஽  ൌ  ሺ1 െ  𝐸௅ሻ 𝑟ுீ௉     (4.10) 

𝑟௉ீ௎
௉௄௉஽  ൌ  ሺ1 ൅  𝐸ௌሻ 𝑟௉ீ௎     (4.11) 

 
De este modo, cuando la concentración de Metformina en el cuerpo es nula, entonces 
la tasa metabólica permanecerá inalterada (i.e. 𝑟௉௄௉஽ ൌ 𝑟).  Sin embargo, mientras 
exista una concentración de Metformin en el cuerpo, entonces 𝑟௉௄௉஽ ് 𝑟 y la tasa se 
verá potenciada o disminuida (dependiendo del signo que afecta a la función 𝐸).  
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En este sentido, para la conexión del modelo PKPD del Metformin con el modelo de 
DMT2 se debe sustituir las tasas metabólicas 𝑟 ீ௎, 𝑟ுீ௉ y 𝑟௉ீ௎ por 𝑟 ீ௎

௉௄௉஽, 𝑟ுீ௉
௉௄௉஽ y 

𝑟௉ீ௎
௉௄௉஽, respectivamente. Al realizar esta sustitución, entonces el nuevo vector de 

estados (𝑥ො) se define como: 
 

𝑥ො ൌ ሾ𝐺𝐵௏, 𝐺𝐵ூ, 𝐺ு, 𝐺௅, 𝐺௄, 𝐺௉௏, 𝐺௉ூ, 𝐺ீ, 𝐺௉ே, 𝐼𝐵, 𝐼ு, 𝐼௅, 𝐼௄, 𝐼௉௏, 𝐼𝑃𝐼, 𝐼 ,
𝐼௉ே, Γே, 𝜔, 𝜔ீ, 𝑀ுீ௉

ூ , 𝑀ுீ௎
ூ , 𝐹2, 𝑃, 𝐼, 𝑄, 𝐺௦, 𝑟ைீ𝐴, 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4ሿ,      

ሺ4.12ሻ 

 
en donde: 𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ ሾ𝑥1ሺ𝑡ሻ, 𝑥2ሺ𝑡ሻ, … , 𝑥32ሺ𝑡ሻሿ் ∈ D ⊂ ℝ32 es semidefinida positiva, lo que 
significa que pertenece al subconjunto ℝ+

32.  
 
Utilizando la definición de estados de la Ecuación 4.12, el espacio de estados queda 
como:  

𝑥ොሶ ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐺ሺ𝑥ොሺ𝑡ሻ; 𝜋, 𝜂, 𝜙ሻ,   𝑥ොሺ𝑡0ሻ ൌ 𝑥ො0,       ሺ4.13ሻ 
 
en donde 𝐺ሺ𝑥ොሺ𝑡ሻ; 𝜋, 𝜂, 𝜙ሻ : → ℝ32 determina la evolución en el tiempo de 𝑥ො desde la 
condición inicial (𝑥ො0) y 𝜙 ∈ Φ ⊂  ℝ20 son los todos los parámetros del modelo PKPD.  
 
 
 

4.4 Simulación del modelo de DMT2 con Metformin. 
Anteriormente se mostró que el modelo de DMT2 es capaz de emula con éxito la 
dinámica de la glucosa ante una entrada intravenosa y oral de glucosa. Ahora, para 
observar la capacidad del modelo para emular el efecto hipoglucemiante del 
Metformin, se llevó a cabo una simulación del modelo de la Ecuación (4.13) y su 
evolución temporal se comparó con los datos de estudios clínicos realizados en 
pacientes con DMT2. Los datos clínicos utilizados fueron obtenidos de Williams-
Herman et al., 2012 [77]. En esta prueba clínica, la concentración de glucosa de 49 
pacientes con DMT2 (i.e. 𝑛௣ ൌ 49) fue obtenida de una muestra de sangre del 
antebrazo. La prueba tuvo una duración de 180 minutos distribuidos de la siguiente 
manera: al minuto cero el modelo parte desde una condición basal, 5 minutos después 
los pacientes ingieren una pastilla de 500 mg de Metformin y 30 minutos después 
ingieren una cantidad de alimento equivalente a 75 g de glucosa. Por lo tanto, la 
entrada de Metformin es a través de 𝑧0 y la entrada de glucosa es la cantidad de 
glucosa en mg introducida al sistema a través de 𝑂𝐺𝐶0, mientras que 𝑟ூ௏ீ ൌ 0.  
 
Las condiciones de inicialización del modelo se obtuvieron como en el Capitulo 2, con 
𝑂𝐺𝐶0 ൌ 75, 000 mg, 𝐺௉௏

𝐵 ൌ 𝐺௉௏ሺ0ሻ ൌ 174 mg/dL y 𝐼௉௏
𝐵 ൌ 𝐼௉௏ሺ0ሻ ൌ 14 mU/L. Las 

condiciones faltantes para las componentes de estado 28 െ 32 fueron consideradas 
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iguales a cero. La función utilizada para simular numéricamente el modelo de la 
Ecuación (4.14) fue ode45 (Dormand-Prince) con paso variable en MATLAB. El tiempo 
de simulación se estableció como la duración del ensayo clínico. Los resultados de la 
simulación y su comparación con los estudios clínicos pueden observarse en la Figura 
4.5.  
 

 

Figura 4.5 Simulación del modelo PKPD de Metformina conectada al modelo de 
DMT2. En este gráfico, las líneas sólidas representan la simulación del modelo, 
mientras que los cuadros representan el valor medioേSEM obtenido de los pacientes 
con DMT2. Los datos fueron tomados de Williams-Herman et al. [77]. 

 
 
 
Como puede observarse en la Figura 4.5, existe una alta correspondencia entre la 
simulación y los datos clínicos dados por Williams-Herman et al. De manera similar a 
los datos clínicos observados, el modelo comienza en un estado basal y después de la 
ingesta del medicamento la concentración de glucosa comienza a disminuir 
lentamente. Al minuto 35 los pacientes ingieren 75 g de glucosa por lo que la 
concentración de glucosa en sangre aumenta hasta alcanzar un pico a los 105 minutos. 
Esta simulación pudiera ser comparada con la presentada en la Figura 3.4, en donde 
de manera similar, los pacientes con DMT2 consumieron 75 g de glucosa. Al comparar 
ambas figuras podemos ver que, si bien la perturbación de glucosa es la misma, y el 
estado basal es muy aproximado entre ellas, el pico de la concentración de glucosa no 
alcanza el mismo valor. Para el caso de los pacientes con DMT2 sin tratamiento la 
glucosa alcanza un valor aproximado a los 300 mg/dL. Lo anterior contrasta con el 
valor pico de 250 mg/dL en pacientes bajo tratamiento de Metformin.  
 
Con base a todo lo anterior, se puede observar que el modelo de la Ecuación (4.13) 
predice la dinámica de la glucosa de un paciente con DMT2 sometido a una carga de 
glucosa y una dosis de 500 mg de Metformin. Por lo que este modelo podría ser 
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utilizado para predecir el efecto de la monoterapia con Metformin o de la terapia 
combinada de Metformin y una dosis continua de insulina.  
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CapÀ��lo ͷ 
De�arrollo del con�rol rob���o para el con�rol 
de la gl�cemiaǤ 
 

En los capítulos pasados fue posible emular la dinámica de la glucemia en 
pacientes con DMT2 en terapia múltiple de Metformin con insulina. Sin embargo, 
aún no se ha determinado la dosis adecuada de insulina que debe ser 
suministrada para lograr la regulación de la glucosa en la DMT2. Este problema 
se puede resolver aplicando teoría de control en donde el objetivo es determinar 
la tasa de insulina (entrada de control) que se debe administrada para que la 
dinámica de la glucosa de un sujeto con DMT2 (planta) siga el comportamiento 
de una referencia glucémica de un sujeto sano, a pesar de diferentes condiciones 
fisiológicas (i.e. incertidumbres paramétricas), ingesta oral de glucosa u otros 
factores exógenos (i.e. perturbaciones acotadas). En este capítulo se abordará el 
desarrollo de controladores robustos mediante la técnica de control 𝐻ஶ para la 
regulación de la glucemia en la DMT2. Primero se obtienen los controladores de 
orden alto, considerando un suministro de insulina subcutánea e intravenosa. 
Después, de estos controladores se obtuvieron modelos de orden reducido 
mediante el proceso de truncación balanceada. Finalmente, el sistema de control 
fue simulado numéricamente probando robustez ante perturbaciones por la 
ingesta de alimento y variaciones paramétricas de la planta.  

 
 

  
5.1  Planteamiento del problema de control 

El control 𝐻ஶ es una técnica cuya formulación se basa en la síntesis de un control 
retroalimentado que minimiza la norma 𝐻ஶ de la función de transferencia del sistema 
a controlar [78]. Bajo el diseño 𝐻ஶ, el sistema de control debe ser capaz de mantener 
su estabilidad y desempeño a pesar de las múltiples incertidumbres paramétricas del 
modelo y/o las perturbaciones. Para el caso particular de esta investigación, el modelo 
o planta sobre el que se realizará el control es el modelo de DMT2 conectado al 
modelo PKPD del Metformin.  En este modelo la fuente de incertidumbre paramétrica 
es la variablilidad interpaciente. Mientras que la fuente de las perturbaciones al 
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sistema son la ingesta de alimentos y el ruido del sensor de glucosa conectado a la 
salida de la planta.  
Según la Asociación Americana de Endocrinólogos Clínicos [25], un paciente con 
DMT2 se dice que está controlado cuando se cumple lo siguiente: i) su concentración 
de glucosa basal en menor a 100 mg/dL, ii) su concentración de glucosa después de 
dos horas de la ingesta de alimento es menor a 140 mg/dL y iii) su hemoglobina 
glucosilada es menor o igual a 6.5%. Las dos primeras condiciones se refieren al 
control de la glucemia en un lapso de horas, mientras que la tercera se logra 
naturalmente cuando en promedio, la glucemia del paciente se ha mantenido en un 
intervalo adecuado en el lapso de varios meses. Particularmente esta investigación se 
enfocará en las dos primeras condiciones. La primera condición se refiere al control 
del sistema en estado estacionario, mientras que la segunda se enfoca en el control del 
régimen transitorio cuando el sistema es perturbado por una carga de glucosa. De 
manera natural, el proceso de metabolización de un sujeto sano permite cumplir 
ambas condiciones.  
 
Con base en lo anterior, un planteamiento posible al problema de control en esta 
investigación es encontrar una terapia adecuada para que la glucemia del paciente con 
DMT2 se comporte de manera similar a la glucemia de un sujeto sano. Es decir, el 
problema de control se puede plantear como un problema de seguimiento cuya 
entrada de control es una tasa continua de insulina, una dosis de Metformin o una 
combinación de los dos anteriores. El punto clave será determinar la tasa continua de 
insulina que debe ser suministrada para lograr el seguimiento con un error transitorio 
y estacionario cercano a cero. Para el suministro se considerarán dos vías posibles: 
subcutánea e intravenosa. La primera dará lugar a un controlador que pueda ser 
utilizado en dispositivos de control para cirugía ambulatoria, mientras que la segunda 
para micro-dispositivos de tecnología portátil.  
 
 
 

5.1.1 Descripción de la planta o proceso a controlar 
Para la síntesis del control se trabajará con un modelo nominal lineal e invariante en 
tiempo. Para obtener este modelo se realizó una expansión de las ecuaciones de 
estado no lineales de la Ecuación (4.13) alrededor del punto de operación ሺ𝑥ො~ሻ,  el 
cual coincide con el estado basal normoglucémico del modelo de Alverhag y Martin. 
En este punto de operación se consideró que la entrada de insulina intravenosa, de 
glucosa oral y de Metformin son nulas (𝑖. 𝑒. 𝑟𝐼௏𝐼

~ ൌ 𝑂𝐺𝐶𝑠
~ ൌ 𝑧0

~ ൌ 0) y por lo tanto el 
valor de las componentes del estado están determinadas son: 
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𝑥ො~ ൌ ሾ79.45, 46.79, 91.32, 100.44, 91.32, 89, 86.22,
89.23, 91.32, 15.29, 15.29, 21.64, 10.71, 13, 5.35,
15.29, 534.6, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0.31, 0.25, 17.78,0, 0, 0, 0, 0, 0ሿ𝑇. 

 

ሺ5.1ሻ 

Utilizando el punto de operación definido en la Ecuación (5.1) se realizó una 
aproximación de primer orden al sistema definido por la Ecuación (4.13). El sistema 
resultante es: 
 

𝑥ො𝐿ሶ ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐴𝑥ො𝐿ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵1𝑟𝐼௏𝐼ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵2𝑂𝐺𝐶0ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵3𝑍0ሺ𝑡ሻ, 𝑥ො𝐿ሺ𝑡0ሻ ൌ 𝑥ො𝐿బ, 
𝑦𝐿ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐶𝑥ො𝐿ሺ𝑡ሻ,  

ሺ5.2ሻ 

con:  
 

𝐴 ൌ
𝜕𝐺
𝜕𝑥ො

ฬ ௫ො=௫ො~

𝑟಺ೇ಺=𝑟಺ೇ಺
~

𝑂𝐺𝐶బ=𝑂𝐺𝐶బ
~

௭బ=௭బ
~

, 𝐵1 ൌ
𝜕𝐺

𝜕𝑟𝐼௏𝐼
ฬ ௫ො=௫ො~

𝑟಺ೇ಺=𝑟಺ೇ಺
~

𝑂𝐺𝐶బ=𝑂𝐺𝐶బ
~

௭బ=௭బ
~

,

𝐵2 ൌ
𝜕𝐺

𝜕𝑂𝐺𝐶0
ฬ ௫ො=௫ො~

𝑟಺ೇ಺=𝑟಺ೇ಺
~

𝑂𝐺𝐶బ=𝑂𝐺𝐶బ
~

௭బ=௭బ
~

, 𝐵3 ൌ
𝜕𝐺
𝜕𝑧0

ฬ ௫ො=௫ො~

𝑟಺ೇ಺=𝑟಺ೇ಺
~

𝑂𝐺𝐶బ=𝑂𝐺𝐶బ
~

௭బ=௭బ
~

.

 

ሺ5.3ሻ 

 
Como se puede observar en la Ecuación (5.2), el cuarto término del sistema en espacio 
de estados representa la tasa de entrada de Metformin al cuerpo. Si bien, esta tasa es 
una perturbación al sistema original, no es una perturbación indeseada y por lo tanto 
no se busca minimizar su efecto en el sentido 𝐻ஶ. Por lo tanto, al considerar las 
funciones de transferencia que serán analizadas en el diagrama de control se 
considerará 𝑍0 ൌ 0.  
 
El diseño del controlador mediante 𝐻ஶ requiere que el sistema a controlar esté 
expresado en el dominio de la frecuencia. Para lo anterior, se realizó una 
transformación de Laplace del sistema en (4.2). El modelo resultante está dado como: 
 

𝑌𝐿ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ𝐶ሺ𝑠𝐼 െ 𝐴ሻ−1𝐵1ሻ𝑟𝐼௏𝐼ሺ𝑠ሻ ൅ ሺ𝐶ሺ𝑠𝐼 െ 𝐴ሻ−1𝐵2ሻ𝑂𝐺𝐶𝑠ሺ𝑠ሻ,      ሺ5.4ሻ 
 
en donde 𝑠 ൌ 𝑗𝜔 es la variable compleja, 𝐼 es la matriz identidad. Utilizando el sistema 
de la Ecuación (5.4), y aplicando el principio de superposición se obtuvieron las 
funciones de transferencia que capturan el efecto de la entrada de insulina (𝑃௨) y la 
perturbación de glucosa oral (𝑃𝐺ா), estas son:  
 

𝑃௨ ൌ ሺ𝐶ሺ𝑠𝐼 െ 𝐴ሻ−1𝐵1ሻ,       ሺ5.5ሻ 
𝑃𝐺ா ൌ ሺ𝐶ሺ𝑠𝐼 െ 𝐴ሻ−1𝐵2ሻ,      ሺ5.6ሻ 
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Finalmente, el modelo a controlar está dado por las Ecuaciones (5.5) y (5.6), las cuales 
serán utilizadas como planta para la síntesis del control. En las siguientes secciones se 
resolverá el problema de control 𝐻ஶ robusto para un sistema con perturbaciones y 
parámetros nominales (i.e. control nominal) y para la familia de plantas generada a 
partir de la variación paramétrica de los parámetros de sensibilidad de la planta 
nominal (i.e. control robusto).  
 

 
 

5.1.2 Control nominal 
El planteamiento del problema de control nominal se define esquemáticamente como 
se observa en la Figura 5.1. Este esquema está basado en el propuesto por Ruiz 
Velázquez et al. [12]. Como se puede ver, el problema de control consiste en encontrar 
un controlador (𝐾0) que determine la tasa de suministro continuo de insulina (𝑟𝐼௏𝐼) tal 
que la salida (𝑦𝐿) de la planta nominal (𝑃௨ 𝑦 𝑃𝐺ாሻ siga a la referencia de la glucemia de 
un paciente no diabético (𝑟𝑒𝑓) tan cerca como sea posible a pesar de las 
perturbaciones debidas a la ingesta de glucosa (𝑂𝐺𝐶𝑠) y ruido debido a un sensor de 
glucosa (𝑑ேሻ. Lo anterior se traduce como un error (𝑒) en estado estacionario muy 
cercano a cero a pesar de cambios en 𝑟𝑒𝑓, 𝑂𝐺𝐶𝑠 y 𝑑ே. Note que las funciones de 
transferencia 𝐾0 y 𝑃௨ son diferentes cuando se considera la ruta de suministro de 
insulina intravenoso o subcutáneo. El resto de las funciones de transferencia se 
mantienen sin cambios para ambas rutas de administración de insulina.  

 
 

 
Figura 5.1 Diagrama de control nominal. En este diagrama los bloques muestran las 
funciones de transferencia que están involucradas en el proceso de regulación de la 
glucemia de un paciente con DMT2. Las flechas muestran la relación entre los bloques 
y la dirección de la transmisión de la señal. En este caso, las funciones 𝑃௨ y 𝑃𝐺ா  son 
aquellas definidas por el valor nominal de sus parámetros.  
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Un requerimiento adicional se impuso al sistema de control para evitar el riesgo de 
hipoglucemia, este es realizar el seguimiento considerando una señal de control 
moderada (no excesiva). Para lograr lo anterior, se utilizará la técnica de 𝐻ஶ 
compuesta, la cual buscará minimizar la función de transferencia desde las entradas a 
las salidas del sistema, incluyendo la entrada de control [78]. Es importante hacer 
notar que la minimización de las señales no se lleva acabo sobre todo el rango de 
frecuencias, en cambio solamente se hace sobre un rango de frecuencias de interés. 
Este rango de frecuencias fue definido mediante la introducción de funciones de peso 
variantes en frecuencia para las señales 𝑟𝐼௏𝐼, 𝑒 y 𝑑ே, esto son 𝑊௨ሺ𝑠ሻ, 𝑊𝑒ሺ𝑠ሻ y 𝑊ேሺ𝑠ሻ, 
respectivamente. Estas funciones se definieron como una variación de las presentadas 
en Quiroz et al. [15]: 

 
𝑊௨ ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ4𝑠 ൅ 0.1ሻ/ሺ𝑠 ൅ 20ሻ      ሺ5.7ሻ  

𝑊𝑒 ሺ𝑠ሻ ൌ ሺ2𝑠 ൅ 0.020ሻ/ሺ0.05𝑠 ൅ 0.013ሻ      ሺ5.8ሻ 
𝑊ே ሺ𝑠ሻ ൌ 1/10000.       ሺ5.9ሻ 

 
Para visualizar más claramente las entradas de perturbación que afectan la relación 
entrada/salida del sistema agrupado en 𝐺 y la conexión del controlador, el diagrama 
de la Figura 5.1 se simplificó mediante una transformación lineal fraccional inferior 
(L-LFT por sus siglas en inglés). El diagrama resultante se encuentra en la Figura 5.2.  
 
 

 
Figura 5.2 L-LFT para el problema de control nominal. En este diagrama se 
representan la función de transferencia de la planta generalizada y su interconexión 
con el controlador. 

 
 
Como se puede observar, el controlador 𝐾0 se muestra independiente del resto del 
sistema el cual es representado por una planta generalizada 𝐺0ሺ𝑠ሻ. Agrupando todas 
las salidas del sistema como 𝑍 ൌ ሾ𝑍𝑒   𝑍௨  𝑒ሿ𝑇 y las entradas del sistema como 𝜚 ൌ
ሾ 𝑂𝐺𝐶𝑠   𝑑ே  𝑟𝐼௏𝐼ሿ𝑇, entonces del sistema L-LFT se tiene la siguiente relación:  
 

 𝑍 ൌ 𝑇𝑍ద𝜚,      ሺ5.10ሻ  
en donde 𝑇𝑍దሺ𝑠ሻ es la matriz dada por:  
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𝑇𝑍దሺ𝑠ሻ ൌ ൥
𝑊𝑒𝑃𝐺ா 0 𝑊𝑒𝑃௨

0 0 𝑊௨
െ𝑃𝐺ா െ𝑊ே െ𝑃௨

൩.      ሺ5.11ሻ 

 
Como se observa en la Ecuación 5.10, la matriz 𝑇𝑍ద relaciona las salidas y las entradas 
de perturbación del sistema. Debido a que queremos minimizar el efecto de las 
entradas de perturbación al sistema y la energía del controlador, entonces debemos 
encontrar una forma de calcular la magnitud de la matriz 𝑇𝑍ద y buscar un controlador 
que minimice su valor. Una forma de calcular la máxima ganancia de energía de un 
sistema es utilizando la norma 𝐻ஶ. Esta norma se define como el valor pico del mayor 
valor singular 𝜎ത de la matriz de respuesta en frecuencia sobre todo el eje de 
frecuencias 𝜔, esto es: 

ฮ𝑇𝑍దሺ𝑠ሻฮஶ
≔ sup

ఠ∈ℝ
𝜎തൣ𝑇𝑍దሺ𝑗𝜔ሻ൧.      ሺ5.12ሻ 

 
Utilizando la norma de la Ecuación (5.12) el problema de control nominal consiste en 
encontrar un control 𝐾0 tal que: 
 

 ฮ𝑇𝑍దሺ𝑠ሻฮஶ
൏ 𝛾,     con      𝛾 ൏ 𝛾0 ≔ minฮ𝑇𝑍దሺ𝑠ሻฮஶ

൏ 1      ሺ5.13ሻ  
 
para cierto rango de frecuencias definido por las funciones de peso. Es importante 
hacer notar que la solución al problema de optimización de la Ecuación (5.13) no es 
única. Sólo basta con encontrar un controlador 𝐾0 tal que la norma 𝐻ஶ en lazo 
cerrado sea menor a 𝛾 ൏ 1 (i.e. control subóptimo).  
 
Para calcular un controlador comenzaremos analizando el sistema en el espacio de 
estados que resulta de la L-LFT, este es:  
 

𝑥ො𝐿ሶ ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐴𝑥ො𝐿ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵1𝑂𝐺𝐶𝑠ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵2𝑟𝐼௏𝐼ሺ𝑡ሻ, 
𝑧ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐶1𝑥ො𝐿ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐷11𝑂𝐺𝐶𝑠ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐷12𝑟𝐼௏𝐼ሺ𝑡ሻ, 

𝑦𝐿ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐶2𝑥ො𝐿 ൅ 𝐷21𝑂𝐺𝐶𝑠ሺ𝑡ሻ. 

ሺ5.14ሻ 
ሺ5.15ሻ 
ሺ5.16ሻ 

 
De las ecuaciones (5.14-5.16) se puede obtener la función de transferencia 𝐺0ሺ𝑠ሻ que 
puede expresarse en forma de una matriz generalizada, esto es:   
 

𝐺0ሺ𝑠ሻ:ൌ 𝐶ሺ𝑠𝐼 െ 𝐴ሻ−1𝐵 ൅ 𝐷:ൌ ൥
𝐴 𝐵1 𝐵2
𝐶1
𝐶2

𝐷11 𝐷12
𝐷21 0

൩,     ሺ5.17ሻ 

 

con 𝐵 ൌ ሾ𝐵1 𝐵2ሿ, 𝐶 ൌ ሾ𝐶1 𝐶2ሿ𝑇 y 𝐷 ൌ ൤𝐷11 𝐷12
𝐷21 0 ൨.  
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Para sintetizar el control nominal considerando un suministro intravenoso de insulina 
ሺ𝐾𝐼௏

0 ሻ, la entrada de control 𝑟𝐼௏𝐼 se conectó a la Ecuación (2.11), la cual describe la 
dinámica de la insulina en corazón y pulmones. Mientras que, para el control nominal 
que considera un suministro de insulina subcutánea ሺ𝐾𝑆𝐶

0 ሻ, la función 𝑟𝐼௏𝐼 se conectó a 
la Ecuación (2.14), la cual describe la dinámica de la insulina en el espacio vascular del 
tejido periférico. Dependiendo del sitio de conexión de la entrada de control 𝑟𝐼௏𝐼 se 
obtuvieron diferentes funciones de transferencia para 𝑃௨.  
 
La construcción del controlador fue realizada siguiendo el procedimiento en Zhou et 
al. [78]. Primero, los siguientes incisos fueron probados para la matriz generalizada de 
la Ecuación (5.17): 
 

1. El par (𝐴, 𝐵2) es estabilizable y ሺ𝐶2, 𝐴ሻ es detectable. Lo anterior fue verificado 
comprobando que las matrices de Hatus ሾ𝐴 െ 𝜆𝐼    𝐵1ሿ, ሾ𝐴 െ 𝜆𝐼    𝐵2ሿ  y 
ሾ𝐴 െ 𝜆𝐼 𝐶1ሿ𝑇 , ሾ𝐴 െ 𝜆𝐼 𝐶2ሿ𝑇 tienen rango completo para todos los valores 
propios ɉ de la ma�ri� 𝐴 con parte real positiva. 

2. Se cumple que 𝐷12 ൌ ሾ0 𝐼ሿ𝑇 y 𝐷21 ൌ ሾ0 𝐼ሿ.  

3. Se cumple que ൤𝐴 െ 𝑗𝜔𝐼 𝐵2
𝐶1 𝐷12

൨ es de rango completo en las columnas para todo 

𝜔. 

4. Se cumple que ൤𝐴 െ 𝑗𝜔𝐼 𝐵1
𝐶2 𝐷21

൨ es de rango completo en sus renglones para 

todo 𝜔. 
 

De lo anterior la primera condición es necesaria para la existencia de una función de 
control 𝑟𝐼௏𝐼 que garantiza la estabilidad interna del sistema. Las demás condiciones 
garantizan la existencia de dos matrices Hamiltoneanas que serán utilizadas a 
continuación para la síntesis del controlador 𝐾0, estas son: 
 

𝐻ஶ ≔ ൤ 𝐴 𝛾−2𝐵1𝐵1
𝑇 െ 𝐵2𝐵2

𝑇

െ𝐶1
𝑇𝐶1 െ𝐴𝑇 ൨,      ሺ5.18ሻ 

𝐽ஶ ≔ ൤ 𝐴 𝛾−2𝐶1
𝑇𝐶1 െ 𝐶2

𝑇𝐶2
െ𝐵1𝐵1

𝑇 െ𝐴𝑇 ൨.      ሺ5.19ሻ 

 
Cada una de las matrices Hamiltoneanas en (5.18) y (5.19) están asociada a una 
ecuación de Riccati cuyas soluciones están dadas respectivamente como: 
 

 𝑋ஶ ≔ Ricሺ𝐻ஶሻ,      ሺ5.20ሻ 
𝑌ஶ ≔ Ricሺ𝐽ஶሻ.      ሺ5.21ሻ 

 



Capítulo 5. Desarrollo del control robusto. 
 

 
58 

Utilizando estas soluciones se pueden construir una matriz de retroalimentación de 
estado 𝐹ஶ y una matriz de ganancia de observador 𝐿ஶ de la forma: 
 

𝐹ஶ ≔ െ𝐵2
𝑇𝑋ஶ,      ሺ5.22ሻ 

𝐿ஶ:ൌ െ𝑌ஶ𝐶2
𝑇.     ሺ5.23ሻ 

Tomando las matrices: 
𝑍ஶ ൌ ሺ𝐼 െ 𝛾−2𝑌ஶ𝑋ஶሻ−1,      ሺ5.24ሻ 

𝐴መஶ:ൌ 𝐴 ൅ 𝛾−2𝐵1𝐵1
𝑇𝑋ஶ ൅ 𝐵2𝐹ஶ ൅ 𝑍ஶ𝐿ஶ𝐶2,      ሺ5.25ሻ 

 
entonces el controlador 𝐾0 subóptimo se define como la función de transferencia que 
se obtiene de la siguiente matriz generalizada: 
 

𝐾0ሺ𝑠ሻ ൌ ൤𝐴
መஶ െ𝑍ஶ𝐿ஶ
𝐹ஶ 0 ൨.      ሺ5.26ሻ 

 
El proceso iterativo para la búsqueda del control se llevó a cabo utilizando la función 
hinfsyn de las herramientas de control robusto de MATLAB. Como resultado, el control 
𝐾𝐼௏

0  que minimiza la función de la Ecuación (5.13) tiene un valor 𝛾 ൌ 0.0079. De 
manera similar, el control 𝐾𝑆𝐶

0  tiene un valor 𝛾 ൌ 0.0082. Dado que el valor de 𝛾 es 
menor que uno, se asegura la estabilidad y el desempeño de la planta en lazo cerrado. 
Lo anterior se basa en el teorema de ganancia pequeña [78]. Ambos controladores 
tienen un orden de 131 y por este motivo sus funciones de transferencia no se 
muestran este documento. Sin embargo, más adelante el orden de estos controladores 
nominales será reducido mediante el proceso de truncación balanceada.   
 
 
 

5.1.3 Control robusto  
El planteamiento del problema de control robusto se define esquemáticamente como 
se observa en la Figura 5.3. De manera similar al caso del control nominal, el problema 
de control robusto consiste en encontrar un controlador (𝐾) que determine la tasa 𝑟𝐼௏𝐼 
tal que 𝑦𝐿 ൌ 𝑟𝑒𝑓 a pesar de las perturbaciones 𝑂𝐺𝐶𝑠 y 𝑑ே. Sin embargo, para este caso 
particular, adicionalmente se espera que el sistema tenga un error (𝑒) en estado 
transitorio y estacionario muy cercano a cero a pesar de variaciones paramétricas de 
la planta 𝑃௨ 𝑦 𝑃𝐺ா . Como se puede observar en la Figura 5.3, se ha considerado que el 
sistema tiene variaciones paramétricas no estructuradas de tipo multiplicativo. Las 
variaciones sobre 𝑃௨ 𝑦 𝑃𝐺ா  se definen a través de ∆𝑃 y ∆𝐺ா , respectivamente. Junto a 
estas variaciones aparece las funciones de peso 𝑊௣ y 𝑊𝐺ா  para definir el rango de 
frecuencias para las cuales se busca minimizar su efecto.  
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Figura 5.3 Diagrama de control robusto. El sistema a controlar es una familia de 
modelos definida a través de un modelo nominal 𝑃, una incertidumbre acotada Δ y 
una función de peso 𝑊. 

 
La incertidumbre paramétrica del modelo puede provenir de cualquiera de los 
parámetros del sistema, sin embargo, algunos de ellos muestran una mayor 
contribución a la sensibilidad sobre la solución del sistema [43]. Por lo anterior, con 
base en lo reportado en [43] la incertidumbre paramétrica se concentró solo sobre los 
parámetros 𝜂42, 𝜂45, 𝜂36, 𝜂39, 𝜂57 y 𝜂19 debido a que su variación modifica en mayor 
medida a la solución del sistema. Considerando que ห∆௣ห ൑ 1, el efecto de la variación 
de estos parámetros sobre un rango, especificado en la Tabla 5.1, fue calculado como 
la cota superior de la respuesta en frecuencia de la diferencia entre la planta nominal 
y el sistema perturbado. Lo anterior se describe por las siguientes ecuaciones: 
 

𝑊𝑃 ൌ máx |𝑃௨ഥ െ 𝑃௨|,      ሺ5.27ሻ 
𝑊𝐺ா ൌ máx |𝑃𝐺ாതതതതത െ 𝑃𝐺ா|,      ሺ5.28ሻ 

 
en donde 𝑃௨ഥ  y 𝑃𝐺ாതതതതത representan la familia de plantas generada mediante la variación de 
los parámetros de sensibilidad de la planta  𝑃௨ y 𝑃𝐺ா , respectivamente.  
 
 

PARÁMETRO PORCENTAJE 
𝜂42, 𝜂45, 𝜂57 േ5 

𝜂36, 𝜂39 േ2.5 
𝜂19 േ2 

 
Tabla 5.1 Fuentes de incertidumbre paramétrica. En la tabla se observan los 
parámetros que fueron seleccionados para incluir incertidumbre paramétrica al 
sistema. La columna de porcentaje muestra el valor de variación de los parámetros 
con respecto al valor nominal, que fue considerado para el análisis.  



Capítulo 5. Desarrollo del control robusto. 
 

 
60 

 

 
 
Figura 5.4 Respuesta en frecuencia de |𝑃௨ഥ െ 𝑃௨|. En la figura superior e inferior se 
observa la respuesta en frecuencia de |𝑃௨ഥ െ 𝑃௨| considerando la planta nominal 𝑃௨ 
para la entrada de insulina intravenosa y subcutánea, respectivamente. La línea roja 
representa la respuesta en frecuencia de 𝑊𝑃  para ambos casos.  
 

 

 
 
Figura 5.5 Respuesta en frecuencia de |𝑃𝐺ாതതതതത െ 𝑃𝐺ா|. En la figura se observa la 
respuesta en frecuencia de |𝑃𝐺ாതതതതത െ 𝑃𝐺ா|. La línea roja representa la respuesta en 
frecuencia de 𝑊𝑃 .  
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En las Figuras 5.4 y 5.5 se observa la respuesta en frecuencia tanto de la familia de 
plantas generada mediante la variación de los parámetros de sensibilidad como de las 
funciones de peso 𝑊𝑃 y 𝑊𝐺ா . Al igual que para el sistema de control nominal, las 
funciones de transferencia 𝐾 y 𝑃௨ son diferentes cuando se considera la ruta de 
suministro de insulina intravenoso o subcutáneo. Por lo tanto, utilizando los datos de 
estas respuestas en frecuencia, con la función ident de la herramienta System 
Identification de MATLAB, se realizó una identificación de sistema para calcular las 
funciones de transferencia de 𝑊𝑃 para el caso en el que la entrada de insulina es 
intravenosa (𝑊𝑃

𝐼௏) y para el caso en el que es subcutánea (𝑊𝑃
𝑆𝐶). El orden de las 

funciones de transferencia se eligió de tal manera que el ajuste entre el modelo 
propuesto y los datos fuera mayor al 90%. Las funciones resultantes son las 
siguientes:  
 

𝑊𝑃
𝐼௏ ൌ

1.2 ൈ 10−9 𝑠4 ൅  5.2 ൈ 10−8 𝑠3 ൅  4.5 ൈ 10−7 𝑠2 ൅  4.9 ൈ 10−6𝑠 ൅  2 ൈ 10−5

𝑠4 ൅  2.97 𝑠3 ൅  0.39 𝑠2 ൅  1.2 ൈ 10−2𝑠 ൅  4 ൈ 10−4      ሺ5.29ሻ 

 

𝑊𝑃
𝑆𝐶 ൌ

5.91 ൈ 10−8 𝑠3 ൅  3.16 ൈ 10−7 𝑠2 ൅  5.42 ൈ 10−6 𝑠 ൅ 1.86 ൈ 10−5

𝑠3 ൅  0.25 𝑠2 ൅  6 ൈ 10−3𝑠 ൅  2 ൈ 10−2      ሺ5.30ሻ 

 

𝑊𝐺ா ൌ
3.17 𝑠4 ൅  7.87 ൈ 10−6 𝑠3 ൅  1 ൈ 10−4 𝑠2 ൅  8.78 ൈ 10−4𝑠 ൅  4.6 ൈ 10−3

𝑠4 ൅  4.14 𝑠3 ൅  1.79 𝑠2 ൅  0.116𝑠 ൅  4.78 ൈ 10−3 .    ሺ5.31ሻ 

 
el resto de las funciones de transferencia de la Figura 5.3 se mantuvieron sin cambios 
con respecto a las propuestas para el control nominal.  
 
 

 
Figura 5.6 LFT para el problema de control robusto. En este diagrama se representan 
la función de transferencia de la planta generalizada y su interconexión con el 
controlador robusto. 

 
 
De manera muy similar al caso del control nominal, el diagrama de bloques de la 
Figura 5.3 fue simplificado mediante una L-LFT para observar las entradas de 
perturbación que afectan la relación entrada/salida del sistema agrupado en 𝐺 y el 
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efecto de las variaciones paramétricas y la conexión del controlador. El diagrama 
resultante se encuentra en la Figura 5.6. Nuevamente, el controlador 𝐾 se muestra 
independiente del resto del sistema el cual es representado por una planta 
generalizada 𝐺ሺ𝑠ሻ. Agrupando todas las salidas del sistema como 𝑍 ൌ
ሾ𝑍𝑒  𝑍௨  𝑍1  𝑍2 𝑒ሿ𝑇 y las entradas del sistema como 𝜚 ൌ ሾ 𝑑𝐺ா   𝑑ே  𝑑1  𝑑2  𝑢ሿ𝑇 , entonces 
del sistema L-LFT se tiene la siguiente relación: 
 

𝑍 ൌ 𝑇𝑍ద𝜚,   ሺ5.32ሻ  
 
con una matriz de funciones de transferencia 𝑇𝑍దሺ𝑠ሻ dada por:  
 

𝑇𝑍దሺ𝑠ሻ ൌ

[
 
 
 
 
𝑊𝑒𝑃𝐺ாబ  0  𝑊𝑒𝑃௨బ  𝑊𝑒𝑃𝐺ாబ  𝑊𝑒𝑃௨బ

0 0 0 0 𝑊௨
0 0 0 0 𝑊𝑃

𝑊𝐺ா 0 0 0 0
െ𝑃𝐺ாబ െ𝑊ே െ𝑃௨బ െ𝑃𝐺ாబ െ𝑃௨బ ]

 
 
 
 

.     ሺ5.33ሻ 

 
Con base en lo anterior y de manera similar al control nominal, tenemos que el 
problema de control robusto es encontrar un control 𝐾 tal que 
 

 ฮ𝑇𝑍దሺ𝑠ሻฮஶ
൏ 𝛾,     con      𝛾 ൏ 𝛾0 ≔ minฮ𝑇𝑍దሺ𝑠ሻฮஶ

൏ 1      ሺ5.34ሻ  
 
para cierto rango de frecuencias definido por las funciones de peso.  
 
La existencia del controlador K fue garantizada aplicando el proceso definido para el 
control nominal en las Ecuaciones (5.14)െ(5.26). El proceso iterativo para la síntesis 
del control se llevó a cabo utilizando la función hinfsyn de las herramientas de control 
robusto de MATLAB. Como resultado, ambos controladores minimizan la función de la 
Ecuación (5.23) con un valor 𝛾 ൌ 0.9980. Dado que el valor de 𝛾 es menor que uno, se 
asegura la estabilidad y el desempeño de la planta en lazo cerrado. Lo anterior se basa 
en el teorema de ganancia pequeña [78]. El orden de los controladores es 269 y por 
este motivo sus funciones de transferencia no se muestran este documento. Sin 
embargo, más adelante el orden será reducido mediante el proceso de truncación 
balanceada.   
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5.2 Reducción de orden del control 
Considere los controladores diseñados en la sección anterior puede ser definidos en el 
espacio de estados mediante la transformada inversa de Laplace de su función de 
transferencia. Entonces el sistema lineal resultante es: 
 

𝑥𝐶ሶ ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐴𝐶𝑥𝐶ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵𝐶𝑒ሺ𝑡ሻ, 
𝑟𝐼௏𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐶𝐶𝑥𝐶ሺ𝑡ሻ, 

ሺ5.35ሻ 

 
en donde 𝐴𝐶 ∈ ℝ𝑛ൈ𝑛, 𝐵𝐶 ∈ ℝ𝑛ൈ௠, y 𝐶𝐶 ∈ ℝ௣ൈ𝑛, con 𝑛 igual al orden del controlador 
obtenido en la sección anterior. El objetivo de la reducción de orden es encontrar una 
transformación de coordenadas que lleve desde el sistema de alta dimensión 𝑥𝐶  a un 
sistema de baja dimensión 𝑥෤𝐶 de dimensión 𝑟, con 𝑟 ≪ 𝑛. Para lograr esto, se realizará 
una trasformación utilizando una matriz invertible 𝑇: 
 

𝑥𝐶ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑇𝑧𝐶ሺ𝑡ሻ,       ሺ5.36ሻ 
 
Con base lo anterior y definiendo 𝐴መ𝐶 ൌ 𝑇−1𝐴𝐶𝑇, 𝐵෠𝐶 ൌ 𝑇−1𝐵𝐶  𝑦 𝐶መ𝐶 ൌ 𝐶𝐶𝑇, entonces el 
sistema de la Ecuación (5.35) puede ser redefinido como: 
 

𝑧ሶ𝐶ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐴መ𝐶𝑧𝐶ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵෠𝐶𝑒ሺ𝑡ሻ,        ሺ5.37ሻ
𝑟𝐼௏𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐶መ𝐶𝑧𝐶ሺ𝑡ሻ.    

 

 
Para que la transformación sea balanceada, entonces se realizará el reescalamiento de 
los estados 𝑥𝐶 , se hace seleccionando 𝑇 de manera que los gramianos de 
controlabilidad ሺ𝑖. 𝑒.𝑊𝐶 ൌ 𝑇−1𝑊𝐶ሺ𝑇−1ሻ∗ሻ y observabilidad ሺ𝑖. 𝑒.𝑊𝑂 ൌ 𝑇∗𝑊𝑂𝑇ሻ del 
sistema de la Ecuación (5.35) sean iguales. Esto es:  
 

𝑊෡𝐶 ൌ 𝑊෡𝑂 ൌ Σ   ሺ5.38ሻ 
 
en donde Σ corresponde a una matriz diagonal que contiene una descomposición del 
sistema (5.37) en valores singulares y acomodados de mayor a menor. Por lo tanto, el 
sistema de orden reducido se obtiene a través de la truncación del sistema 
seleccionando las primeras 𝑟 dimensiones haciendo: 
 

𝑇 ൌ ሾΨ 𝑇௧ሿ y 𝑆 ൌ 𝑇−1 ൌ ሾΦ∗ 𝑆௧ሿ𝑇 con Ψ y Φ ∈ ℝrൈr     ሺ5.39ሻ  
 
Con base en la Ecuación (5.39) el sistema de la Ecuación (5.37) se puede dividirse en 
la parte que incluye la dinámica del sistema de baja dimensión (𝑥෤ሶ ሺ𝑡ሻ) y el sistema que 
contiene toda la dinámica que se elimina después del truncamiento (𝑧௧ሶ ሺ𝑡ሻ):  
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൤ 𝑥෤
ሶ ሺ𝑡ሻ

𝑧௧ሶ ሺ𝑡ሻ
൨  ൌ ൤Φ

∗𝐴𝐶Ψ Φ∗𝐴𝐶𝑇௧
S୲ACΨ 𝑆௧𝐴𝐶𝑇௧

൨ ൤𝑥෤
ሺ𝑡ሻ

𝑧௧ሺ𝑡ሻ
൨ ൅ ൤Φ

∗𝐵𝐶
𝑆௧𝐵𝐶

൨ 𝑒ሺ𝑡ሻ,       ሺ5.40ሻ

𝑟𝐼௏𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ ሾ𝐶𝐶Ψ 𝐶𝐶𝑇௧ሿ ൤
𝑥෤ሺ𝑡ሻ
𝑧௧ሺ𝑡ሻ

൨.    
 

 
Por lo tanto, definiendo 𝐴ሚ ൌ Φ∗𝐴Ψ, 𝐵෨ ൌ Φ∗𝐵 𝑦 𝐶ሚ ൌ 𝐶Ψ, el controlador de orden 
reducido está definido por el sistema en espacio de estados siguiente:  
 

𝑥෤ሶ ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐴ሚ𝑥෤ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵෨𝑢ሺ𝑡ሻ,
𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐶ሚ𝑥෤ሺ𝑡ሻ

     ሺ5.41ሻ 

 
Una técnica para visualizar los principales valores singulares de Σ, es la 
representación gráfica de los valores Hankel de los controladores propuestos en la 
sección anterior. Esta representación de los principales valores Hankel para cada 
controlador se puede encontrar en la Figura 5.7. Como se puede observar, la mayor 
contribución de energía al sistema está dada por menos de 7 estados del sistema. Por 
lo anterior, el orden seleccionado para la reducción de los sistemas de control fue de 
7, 6, 5 y 4 para los controladores nominal intravenoso y subcutáneo, así como para el 
control robusto intravenoso y subcutáneo, respectivamente.  
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Figura 5.7 Valores Hankel. La figura muestra la representación gráfica de los 
principales valores Hankel para los sistemas de control. El resto de los valores hankel 
no se muestra en estas figuras.  
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Para la obtención de las funciones de transferencia de orden reducido de los 
controladores se utilizó la función balmr de las herramientas Robust Control de 
MATLAB. Las funciones de transferencia obtenidas para el control de orden reducido 
𝐾෩ fueron las siguientes:  
 

𝐾෩0
𝐼௏ሺ𝑠ሻ ൌ

െ471𝑠6 െ 9732𝑠5 െ 6432𝑠4 െ 1039𝑠3 െ 48.14𝑠2 െ 𝑠 െ 0.003
𝑠7 ൅ 26.43𝑠6 ൅ 55.15𝑠5 ൅ 55.91𝑠4 ൅ 38.25𝑠3 ൅ 1.43𝑠2 ൅ 0.03𝑠

 ,     ሺ5.42ሻ 

 

𝐾෩0
𝑆𝐶ሺ𝑠ሻ ൌ

െ1126𝑠5 െ 2.3 ൈ 104𝑠4 െ 1.4 ൈ 104𝑠3 െ 2199𝑠2 െ 60𝑠 െ 1.1
𝑠6 ൅ 57.1𝑠5 ൅ 119.9𝑠4 ൅ 114.3𝑠3 ൅ 82.35𝑠2 ൅ 1.73𝑠 ൅ 0.04

 ,    ሺ5.43ሻ 

 

𝐾෩𝐼௏ሺ𝑠ሻ ൌ
െ522.5𝑠4 െ 1.08 ൈ 104𝑠3 െ 1.12 ൈ 104𝑠2 െ 2894𝑠 െ 34.81

𝑠5 ൅ 6.16𝑠4 ൅ 19.39𝑠3 ൅ 34.53𝑠2 ൅ 40.25𝑠 ൅ 8.36
 ,    ሺ5.44ሻ 

 

𝐾෩𝑆𝐶ሺ𝑠ሻ ൌ
െ492.2𝑠3 െ 9654𝑠2 െ 7149𝑠 െ 445.1
𝑠4 ൅ 5.3𝑠3 ൅ 15.37𝑠2 ൅ 22.9𝑠 ൅ 26.61

.    ሺ5.45ሻ 

 
 
 

 

5.3 Simulaciones numéricas del sistema en lazo cerrado 
El desempeño del sistema de control en lazo cerrado fue probado para los distintos 
controladores 𝐾෩. Para lo anterior se llevó a cabo una simulación numérica utilizando 
Simulink de MatLab en lazo cerrado considerando como planta, la función de 
transferencia del sistema no lineal definido en la Ecuación (4.13). El diagrama de 
Simulink que fue utilizado para la simulación se puede observar en la Figura 5.8. Como 
se puede observar tenemos dos bloques que contienen las ecuaciones no lineales que 
emulan la dinámica de la glucemia. El modelo de referencia (Referencia_sano) es el 
modelo propuesto por Alverhag y Martin. Por otro lado, el modelo del paciente con 
DMT2 (Planta_DMT2_Metformin) es el propuesto en esta investigación. Ambos 
modelos están sometidos a la misma perturbación debida a la ingesta de alimento 
(oral glucose). La diferencia de la respuesta de ambos sistemas, ante esta 
perturbación, es el error (error e) que alimenta al control de orden reducido. La salida 
del control reducido entra a una función de saturación que impide que la señal de 
control sea menor a cero o mayor a 140 mU/dL que es la tasa máxima recomendada 
para introducir insulina al cuerpo [44]. Finalmente, esta señal entra al modelo del 
paciente con DMT2 a través de la entrada al sistema que representa una tasa de 
suministro de insulina exógena (rIVI). 
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Figura 5.8 Diagrama del sistema de control en Simulink. El diagrama permite simular 
el sistema de control en lazo cerrado para los distintos controladores 𝐾෩.  

 
 
Para hacer una comparación de la respuesta del sistema para diferentes terapias, se 
simuló la respuesta del sistema de DMT2 y del sujeto no diabético sin control y el 
sistema de DMT2 en lazo abierto con Metformin en lazo cerrado con insulina exógena 
y Metformin, y en lazo cerrado con insulina exógena. Para estas simulaciones se 
hicieron las siguientes consideraciones:  
 

a) El sistema de control en lazo cerrado se probó para todos los controladores de 
orden reducido (i.e. controladores 𝐾෩). 

b) El sistema que describe a la referencia se tomó del sistema no lineal de la 
Ecuación (2.39) considerando los valores nominales de los parámetros.  

c) El sistema de control para el modelo de DMT2 se probó sobre el sistema no 
lineal de la Ecuación (4.13).  

d) En las simulaciones con una terapia que incluye insulina, la señal de control se 
acotó dentro de la siguiente manera: 0 ൑ 𝑟𝐼௏𝐼 ൑ 140 mU/L. 

e) La duración de todas las simulaciones fue de 720 minutos.  
f) Se consideró una ingesta de 71 g de glucosa oral al minuto 0, 300 y 600. Por lo 

tanto, la entrada de glucosa se definió como 𝑂𝐺𝐶0 ൌ 71, 000 con 𝑟𝐼௏𝐺 ൌ 0;  
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g) En las simulaciones con una terapia que incuye Metformin se consideró una 
administración de una dosis única de 500 mg al minuto cero, a través de la 
función 𝑧0 de la Ecuación (4.5). 

h) Las condiciones para la inicialización del modelo de Alverhag y Martin fueron 
𝐺𝑃௏

𝐵 ൌ 𝐺𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 89 mg/dL, e 𝐼𝑃௏
𝐵 ൌ 𝐼𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 13 mU/L, mientras que para el 

modelo de DMT2 fueron 𝐺𝑃௏
𝐵 ൌ 𝐺𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 150 mg/dL, e 𝐼𝑃௏

𝐵 ൌ 𝐼𝑃௏ሺ0ሻ ൌ 13 
mU/L y con 𝑧1ሺ0ሻ ൌ  𝑧2ሺ0ሻ ൌ  𝑧3ሺ0ሻ ൌ  𝑧4ሺ0ሻ ൌ 0.  

 
 
 

 

 
Figura 5.9 Simulación del sistema en lazo cerrado con control nominal.  La grafica 
superior e inferior muestra las simulaciones para el sistema de control intravenoso y 
subcutáneo, respectivamente.  

 
 
En la Figura 5.9 y 5.10 se observa la simulación del sistema de control para los 
controladores nominales 𝐾෩0

𝐼௏ y 𝐾෩0
𝑆𝐶  y los controladores robustos  𝐾෩𝐼௏ y 𝐾෩𝑆𝐶 , 

respectivamente. Como se puede ver, el sistema que describe la dinámica de un 
paciente con DMT2 se ha inicializado en una condición de hiperglucemia (i.e. 𝐺𝑃௏

𝐵 ൒
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126 mg/dL), esta condición es característica de un paciente con DMT2 pobremente 
controlada [65]. Por otro lado, la dinámica de modelo no diabético se ha inicializado 
en una condición de normoglucemia (i.e. 𝐺𝑃௏

𝐵 ൏ 126 mg/dL). Durante todo el tiempo 
de simulación, la dinámica de la glucemia se incrementa en tres ocasiones debido a la 
ingesta de glucosa. Debido a estas perturbaciones, la glucemia del sistema del modelo 
de DMT2 sin control aumenta hasta alcanzar un pico de glucosa por arriba de 250 
mg/dL, mientras que la glucemia del modelo no diabético no sobrepasa los 130 mg/dL 
ante la misma perturbación.  
 
 

 

 
Figura 5.10 Simulación del sistema en lazo cerrado con control robusto.  La grafica 
superior e inferior muestra las simulaciones para el sistema de control intravenoso y 
subcutáneo, respectivamente.  

 
 
Una dosis de 500 mg de Metformin permite disminuir ligeramente la glucemia del 
modelo de DMT2, sin embargo, la concentración de glucosa sigue siendo muy elevada 
en comparación con la glucemia de referencia. Más aún, no es posible lograr el 
segundo objetivo del control de la glucemia con una dosis única de 500 mg de 
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Metformin, ya que como se puede observar, la concentración de glucosa después de 
las 2 h de la ingesta de glucosa no es menor a 140 mg/dL. En contraste, en los 
sistemas de control de lazo cerrado la dinámica de la glucemia se encuentra por 
debajo de 120 mg/dL a las dos horas de la ingesta de glucosa. En este sentido todos 
los controladores permiten lograr el objetivo de control.  
 
Respecto al desempeño, los sistemas de control en lazo cerrado permiten que la 
dinámica de la glucemia del modelo de DMT2 siga de manera muy cercana a la 
referencia de un paciente no diabético. Más aún, con excepción del sistema en lazo 
cerrado con el control 𝐾𝐼௏, los sistemas de control en lazo cerrado tienen un error 
entre la glucemia del modelo de DMT2 y el de Alverhag y Martín es menor a los 2 
mg/dL, después de 130 minutos de la ingesta de alimento.  
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Figura 5.11 Señal de control en terapia combinada. Las figuras muestran la señal de 
salida del controlador 𝑟𝐼௏𝐼 . Esta señal representa la tasa de suministro de insulina con la 
que se controla al sistema en combinación con una dosis de 500 mg de Metformin. 

 
 
Es importante hacer notar que, partiendo de la condición inicial, los sistemas de 
control en lazo cerrado alcanzan la referencia alrededor de los 110 minutos (con 
excepción del sistema en lazo cerrado con el control 𝐾𝐼௏). A diferencia de los sistemas 
de control cuyo objetivo es alcanzar la referencia lo más rápido posible, en este 
sistema lo anterior puede ocasionar un grave problema de salud. Bajar la glucosa 
extremadamente rápido podría ocasionar una descompensación de la cantidad de 
masa que debe haber en plasma haciendo que las células se hinchen o también puede 
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ocasionar una hipoglucemia severa. Como se puede observar en las figuras, lo anterior 
no ocurre en estos sistemas de control en lazo cerrado en parte a que el sistema de 
control está saturado a 140 mU/L. Esto se puede comprobar en la Figura 4.11 la cual 
muestra la respuesta del controlador para los diferentes sistemas de control de lazo 
cerrado que incluyen una dosis de 500 mg de Metformin. Basados en el desempeño 
del sistema, se puede sugiere utilizar preferentemente el control robusto con entrada 
subcutánea de insulina 𝐾𝑆𝐶 . 
 
Para probar la robustez del sistema a variaciones paramétricas, el sistema de control 
en lazo cerrado con 𝐾𝑆𝐶  fue simulado para variaciones en los parámetros de la Tabla 
5.1. Las variaciones de los parámetros se mantuvieron dentro de los límites 
considerados para el diseño del controlador. En cada simulación se varió un solo 
parámetro a la vez y la respuesta del sistema de DMT2 en lazo abierto, el sistema de 
DMT2 en lazo cerrado con terapia múltiple se graficaron simultáneamente. Estas 
simulaciones se pueden observar en la Figura 5.12. Es importante mencionar que 
ninguno de los parámetros del modelo dinámico que describe la referencia fue 
modificado.  
 
 

 
Figura 5.12 Prueba de robustez ante variaciones paramétricas del control 𝐾𝑆𝐶 . Las 
líneas discontinuas rojas y grises muestran las simulaciones del sistema en lazo abierto 
del modelo de DMT2, y en lazo cerrado con el control 𝐾𝑆𝐶  y Metformin, para diversos 
valores de los parámetros del sistema. La línea negra muestra la referencia de un sujeto 
no diabético.  

 
 
Como se puede observar en la Figura 5.12, para los diferentes valores de parámetros 
las simulaciones del sistema del modelo de DMT2 sin control varían 
considerablemente. Más aún, al igual que en las simulaciones anteriores, la 
concentración de glucosa de este sistema está en el rango de hiperglucemia para todo 
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el tiempo de simulación. Por otro lado, la variación entre las diferentes simulaciones 
para el sistema de DMT2 en lazo cerrado con terapia múltiple es casi imperceptible. 
En todas las simulaciones del sistema controlado en terapia múltiple el sistema sigue 
muy de cerca al valor de la referencia. Lo anterior muestra que el sistema permite 
alcanzar los objetivos del control de la glucemia a pesar de las variaciones 
paramétricas del sistema.  
 
Con base en los resultados de la implementación in silico se muestra que el problema 
de control para T2DM es solucionable usando la teoría 𝐻ஶ para ambas rutas, 
intravenosa y subcutánea. Más aún, se muestra que la terapia combinada de 
Metformin con insulina es la que logra los mejores resultados ya que permite que el 
modelo de DMT2 se comporte lo más similar posible al modelo del paciente no 
diabético a pesar de perturbaciones y variaciones paramétricas de la planta. De todos 
los controladores propuestos, basados en su desempeño se sugiere utilizar 
preferentemente el control 𝐾𝑆𝐶 .  
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CapÀtulo ͸ 
Conclusi×n � trabajo futuroǤ 
 

En las secciones anteriores se llevaron a cabo los tres objetivos específicos: 
desarrollar un modelo matemático que emula la dinámica de la glucemia en la 
DMT2, interconectar este modelo con un modelo PKPD para emular el efecto de 
una dosis fija de Metformin y desarrollar un control robusto que permita 
determinar la dosis de insulina necesaria para lograr los objetivos del control de 
la glucemia en DMT2 considerando una terapia múltiple con Metformin. Como 
resultado de estos tres objetivos específicos se concluyó con éxito el objetivo 
general de esta investigación. En esta sección se realizarán unas breves 
conclusiones sobre cada uno de estos objetivos y finalmente se mencionarán 
algunas cuestiones del trabajo que podrían ser abordadas a futuro.  

  
 
 
 

6.1.  Conclusiones 
El ajuste de las rutas metabólicas sensibles permitió reproducir aceptablemente la 
fisiopatología de la DMT2. Numéricamente, el modelo de DMT2 emula los datos 
clínicos ante perturbaciones debidas al suministro intravenoso de glucosa y la ingesta 
de glucosa. El ajuste individual, utilizando datos clínicos de entrada-salida del órgano 
de interés, permitió preservar su sentido fisiológico. Esto estableció una contribución 
con respecto a lo presentado por Vahidi et al., en donde no se asegura la 
correspondencia fisiológica de las rutas que fueron ajustadas mediante una técnica de 
optimización no lineal a un único conjunto de datos de un solo experimento clínico 
[37].   

 
El modelo resultante (modelo de DMT2) está basado en la técnica de modelado PKPD 
y las rutas metabólicas que son blanco de Metformin son consideradas como 
funciones algebraicas. Por lo anterior, la interconexión de este modelo con el modelo 
PKPD de Metformin fue directa. Nuevamente, una técnica de ajuste se utilizó para 
determinar la tasa de aparición de Metformin al cuerpo para una dosis de 500 mg. 
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Tras lo anterior, la interconexión del modelo PKPD de Metformin con el modelo de 
DMT2 permitió emular con suficiente precisión la dinámica de la glucosa bajo el efecto 
de 500 mg de Metformin oral.  
 
Utilizando el modelo anterior como planta a controlar, se sintetizaron controladores 
nominales y robustos de orden reducido para regular la glucemia de un paciente con 
DMT2 mediante la técnica de control 𝐻ஶ. Estos controladores se desarrollaron 
considerando ya sea un suministro intravenoso o subcutáneo de insulina. Todos los 
controladores resolvieron el problema de seguimiento a una referencia que 
corresponde a la dinámica de la glucemia de un sujeto no diabético. Tanto el control 
nominal como robusto rechazaron perturbaciones debidas a la ingesta de alimento.  
 
Aunque el control fue desarrollado tomando como planta a un sistema linealizado 
alrededor de un punto de operación, el controlador mostró funcionar de manera 
adecuada sobre la planta no lineal y comenzando con una condición inicial alejada del 
punto de linealización. Más aún, aunque los controladores probados fueron de orden 
reducido, estos mostraron ser capaces de resolver el problema de seguimiento a pesar 
de perturbaciones debidas a la ingesta de alimento.  
 
Finalmente se puede decir que utilizando la teoría de control 𝐻ஶ  el problema de la 
regulación automática de la glucosa en pacientes con T2DM es solucionable para 
ambas rutas de suministro de insulina, intravenosa y subcutánea. Más aún, de las 
posibles terapias para la regulación de la glucemia en la DMT2 que incluyen 
Metformin e Insulina, la terapia combinada es la opción más efectiva ya que tiene el 
menor error de seguimiento y menor acción de control.  

 
 
 
 

6.2.  Trabajo futuro. 
Si bien el objetivo de esta investigación fue alcanzado con éxito, durante su desarrollo 
surgieron una serie de ideas que pueden permitir mejorar los alcances o el impacto de 
esta investigación. Con respecto al modelado de la glucemia en la DMT2 se sugiere 
incluir el efecto de otras hormonas contra-regulatorias como la hormona de 
crecimiento, el cortisol o la adrenalina. Más aún, dado que la DMT2 se presenta 
mayormente en personas con obesidad debería incluirse en el modelo el efecto sobre 
la glucemia del aumento de los ácidos grasos libres en el cuerpo. Con respecto al 
modelo PKPD y su interconexión con el modelo de DMT2 la primera idea a futuro es la 
de generar nuevas funciones algebraicas que permitan capturar la PK a diferentes 
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dosis de Metformin. Más aún, queda como trabajo futuro considerar incluir efectos 
PKPD de otros HO utilizados para el tratamiento de la diabetes, por ejemplo, las 
glitazonas.  
 
Finalmente, con respecto al control quedan diversas preguntas abiertas que pudieran 
abordarse en trabajos futuros. Por ejemplo, un trabajo que permitiría extender estos 
resultados sería encontrar un control robusto para una familia de plantas que 
extienda el rango de variación de los parámetros de sensibilidad, o también 
desarrollar un control que considere múltiples entradas y que permita regular la 
glucemia considerando un suministro continuo de insulina y un suministro continuo 
de Metformin intravenoso. Más aún, teniendo el control desarrollado y probado 
mediante simulaciones un siguiente paso sería realizar la implementación física junto 
a un sensor y una bomba de insulina. Agregando la seguridad necesaria, este tipo de 
dispositivos podría ser utilizados con éxito para el control estricto de la glucemia de 
un paciente con DMT2 que requiera ser hospitalizado para un pre o post-operatorio.  
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A. Artículo de revista indexada. Modelado de la glucemia. 
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B. Artículo de revista indexada. Carta al editor. 
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C. Artículo de congreso internacional.  
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