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Resumen

Esta tesis se enfoca en el andlisis de estabilidad local de modelos no lineales con re-
tardo de redes Transmission Control Protocol/Active Queue Management (TCP/AQM)
mediante el uso de un controlador Proporcional-Derivativo (PD) como estrategia AQM.
Especificamente, se obtiene el conjunto completo de controladores PD que estabilizan
exponencialmente el sistema lineal con retardo correspondiente. Las condiciones sufi-
cientes de estabilidad no lineal para la estabilidad asintética local del punto de equilibrio
se derivan mediante el enfoque funcional de Lyapunov-Krasovskii. También se aborda
el problema de robustez ante incertidumbre en los pardmetros de la red. Los resultados

se ilustran mediante algunos ejemplos numéricos.

Abstract

This thesis focuses on the local stability analysis of nonlinear delay models of trans-
mission control protocol/active queue management (TCP/AQM) networks by using a
Proportional-Derivative (PD) controller as AQMstrategy. More precisely, we derive the
complete set of PD controllers that exponentially stabilizes the corresponding linear de-
lay system. Nonlinear sufficient stability conditions for the local asymptotic stability of
the equilibrium are derived by means of the Lyapunov—Krasovskii functional approach.
The robustness issue to uncertainty in the network parameters is also addressed. The

results are illustrated by means of some numerical examples.



Capitulo 1

Introduccién y formulacién del

problema

En este capitulo se discuten brevemente los temas que motivan el problema tratado
en este trabajo de investigacién. Se presentan la historia y el funcionamiento del inter-
net, asf como el problema de congestionamiento durante el proceso comunicacién y los
métodos que existen actualmente para tratarlo. El estado del arte acerca del andlisis de
las redes TCP/AQM como sistemas de control retroalimentado es discutido brevemente.
También se presentan la formulacién del problema a resolver y los trabajos existentes
en la literatura donde se proponen controladores PD como estrategias AQM. Por tlti-
mo se presentan los objetivos principales de este trabajo de tesis. En cada seccién se

proporcionan referencias en las cuales se tratan a profundidad los temas presentados.

1.1. Red de computadoras y el Internet

Una red de computadoras (también llamada red informédtica) es un conjunto de
equipos, nodos y software conectados entre si por medio de dispositivos fisicos o inaldm-
bricos (enrutadores) que envian y reciben impulsos eléctricos, ondas electromagnéticas
o cualquier otro medio para el transporte de datos, con la finalidad de compartir infor-
macion, recursos y ofrecer servicios. El objetivo principal para la creacién de una red
de computadoras es la comunicacién a distancia entre las computadoras. Un ejemplo es
el Internet, el cual es una gran red de millones de computadoras ubicadas en distintos
puntos del planeta interconectados bédsicamente para compartir informacién y recursos.
La estructura y el modo de funcionamiento de las redes informéticas actuales estan
definidos en varios estdndares, siendo el mas importante y extendido de todos ellos el
protocolo TCP (Transmision Control Protocol) / IP (Internet Protocol). En la Fig. 1.1



se observa la estructura béasica de una pequena red informética.

Enrutador

Figura 1.1: Estructura bésica de una red de computadoras.

El Internet es un sistema de computadoras interconectadas entre si que se utiliza
para el intercambio de informacién entre usuarios a nivel mundial. Inicié como un
proyecto de investigacién de ARPA (Advanced Research Projects Agency), cuya idea
principal era crear un sistema de computacién capaz de seguir operando aunque una
parte de este fuera danado. Esta red se creé en 1969 bajo el nombre de ARPANET
Advanced Research Projects Agency Network), contaba con cuatro ordenadores dis-
tribuidos entre distintas universidades que conectaban a investigadores, cientificos y
académicos de Estados Unidos, siendo la Universidad de California en los Angeles
(UCLA) el primer nodo instalado. El Internet ofrece la infraestructura de transporte
para una amplia gama de servicios; por ejemplo, el correo electrénico, la telefonfas, la
radio y la televisién. También es sede de la World Wide Web (www), una red virtual
de documentos de hipertexto interconectados. Actualmente, es la red de comunicacién
mds importante, ya que cuenta con millones de computadoras y otros dispositivos elec-
trénicos conectados a ella.

En términos generales, el internet funciona a través de conexiones Emisor-Receptor
donde el proceso de transmisién de informacién es controlado por un conjunto de nor-
mas definidas por el protocolo TCP/IP. Estas conexiones en su forma bésica estdn
compuestas por dos computadoras, una que envia informacién (emisor) y otra que la
recibe esta informacion (receptor). En la Fig. 1.2 se presenta un esquema bésico de este
tipo de conexién. Los medios fisicos a través de los cuales se transporta la informacion
hacia la computadora de destino se conocen como canales de conexién. El Internet es

una red de redes y generalmente la informacién atraviesa cierta cantidad de redes antes



de llegar a su destino; una forma de representar todos los elementos que conforman
el internet es a través de la "nube", que se observa en la Fig. 1.2. En el emisor la
informacién es fragmentada en pequenos paquetes de datos para poder ser enviada a
través de los canales de conexién y cuando todos los paquetes llegan al receptor este
se encarga de unirlos para obtener la informacién original completa. Las computadoras
envian y reciben estos paquetes a cierta tasa de transmision que depende de su capaci-
dad de procesamiento. El TCP instalado en las computadoras se encarga de fragmentar
y unir los paquetes; también se encarga de detectar posibles errores durante el trayecto
y etiquetar cada paquete con informacién necesaria para su futuro ensamblado. El IP
se encarga de anexar a los paquetes la direccion IP de destino, que es tnica en cada

computadora, para asegurar que los paquetes lleguen al receptor indicado.

Emisor

Receptor

TCP/IP TCP/P

Red de redes

Figura 1.2: Esquema bésico Emisor-Receptor en internet.

1.2. Congestién en Internet

En Internet existe una gran cantidad de usuarios compartiendo informacién, por
lo tanto, mds de una conexién emisor-receptor comparten los canales de conexion. El
trafico de informacién en internet es controlado por dispositivos electrénicos llamados
enrutadores y por los algoritmos implementandos en el TCP de las computadoras. Los
enrutadores son parte fundamental de una red y su funcién principal es determinar
la ruta que debe tomar cada paquete de informacién hacia su destino. La tasa de
transmisién (paquetes/segundo) con la cual el enrutador transmite los paquetes por un
canal de conexién depende de la capacidad de procesamiento de cada enrutador y se
conoce como capacidad de transmisién ¢ (t) o ancho de banda del enlace. Durante el
proceso de transmision de informacion, los paquetes tienen que cruzar por una serie de
enrutadores antes de llegar a su destino, como se observa en la Fig. 1.2.

Los paquetes que llegan a los enrutadores son almacenados en la memoria temporal o

buffer. Esta acumulacién de paquetes en el buffer se conoce como la cola en el enrutador.

3



La capacidad de procesamiento del enrutador y el estado del trafico de paquetes en la
red determinan el tiempo que son almacenados antes de que se les asigne una ruta
disponible hacia sus destinos. Cada computadora tiene una tasa de transmisién propia
y cuando se comparten los enlaces, la tasa de transmisién de paquetes que llegan al
enrutador es la suma de todas. El congestionamiento se ocasiona debido a que los
paquetes se transmiten a través de enlaces que tienen un ancho de banda finito, y
por tanto, si el trifico no es controlado adecuadamente entonces estos enlaces pueden
alzancar su capacidad de transmisiéon méxima; cuando un enlace alcanza su capacidad
mdxima no se pueden transmitir més paquetes a través de él y se dice que el enlace estd

congestionado.

Considere la Fig. 1.2 y suponga que en cierto momento los enlaces del enrutador E3
se encuentran congestionados, es decir, E3 es un cuello de botella dentro de la red. Lo
anterior implica que la capacidad de transmisién ¢ (¢) ha sido superada por la capacidad
de transmisién total de las computadoras que comparten los canales de conexién. La
congestion en los enlaces provoca que se formen colas muy grandes dentro de E3 y en los
enrutadores que se encuentran en los extremos, debido a que los paquetes que llegan no
pueden ser transmitidos a través de un enlace congestionado. Si persiste la congestion,
los paquetes pueden tardar mucho tiempo almacenados antes de ser transmitidos. El
tiempo de espera de los paquetes dentro del enrutador ocaciona retrasos en el proceso de
transmision de informacion que se reflejan directamente en la Calidad del Servicio (QoS,
por sus siglas en inglés) ofrecido por los proveedores de internet. El QoS se define como
el rendimiento promedio de una red de telefonia o de computadoras, particularmente el
rendimiento visto por los usuarios de la red. Cuantitativamente mide la calidad de varios
aspectos relacionados con el servicio de red, tales como tasas de errores, ancho de banda,
rendimiento, retraso en la transmision, disponibilidad, etc. Los retrasos provocados por
el congestionamiento se observan por ejemplo cuando las pdginas en Internet tardan en

cargar o cuando las imdgenes en los videos se congelan.

Adicionalmente, las otras conexiones que comparten el enlace congestionado siguen
activas y transmitiendo informacion a través de los canales de conexién. Evidentemente
el buffer es finito, asf si el congestionamiento en el enlace permanece el tiempo suficiente,
el buffer llegara a su capacidad méxima de almacenamiento, como consecuencia los pa-
quetes que lleguen ya no podrén ser almacenados y serdan descartados. Este descarte
de paquetes se conoce como colapso congestivo y puede llevar a la pérdida de informa-
cion, que es una de las consecuencias mas graves del congestionamiento en una red de
informacién; este problema se observé por primera vez en el ARPANET en octubre de
1986.



Por otro lado, con el crecimiento exponencial de la tecnologfa en los tltimos anos,
se han generado diversas clases de aplicaciones utilizando el internet que demandan
diferentes anchos de banda y alto rendimiento en la calidad del servicio; especialmente
las aplicaciones en tiempo real; por ejemplo, las videollamadas, redes sociales, teleop-
eraciones, telecirugias, transmisiones en vivio, entre otras. Actualmente, cumplir con
los requerimientos del QoS representa uno de los principales problemas relacionados
con internet y el control de congestiéon proporciona una solucién satisfactoria.

Se recomienda consultar [7], [15], [27] v [38] para una informacién mdas detallada
sobre la estructura de internet, su funcionamiento, el problema de congestién y el pro-
tocolo TCP/IP.

1.3. Control de congestién

El llamado algoritmo de Jacobson [14] fue la primera solucién propuesta en 1988
para tratar el problema de congestién y atin hasta nuestros dias, con algunas modifica-
ciones, sigue siendo utilizado en las redes de computadoras. El algoritmo se implementé
en el TCP de las computadoras con el objetivo de prevenir el congestionamiento. La
idea bésica es ajustar la tasa de envio dependiendo de un estimado del nivel de con-
gestion en la red y funciona a través de dos etapas: la fase de inicio lento y la fase

de prevencién de congestion.

A
w(t)
Whax| — - - — & & i i L e e e e h e e il i—
al ibl -
Sefial de pog?icongestlon Tiempo de espera (tiemout)
> Congestion detectada
P
Umbral|— - - — ¢ — - - — - | — - A&~ - - 4+ - —=-- |
! |
I I |
I I |
Fase de * Fase de * Fase de ° Fase de : Tiempo
Inicio | prevencion | Inicio | prevencion | (RTT)
lento de congestion + lento -+ de congestion .

Figura 1.3: Fases del algoritmo de Jacobson.

En la Fig. 1.3 se ilustra el proceso de transmisién de informacién bajo el algoritmo de



Jacobson, véase [33]. Durante el tiempo que tarde la conexién, la informacién es enviada
a través de un conjunto de paquetes ennumerados denominado ventana de transmision;
cada paquete que pertenece al conjunto va marcado con cierta informacién, dentro de
la cudl se encuentra un acuse de recibido (ACK, por sus siglas en inglés) que el receptor
debe responder cuando el paquete llegue. Se le denomina round-trip time (RTT) a la
cantidad de tiempo que transcurre entre el instante que el emisor transmite una ventana

de transmisién y el instante de llegada del conjunto de ACKs.

En la fase de inicio lento, generalmente de corta duracién, la ventana de transmisién
crece exponencialmente después de cada RTT hasta que alcanza un tamano denominado
Umbral, después del cual comienza la fase de prevencion, que es la que prevalece por més
tiempo durante la conexién. En la fase de prevencion de congestion, la ventana tiene un
crecimiento lineal hasta llegar al tamano de ventana maximo wy,,,. Si algin ACK no es
recibido después de un RT'T se activa una estrategia de deteccién de congestién conocida
como tiempo de espera y el emisor reenvia el mismo paquete con la siguiente ventana
de transmision reducida a la mitad. Debido a que la fase de prevencién consta de dos
acciones, un incremento lineal y un decremento multiplicativo, a este algoritmo se le
conoce como algoritmo AIMD (Additive Increase, Multiplicative Decrease). Cuando un
paquete se reenvia tres veces o el tiempo de espera se agota, entonces se activa el estado
de congestién y el proceso de transmision se reinicia desde la fase de inicio lento, como se
observa en la Fig. 1.3. Se puede consultar [4] y [33] para una explicacién mds detallada.
Esta solucién funcioné en las primeras redes, pero el crecimiento exponencial, tanto de
las redes como en la demanda de recursos de las nuevas aplicaciones, propiciaron que

este algoritmo fuese insuficiente para evitar la congestion.

En el TCP del emisor, el algoritmo de Jacobson funciona con base a la informacién
que llega desde el receptor para detectar la congestion, sin tomar en cuenta lo que esta
ocurriendo dentro de la red. Para solucionar esta desventaja, la propuesta en la liter-
atura fue implementar inteligencia en los enlaces a través de algoritmos denominados
Administrador de Colas Activas (AQM, Active Queue Managment), que se programan
dentro del software de los enrutadores y la primera implementacion fue llamada Detec-

cion Temprana Aleatoria (RED, Random Early Detection) [8].

Las estrategias AQM tienen como objetivo principal regular la longitud promedio
de la cola en el buffer y asi minimizar el riesgo de congestién [1]. En la Fig. 1.4 se
presenta el proceso de transmisién de informacién a través de un sélo enrutador que
tiene implementado una estrategia AQM. Para lograr su objetivo principal, un esquema
AQM indica al receptor sobre el estado de la red y la posible existencia de congestion a

través de una funcién de marcado de paquetes p (t) que depende del tamanio de la cola
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Figura 1.4: Diagrama TCP/AQM.

q (t) en el enrutador, como se observa en la Fig. 1.4. Esta informacién llega al receptor
por medio de los ACK’s recibidos junto con la tltima ventana de transmisién w (t)
enviada, es decir, un RTT (denotado 7 (t)) de tiempo atrds, lo que le permite ajustar
el tamano de la préxima ventana con base a las senales de congestiéon dentro de la red.

El sistema de red TCP/AQM combinado tiene como objetivos principales lograr
una utilizacién eficiente de los recursos de la red, minimizar el riesgo de pérdida de
informacién y proporcionar un funcionamiento estable y robusto en la Calidad Del

Servicio.

1.4. Redes TCP/AQM como sistemas de control

El desarrollo de modelos mateméticos que describen aproximadamente el compor-
tamiento de redes TCP/AQM han permitido estudiar el problema de congestién en
Internet desde la perspectiva de sistemas de control retroalimentados. En [20] se pre-
senta un panorama general sobre el control de congestién en internet y en [35] uno
de los primeros trabajos matematicos sobre el tema. En [23] se desarrolla un modelo
matemadtico estocdstico que, a través de un andlisis de flujo de fluidos, representa de
manera aproximada la dindmica del comportamiento del TCP. El modelo es estocéstico
debido a que en una red la cantidad y el momento en el que se conectan o desconectan
las computadoras es de manera aleatoria. En [24], se presenta una aproximacién de-
terminista de dicho modelo; también se agrega el comportamiento de una estrategia
AQM dentro del modelo a través de una ecuacién diferencial que describe la dindmi-
ca de la cola en el enrutador. Como se muestra en los resultados del articulo, con las
consideraciones anteriores es posible capturar la dindmica de una red TCP/AQM. La
aproximacion se aplica para el caso de flujos TCP homogéneos pero puede ser extendido

para flujos heterogéneos y contempla el caso de una red de ¢ cantidad de enrutadores y
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n cantidad de flujos. En este modelo se supone el trafico de informacién como un flujo
de paquetes relacionado a los principales pardmetros de la red: el tamano de ventana, el
RTT, el promedio de la longitud de cola en el enrutador y la capacidad de transmisién
del enlace. En [13] se presenta una simplificacién al modelo propuesto en [24], en el
cual se ignoran el tiempo de espera y la fase de inicio lento del TCP. Los resultados
presentados en [13] y [12] corroboran que este modelo simplificado captura la dindmica
de una red TCP/AQM con n fuentes TCP homogéneas y un enrutador congestionado.
Este modelo se representa por medio del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

acopladas, no lineales y con retardos:

() — L w(t)w(t—7(t))
w(t) = O mp(t —71(t)), Vt >0,
1.1
§(t) = “Bw(t) - c(t), vt >0, (1.1)

donde:
w(t) = promedio del tamano de ventana (paquetes).
q(t) = promedio del tamano de la cola (paquetes).
p(t) = estrategia AQM.
n(t) = ndmero de flujos TCP.
c(t) = ancho de banda (paquetes/segundos).
T(t) = alt) + 7, = RTT (segundos).
T, = rectardo de propagacién en la red.

El tamano promedio de la cola ¢(t) y el tamano de ventana w(t) son valores positivos
y acotados, es decir, ¢(t) € [0, Gmax] ¥ w(t) € [0, Wiax|; donde ¢uax ¥ Wiax son definidos
por la capacidad del enrutador y el flujo TCP respectivamente. La funcién p(¢) toma
valores solo en el intervalo [0, 1] y depende de la estrategia AQM utilizada. El retardo
de propagacion 7, es el tiempo que tardan los paquetes en trasladarse de un nodo a otro
dentro de la red. Debido a que la velocidad que alcanzan los paquetes en los canales de
transmisién son muy grandes, por ejemplo en la fibra 6ptica es aproximadamente 2x10%

paquetes/segundos, el retardo de propagacién 7, se puede considerar como constante.

La primera ecuacién diferencial del modelo (1.1) describe la dindmica AIMD del
algoritmo de Jacobson: donde el primer término del lado derecho corresponde al in-
cremento aditivo de la ventana y el segundo término del lado derecho al decremento

multiplicativo. La segunda ecuacién describe la dindmica del promedio de la cola en el
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enrutador congestionado, que es inducida por la velocidad de llegada de los paquetes y
la capacidad de transmisién del enlace. Por otro lado, es importante mencionar que el
modelo (1.1) no considera la etapa de inicio lento, véase Fig. 1.3. Desde la perspectiva
de sistemas de control la funcién de marcado de paquetes p(t) es la variable de control,
el promedio de la cola () es la variable a controlar y el lazo de retroalimentacién estéd
dado por el intercambio de informacion entre los flujos TCP (conexién emisor-receptor).
Es importante senalar que el sistema presenta retardos tanto en la entrada de control
como en el estado y ambos son ocasionados por la naturaleza propia de la red. En la
Fig. 1.4 se presenta un esquema del funcionamiento de una red TCP/AQM como la que
describe el modelo (1.1).

Siguiendo con el enfoque en [13] se asume que el nimero de flujos TCP, el ancho
de banda del enlace y el RT'T son constantes, es decir, n(t) =n, c(t) =cy 7(t) = 7.
La suposicion en el RTT se puede considerar como una buena aproximacién cuando
el retardo de cola es mucho mdas pequeno que el retardo de propagacién, es decir,
Tp >> %t), lo cual ocurre cuando la capacidad del enlace es suficientemente grande. Lo

anterior es un argumento valido gracias al aumento exponencial de la tecnologia tanto

en el hardware de los enrutadores como en la capacidad de las redes.

De la discusién anterior sobre los pardmetros de red se sigue que el modelo (1.1) se
puede aproximar por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

w(t) =1 — w0y 7y vt >0,

§(t) = 2w(t) — ¢, ¥t > 0. (1.2)

En [13] se utiliza el modelo (1.2) para analizar y disefiar el esquema de control RED.
En la Fig. 1.5 se presenta el diagrama de bloques construido en [13] para representar el
sistema (1.2).

Observemos que para un equilibrio deseado ¢4 el inico punto de equilibrio (wy, qo, po)

del sistema (1.2) estd definido como

TC 2

Wo=—"40=94d Y Po= —5-
n wj

Con el objetivo de abordar las no linealidades del sistema, en [11] y [22] se propone
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Figura 1.5: Diagrama de bloques para una red TCP/AQM.

considerar el modelo simplificado

(1.3)

el cual es una buena aproximacién del sistema (1.2) alrededor del punto de equilibrio
cuando wy > 1, véase [22] para una justificacién matematica formal. Aunque la condi-
cion wy > 1 impone una restriccién sobre los pardmetros de red para poder considerar
(1.3) como una buena aproximacién del sistema (1.2), en [11] y [22] se argumenta que
esta condicion se satisface para el rango tipico de pardmetros que surgen en la practica.

En [12] se analiza la estrategia RED y adicionalmente se proponen los controladores
Proporcional (P) y Proporcional Integral (PI) como estrategias AQM. Para estos dos
iltimos se proporcionan condiciones suficientes de estabilidad y se analiza la robustez
ante variaciones en los pardmetros. Los autores validan sus resultados utilizando sim-
ulaciones NS (Network Simulator) bajo distintos escenarios. El NS es un simulador de
eventos discretos orientado a estudiar el comportamiento dindmico de los flujos de in-
formacion y el control de congestion en esquemas de redes de datos. Este simulador
es ampliamente utilizado en la investigacién cientifica y tecnoldgica de redes. El soft-
ware permite emular las acciones de varios protocolos de control de flujo (tales como el
TCP) en un escenario que permite especificar tanto la topologia de la red asi como los

pardmetros de la red (nimero de sesiones, nimero de paquetes eliminados y retransmi-
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tidos, el retardo de la cola, etc.). Ademas, el simulador cuenta con un animador de red
(NAM) el cual es una interfaz gréfica que permite crear y simular los protocolos de red
en una forma sencilla y funcional. E1 NS es un software libre accesible desde internet
en la pagina www.nsnam.org y se ofrece en dos versiones ns-2 y ns-3.

Siguiendo con el enfoque que estudia el tréfico de datos en Internet como sistemas
de control, en el estado del arte podemos encontrar trabajos que proponen otros con-
troladores derivados de la teorfa de control automatico como estrategias AQM, tanto
en el dominio de la frecuencia como en el dominio temporal, entre los que se encuentran
los controladores Proporcional (P) [11], [22], Proporcional Integral (PI) [21], Propor-
cional Derivativo (PD) [2], [17] [6], Proporcional Integral Derivativo (PID) [42], H*[43],

control por modos deslizantes [44], control predictivo [40], entre otros.

1.5. Controladores PD como estrategias AQM

En la literatura se ha discutido que a pesar de la existencia de técnicas de control
modernas, la mayoria de los procesos industriales en la actualidad utilizan controladores
clasicos (P, PI, PD, PID) como ley de control, véase [34] para mds informacién. Esto
se debe principalmente a la practicidad en la sintonizacién de estos controladores y a
la dificultad de la implementacién de las técnicas més sofisticadas. Es bien sabido que
los controladores cldsicos tienen un gran potencial para satisfacer los requerimientos de
desempeno de una gran cantidad de procesos industriales.

Como ya se mencioné en el capitulo anterior, el desarrollo de modelos matematicos
como (1.1) ha permitido el disenio de esquemas AQM basados en controladores clésicos.
Sin embargo, todos estos disenos se basan en condiciones suficientes de estabilidad.
Condiciones necesarias y suficientes de estabilidad exponencial para la linealizacién del
modelo (1.2) con estrategias AQM basadas en controladores PI y P son obtenidas en
[21] y [22], respectivamente. En estos trabajos se considera el modelo (1.2) y se aborda
el problema empleando técnicas lineales y no lineales para sistemas con retardo. Las
condiciones necesarias y suficientes de estabilidad proporcionan el conjunto completo
de controladores P y PI que estabilizan el sistema lineal. El problema de robustez, tanto
en los pardametros del sistema como en los coeficientes del controlador PI, se aborda en
21] y [22]

A continuacién se discuten brevemente los trabajos en los cuales se proponen es-
trategias AQM que toman como estructura basica el controlador PD. Primeramente, en
[37] se propone una estrategia AQM llamada PD-RED, la cual combina el principio de

un controlador PD con la estrategia RED. En la referencia se presentan resultados via
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simulaciones NS que muestran que bajo condiciones iguales en los pardmetros de red el
rendimiento del PD-RED es mejor que el rendimiento de la estrategia RED adaptable.
En [36] se desarrolla un controlador PD como estrategia AQM. A través de numerosos
resultados de simulacién NS se demuestra que este esquema AQM es efectivo y robusto
frente a fluctuaciones de carga de trifico como; por ejemplo, los incrementos repentinos
en la tasa de transmisién de las conexiones HTTP, conocidos como Bursty Connections
en la literatura de computacién. Las pruebas de simulacién son para un tnico enlace
congestionado y se enfocan en la estabilizacién de la longitud de cola a un valor obje-
tivo como una medida clave de rendimiento. Se argumenta que si se puede controlar la
cola para permanecer (casi) fijo a cualquier objetivo dado, entonces es posible lograr
un alto rendimiento y baja fluctuacién. El beneficio de baja fluctuacién es que permite
al sistema cumplir con los requisitos QoS para servicios en tiempo real, especialmente
cuado se logra el objetivo dado para la cola, independientemente de las condiciones del
trafico. Después, estos resultados se comparan via simulacion NS con las estrategias
AQM RED dindmico, RED adaptable y el controlador PI-AQM; la topologia de red en
las simulaciones es la misma para todos y es para un tnico enlace congestionado. El
resultado es favorable para un controlador PD-AQM ya que muestra mejores resultados
en las especificaciones de control como la velocidad de convergencia y la longitud de
la cola més cercana a la especificada. Es importante mencionar que en [36] y [37] los
resultados presentados se basan sélo en simulaciones NS sin presentar detalles sobre el
diseno del controlador y el anédlisis de estabilidad para el sistema en lazo cerrado. Por
otro lado, en [19] se aborda el problema de estabilidad para el controlador PD-AQM
propuesto en [36] y se proporciona un método de disenio. Este trabajo aborda el proble-
ma desde la perspectiva de control en el dominio frecuencial para sistemas con retardos

y se presentan resultados via simulacién NS.

Por otro lado, en [17] se realiza un andlisis en variables de estado, donde el sistema
(1.1) es linealizado y se le aplica una retroalimentacién de estados estética. De este
andlisis se concluye que una estructura de control PD es la retroalimentacion de estado
natural para controlar completamente la dindmica TCP; la justificacién matemética es
presentada en el articulo, en pocas palabras el principal razonamiento sobre esto es que
el tamano de las ventanas w (t) y la longitud de la cola ¢ (t) son las variables de estado
del sistema (1.2) y, por lo tanto, necesitan estar en una retroalimentacién de estado para
controlar completamente la dindmica del TCP. Ahora, dado que la segunda ecuacién
de (1.2) expresa la dindmica de la cola en funcién del tamafio de la ventana, entonces
parece que se puede usar ¢(t) en lugar de w(t), lo que conduce a una estructura de

control tipo PD. También se desarrolla una técnica de sintonizacién para obtener un
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controlador PD-AQM estable, la cual se obtiene utilizando una estrategia de control
6ptimo minimizando una funcién lineal cuadrética de costo de las variables de estado

y control.

En [41] presentan el algoritmo llamado NPD-RED, el cual se obtiene después de
una modificiacién al controlador tipo PD-AQM presentado en [37]. Por medio de simu-
laciones NS muestran que este esquema en conjunto con su método de sintonizacién es
efectivo y garantiza la estabilidad de la dindmica en la cola. También muestran com-
paraciones de rendimiento con los esquemas RED, PI-RED, RED adaptable y PD-RED);
en estas comparasiones via NS se concluye que el esquema NPD-RED tiene un mejor

rendimiento.

En [2] se propone un controlador de retroalimentacién de estados tipo PD como
estrategia AQM para el sistema (1.1). Aqui se argumenta que en las redes reales la
informacién sobre el tamano de ventana w (t) es de dificil acceso para los enrutadores.
Es bien sabido que para una retroalimentacién de estados es necesario medir todas las
variables de estado, si no es posible, entonces se disenan observadores. Una justificacién
para usar un control PD en el sistema (1.1) es evitar el uso de un observador para
w (t) .El controlador propuesto se sintoniza a través de desigualdades lineales matri-
ciales (LMI, Linear Matrix Inequalities). Se realizan ejemplos de simulacién NS con la
finalidad de comparar los esquemas de control PI y RED. El resultado muestra que el

control PD tiene mejor desempeno para estos ejemplos.

Finalmente, en [6] se propone un esquema AQM llamado Novel-PD y una guia de
sintonizacién para que este sea estable. Usando simulaciones NS se muestra que este
esquema estabiliza de manera eficiente el tamano de la cola alrededor de un objetivo
dado, evita una subutilizacién del enlace y presenta mejor desempeno que las estrategias
PD, RED, PI y REM.

Es importante senalar que a diferencia de los trabajos mencionados anteriormente,
donde solo se proporcionan condiciones suficientes de estabilidad exponencial, en [28]
se definen condiciones necesarias y suficientes de estabilidad exponencial para la lineal-

izacién del sistema

b(1) = L _ w0
e (14
q(t) = 2w(t) —c,
en lazo cerrado con el controlador PD
p(t) = Kpq(t) + Kag (1) . (1.5)

Adicionalmente, se proporciona un algoritmo que permite disenar controladores PD
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estables y robustos ante variaciones en sus ganancias proporcional K, y derivativa
K. Sin embargo, aunque es posible disenar controladores PD (1.5) estabilizantes, este
controlador en lazo cerrado tiene un problema para regular hacia un objetivo de control

deseado ¢4. El punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (1.4)-(1.5) esté definido

(10:) = (5[(%) , (16)

COoImo

de donde se sigue que el equilibrio ¢. depende de la ganancia proporcional K, del
controlador. Lo anterior es un problema cuando se quiere regular la cola ¢(t) a un
valor deseado ¢4, debido a que dados los pardmetros (n,7,c) del sistema (1.4)-(1.5)),
solo existe un valor de ganancia, digamos K, que permite regular a un valor deseado

Qq = Qe = Kf(’"i)2. Este problema representa una desventaja para los controladores PD-

AQM estabilizantes ante otros controladores, por ejemplo, el PI-LAQM que regula a un
valor deseado para distintos valores de sus ganancias. Es importante mencionar que
esta dependencia del equilibrio ¢, de la ganancia K, también se observa en [22] donde
se estudia la estabilidad del controlador P-AQM.

Por otro lado, uno de los principales objetivos de una estrategia AQM es propor-
cionar un funcionamiento estable y robusto en el QoS. Este funcionamiento se deteriora
principalmente debido a retrasos en el proceso de transmisiéon de informacién, que se
originan a causa de problemas en las tasas de errores, ancho de banda, rendimien-
to, retraso en la transmisién, disponibilidad, etc. Para abordar este problema desde
una éptica de control, es posible realizar un anélisis de la estabilidad del controlador
ante variaciones en los pardmetros también llamado andlisis de estabilidad robusta.
Condiciones de estabilidad robusta se proporcionan en [22] y [21] para el caso P y PI,

respectivamente. En la literatura no existe un anélisis similar para el caso PD-AQM.

1.6. Objetivos principales

Por un lado, de la revisién anterior sobre la literatura de los controladores PD-
AQM., se tiene que la estrategia AQM disenada con base a un controlador PD es el
controlador que aparece de forma natural para controlar completamente la dindmica del
sistema TCP/AQM, véase [17]. Adicionalmente, las estrategias PD-AQM presentandas
en la literatura proporcionan buenos resultados en escenarios de simulacién donde se
aproxima el comportamiento real de redes TCP/AQM.

Por otro lado, se tiene que la mayoria de las técnicas de sintonizacién reportadas

para el PD-AQM se basan en condiciones suficientes de estabilidad exponencial o en
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técnicas heuristicas. Ademds, no se encuentra un anilisis de estabilidad no lineal del
modelo con retardos (1.1) en lazo cerrado con un control PD-AQM y tampoco un
analisis de la estabilidad de este control ante variaciones en los pardmetros de red.

Por lo tanto, sin tomar en consideracién las ventajas (aumento en la velocidad de
respuesta) o los inconvenientes (error de estado estable) de un control PD, se concluye
que las propiedades de estabilidad de este tipo de control como estrategia AQM no han
sido suficientemente investigadas en la literatura.

La discusién anterior sobre el control PD-AQM motiva este trabajo de investigacién

doctoral, para el cual se proponen los siguientes objetivos de investigacién:

» Modificar el controlador PD-AQM (1.5) para eliminar la dependencia en el equilib-
rio de la ganancia proporcional de este controlador en lazo cerrado con el modelo
de red TCP/AQM (1.4).

= Realizar un andlisis de estabilidad lineal y obtener las condiciones necesarias y

suficientes de estabilidad exponencial.

s Realizar un andlisis no lineal de los equilibrios y definir condiciones suficientes

de estabilidad asintdtica local.
s Definir las condiciones que proporcionan controladores robustos ante perturba-

ciones en los pardmetros de red.

Algunos resultados preliminares sobre la estabilidad lineal de los controladores PD-
AQM vy el andlisis de robustez ante variaciones en los pardmetros del sistema en lazo

cerrado se presentan en [28], [29], [30] y [31].
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Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo se presentan las herramientas matematicas utilizadas para desar-
rollar esta tesis de doctorado. Las condiciones de estabilidad para los sistemas lineales
con retardos son abordadas, asi como algunos de los criterios para determinarla. Se
discute brevemente el enfoque de Lyapunov-Krasovskii utilizado para analizar la esta-
bilidad de sistemas no lineales con retardos. También se define el problema de andlisis
de estabilidad ante perturbaciones en los pardmetros del sistema. Si se desea realizar
un estudio més detallado de los sistemas con retardos y su estabilidad se recomiendan
las referencias [9], [10], [16] y [18].

2.1. Sistemas dinamicos con retardos

El estudio de sistemas dindmicos nos permite desarrollar modelos matématicos que
son capaces de aproximar el comportamiento de una gran cantidad de sistemas y/o
fenémenos reales. Este comportamiento se observa a través de una o mds variables
involucradas en el sistema, por ejemplo, la magnitud de la corriente y voltaje en un
sistema eléctrico, la posicién, velocidad y aceleracién de un servomotor, la temperatura
de los hornos eléctricos en sistemas de fundicién, entre otros muchos ejemplos. Las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs) son la principal herramienta matematica
que nos permite modelar los sistemas dindmicos reales. Por otro lado, el desarrollo
de la ingenieria de control ha permitido manipular estos modelos matematicos (si son
controlables) para llevarlos a un estado deseado. Esta manipulacién se logra a través
de una ley de control que se disena con base a las especificaciones requeridas para el
estado esperado del sistema, por ejemplo, para caso de los hornos de fundicién la ley
de control se disena para aumentar o disminuir la magnitud del calor (usando una

resistencia eléctrica) con el objetivo de mantener la temperatura del horno a un valor
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requerido en su funcionamiento.

Un requisito fundamental en la etapa de andlisis y disenio de controladores es cono-
cer el estado x (t) del sistema en el instante inicial t5. Lo anterior resulta de gran
importancia en la teorfa de EDOs, ya que conocer el estado z (ty) permite plantear
adecuadamente el problema de valor inicial y asi garantizar existencia y unicidad de
soluciones. Si es posible garantizar existencia y unicidad de soluciones entonces es posi-
ble garantizar la existencia del algin comportamiento del sistema para el tiempo t > t,
y asi aplicar herramientas de control con la finalidad de llevar al sistema hacia un estado

deseado.

En caso general, el problema de valor inicial de para una EDO se escribe como

()= f(tx(t), vt =1,
(2.1)
T (to) = 29-

donde z (t) € R™ y la funcién continua f : R x R" — R™ estd definida para ¢t > 0 y es

localmente Lipschitz con respecto al segundo argumento.

Por otro lado, existen sistemas en los que conocer el estado x (ty) no es suficiente para
conocer su comportamiento futuro; este tipo de sistemas depende de su comportamiento
en un intervalo de tiempo previo al estado x (tg), es decir, su comportamiento para ¢t > tg
depende de su comportamiento en el intervalo [ty — h, to], con h > 0. Esta dependencia
del pasado puede ser debida a la naturaleza intrinseca del sistema o es inducida por la
interconexién de subsistemas como; por ejemplo, dispositivos donde intervienen tiempos

de computo, retardos de comunicacién en el intercambio de datos, etc.

Los sistemas que dependen de la informacién del pasado en su comportamiento fu-
turo son llamados sistemas dindmicos con retardos. Dentro de este tipo de sistemas
se encuentran modelos de congestién en internet, predador-presa, viscoelasticidad, en-
tre otros; en [9] y [18] se describen algunos de estos modelos y otros con més detalle.
Este campo de investigacién tiene sus origenes en el siglo XVIII con los trabajos de
matemadticos como Euler, Boltzmann, Volterra, D’Alembert o Condorceten y recibié
especial atencion a principios del siglo XX en trabajos dedicados al modelado de proce-
sos bioldgicos, ecolégicos y de aplicaciones précticas de la ingenierfa [9]. La estabilidad
de los sistemas con retardos empezé a ser una materia formal de estudio en la década

de 1940 con las contribuciones de Pontryagin y Bellman [3].

La investigacién y proliferacién de nuevas técnicas y resultados para los sistemas
dindmicos con retardos han aumentado considerablemente en los tltimos anos. Basta

con una mirada rdapida a la gran cantidad de articulos en revistas, talleres organizados y
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articulos publicados en conferencias internacionales para observar la escala y magnitud
del progreso en este campo de investigacion [32].

En general, el estudio de sistemas con retardos resulta mas complicado que su simi-
lar para sistemas sin retardos. El andlisis se complica debido a que este tipo de sistemas
son modelados con Ecuaciones Diferenciales Funcionales (EDFs), que tienen una natu-
raleza inifinito dimensional a diferencia de las EDOs que son de dimensién finita. Desde
la perspectiva de ingenierfa de control, los retardos pueden afectar a la entrada, la salida
o el estado interno del sistema y deben ser considerados tanto en el anélisis de estabil-
idad como en el diseno de controladores. Generalmente estos sistemas presentan una
notoria sensibilidad a los retardos, es decir, su presencia puede ocacionar inestabilidad
en una respuesta del sistema en lazo cerrado que se esperaba estable para todo tiempo
t > to; esta sensibilidad aumenta si el sistema a controlar es inestable. Un ejemplo es el
control retroalimentado cldsico, donde la presencia de retardos contribuye a reducir el
méargen de fase y por ende una disminucién en el margen de ganancia, en otras palabras,
puede existir inestabilidad en la salida [26]. Esta sensibilidad implica que sea necesario
realizar un anélisis de la dindmica inducida por los retardos. Por otro lado, el uso de
leyes de control que incluyen retardos puede contribuir a mejorar los resultados esper-
ados en un sistema que por naturaleza propia es libre de ellos. Algunos ejemplos son
el uso de retardos para reducir armoénicos en los convertidores electrénicos o los reson-
adores retardados para el problema de absorcién de vibraciones. Actualmente, el andlisis
del efecto ocacionado por la presencia de retardos en los sistemas dindmicos representa
una prolifica linea de investigacién de la que se derivan numerosas contribuciones en la

literarutura moderna de ingenieria de control [26].

2.2. EDFs de tipo retardado

En general, el andlisis de sistemas con retardos es més complicado que los sistemas
sin retardos. Esto se ilustra con la necesidad de definir una funcién inicial z (t) = ¢ (t)
en lugar de un condicién inicial x (tg) = x¢ para poder construir una solucién de este
tipo de sitemas.

Una de las herramientas utilizada para modelar los sistemas con retardos son las
Ecuaciones diferenciales en diferencias de tipo retardado (EDDR). La caracteristica
principal de este tipo de ecuaciones es que la derivada depende tanto de los estados

presentes y pasados del sistema. Estas ecuaciones se definen como

z(t)=fta(t),z(t—h), (2.2)
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donde z (t) € R™ y el retardo de tiempo h > 0. La funcién vectorial f (¢,z,y) estd
definida para t > 0, z € R", y € R", y se considera una funcién continua en todas las

variables, y Lipchitz con respecto al segundo argumento.

2.2.1. Soluciones

Andlogamente al caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, resulta fundamental
garantizar existencia y unicidad de soluciones en una EDDR. Es bien sabido que para
que exista una solucién particular de un sistema sin retardo el problema de Cauchy
incluye una condicién inicial, definida como el estado de la variable z (f) en el instante
to, con lo cual el problema se plantea como (2.1).

Como ya se mencioné al inicio del capitulo, este no es el caso cuando se quiere definir
una solucién para una EDDR. El conocimiento de z( y to no es suficiente para definir
el valor de la derivada de = (t) en ¢ = t;. Para definir una solucién de una EDDR,
necesitamos seleccionar un instante ¢, > 0 y una funcién inicial ¢ : [—h,0] — R™. El
problema de valor inicial para el sistema (2.2) se formula como sigue. Dado un instante
de tiempo inicial ¢y > 0 y una funcién inicial ¢, encontrar una solucién x (¢, to, ¢) del

sistema que satisface la condicién
z(ty+0)=p(0), 0 €][-h,0]. (2.3)

La funcién inicial ¢ pertenece a cierto espacio funcional. Puede ser el espacio de las
funciones continuas, denotado como C, el espacio de las funciones continuas a pedazos
PC o algin otro tipo de espacio funcional. El espacio es determinado por el problema
especifico bajo investigacion.

La norma euclideana es usada para los vectores y su correspondiente norma inducida

para las matrices. El espacio funcional PC cuenta con la norma supremo

)

lll, = sup le ()] - (2.4)

Es importante resaltar que por un lado el hecho que la funcién inicial pertenezca
a un espacio funcional da lugar a la interpretacién de los sistemas con retardo como
una clase particular de sistemas infinito dimensional, y por otro lado, las trayectorias
solucién de un sistema con retardo pertenecen R"; por lo tanto, hasta cierto punto, estos

sistemas también pueden ser tratados como sistemas en el espacio finito dimensional

[16].
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Otra diferencia se presenta en la construccién de las soluciones; para ejemplificar lo
anterior considere el siguiente proceso de solucién del sistema (2.2). El enfoque presen-
tado a continuacién se conoce como método paso a paso, véase [3].

Para t € [to, to + h], observemos que x (t — h) = ¢ (t — ty — h) y por lo tanto el sis-

tema toma la forma del siguiente sistema auxiliar de ecuaciones diferenciales ordinarias
i(t):f(tax(t)790(75_150_h>>> te[tht0+h]-

Ahora el problema se reduce a buscar la solucién del sistema que satisface la condi-
cién inicial = (ty) = ¢ (0). Si existe esta solucién digamos 7 (f) y puede ser definida
para todo el intervalo [tg, to + h], entonces podemos abordar el problema de encontrar
la solucién en el siguiente intervalo, es decir, [tg + h,to + 2h]. Aqui t — h € [to, o + h]
y el estado con retardo z (¢t — h) ya estd definido por el paso anterior y por lo tanto,
x(t—h) = Z(t—h). De lo anterior se sigue que para este nuevo intervalo el sistema

(2.2) es nuevamente un sistema sin retardo de la forma
()= f(t,x(t),z(t—to—h)), te€to+h,to+2h],

y ahora nos ocuparemos de encontrar la solucién al problema de valor inicial x (tg + h) =
T(to+h).

Aplicando el método paso a paso la tarea de encontrar o definir una solucién para
el problema de valor inicial (2.2)-(2.3) se reduce a solucionar una serie de problemas
de valor inicial para un conjunto de sistemas auxiliares de ecuaciones difrerenciales
ordinarias.

Es posible seguir construyendo la solucién para k intervalos de h. Aplicando este
método podemos reducir el calculo de la solucién del problema de valor inicial (2.2)-
(2.3) en una serie de problemas de valor inicial para un conjunto de sistemas auxiliares
de EDOs. En la Fig. 2.1 se ilustra una representacién gréfica de la construccién de una
solucion a través de este método.

Dentro de la teorfa de sistemas dindmicos el concepto de estado del sistema ocupa
un papel central. En general, se dice que el estado del sistema en un instante de tiempo
dado t; > ty debe incluir la informacién minima que nos permita continuar o conocer
la dindmica para t > t;. Si adoptamos este punto de vista, entonces el estado debe ser
definido de la misma manera como se define el problema de valor inicial.

La definicién de condiciones iniciales y el método de contruccién de soluciones paso
a paso presentados anteriormente demuestran que necesitamos conocer x (t; + 6) para

0 € [—h, 0] si queremos continuar con la contruccién de la solucién para ¢t > ;. Por lo
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X(t,to,(P)

|
i
o) i X(tto) X(tto+h)
i
|

to-h to to+h to+2h

Figura 2.1: Construccién paso a paso de la solucion z (¢, tg, @) .

tanto, a lo largo de una solucién del sistema (2.2) el estado del sistema en un instante
de tiempo ¢t > t; se define como el segmento de la solucién en el intervalo [t — h,?].

Usaremos la siguiente notacion para definir el estado del sistema
x:0 —x(t+0), 6€[-h0.

En caso de que la condicién inicial (to,¢) debe indicarse explicitamente usaremos

las notacién x; (to, ¢).

2.2.2. Existencia y unicidad

La dindmica de un sistema con retardos puede depender no solo del estado pasado
como ocurre en el sistema (2.2), también es posible que dependa del estado completo

del sistema. Un ejemplo de lo anterior se presenta en el sistema

0

i (1) :/ g,z (t +0)) do.
—h

Aqui, el lado derecho del sistema depende de los valores de z (t +0), 8 € [—h,0].

Lo anterior significa que el lado derecho del sistema ya no es mds una funcién si no

una funcional definida en algin espacio funcional particular. Considere la siguiente

definicién.
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Definicién 1 ([16]) Dada la funcional
F:PC—R",

se dice que la funcional es continua en el punto ¢, € PC st para cualquier e > 0 existe

d >0 tal que para ¢ € PC la desigualdad || — ¢yll, < 6 itmplica que

1 (9) = F (o)l <e.

La funcional F' se dice continua en el conjunto ® C PC si es continua en cada punto

del conjunto.

Ahora considere la funcional
f:]0,00) x PC — R™.
La funcional f define el sistema con retardos de tipo retardado
T(t)=f(t,xy). (2.5)

La ecuacién (2.5) se conoce como FEcuacién Diferencial Funcional de tipo Retarda-
do (EDFR). En este trabajo, consideramos el siguiente teorema para la existencia y

unicidad de soluciones del sistema (2.5).

Teorema 1 ([16]) Dado el sistema con retardos (2.5) donde la funcional
f:]0,00) x PC — R"

satisface las siguientes condiciones
(7). Para toda H > 0 eziste M (H) > 0 tal que

IF (o)l < M(H), (¢ ¢) €[0,00) xPC y [lof], < H.

(7i). La funcional f (t, ) es continua en el conjunto [0,00) X PC
con respecto a ambos arqgumentos.
(1i1). La funcional f (t,¢) satisface la condicion de Lipschitz con respecto al

sequndo argumento, i.e., para cualquier H > 0 existe una constante de
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Lipschitz L (H) > 0 tal que la desigualdad

IF (™) = f (£22)| < L) o = o],

se mantiene para t > 0, *) € PC' y Hgo(k)H <H k=12
Entonces para ty > 0 dado y una funcion inicial ¢ € PC existe 7 > 0 tal que el
sistema admite una dnica solucion x (t) para el problema de valor inicial (2.3) y esta

soluacion estd definida en el segmento [ty — h,to + T].

Para cada solucién existe un intervalo maximo [to, tg + 7’| sobre el cual la solucién
estd definida. A continuacién se presentan condiciones bajo las cuales cualquier solucién

del sistema (2.5) estd definida en [tg, 00).

Teorema 2 ([16]) Considere que el sistema (2.5) satisface las condiciones del Teore-

ma 1. Adicionalmente supongamos que f (t, ) satisface la desigualdad

LF @)l <ndlel), t=0,0e€PC([=h,0],R")

donde la funcionn (r),r € [0,00) es continua, no decreciente y es tal que para cualquier
ro > 0 la siguiente condicion se mantiene:
B ar

lim =00
R—oo [, 1 (T)

Entonces cualquier solucion x (t,tq, p) del sistema esta definida en [0, 00) .

2.2.3. Propiedades de continuidad

En esta seccion se presentan las propiedades de continuidad de las soluciones x (¢, to, ¢)
del sistema (2.5) con respecto a las condiciones iniciales y con respecto a perturbaciones

del sistema. Ambas propiedades son consecuencias directas del siguiente teorema.
Teorema 3 ([16]) Suponga que f (t,p) satisface las condiciones del Teorema 1. Sea
x (t,to, ) una solucion del sistema (2.5) tal que

vty +0) = 0 (0), 0 [~h,0]. (2.6
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Dado el sistema perturbado

y(t)=fty)+gty), (2.7)

donde la funcional g (t,y;) es continua en el conjunto [0, 00) x PC, satisface la condicion

de Lipschitz con respecto al sequndo argumento y
lg (t, )| <m, t>0,0€PC,
sea y (t,to, ) una solucion del sistema perturbado bajo condicion inicial
z(to+0)=1(0), 0 €[—h,0]. (2.8)
Si las soluciones son definidas para t € [to — h, to+T| y si H es tal que
|z (t,to, )| < H, |ly(t,to,¥)|| < H, telto—hto+T],
entonces la desiqualdad

HiU(t,to,(p) _y(t7t07w)H < th (t0790) — Yt (t0>w)H )

_ _M Y L(H) ()

IN

se mantiene para t € [to,to+ T .

Corolario 1 ([16]) Sea g (t,¢) = 0; entonces m = 0 y ambas x (t,to, v) y y (t,to, )
son soluciones del sistema (2.5). Supongamos que estas soluciones estin definidas para
t € [to,to +T]. Para cualquier ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que || — || < 9, entonces la

sigutente desigualdad se mantiene:
H$ (ta tO? 90) - (tﬂfoﬂﬂ)” <g, te [tU)tO + T] .

En otras palabras, x (t,tg, @) depende continuamente de la funcion inicial .

Corolario 2 ([16]) Sea ¢ (0) = ¢ (0), 0 € [—h,0]; lo anterior significa que las solu-

ciones x (t,to, ) y y (t,to, 1) tienen las mismas condiciones iniciales. Supongamos que
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estas soluciones estdn definidas para t € [ty,to + T). Para cualquier € > 0 existe 6 > 0

tal que si m < §, entonces
|z (t, to, ©) —y (t, 10, )| <&, t€E [to,to+T].

FEsto significa que x (t,to, @) depende continuamente del lado derecho del sistema (2.5).

2.2.4. Conceptos de estabilidad

Al igual que con los sistemas dindmicos modelados con ODEs, un tema muy im-
portante para los sistemas dindmicos con retardos es el andlisis de estabilidad de las
soluciones del sistema estudiado. Este anélisis puede ser realizado para el caso lineal
y el caso no lineal, con enfoques temporales o enfoques frecuenciales. Para este tipo
de sistemas existen dos conceptos de estabilidad: estabilidad dependiente del retardo
y la estabilidad independiente del retardo. El andlisis de estabilidad de los sistemas
dindmicos con retardos es muy amplio, y el objetivo de este capitulo es presentar de
forma breve las herramientas matemadtcias utilizadas para abordar el objetivo plantea-
do. Se recomiendan [9] y [16] para un estudio mas profundo del tema. A continuacién
se presentan las definiciones bédsicas para el andlisis de estabilidad de la EDFRs.

A partir de este momento supondremos que el sistema satisface las condiciones del
Teorema 1. Adicionalmente, supondremos que admite la solucién trivial, es decir,
f(t,0,) = 0, para t > 0. Aqui 0j, representa la solucién trivial 05, : § — 0 € R™, 0 €
[—h, 0]. De hecho, si es deseable estudiar la estabilidad de una solucién no trivial y(t, ¢),
es posible recurrir a la transformacién de variable z(t) = z(t) — y(t), de modo que el

nuevo sistema
’Z(t) = f (tﬂ 2t +yt> - f (tayt) )

tenga la solucidn trivial z(t) = 0.
A continuacién se presentan las definiciones de estabilidad y estabilidad asintotica

para la solucién trivial de una EDFR.

Definicién 2 ([16]) La solucidn trivial del sistema (2.5) se dice estable si para cualquier
€ >0yt >0 existe d =0 (¢€,t9) > 0 tal que para toda funcion inicial ¢ € PC, ||¢|| <6,

se satisface la siguiente desigualdad:

[z (. to, )| <€, Yt >ty (2.9)

25



Si 0 (e,to) se puede elegir independientemente de ty, entonces la solucion trivial se

dice uniformemente estable.

Observacion 1 ([16]) El valor de ¢ (e, tg) siempre es menor o igual que €.

Definicién 3 ([16]) La solucion trivial del sistema (2.5) se dice asintdticamente es-

table si para cualquier ¢ > 0 y ty > 0 existe A (e, tg) > 0 tal que para toda funcion
inicial € PC, con ||¢|| < A (g, ty), se satisfacen las siguientes condiciones:
1. ||z (t,to, 0)|| < e, para ¥Vt > to

2.z (t,tg, ) — 0 cuando t — ty — oo.

Si A (e,tg) se puede elegir independientemente de ty y existe Hy > 0 tal que
x (t,to, ) — 0 cuando t — ty — oo, uniformemente con respecto a ty > 0,

y ¢ € PC, con |||, < Hi, entonces la solucion trivial se dice

uniformemente asintéticamente estable.

El conjunto de funciones iniciales ¢ para las cuales
tlimx (t,to, ) =0,

se conoce como region de atraccion para la solucion trivial dado un tiempo inicial .

2.2.5. Estabilidad de EDFRs lineales.

Los criterios de estabilidad basados en una representacién en el dominio de la fre-
cuencia son herramientas tradicionales en el estudio de sistemas dindmicos. Los ejemplos
cldsicos de criterios de estabilidad en el dominio de la frecuencia incluyen resultados
como la prueba de Nyquist y el método del lugar de las raices. Las EDFRs lineales
invariantes en tiempo (LTI, por sus siglas en inglés) también se pueden estudiar usando
métodos frecuenciales.

A continuacién se presentan brevemente las definiciones y herramientas en el do-

minio de la frecuencia usadas en este trabajo para el andlisis de sistemas LTI.
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Funcién caracteristica

Es bien sabido que para el caso de los sitemas lineales invariantes en tiempo mod-
elados con ODESs, la estabilidad depende de la ubicacién de las raices de su polinomio
caracterfstico asociado. Mds atin, si es posible garantizar que todas las raices o ceros
del polinomio caracteristico pertenecen al semi izquierdo abierto del plano complejo,
estonces dichos sistemas son exponencialmente estables. Para el caso de sistemas con

retardos LTT existe un resultado similiar.

La estructura general de una EDFR lineal invariante en tiempo se escribe como

(t) = Aoz () + iAkx (t—hy), hi >0, (2.10)

donde Ay, Ay € R ™ son matrices del sistema y h, > 0 son los retardos satisfaciendo
ho < hy < by,

La funcién caracteristica asociada al sistema (2.10) es

f(s) =det (s[ — Ag — iAke_hW) . (2.11)

k=1

La funcién caracteristica (2.11) pertenece a un grupo de funciones llamadas poli-
nomios exponenciales o cuasipolinomios. Un cuasipolinomio es una funcién de
variable compleja entera, es decir, que es analitica en todo el plano complejo, cuya
principal caracteristica es que posee un nimero infinito de raices.

Es posible mostrar que las raices de un cuasipolinomio solo existen en ciertas regiones
del plano complejo, mds atin, se puede mostrar que tienen un nimero infinito (contable)
de raices sobre curvas logaritmicos que tienden a infinito. La cantidad y direccién de
estas ramas de raices dependen de las potencias de los polinomios y las exponenciales
presentes en f(s).

Para ilustrar el proceso de obtencién de la funcién caracteristica de un sistema
con retardos considere el siguiente ejemplo. La funcién caracteristica f(s) asociada al

sistema (2.10) estd definida como
f(s) = s*+as+bse " +c+ de " (2.12)

En la Fig. 2.2 se muestra la ubicacién de algunas de las raices del cuasipolinomio
(2.12) para a = 2.3669, b = 0.9241, ¢ = 0, d = 4.1600 y h = 0.3250. En esta figura se

observan curvas logarftmicas de raices que tienden al infinito.

27



|
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Figura 2.2: Ubicacién de las raices del cuasipolinomio (2.12).

Es importante senalar que en el caso retardado a la derecha de cualquier linea vertical
¢ existe un nimero finito de raices, como se observa en la Fig. 2.2. Esta propiedad
de los cuasipolinomios asociados a EDFRs resulta muy importante para el andlisis de
estabilidad. Esta caracteristica es propia de los sistemas retardados, los cuasipolinomios
de tipo pueden tener una o més raices sobre el eje imaginario con lo cual se complica
el andlisis.

El cuasipolinomio (2.11) se puede reescribir como

m

f(s)= Zpi (s) e, (2.13)

1=0

donde p; (s) son polinomios definidos como
p;i (8) = agis™ + ays" N+ . A ap, i=0,1,...,n.

Si se cumple que
deg (po) > deg (p;), i =1,2,...,m.

entonces se dice que el cuasipolinomio tiene un término principal. Sin pérdida de gen-

h

eralidad se puede asumir que agy # 0 y entonces agys"e "% es el término principal de

f(s).

Lema 1 ([9]) El cuasipolinomio (2.13) puede tener todos sus ceros en el semiplano

1zquierdo abierto del plano complejo solo si tiene término principal.
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Definicién 4 ([9]) La funcion caracteristica (2.13), se dice estable si
f(s)#0, VseC,. (2.14)

Se dice que es estable independiente del retardo si (2.14) se mantiene para todo
hi > 0,k = 1,2,...,m. El sistema (2.10) se dice estable si su funcidn caracteristica
(2.13) es estable, y se dice que el sistema (2.10) es estable independiente del retardo si
(2.14) es estable independiente del retardo.

De acuerdo a la definicién anterior, el cuasipolinomio (2.12) para a = 2.3669, b =
0.9241, ¢ = 0, d = 4.1600 y h = 0.3250, cuya ubicacién de sus raices se observa en la
Fig. 2.2, es estable.

En las siguientes subsecciones se discuten algunas de las herramientas matematicas

usadas para determinar la estabilidad del sistema LTT (2.10).

Criterio de Mikhailov

Existen varias pruebas en el dominio frecuencial usados para determinar la estabil-
idad de los sistemas con retardos, véase [9]. Un ejemplo es el criterio de Mikhailov, el

cual utiliza el principio del argumento para funciones analiticas sobre el plano complejo.

Teorema 4 (Principio del argumento [3]) Sea C un contorno cerrado sin cruces
(simple), descrito en el sentido positivo (contrario al reloj), y sea sea g una funcion
analitica dentro y sobre C, excepto posiblemente en polos interiores a C. Supongamos

ademds que g no tiene ceros sobre C. Entonces
Acargg(s) =2n (N — P),

donde N y P son el nimero de ceros y el nimero de polos de g, contando sus multipli-

cidades, interiores a C.

La idea principal del criterio de estabilidad de Mikhailov es usar el resultado anterior
para garantizar la inexistencia de raices de polinomios en el semiplano derecho del plano
complejo. Es posible seguir la misma idea para cuasipolinomios, ya que también son

funciones analiticas.
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Teorema 5 (Criterio de Mikhailov [18]) El cuasipolinomio (2.13) sin ceros en el

eje 1maginario, es estable si y solo st

+oo
Narg F(jw) | === (2.15)

El teorema anterior permite analizar la estabilidad de una forma visual a través
de una grafica conocida como Hodégrafo de Mikhailov. Para construir esta grafica
realizamos un barrido para w € [0,00) y graficamos Re (F (iw)) contra Im (F (iw)).
Este barrido debe ser lo suficientemente grande hasta que ya no exista contribucién
en el cambio total del argumento del cuasipolinomio y asi poder verificar si cumple la
condicién (2.15).

En la Fig. 2.3 se muestra el hodégrafo de Mikhailov del cuasipolinomio (2.12) para
a = 2.3669, b = 0.9241, ¢ = 0, d = 4.1600 y h = 0.3250.

A
Im(F(io))

—

< >

0 Re(F(iw))

Figura 2.3: Hodégrafo de Mikhailov para el cuasipolinomio (2.12)

Meétodo de D-descomposicion

Asf como el Hodégrafo de Mikhailov utiliza un barrido en frecuencia para con-
struir una grafica que nos permite determinar la estabilidad de (2.10), el Método de
D-descomposicién lo utiliza para dividir el espacio de coeficientes del cuasipolinomio
en regiones donde existan el mismo nimero de ceros. Con esta particién el problema
de estabilidad se reduce a encontrar la regién en la cual no existen raices con parte
real positiva. Este problema se resuelve aplicando el criterio de Mikhailov y nos per-
mite determinar de manera numérica la regiéon de estabilidad de un cuasipolinomio.
Es importante senalar que esta region de estabilidad estd definida en el espacio de los
coeficientes del cuasipolinomio estudiado. Antes de analizar este método es importante

garantizar la existencia de una regién con el mismo niimero de raices.
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Teorema 6 (Teorema de Rouché [3]) Sean g(s) y h(s) dos funciones analiticas den-

tro y sobre un contorno cerrado simple C en el plano complejo. St
lg(s)| < |h(s)|, VseC.

entonces h(s) y h(s)+g(s) tienen el mismo niimero de ceros (contando multiplicidades)

dentro de C.

Considere la siguiente familia de cuasipolinomios:

q(s, A1, X2) = qo(s) + A\1q1(s) + Aaga(s), (2.16)

donde A, A2 € Ry ¢;(s), j =0,1,2 son cuasipolinomios con término principal.
Ademds supongamos que para A\; = Ay = 0, ¢o(s,0,0) = go(s) es un cuasipolinomio

estable. Sea sy una raiz de go(s), es decir, ¢(so,0,0) = go(s) = 0 y construyamos
Bs (sg) ={se€C:|s—so| <d}.
Sean 7y, 7, vV 7, tales que

min |qo(s)| = 7o, méx |qi(s)| =7y max |ga(s)| = s
[s—so|=48 |s—so|=8 |s—so|=8
Tenemos que
max [Agi(s) + deqa(s)] < [Aa 71 + [ Az 72

[s—so|=

Dado € > 0 sean (Ag, \2) tales que [[(A1, A2)|| < €y |A1] 71 + [A2] 72 < 7p- Se sigue
que
max [A1q1(s) + Aaga(s)| < min|qo(s)|,Vs € 0Bs (so) -

Del teorema de Rouché se tiene que qo($) ¥ qo(s) +A1¢1(s) + A2ga(s) tienen el mismo
nimero de ceros dentro de Bs(sg). Es decir, dada una e-vecindad en el espacio de
pardmetros (A1, A2) entonces existe una bola de radio 0 centrada en la raiz sq, tal que
una variacion de los pardmetros dentro de esta e-vecindad implica la existencia de una
nueva raiz, digamos s;, contenida dentro de la bola de radio §. En otras palabras, los
ceros de ¢(s, A1, A2) son funciones continuas de los pardmetros A, As.

El método de D-descomposicién fue propuesto por Neimark [25], consiste en parti-
cionar el espacio de coeficientes G en regiones donde existan el mismo niimero de ceros
con parte real positiva; estas regiones se forman a través de un mapeo M : w — G que

representa la curva sobre la cual los coeficientes aportan raices puramente imaginarias
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y otra curva para los coeficientes que aportan raices en cero. La parametrizacion M (w)
permite obtener graficamente las regiones con el mismo niimero de raices con parte real

positiva.

Para ilustrar lo anterior, considere el cuasipolinomio (2.16). Sea s = iw una raiz de

q(s, A\, A2), para algin w € R, entonces se tiene que
q(iw, )\1, )\2) = qo(z'w) + Alql(iw) + )\2(]2(2@)) = O,
y por el dlgebra de los nimeros complejos tenemos

Re {qo(iw) + M1 (iw) + Aago(iw)} = 0,
Im {qo(iw) + A\q1(iw) + Aage(iw)} = 0.

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior para A\; y A obtenemos A\; = 6;(w) y

Ao = 05(w) donde 01 y 05 son funciones escalares. Definamos la parametrizacion

M (w) = (01 (w), b2(w)) -

Realizando un barrido de w en el intervalo [0, 00) se obtiene una curva en el plano
(A1, A2), la cual particiona dicho plano en regiones con el mismo nimero de raices con

parte real positiva.
Para ejemplificar este método, considere el cuasipolinomio
F(s)=s—a—be ", (2.17)
con a,b € Ry h> 0. Sea s = iw una raiz de (2.17), entonces tenemos

Re {iw —a— be‘hiw} = 0,
Im {iw —a— be_hw} = 0.

Usando la férmula de Euler e " = cos (hw) — isin (hw) obtenemos el siguiente

sistema de ecuaciones

a—bcos(hw) = 0,
w + bsin (hw) = 0.
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De la solucién del sistema de ecuaciones anterior obtenemos la parametrizacién

(2.18)

M @) 2 (alw) b)) = (2o )

sin (hw)  sin (hw)

Observemos que en este caso la parametrizacion no estd definida en w = 0, por lo

tanto, el barrido de frecuencia para que sin (hw) # 0 se define en intervalos de la forma
we (’% (’““)“) k=0,1,2,3...

h

Figura 2.4: Particién del espacio de coeficientes para el cuasipolinomio (2.17).

En este caso la parametrizacion (2.18) representa la curva sobre la cual el cuasipoli-
nomio (2.17) tienen raices imaginarias. Ahora supongamos que s = 0, entonces se sigue
que (2.17) tiene raices en cero cuando a = —b.

En la Fig. 2.4 se muestran las particiones del espacio de coeficientes (a,b). El drea
sombreada es la regién de estabilidad del cuasipolinomio (2.17). También se pueden ob-
servar las regiones en las cuales existen 1,2, 3 y 4 raices con parte real positiva, definidas
comop=1,p=2p=3yp =4, respectivamente. Como se explica anteriormente, estas
particiones son delimitadas por los coeficientes para los cuales el sistema (2.17) tiene
un par de raices sobre el eje imaginario y los coeficientes que aportan raices en cero. La
parte de la region de estabilidad marcada con lineas horizontales es la que corresponde
a la estabilidad dependiente del retardo. Se observa que si h — oo entonces la regién

de estabilidad dependiente del retardo disminuye y si h — 0 entonces aumenta.

2.2.6. Estabilidad de EDFRs no lineales.

Es bien sabido que la teorfa de Lyapunov es ampliamente utilizada para estudiar la

estabilidad de los sistemas dindmicos sin retardos, tanto lineales como no lineales. En
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este seccién se presentan las definiciones y teoremas basicos de este método en el caso
de las EDRF's no lineales.

La teoria de Lyapunov en el caso de sistemas sin retardos involucra la construccién
de funciones V : R" — R, cuya principal condicién es que son definidas positivas. A
groso modo, la teorfa de Lyapunov utiliza estas funciones V' para medir en cierta forma
la desviacién del estado x () con respecto a la solucién trivial, y con esta informacién
nos permite analizar el comportamiento de los sistemas dindmicos sin la necesidad de
construir una solucién explicita para la ecuacién diferencial que lo modela.

Ahora vamos a utilizar la teorfa de Lyapunov cldsica (definido para ODEs) para

analizar sistemas con retardos. Considere la siguiente ecuacién lineal
T(t)=azx(t)—bx(t—h), t>0. (2.19)

Dado que la ecuacion es lineal, es posible utilizar la funcién candidata de Lyapunov

V (z) = 2. Calculando la derivada a lo largo de las soluciones de la ecuacién obtenemos

dv (z (1))

s 22 (t) [az (t) + bz (t — h)] = 2az* (t) + 2bx (t) 2 (t — h). (2.20)

Para el caso b = 0 la ecuacién es una ODE sin retardo y la derivada temporal es
definida negativa si se satisface que a < 0. Por lo tanto, de la teorfa de estabilidad de
Lyapunov se sigue que el sistema lineal (2.19) es asintéticamente estable.

Ahora supongamos que b # 0y ,por lo tanto, estamos en el caso de una EDFR. Aqui,
la derivada a lo largo de las soluciones incluye dos términos y a pesar que es posible
garantizar que el primer término es negativo si a < 0, no podemos definir el signo del
término 2bz (t) x (t — h). Esta diferencia implica que se requieren ciertas modificaciones
a la teorfa de Lyapunov cldsica para poder aplicarla a sistemas con retardos.

Para el andlisis de estabilidad de los sistemas con retardos utilizando la teorfa de

Lyapunov existen dos enfoques:

= Lyapunov-Razumikhin.- Se utilizan funciones de Lyapunov cldsicas que de-
penden del estado instanténeo z (¢), y una condicién adicional que nos permite
comparar los valores = (t) y = (t — h) y proporciona condiciones de negatividad

para la derivada temporal de las funciones a lo largo de las soluciones del sistema.

= Lyapunov-Krasovskii.- En este enfoque no se utilizan las funciones de Lya-
punov cldsicas en su lugar se utilizan funcionales que dependen del estado natural

del sistema z;.
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En esta tesis de doctorado se utiliza el enfoque de Lyapunov-Krasovskii para analizar

la estabilidad asintdtica local del sistema estudiado.

Enfoque Lyapunov-Krasovskii

Consideraremos las condiciones del Teorema 1 para la existencia y unicidad de

soluciones del sistema (2.5).

Definicién 5 ([16]) La funcional v (t, ), v : RxPC — R, se dice definida positiva si
existe H > 0 tal que las siguientes condiciones se satisfacen.
1. La funcional estd definida parat > 0 y cualquier p € PC
con ||¢| < H.

2 U(t,oh)zo,tZO.

3. Existe una funcion vy (x) definida positiva tal que
vi(p(0) <v(t,p), t20, ypePC, lof, < H.

. Para cualquier ty > 0 dado, la funcional v (ty, ©) es continua para ¢ en e

4. P lquier to > 0 dado, 1 jonal v (t t7 [
punto 0y, es decir, para toda € > 0 existe d > 0 tal que la desigualdad
llell, <6 implica que

[0 (o, ) = v (to, On)| = v (to, ) < &

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes de estabilidad asintética

uniforme para la solucién trivial del sistema (2.5).

Teorema 7 ([16]) La solucion trivial del sistema (2.5) es uniformemente asintoti-
camente estable si existen dos funcionales definidas positivas v (t, ) y v2 (), y una

funcion definida positiva w (x) tal que las siguientes condiciones se satisfacen:
1. v(t,p) <wve(p), parat >0,y € PC, con ||¢l, < H.

2. El valor de la funcional a lo largo de las soluciones del sistema es
diferenciable para t, y su deriwada temporal satisface la siguiente

desigualdad.
dv (t, z)

< —u ().
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Para ilustrar la aplicacién del teorema anterior consideremos el sistema lineal
z(t) = Aoz (t) + A1z (t — h), (2.21)

donde Ay y A; son matrices n X n dadas y h > 0. La condicién inicial se define como

ya hemos presentado

Lo = §P.

Consideremos la funcional

V’@7w)=:wT(O)P¢<O)+l/;qﬂWﬂ)Sw(9>d& (2.22)

donde Py S son matrices simétricas y definidas positivas. De la desigualdad de Rayleigh
Amin (P) [l (0)[* < 9™ (0) P (0),

de donde se sigue que
2 2 0
elle (OF < Amin (P) [l (0)I < ¢ (0) Py (0) +/ " (0) Sy (0) b,

—h

y por tanto podemos concluir

V(e) 2 elle (O,

para € < Apiy (P). Como las otras condiciones de la Definicién 5 también son satisfe-
chas por (2.22), se sigue que es una funcional de Lyapunov-Krasovskii candidata

para el sistema (2.21).

Por otro lado, dado que V' es una funcional de ¢

wT(O)P@(O)Jr/ 0" (0)Sp (0)d0 < Auax (P)H@(O)“z"i‘/h/\max () [l (0)]* do

IN

0
MMGNWM+/;%MSMMQ%

de donde se sigue
V(@) < K [lll”, (2.23)
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para
2 2
K 2 Amax (P) [l + P Amax (S) [l -
La funcional (2.22) a lo largo de las soluciones del sistema se escribe como

0

V (x,) = 27 (t) Pz (t) +/ ol (L4 &) Sa (t + €) dE.

—h
Calculando
v d ([
= 0P )+ ([ o erosero ),
obtenemos

% (z" (t) Pz (t)) = & (t) Px(t)+a" (t) Pi(t)
= [Aox (t) + Az (t — h)]" Px () + 27 (t) P [Aox () + Ay (t — h)] .

Para el término integral consideremos el siguiente cambio de variable, sea o = t + &,

obtenemos

/ xT(t+§)Sm(t+§)d§:/tth(a)Sx(oz)doz, t>0,

—h

De lo anterior se sigue que

%([tg%@sxmym):xT@sx@—mT@—msx@—m.

—h

Asi, la derivada a lo largo de las soluciones es
V () = a7 (t) [AfP + PAy+ S|z (t) + 22" (t) PAyz (t — h) — 2" (t — h) Sz (t — h).

Lo anterior se puede reescribir como

V(a:t):_[IT(t) z (t—h) }M[xé(j)h) ]7

[PAy+ ATP+S] PA

donde M =
ATP -5
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Si M > 0 entonces
V (z) < —e ||z ()|, Vt >0, (2.24)

donde
€ S /\min (M) .

De las desigualdades (2.24) y (2.23) se concluye lo siguiente.

Proposicién 1 El sistema (2.21) es asintdticamente estable si existen matrices reales
y simétricas P, S, tales que
P>0 y M>O0. (2.25)

2.3. EDFs de tipo neutro

El sistema de control estudiado en este trabajo de tesis se modela usando una
FEcuacion Diferencial Funcional de Tipo Neutro (EDFN), que es otra clasificacién de las
ecuaciones diferenciales funcionales. Sin embargo, el desarrollo de este trabajo se enfoca
en una EDFR no lineal con un sélo retardo invariante en tiempo, motivo por el cual
en la primera parte de este capitulo se presentan algunas definiciones para este tipo de
ecuaciones. En la presente seccién se presentan algunas definiciones y teoremas para las
EDFNs con el objetivo de resaltar las principales diferencias con respecto a las EDFRs.
Desde la perspectiva matemédtica, el andlisis de las EDFNs resulta més complejo que
el andlisis de las EDFRs. En [3], [9], [10], [16] y [18] se presentan teoremas generales
de existencia y unicidad de soluciones para las EDFs de tipo neutro, se recomienda
consultar estas referencias para un estudio més detallado.

Es importante mencionar que en una EDFR, la derivada de mayor orden no contiene
ninguna variable retrasada. Cuando lo anterior no se satisface, entonces tenemos una
EDFN. Una EDFN permite representar un sistema en el que la derivada presente de
una variable de estado x () depende de los valores pasados de la derivada & (t — h) y
de los valores pasados z (t — h) y presentes de x ().

Un sistema con retardos de tipo neutro se puede escribir como

d
e ()= Drt=h)] = f (). (2.26)

Aqui la funcional f (¢, ¢) es definida para t € [0,00) y ¢ € PC*, donde
f:]0,00) x PCt — R™,

38



y es continua para ambos argumentos. La matriz D"*" es dada y el retardo h > 0.

Una EDFN lineal e invariante en el tiempo se escribe como

.’B(t) = Apx (t) + iAkﬂf (t — hk> + Zm:Bk[E (t — hk) , hi > 0. (2.27)

k=1 k=1

donde Ag, Ay, By € R™" son matrices del sistema y h, > 0 son los retardos. La

funcién cardcteristica asociada al sistema (2.10) es

F(s) = det <s ([ - ZBke_h’“s> — Ay — ZAke_h’“s> . (2.28)
k=1 k=1

Definicién 6 ([9]) La funcion caracteristica (2.28), se dice estable si existe o < 0 tal
que
F(s)#0, Vsé& Cuy, (2.29)

donde C, := {s: Re(s) > a}. Se dice que es estable independiente del retardo si (2.29)
se mantiene para todo hy, > 0,k = 1,2,...,m. El sistema neutro (2.27) se dice estable
si su funcion caracteristica (2.28) es estable, y es estable independiente del retardo si
(2.29) es estable independiente del retardo.

Note que en el caso de sistemas neutros la condicién (2.29) es més fuerte que la
condicién (2.14) para sistemas de tipo retardado. Esto es debido a que en sistemas
neutros pueden existir raices del cuasipolinomio (2.28) en franjas verticales del plano
complejo que pueden contener el eje imaginario.

Para el anélisis de estabilidad no lineal usando el enfoque Lyapunov-Krasovskii

tenemos que la funcional definida positiva requiere una condicién més fuerte.

Definicién 7 ([16]) La funcional v (t, ) se dice definida positiva si existe H > 0 tal

que las siguientes condiciones se satisfacen.

1. La funcional estd definida parat > 0 y cualquier ¢ € PC* con
H.

2 v(t,0,)=0,t>0.

3. Existe una funcion vy (x) definida positiva tal que
vi ([p (0) = Do (=h)]) S v (t.p), t>0, yp e PC con ||| < H.

4. Para cualquier ty > 0 dado, la funcional v (ty, ) es continua para ¢ en el punto

0p, es decir,
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para toda € > 0 existe 6 > 0 tal que la desigualdad ||¢|| < 0 implica que

‘U (toagp) —-v (t()?oh)‘ = (to,(,@) <E.

A continuacién se presenta el teorema de estabilidad asintdtica para el caso de

sistemas neutros.

Teorema 8 ([16]) La solucion trivial del sistema (2.26) es asintdticamente estable si
existe un funcional definida positiva y una funcion definida positiva tal que a lo largo de
las soluciones del sistema la funcional es diferenciable y su derivada temporal satisface
la desigualdad

V(t,@) < —w(x(t)—Dx(t—h)).

Como se observa las condiciones de estabilidad son més fuertes que las utilizadas en
las EDFRs.

2.4. Estabilidad robusta

En la seccién anterior se presentaron los conceptos de la estabilidad para los sis-
temas dindmicos con retardos y algunos métodos para garantizarla. Una observacién
importante del capitulo anterior es que para poder estudiar y garantizar la estabilidad
de un sistema dindmico, con retardos o sin ellos, lo primero que tenemos que suponer
es que se conocen exactamente los coeficientes de las ecuaciones diferenciales que mod-
elan el sistema bajo estudio, por ejemplo, los escaleres a, b para el sistema (2.19) y las
matrices Ay, A; para el sistema (2.21). Sin embargo, en la mayorfa de los casos reales
no es posible conocer exactamente estos coeficientes. Lo anterior se puede ocacionar
debido a incertidumbres en las mediciones de las variables durante el proceso de mode-
lado matematico, a perturbaciones externas, a variaciones intrinsecas de los parametros
dentro del sistema, entre otras posibles causas.

Las incertidumbres en los pardmetros representan un problema para la estabilidad
de los sistemas dindmicos, dado que las soluciones son funciones de los parametros. Por
ejemplo, es bien sabido que la estabilidad de los sistemas de control lineales depende de
la ubicacion de las raices de sus polinomios (o cuasipolinomios) caracteristicos, y por

consiguiente depende directamente de los coeficientes de estos. El problema se evidencia

40



cuando las variaciones en los pardmetros son suficientemente grandes como para que el
sistema pierda la propiedad de estabilidad.

Los pardmetros del sistema estdn en funcién tanto de los pardmetros de la planta
a controlar como de los pardmetros del controlador, y por lo tanto, las variaciones de
estos tultimos también pueden generar inestabilidad. Ambos pardmetros son de natu-
raleza distinta, por un lado la planta contiene pardmetros intrinsecos que estdn sujetos
a variaciones incontrolables que dependen de las condiciones fisicas de operacién. Por
otro lado, los pardmetros del controlador son calculados en la etapa de diseno a través
de cualquier método de sintonizacién y normalmente se les supune fijos, es decir, sin
variaciones. Sin embargo, hay que tomar en cuenta que estos pardametros pueden variar
debido a las condiciones fisicas de los materiales con los cuales se construyen los con-
troladores, a errores de redondeo durante la etapa de diseno e implementacién, errores
de calculo debidos a la aproximacién de los algoritmos utilizados, etc.

Existen distintas técnicas para estudiar este problema, que en la literatura se cono-
cen como analisis de estabilidad ante variaciones en los pardmetros [5] o andlisis de
estabilidad robusta.

Para explicar el problema de estabilidad robusta considere la ecuacion
(1) = (Ag+ AAo) z (£) + (Ay + AAL) (t - f}) b (As - Ad)u(t—h),  (2.30)

donde h = h + Ah, Ag, A; € R y Ay € R™.

Suponga que en el sistema (2.30) se tiene que A4y = AA; = 0y que el sistema
es estable para el control Asu(t — h). El problema de robustez ante variaciones en los
pardmetros del sistema consiste en estudiar que tanto pueden crecer |AAyl|, ||AAL| v
Ah antes de que el sistema (2.30) sea inestable. Es importante senalar que a diferencias
de los sistemas sin retardo, en un sistema escrito como (2.30) es necesario estudiar la
robustez con respecto al retardo.

En este trabajo de tesis se estudia la robustez de un sistema de control ante varia-

ciones en los principales pardmetros del sistema.
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Capitulo 3

Naturaleza neutra del controlador
PD-AQM en modelos TCP

En este capitulo se revisan algunos resultados previos reportados en [28] sobre el
controlador PD como estrategia AQM, los cuales motivan la modificacién de la estruc-
tura del controlador PD-AQM. Después, se muestra que el modelo del sistema de red
TCP en lazo cerrado con el controlador PD-AQM es un sistema de tipo neutro, también
se presenta una transformacién que permite obtener un sistema en lazo cerrado de tipo
retardado. Finalmente, se revisan las propiedades de transformacién en tiempo y estado

del sistema retardado.

3.1. Modificacién del controlador PD-AQM

Como ya se mencioné en el capitulo 2, en [28] se definen condiciones necesarias y

suficientes de estabilidad exponencial para la linealizacion del sistema

{ w(t) =1 -2t —7), (3.1)

en lazo cerrado con el controlador
p(t) = Kyq(t) + Kag (t) . (3.2)

El punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (3.1)-(3.2) estd definido como

(w67Qe) = <%7 %) . (33)
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Como se puede observar, dados los pardmetros (n, 7, c) del sistema (3.1)-(3.2), sélo

existe un valor de ganancia, digamos K, que permite regular a un valor deseado

dd = 4e =

Esta dependencia del equilibrio ¢. de la ganancia K, también se observa en [22]
donde se estudia la estabilidad del controlador P-AQM. Especificamente, considere el
controlador P-AQM

p(t) = Kpq(t) (3.4)

El punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (3.1)-(3.4) coincide exactamente

con estd definido como (3.3).

Asi, ahora consideremos el control PD-AQM

p(t) = K, (¢(t) — qa) + Kag () + po, (3.5)

2n°, Kl sistema en lazo cerrado (3.1)-(3.5) est4 definido como

con gqg >0y py= ()

w(t)=1- w;(_t) (K, (q(t —7) — qa) + Kqg (t — 7) + po] (3.6)
q(t) = Fw(t) —c,
que tiene un tnico punto de equilibrio definido como
cT
(o) = (Foaa) (3.7)

Lo anterior muestra que al agregar la constante py en (3.5) se resuelve el problema
de la dependencia de K, en el equilibrio del sistema (3.1)-(3.5). Por otro lado, observe-
mos que si en (3.5) definimos K; = 0, obtenemos un controlador tipo P-AQM cuyo
punto de equilibrio coincide exactamente con el punto de equilibrio (3.7), es decir, esta
modificacién también resuelve el problema de la dependencia de K, en el equilibrio

observada en [22].

Desde el punto de vista de sistemas de control, el promedio de la cola ¢(t) es la
variable a controlar y la variable de control es la funcién de marcado de paquetes
p(t). Adicionalmente, se puede consultar [39] para la discusién acerca de aplicar una

retroalimentacion tipo PD a un sistema con retardos en la entrada de control.

Por otro lado, observemos que el sistema (3.6) es de tipo neutro, dado que la derivada

de orden mayor incluye un retardo. A pesar de este hecho, todos los trabajos existentes
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en el disenio de esquemas de PD-AQM consideran un sistema con retardos en lazo

cerrado de tipo retardado, ver por ejemplo [2] y [17].

3.2. Transformacién de un sistema de tipo neutro a

un sistema de tipo retardado

Si diferenciamos la segunda ecuacién de (3.6) obtenemos

n  w(t)n

it = % -

T2 272

(K (q(t = 7) — qa) + Kag (t — 7) + po] -
De la segunda ecuacion de (3.6) se tiene que

(4() + &) = = w(t),

n
con lo cual tenemos

. n 1 . )

q(t) = g (q(t) + 0)2 (K, (q(t —7) — qa) + Kag(t — 7) + po) , (3.8)

un sistema de tipo retardado definido en la variable ¢(t).

En [2] y [17] el sistema (3.8) se considera equivalente al sistema neutro (3.6) y se
utiliza para el diseno de los valores de las ganancias del controlador PD. Formalmente
hablando, el proceso de convertir las dindmicas acopladas de w(t) y ¢(t) en (3.6) a una
sola dindmica para ¢(t) representa una tranformacion especial del sistema que, ante un
controlador tipo PD, sélo es valida para funciones iniciales particulares, las cuales se
presentan a continuacién.

Primeramente vamos a revisar el problema de valor inicial para los sistemas de tipo
neutro (3.6) y de tipo retardado (3.8).

Por un lado, tenemos que para definir una solucién del sistema de tipo neutro (3.6)

necesitamos definir unas funciones iniciales

w(0) = ©,(0) =0, (3.9)
q(t) = ¢, (t), Vtel[-7,0], ¢,€C,

Entonces, sean q(t, p,, ©,,) ¥y w(t, ¢,, ¥,,) las soluciones de (3.6) correspondientes a
las funciones iniciales ¢, y ¥,

Por otro lado, para definir una solucién del sistema de tipo retardado (3.8) nece-
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sitamos conocer una funcién diferenciable en el intevarlo [—7,0] para ¢(t), entonces

sea

qt)=v (), Vte[-7,0], ¢ el (3.10)

Ademas consideremos que 1) satisface

b=,y 1(0) = gww - (3.11)

y sea q(t, 1)) la correspondiente solucién del sistema (3.8).

Lema 2 q(t, ¢,, ¢,) = q(t,v).

Demostracién. Primeramente mostraremos que q(t,¢,, ¢,,) es solucién del sistema
(3.8). Observemos que dado que la funcién q(t,¢,, ¢,) satisface el sistema (3.6) se
sigue que

4t 4, Pu) = gw(t) —c t >0,

y dado que w(t) es diferenciable, entonces

L () + ¢ (K, (qlt = 7) — qa) + Ka(t —7) +po), £ >0,

i(t: 00 90) = 12
q 7()0(179010 *7_2 m

por lo tanto, se sigue que q(t, ¢, ©,,) satisface el sistema (3.8) para ¢ > 0. Por definicién

¢, coincide con 1. La segunda ecuacién de (3.6) implica que

2,(0) = 4(0) = Zw(0) — ¢ = (0).

T

De lo anterior se sigue que las condiciones iniciales del problema de valor inicial
(3.8)-(3.10) coinciden con las funciones iniciales definidas para la funcién ¢(t, ¢, ¢,,),
usada como solucién de (3.8).

Ahora mostraremos que la funcién ¢(t, ) es solucién del sistema (3.6). Dado que
q(t, 1) estd definida como la solucién de problema de valor inicial (3.8)-(3.10), entonces

q(t, 1) es dos veces diferenciable para t > 0. Definamos la funcién

w(t) = = ((t ) + ). (3.12)

Debido a que ¢(t, ) es dos veces diferenciable para t > 0 entonces w(t) es diferenciable

para t > 0, y por tanto
-

w(t) = it ).
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Sustituyendo en el lado derecho de (3.8) obtenemos que

w(t) = % %—%(Q(t)WLC)Q(Kp(Q(t—T)—qd)+qu'(t—T)+po), ;
i) = 22O 1 (gt — ) - g) + Kad (¢ = 1)+

Por lo tanto, w(t) definida como (3.12) satisface la primera ecuacién de (3.6).

Por otro lado, de (3.12) tenemos que

() = Zu(t) - c,

es decir, ¢(t,1) satisface la segunda ecuacién de (3.6).

Nuevamente, por definicién ¢, coincide con 1. De (3.12) se obtiene la funcién inicial

para w(t), es decir,

lo que implica que

El Lema 2 muestra que bajo la restriccién (3.11) sobre las funciones iniciales, el
sistema de tipo neutro (3.6) es equivalente al sistema de tipo retardado (3.8) como se

propone en [17] y [2], pero sin una justificaciéon formal.

Después del anédlisis anterior sobre las condiciones iniciales, tiene sentido revisar si la
restriccién (3.11) se satisface en un escenario real de redes TCP/AQM. Primeramente,
recordemos que el protocolo de control de transmisién (TCP) consiste en las fases:
inicio lento y prevencion de congestion, y que el sistema (1.1), y por lo tanto el sistema
(3.6), solo modelan la fase de evitacién de congestién. Esto implica que las condiciones

iniciales para el sistema (3.6) estdn definidas durante la fase de inicio lento del TCP.

En [35] se muestra que la dindmica de la longitud de la cola en el enrutador es la

misma en ambas fases del TCP, esto significa que la siguiente ecuacion se satisface

Q(h)=w(-c

donde ¢ denota la variable de tiempo para ambas fases del algoritmo TCP. Lo anterior

implica que la restriccién (3.11) sobre las funciones iniciales siempre se satisface.
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3.3. Transformaciones de escalamiento en tiempo y

estado

Consideremos los siguientes transformaciones:

(Old) 1(Old)
Ly geveny = W) (3.13)
n

t(New) —

Estas transformaciones de tiempo y estado son propuestas en [22] con la finalidad
de simplificar el anilisis de estabilidad de los controladores P-AQM. En este trabajo
también las considereramos y usamos para nuestra investigacién de estabilidad sobre
los controladores PD-AQM. Antes de aplicar estas transformaciones al sistema (3.8)

observemos que de las definiciones (3.13) tenemos que si defimos t(N°%) £ f, (t) entonces:
1. si t =t entonces f; () = 1@ = ¢(New)
2. si t = (t©©9 — 1) entonces fi () = L (O — 1) £ ((New) _7

Primeramente derivamos §(t("**)) con respecto a t(Vew):

GENeW) — (4Ol (%) . (3.14)

Ahora derivamos é(t(N v)) con respecto a t(Vew):

(1)) — 401y (7_2) | (3.15)

n

Por otro lado, observemos que

q(t(Old)) — Cj(t(New))n = q(t(Old) - 7_) _ q(t(New) . 1)71

y
At = () (T) = gt =) = e —1) (Z)
n n
Considerando las expresiones anteriores y sustituyendolas en el sistema (3.8), obten-
emos

2
g(tNe) =1-0.5 (d(t(N””)) + wo) (Kp (ng(t™Ve) —1) — gg) + “—2g(tV — 1) + po) .
T

Con la finalidad de simplificar la notacién usaremos (t(N°*)) = ¢ y entonces consid-

eremos el sistema escalado
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() =1-05 (5(15) + w0>2 (Kp (nd(t — 1) — qa) + @g@ — 1)+ p0> . (3.16)
El tnico punto de equilibrio de (3.16)
g =% (3.17)
Consideremos la siguiente variable de desviacién
y(t) = q(t) — Ge-

Derivando

2
. o L - K .
0= () =1-05 (00) + w0 (K (it = 1) = aa) + 20~ 1) )
Sustituyendo y() y y(t) obtenemos el modelo no lineal

. . 2 n .

§(0) = 1= 0.5 (§(0) +wo)? (nky(t = 1) + ZKag(t=1) +po) . (3.18)

con solucién trivial. A partir de este momento usaremos el sistema (3.18) para investigar
la estabilidad asintética lineal del punto de equilibrio del sistema (1.3) en lazo cerrado
con el controlador tipo PD (3.5).
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Capitulo 4

Analisis de estabilidad lineal

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos del andlisis lineal de este

trabajo de investigacion. Primero, se definen las condiciones para obtener la regién

de estabilidad de la linealizacién del sistema en lazo cerrado. Finalmente, se realiza

un anélisis de las propiedades geométricas de dicha regiéon y su comportamiento ante

variaciones en los principales pardmetros de red.

4.1. Region de estabilidad

En esta seccion utilizaremos las técnicas para estudiar la estabilidad lineal del sis-

tema (3.18), presentadas en los preliminares.

Para obtener la linealizacién del sistema alrededor del origen calculamos

0jji(t _ 2
(1) | 0.0 TC’
.. 2
(Aa.aﬂ = _dev
Yt = 1) {00 2n
o5t)| - _
ay(t) (0,0) ’
. 2
o) | _ o
Iyt —1) |0 2n

El modelo lineal alrededor del equilibrio (3.17) es

it = - 225(0) - ((2—73) Kot - 1) - (5

n
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La funcién caracteristica asociada al sistema (4.1) es

2n 12 re)?
f(S) = 82 + %S + %dee_s + (27’3 er_s. (42)

Como ya se presenté en la seccién de preliminares, el sistema (4.1) es exponen-
cialmente estable si y sélo si la funcién caracteristica (4.2) no tiene ceros con parte
real no negativa. El siguiente resultado proporciona la caracterizacion completa de las
ganancias del controlador (K, K,) para las cuales el sistema (4.1) es exponencialmente

estable.

Proposicién 2 Dados (n,7,c), el sistema (4.1) es exponencialmente estable si y sdlo
st las ganancias I, y Kq del controlador (3.5) pertenecen a Ty, -, véase Fig 4.1, cuya

frontera estd definida como

M mre = {(Kp(w,n,7,¢), Kylw,n,7,¢)):we(0,0)}U (4.3)
{(Kpa Kd) : Kp =0, Kq € [Kd(ov n,T, C)? Kd<@a n,T, C)]} )

donde
2 2
K,(w,n,7,c) = n2 (—nw sin(w) + w? cos(w)) , (4.4)
(7‘@) TC
Kuw,nm) = 2 (wsin(w) - 2 cos(w) (1.5
aw,n,7,¢) = —5 |wsin(w) = ——cos(w) | , :
y w es solucion de la ecuacion:
—% — tan(w), (4.6)

para w € (%,ﬂ') .

Demostraciéon. Primeramente, observemos que como n,7,c¢ > 0 entonces s = 0 es un
cero de f (s) siy sélo si K, = 0. A continuacién aplicaremos el método D-particiones.

Supongamos que (4.2) tiene un cero imaginario puro s = iw # 0, i.e.,

2n Tc? : (r¢)? .
ot () — ) Ky (iw) e + [ 2 | Kye ™) = 0.
w+ (TC) (iw) + (Zn) 4 (iw) e + o €

Mediante el uso de la férmula de Euler e=* = cos (w) — i sin (w) tenemos
—w? + Kgbwsin (w) + Kyccos (w) + i (Kgbw cos (w) + aw — Kycsin (w)) =0,  (4.7)

20



cona=(2),b= (TZ—C:) yc= ((7222>
Separando la parte real e imaginaria de la ecuacién (4.7) obtenemos el sistema de

ecuaciones

—w? + Kgbwsin (w) + Kyccos (w) = 0,
Kgbw cos (w) + aw — Kpesin (w) = 0.

Resolviendo para K, y K,, obtenemos la parametrizacién (4.4)-(4.5). La parame-
trizacién (4.4) y (4.5) define una curva continua en el espacio de las ganancias (K, K )
del controlador, cuando w varfa de 0 a co. La curva y el eje de coordenadas K, dividen
el plano en un conjunto infinito (contable) de regiones abiertas 2;, j = 1,2, ..., véase
Fig. 4.2, donde se muestran las primeras 5 regiones €2;. Cada una de estas regiones (};
tiene la propiedad que para cada pareja (K, K;) € €, la funcién f (s) tiene el mismo
nimero de ceros con parte real positiva. Esta propiedad se sigue de la continuidad de
los ceros de f (s) con respecto a K, y Ky, la cual implica que para aumentar o disminuir
dicho mimero de raices con parte real positiva, la curva o el eje K; deben ser intersec-
tadas por cualquier camino continuo que va desde la regién (K9, Kq) € €2; hacia la
region (K1, Ka1) € Q4.

Para determinar explicitamente las regiones €2;, j = 1,2, ..., se necesita calcular las
intersecciones de la curva con el eje K; . Estas intersecciones se pueden determinar
calculando la solucién para w de la ecuacién K, (w) = 0, donde K, (w) estd dada por

la parametrizacién (4.4). Observemos que K, (w) = 0 implica que

2 ((Q_n) wsin (w) + w” cos (w)) =0,

(7’0)2 TC

de donde se obtiene la ecuacién (4.6). Lo anterior implica que K, (w) = 0 tiene solucién
en w = 0 y las soluciones de la ecuacién (4.6). Dado que la ecuacion (4.6) es transcen-

dental se puede buscar una solucién numérica. Estas soluciones pueden ser obtenidas

_ wTC
2n

satisfacen si y sélo sf w € ((2/<; +1) 3, (2k+2) g) , k=0,1,..., se sigue que la ecuacién

usando las gréficas de las funciones tan (w) y Dado que —%5™¢ < 0y tan (w) < 0 se

(4.6) tiene un nmimero infinito de soluciones wy, k = 0, 1, ..., las cuales satisfacen

oy € ((2k+1)g,(2k+2) g) k=0,1,...

Las fronteras de cada una de las regiones €2;, j = 1,2,..., se pueden determinar

explicitamente con los segmentos de la curva (4.4)-(4.5) determinados por estas wy, k =
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0,1,..., y el eje K.

Usando el criterio de Mikhailov se puede mostrar que para toda pareja (K, K;)
dentro de la regién ), cuya frontera estd dada por la curva (4.4)-(4.5) en el intervalo
w € (0,w9) vy el segmento [K,4 (0), K4 (wo)] del eje coordenado Ky, la funcién no tiene

ceros con partes reales no negativos, con lo cual se termina la demostraciéon. m

Figura 4.1: Regién de estabilidad I, - ).

La Proposicién 2 define las condiciones necesarias y suficientes de estabilidad
exponencial para el sistema (4.1), en contraparte de los resultados actuales que sélo
proporcionan condiciones suficientes. Desde la perspectiva de control, la regién I'¢, ; o)
es el conjunto completo de controladores PD que estabilizan exponencialmente el sis-
tema (4.1). Con el conjunto I'(, ;) el trabajo de disefio se focaliza en la bisqueda de
los controladores que mejor satisfagan las necesidades de control requeridas por los
disenadores. Lo anterior se debe a que la regién de estabilidad I', ;) estd definida
en el espacio de las ganancias del controlador. Es importante observar que la parame-
trizacién (4.4)-(4.5) coincide con la parametrizacién obtenida en [28], y por lo tanto,
también coincide la forma de las regiones de estabilidad.

Por otro lado, en [22] se definen las condiciones necesarias y suficientes de estabilidad
exponencial para los controladores P-AQM. Un controlador P-AQM se puede obtener
a partir del controlador PD-AQM si en (3.5) tenemos K; = 0. Si consideramos esta

suposicion en la Proposiciéon 2 se obtiene el siguiente resultado.
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Kp

Figura 4.2: Primeras 5 regiones que particionan el espacio de ganancias (K, Kg) .

Corolario 3 Dados los pardmetros de red (n,7,c), el sistema lineal (4.1) con Kz =0

es exponencialmente estable si y sdlo st

An?  ©

(7¢)? sin(w)’

0<K,<

donde & es la solucion de la ecuacion

tan(w) = , (4.8)

para w € (0, E) )

Demostracién. De la parametrizacion (4.4) y (4.5) se sigue que Ky(w,n.7,c) = 0 si

y sélo si la ecuacién (4.8) se satisface. Esta ecuacién transcendental tiene una tnica

™

solucién @w en el intervalo (0, 5), véase Fig. 4.3. Lo anterior implica que

Ko(@nr,c) = 21 <w sin(@) — 2" cos(@)) —0

TC2 TC
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Por otro lado, para este W también existe

K, (0,n.1,c) = %% <si1r12 (@) + (%) cos (W) @sin ((D)) , (4.9)

y tomando en cuenta que de (4.9) se obtiene @ sin (@) = cos (@) (22) , entonces

=~

3
o

&

=
—~
&
S—
Il
w
—
N—

o .

Se sigue que una condicién necesaria y suficiente para la estabilidad exponencial del
sistema (4.1), con K4y =0, es 0 < Kp < K,(©,n.7,¢) con lo cual se termina la prueba.
]

El Corolario 3 coincide con el resultado del Teorema 1 de [22]. Por lo tanto, la

Proposicion 2 generaliza los resultados de la estabilidad exponencial presentados en

[22].

4.2. Propiedades geométricas de la regién de esta-
bilidad

En esta seccién vamos a presentar las propiedades de la region de estabilidad que
permiten estudiar la estabilidad robusta de los controladores PD, presentada en la
secci6n 5. Con el objetivo de simplificar la notacién definamos p = (n, 7, ¢), para escribir

Kp(w,n,7,¢), Kg(w,n,7,¢) y L'nre) como Kp(w, p), Ka(w,p) y T'y, respectivamente.

Lema 3 La funcion continua Ki(w, p) satisface:

1) Kq(w,p) <0 en el intervalo w € [0,0),

Ki(w,p) =0 paraw =@

<

Kq(w,p) >0 conw € (0,0].

2) Kq(w,p) es estrictamente creciente para w en el intervalo (0,@) .
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Demostracion.

1) De la prueba del Corolario 3 tenemos que

Ky(@, p) =0 para @ € <0, g) :

Por otro lado, de la Fig. 4.3 se sigue que

y como cos(w) > 0 para este mismo intervalo, se sigue que

Ky(w,p) < 0,Yw € [0,®).

También de la Fig. 4.3 se tiene que

2
—ncos(w) <wsin(w), Yw € ([u, E) ,
TC 2

y como cos(w) > 0, se concluye que

Ky(w,p) >0, Yw € (LD, g) )

Ahora, para w € (g,@) se tiene ge sin(w) > 0 y cos(w) < 0, por lo tanto, de la

expresion (4.5) se sigue que

Ki(w,p) >0, Yw € (g,w> )

Finalmente, es claro que Ky4(75,p) > 0 con lo que se termina la prueba.

2) Calculamos la derivada

% (Kq(w, p)) = <2n> <w cos(w) + 27 i (w) + Sin(w)) :

T2 TC

Definamos 5
m(w, p) = wcos(w) + il sin(w). (4.10)
TC
Observemos que m(%,p) = 22 > 0.

TC
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Para w # 7, reescribamos m(w, p) como

Los siguientes hechos se satisfacen:

Cuando w € (0, %) se cumple que cos(w) > 0 y tan(w) > 0 lo que implica

m(w, p) > 0 para w € (0, g) : (4.11)

Cuando w € (g,@) , de la Fig. 4.4 se sigue tan(w) < —52, y como cos(w) < 0 se
tiene

(2_n> sin(w) > —w cos(w) > 0,

TC

por lo tanto, de la expresién (4.10) se concluye que
™ _
m(w, p) > 0 para w € <§,w> . (4.12)

Tomando en cuenta (4.11), (4.12) y el hecho que sin(w) > 0, V w € (0,w), se

concluye que % (K4(w, py)) > 0 paraw € (0,w), con lo que se concluye la prueba.

Lema 4 La funcion continua K,(w, p) satisface:
1) Kp(w,p) >0, Vw € (0,w).

2) K,(w,p) tiene un mdzimo local en w,, € (0,w), donde w,, es la solucion de la

ecuacion o
(; + 2) w

r=2)

TC

= tan (w), Yw € (©,0). (4.13)

Demostracion.
1) Para este punto observemos que K,(w, p) se puede reescribir como

2nw

Ky(w, p) = sm(w),

(T¢)

donde m(w) se define en (4.10). Como m(w) > 0, Yw € (0,w) se tiene que
K,(w,p) > 0,Yw € (0,@) .
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[ 1
2n,
(Tocp)w
2n
(to)w

—  tan(w)

g

!
. 5

Figura 4.3: Solucién numérica para (4.8) con pardmetros de red (n,7,¢) y (ng, 7o, Co)
satisfaciendo (4.14).

2) Calculamos la derivada

) = 2 (2 4 2) woosw) + (22 =) sne) )

(7—@)2 TC TC

Observemos que - (K,(w, p)) # 0 para w? = 2% y cos(w) = 0, por lo tanto, la

expresion anterior se puede escribir como

o () = 20 (= 22 ) conl) () — tan).

(7'6)2 TC
con " :(%—1—2)0.1
Wy

De la nueva expresion se oberva que - (K,(w, p)) = 0 s y s6lo sf n(w) = tan(w).
El comportamiento de la funcién n(w) se muestra en la Fig. 4.5, de donde se
sigue que la ecuacién n(w) = tan(w) tiene un nimero infinito de soluciones. Sin
embargo, a nosotros nos interesa estudiar la primera solucién, es decir, la solucién

que se encuentra en el intervalo (0,) .

Primeramente observemos que n(w) no estd definida en w = 1/=2. Por otro lado,
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observemos que
TC . . 2n s
wo = — > 1 implica que —S\/§<—,
n TC 2

por lo tanto, existe una soluacién w,, € (\ =3 %) para la ecuacién n(w) = tan(w).

De la Fig. 4.5 se tiene que

a) para w € (w / i—’;,wm> se tiene que n(w) > tan(w).

™

b) para w € (wy, 3) se tiene que n(w) < tan(w).

Del punto a) se concluye que

d 2n
0 (Kp(w, p)) > 0 cuando w € (\/ ;,wm> ,

y del punto b) se tiene que

d m
dw (Kp(w,p)) <0 cuando w € (wm, 5) .

De todo lo anterior se concluye que K,(w, p) tiene un méximo local en wy,.

Ahora vamos a mostrar el hecho que w,, € (&, ). Claramente, w,, < @ dado que
W € (%, 7T) )

Para mostrar que w,, > @ supongamos que w,, < @. Debido a que tan(w) es una

funcién estrictamente creciente de w entonces

tan(w,,) < tan(®).

Observemos que dado que 3—2 > () entonces la desigualdad

(42w _ 2wy, 2

n(wm) = ( _2_n) > =

w? Win

Por otro lado, de wg = ¢ > 1 implica que 2 > 2, y por lo tanto,




De lo anterior se sigue que

& < n(wp) = tan(wy,) < tan(w) = (TQC?;@

La desigualdad % < % implica que w,, > @ lo cual contradice la supusicién que

wmy, < w, la contradicciéon muestra lo que se queria.

____________ _ (G c)o .
2n S

_(to)w
2n

tan(w)

Figura 4.4: Solucién numérica para (4.6), con pardmetros de red (n,7,¢) y (ng, o, o)
satisfaciendo (4.14).

Observacion 2 La region de estabilidad es convera. De la parametrizacion (4.4) y
(4.5) tenemos

2 2 2
n il ;iw cos(w)Ky(w, p)| -
n

) = ) e

De las propiedades de las funciones K,(w,p) y Kq(w, p) definidas en los Lemas 3 y 4

se sigue que la region de estabilidad I', es un conjunto convezo.

Las propiedades anteriores nos proporcionan el comportamiento de la parametrizacion
(4.4) y (4.5), y por tanto, el comportamiento de la region de estabilidad I', como funcién

de w.
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—————— ny(e,p0) BN N
— - n(wp) )
—  tan(w)

T
Wmo Wm 7

Figura 4.5: Solucién numérica para (4.13) con pardmetros de red (n,7,¢) y (no, 7o, ¢o)
satisfaciendo (4.14).

Ahora nos interesa estudiar algunas de las propiedades de I', con respecto a las
variaciones de los pardmetros de red, es decir, el comportamiento de I', como funcién
de (n,,c). Para ello, consideremos 2 conjuntos de pardmetros: p = (n,7,¢) y p, =

(ng, To, ¢o) satisfaciendo la siguiente condicion:
n>ng,7T<7oyc<cp. (4.14)

Sean Wy, wme y Wo las soluciones de las ecuaciones (4.6), (4.8), y (4.13) correspon-
dientes a los pardmetros p,, respectivamente. De forma similar, sean @, w,, y @ las
soluciones de las ecuaciones (4.6), (4.8), y (4.13) correspondientes a los pardmetros p,

respectivamente.

Observacién 3 Para los pardmetros de red p y p, satisfaciendo (4.14) las siguientes

desigualdades se matienen:
(:}0 S (;), Wmo S Wm Y Wo S w. (415)
El resultado se puede comprobar graficando las funciones (4.6), (4.8), y (4.13) para los

pardmetros p, y p, satisfaciendo (4.6), véase las figuras 4.3, 4.4 y 4.5.
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Lema 5 Dados los pardmetros p y p, satisfaciendo (4.14) se tienen los siguientes he-

chos:
1) Kq(w,p) < Kg(w, py) < 0,Vw € [0, 0] .
2) 0 < Ky(w, py) < Kg(w, p),Vw € (@g, o) -
3) 0 < Kp(w, py) < Kp(w, p),Vw € (0,&0) .
Demostracion.
1) De la informacién del Lema 3 y @y < @ se sigue que
Ki(w, py) <0y Ky(w, p) <0 para w € (0, .

Lo anterior implica que,

2 2
wsin (w) — ?nc(; cos(w) < 0y wsin (w) — T—TCL cos(w) < 0.

De la condicién (4.14) se tiene que

y tomando en cuenta que cos(w) > 0 para w € (0,dg] tenemos que

2n 2n9 2n 2n

0> 218 (lsin ()~ 2% con)) = 21 (woin )~ 2 eose)) w0 (0.0,

ToChH ToCo TC TC

por lo tanto
Kq(w, p) < Kq(w, py) <0,Vw € (0,w).

2) De la informacién del Lema 3, &y < @y @y < @ se sigue que

Kq(w,pg) >0y K4(w, p) > 0 para w € (@o,w).

Lo que implica que

2 2
Kay(w,py) > 0= wsin(w) — o cos(w) > 0 = wsin (w) > <o cos(w)
ToCo ToCo
: 2n , 2n
Kq(w,p) > 0= wsin(w) — — cos(w) > 0 = wsin (w) > — cos(w)
TC TC
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Considerando lo anterior y la desigualdad - < =
0Co TC

27’L0 2”0

; _ 29 > i - >0
wsin (w) E— cos(w) wsin (w) — cos(w)
2n . 2n 2710 . 2710 - _
) (w sin (w) — — cos(w)) > P (w sin (w) — P Cos(w)) > 0,w € (@, Wy,

se concluye que
Ka(w, p) > Ka(w, py) > 0,Yw € (@9, @] -

3) Del Lema 4 tenemos que

2now 2nw
Ky(w, py) = mm(wmo) y Kp(w, p) = (777”(607/)),
0¢0

donde m(w, py) y m(w, p) estd definida por (4.10) correspondientes a los pardmet-

ros py y p, respectivamente.

También, del Lema 4 y del hecho que wy < @ se sigue que

2 2
wcos(w) + <o sin(w). > 0 y wcos(w) + = sin(w). > 0, Yw € (0,a0) .
ToCo TC

™

2,@0), entonces de las de-

Por otro lado, observemos que cos(w) < 0, para (
sigualades anteriores se sigue que
2710

2
— sin(w). > wcos(w) >0y il sin(w). > (wcos(w) > 0, Vw € (E,@O) :
ToCo TC 2

o < 2 podemos calcular:
T0oCO TC

Dado que sin(w) > 0 para w € (0,@p) y

a) Para w € (0, %)

2n

2n0 (wcos<w>+ﬁsm<w>-> < = (wc08<w>+2—nsm<“))

ToCo ToCo TC TC
KP<W’ pO) S Kp(wu p)

AN

b) Para w € (Z, o)

2y (w cos(e) %Sin(w)) 2n (w cos(w) + 2—nsin(w))

ToCo ToCo
KP(W’ pO) S Kp(wa p)

IN
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c) Paraw =7

T 2n 2n 2n (2n T
Kp(ga/)()) — <—O> < — <—> = Kp(i,p)

ToCo ToCo TC TC

De los tres puntos anteriores se concluye que K,(w,p) > K,(w,p,) para todo

w € (0,wp) como se querfa mostrar.

El siguiente resultado define el comportamiento de las regiones de estabilidad I,
y I', cuando los pardmetros varfan segtn la condicién (4.14). Este resultado es funda-

mental para el estudio de estabilidad robusta presentada mds adelante.

Proposicién 3 Dados los pardametros de red p, y p satisfaciendo (4.14) se satisface la
siguiente propiedad:
cr,. (4.16)

Demostracién. Obviamente I', = I', cuando p, = p. Note que con el objetivo de
mostrar el caso general no trivial basta con mostrar que la propiedad de contencién
de la regién de estabilidad se mantiene para algunos pardametros p; = (ny,71,¢1) que
satisfacen las condiciones (4.14), dado que podemos usar un procedimiento recursivo si
redefinimos los pardmetros como n; = ng, 71 = 79 y ¢1 = Co.

Sea (Kpo, Kq0) € T'),. De la convexidad de I, existen wy € (0, wimo) ¥ w2 € (Wino, @o)

tales que

Kypo = Ky(w1, pg) = Kp(wz, po) y Ka(wi, po) < Kao < Ka(wz, po)- (4.17)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Wy < © < W1 ¥ Wio < Wy < wo dado
que podemos elegir los pardmetros p, satisfaciendo (4.14) tales que las desigualdades
anteriores se mantienen.

Ahora observemos el punto (K (w1, py), Ka(w1, py)) € OT,,. Considerando las propiedades
de las funciones K, (w1, p) y Ka(wi, p con respecto a las variaciones en los pardmetros,

se tienen los dos siguientes casos:
1) wy € (0,&) . De la informacién del Lema 5 tenemos que

0< Kp(wlapo) < Kp<w17p1> y Kd(wlapl) < Kd(wlapO) <0.
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Las desigualdades anteriores y los hechos que Kjy(w,p;) es creciente para w €
(0,w0) ¥y Kp(w,py) es creciente para w € (0,w;) C (0,w) impican que existen

ws < wi tal que

Ka(w, py) es creciente para w € (0,&0) = Ku(ws, py) < Kalwi, pr) < Ka(eor, po) <
0

K,(w, p;) es creciente para w € (0,w;) C (0,0) = 0 < Kj,(w1, py) < Kp(ws, pp) <
Kp(wlapl)

es decir,

Kp(wlapo) = Kp(w37p1) y Kd(w?wpl) < Kd(“hﬂo)

2) wy € (Do, wmo) . Para este caso, del Lema 5 tenemos que
0 < Kp(wi, py) < Kp(wi, py) v 0 < Kg(wi, py) < Kaq(wi, py)-
Dado que Ky(w, p;) es creciente para w € (0,wq) entonces existe wy < w; tal que
0 < Ky(wa, p1) < Ka(wr, p1)

y de 0 < Ky(wi, py) < Kg(wi,p1) = 0 < Kg(wr, py) < Kp(wa, py) < Ka(wi, py),

es decir,
Ka(w1, po) = Kalwa, py)-

Por otro lado, dado que K,(w, p;) es creciente para w € (0,w;) entonces existe
ws < w1 tal que
Kp(ws, pr) < Kp(wi, py)

yde 0 < Kp(wlapo) < Kp(“bﬂl) = 0< Kp(wlapo) < Kp(w5,p1) < Kp(wlapl)v

podemos suponer que
Kp(wla%) = Kp(“’&ﬂl)‘

La continuidad y el comportamiento creciente de K,(w, p;) y Ka(w, p;) en el intervalo
(0,w;) impica que wy < wy.
Por lo tanto, tenemos que existe wy < wy tal que

Kp(wla Po) = Kp<w57pl) y Kd(w57 pl) < Kd(wb pO)

64



De todo el anilisis anterior y la desigualdad (4.17) se sigue que existe wll < wi,

donde wll puede ser w3 0 wy en cada uno de los casos, tal que
Kpo = Kp(Wy, p1) y Ka(wy, p1) < Kao. (4.18)
Ahora estudiemos el punto (K, (w2, py), Ki(wa, py)) € OI'),. Del Lema 5 tenemos
0 < Kp(wa, py) < Kp(wa, p1) y 0 < Ka(wa, py) < Ka(wa, py).

De las desigualdades anteriores y del hecho que K,(w,p;) es decreciente para w €

(we, o) , dado que wy > w,,, se satisface que
Kp(wm, p1) > Kp(wa, py),
y como K,4(w, p;) es creciente para w € (ws, W) ,entonces
Ky(@o, p1) > Ka(wa, py)-

. . . !
De lo anterior se sigue que existe w, > ws tal que

Kp<wm7p1) Z Kp(wl27p1) >Kp(w27p1)a
Kq(@o,p1) > Kalwy, py) > Ka(ws, py).

es decir,

Ky (wa, pg) = Kp(ws, p1) ¥ Ka(ws, py) < Ka(ws, py).

De las desigualdades (4.17) se sigue que

Kp(w2, po) = Kp(w;,pl) y Kap < Kd(“;apﬂ- (4.19)

Finalmente, de (4.18) y (4.19) se concluye que

KPO - KP<W/27p1> - Kp(wllvpl) y Kd<wllvp1> < KdU < Kd<w/27p1)

lo que implica que (K, Kq) € I'y, vy, por lo tanto, I', C I, lo cual termina la prueba.

Una representacion grafica de la propiedad de contencién (4.16) se presenta en la
Fig. 4.6.
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F(no.‘l'o.co)

Figura 4.6: Regiones de estabilidas con pardmetros de red (n,7,c) y (no, 7o, ¢y) satisfa-
ciendo (4.14).

Para interpretar este resultado en el contexto de variaciones en los pardmetros del
sistema, considere lo siguiente. Dados los parametros de red (n, 7, ¢) calculamos la regién
de estabilidad I',, donde el controlador PD; estabiliza asintéticamente el sistema (4.1),
véase la Fig. 4.6. Ahora supongamos que los pardmetros del sistema varian, es decir, los
valores de (n, 7, ¢) ahora son (ng, 7o, ¢g) satisfaciendo (4.14). Para estos pardmetros ex-
iste una nueva regién de estabilidad I', . Dado que para estos nuevos valores (ng, 7o, ¢o)
el controlador se encuentra fuera de la regién de estabilidad I',  se sigue que el sis-
tema (4.1) es inestable. Por otro lado, en las siguientes secciones se presenta como la
propiedad de contencién (4.16) nos permite disenar controladores que soportan cierto

tipo de variaciones en los parametros del sistema.
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Capitulo 5
Analisis de estabilidad no lineal

En este capitulo se presenta el andlisis de estabilidad no lineal local de los equilibrios
realizado en esta tesis doctoral. Este andlisis se realiza usando el enfoque de funcionales

Lyapunov-Krasovskii.

5.1. Condiciones suficientes de estabillidad

El sistema no lineal (3.18) de tipo retardado se puede escribir como:

i(t) = —0.5[(57(t) + 2wey(t)) (Kiy(t — 1) + Kag(t — 1) + po)]
—0.5wg (Kyy(t — 1) + Kyy(t — 1)), (5.1)

donde Ky =nkK, y Ky = 2 Ky.

En la seccién de preliminares se presentan las definiciones y teoremas del enfoque
Lyapunov-Krasovskii que son necesarios para estudiar la estabilidad del sistema no
lineal (5.1).

Suponiendo el instante de tiempo inicial o = 0, para una solucién y(t, ¢) definamos

el estado natural del sistema (5.1) como

ye(p) =yt +0,0), 0 € [-1,0],

donde () € C* ([-1,0],R), V¢ > 0.

Lo anterior implica que necesitamos una funcional de Lyapunov-Krasovskii

(e(2), 9e(9)) = v (e(0), e (0)) -
Por lo tanto, la funcional debe ser definida para el vector (p, @) que pertenece a
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C ([-1,0],IR?), el espacio de Banach de las funciones continuas que mapean el intervalo

[—1,0] a R? equipado con la norma

(e, @)l = sup [[(¢(0), 2 @)

0e[—1,0]

Teorema 9 La solucion cero del sistema (5.1) es localmente asintdticamente estable si
K,, K; > 0 satisfacen

1 2n?
K,+-K; < —=. 5.2
El conjunto
U:={(p,0): (0, o) <o yvle, @) <mo’}, (5.3)
o , wanp o 2 . .
donde y; = min {%, 1} yo = (1K) wo > 0, es un estimado de la region

de atraccion.

Demostracién. Consideremos la siguiente funcional candidata Lyapunov-Krasovskii :

2 2 0 0
wpg) = BP0+ )+ [ [ € asap
2K 0
el L3 (54)

donde Ky =nK, y Ky = 2Ky.
Primeramente, tenemos que corroborar que la funcional v(y, ¢) es definida positiva.
Es claro que
v(04,05,) = 0.

Observemos que
2

1R 2(0) + ¢ (0).

. w
v(p, @) >

. iK
Sea vy, = min {w°2 L 1¢ entonces

(e, 2) = 7 || (£%(0),¢* ()|

Por otro lado,

p*(§) < sup @* (&), V¢ € [-1,0],
¢e[-1,0]
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y asi

Observemos que

y por lo tanto,

. wiK wiK wiK .
v(e, @) < =% lgs[ulfo}w?(é)Jr(H 0140 2> sup 92 () .
el—1,

2 2 2
wi K1 wi K1 wg Ko
1+ +

5 } , entonces

Sea v, = min {
. NI
v(e, @) <7 || (% @), -
De todo el andlisis anterior se tiene que la funcional v(y, ¢) satisface

1 1 (0), ODI* < v, @) <7 M@ D

Calculamos la derivada de la funcional (5.4) a lo largo de las soluciones (y;(¢), 9:(¢))
del sistema (5.1):

Colin) = wdKg(r) (w(t) — ylt — 1) ~ ud Kot — 1)
20 (900) + 2u0) Kyt — 1) + Kot 1) + o)
FI0 (5 4 1) () - 2 /1 Pt +0)dg — U252 1),

La derivada anterior se puede reescribir como

d

0 ) = wg (Ka+ K) 7(6) = 9°(1) (9(1) + 2wo) (Kay(t — 1) + Kaj(t = 1) + po)

(5,
S (0) (9(1) — it — 1)) — a1t~ 1)
S (P04 [ o) < R R0 P ).

Ahora observemos que

K0 00—yl — ) < B (20 + [ g2+ o).

-1
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405 (520) + 2t~ 1)).

wh Koy (t)j(t — 1) <

De lo anterior se sigue
0

WK () (1) — y(t — 1)) (y?@) s [ pes ewe) <0,

wiohs (2(t) + 9*(t = 1)) — wyKay(t)y(t — 1) < 0.

2
Asi, podemos definir una cota superior para la derivada a lo largo de las soluciones:
d . .
W) < wy (K1 + K2) 9°(t) (5.5)
—52(t) (9(t) + 2wo) (Kyy(t — 1) + Kay(t — 1) + po) ,

Observemos que de la definicién y(t) = cj(t) = w(t) — wy y del hecho que w(t) > 0
se sigue que y(t) > —wyp y, por lo tanto

y(t) 4 2wg > 2wy — wy = wy > 0,

Por otro lado, de la condicién (5.2) tenemos que

2
-3 > Kl—l—Kg,
Wy

Po
P > 0
(K, + Ka) © ’

o=¢—wy >0,

_ 2 _ Po
donde ¢ = ARTE) — Ttk

Si para algin ¢ > 0 tenemos que (v, ¥:) € U entonces||(ye, )| < 0.

Por otro lado,
[y (@ =1),5 =) < (ye gl
y como o < ¢ se sigue que
. Po
t—1),y(t—1 <
=05 =D < Gt
Po

Y-+ t—-1) < K1+ o)
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y por lo tanto

DPo
(K1 + Ky)

Po

v (t—1) < —(K1+K2).

y $?(t—1)<
De lo anterior tenemos
— () (§(t) + 2wo) (K1y(t — 1) + Kay(t — 1) + po) <

— wog” (t) (Kuy(t — 1) + Kay(t — 1) +po)

y usando en (5.5) tenemos

d . .
Ev(yt, Ue) < =y, Ut),

donde

e, 9e) = [woy”(t) [Kay(t — 1) + Koyt — 1) + po — wo (K1 + K>)]]
= [w0y2(t) Ky (y(t —1) —wo) + Ko (9(t — 1) — wy) +p0H )

que se mantiene cuando (y;, ;) € U. Dado que

e, )l < o= 1[Iy (t=1), 9 (=1 <<,

entonces
Do

ly(t =D+ [yt - 1)| < K1+ )

— Wo,

de donde tenemos

Po — Kly(t — 1) — Kgy(t — 1) — Wy (Kl + KQ) > 0,
Ki(y(t —1) —wo) + Ko (y(t — 1) —wo) +po > 0,

y por lo tanto,

77(,%7 yt) 2 07

lo cual implica que
d

%U(yﬁyt) S _n(yﬁyt)? S 07

con lo cual se concluye que si (y;, 9;) € U entonces v(y;, 3;) s no creciente con respecto

de t.

Ahora vamos a mostrar que si una solucién (y;, ;) € U entonces (y;,¥;) permanece

dentro de U para todo t > 0, es decir, U es un conjunto postivamente invariante con
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respecto al sistema (5.1).

Sea una funcién inicial (¢, @) tal que

1. @), <oy v(p, @) <y,0%

Para esta funcién inicial se tiene que

d
— ) <0
dtv (ytayt) o = Y

y por lo tanto, se sigue que existe to € (0,1) tal que

v (ytayt> S 1)(907 @)7 vt € [OatO) .

De lo anterior y de las desigualdades

Y@ @), 5 )P <oy ge) v ole, @) <7107,

se sigue que
1y (8), 5 (W)l <o, vt €[0,t).

Por otro lado,

Iy (&), 5 O =l @), @ @) <o, vt e[-1,0], (5.7)

y asi
| (ye, ve)|l, < o, Vt € [0,0) .

Ahora supongamos que (y;,3;) no pertenece a U para todo t > 0, entonces existe

ti > to tal que [[(y (¢).9 ()| < o para todo ¢t € [0,t1) ¥y [[(y(),9(?))| = 0. La
continuidad de las soluciones y, por tanto de %v(yt, ), implica que

d

_U(yhyt) S 07
dt tty

y las desigualdades
Yl (), g ) < 0 (g, 90,) < v, ) < 7107,

se sigue que
[y (t1), 9 ()|l <o
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La contradiccién muestra que (y;,9;) pertenece a U para todo ¢ > 0 y cualquier
funcion inicial (p, @) € U.
Hasta el momento hemos mostrado que:
i) U es un conjunto positivamente invariante con respecto a (5.1).

i1) v es una funcional de Lyapunov en U.

Para satisfacer la condicién de estabilidad asintética vamos a mostrar que para una
funcién inicial (@, ¢) € U, la correspondiente solucién y (t) converge asintéticamente a
cero cuando t — oo.

Debido a que ||(y (¢),y (t))|| < o para todo t > 0 entonces y (t) y ¢ (t) son uni-
formemente acotadas para t > 0, lo cual implica que 7(y;, ;) también estd acotada
uniformemente para todo ¢t > 0 .

Por otro lado, de (5.6) se sigue que

o(0, %) — v(gn, 3t) > / 0y, Ge)dé > 0,

Dado que v(y;, 3;) es no creciente y acotado por abajo por cero, entonces converge

cuando t — o0, y por lo tanto,

t
tlgn/ (e, Ye ) dE,
> Jo

existe y es finito. Utilizando el lema de Barbalat se puede concluir que

t
tlgn/ (e, Ye)d€ = 0.
> Jo

La continuidad de la funcién 7(y;, ;) implica que (y;, ;) converge al conjunto in-
variante més grande de (5.1) donde 7(y;, ;) = 0.

Tomando en cuenta que
Kyy(t —1) + Kay(t — 1) + po — wo (K1 + K3) > 0,

se sigue que 7(y, ;) = 0 si y sélo si ¢, = 0 para todo ¢ > 0, lo cual implica que
y; = a para todo t > 0, donde a es una constante.

De la ecuacién (5.1)

i) = —0.5[(57(t) + 2woy(t)) (Kiy(t — 1) + Kay(t — 1) + po)]
—0.5wg (Kyy(t — 1) 4+ Kyt — 1)),
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se sigue que la tnica solucién constante es la trivial. Todo lo anterior implica la esta-

bilidad asintética, y por lo tanto, U es un estimado de la regién de atraccién. m

5.2. Region de atraccién y region de estabilidad

El estimado de la regién de atraccién U es complicado de calcular debido que involu-
cra a la funcional v (y;, 9;) dada por (5.4). Usando las cotas inferior y superior para la

funcional es posible obtener un estimado m&s conveniente para la regién de atraccion,

vim{(e.0): 1.l < \ga} cu. (53)

Como V C U entonces V también es un estimado de la regién de atraccién. El

definido como

conjunto V es més facil de calcuar numéricamente comparado con el conjunto U, dado
que la cota no involucra la funcional (5.4) y se puede calcular directamente. Sin embargo,

dado que V C U es claro que V es un estimado més conservador.

Observacién 4 La funcional (5.4) se obtiene agregando un término integral a la fun-
cional propuesta en [22] y utilizada para el andlisis de controladores P. Como consecuen-
cia, st Kg =0, es decir, cuando consideramos el controlador P, entonces la condicion
de estabilidad (5.2) se reduce a la condicion obtenida en el Teorema 2 de [22]. Por lo
tanto, el Teorema 9 generaliza el Teorema 2 de [22] para los controladores P-AQM,
al caso de los controladores PD-AQM.

Observacién 5 La condicion de estabilidad no lineal (5.2) define una region en el

espacio de las ganancias del controlador (K,, K4) la cudl estd determinada por la linea

y sus intersecciones con los ejes coordenados:

recta

2n?

ot = (022 0 = (25.0).

Para comparar estd region de estabilidad con la region de estabilidad completa I, 7 ),

observemos las intersecciones de Ol'(, oy con los ejes:

(Kp (@), Kq (@) y (K (@), Ka (@),
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donde K, (w) = 0, K4 (©) = 0 mientras que K, (©) y Kq (&) estdn definidos por (4.4) y
(4-9).

Por un lado, del Lema 3 tenemos que la funcion K4(w) es estrictamente creciente
para w € (0,0) yw € (%,’N) por lo que

7T_2n

Ki(y) =15 (3) < Kal@)

. TC 2 2n? nm . .
se satisface. Dado que == > 1 > = entonces 55 < %, lo que implica que

2n?
i1= 33 < Ka(@)
Por otro lado, considerando que K, (v) = %% y como % > 1 se sigue
4n? 2n?
K,(w) > > = .
p( ) (TC)3 (TC)3 P2

Como consecuencia, la region proporcionada por la condicion de estabilidad no lineal
(5.2) estd contenida dentro de la region de estabilidad ', ; o) determinada por nuestro
andlisis de estabilidad lineal. Es importante mencionar que esta propiedad de contencion

se esperaba dado que el sistema lineal es una aproximacion del sistema no lineal.
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Capitulo 6

Analisis de estabilidad robusta

En este capitulo se aborda el andlisis de estabilidad robusta de los controladores

PD-AQM ante incertidumbres en los principales pardmetros de la red (n, 7, c).

6.1. Formulacion del problema del estabilidad ro-

busta

Como ya se mencioné en los preliminares, uno de los principales objetivos de una
estrategia AQM es proporcionar un funcionamiento estable y robusto en el QoS. Este
funcionamiento se deteriora principalmente debido a retrasos en el proceso de trans-
misién de informacién, que se originan a causa de problemas en las tasas de errores,
ancho de banda, rendimiento, retraso en la transmisién, disponibilidad, etc. En otras
palabras, el funcionamiento del QoS se deteriora debido a incertidumbres o variaciones

en los pardametros de red.

Las incertidubres en los pardmetros del sistema pueden ser ocasionadas debido a la
naturaleza propia del sistema. En el caso del sistema de red TCP/AQM, estas varia-
ciones son intrinsecas del sistema dado que los pardmetros son variantes en el tiempo,
como se pueden observar en el modelo (1.1). Por ejemplo, el pardmetro n (cantidad
de conexiones TCP) varia dependiendo de la cantidad de computadoras conectadas, lo
cual es intrinseco del proceso de comunicacién dentro de un sistema de red TCP/AQM.

La discusién anterior motiva a realizar un andlisis de la estabilidad del controlador
AQM ante variaciones en los pardmetros del sistema de red TCP. Condiciones de esta-
bilidad robusta se proporcionan en [22] y [21] para el caso P y PI, respectivamente. A

continuacion, se presenta el analisis de estabilidad robusta para el caso PD-AQM.
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Consideremos el sistema no lineal (3.16) para los pardmetros nominales (ng, 7o, ¢o) :

o) = 1- 05 (il + w0)2 (16, il = 1) = ) + 2% = 1)+ 0 (6

To
donde wo = =2y pg = % El tnico punto de equilibrio de (6.1) esta definido como
0
g =2
07 by

Supongamos que las ganancias K, y K4 del controlador son asignadas de tal forma

que el equilibrio ¢ es localmente asintéticamente estable.

Ahora supongamos que en cierto instante, los valores de los pardmetros del sistema

(6.1) cambian y ahora son (ny,71,¢1), es decir

Kany -

m&—1%+m>, (6.2)

i) =1-05 (0 + w1)2 (86 (mnle = 1)~ ) +

T1

donde w; = 7% Calculando el equilibrio del sistema (6.2) obtenemos

Kin
O:Lw5m+mfGQM@—%%%jlmwoa
1

lo que implica que

o1 (2 2\ 1
h= mkK, \w? w? ny da-
Observemos que con respecto al sistema original (3.8), en la variable ¢ (¢), el equilibrio

correspondiente es ¢; = n1qj, por lo tanto,

0= (o) +a (63)
La expresién (6.3) muestra que un controlador PD-AQM bajo incertidumbre en los
pardmetros de red no puede regular al valor deseado ¢; para el que fue disenado con
pardametros nominales. Lo anterior se sigue del hecho que el sistema en lazo cerrado
ahora tiene un nuevo punto de equilibrio, que es tnico y diferente al equilibrio bajo
pardmetros nominales. Dentro de la literatura de control cldsico, a esta caracteristica
de los controladores PD sobre la regulacion ante incertidumbres en los pardmetros se le
conoce como error en estado estable. Sin embargo, hasta donde sabemos, la expresién
(6.3) no ha sido reportada en la literatura de los controladores PD-AQM.

Ante este escenario de regulacion, resulta deseable garantizar al menos que el nuevo
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equilibrio ¢; sea localmente asintéticamente estable para las ganancias K, y K, dis-
enadas en el caso nominal y para un valor deseado ¢;. Lo anterior y el hecho que los
pardmetros en las redes TCP/AQM varian constantemente nos obligan a plantear el
siguiente problema de robustez paramétrica.

Supongamos que los pardmetros de red son (n, 7, ¢) constantes y satisfacen las sigu-

ientes condiciones tipo intervalo:
n € [nl,ng], T € [7'1,’7'2] yCE [61,02]. (64)

Dado un valor deseado ¢4, se requiere determinar algunos pardametros de red, digamos
Ny, Ty ¥ G, satisfaciendo la condicién (6.4) que permitan seleccionar las ganancias K, y
K4 de tal forma que se garantice la estabilidad asintética local de la familia completa
de puntos de equilibrio determinados para todos los valores de pardmetros (n,7,c)
que satisfacen (6.4). La familia completa de puntos de equilibrio se determina con la

expresion
1 2 2
QI<n7T7C) = 7 <_ - _2) + qa; (65)

2
K, \w w2

__TC __ TrcC
donde w = ¢ y w, = ==,

Ny

6.2. Condiciones no lineales de estabilidad robusta

Para resolver este problema de robustez considere lo siguiente. Primeramente, traslademos
los puntos de equilibrio ¢ y ¢} de los sistemas no lineales (6.1) y (6.2) al origen. Sean

yo(t) = Go(t) — ¢ v v1(t) = ¢1(t) — ¢f. Entonces calculamos para (),
Yo(t) = qo(t) — a5 = Go(t) = yo(t) + ag,
derivando
wlt) = @) — g,

W) = dolt),

bo(t) = 1—0.5(go(t) + w0)2 (Kpnyo(t 1)+ Kang

To

Yot —1) +po> ,  (6.6)
Calculamos para

yi(t), n(t) =qt) —qi = @) =) + i,
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y derivando

n(t) = ) —dq,

yl(t) = 671<t)7
() = 00 = 1= 050+ ) (Kmn(®) + 25—+ “200) 4.
Bt = 105G + w)? (anpyla—1>+%Kdyl<t—1>+pl), (6.7

Observemos que ahora ambos sistemas (6.6) y (6.7) tienen solucién trivial. Por otro
lado, estos sistemas tienen exactamente la misma forma que el sistema no lineal (3.18),
es decir, si sustituimos (n, 7, ¢) = (ng, 7o, co) en el caso de (6.6) y (n,7,¢) = (n1,71,¢1)
para el caso (6.7). Por lo tanto, aplicando las condiciones no lineales propuestas en el

Teorema 9 se puede mostrar el siguiente resultado de estabilidad robusta.

Proposicién 4 La familia completa de puntos de equilibrio definida por (6.5), donde
(N, Try¢r) = (N1, T2, ¢2) ¥y (0, 7,¢) son cualesquiera parametros que satisfacen (6.4), es

localmente asintdticamente estable si K,, Kq > 0 satisfacen

1 o2n?
K,+—K;< . 6.8
p T d (TTCT)?) ( )
Los conjuntos
U = {0, %) : @, @)l < 07 y v, ) < 711,07} (6.9)
(Y
) ) Yir
vo={e9): ol < 20} cu. (6.10)
2r

. (r11)%K, . w2n, Ky w2n, Kp wrca Ky
dondeylr—mln{T,l ) Yop = Min § =L, 1 === + == Yy

o, = ) —w, > 0, son estimados de la region de atraccion robusta.

w2n, (KZ,—Q—%Kd
Demostracién. Dado que para todo (n, 7, ¢) satisfaciendo (6.4) tenemos que

n? n? 1 1
<

K, < —K,,
(7‘202)3 - (Tc)3 Y P T1 ¢

entonces seleccionando (n,,7,,¢,) = (n1,Ta, ¢o) el resultado se sigue directamente del
Teorema 9. El conjunto U, definido como (6.9) (V. definido como (6.10)) es el conjunto
que contiene completamente a la familia de conjuntos U definidos como (5.3) (V definido

por (5.8)), la cual estd generada por todos los pardmetros (n, 7, c) que satisfacen (6.4).

79



Las expresiones (6.9) y (6.10) se obtienen dado que para toda (n,T,c) satisfaciendo
(6.4), se cumple lo siguiente:

a) Para w, = 22y wy =

TC T2Co
n ny
b) Para o, = e —wW, V0= —5—n_ wo
(T2c2) (Kp—i-;Kd) (tc) (Kp—i-;Kd)
27’1,1 2n
Wy S - Wo,

(7'202)2 (Kp + T—lle)

c) Para v, = —(n;ln); ey Y1 = (TC;ZKP

d) Para v,y 7y, :

. 7¢)?K T902)% K,
Si 72:—( ;np y ’72r:—(222n)1 -

Si 72:14—%_’_% y ,}/2T:1+(7202)2Kp+fgcg[(d

4n 2n 4n,q 2n1
2 2 2 2.3
) K, T K, ToCy)" K. 1505 K,
=147 B d§727,:1+(“) Py 227d
4n 2n 4ny 21y

6.3. Condiciones lineales de estabilidad robusta

Por otro lado, linealizando los sistemas (6.6) y (6.7) obtenemos

o 1) = — 229, (1) - (“522’ ) it =1~ (512 Kot 1),

ToCo




T1C1 2n 1

i 1) = 2 (1) - ( e ) K= 1) = (32 Kin 6= ),

respectivamente. Observemos que los sistemas anteriores tienen la misma estructura
que el sistema lineal (4.1) con pardmetros (n, T, c) = (ng, 7o,¢0) vy (n,7,¢) = (n1,71,¢1).
Por lo tanto, se sigue que aplicando las condiciones de estabilidad lineal definidas en
la Proposicién 2 y considerando la propiedad de contencién de la Proposicién 3

podemos mostrar el siguiente resultado de estabilidad asintética.

Proposicién 5 La familia completa de puntos de equilibrio definida por (6.5), donde
Ny, Try ) = (N1, 7T2,02) Yy (n,7,¢) son cualesquiera parametros satisfaciendo (6.4), es

localmente asintdticamente estable para (K, Kq) € I'in, 7..c,)-

Demostracién. De la proposicién 3 tenemos que I, 7, ¢,y € I'(5.7,) Para toda (n, 7, c)
satisfaciendo (6.4). Entonces, el resultado se sigue directamente de la Proposicién 2.

Observacién 6 Dado que la expresion (6.3) depende sélo de la ganancia proporcional
K, y no de la ganancia derivativa K,, entonces se sigue que también es valida para
el caso de controladores P-AQM, es decir, un controlador P-AQM también genera un
nuevo punto de equilibrio bajo incertidumbres en los pardmetros de red. Los resultados

de estabilidad robusta definidos en las proposiciones (4) y (5) también son vdlidos para
el caso P-AQM.

La importancia de todo el andlisis de estabilidad robusta anterior radica en que ahora
tenemos 2 regiones de estabilidad robusta de las cuales podemos obtener controladores
PD-AQM estabilizantes y que son capaces de estabilizar la familia completa de puntos
de equilibrio generados cuando varian los pardmetros del sistema. Por un lado, una
regién definida en la proposicién 5 que se obtiene usando las condiciones obtenidas en
el andlisis de estabilidad lineal, y por otro lado, una regién proporcionada en 4 que se
deriva de los resultados del anélisis de estabilidad no lineal.

Es importante resaltar que aunque este trabajo de tesis proporciona las condi-
ciones para sintonizar controladores PD-AQM estables y robustos, no tiene contemplado
definir alguna metodologia para sintonizar controladores que cumplan ciertos requerim-
ientos de control, por ejemplo, menor sobretiro, tiempo de estabilizacién definido, entre
otros. Lo anterior es relevante dado que el desempeno de los controladores PD-AQM

seleccionados dentro de la region de estabilidad definida en 4 es diferente al desempeno
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de los controladores fuera de esta regién. Esta diferencia en el rendimiento se observa

en el siguiente capitulo.
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Capitulo 7
Ejemplo numérico

En este capitulo presentamos una simulacién numérica para ilustrar los resultados
principales de esta investigacién. La idea principal de este ejemplo numérico es uti-
lizar los resultados obtenidos del anélisis de estabilidad robusta, tanto lineal como no
lineal, para sintonizar controladores PD estabilizantes y mostrar que soportan varia-
ciones tipo intervalo en sus pardmetros. Este ejemplo se realiza a través simulaciones

en Matlab/Simulink usando el modelo no lineal (3.18).

Consideremos el siguiente escenario para una red TCP/AQM:

= Equilibrio deseado q; = 175 paquetes

» Paramétros de red (n,7,c) constantes y satisfaciendo la condicién tipo intervalo
(6.4), con

e n; = 60 y ny = 100 flujos TCP,
e 71 =0.200 y 79 = 0.246 segundos,

e ¢; = 3500 y ¢y = 3750 paquetes/segundo.

Es importante mencionar que en la aplicacién real de redes TCP/AQM el personal
de redes cuenta con herramientas computacionales para acceder a la informacién sobre
los principales pardametros de la red. Estas herramientas permiten, por ejemplo, calcular
aproximadamente el viaje de tiempo redondo (RTT) 7 a través del envio de paquetes de
prueba, cuya unica funcién es llegar a la computadora o servidor de destino y regresar

a la computadora emisora para medir el tiempo de ida y vuelta.
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Para la sintonizacién de los controladores considere lo siguiente. De nuestro anédlisis
de estabilidad robusta lineal tenemos que si el controlador (K, () pertenece a Iy, 7, c,)
entonces la familia completa de puntos de equilibrio serd asintéticamente estable. Asi,
sean (N, Ty, ) = (N1, T2, ¢2), usando la Proposicién 5 obtenemos la region I'(,, -5 c,)5
que se observa en la Fig. 7.1.

Por otro lado, usando la condicién de estabilidad robusta no lineal dada por la
Proposicién 4 obtenemos la condicién de estabilidad

1 n? on?
Kyt —Kg< — = K, + 5Ky < — = 9.1714 x 10°,
1

(TT‘CT‘>3 N (77“07‘)3

con la cual podemos graficar la regién generada por la linea recta
1 -6
K=< (91714 x 107° - K,,) , (7.1)

y sus intersecciones con los ejes coordenados, véase la Fig. 7.1.

x107°
\

4 )
CE ]"( n, ) PD2

» Try Cr

PD1 —

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Kp %10®

Figura 7.1: Regiones de estabilidad lineal I'¢,,, -, .,) ¥ no lineal determinadas por (7.1).
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Como se puede observar, la region de estabilidad determinada por la condicién no
lineal (4) esté contenida dentro de la regién de estabilidad generada de las condiciones
de estabilidad lineal, como se muestra en la Observacién 5. Con las regiones definidas,

el siguiente paso es seleccionar las ganancias de dos controladores estables:

PD1 = (K, Ka)=(5x107%0.5x107%),
PD2 = (K, Kp)=(8x107°3x107%),

donde P D1 esta contenido dentro de la regién derivada de la condicién no lineal y P D2
dentro de la region L', 7, c,)-

Para mostrar las propiedades de estabilidad robusta de los controladores PD1 y
P D2, considere el siguiente escenario de simulacién.

Para:

» t € [0,30] los pardmetros de red son (n,7,c) = (60,0.246, 3750) .
» t € (30,60] los pardmetros de red son (n,7,c) = (100,0.200, 3500) .

» ¢ € (60,90] los pardmetros de red son (n, T, c) = (80,0.220, 3650) .

De las condiciones anteriores y la expresion (6.5) se sigue que para cada controlador
PD (PD1y PD2) tenemos tres puntos de equilibrios que dependen directamente de la
ganancia proporcional K, véase la Tabla 7.1. Como se observa, los puntos de equilibrio
correspondientes a PD2 son méas pequenos que los correspondientes a PD1 debido a
que Ky > K.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos de las simulaciones. Primera-
mente, se presentan las respuestas para el controlador PD1. En la figura 7.2 observa-
mos el comportamiento asintético de los 3 puntos de equilibrio generados debido a la
variacién de los pardmetros, comportamiento que ya se esperaba gracias a los resultados
tedricos presentados en esta tesis. En las figuras 7.3 y 7.3 se observa el comportamiento

de ventana de transmisién w y la funcién p(t) del controlador PD1.
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(n,7,c) PD1 | PD2
(60,0.246,3750) | 175 | 175
(100, 0.200, 3500) | 6646.2 | 579.4
(80,0.220, 3650) | 2453.1 | 317.4

Tabla 7.1: Puntos de equilibrio para PD1 y PD2

6000 |
5000 1
< 4000 1
3000 1
2000+ |

1000 8

O C 1 1 1 1 1 1 1 1 1 r

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Tiempo (1)

Figura 7.2: Respuesta ¢ (t) del controlador PD1.

Ahora se presentan las respuestas para el controlador PD2. En la figura 7.5 obser-
vamos el comportamiento asintético de los 3 puntos de equilibrio, y en las figuras 7.6
y 7.7 se observa el comportamiento de ventana de transmisién w y la funcién p(t) del
controlador P D2, respectivamente.

De los resultados de las simulaciones para ambos controladores se comprueba la
estabilidad asintética de los correspondientes tres puntos de equilibrio para ¢(t) en

cada una de los escenarios, lo cual esperdbamos gracias a los resultados tedricos.
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Figura 7.3: Respuesta w (t) del controlador PD1.

Finalmente, gracias a la condicién (47) se pueden considerar las no linealidades del

sistema y podemos calcular los estimados de la regién de atraccién U, y V, asociados

al controlador PD1, donde

U, = {(0,9) : [[(p, 0)]| < 18.80127 y v(p, ) < 4.3302},

Ve ={(e, @) : (0, 9)]| < 1.97413} C U,..
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Figura 7.4: Funcién p (t) para el controlador PD1.
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Figura 7.5: Respuesta ¢ (t) del controlador PD2.
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Figura 7.6: Respuesta w (t) del controlador PD2.
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Figura 7.7: Funcién p () para el controlador PD2.
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Capitulo 8

Conclusiones y trabajo a futuro

Conclusiones

» Se muestra que el sistema no lineal en lazo cerrado con el controlador (3.2) pre-
senta un problema que implica la dependencia de K, en el punto de equilibrio.

Para solucionar este problema se propone el controlador tipo PD (3.5).

» Se mostré que el sistema TCP/AQM modelado a través del sistema (3.8) en lazo
cerrado con un controlador AQM tipo PD (3.5), es un sistema con retardos de
tipo neutro y se presenté una justificacién matemédtica para transformarlo en un

sistema de tipo retardado equivalente.

= Se presenté el conjunto completo de controladores PD-AQM que estabilizan el
sistema lineal (4.1). Este conjunto se obtiene de las condiciones necesarias y su-
ficientes de estabilidad exponencial definidas en la Proposicién 2. Con la ob-
tencién de este conjunto ahora se puede estudiar el comportamiento de cada
PD-AQM estabilizante con el objetivo de disenar un controlador para satisfacer
algin desempeno especifico, como por ejemplo, mayor velocidad de convergencia,

menos sobretiro, etc.

= Mediante el uso del enfoque Lyapunov-Krasovskii se obtuvieron condiciones lo-
cales de estabilidad asintética para los equilibrios del modelo no lineal (3.8). Estas
condiciones nos permiten considerar las no linealidades del modelo (3.8) en el dis-
eno de controladores. Adicionalmente, el resultado de estabilidad no lineal dado en
la Proposicién 9 nos permite calcular numéricamente un estimado de la regién

de atraccién del sistema alrededor del equilibrio.
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= Se mostré que si existen variaciones en los paramétros de red entonces existe
una familia de puntos de equilibrio para el sistema no lineal. Adicionalmente, se
presenté una expresion analitica en funcién de los pardmetros que permite calcular

numéricamente la familia completa de puntos de equilibrio.

= Se presentaron condiciones de estabilidad robusta que permiten estabilizar la fa-
milia completa de puntos de equilibrio que se origina cuando los pardmetros del
sistema (3.8) varfan dentro de intervalos establecidos. Estas condiciones permiten
sintonizar controladores PD-AQM que aunque no pueden regular a un objetivo de-
seado cuando existen variaciones en los pardametros, si soportan estas variaciones

sin perder la propiedad de estabilidad en el sistema.
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Trabajo a futuro
= Verificar los resultados obtenidos a través de simulaciones NS. Esto permitira

evaluar el desempernio de la estrategia PD-AQM (3.5) en escenarios mas realistas.

» Extender los resultados, tanto lineal como no lineal, para el caso de los sistemas
mas generales. Recordemos que el modelo utilizado en esta tesis es un modelo

simplificado del modelo més general.
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