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Resumen

En esta tesis estudiamos algunas aplicaciones de los sistemas dindmicos, en particular nos centraremos
en estudiar el fenémeno de concentraciéon de la medida de Gibbs en shifts contables de Markov y una
aplicacion de la dindmica del replicador a la economia, para modelar la repercusion sobre el bienestar de
los consumidores a causa de las decisiones de inversién de los ménagers de las empresas en una economia
de propiedad privada. Por fines de claridad estructuramos la tesis como sigue.

En la primera parte de esta tesis estudiamos las propiedades estadisticas de los sistemas dindmicos
simbolicos dotados de una medida de Gibbs, en particular nos enfocamos en el estudio de las desigualdades
de concentracion, las cuales nos brindan cotas no asintéticas sobre la probabilidad de desvio de observables
de interés respecto de su valor esperado, dicho estudio lo separaremos en dos casos: (1) para el primero
supondremos que el alfabeto que define el sistema simbdlico es finito, contexto en el cual se sabe que una
desigualdad de concentracion se satisface para potenciales Lipschitz y observables separadamente Lipschitz
de n variables (ver [22], [23] o [24]), es importante senalar que en esta desigualdad aparece una constante
denominada constante de concentracién, de la cual en esta tesis damos una estimacién, la importancia de
esta estimacién recae en sus posibles aplicaciones, las cuales abordaremos a lo largo de este trabajo. (2) Por
otra lado consideraremos el shift contable de Markov, el cual se obtiene al suponer que el alfabeto que define
al sistema es contable no finito, para este tipo de sistemas probaremos que al igual que en el caso finito
se satisface una desigualdad de concentracién exponencial, mas aun probaremos que las aplicaciones de las
desigualdes de concentracién para el caso finito permanecen validas para el caso contable, en este sentido,
los resultados obtenidos en este trabajo de tesis permiten extender los resultados existentes en la literatu-
ra sobre desigualdades de concentracion en sistemas dinamicos simbdlicos dotados con una medida de Gibbs.

En la segunda parte de esta tesis mostramos una aplicacién de los sistemas dindamicos a la economia,
para esto presentaremos un modelo basado en la dindmica del replicador para analizar cémo las decisiones
racionales de los managers de las empresas, quienes buscan obtener mayores beneficios invirtiendo en las
ramas de produccién que les generan mayores beneficios, provocan un cambio en los precios y/o asignacio-
nes de equilibrio y como esto a su vez puede traer repercusiones no deseables para los consumidores, de
quienes supondremos son accionistas de las empresas, pues para este modelo consideraremos economias de
produccién de propiedad privada con ramas de produccion. Ademas utilizando resultados de Accinelli y
Covarrubias en [I] mostramos que nuestro modelo puede ser considerado como un juego N-poblacional, lo
cual sienta las bases del trabajo futuro que discutiremos en la parte final de esta tesis, con el cual se preten-
de relacionar el contenido de ambas partes de este trabajo, para lo cual introduciremos los llamados juegos
con potencial, los cuales son una clase especial de juegos donde el incentivo de los jugadores a cambiar de
estrategia estd dado por una funcién potencial, para esta clase de juegos en [2I] los autores prueban que
las medidas de Gibbs, al menos en el sentido de la fisica estadistica aparecen de forma natural.
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Abstract

In this thesis we study some applications of dynamical systems, in particular we will focus on studying
the concentration phenomenon of the Gibbs measure in Markov accounting shifts and an application of the
replicator dynamics to the economy, to model the impact on welfare. of consumers because of the invest-
ment decisions of company managers in a privately owned economy. For the sake of clarity we structure
the thesis as follows.

In the first part of this thesis we study the statistical properties of symbolic dynamical systems endowed
with a Gibbs measure, in particular we focus on the study of concentration inequalities, which provide us
with non-asymptotic limits on the probability of deviation of observables of interest with respect to their
expected value, this study will be separated into two cases: (1) for the first we will assume that the alphabet
that defines the symbolic system is finite, a context in which it is known that an inequality of concentration
is satisfied for Lipschitz potentials and separately observable Lipschitz of n variables (see [22], [23], or [24]),
it is important to point out that in this inequality there appears a constant called constant of concentration,
of which in this thesis we give an estimate, the importance of this estimate lies in its possible applications,
which we will address throughout this work. (2) On the other hand, we will consider the Markov accounting
shift, which is obtained by assuming that the alphabet that defines the system is non-finite countable, for
this type of systems we will prove that, as in the finite case, an inequality of exponential concentration,
moreover we will prove that the applications of the concentration inequalities for the finite case remain
valid for the accounting case, in this sense, the results obtained in this thesis work allow us to extend the
existing results in the literature on concentration inequalities in symbolic dynamic systems endowed with
a Gibbs measure.

In the second part of this thesis we show an application of dynamic systems to the economy, for this
we will present a model based on the replicator dynamics to model how the rational decisions of company
administrators, who seek to obtain greater benefits by investing in the branches of production that generate
higher profits for them, cause a change in prices and/or equilibrium allocations and how this in turn can
bring undesirable repercussions for consumers, of whom we will assume are shareholders of the companies,
because for In this model we will consider economies of production of private property with branches of
production. In addition, using the results of Accinelli and Covarrubias in [I] we show that this model can be
considered as a N-population game, this result lays the foundations of the future work that we will discuss
in the final part of this thesis, with which it is intended to relate the content of both parts of this work, for
which we will introduce the so-called games with potential, which are a special class of games where the
incentive of the players to change strategy is given by a potential function, for this class of games in [21]
the authors prove that the measures of Gibbs, at least in the sense of statistical physics, appear naturally.
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1. Introduccion

La hipdtesis ergédica de Boltzmann, fundamental en la mecénica estadistica, asegura que “para grandes
sistemas de particulas que interactiian en equilibrio, el tiempo promedio a lo largo de una sola trayectoria es
igual al promedio espacial”. Si bien esta hipotesis resulto ser falsa en general, el estudio de las condiciones
bajo las cuales se satisface, senté las bases de lo que hoy se conoce como teoria ergddica, la cual tiene como
premisa estudiar las propiedades estadisticas de los sistemas dindmicos que preservan una medida, lo que
permitido relacionar la teoria de los sistemas dindmicos con la teoria de probabilidad. Cuando un sistema
admite més de una medida invariante bajo la dindmica, una pregunta interesante surge, ; Cudl medida elegir
para analizar estas propiedades?, una respuesta a estd pregunta es elegir las medidas ergddicas, pues no solo
la hipotesis ergddica, bajo ciertas condiciones, se satisface para esta clase de medidas, si no que ademas se
puede probar que toda medida invariante se puede descomponer como combinacién de un ntimero finito o
infinito de medidas ergddicas [5], [31], [55]. Sin embargo, aun bajo esta restriccién en la medida, el problema
de determinar que medida invariante elegir esta lejos de ser resuelto, pues, un sistema dinamico puede admi-
tir més de una medida ergddica, por lo que para delimitar aun mas las medidas interesantes definidas sobre
un sistema, Sinai y Ruelle introdujeron ideas de la mecanica estadistica a la teoria de los sistemas dindmicos
para proponer una manera de elegir medidas invariantes naturales desde este contexto [53], ademds ellos
mostraron que bajo ciertas condiciones las medidas de probabilidad invariantes, que son importantes en la
teorfa ergddica, guardan cierta similitud con la distribucién de Gibbs, en el sentido de la fisica estadistica,
por lo que estas medidas son llamadas “medidas de Gibbs”. El estudio de estas medidas, sus propiedades
y relacién con la distribuciéon de Gibbs dio origen al formalismo termodindmico. Una de las caracteristicas
importantes de las medidas de Gibbs, al menos por su aplicacién en distintas areas de la ciencia, dentro de
la que senalamos por ser de interés para este trabajo de tesis, a modelos de crecimiento poblacional, es la
de ser un estado de equilibrio, esto significa que para esta clase de medida un principio variacional, analogo
a los enunciados en la fisica, se satisface [62]. En palabras esto significa que dado un sistema dindmico
y un potencial definido sobre el espacio fase del sistema, las medidas de Gibbs maximizan la suma de la
energia mds la entropia del sistema, esto lo discutiremos para el caso de sistemas simbdlicos en el capitulo[7}

Desde su origen el formalismo termodindmico y en particular las medidas de Gibbs han encontrado
area de aplicacién en diferentes ramas de la ciencia, dentro de las que destacamos, por su interés para los
propésitos de esta tesis, a los sistemas dindmicos simbdlicos, al crecimiento poblacional, a la economia y
a la teoria de juegos. En el contexto de los sistemas dindmicos, usando particiones de Markov del espa-
cio fase de un sistema dindmico abstracto y codificando el sistema, Sinai encontré una conexién entre la
teoria ergddica de los sistemas Anosov y la mecédnica estadistica, la cual fue posteriormente, generalizada
principalmente por Bowen [19], a una clase més general de sistemas dindmicos hiperbélicos. Esto llevo, de
forma natural, a la introduccion de las medidas de Gibbs al estudio de los sistemas dinamicos simbdlicos y
en particular al estudio de las propiedades estadisticas de estos sistemas respecto a esta clase de medidas.
El principio variacional, a su vez, ha permitido aplicar el formalismo termodindmico en modelos evoluti-
vos de crecimiento como el de Leslie, en el cual, este principio, permite relacionar la tasa de crecimiento
poblacional con la entropia de la poblacién y el potencial reproductivo [9]. En esta linea es de esperar que
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a partir del trabajo reciente de Argasinski y Broom [8], en el cual se relaciona el modelo de Leslie con
el modelo evolutivo del replicador [58], se pueda relacionar la dindmica del replicador con el formalismo
termodindmico. Es importante senialar en este punto que este resultado serd relevante en el desarrollo de
este trabajo de tesis. Por otro lado, trabajos como el de Berry, Salamon y Heal [13] donde se utiliza el
formalismo termodindmico para relacionar la disipacién de energia con la velocidad a la que la se ejecuta
un proceso, el de Kummel [37] y Berry-Andresen [12] (entre otros) donde se describe la importancia de la
energia y la entropfa en la economia o el trabajo Brida en [20], en el cual se utiliza la entropia, junto con
la dindmica simbdlica para formalizar la intuicién econémica de que diferentes mecanismos gobiernan el
comportamiento econémico en diferentes situaciones de estado, dejan de manifiesto el profundo arraigo y
aplicacion del formalismo termodinamico en la economia. En esta misma linea de aplicaciones el formalismo
termodindmico y en particular las medidas de Gibbs han encontrado un amplio campo de accién la teoria
de juegos, donde se sabe que para una clase de amplia de juegos, llamados juegos con potencial, esta clase
de medidas aparecen de forma natural en el juego [21]. Accinelli y Covarrubias en [I] demuestran que bajo
ciertas condiciones modelos econémicos basados en la dindmica del replicador pueden ser considerados como
juegos N-poblacionales, por lo que en este contexto se abre una linea de investigacién para determinar la
posibilidad de relacionar los modelos como los descritos en [1, [2], [3] con los juegos potencial y as{ con
las medidas de Gibbs, y a partir de los resultado de Argasinski y Broom [§] con el formalismo termodindmico.

Motivados por las aplicaciones del formalismo termodindamico en los diferentes contextos descritos an-
teriormente, en esta tesis nos centraremos en estudiar algunas aplicaciones de los sistemas dindmicos: (i) al
estudio de las desigualdades de concentracion de los sistemas dindmicos simbdlicos dotados de una medida
de Gibbs, y (ii) presentar el desarrollo de un modelo econémico basado en la dindmica del replicador y el
cémo este puede ser representado mediante un juego N-poblacional [I], lo cual, como discutiremos en el
proyector futuro presentado en la parte final de esta tesis, puede ser relevante para relacionar este modelo
con el formalismo termodinamico a través de las medidas de Gibbs. Describimos a continuacién brevemente
ambas lineas de investigacion.

(i) Las desigualdades de concentracién son una rama de reciente interés en el estudio de las propiedades
estadisticas de los sistemas dinamicos simbdlicos dotados de una medida de Gibbs, estas desigualdades
nos brindan un cotas no asintéticas sobre la probabilidad de desvio de observables de interés respecto a
su valor esperado, en otras palabras, estas desigualdades nos ofrecen un resultado no asintético sobre la
fluctuacién de cierta clase de observables alrededor de su valor esperado. Bajo ciertas condiciones sobre los
observables (ser Lipschitz separables), este tipo de desigualdades ha sido ampliamente estudiado en [22],
[23], [24], bajo el supuesto de que el alfabeto que define el sistema simbdlico es finito. Vale la pena senalar
que aun en este contexto el estudio de estas desigualdades esta lejos de estar completo, por ejemplo en este
tipo de desigualdades aparece una constante de la cual hasta ahora desconocia una estimacién, por lo que
la estimacion de esta constante que presentamos en la seccion es nueva en la literatura, es importante
senalar que la importancia de esta estimacién recae en sus aplicaciones, las cuales abordaremos en la seccién
por otro lado el determinar condiciones menos restrictivas sobre los observables, bajo las cuales una
desigualdad de concentracién se mantenga, sigue siendo un problema abierto, para el cual en la seccién 9.3
basado en resultado de Podving [48] y Kachurovskii y Podving [35], presentamos una extensién al considerar
observable continuas y acotados casi en todas partes respecto a la medida de Gibbs del sistema. Finalmente
nuestro resultado principal sobre concentraciéon presentado en la seccion contribuye a enriquecer el
tema al permitir al alfabeto que define el sistema ser contable.

(#i) La dindmica del replicador surge a partir del trabajo de Maynard Smith y Price “la légica del
conflicto animal” [58], en un intento por modelar el comportamiento de las especies, quienes adoptan o
replican el comportamiento de otra, cuando este les lleva a sobresalir sobre el resto, esta dindmica, ademas
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es de gran interés en la teoria de juegos evolutivos, donde los participantes buscan replicar las estrategias
que les garanticen una mayor utilidad y recientemente en la economia, donde Accinelli y Covarrubias en
1] v Accinelli y Mutiiz en [3], [2] la han utilizado estd dindmica para modelar las repercusiones sobre los
precios de equilibrio de la economia debidas a las decisiones de inversiéon de los managers de las firmas en
una economia quienes buscan invertir en la rama de produccién que mayores beneficios les genere [3], [I]
y [2]. Este modelo lo presentaremos en el capitulo de esta tesis. Uno de los principales problemas que
surge al considerar una economia con ramas de produccién es la aparicién de la multiplicidad de equili-
brios, la cual desde el punto de vista de la estdtica comparativa introduce dificultades en andlisis econémico
del modelo, en esta linea, en el capitulo presentamos nuestro resultado principal sobre la aplicacién
economica de los sistemas dindmicos a la economia, el cual nos brinda algunos criterios que permiten de-
terminar el nimero de equilibrios de la economia y las condiciones que garantizan la unicidad del equilibrio.

Como mencionamos anteriormente el modelo econémico basado en la dindmica del replicador podria
ser relacionado con el formalismo termodindmico a través de la teorfa de juegos y/o su relacién con el
modelo de Leslie, por lo que el estudio de esta relacién sienta las bases de nuestro trabajo futuro, el cual
discutiremos en la parte final de esta tesis.

A fin de brindar una mejor exposicién de los resultados presentados en esta tesis, dividiremos el trabajo
en tres partes, en la primera de ellas nos centraremos en el estudio de los sistemas simbdlicos dotados
de una medida de Gibbs, sus propiedades estadisticas y las aplicaciones de estos a la economia. Mientras
que en la segunda describiremos un modelo econémico basado en la dindmica del replicador, utilizada en
la biologia para modelar el comportamiento de las especies [58], en nuestro contexto, utilizaremos esta
dindmica para modelar las repercusiones econémicas de las decisiones de inversién de los gerentes de las
empresas en una economia. Finalmente en la tercera parte incluimos algunos comentarios finales y conclusio-
nes sobre el trabajo, asi como una breve discusién sobre el trabajo futuro a desarrollar a partir de esta tesis.

El contenido de esta tesis estd organizado como sigue. En el capitulo [2] de la parte [I] presentamos al-
gunas definiciones importantes en el desarrollo del contenido de este trabajo, en el capitulo [3| describimos
el sistema simbdlico, mientras que en el capitulo [4] enunciamos el teorema de existencia de una medida de
Gibbs asociada a potenciales Lipschitz para el caso de alfabetos finitos, para la demostrar de este hecho en
el capitulo [5 introducimos el operador de Ruelle y sus propiedades principales, mientras que en el capitulo
[6] realizamos la demostracién de existencia de la medida de Gibbs. En el capitulo [7] discutimos el principio
variacional. En capitulo |§| presentamos y analizamos las propiedades estadisticas de los sistemas dindmicos
y su relacién con los teoremas limite de la estadistica (ley de los grandes nimeros, teorema del limite central
y principio de grandes desvios), en particular en este capitulo describimos el fenémeno de concentracién de
la medida y el teorema ergédico de Birkhoff y mostramos su relacion con el principio de los grandes desvios
y con la ley de fuerte de los grandes nimeros respectivamente. En el capitulo [J] presentamos los resultados
obtenidos: estimacién de la constante de concentracién para alfabetos finitos, cotas sobre la rapidez de
convergencia de la probabilidad de desvio del promedio espacial al promedio temporal para observables
continuos y acotados casi en todas partes, asi como una desigualdad de concentracién para el caso caso de
shifts de Markov contables.

En la parte [[I] de este trabajo de tesis mostramos una aplicacién de los sistemas dindmicos abstractos
a la teoria econdémica. Para brindar una mejor exposicion de los resultados presentados en esta parte de
la tesis, en el capitulo [10| definimos el conjunto de alternativas de eleccién, posteriormente en este mismo
capitulo abordamos el comportamiento del consumidor, para lo cual estudiaremos las preferencias del con-
sumidor y su representacién mediante funciones de utilidad. En la seccion definimos el conjunto de
produccién y los supuestos clasicos sobre este, ademés describimos como representarlos mediante funciones
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de produccion y cuales son las caracteristicas de estas, finalmente abordamos el problema de maximizacion
de beneficios de las firmas. Una vez descritos los fundamentos que nos permiten definir el modelo matemati-
co de una economia con produccién, enunciamos su definicién formal en la capitulo Posteriormente en
el capitulo [12]introducimos la dindmica del replicador, para modelar las repercusiones sobre los equilibrios
de la economia de las decisiones de inversién de los managers de las firmas, lo que nos lleva a clasificar
las economias en singulares y regulares, la definicién formal de este tipo de economia la presentamos en
el capitulo La dindmica del replicador sera el instrumento principal para construir una dindmica que
nos permita modelar, cémo a través del tiempo las firmas “més pobres”, en el sentido de que obtienen
beneficios méas bajos, buscan adaptarse e imitar a aquellas que obtienen mayores beneficios, vale la pena
sefialar que este modelo fue primeramente estudiado por Accinelli y Covarrubias en [I], para economias de
produccién de propiedad privada divididas en dos ramas de produccién (definicién y m~consumidores
caracterizados por dos diferentes funciones de utilidad, este trabajo fue retomado por Accinelli y Muifiz en
[2] para una familia de economias con produccién con miltiples equilibrios, llamadas economias con pro-
duccién de Shapley-Shubik, cuya definicién presentamos en el capitulo para esta clase de economias en
la seccién obtenemos soluciones explicitas para el problema de maximizacién de beneficios de produc-
tores y el problema de maximizacién de utilidad para los consumidores, con base en estos resultados en la
seccidn [14.2| presentamos condiciones que garantizan la existencia de al menos un equilibrio en la economia,
estos resultados seran relevantes para las aplicaciones mostradas en el capitulo en el cual permitimos
a las empresas ubicarse en distintas ramas de produccién. En el capitulo analizamos via la dindmica
del replicador, cémo el comportamiento de los managers de las firmas afecta el nimero de equilibrios y el
bienestar de los consumidores en una economia.

En la parte [[T]] hacemos algunos comentarios finales y conclusiones respecto al trabajo desarrollado a
lo largo de esta tesis, ademas incluimos el una breve exposicién del trabajo futuro, en el cual se pretende
conectar el modelo econémico del replicador, via la teoria de juegos y e modelo de Leslie con el formalismo
termodindmico y en particular con las medidas de Gibbs. Ademads por completitud en esta parte incluimos
la produccién cientifica, participacion en eventos cientificos y estancias realizadas durante el doctorado.
Finalmente se incluye un apéndice en el que incluimos el teorema de Perron-Frobenius (apéndice , las
aplicaciones econémicas de este al modelo de Leontief (apéndice y a el modelo de evolutivo de Leslie
(apéndice 7 por otro lado en el apéndice final presentamos la relacién del modelo del replicador con la
teorfa de juegos (apéndice , lo cual es relevante para el trabajo futuro presentado en la seccién m
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2. Definiciones

En este capitulo introducimos algunos conceptos que nos permitirdn tener un mejor entendimiento en
el desarrollo del contenido de esta tesis, para ello definimos formalmente un sistema dindamico de medida,
la terminologia referente a sus propiedades de medida, asi como las referentes a la transformacion definida
en el espacio. Ademds por completitud incluimos el teorema de descomposicién ergddica, el cual motiva el
estudio de las medidas ergddicas. Por otro lado en este capitulo describimos la propiedad mixing de una
medida y su interpretacion desde el punto de vista estadistico.

Dado que gran parte del estudio en este trabajo se basa en las propiedades espectrales del operador
de Ruelle (ver seccién (5.1))), comenzaremos por el concepto de operador acotado y su espectro, para una
revisién més profunda de estos conceptos sugerimos revisar [10].

Definicién 1. Sea (B, || - ||) un espacio de Banach, decimos que un operador L : B — B es acotado si existe
una constante positiva C tal que | Ly|| < C||l¢ll, para todo ¢ € B. El conjunto resolvente de L denotado por
Res(L) es el conjunto de los z en C tales que L — zI : B — B es invertible con inversa acotada, donde I
denota a la identidad. El espectro sp(L) de L es el complemento de Res(L). Mientras que el radio espectral
R(L) de L es
R(L) = sup{| z |: z € sp(L)}.

Si z € sp(L) es tal que L — zI no es inyectivo, decimos que z es un eigenvalor de L. La multiplicidad
geométrica de un eigenvalor z es la dimension 1 < mq(z) < oo del espacio {v € B : (L —v)v = 0}, la
multiplicidad algebraica de z es la dimension 0 < mg(z) < oo del espacio generalizado {v € B : existe m >
1, (L—2%)™v = 0}. Claramente, ma(z) > my(z). Simi(z) = ma(z) < 0o, el eigenvalor z se dice semisimple
o diagonalizable.

Definicién 2. Fl radio esencial Re.s de L es el nimero mds pequeno Re.s > 0, tal que para cualquier
A € sp(L) con mddulo | X\ |> R es un eigenvalor aislado de multiplicidad finita.

Definicién 3. Un operador lineal L : X —'Y se dice Fredholm si es acotado, dimKerL y dimY — dimLX
son finitas.

Definicién 4. El espectro esencial de un operador L es el conjunto de los A € C tales que L — Al no es
un operador Fredholm .

A continuacién presentamos la definiciéon formal de un sistema dindmico y algunos conceptos de impor-
tancia en el desarrollo de esta parte de la tesis, al lector interesado sugerimos revisar [36].

Definicién 5. Un sistema dindmico discreto consiste de un conjunto no vacio X y una funcion f: X — X
tal que, para cualquier n € N, la n-ésima iteracion de f es la composicion de f consigo mismo n-veces, es
decir, f* = fo fo---of, con la convencion de que fO es la identidad.

En general no se suele asumir ninguna estructura extra sobre X o f, sin embargo, en el presente trabajo
estamos interesados en el caso en que X tiene estructura de espacio de medida y f es una funcién medible
de X en si mismo, formalmente tenemos la siguiente definicion.



Definicién 6. Un sistema dindmico de medida consiste de un conjunto no vacio X llamado espacio fase,
una sigma dlgebra B de subconjuntos de X, una funcion medible f de X en si mismo y una medida finita

1.
Definicién 7. Dadas dos medidas 1 y v sobre (X, B) decimos que:

a) oy v son mutuamente singulares si existen conjunto disjuntos A, B € B tales que X = AU B,
w(A) =0y u(B) =0y que

b) v es absolutamente continua con respecto de i, si v(A) = 0 para cualquier medible A tal que u(A) = 0.

Las medidas interesantes desde el punto de vista de la dindmica, son aquellas que son invariantes bajo
la accién de la dinamica, esto es, las medidas que satisfacen la condicién siguiente.

Definicién 8. Dado un sistema dindmico de medida (X, B, f, 1), decimos que f es una transformacion
que preserva la medida o que p es f-invariante si u(f~1(B)) = u(B) para todo B € B.

Por otro lado, decimos que:

Definicién 9. Dado un sistema dindmico de medida (X, B, f,p), decimos que f es una transformacion
a) no singular si para cualquier A € B, p (f~*(A)) =0 si y solo si p(A) = 0.
b) Conservativa si para todo medible A de medida no nula, existe un n > 0 tal que u(AN f~™"(A)) > 0.

Al igual que en el dlgebra lineal, el descomponer un espacio vectorial en subespacios invariantes bajo
una cierta transformacién lineal y analizar el comportamiento de la transformacion en cada subespacio, en
el estudio de los sistemas dinamicos de medida el descomponer un sistema en subconjuntos invariantes bajo
la dindmica juega un rol importante.

Definicién 10. Sea (X, B, f, 1) un sistema dindmico de medida, supongamos que p es invariante bajo f,
entonces decimos que un conjunto B € B es invariante bajo f o f-invariante, si u(T-1(A) A A) = 0. Si
ademds se cumple que para cualquier conjunto medible f-invariante B € B, u(A) =0 o p(A°) = 0, decimos
que | es ergodica.

Vale la pena senalar que la importancia de las medidas ergddicas recae en el hecho de que toda medida
invariante se puede descomponer en componentes ergddicas, esto es, toda medida invariante se puede
descomponer como combinaciéon de un ndmero finito o infinito de medidas ergddicas, este resultado es
conocido como el teorema de descomposicion ergédica, ver [B], [31] y [55] para su demostracién. Formalmente
esto es enunciado en el siguiente teorema.

Teorema 1 (Teorema de descomposicion ergédica). Sea f una transformacidn conservativa y no singular
sobre un espacio de probabilidad (X, B, i). Entonces existe un espacio de probabilidad (Y, A, v) y una familia
de medidas de probabilidad m, sobre (X,B), paray € Y tal que:

(i) Para cada A € B la funcion y — p,(A) es Borel medible y para cada A € B
w() = [ y(A)avty).

(ii) Paray, y' €Y las medidas son mutuamente singulares.

(i11) Para cada y €Y la transformacion f es no singular, conservativa y ergddica sobre (X, B, ().
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(iv) Para caday €Y
dpof _duyof
dp dy

fy-C.L.p.

Definicién 11. Sea f : X — X wuna transformacion continua, f es llamada transitiva topoldgica hacia
adelante o uni lateral si existe un x € X con orbita densa en X. Si f es un homeomorfismo, entonces f es
llamada transitiva topoldgica, si existe un x € X tal que {f"(x)}nez es denso en X.

Cuando X es un espacio métrico compacto, la transitividad topolégica unilateral es equivalente a la
condicién de que para cualesquiera dos abiertos U y V, existe un n € N tal que f~"U NV # @, ver [10].

Definicién 12. Dada una transformacion continua f : X — X, decimos que f es topologicamente mixing
st para cualesquiera dos abiertos U y V existe un ng € N tal que f~"U NV # @, para todo n > ny.

Note que para U fijo, la propiedad de que f sea topoldgicamente mixing, nos dice que f “esparce”
a U sobre todo el espacio, esto es, para todo V € B, después de un numero suficientemente grande de
iteraciones, f™(U) intersecta a V. Ademas es fécil ver que si X es compacto y f es topolégicamente mixing,
entonces necesariamente es transitiva topolégica. Sin embargo, el regreso no es necesariamente cierto, ver
[10] para esto. Finalmente presentamos la siguiente definicién.

Definicién 13. Sea (X, B, f,u) un sistema dindmico de medida y supongamos que p es f invariante.
Entonces, decimos que i es mixing si para cada par de conjuntos medibles U y V', se cumple que

p(fU)NV) = pU)u(V) cuando n — oo. (2.1)

Es facil ver que la propiedad mixing de la medida implica la ergodicidad de la misma. El siguiente
resultado nos permite conectar las definiciones [12]y [[3]

Lema 1. Sea (X, B, f,u) un sistema dindmico, supongamos que la medida p es mizing y que p(U) > 0
para todo U € B no vacio, entonces i es topologicamente mizing.

Demostracion. Sean U, V € B, entonces
lim p (f~"(U)NV) = p(U)u(V) >0,
n—oo

por lo que necesariamente existe un N > 0 tal que p(f~™(U)NV) > 0 para todo n > N, de donde
f~™(U)NV # & para todon > N. O

Dado que p es una medida finita, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p es una medida de
probabilidad, por lo que cuando u satisface la propiedad de ser mixing, la condicién puede interpretarse
como que cualesquiera dos conjuntos medibles U y V' son asintéticamente independientes, es decir, f~"(U)
y V tienden a ser independientes cuando n crece. Para ver el por qué de esta interpretacién notemos que
(2.1) es equivalente a

p(frUnNv)
w(U)
usando el hecho de que u (f~"U) = p(U) para toda n € N, tenemos
p(frUnv)
u(f=(U))

Estos hechos clarifican el por que llamar a los conjuntos medibles asintéticamente independientes cuando
1 es mixing, pues guardan una similitud muy cercana con el concepto de eventos independientes el sentido
estadistico.

— u(V) cuando n — oo,

— u(V) cuando n — oc.



3. Sistemas simbodlicos

En esta seccién, siguiendo la notacién utilizada en [I9], exponemos las nociones bésicas de los sistemas
dindmicos simbdlicos comenzando por describir el full-shift, para ello dado un conjunto finito no vacio A,
consideramos el espacio de sucesiones AN = {z = zgz; -+ : x; € A}, sin pérdida de generalidad supondre-
mos A ={1,2,...,N}. En cuyo caso A" es concebido como el espacio de sucesiones sin prohibiciones, esto
es, cualquier simbolo puede seguir a cualquier simbolo. En un contexto mas general es posible introducir
prohibiciones considerando una matriz T de ceros y unos, y definiendo

Sp={reA Ty, , =1 VieN}.

itl
Es importante notar que cuando todas las entradas de la matriz T" son 1, es decir, T;; = 1 para todo
1<1i,j <N, X7 es simplemente AY. En lo subsecuente siempre supondremos que T no tiene columnas, ni
filas completas de ceros, esto debido a que nos interesa considerar sucesiones en N simbolos, y en caso de
tener columnas y/o filas de ceros podria ocurrir que Y = 37 con 77 una matriz de m x m con m < N.
En este contexto, dados dos simbolos a,b € A decimos que la transicién ab estd permitida si T,;, = 1,
extrapolando, la cadena apay ...a,_1 estd permitida si Ty,q4,,, = 1 para todo i =0,1,...,n — 1.

Del teorema de Tychonoff, el cual asegura que el producto arbitrario de espacios compactos es compacto
en la topologia producto, se sigue que el espacio de sucesiones en N sfmbolos AN es compacto bajo la
topologia producto de la topologia discreta en A. Este hecho implica que X7 también lo es, al ser un
subconjunto cerrado de A. Esta topologia tiene como base a los cilindros, los cuales definimos a continuacion:

Definicién 14. Dada una cadena permitida de tamano n, agfl = apay...0n-1, a; € A, definimos el
cilindro de longitud n como el conjunto

[af ] ={z €Sy m=a; i=01,...n—1}

Esto es, el cilindro de tamano n basado en la cadena agfl es el conjunto de todas las sucesiones cuyos
primeros n términos son aga; - ..a,—1. Para probar que los cilindros forman una base para la topologia
producto en AN, notemos que 3 = {a : a € A} es una base para la topologia discreta en A, en particular el
conjunto puntual {a} es abierto, y [af] = {ao} x -+ x {an—1} X A x ..., por lo que el resultado se sigue
del siguiente teorema, cuya demostracién puede ser encontrada en [44].

Teorema 2. Supongamos que X;, i € N es una familia de espacios topoldgicos, si U; es una base para la
topologia de X;, entonces la topologia producto sobre Hji1 X; tiene como base a todos los conjuntos de la
forma H?:l U;, donde U; pertenece a U; para cada i y U; = X; excepto para un nimero finito de valores de
i.

Ya que los cilindros son abiertos y el complemento de estos es una unién de cilindros, se tiene que los
cilindros son abiertos y cerrados en la topologia producto de AN.
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Por otro lado, dado 6 € (0,1) fijo, para x,y € X7 ponemos dy(z,y) = gmax{izi=yi}  con la convencién
de que méx{i : x; = y;} = ocosiz =y y 0 =0y six,y son tales que xy # Yy, ponemos d(z,y) = 0.
A partir de un célculo directo es facil ver que dy define una distancia sobre Y7, la cual es compatible con
la topologia producto, por lo que X7 no solo es un espacio topolégico sino que ademds es metrizable. De
manera natural y dado que nos interesan las propiedades de medida de los sistemas dinamicos simbdlicos
podemos considerar a X7 como espacio de medida tomando a B como la sigma &algebra generada por los
cilindros, esto es, la sigma algebra generada por la topologia en Y7 y para la dindmica, consideramos el
mapeo shift o desplazamiento hacia la izquierda o : ¥ — X, el cual dado z € X7 esta definido por la
regla (ox); = 2,11, para todo i. Al espacio (AN, 0‘) se le conoce como full shift, mientras que a (X7,0) se le
denomina subshift de tipo finito. Dado que nuestro interés se centra en estudiar las propiedades estadisticas
de los sistemas dindmicos simbodlicos dotados con una medida de Gibbs, en lo que sigue implicitamente
siempre supondremos que el espacio de medida base es (X7, B) y la dindmica serd la inducida por el shift.

3.1. Conjugaciones, codificacion y ejemplos

El concepto de conjugacion es de suma importancia ya que nos permite identificar cuando dos sistemas
dindmicos abstractos (X, f) y (Y, g), pueden ser concebidos como “iguales”, a grandes rasgos, este concepto
en el estudio de los sistemas dindmicos juega el papel de los isomorfismos en el dlgebra lineal o el de los
difeomorfismo en topologia diferencial; su importancia recae en el hecho de que las propiedades interesantes
de un sistema se mantienen bajo conjugacién, por lo que al estudiar sistemas dindmicos abstractos cuyo
analisis es complejo resulta de gran ayuda encontrar un sistema “mas simple”, cuyas caracteristicas rele-
vantes sean iguales a las del sistema original, con el fin de formalizar esta nocién introducimos el siguiente
concepto.

Definicién 15. Sean (X, f) y (Y,g) dos sistemas dindmicos, una conjugacion entre f y g es un homeo-
morfismo ¥ : Y — X tal que Y o g = f o1, ya que ¥ es invertible, esta condicion puede ser escrita como

g=y¢lofoy.

Es facil probar que cuando f y g son conjugadas via una trasformacién ¥ : Y — X, entonces y € Y es
un punto periédico de perfodo n para g, si y solo si ¢(y) es un punto periédico de periodo n para f, esto
es, una conjugacion ¥ entre f y g no solo lleva puntos periédicos a puntos periddicos, si no que también
preserva el orden de periodicidad. Ademas, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1. Supongamos que (X, f) y (Y, g) son topoldgicamente conjugados. Entonces
i) f es topoldgicamente transitiva si y solo si g es topoldgicamente transitiva,
it) f es topoldgicamente mizing si y solo si g es topoldgicamente mixing,
¢) La orbita bajo g de y €Y es densa en'Y siy solo si la drbita de ¢(y) bajo f lo es en X.

A grandes rasgos esta proposicién nos dice que las propiedades topoldgicas interesantes de los sistemas
dindmicos son preservadas bajo conjugaciones. En consecuencia, el estudio de muchas propiedades impor-
tantes de un sistema dindmico se vuelven mas sencillas si somos capaces de encontrar un sistema “mas
simple y sencillo” de analizar, el cual sea conjugado a nuestro sistema original. En este sentido los subshifts
de tipo finito juegan un papel importante, pues hasta hoy en dia siguen siendo los sistemas dindmicos mejor
entendidos y de los que se puede extraer mayor informacién. Ademas existe una manera natural de codificar
un sistema, lo cual nos permite pasar de un sistema dindmico abstracto (X, f) a uno simbdlico de manera
directa, pero antes de ahondar en ello precisamos lo siguiente.

Definicién 16. f y g se dicen semiconjugados, si existe una funcion suprayectiva v :'Y — X tal que

Yog=fou.
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Observacion 1. En el caso en que f y g sean semiconjugadas solo se puede garantizar que la imagen
de orbitas densas y puntos periddicos en Y, corresponden con orbitas densas y puntos periodicos en X
respectivamente, y que cuando g es topolégicamente transitiva o topolégicamente mizing, entonces f también
lo es.

Ejemplo 1. Sea T : [0,1]/ ~— [0,1]/ ~, T(z) = 2z (mdd 1), ~ denota la relacidn de equivalencia que
identifica a 0 con 1. Entonces, si a cada x € [0,1]/ ~, lo escribimos en su expansion binaria, esto es,
o s
r =7 45, x; €{0,1}, tenemos
T(x) =2z (mdéd 1)=

o x; 0 Tit1
2) i1 5= i e

Sea A = {0,1} y para x = zoz132--- € AN pongamos ¢ : AN — [0,1], definida como (x) = 3720, & €
[0,1], ya que todo mimero en [0,1] tiene una expresion binaria y en AN no hay restricciones entre las
configuraciones posibles 1 es suprayectiva, sin embargo no es inyectiva, pues la imdgen bajo ¥ de 0111. ..

y 1000... es 1/2, por lo que 1 solo define una semiconjugacion entre T y o : AN — AN,

Las conjugaciones tiene un rol fundamental para describir la conexién entre los sistemas dinamicos
abstractos (X, f) y los espacios simbélicos (X, o), para ver esto consideramos una particién finita P = { P, }
del espacio X y dado un punto 2 € X introducimos la funcién itinerario, la cual estd definida como ix(z) = n
si f¥(x) € P,, esta funcién describe la trayectoria de un punto a lo largo del tiempo. A partir de i;, podemos
realizar una codificacién del espacio como sigue, para cada x ponemos i(z) = ig(x)i1(z)iz(z)..., ya que
esta codificacién depende de la particion elegida del espacio fase, nos preguntamos cudl o cudles particiones
del espacio nos permiten obtener una mejor codificacién del sistema, en el sentido de que (al menos se
satisfaga que) para cada par de puntos = # y € X sus codificaciones sean diferentes, esto es, i(x) # i(y), a
dichas particiones se les conoce en la literatura como particiones de Markov (ver deﬁnici(’)n. Sin embargo
como se menciona en [4], ain en la mejor de las situaciones, cada punto del espacio fase podria tener més
de una codificacién. A continuacién ilustraremos un ejemplo de una codificacién.

Ejemplo 2. Sea X = S' =(0,1]/ ~, donde ~ denota la relacion de equivalencia en [0,1] que identifica los
extremos del intervalo, consideramos T de S en si mismo definida como T(x) = 2x (mdd 1) y la particién
del intervalo dada por In = [0,1/2), I = [1/2,1), es facil ver que i(z) es la expresion binaria de x € [0,1),
y que i no es una biyeccion entre [0,1] y {0, 1}Y, pues no existe x € [0, 1] tal que i(x) = 0111 ... .

| Lo y L y
I 2 |

0 1/2 1

Figura 3.1: Gréfica de 2z (mdéd 1), ejemplo

Un ejemplo més interesante que muestra la posibilidad de conjugar sistemas dindmicos con subshift de
tipo finito es el siguiente, donde una vez mas identificamos al 0 con el 1:
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Ejemplo 3. Sea f : [0,1) — [0,1) dada por f(x) =2z si x € [0,1/2) y f(z) =2 —1/2 si x € [1/2,1),
entonces tomando Iy = [0,1/2) e Iy = [1/2,1) podemos ver ficilmente que para todo x € I, f(x) € Iy,
mientras que para x € Iy se tiene que f(x) € Iy cuando x € [0,1/4) y f(x) € I cuando x € [1/4,1/2),
por tanto concluimos que al codificar ([0,1), f) jamds obtenemos una sucesion con un 2 sequido de un 2,
por lo que parece mds prudente usar para la codificacion de este sistema un subshift de tipo finito, para ello

ponemos
1 1
=)

y consideramos L.

L

>~
s

0 1/2 1
Figura 3.2: Gréfica de f(z), ejemplo

Antes de continuar con nuestra exposicién, vale la pena senialar que es posible visualizar a los elementos
tanto del full shift, como a los de un subshift de tipo finito, como caminos sobre un grafo, para ello dada una
matriz de transicion T de tamano N X N, el grafo G1 asociado con T esta dado por los vértices vy, ..., vy,
donde v; y v; estan conectados por una flecha de v; a v; si y solo si A;; = 1. Sin pérdida de generalidad
identificaremos a cada vértice del grafo con su indice, esto es, escribiremos 7 en lugar de v;.

Ejemplo 4. Para la matriz T del ejemplo[3, el grafo asociado es representado en la figura[3.3.

: ©)

Figura 3.3: G, ejernplo

En el siguiente ejemplo mostramos como utilizar los espacios simbdlicos para obtener informacién acerca
de los puntos periédicos de sistemas més generales, en este caso una vez mas consideraremos el sistema
dado en el ejemplo

Ejemplo 5. Si bien la transformacion ¢ definida en el ejemplo[] no es una conjugacidon entre f y o, si estd
cerca de serlo, pues los puntos en los que falla para ser inyectiva son solo un numero contable de puntos,
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los cuales tienen la forma 27, k =1,2,3,..., aprovechando esta informacién podemos probar utilizando el
Jull shift en dos simbolos que f(x) = 2x mod 1 tienen 2" — 1 puntos periddicos de periodo n, para ello basta
con ver que los puntos periédicos bajo o de {0,1}N, son todas aquellas sucesiones x = xoxy ... tales que

Ty =Tnri, i =0,1,2,..., ya que en {0, 1} no hay prohibiciones se sigue que existen 2™ puntos periédicos
bajo o, usando el hecho de que ¥(000...) = 0 ~ 1 = ¢(111...) concluimos que en f(x) = 2x mod 1,
tiene 2" — 1 puntos periddicos. Por ejemplo 00 ~ 11,01 y 10 son los tinicos puntos periddicos de periodo
2 para o, los cuales corresponden con 0,1/3,2/3 respectivamente, de igual forma es fdcil probar que los
dnicos puntos periddicos de periodo 3, son 0,1/7,2/7,3/7,4/7,5/7 y 6/7, los cuales estdn asociados a las

Si bien en este caso fue suficiente utilizar una semiconjugaciéon para determinar el nimero de puntos
periddicos de periodo n del sistema, este no es un resultado general, pues como mostraremos en el siguiente
ejemplo existen sistemas semiconjugados f y ¢ via una transformacién ¢, para los cuales 1(y) es un punto
periodico de periodo n de f, pero ¢ no es un punto periédico para g.

Ejemplo 6. Sea F : [0,1)2 — [0,1)? definida como F(z,y) = (2z,y/2) si x € [0,1/2) y F(z,y) =
(2z —1,(y+1)/2) si x € [1/2,1), entonces utilizando 7 : [0,1)> — [0,1), dada por 71 (z,y) = x, podemos
ver que F y f(x) = 2z (mdd 1) son semiconjugados. Sin embargo, a diferencia de la semiconjugacion del
ejemplo anterior, en este caso tenemos que m1(1/3,4/5) = 1/3 es un punto periddico para f, pero (1/3,4/5)
no es periodico para F'.

Por lo tanto del ejemplo anterior podemos concluir que cuando dos espacios (X, f) y (Y, g) son semico-
judados via una transformacién v : Y — X pueden existir mas puntos periédicos en X que en Y.

A fin de esclarecer que es una particion de Markov del espacio fase, incluimos la siguiente definicion.

Definicién 17. Si el sistema (X, f) admite una particion {P,} del espacio fase que satisface las siguientes
condiciones:

1. Para cada k, f: P, — f(Py) es una biyeccion vy,
a) P, C f(Pr) cuando f(Py) NP, # &, si f es no invertible.

b) Si f no es invertible: f(Py) se extiende completamente a través de X en la direccion de expansion
siempre que f(Py)N P # @, y f~1(Py) se extiende completamente a través de Py en la direccion
de contraccion siempre que f~1(Py) N P, # @.

Entonces decimos que el sistema admite una particion de Markov del espacio fase.

Las particiones de Markov nos permiten codificar la dinamica en X, el resultado de esta codificacion es
un subshift unilateral de tipo finito cuando la tranformacién es no invertible, mientras que si lo es, entonces
su codificacion puede ser representada por uno bilateral.

En esta seccién mostramos que la funcién itinerario nos permite codificar un sistema dindmico, esto
es importante, pues de la proposicion [1| y la observacién |1} podemos concluir que los sistemas dindmicos
simbolicos pueden ser utilizados para analizar sistemas dindmicos discretos, ya que muchas de las propie-
dades de estos tltimos se ven reflejas en su codificacién, por ejemplo la transitividad topoldgica, el hecho
de que f sea mixing, el que f tenga puntos fijos, puntos periédicos o elementos con érbitas densas.



4. Medidas de Gibbs

En este capitulo definimos la medida de Gibbs y presentamos las condiciones que garantizan su exis-
tencia, la demostracién de la existencia de esta medida se realiza en el capitulo [6] ya que la herramienta
principal que permite probar este resultado es el operador de Ruelle, cuya definicién y propiedades son
presentadas en el capitulo

Las medidas de Gibbs relacionan la dindmica hiperbdlica con las cadenas de memoria infinita. Estas
ultimas son una generalizacién de las cadenas de Markov, permitiendo que la probabilidad de un estado
no sélo pueda depender de un numero finito de estados anteriores, sino de una infinidad. En este caso la
probabilidad condicional de estar en un estado que depende de todo el «pasado» estd determinada por una
funcién especial [28]. En el contexto del formalismo termodindmico, a esa funcién se le llama potencial.
Para ser mas precisos tenemos las siguientes definiciones y resultados.

Sea C (Xr) el espacio de funciones continuas de ¥p a R, para f € C(Er) y m > 0, el mddulo de
continuidad de f estda dado por la expresion

var, f :=sup{| f(x)— fly) |: zi=w;, i =0,1,...,m—1}. (4.1)

Dado que X7 es compacto, f € C (Xr) necesariamente es uniformemente continua, y por tanto var,, f
tiende a cero cuando m tiende a infinito. La siguiente observacién nos permite caracterizar al espacio de
funciones Lipschitz a partir de la variacién, para ello recordemos que una funcién f : X7 — R se dice
Lipschitz continua si existe una constante C' > 0, tal que

| f(z) — f(y) < Cdy(z,y) paratodo z,y€ . (4.2)

Sea m = sup{i : x; = y;} > 0, tomando supremos de ambos lados de la desigualdad anterior tenemos
vary, f < CO™. Por otro lado la desigualdad | f(z) — f(y) |< var,, f siempre se verifica, por lo que tenemos:

Observacion 2. f : Yy — R es Lipschitz respecto de dg si y solo si var,,f < CO™, para cada m =
0,1,2,....

De particular interés en este trabajo de tesis es el espacio de funciones Lipschitz con respecto a dy,
usando la observacion anterior podemos caracterizar a este espacio como sigue:

Fo:={feC(Zr) var,f <CO*, C >0, k=0,1,2,...}.

El objetivo de esta seccién se centra en dar condiciones para garantizar la existencia de las medidas de
Gibbs, para dicho propdsito el siguiente lema juega un papel fundamental:

Lema 2 ([19]). El shift 0 : ¥ — Y es topoldgicamente mixing si y solo si existe un M € N tal que
T™ >0, es decir, T% > 0 para todo 1, j.

14
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En el contexto de los subshifts de tipo finito, la existencia de medida de Gibbs para potenciales Lipschitz
estd estrechamente ligada al hecho de que el sistema (X1, o) satisfaga la condicién de ser topolégicamente
mixing o equivalentemente a que alguna potencia de la matriz subyacente al sistema sea una matriz es-
trictamente positiva. Recordemos que cuando la matriz de transicién es tal que 7; ; = 1, para todo 1, j,
recobramos el full shift, por tanto cualquier resultado enunciado para subshifts de tipo finito es valido
para el full shift. Ademads, es importante enfatizar que el espacio (AN, O’) trivialmente es topolégicamente
mixing, en consecuencia preferimos enunciar el siguiente resultado debido a Bowen en [I9] en el contexto
de los subshifts de tipo finito.

Teorema 3 ([19]). Si X1 es topoldgicamente mizing y ¢ € Fp, entonces existe una unica medida de
probabilidad o-invariante py definida sobre X, para la cual existen constantes C' > 1 y P tales que

m—1
S Mol
cl< m < C para todo z = zgz122-++ € X, (4.3)
donde Sp¢ = Zzzolqj oc* y [20"""] denota el cilindro de tamaiio m basadado en z. Mds ain, ug es

mizing, esto es, para cualquiera dos abiertos U, V de X, im0 pg(UNT"V) = pgp(U)pe(V).

La prueba de este teorema se basa en las propiedades espectrales del operador de Ruelle, el cual defini-
remos en la seccion [5] dichas propiedades estdan capturadas en el teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, ver
teorema [Bl en dicha seccién.

A la medida p4 se le conoce como medida de Gibbs asociada al potencial ¢. Mientras que, a la constante
P se le conoce como presion topologica de ¢ y estd dada por la siguiente expresion

1 m— ¢,
P(¢)= lim —log Y eXim o, (4.4)
a:*e[aglfl]

donde af"~* es una cadena de sfmbolos permitida en Y.

Observacion 3. Es importante senalar que siempre podemos asumir que P = 0, para ver esto basta
considerar el potencial ¢ — P(¢), para el cual se obtiene la misma medida de Gibbs, ver [19].

Con el propdsito de enfatizar la importancia de las medidas de Gibbs, incluimos el siguiente resultado,
llamado principio variacional por su paralelismo con los principios variacionales de la fisica estadistica.

Teorema 4 ([19]). Sea ¢ : X7 — R un potencial tal que ¢ € Fy, entonces

P(p)= sup (h(o)+ [¢dv).

vEM,(ET)

Donde M, (Xr) denota el espacio de medidas o-invariantes, esto es, v € My (31) si y solo si v(c™1B) =
v(B) para todo B € B, h, denota la entropia topoldgica del sistema.

Antes de continuar senalamos que por conveniencia y claridad en la exposicién postergaremos la defini-
cién precisa e interpretacién de entropia topoldgica hasta la seccién

El principio variacional es un resultado importante en el formalismo termodindmico, porque exhibe
una clase de medidas particulares, aquellas medidas o-invariantes que alcanzan el supremo. Ademéas que
relaciona a la entropia topoldgica con el promedio del potencial (a esta cantidad se le suele denominar en
la literatura como energia) respecto a la medida v. De forma andloga a como se definen las medidas de
equilibrio en la mecédnica estadistica. De ahi la definicién siguiente:
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Definicién 18. Una medida o-invariante p € M, (Xr) es llamada medida de equilibrio para el potencial
¢ si satisface que:

P() = o)+ [ o
El teorema junto con el la igualdad ([7.6]) presentados en la seccién [7| prueban la siguiente afirmacion.

Afirmacion 1. Las medidas de Gibbs con potenciales Lipschitz en subshifts de tipo finito resultan ser
medidas de equilibrio [19].



5. El operador de Ruelle, propiedades espectrales y
aplicaciones

En este capitulo comenzamos por describir el operador de Ruelle, el cual es la herramienta principal para
probar la existencia de una medida de Gibbs en sistemas dindmicos simbdlicos (ver teorema7 ademas sus
propiedades son esenciales para garantizar una desigualdad de concentracién exponencial y la estimacién su
constante de concentracién para el caso en que al alfabeto que define el sistema es finito (ver teorema [17|e
igualdad (9.13)), respectivamente). Ademds vale la pena sefialar que el teorema de Ruelle-Perron-Frobenius
(teorema neraliza el teorema de Perron-Frobenius, el cual por su importancia en las aplicaciones a
modelos econémicos (modelo de Leontief) enunciaremos en el apéndice

5.1. Operador de Ruelle

Dado el shift, se define el operador de transferencia L4, también llamado operador de Ruelle asociado
al potencial ¢ y a la dindmica o, el actiia sobre las funciones continuas como sigue:

Lof(z)= Y "Wy (5.1)

yEo~lzx

Este operador nos dice esencialmente qué le pasa a las funciones bajo la dindamica.

La versién analitico funcional del teorema de Perron-Frobenius ([46]-[29]) es debida a Ruelle y establece
que para ¢ € Fy, el operador de Ruelle actuando sobre el espacio de funciones continuas tiene un eigenvalor
simple maximal Ay > 0 asociado a una eigenfuncién estrictamente positiva h. Este teorema ademads establece
que para el operador dual L7 que actia sobre el espacio de medidas, existe una eigenmedida de probabilidad
v asociada al mismo eigenvalor A, de forma que f hdv =1y

l{m me mg — h/gduH -0, (5.2)
m—r o0 oo

para todas las funciones continuas ¢ definidas sobre el full shift [10 [19]. Esto es que las funciones continuas
bajo la accién del operador convergen a la funcién propia, o en su versiéon dual, dice que las medidas con-
vergen a la medida invariante bajo la dinamica. Mas ain, el teorema asegura que el espectro del operador
L sin considerar al eigenvalor A4 estd contenido en un disco de radio pAg con p € (0, 1), cuando este actia
sobre el espacio Fp, ver [09].

El teorema de Ruelle-Perron-Frobenius garantiza que el radio espectral es justamente el eigenvalor
Ag > 0, mientras que el radio esencial tiene magnitud pAy para algin p € (0,1), cuando £, actia sobre el
espacio de funciones Lipschitz. Este resultado implica la existencia de un hueco entre el eigenvalor maximal
y el resto del espectro, lo cual tiene varias consecuencias importantes sobre las propiedades estadisticas

17
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del sistema dindmico simbélico (X7, B, 0, 1te), por ejemplo, el teorema del limite central, decaimiento de
correlaciones y concentracién.

5.2. El Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius

En esta seccién enunciamos el teorema del Ruelle-Perron-Frobenius, para lo cual definimos, para cada

ge]:g:
varyg
Igle:=sup{ ok ikZO} y llglle=lglo+1lglleo -

Note que para g € Fy, | g |¢ es simplemente su minima constante Lipschitz, por otro lado || - ||¢ define una
norma sobre Fy, bajo la cual este es espacio es un espacio de Banach. Ademas es fécil probar que para todo
g € Fy, la siguiente desigualdad se satisface ||g]loo < ||gllo-

Supongamos que matriz de transicién T es irreducible y aperiédica, es decir, T™ > 0, para algtin entero
positivo M, pongamos b = by = max{l,| ¢ |p}. Antes de proseguir hacemos seflalamos que el siguiente
teorema es vélido cuando el alfabeto A es finito.

Teorema 5 ([59]). (Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius)

a) Existe una dnica A > 0, una medida de probabilidad v sobre Xp y una funcidn positiva h € Fy tal que
Lsh = Ah y LY = Av, mds ain [ hdv =1 (o equivalentemente v(h) = 1). El radio espectral de L,
como operador sobre Fy es A y su espectro esencial es OX. La eigenfuncion satisface

1
— <h<K, |h|p< BbK
7 Sh<K [hlos :
donde K = Bb™ y
B o2l NM+1,2(M+1)]1]] o log N + 2| ¢ ||
1—0 r 0 | logd |

b) La medida de probabilidad = hv es o—invariante.
¢) Tenemos que specg(Ly) N{x € C:| z |= A} = {A}. Mds adn es un eigenvalor simple para Ay y cada
z € specg(Ly) con | z |< X satisface | z |< pA, donde

-0

d) Definiendo Dy = %, para cada g € Fy y cada entero n > 0, tenemos

H/\_m 59— h/ngHO < DgX"p" || g |lo,

Para una prueba completa de este teorema, sugerimos revisar el teorema 2.1 en [59].

El operador de Ruelle es una de las herramientas mas importantes en el estudio de las propiedades
estadisticas de los sistemas dindmicos, porque precisamente nos dice cémo se modifican las densidades bajo
la dindmica. Los puntos fijos del operador son las densidades invariantes correspondientes a las medidas
invariantes. Las propiedades espectrales del operador también nos dan informacién cuantitativa acerca de
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la dinamica. Por ejemplo, si el operador presenta hueco espectral en un espacio de Banach adecuado, esto
es si el valor propio maximal es estrictamente mayor (en norma) que el resto del espectro, entonces se puede
mostrar que la dindmica muestra decaimiento exponencial de las correlaciones [10]. En el caso de medidas
de Gibbs en el full shift, el operador de Ruelle tiene hueco espectral en el espacio Fy, como resultado de
que el operador es cuasi-compacto en Fy.



6. Demostracion del teorema 3

En esta seccién probaremos que la medida invariante ;1 = hv enunciada en el inciso b) del teorema
de Ruelle-Perron-Frobenius presentado en el capitulo anterior satisface la condicién del teorema
esto es, probaremos que g = hv es la tnica medida o-invariante sobre Y7, para la cual existen constantes
positivas C' y P tales que

-1
C
¢ < eSn¢(z)—mP <C

para todo z = 292129 -+ € Y.

Demostracion. Dividiremos la prueba del teorema [3 en una serie de lemas auxiliares. Primero probaremos
que u es o-invariante.

Lema 3. p es o-invariante.

Demostracion. Sea f € Fy, de un célculo directo obtenemos que (Lf - g) () = L(f - (go o)) (x), de donde
tenemos

p(f) =v(hf) =v\"'Lh- f) = A" (L) (h-(foo)) = p(foo),

donde la peniltima desigualdad se sigue de que L* es el operador dual de £ con eigenmedida v (ver inciso
a) en el teorema [5)). O

Lema 4. p es mizing.

Demostracion. Dado que (L f) (z) = £yecp-nne5"?W f(y), obtenemos

(L") -9 (@)= D W (y)gla™y) =L"(f-(goo™).

yco "z

Para z,y € X7,
(] 0o Wg]) = 1 (Xiag) - Xo—r 1) = ¥ (hXGag) - (X © 0™)) = AL (hX(ag - (g1 © 0™))
= v (AL (hxag) - (X 0 0™))) = v (AL (Pxiag) - Xpwg)) -
Ahora
| ([g) o [yg]) = p(ag)ulys))| = |1 (8] N o™ [yg]) — v (hx(eg) v (Px1e) |
= v (AL (hx(ag)) — v (Bxieg) B) Xiwg) | < [IANTL7 (xgeg)) — v () Pl v (Xgw)

20
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El lema 1.12 en [I9] garantiza la existencia de constantes A > 0y S € (0, 1), tales que para todo n > s,
A7 L7 (hixge)) = v (hoxgg) bl| < Ap(xieg) 8",
usando que h > 0, obtenemos

|1 (5] o [yp]) — () p((ys])] < A (inf ) ™" p(xay ) i(x ) 8™, n > s

y por tanto
i (23] o)) = 1 ((23]) 1 (b)) cuando n — oo,

Corolario 1. La medidad = hv es ergddica.

Demostracion. Sea U € B invariante bajo o, entonces para todo n € N, ¢ U = U, del lema anterior
sabemos que i es mixing, por lo que concluimos que

p(U)? = lim p(c7"UNU) = p(U),

n— o0
de donde p(U) =0 o0 u(U) =1, por lo que concluimos el resultado. O

Para concluir que p = hv es una medida de Gibbs notemos que para ¢ € Fy, varyo < CO* y que dados
a,z € Y, existe alomés un y € [26’_1] tal que o™y = a, por lo que X[ngl](y) =1 paraalomdsuny € Xr,
dado que ¢ € Fy, se sigue que

o0 o'e) C
}Snd)(l/) - Sn¢(z)| < kzzovarkqs < Ckzzogk =15

usando esta desigualdad junto con el hecho de que h(z) < ||h||so, para toda = € X7 (esto se sigue de que h
es acotada, ver inciso a) en teorema [5)) tenemos

n o B
£ (hX[ZSL*l])(a) - Z esntﬁ(y)h(y))([zgfl}(y) <eT T || h[|ng €57

o"y=a

y asi
w71 = v () = A7 (L7 (g ) ) S AT I floo €590, (6.1)

Por otro lado, por hipétesis T > 0 para algin M > 0, por lo que para cualquier a € Y existe al
menos un y € [z0'] tal que 0" M (y) = a, por lo que una vez més utilizando el inciso a) del teorema
podemos concluir que h(z) > inf h, para todo = € X7, de donde

LM (hX[zgfl]) (a) > 6Sn+M¢(y)h(y) > E*M\W’Hooe—l_% (inf h) 65n¢(2’)’
de donde
il = AT My, (£n+M (hx[zg_l])) > An=M = MlI8llo o= 155 ¢ Sn (=), (6.2)

De (6.1)) y (6.2)), tenemos la siguiente desigualdad
n—l]

plzg
Ol S )\_"esn,(b(z) S 027
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donde C; = A~Me=Mllélloo g 759 yCy = eTo® Hh“oo, para concluir ponemos P = log Ay C' = m:ix{Cfl, Ca},
de donde se obtiene
-1
-1 plzg ]
C S €S7z¢(z)_np S C’ (63)
por tanto concluimos que g = hv es una medida de Gibbs.

Observacion 4. Note ademds que P =log X\, nos dice que la presion topoldgica coincide con el logaritmo
del eigenvalor de mddulo mdximo del operador de transferencia L.

Para concluir la prueba del teorema |3| resta probar la unicidad de la medida u, para ello proseguimos
como sigue:

Si y/ es otra medida que cumple la propledad . con constantes C’ y P’. Dado un conjunto finito C,

de Y7 con la propiedad de que (J . [75~ 1 = 7, obtenemos
C'-1gP'm Zes¢(x)<z _1<C/Pnzes¢(x)
z€Cp z€Cp x€Cp
por lo que

1 1
- 1 Cl—l § Snd)(m) < PI < = 1 Cl § Sn¢(w)
n 0g< € - n o8 ¢ ’

z€Cp z€Cp

por tanto concluimos que P’ = lim,,_, %log (Zzecn esn‘b(l)), lo cual es independiente de y’ y por ende
podemos concluir P’ = P.

Una vez més utilizando (6.3, junto con el hecho de que P’ = P obtenemos para todo [zf ']

S | R i
0 = ey T O

por lo que p y i tienen los mismos conjuntos nulos y as{ ambas medidas son equivalentes (es decir, ambas
medidas tienen los mismos conjuntos de medida nula), del teorema de Radom-Nikodym p' = fu para
alguna funcion integrable f con respecto de p, ya que p es ergédica, el teorema de Birkhoff aplicado a f

nos asegura que
/fdu— lim 15, f(z /fdu /du,

por lo que f =1 casi en todas partes, y asi y’ = pu. O



7. Complejidad del full-shift

En el capitulo [3| senalamos (sin prueba) que una de las caracteristicas principales de las medidas de
Gibbs es la de satisfacer el principio variacional, el cual afirma que la presion topolédgica se alcanza tomando
el supremo de la entropia més la energia sobre todas las medidas de probabilidad o-invariantes. Antes de
definir la entropia del sistema, sus caracteristicas e interpretacién, fijamos la siguiente notacién.

Dado un sistema dindmico medible (X, f, B) y dos particiones P y Q de X, ponemos
PVvQ={PNQ:PePy Qecg}
y f7'P={f"'(P): P € P}. Entonces definimos

n—1
Po=\ [P =PV Pv.v P
k=0

Entonces, la entropia topoldgica es un nimero no negativo que mide la tasa de crecimiento exponencial del
numero de orbitas distingibles cuando el sistema evoluciona. Formalmente la entropia topoldgica esta dada
por
h = lim 1 .
top(f) nlﬁn;o 0og | Pn |

Se puede demostrar que esta cantidad es independiente de la particién que se considere, lo cual enunciare-
mos sin demostracién a continuacién (ver [19]), pero antes definiremos la entropia.

Sea ¢ : [0,1] — R la funcién dada por ¢(z) = —zlogz si x # 0y ¢(0) = 0. Si p es una medida de
probabilidad sobre (X, f,B) y P una particién finita de X, ponemos

Hy(P) =Y o(u(P) ==Y u(P)log(u(P)),

PeP PeP

definimos la entropia de p con respecto de P como la cantidad

n—1
.1 _k
H,(f,P) = lim —H, (\/ f P) :
k=0
v la entropia de p como sigue:

h,(f) =sup{H,(f,P): P es una particién finita de X'}. (7.1)

En la préctica resulta dificil estimar h,(f) utilizando (7.1f), por lo que el siguiente resultado juega un
rol fundamental en la estimacion de la entropia y por tanto en la estimacién de la entropia topoldgica.

Teorema 6. Sea (X, f, B, 1) un sistema dindmico invariante. Si la particion P es tal que

23
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a) \/;io f~FP genera a B, si f es no-invertible.
b) \/;‘;70O fFP genera a B, si f es invertible.
Entonces h,(f) = Hu(f,P).

Por lo que para determinar la entropia es suficiente encontrar una particion del espacio para la cual
se satisfaga el teorema anterior, si bien este problema no es sencillo en general, si lo es para el caso de
los sistemas simbdlicos, pues esta particion resulta estar dada por los cilindros de tamano 1. Finalmente
enunciamos sin demostracién el siguiente resultado,

hiop(f) = sup{h,(f) : v es una medida de probabilidad f-invariante} . (7.2)

Del principio variacional enunciado a continuacién, se sigue que hyop(f) = P(0).

Recordemos que para el caso de sistemas dindmicos simbdlicos sobre alfabetos finitos la presién to-
polégica de un potencial ¢ estd dada por expresion (4.4)). Esto serd relevante en los siguientes resultados.

Teorema 7. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, f : X — X una funcidn continua y ¢ : X — R un
potencial continuo. Entonces

P(¢) = sup {h,,(T) + /qzﬁdv : v es una medida de probabilidad a—invariante} . (7.3)

Para el caso en que el sistema dindmico en cuestion sea el full shift, este resultado fue enunciado en
teorema [4] en la seccién 4l Al combinar dicho resultado con el siguiente teorema, cuya demostracién puede
ser revisada en [19] (teorema 1.22), podemos concluir que las medidas de Gibbs son medidas de equilibrio del
sistema. Es importante senalar que el siguiente resultado es vélido para sistemas simbdlicos sobre alfabetos
finitos.

Teorema 8. Supongamos que ¢ € Fy, X7 es topologicamente mizing y i1y la medida de Gibbs asociada
con este potencial. Entonces, |14 es la inica medida de probabilidad o-invariante para cual

P(¢) = hy, + /¢du¢. (7.4)
Demostracion. Ver proposicién 1.21 y teorema 1.22 en [19]. O

En particular note que cuando P(¢) = 0, el resultado del teorema anterior nos permite estimar de
manera sencilla la energia del potencial, pues bajo esta condicion se tiene

[ odne =, (75)
lo que significa que cuando la presién es 0, la energia del potencial es igual a menos la entropia del sistema.

Antes de proseguir con la exposicion de esta tesis, consideramos prudente hacer el siguiente senalamiento,
el cual clarificard el porqué optamos por senalar que al combinar el resultado del teorema [ junto con
el enunciado en el teorema anterior, nos permiten concluir que las medidas de Gibbs son una medida
de equilibrio del sistema, pues a primera vista podria resultar que estamos siendo redundantes en esta
conclusién. El punto primordial al escribirlo de esta manera radica en que, la prueba de este teorema
presentada en [19] se basa en demostrar que P(¢) definida por la expresion (4.4)) iguala al lado derecho de
7 de donde a consecuencia del principio variacional (teorema [4] o teorema 7)), el cual como sefialamos
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con anterioridad, relaciona la presién presion topoldgica con el supremo de la entropia mas la energia sobre
todas las medidas de probabilidad o-invariantes, se tiene que

sup (hy(a) + [ odv) = P(6) =, + [ 6. (7.6)
veEM,(ET)

lo que nos permite concluir que la medida de Gibbs 14 asociada a un potencial Lipschitz con respecto de

dy es una medida de equilibrio del sistema.

7.1. Aplicaciones del principio variacional

En esta seccién mostramos algunas aplicaciones del principio variacional, en el primer ejemplo utiliza-
mos este resultado para estimar la entropia y energia de un sistema simboélico. Mientras que el segundo
describimos una aplicacién a la teoria evolutiva, en particular al modelo de Leslie, en el cual la presion,
entropia y energia del sistema tiene una interpretacion desde el punto de vista el crecimiento poblacional,
vale la pena sefial que este resultado serd de suma importancia en las secciones finales de este trabajo.

7.1.1. Ejemplo: Medida de Bernoulli

Consideremos el espacio de todas las sucesiones en dos simbolos, los cuales por conveniencia denotaremos
por A = {+1,—1}, entonces cada p € (0,1) define una medida sobre los cilindros [z{ '], lamada medida
de Bernoulli, definida como

n—1
pplzg ' = H p(z;), donde p(+1)=p y p(-1)=1—p.
i=0
Poniendo
logp st xo9 = +1,
p(z) = (7.7)

log(1—p) si xz9=-1

es facil ver que p, es una medida de Gibbs con constantes C' =1y P = 0, para ello basta ver que

pola ™ = TLpte) = [L 2 = exp (Z ¢<0i<x>>> -
i=0 i=0 =0

Dada una configuracién finita zgx; ... x,_1 de simbolos de A , sabemos que la probabilidad de observar
k simbolos +1 en dicha configuracién esta dada por

(})rta—nr.

tomando P = {[—1], [+1]} (ver teorema @, para cualquier cadena finita 2 ' € A" obtenemos

Hy (ViZg o ™FP) = = S ey Nlog ula ™) = = X201 TT1S élwi) 1og T, ()
== h=0 (Z) pP(1—p)"Flog (pF(1—p)" ") = -1, (Z) pF(1 —p)"*klogp

— > =0 (Z) pF(1 —p)"F(n — k)log(1 — p) = n(—plogp — (1 — p)log(1 — p)),
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por lo que
hu(o) = Hy(o,P) = —plogp — (1 — p)log(1 — p). (7.8)

Usando obtenemos hy,p(0) = log 2, esto es, el sistema muestra médxima incertidumbre cuando p = 1/2,
entonces si se elige p = 1/2 se tiene hy,, = hsp(c), de donde utilizando , concluimos que en esta
situacién la medida pi1 /5 es la tinica medida de equilibrio del sistema. Note ademds que utilizando y
(7.8)), concluimos que cuando el potencial ¢ estd definido por , la energia del potencial estd dada por

/¢du¢ = plogp + (1 —p)log(l — p). (7.9)

T 0
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Figura 7.1: Grafica de la entropia y energia del potencial en funcién de la probabilidad p (ejemplo: medida de Bernoulli).

En esta seccion hemos mostrado que la medida de Bernoulli es de hecho un ejemplo de una medida
Gibbs cuya presién topoldgica es 0, esto nos permitié estimar, via el principio variacional, la energia del
potencial, la cual como vimos en este caso sencillo es simplemente menos la entropia del sistema.
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En este capitulo discutimos la importancia de estudiar las propiedades estadisticas de los sistemas
dindmicos para analizar sistemas que exhiben caos en el sentido de Devaney [26], para esto comenzaremos
la seccién definiendo qué es un sistema cadtico y sus principales caracteristicas, en la seccién [8.2
enunciamos los tres teoremas limite de la estadistica: la ley fuerte de los grandes ntmeros, el teorema del
limite central y el principio de grandes desvios. En la seccién [8.3| relacionamos el primero con el teorema
ergddico de Birkhoff y enunciamos el teorema del limite central para sistemas dindmicos. Finalmente en
la seccién [8:4] discutimos los resultados existentes sobre desigualdades de concentracién y como estos son
consistentes con el principio de grandes desvios.

8.1. Sistemas cadéticos

Un sistema dindmico (X, f) es cadtico en el sentido de Devaney en [26], si se satisface:

Definicién 19. Un sistema dindmico f : X — X se dice cadtico cuando se cumplen las siguientes condi-
ciones:

i) [ es transitivo,
i1) el conjunto de los puntos periddicos de f es denso en X,

1) f tiene una dependencia sensible a las condiciones iniciales, esto es, existe un € > 0 tal que para todo
x € X ytodo § >0 existe uny € X y unn >0, tal que d(z,y) < 6 pero d(f™z, f™y) > e.

Dado que el interés en este trabajo de tesis se centra en estudiar las propiedades estadisticas de los
sistemas dindmicos simbdlicos, los cuales intrinsecamente estdn definidos sobre un espacio compacto (para
la topologia producto), en lo subsecuente, a menos que se especifique lo contrario, siempre supondremos
que el espacio X es compacto. Esto serd relevante mas adelante, pues bajo este supuesto se tiene que la
propiedad de ser topolégicamente mixing implica transitividad.

Proposicion 2. Dado un alfabeto finito A y una matriz de transicion T. El full shift o : X7 — Yr satisface
las condiciones i),ii),4ii) anteriores, si eviste un M > 0 tal que T™ > 0.

Esta proposicién nos dice que la propiedad de mezclado del mapeo o implica que este es cadtico.

Demostracion. El lema en el capitulo 2| de este trabajo garantiza que T™ > 0 para algiin entero positivo
M si y solo si o es mixing, por lo que las hipétesis de la proposicién [2] implican que ¢ es transitivo, y asi
la condicidn %) en la defincién anterior se cumple, pues Y1 es compacto.

Para probar i) procedemos como sigue: dado € > 0 y & = (zgz1x2...) un punto arbitrario en 4.
Sea n el menor entero positivo tal que " < e. Dado que TM > 0 existe (a lo més) un camino de

tamafio M que conecta a x, con xg, esto es, (z, = 20,...,2M-2,2M—-1 = Zg), por lo que poniendo

27
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y= (o Tnz1--- zM_QxO)E obtenemos un punto periodico tal que d(z,y) < 6™ < ¢, de donde concluimos
que el conjunto de puntos periédicos de o es denso en Y.

Sea z € X7 y § > 0 arbitrarios, consideremos un y € X para el cual d(z,y) = 0¥ < §, entonces
d(oNz,oNy) =1>1/2 =: ¢, de donde se sigue iii). O

Los sistemas cadticos muestran una dependencia sensible a las condiciones iniciales en el sentido de
que para puntos arbitrariamente cercanos sus 6rbitas muestran comportamientos muy diferentes, como se
menciona en [33] los sistemas cadticos son deterministas mas no predecibles, pues si se conoce el estado
inicial del sistema, entonces todos los estados futuros también serdn conocidos. Sin embargo un pequeno
error en la determinacién del estado inicial puede provocar grandes cambios en las observaciones futuras,
por lo que en esta clase de sistemas se prefiere el estudio de las propiedades estadisticas del sistema en lugar
del estudio global de las érbitas de puntos tipicos en el espacio X. Vale la pena senalar que ain cuando en
los sistemas dindmicos cadticos la prediccién puntal a largo plazo en general no es posible, en la mayoria de
los casos si lo es la estimacién de promedios y demés propiedades estadisticas, por ejemplo es posible estimar
la probabilidad de que el sistema se ubique en una regiéon dada R C X en cualquier momento del tiempo,
ver [30]. Dicha estimacién suele hacerse utilizando medidas de probabilidad intrinsecas al sistema o de
caracteristicas de interés desde diferentes puntos de vista. En general una caracteristica que suele buscarse
en las medidas p definidas sobre el sistema (X, B, f) es la ergodicidad, pues no solo en este contexto es
donde se pueden obtener mayor cantidad de resultados relevantes sobre las propiedades estadisticas del
sistema, si no que ademés como se demuestra en [6], [57] y [64] entre otros, una clase amplia de sistemas
cadticos poseen de manera natural de una medida ergédica. Finalmente cabe senalar que las medidas
contienen informacién sobre el comportamiento estadistico del sistema (X, f) y sobre el comportamiento
de los promedios de observables a lo largo de trayectorias tipicas del sistema, por lo que el estudio de
las propiedades estadisticas de los sistemas cadticos, en lugar del estudio individual de las trayectorias
individuales de diferentes puntos en X, se vuelven de suma importancia en este contexto.

8.2. Teoremas limite: Procesos independientes e idénticamente distribuidos

A fin de mostrar la importancia de estudiar las propiedades estadisticas de los sistemas dindmicos en
esta seccién enunciamos los tres teoremas limites: Ley de los grandes ntimeros, teorema del limite central y
principio de grandes desvios. Por completitud consideraremos el caso de procesos estocasticos i.i.d., como
veremos en la siguiente seccién para el caso de sistemas dindmicos (X, f) debemos considerar el proceso
{X,}:={go f"}, donde g: X — R.

Teorema 9 (Ley fuerte de los grandes nimeros). Sea {X,} un proceso independiente e idénticamente
distribuido con distribucion P y esperanza E(X) < co. Entonces, para todo € > 0 se tiene que

RS .y
— g X; = E(X) casi ciertamente, cuando n — oco.
n

7=0

Este teorema nos asegura que con probabilidad 1 la sucesién de medias muestrales converge a su valor
esperado. Para describir este hecho presentamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Sean X1, Xs, ..., X, variables aleatoria independientes e idénticamente distribuidas que toman

valores en {1,2,3,4,5,6} con igual probabilidad, entonces para cada i = 1,...,n, E(X;) = 3.5, luego, la
1

ley fuerte de los grandes numeros nos garantiza que — 22:1 X; converge casi ciertamente a 3.5, cuando
n

n — 0o. La siguiente grdfica ilustra este hecho.

Yxo T Znz1 .- Za—2%0) denota el punto periédico (o ... Tn21 ... 201 _2T0, 1 -+ - TnZ1 -+ ZM_2L0 - - - )
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(a) n=100 (b) n=500
Figura 8.1: % >, Xi, paran =100 y n = 500.

Teorema 10 (Teorema del limite central). Sea {X,,} un proceso independiente e idénticamente distribuido
con ley P, esperanza E(X}) y varianza V(Xy) finitas, entonces para todo t > 0

i P( i Xk—nm)) - /; - (s—E(X»Q} s

n— oo nV(X) - \/ﬁv X ZV(X)

Ejemplo 8. Sean X1, Xs, ..., X, variables aleatoria independientes e idénticamente distribuidas que toman
valores en {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} con igual probabilidad, entonces E(Xy) = 5.5 y V(Xg) = 8.25. Para
n = 1000, E (% Z;é Xk) = 5.4987, mientras que para n = 5000 se tiene E (% Z;é X;.C) = 5.501, esto
es representado en la figura[8.3

50

40
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20 -

4 45 5 55 6 65 7 35 4 45 5 55 6 65 7
(a) n=1000 (b) n=5000
Figura 8.2: %Z?:1 X;, paran =100 y n = 500.

Por tdltimo, presentamos una version para procesos i.i.d. del principio de grandes desvios.

Teorema 11 (Principio de grandes desvios). Sea {X,} un proceso independiente e idénticamente distri-
buido con ley P, entonces tenemos que el siguiente limite existe para todo t € R,

n—1
1 1
lim —logP | — X >t | =—I(1).
i, o (nZ k>) ®
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A la funcién 1(-) se le llama funcion tasa y puede ser obtenida explicitamente, de la siguiente forma:
I(t) = sup{st — A(s)},
5>0

donde A(-) es la funcion generatriz (de momentos),
A(s) = log E(e*X).

En la siguiente secciéon mostraremos un analogo tanto del teorema del limite central como de la ley de
los grandes niimeros para el caso de sistemas dindmicos simbélicos.

8.3. Teoremas limite: Sistemas dindmicos

La dependencia a las condiciones iniciales de un sistema dinamico implican la dependencia del proceso
{go f"}n, donde g es una funcién de X en R, a la cual llamaremos observable. Sin embargo, atin cuando el
sistema puede ser dotado de una medida invariante que satisface la propiedad de mixing, el sistema exhibe
una forma de independencia asintética, pues la propiedad mixing de ser la medida implica que

Jim p(f7U)OV) = w@)(V), UV € B,

lo que nos dice que los medibles U y V, vistos como eventos, se vuelven independientes bajo la dindmica.
En términos de integrales este limite puede ser reescrito como:

n— oo

i [ xp-evevdi = [ xwdu [ v
ya que XAnB = XAXB Y Xf-nA = X4 © f", obtenemos

lim [ xuo f" xvdu= /XUdM/deM-
n—oo

Dado que este resultado es vélido para la caracteristica de cualquier conjunto medible obtenemos para
cualesquiera funciones medibles e integrables g1, g2 con respecto de u (91,92 € L*(p)),

nh;rrgo/gl o f" - gadpy = /mdu/gzdu. (8.1)
A la funcién
Co.g.(1) := /91 Of”-gzdu—/gldu/gzdu. (8.2)

se le denomina funcién de correlacién de orden [ entre g1 y g2. Si go = g1 = g, escribiremos simplemente
Cy4(1). Esta cantidad nos ayuda a cuantificar que tan rapido pierde memoria la medida respecto de la
dindmica. La igualdad nos dice que para cualesquiera dos observables g1, g2, cuando la medida es
mixing la correlacién tiende a 0, cuando [ tiende a infinito. El estudiar el orden de convergencia (a 0) de la
funcién de correlacién es fundamental en el estudio de las propiedades estadisticas de los sistemas dinamicos.
Un resultado bien conocido y estudiado en el caso en que sistema dindmico estd dado por el full shift, es
que cuando las observables satisfacen las propiedad de ser Lipschitz, esta convergencia es exponencialmente
rapida ([19], [49]). Formalmente este hecho es resumido en el siguiente teorema.

Teorema 12 ([19]). Si g1,92 € Fo y i = e es el estado de equilibrio asociado con ¢ € Fy, entonces
existen constantes D > 0 y 8 € (0,1) tales que

1S (g100™ - g2)dpu — [ grdu [ g2dpl| . < DB™ ||g1|, |92, para todo n €N.
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Es bien sabido que para g € Fy, la autocorrelacién de g decae exponencialmente, esto es, |C’g(N )| =
O(BN), g € (0,1). Bajo esta condicién en el orden de convergencia (a 0) de la autocorrelacién de g, se
obtiene un teorema del limite central (ver [19], [49], [56]).

Teorema 13 (Teorema del limite central para el full shift). Sea g € Fy y = py es el estado de
equilibrio asociado con ¢ € Fy, entonces existe una constante & = £(g) € [0,00) tal que

1 {x €¥r: % (Sng(x) —nu(g)) < 7“} - g\/lg

Cuando la medida es ergddica, tal es el caso de la medida de Gibbs, el teorema ergddico de Birkhoff
que enunciamos a continuacion, puede ser visto como la ley fuerte de los grandes nimeros para sistemas
dindmicos, para ser precisos tenemos:

Teorema 14 (Teorema Ergdédico de Birkhoff [14]). Sea (X, f, B) un sistema dindmico medible, si f es
una transformacion que preserva la medida o equivalentemente u es f invariante, entonces para cualquier
funcion g € L' (u),

-
2 2
/ e /2 dg, cuando n — oo.
—00

n—1
Jim =S o) = g(), (83
)

converge casi ciertamente a una funcién g € L'(u) tal que

/ gdp = / gdp.

Mientras que si p es ergddica, se tiene que

gdp =g.
de donde )
1« ,
1 G
Jim Z;g(f (x)) /gdu, (8.4)
iz

para casi todo x € X (con respecto de ).

El limite (8.4]) se puede interpretar como que el comportamiento observado a largo plazo iguala a su
valor esperado. En particular dado un medible A, para g = x4, (8.4) se transforma en

n—1
1 .
{ _— ‘7 = =
Jm EOXA(JC ) /XAdu 1(A), (8.5)
=
para casi todo x € X (con respecto de p).

Esto es importante en sistemas cadticos, pues si bien en esta clase de sistemas no posible predecir a
largo plazo de la evolucién de las drbitas, el teorema ergddico de Birkhoff y en particular nos aseguran
que dado un medible A de X, y un punto tipico x € X (x pertenece a conjunto de medida completa), la
frecuencia promedio con la que z visita a A es préxima a la medida de A. Una vez mostrados los resultados
anteriores, en analogfa con los teoremas [9 [I0] y solo resta preguntarnos por la tasa del convergencia de
Sng a su valor esperado, para algin observable de interés, esto lo haremos en la siguiente seccién, para lo
cual introduciremos las desigualdades de concentraccién (ver desigualdad ) las cuales son uno de los
temas centrales de esta tesis.

Para ejemplificar el teorema ergédico de Birkhoff y su relacién con la ley fuerte de los grandes nimeros
presentamos el siguiente ejemplo tomado de [45].
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Ejemplo 9. Consideremos X = [—1,1], f(x) = 1-222, yg = X[0.5,0.7] la funcidén caracteristica del intervalo

0.5,0.7]. Dada una condicién inicial xoy € [—1,1], para analizar la convergencia de +8S,g(zo), mostramos
n

grdficamente el comportamiento de la sucesion de sumas parciales {%Skg(ﬂfo)}zzl, para n = 100000. La

grdfica siguiente muestra el comportamiento de las sumas parciales para xo = —0.2, o = 0.52, g = 0.6 y
xo = 0.68.
0.15 0.15
0.1 #{\,\ 0.1
0.05 0.05
0 0
0 20000 40000 60000 80000 100000 0 20000 40000 60000 80000 100000
(a) mo = —0.2, LS, g(20) ~ 0.08077 (b) zo = 0.52, L Spg(z0) ~ 0.07951
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
0 0
0 20000 40000 60000 80000 100000 0 20000 40000 60000 80000 100000
(c) xo = 0.6, 2 Sng(zo) ~ 0.0788 (d) zo = 0.68, L Sng(xo) ~ 0.079564

Figura 8.3: %Sng(zo), para n = 100000 y diferentes valores de zg, para el ejemplo @

Aunque en este ejemplo hemos considerado pocos valores de xg, las estimaciones hechas de %Sng(xo)
parecieran estabilizarse independientemente de xg en algin valor proximo a 0.8.

8.4. Desigualdades de concentracién

Las desigualdades de concentracién son una rama de reciente interés en el estudio de las propiedades
estadisticas de los sistemas dindmicos. Estas nos permiten obtener cotas sobre la probabilidad de desvio
de un observable de interés alrededor de su valor esperado [39]. Ademds, dichas desigualdades nos ofrecen
informacién acerca de las propiedades de convergencia de cantidades de interés a tiempo finito, es decir,
nos dan resultados no asintéticos acerca de la fluctuacién de un observable alrededor de su valor esperado.
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La importancia del estudio de las desigualdades de concentracién recae en sus aplicaciones a distintas areas
tales como andlisis funcional, teorfa de la informacién, estadistica [40] 65], fisica estadistica [43], teoria de la
probabilidad [I7], entre otras. Si bien el estudio del fenémeno de la concentracién de la medida para sumas
de variables aleatorias independientes ha sido ampliamente estudiado en la teoria de probabilidad, no fue si
no hasta inicio de los 70’s con la aparicién de los métodos de martingalas que fue posible generalizar dicho
resultado para funciones més generales, ver por ejemplo Milman y Gromov [32] y Talagrand [60], [61].

Dado {Xj}}_, una familia de variables aleatorias que toma valores en un espacio de probabilidad
(X, B,P), consideramos una variable aleatoria Y,, = K(X;, Xa,...,X,) donde K : X™ — R es una funcién
medible, aqui X™ denota el n-ésimo producto cartesiano de X consigo mismo, entonces el objetivo de las
desigualdades de concentracién es el de cuantificar (para cada n) el tamafio de desvio de Y,, alrededor de
su valor esperado E(Y,,), esto es, encontrar (si es que existe) una funcién positiva b(n,t), tal que para cada
n € NytodoteR,

P(| Yo~ E(Ya) [> ) < bin,b).
Bajo ciertas condiciones, en las cuales no profundizaremos en este trabajo, pero recomendamos al lector

interesado ver [50] para més detalles, McDiarmid [42] probé la siguiente desigualdad de concentracién.

Teorema 15 (Desigualdad de McDiarmid). Sea {Xi}}_, una familia de variables aleatorias (no necesa-
riamente independientes) sobre un espacio de probabilidad (X, B,P), y consideremos una variable aleatoria
Y, = K(X1,Xs,...,X,), donde K : X™ — R es una funcion medida que satisface el supuesto de diferencias
acotadas, esto es,

sup | K(T1, e i1, Ty Tt 1y -y T) — K (@1, 1, T i1, oy ) [ < dy (8.6)
Tl Tn,z€X

para todo i = 1,2,...,n, donde d; son constantes positivas arbitrarias. Entonces, para cada t > 0, se

satisface la siguiente desigualdad

B (| Yo~ E(Ya) | ) < 2exp (—{td) . (5.7)

El siguiente teorema debido a Hoeffding en [34], prueba una desigualdad de concentracién para el caso
de suma de variables aleatorias independientes y acotadas.

Teorema 16 (Desigualdad de Hoeffding). Sea {Xj}}_, una familia de variables aleatorias independientes

y acotadas, para k € {1,...,n}, Xy, € [ag, br] para algunas constantes aj, < by, € R, entonces
n n 2t2
P (S0, Vi - S B 2 1) < 2exp [~ 2 ) vE 0. (8.8)
21 (bk — ax)

En el caso de los sistemas dindmicos medibles (X, B, f, i), nos interesa cuantificar el tamano de desvio
de un observable de interés, valuado en segmentos de érbita alrededor de su valor esperado, es decir, nos
interesa encontrar una funcién b(n,t) > 0 tal que:

p{re X |K(x, f(z),.... " (x) = [K(=, f(x),.... " z)dp| >t} < bn,t). (8.9)

En particular, es bien sabido que para sistemas dindmicos simbdlicos dotados con una medida de Gibbs
asociada a potenciales con cierta regularidad: Lipschitz [22], [24], condicién de Walters [23] (esta condicién
implica el mismo resultado para potenciales de variacién sumable), un resultado como este se mantiene
para observables separadamente Lipschitz de n-variables, por conveniencia enunciamos a continuacion este
resultado para el caso Lipschitz y postergamos su demostracién hasta la secciéon [9.1) mientras que el caso
en el cual se cumple la condicién de Walters serd tratado en la seccién [9.4.1
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Definiciéon 20. Decimos que un observable K : ¥™ — R es separadamente Lipschitz de n-variables, si se
satisface

| K(Z1,.. @iy oy Tp) — K(z1, .o 2,00, 20) |

Lip,(K) := sup sup < 0. (8.10)

7
T1geesTiyeeyTn T AT, d9(xi7xi)

Para este tipo de observables se tiene la siguiente desigualdad de concentraciéon exponencial.

Teorema 17 ([22, 24]). Dado el full shift (X7,0) en N simbolos dotado con una medida de Gibbs jig
asociada a un potencial ¢ Lipschitz continuo bajo la métrica usual dg, y una funcion K : X% — R Lipschitz
separable de n-variables. Entonces existe una constante D > 0, tal que

/eK(fc,...,(7"71.'1c)d//[/q5 < k/efK(y,...,a"*ly)du¢eDZ;L;OlLip?K7 (811)

para todo n € N.
Como consecuencia obtenemos una desigualdad de concentracion.

Corolario 2. Para todo t > 0,

t2
—1

W (x cK(z,00,...,0"Y) — /K(y, oYy 0" ) dpg (y) > t) < e ADTIS) Lip ()2 (8.12)

Vale la pena senalar que la demostracién del teorema[I7)se basa en las “buenas” propiedades espectrales
del operador de Ruelle L4 (ver definicién [5.1)) sobre el espacio de Banach de funciones Lipschitz dotadas
con la norma || - ||o=|| * [loo + | - |o-

Notemos que dada una funcién Lipschitz g : (37)" — Ry o € X7, la funcién K(z,0x,...,0"%z) =
Z;é g(c*z) es Lipschitz separable de n-variables, en el lema [1| de la seccién [5| se probé que [l €S una
medida ergédica, por lo que el teorema ergdédico de Birkhoff (teorema permanece cierto, ademas es bien
sabido que convergencia puntual implica convergencia en medida, por lo que tiene sentido preguntarnos por
la probabilidad de desvio de ZZ;; g(o"z) respecto a [ gdp, en este contexto la desigualdad de concentracién
nos brinda una cota sobre esta probabilidad a tiempo finito, esto es, la desigualdad nos
garantiza la existencia de una constante positiva C, tal que para todo ¢ > 0 la siguiente desigualdad se

satisface

e (:L' :|Sng(x) — /gd,u‘ > t> < 2exp (antz) , (8.13)
donde C' =1/(4D | f |9). Remplazando ¢ por t//n en esta desigualdad obtenemos
pg (20 |Sng(x) —n [ gdu| > tv/n) < 2exp (—Cnt?), (8.14)

para todo n y t > 0. Finalmente senalamos que este resultado no asintdtico es consistente con el teorema
del limite central (teorema .

La desigualdad de concentracion nos permite obtener un andlogo al principio de grandes desvios
(teorema , para ver esto, sea g un observable Lipschitz integrable tal que [ gdu = 0, entonces de (8.12)
concluimos que

pie (z 1 Spg(x) > t) < exp (—Cnt?), (8.15)

esta tultima desigualdad nos proporciona una cota para cada iteracion de n de la rapidez de convergencia
de la probabilidad de desvio de S, g respecto de su valor esperado. Por lo que para cada n obtenemos
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1
~log (g (v : Sng(w) > 1)) < —C#,

de donde 1
—I(t) = lim —log (ug (z : Sng(x) > 1)) < —Ct% (8.16)

n—oo N

Mientras que el principio de grandes desvios (teorema, nos garantiza que para valores “muy grandes”
de n, pe (z: Spg(z) > t) puede ser aproximada por e~V la desigualdad nos ofrece la posibilidad
de determinar una cota sobre la probabilidad de desvio para cualquier valor de n, si bien las estimacién para
valores pequenos de n pueden no ser tan buenas, la importancia de este resultado recae en su practicidad,
pues para poder ser aplicado basicamente solo necesitamos estimar la constante Lipschitz de g. De aqui la
importancia de tener una estimacion de la constante de concentracién D que aparece en el teorema esta
estimacioén es realizada en la seccién [0.11



9. Resultados en sistemas simbolicos

El objetivo general de esta parte del trabajo se centrd en estudiar las desigualdades de concentracion
en sistemas simbdlicos y sus aplicaciones. Dentro de los resultados obtenidos destacan la estimacién de la
constante de concentracion en el caso de medidas de Gibbs asociada a potenciales Holder, dicha estimacién
es presentada en la seccion En la seccion obtendremos via desigualdades de concentracion, una cota
en la rapidez de convergencia del teorema ergddico de Birkhoff, la cual nos permite extender los resultados
clasicos sobre este tema al poder considerar funciones continuas y acotadas casi en todas partes con respecto
de pg. Finalmente generalizamos los resultados de concentraciéon a funciones Lipschitz separables de n-
variables sobre shifts contables de Markov, este resultado es mostrado en la seccion

9.1. Estimacién de la constante de concentracion

En esta seccion demostramos el teorema Ademés, utilizando resultados de Stoyanov [59] sobre las
propiedades espectrales del operador de Ruelle damos una estimacién explicita de la constante de concen-
tracién D.

Demostracion del teorema n Dada una funciéon K : (AN)m — R separadamente Lipschitz de m-variables,

y sucesiones z,z' € AN, i =0,1,...,m, introducimos la siguiente extensién del operador de Ruelle, el cual
lleva funciones de m — 1 variables a funciones de m variables

(LgK)(at,2?,..., 2™ 1) = Z PO K (2,2t 22, 2™

Poniendo Si¢ = Zi:ol ¢ o, es facil ver que
(LLE) (2,22, 2™ ) =
> yeo—i(a1) eSitWK (y,0(y),0%(y),...,09 (y),z', 22, ..., 2™ 7).
SiU(z) = K(z,...,0" 1(x)), entonces
LU(z) = (LLK)(x,...,0"2(x)).
La siguiente serie de lemas son la clave en nuestra estimacién de la constante de concentracion.

Lema 5 ([27]). Sea (Y, v) un espacio de probabilidad, sea g : Y — R acotada y v-medible. Entonces tenemos

1
/ e9W)—v(9) q,, < exp (0802(9)) ) (9.1)
v 8
donde osc(g) := sup, ey (9(y) — 9(y'))-

36
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Usando de forma recursiva esta desigualdad, obtenemos el siguiente lema (para ver una demostracién
de teorema sugerimos ver la demostracién del lema I1.2 en [25]).

Lema 6. Para (X7, 1e), donde pg es una medida de Gibbs asociada a un potencial Lipschitz ¢, obtenemos
la siguiente desigualdad

/exp (K(z,cr:c, . ,a"ilx)) dpg < exp /K(z,ax, .. é Z 08¢y (IL K) , (9.2)
§=0

donde .
oscy (]LfbK) ‘= sup sup {K(y,xQ, s I ¢ (YO ,x"_l)}
y#y' x2,...xn—1
y,xt,. 2" e Sy

El siguiente lema, el cual demostraremos un poco més adelante, es la herramienta principal en la
estimaciéon de la constante de concentracion D.

Lema 7. Existen constantes Dy >0 y0 < B < 1 tales que para cualquier entero positivo n, y para cualquier
funcion real K Lipschitz separable de n variables, tenemos para todo 0 < k <n

k+1
—kt1—j .
osc1 (L*(K)) < DoZﬁ I Lip; (K),
j=1

oscy (L™ (K <DOZB Llp K). (9.3)

Donde osci(K) := sup, ., sup,, . {K(y,za,... ,xn) - K, x2,...,2n)}.

Usando la desigualdad (9.3]) junto con la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho de que 0 < § < 1

obtenemos
n—1 D2 n
D osc}(LM(K)) < —2— : > LiplK,
j=0 (1 - ﬂ) i=1

entonces para concluir con la demostracién del teorema [17] podemos tomar

.....

:ufgﬁ' (9.4)

O

Dado que estamos interesados en obtener una estimacién explicita de la constante D, realizamos ahora
la demostracién del lemal[7], pues es justo esta prueba la herramienta necesaria para dar una estimacién de la
constante de concentracién D que aparece en el teorema para ello utilizamos los resultados presentados
en la seccidn [5] los cuales son tomados del trabajo de Stoyanov en [59] y que por completitud incluimos
aqui

b=b;:=mix{L,| ¢ |}, K =B, (9.5)
2% ) (M+1) J2(M+1)|¢lo 1 )
p=n e rp=ognt2dlle (9.6)
1-6 | log 6 |
1—-46 100K°b3
p=1-~"2c01), p,= 08 (9.7)

8K3 1-6
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Lema 8. Para cada g € Fy, tenemos

1£6"g — [ gdp|. < 8K2b8™ ||g], (9.8)

donde B =1— 125 € (0,1).

Demostracion del Lema[7 Nuestro objetivo es probar las desigualdades en el lema[7] ya que ambas demos-
traciones son analogas procedemos como sigue:

. . —j— i m—j—1 .
Para un vector fijo estimamos r}" "’ b= (rt,r2, . rmTith) e (AN) 77" la cantidad

sup { (LK) (y, 17771 = (LK) vy} (9.9)

y#y’

ahora fijamos un z* € AN arbitrario. Para 1 < [ < 7, introducimos la siguiente sucesién de funciones
auxiliares de [ variables

1 2 2 m

ol (a2 = Kt e e et (e, o T e e

x 7r1 bl

para j > 0, consideramos

o= K(,a" (@), 002" rf i),

2 m,j,l)

v§+1(x1, 22,2ty = Kt 22, a0t ] ,
esto nos permite escribir
K(z,0(x),...,00(x), e 77 =
Ug + Zgzo[vf+1(x, o(x),...,olr) — vlj (z,0(x),...,0 " )]
Aplicando sz; a esta expresién y usando el hecho de que L) = v}, obtenemos
(LK) (@, xy 77 =

’Ug + Z{:o Lé[vlj_,’_l(x, o(x),...,0lr) — vlj (v,0(x),...,072)] =

vl + Z{:O Ei_l(Lfb[v{_i_l(a:, o(z),...,0lx) —v](z,0(x),...,0" " 2)]).

Finalmente ponemos

wi@)= > ] (2,0(),...,0'0) —v](z,0(@),...,0' 2)],

z€o~l(x)
de donde obtenemos ‘
J
(LK), = o+ Y £ wf (),
1=0

un calculo directo nos lleva a

l
||wf||oo < Lipl+1(K) y |wz] lo< 22‘9[71 Lipi+1(K)’

1=0
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de lo cual se sigue que

l l
lwi lo < Lip, 4 (K)+2> 6" Lip, ;(K) <3 6" Lip,,,(K). (9.10)
i=0 i=0

Poniendo g = wl] en , obtenemos
27~ w] = fwldy]| <8K*08 " [[u]],,
por otro lado estimando oscy (]L;), tenemos

) ! . o . o
Liw] (y, vy ™7 = Lhw] (v, i 77| = |vd 4+ i £ w] (y) — vd — Yo7 £ 'wi ()]

!Z o ] fwz dp + Z fwljdu - Zgzo ﬁjilwzj(y/”
< o (£ ] (y) = [widp| + L7 w] (y) — [ wdul)
<230 o 167 ] = [widpl|| < 16K*6 300 87" [w] e
< 48K2b2{:0 ﬁjil Zi:o eliiL'L’pﬂ-l(K)v
donde la tltima desigualdad se sigue de (9.10)), como 6 < § < 1, obtenemos

7 1 7 l
D BTN 0T Lip (K) <Y Y BT Lipgy, (K).

=0 =0 =0 i=0
Por lo tanto -
J
osci ( IL] Z 877" Lip;, (K),
1=0 =0
poniendo 3, = %, queremos obtener una constante C' > 0 independiente de n, tal que

i1 !
S O3B Lip (K) < C Y B Lip, (K),

=0 =0 =0
comparando término a término, para cada m € R, , queremos obtener una constante positiva C| tal que
m—1 14871m—1
mgm T < C[HE]T,

lo cual es equivalente a encontrar el maximo de la funcién

fmy=n[22]",

-1
esta funcién alcanza su maximo en N = 3 , por lo que obtenemos C = f(N), es decir,
log(1i5) + log(2)
T
_ -1 28 | 10225
0 - s [88] 7 o
por lo tanto
osci(LY) < 48K*bC Y 17" Lip, 4 (K). (9.12)

1=0
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Tomando Dy = 48K2bC'y 3 = 31 concluimos la demostracién. O

Finalmente, notemos que la demostracién anterior nos da una cota explicita del valor de Dy, por lo
que utilizando (9.4) obtenemos la siguiente estimacién de la constante de concentracién enunciada en el
teorema [[7}

2304 K4p*C?
- 57 (9.13)

Donde los paramtros b, K, 8y C estan definidos en las expresiones (9.5) y (9.11]).

Vale la pena senalar que el resultado de concentraciéon demostrado en esta seccién, es valido para el
caso de sistemas dindmicos simbdlicos dotados de medidas de Gibbs asociadas a potenciales Lipschitz,
y observables que satisfacen la condiciéon de ser separadamente Lipschitz de n-variables. En la siguiente
seccién utilizando resultados recientes sobre concentracién de Chazottes, Moles y Ugalde [23], junto con la

técnica de aproximacién de observables desarrollada por Podving en [48], extendemos el resultado (8.13)
para observables mas generales.

9.2. Condicion de Walters y concentracion

Chazottes, Moles y Ugalde en [23] probaron los mismos resultados sobre concentracién para sistemas
dindmicos simbélicos dotados con una medida de Gibbs que los mostrados en la seccién en el caso en
que el potencial ¢ satisface la condiciéon de Walters, esto es, ellos probaron un resultado andlogo al teorema
[I7 corolario [2] desigualdades y [8:14] para potenciales que satisfacen la condicién de Walters, la cual
definimos a continuacién.

Dado un potencial ¢ y z,y € AN, ponemos
W(¢’ xz, y) = SUPpeN SUPge An |Z?:0 ¢(0—1ax) - QS(UZay)‘ )
supongamos que existe una constante positiva W(¢) (dependiendo de ¢), tal que
W(¢,z,y) < W(e).

Para k € N, sea
Wi(@) i=sup {W(6,2,9) @i = 4,0 < i <k — 1},

Entonces, decimos que ¢ satisface la condicidn de Walters si (Wy(¢)),—, es una sucesién decreciente
de numeros positivos que converge a cero, cuando k tiende a infinito. A partir de esta sucesiéon definimos
la distancia dy sobre AN como sigue, dg(z,y) = Wi(¢) si dg(z,y) = 0% y dy(x,2) = 0. Para esta distancia
el espacio de funciones Lipschitz es el conjunto

Fyp={f: AN 5 R:varpg < OWi(¢), C >0,k=0,1,2,...},

y para una f € F, su minima constante Lipschitz estd dada por

f|¢:sup{vaka :kGN}.

Wi(9)

Observacién 5. Es fdcil ver que cuando W, (¢) = O (™) la distancia dg y dg son equivalentes y Fo = Fy.
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El teorema 2.1 en [23], afirma que para cualquier potencial ¢ que satisface la condicién de Walters
existe un unico estado de equilibrio, de hecho, al igual que el caso ¢ Lipschitz este teorema prueba que
dicho estado es mixing y asi en particular pg es una medida ergddica.

El siguiente teorema garantiza que bajo ciertas condiciones en W,,, el sistema (X, 0, f14) satisface una
desiguadad de concentracién.

Teorema 18 ([23]). Sea ¢ : X1 — R un potencial, para el cual uno de los siguientes incisos se cumple

1. Wa(¢) = O(™),

2. Wpn(¢) = O(n=?) para algin B > 1,

3. Wo(¢) = 0(6109™”™Y para algin 6 € (0,1) y B> 1,
4. W) = O(e="") para algin ¢ >0 y B € (0,1).

Entonces, el sistema (X7,0, 1) satisface una desigualdad de concentracién exponencial, para cualquier
funcion K Lipschitz separable de n-variables respecto de dg, es decir, se cumple

n—1

/eXp (K(z,0,..., a"_lx)) dug(z) < exp (/ K(z,ox,... ,J"_lx)> dpg(z) exp <D Z Lip? (K)> . (9.14)
3=0

Como corolario tenemos:

Corolario 3. Para todo t > 0, se satisfacen las desigualdades (8.13) y (8.14).

En el caso del corolario|2] el resultado puede ser extendio a considerar observables g : X7 — R Lipschitz
con respecto a dg, lo cual enunciamos a continuacién.

Corolario 4. Si W, (¢) satisface uno los incisos del teorema entonces para cualquier g € Fy existe
una constante positiva D tal que para cualquiert > 0 y todo n € N

nt?
po (22 Sng(x) — [gdus >t) <e 4Plal} (9.15)
Y
_ _nt?
te (x| Sng(x) — [ gdug| >t) < 2e aplalg (9.16)

Observacion 6. Si ¢ satisface una de las condiciones del teorema |18, entonces el punto crucial en la
estimacion de una cota sobre la probabilidad de desvio recae en el hecho de que g pertence a Fy.
Note ademds que cuando W, (¢) = O(0™), obtenemos el caso Lipschitz, por lo que bajo esta condicidn se
tiene que Fy es simplemente el espacio de funciones Lipschitz con respecto a dg, por lo que en este sentido los
resultados presentados en esta seccion, extienden los resultados existentes al considerar funciones Lipschitz
respecto a nueva métrica, lo cual nos permite obtener como caso particular los resultados ya conocidos.

Si bien, los resultados mostrados en esta seccién permiten extender los resultados conocidos sobre
concentracién, también nos hacen cuestionarnos si es posible obtener los mismos resultados o algunos
de sus corolarios para funciones menos regulares respecto de la métrica usual del sistema simbdlico. En
este sentido en la siguiente seccién mostraremos que es posible extender algunos de los resultados de
concentracién para funciones continuas y acotadas casi en todas partes con respecto de pi4, cuando X7 es
dotado con la distancia dg.
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9.3. Aproximacion de observables

En esta seccién, siguiendo la construccién propuesta en [35], extendemos las conclusiones del corolario
para funciones menos regulares. Formalmente consideramos el full shift en N sfmbolos (AN, o) dotado con
estructura de espacio métrico al considerar la distancia d = dg o d = dy, por conveniencia cuando los resul-
tados y/o construcciones realizadas en esta seccién sean validos tanto para dy como para dy simplemente
escribiremos d en lugar de distinguir cada uno de los casos, y cuando no sea esta la situacion escribiremos
explicitamente el subindices 6 o ¢ para senalar que lo enunciado solo es vélido cuando se considera la
distancia correspondiente al subindice.

Sea 114 €l estado de equilibrio asociado a un potencial ¢ que satisface una de las propiedades enunciadas
en el teorema [18|y supongamos que g : AY — R es una funcién acotada casi en todas partes con respecto
de pg, esto es, g es continua y ||g||e < 0o salvo en un conjunto de medida nula con respecto a fi4, entonces
dado un § > 0 definimos las siguientes funciones

HOE fof (g(y) + 2|lgllocd ™ d(z,y)), g5(z) = sup, (9(y) = 2ll9llocd ™ d(z,y)) - (9-17)

Ademis, afirmamos que tanto gf como gg son Lipschitz continuas con constante 2||g||od 1 v que la siguiente
desigualdad se mantiene

9 (x) < g(z) < g5(). (9.18)
La primera parte de la afirmacién se sigue de que
|91 (2) — 92 (2) [< sup {2]|gllecd™ | d(z,y) — d(y, 2) [} < 2[gllacd™ sup {d(,2)}, (9.19)
ye AN ye AN

donde la dltima desigualdad se sigue de la segunda desigualdad del tridngulo, ademds notemos que d(z, z)
es independiente de 7, por lo que | ¢{(z) — ¢{(2) |< 2||fllccd~“d(x, 2). De forma completamente aniloga
se puede probar que gg es Lipschitz. Para probar la segunda parte de la afirmacién, sea x € AN fijo pero
arbitrario y consideramos los siguientes conjuntos

S(x) = {g(y) + 2llgllcd “d(z,y) : y € AV}, s(z) == {g(y) — 2l|gllocd™ “d(z,y) : y € AV},

es facil ver que g(x) € S(z) y que g(x) € s(z), por lo que tomando fnfimo y supremo sobre todos los y € AN
respectivamente, se sigue que g(z) > ¢2(x) y g(x) < ¢g3(z) de donde concluimos la afirmacién.

Dado que y son ciertas para cualquier 6 > 0y en la conclusién de los resultados nos interesa
el caso limite en que J tiende a cero, en el resto del trabajo a menos que se especifique explicitamente
lo contrario siempre supondremos que J = ¢ y pondremos g(z) = lmy o0 SUP g, ) <on 9(y) ¥ 9(T) =
limpy s o Inf g4 ) <ov g(y). Entonces g se dice que es continua jig-a.e. si

o {x € AN g(x) —g(z) >0} =0.

El siguiente teorema nos permite obtener una cota en la tasa de convergencia del teorema ergddico de
Birkhoff para la clase de observables continuos y acotados casi en todas partes con respecto a ji4, para el
caso en que el estado de equilibrio p4 estd asociado con un potencial que satisface unos de los incisos de
las hipétesis del teorema [T

Proposicién 3. Sea ¢ : AN — R un potencial que satisface una de las siquientes condiciones
1. Wn(¢) = O(Gn)v
2. W,(¢) = O(n=P) para algin 8 > 1,
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3. Wa(o) = O(H(IOg")ﬁ) para algin 6 € (0,1) y 8> 1,
4. Wo(d) = O(e="") para algin ¢ >0 y B € (0,1).

Si g denota el estado de equilbrio asociado con ¢, entonces para cualquier g : (AN dg) — R continuo y
acotado pg-a.e. y cualquier t > 0, n, N € N, tenemos

po {x € AV [Sng(@) — pe(g)| =t + pg(6)}
< g {x e AV 1 [Sngl(x) — po(g?)| >t} + po {x € AV : |Sngd(x) — ne(gf)| > t}, (9.20)

donde py(0) es el modulo de continuidad promedio de g, es decir,

pg(0) = e (sup {\ g(z) —g() |: i = yi, 1 O,l,...,N}) .
N>N

Demostracion. Como W, (¢) satisface las hipétesis del teorema el estado de equilibrio ug es ergddico,
entonces podemos aplicar el teorema 2 en [35] a g para garantizar que pe(g) tiene sentido. Notemos que
para cada N € N, 0V define un 6 = §y positivo, el cual tiende a 0 cuando N — oo y

sup | g(x) —g(y) |= sup {| g(x) —g(y) |: zi =y:,i=0,1,...,N}.
d(z,y)<dN NZ>N

Luego el teorema 1 en [48], establece que bajo estas condiciones ([9.20)) se satisface. O

La proposicién [3| junto con la cota obtenida en el corolario [d] nos permite obtener una cota
explicita de la probabilidad de desvio de la suma ergddica S,,g(z) a su media para la clase de funciones
continuas y acotadas casi en todas partes con respecto de pg. Nuestro siguiente teorema generaliza los
resultados existentes para potenciales y observables Lipschitz, pues como mencionamos con anterioridad
cuando W, (¢) = O(6™) recobramos el caso Lipschitz, ver por ejemplo corolario 3.3 en [24] y la desigualdad
(3.6) en [23]. La novedad aqui corresponde con el caso en que W, (¢) satisface los incisos 2, 3 y 4, y los
observables son continuos y acotados jig-a.e., pues en este caso los estados de equilibrio estdn asociados
con un potencial no Lipschitz y los observables tampoco lo son, sin méas predmbulo enunciamos nuestro
resultado principal a continuacién:

Teorema 19. Sea ¢ : AN — R un potencial para el cual se cumple una de las siguientes condiciones

1. Wa(¢) = O(0"),

2. Wp(¢) = O(n=?) para algin B > 1,

3. Wh(o) = 0(9(1083")6) para algin 6 € (0,1) y 8> 1,
4. Wp(o) = O(e_C"B) para algin ¢ >0y S € (0,1).

Y sea g el unico estado de equilibrio asociado con ¢, entonces para cualquier funcién g : (AN dg) — R
continua y acotada pry-a.e., t > 0 y cualquier n > 1, obtenemos la siguiente cota

t26°n
ze AV |8, g(x) — >t+ 0) <4ex (—)

Demostracion. De (9.20)) en el teorema |3y (9.16) en el corolario [4] tenemos

t2n
pg {z € AN+ |Sng(x) — pg(g)] >t +pg(0)} < dexp | — - : (9.21)
o | | o) aDméx {| ¢! 2,1 93 13}
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donde
pg(0) = g (sup {| g(x) —g(y) |: s = yi,i = 0,1,...,N})

N>N
y g%, g8 estan definido en (9.17).

Usando el hecho de que | g9 [¢< 2||g|/oo, €l lado derecho de (9.21)) estd acotado por 4 exp <7%)

y asi
t26°n

16D|2> , Ppara todo n Z 1.
950

o {2 € AV |Sug(@) — 1o(g)] = £+ py(6)} < 4exp<
O

Del corolario {4| en la secciéon se sigue que la construccién en (9.17)) se mantiene vélida para dy en
lugar de dy, por lo que tenemos el siguiente resultado para observables continuos y acotados casi en todas
partes.

Teorema 20. Supongamos que Wy, (¢) satisface uno de los incisos en las hipdtesis del teorema entonces
existe una constante D tal que para cualquier funcion g : (AN, dy) — R continua y acotada p1y-a.e., §,t >0
y cualquier n > 1, se tiene la siguiente desigualdad:

t’n

aDmax {|gf[} |31}

po {z € AV 1 |Sng(@) — po(9)] >t 4 py(8)} <dexp | — : (9-22)

9
donde |gf‘¢ = SUp,,>; {W}, 1=1,2.
n

Vale la pena senalar que la constante D en este teorema puede ser diferente de la que aparece en el
teorema [L9| (ver el teorema 3.5 en [23]).

%

Demostracion. Para cualquier § > 0, ¢ y ¢{ son funciones dg-Lipschitz con constante Lipschitz ‘ 95’ é <

2/lglleed ™, i = 1,2 (ver por ejemplo [35]). Entonces el teorema 3.5 en [23] aplicada a ¢{ y g3 garantiza la
existencia de una constante positiva D, tal que para todot > 0y todon > 1

nt?

—— |, i=12
4D |gi

) ) )

po {x € A% |Sngl(x) — pg(g))] >t} < exp

por lo tanto

po {1 € A £ [S,8(2) — (D] = 1} + o { €A™ [S,g8(x) — o] > 1}

, (9.23)
< exp _ nt
- . 512 1,013
4Dmax{}g1’¢,’g2’¢}
De esta desigualdad y el teorema 1 en [48] se sigue el resultado. O

El resultado enunciado en el teorema [20] constituye una extension de la aplicacién del resultado cldsico
de concentracion, el cual nos ayuda a determinar una cota de la probabilidad de desvio de la suma ergddica
a su valor esperado cuando el observable satisface la condicién de ser Lipschitz respecto de la métrica usual
dg o la métrica dy introducida en [23], este resultado permite a los observables tener un poco menos de
regularidad, como corolario tenemos:
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Corolario 5. Bajo las hipdtesis del teorema para cualquier § € (0,1),t>0,n>1yg: (AV,dy) > R
continua y acotada f1p-a.e., tenemos

t26%n
ze AN S, g(x) — pg(g)| =t + py(d §4exp(—).

Los resultados presentados en el teorema y el corolario [5| son nuevos en literatura y extienden los
resultados existentes al considerar funciones no necesariamente Lipschitz. El aporte principal de este trabajo
de tesis a las desigualdades de concentracion para sistemas dindmicos simbdlicos dotados de una medida
de Gibbs, se presenta en la siguiente seccién.

9.4. Shift contable de Markov

En esta seccion introducimos la teoria suficiente para describir el shift contable de Markov, el cual surge
al considerar alfabetos contables (no necesariamente finitos), para ello dado un alfabeto contable A y una
matriz T = (t;;) 4, 4 de ceros y unos, sin columnas, ni filas idénticamente cero, definimos el shift de Markov
contable generado por T, como

Yri={x=(xox1...): 2, €AY ty,m;41 =1}.

Al igual que para alfabetos finitos dotamos a Y7 con la sigma dlgebra generada por la topologia cuya base
estd dada por los cilindros [ay '] := {z € X7 : 2; = a;, i = 0,1,...,n — 1} con ap,a,...an_1 € A, a
diferencia del caso finito cuando A es contable infinito, %7 no es compacto y los supuestos hechos en el
capitulo [4] sobre T' y ¢ no son suficientes para garantizar la existencia de una medida de Gibbs, lo cual
constituye uno de los principales problemas al considerar alfabetos contables, por lo que preguntarnos por
el fenémeno de concentracién de la medida para el caso contable podria carecer de sentido. Sin embargo,
para este caso Sarig en [52] probé la existencia de una medida de Gibbs bajo ciertas condiciones sobre el
potencial ¢ y la matriz de transicién T', las cuales enunciaremos a continuacién, pero primero necesitamos

las siguientes definiciones:

Definicién 21. La presion de Gurevich de ¢ estd definida como el limite

1
Pa(9) = lim —log y e*@ypy(a),
or=x

donde X[q) s la funcion caracteristica del cilindro [a], a € A.

Definiciéon 22. Decimos que la matriz T satisface la propiedad de las grandes imdgenes y preimdgenes
(propiedad BIP por sus siglas en inglés) si:

existen by, by, ...,by € A tales que, para todo a € A, existe i, j, para los cuales ty,otap;, = 1.

A menos que se especifique lo contrario, la notacion de distancia, variacién y espacio de funciones seran
las mismas que las definidas en la seccién[d] esto es, dg denotard la regla para distancia que la definida para
el caso | A |< oo, varg(+) estard dado por la ecuaciény C(AY) denotars el espacio de funciones continuas.
El siguiente resultado, aunque valido para potenciales mas generales que los Lipschitz, es presentado en
este ultimo contexto, ya que nuestros resultados principales enunciados en las secciones subsecuentes de
esta tesis corresponden a potenciales Lipschitz continuos.

Teorema 21 ([52]). Si (X7,0) es topoldgicamente mizing y ¢ € Fy, entonces ¢ tiene una medida de Gibbs
invariante si y solo si T satisface la propiedad de las grandes imdgenes y preimdgenes y P (¢) < 0.
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El teorema anterior establece que cuando el shift contable de Markov es topoldgicamente mixing y el
potencial ¢ es Lipschtiz continuo, la propiedad BIP junto con el supuesto de que el potencial tiene presion
de Gurevich finita son condiciones suficientes y necesarias para garantizar la existencia de una medida de
Gibbs sobre el shift de Markov contable, por lo que este teorema da pie a preguntarnos por la posibilidad
de obtener una desigualdad de concentracion exponencial para este caso, es decir, preguntarnos si sobre
(27,0, 11g) se satisface una desigualdad del tipo para el caso en que g es la medida de Gibbs aso-
ciada a un potencial ¢ satisfaciendo las condiciones del teorema En este proyecto de tesis probaremos
que en efecto para el shift contable de Markov dotado de una medida de Gibbs se satisface una desigualdad
de concentracién exponencial, para probar esta afirmacién comenzamos con algunos resultados preliminares.

Sea [ la particién méas pequena con la propiedad de que la sigma &dlgebra generada por [ contiene a

{ola] : @ € A}, y definamos
- [ @)~y |
Dol 3= 3 2R dofww)
y F=A{f: X 2R fll7=]]fllo +Dpf < o0}

Vale la pena senalar que F es invariante bajo L, y que ademas este espacio tendrd un rol fundamental en
la prueba de una desigualdad de concentracién en el caso en que A es contable no finito.

Si ¢ € F, se tiene el siguiente resultado.
Teorema 22. Si (X1,0) es topoldgicamente mizing, T satisface la propiedad BIP y ¢ € Fy, entonces:

(1) existe un nidmero real X > 0, una funcién positiva Lipschitz continua h, y una medida v finita sobre
los cilindros, tal que Loh = Ah, Liv = v, y [ hdv =1;

(2) 0<h<ooyv(X)<oo.
(3) Existen constantes C >0 y p € (0,1) tales que para todo f € F,
H/\*”ng - hffdz/H]__ <cr || fllF- (9.24)

Este teorema es una combinacién de los corolarios 2 y 3 en [52] o una consecuencia directa del corolario
2 en dicho trabajo junto con el teorema 5 y lema 6 en [5I]. Del teorema 2 en [52] y la observacién 5 en [51]
se sigue que p1 = hv es una medida de Gibbs invariante con operador de transferencia Ly f = A"'h= L4 (hf).

En lo que sigue siempre supondremos que las hipétesis sobre (Xr1,0), ¢, Ty Pg(¢) del teorema [22] se
cumplen y h, v, A, C' y r siempre denotardn a la funcién, medida y constantes en la conclusién del mismo
teorema. Finalmente, denotamos por 4 a la medida de Gibbs hv.

A" the?
hoo

Observacion 7. De lo argumentado anteriormente y poniendo g = , se tiene que Liog 4 €5 el operador

de transferencia de p, de hecho g es el Jacobiano inverso de o y por lo tanto g%) = % es el Jacobiano

inverso de o®. Es importante notar que la invarianza de p implica que
ZzJ"iy:,z.g(i) (y) = 17 (925)

y usando el hecho de que h es acotada fuera de cero e infinito, g™ satisface la propiedad de distorsion, es
decir, existe una constante C' > 0 tal que para todo k > 0

‘1 ARCY
9M(y")
Ver por ejemplo [23], [{1)] o [51).

< Cdy(x,y) para todo x,y tales quex; =y;, i =0,1,...,n— 1. (9.26)
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9.4.1. Desigualdades de concentracién en alfabetos contables

Note que cualquier funcién K separadamente Lipschitz de n variables puede ser identificada con una
funcién de Zﬁ a R, para esto es suficiente poner Lip,(K) = 0 para todo ¢ > n. Por lo que siguiendo la
misma linea que la prueba de concentracién en [22] definimos:

Ky(zp, Tpy1,...) = Z dP (WK (y, ..., 0Py, xp, .. ).

oPy=a,
Para probar concentracién en el caso contable no finito es necesario probar el siguiente lema.
Lema 9. Eristen constantes C >0 y p € (0,1) tales que para todo n € N
p—1
| Kp(2p, 2pi1,--.) — [K(y,...,0"  y,xp, .. )dpg| < C’ZLipj(K)pp_l_j.

=0

Demostracion. Ya que la prueba de este lema es una adaptacién de la presentada en [22], preferimos hacer
solo un esbozo de la misma, senalando la diferencia de nuestro caso con el expuesto en el trabajo antes
citado, la proposicién [f] enunciada a continuacion es la piedra angular en la obtencién de nuestro resultado
principal.

Esbozo de la prueba:

1) Fijando z. € X y poniendo

p—1
Kpwp ) =5 > 4 (K(y,...,aly,x*,...,x*,xp,...)—K(y,...,al_ly,x*,...,x*,a:p,...))

i=1 0P (y)=a

FE (s Ty Ty -2 ).
2) Definimos

H(y,...,T) = K, ..., TY, Ty ooy Ty Ty oo ) — Ky, Ty s i @y ).
introducimos también

filz) = > g WH(y,....Ty).
oly=z
Dado que K es separadamente Lipschitz de n variables, tenemos
[H|loo < Lip; (K) y [[filloo < CLip;(K), (9.27)

donde la ultima desigualdad se sigue de (9.25)). Enunciamos ahora la siguiente proposicién, la cual es la
base de la prueba de nuestro resultado principal.

Proposicion 4. Para todo i, f; pertenece a F.

Demostracidn. Para ver esto es suficiente probar que Dgf; < co. Dados z, 2’ en el mismo elemento de la
particién, debemos distinguir los dos casos siguientes:
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Caso 1) Si z, 2’ son tales que zyp = z{;, es decir, si estos puntos pertenecen a el mismo cilindro de tamano
1, entonces tenemos:

filz) = fi(2) = (g(i)(y) - g(i)(y’)) H(y,..T'y) + Y ¢ W) Hy,...0') — H{Y...0)),
donde la suma es sobre todos lo y, 3y’ tales que y; =y} para j =0,...,i — 1, 0y = z y oy’ = 2’. De (9.26))

19D (y) — 9D ()] < Cg(y)do(z, ),
usando una vez més (9.36]), obtenemos que la primera suma es acotada por CLip,;(K)dg(z,2’). Para la
segunda suma tenemos

| H(y,...,oy) —H(y,...,0%) |<2 Z Liijd(ajy, oly') <2 Z LiijGi_jd(z, 2").
j=0 7=0

Por lo que

|fi(2) = fi(z)] < C_ Lip;(K)0"dy(z, 7). (9.28)

§=0
Caso 2) Si zp # z(, de la segunda desiguadad en (9.27)) tenemos

| fi(2) = fi(2") 1< 2| fi llo< CLip;K < C Y Lip, K"~ (9-29)
j=0

Note que el i-ésimo término en la desigualdad anterior es exactamente CLip, K, y d(z,z") = 1. Entonces,

combinando (9.28)) y (9.29) concluimos que

i
Dgf <C Lip;K¢"7. (9.30)
§=0
De la segunda desigualdad en (9.27)) y de la desigualdad (9.30) se sigue la proposicion. O

Como f; € F, la desigualdad (9.24) en el teorema [22| y la desigualdad (9.30]) implican que

| LP=fi — ffidVH]-' <CrPTH| fillp< CrP ZLiijai_j' (9-31)
=0

Entonces para cualquier p € (r,1), tenemos
|Kp($pv c) = Zf;ol [ fidp — K(ziy .o @i, @ )’ < C’Zf;ol yp—i Z;:o LiijT.i—j
< O Y275 Lip;Kr = (p - j) < O Y25~ Lip; K p' .

Por lo que

p—1
|Ep(2p,...) = S0 [ fodp — K (s, ... 2y zy... )| < C Y Lip, KpP™7.
§=0
Sumando todas las integrales de f; del lado izquierdo de la desigualdad anterior y después de todas las
cancelaciones el tnico término que no se cancela es [ K(y,.. .,Jp’ly,xp, ...)dpg de donde obtenemos
nuestro resultado. O
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9.4.2. Resultado principal en el caso contable

El lema [ enunciado en la seccién anterior es el resultado clave en la demostracién del fenémeno de
concentracion para el shift de Markov contable, esto es enunciado en el teorema siguiente.

Teorema 23. Supongamos que (X1,0) es topoldgicamente mizing y ¢ € Fy. Entonces el sistema (X1, 0, tig)
satisface una desigualdad de concentracion exponencial, es decir, existe una constante positiva D = D(¢)
tal que para cualquier n € N y cualquier funcién separadamente Lipschitz K : (37)" — R, se satisface la
siguiente desigualdad:

/exp (K(z,0w,... ,U"_la:)) dpe(x) < exp (/ K(z,ox,..., an_lx)> dpg(z) exp (D i Lip?(K)) . (9.32)

Demostracion. La demostracion este teorema es completamente analoga a la demostracién del teorema 2.1
en [22] una vez que notamos que para el caso en que A es contable, el lema |§| enunciado en esta tesis toma
el papel del lema 2.2 en ese trabajo. O

De la desigualdad de Markov y la ecuacién (9.32)), obtenemos la siguiente desigualdad de concentracién.
Corolario 6. Para cualquier t > 0, se tiene:
n—1 n—1 —t?
u(z,{xEZT:’K(x,...,U z)— [K(y,...,o y)‘Zt}SQexp<W>. (9.33)
Tanto el teorema [23] como el corolario [6] constituyen una generalizacién de los resultados existentes en
la literatura, pues permiten considerar alfabetos contables en lugar de finitos.

9.4.3. Corolarios de las desigualdades de concentracion

En esta seccién enunciamos algunos corolarios de las desigualdades de concentracion vélidos tanto para
alfabetos finitos como para alfabetos contables.

Corolario 7. Para todo t > 0, tenemos

n—1

/<K(x,...,a"11:)—/K(y,...,o’”1y)du¢(y)>2du¢(a:) < 2D ) Lip} (K). (9.34)

=0

Dado que en cualquiera de los contextos ji4 es una media ergédica, dado un observable continuo f :
AN 5 R el teorema ergédico de Birkhoff garantiza que el promedio ergédico

Snf(x) =

SRS

Z_: flo ), (9.35)
k=0

converge 1 — a.e. a [ fdpe, lo que implica que para todo ¢ > 0
pig (x| Snf(x) = [ fdpg| > t) — 0 cuando n — oco. (9.36)

En general este es un resultado asintético, sin embargo, imponiendo algunas restricciones a los observables
f es posible obtener una estimacién explicita de la tasa de convergencia de , es decir, bajo ciertas
condiciones en la funciéon f podemos determinar que tan rapido esta cantidad tiende a cero, este es el
caso de los observables que pertenecen a la clase de funciones Lipschitz, para los cuales una tasa de
convergencia de la probabilidad de desvio fue determinada en [24], mientras que para potenciales
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un poco mas generales, los cuales describiremos en la siguiente seccién, un resultado analogo fue probado

n [23]. En ambos casos las estimaciones fueron determinadas usando las desigualdades de concentracién.
Entonces como consecuencia del corolario [7} si f es Lipschitz con respecto a dp, tenemos la siguiente tasa
de convergencia del promedio ergddico (|9.35)) a su promedio espacial.

Corolario 8. Supongamos que f : X7 — R es Lipschitz, entonces para todot >0 yn > 1, tenemos

2
Ko <:c s Spf(x) — /fdu¢ > t> < exp <4Dn|tf|§) . (9.37)

Este resultado nos da una cota de la probabilidad de desvio de la suma de Birkhoff respecto de su
promedio espacial.

Una vez concluidas las aportaciones obtenidas a los desigualdades de concentracion en este trabajo de
tesis, dejamos de lado los sistemas dinamicos simbdlicos para enfocarnos ahora a mostrar una aplicacién de
los sistemas dinamicos mas generales a la economia, para ello en la siguiente parte de esta tesis, introdu-
ciremos la dindmica del replicador (capitulo para modelar una situacién econémica de interés, ademas
describiremos las principales aportaciones de este modelo a la literatura del tema. Es importante senalar
que aunque distantes el modelo econémico y los sistemas simbdlicos, estos pueden ser relacionados a través
de la teoria de juegos, en particular de los llamados juegos con potencial, pues es bien sabido que para
esta clase de juegos las medidas de Gibbs aparecen de forma intrinseca. Aunque la teoria de juegos va mas
alla de los propésitos de esta tesis, en la siguiente parte de este trabajo la abordaremos de manera breve
y haremos algunas observaciones que sientan las bases del proyecto futuro que servira para relacionar los
sistemas simbdlicos, las medidas de Gibbs y quiza sus propiedades estadisticas con la aplicacién econdémica
de la dindmica del replicador.



Parte 11

Aplicaciones de los sistemas
dinamicos a la economia

o1



10. EIl consumidor y las empresas

En esta parte de las tesis abordamos principalmente una aplicacién de los sistemas dindmicos abstractos
a la economia, dejando de lado por un momento los sistemas dindmicos simbdlicos y sus propiedades
estadisticas presentadas en la parte [, vale la pena senalar que la dindmica que consideraremos en esta
parte de la tesis es la dindmica del replicador, la cual hasta ahora ha sido de gran interés tanto en la
biologia, como en la teoria de juegos evolutivos. Sin embargo como mostraremos en esta parte de la tesis
es posible adaptar este modelo, para analizar las posibles repercusiones sobre una economia, cuando los
ménagers de las firmas deciden cambiar sus inversiones de una rama de produccién en bisqueda de mayores
beneficios (ver capitulo. Es importante senalar que este modelo y los resultados enunciados a los largo de
estd parte del trabajo fueron desarrollado en colaboracién con el Dr. Elvio Accinelli Gamba de la Facultad
de Economia de la Universidad Auténoma de San Luis Potosi. Los resultados presentados en la primera
parte de esta tesis podrian ser relacionados con los presentados en esta parte a través de la teoria de juegos
y el modelo evolutivo de Leslie, esta posible relacién forma parte del trabajo futuro a ser desarrollado a
partir de esta tesis y que serd brevemente discutido en la seccién [19.1] por otro lado al lector interesado
sugerimos revisar los apéndices y donde presentamos el modelo de de Leslie y su relaciéon con el
teorema de Ruelle-Perron-Frobenius y algunos conceptos de la teoria de juegos y su relacién con nuestro
modelo.

10.1. Teoria del consumidor

La microeconomia puede ser concebida como la rama de la economia cuyo objetivo es el de modelar la
actividad econdmica desde el punto de vista de los entes individuales, de quienes se asume un comporta-
miento racional en busqueda de mejorar o maximizar sus intereses personales, utilidades o beneficios, por
lo que comenzamos la exposicion de esta seccién presentando algunas definiciones necesarias para compren-
der el modelo de economia que se desarrollard en las secciones subsecuentes, comenzamos analizando el
comportamiento del consumidor, posteriormente en el capitulo 29 describimos brevemente el conjunto de
produccién y planteamos el problema a resolver por parte del sector de produccion en la economia.

El punto central en el andlisis de las decisiones individuales de los agentes econémicos es el conjunto
de posibles alternativas de eleccion, a grandes rasgos este conjunto representa la diferentes alternativas de
eleccién a la que se enfrenta un agente econdémico y de las cuales debe elegir una alternativa dadas ciertas res-
tricciones (de presupuesto por ejemplo). A lo largo de esta tesis consideraremos que el conjunto de posibles
alternativas de eleccion es justamente el conjunto de consumo de cada agente econémico, a este conjunto

lo denotaremos por X y senalamos que este conjunto puede ser RY} := {(ml, coXp) ERY tay > 0}, donde
cada entrada de x € R’} denota la cantidad de un bien econémico, un espacio de sucesiones, indicando
dotaciones de bienes en un ntimero contable de periédos o el simplex {(xl, s xy) ERY ZZL:I T; = 1}

de dimensién n — 1. Una vez introducido este conjunto el siguiente paso es modelar el comportamiento de
eleccion individual de los consumidores, para lo cual existen dos alternativas, que bajo ciertas condiciones se
interrelacionan, la primera manera para modelar el comportamiento de los agentes econémicos es mediante

92
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relaciones de preferencia %=, cuya definicion damos a continuacién.

Definicién 23. Una preferencia = sobre X es un pre-orden completo en X, esto es, = es una relacion en
X tal que:

i) = es completa: para todo x,y € X se tiene x =y 0y = x.
it) = es transitiva: para todo x,y,z € X six =y yy = 2, entonces T = z.

Cuando z = y y y = z escribimos = ~ .

La segunda aproximacién al modelado del comportamiento de los agentes econémicos es mediante
funciones de utilidad, las cuales estan definidas como:

Definicién 24. Una funcion de utilidad es una funcion u : X — R que a cada elemento de x € X le asocia
un nivel de satisfaccion u(z).

Definicién 25. Decimos que una preferencia = representa a una funcion de utilidad o que u representa a
= en el caso en que para todo x,y € X x =y si y solo si u(z) > u(y).

Notemos que dada una funcién de utilidad u, esta trivialmente define una relacién de preferencia po-
niendo z = y si y solo u(z) > u(y). El reciproco de esta afirmacién no es cierto (ver ejemplo 1 en [7]). Sin
embargo imponiendo ciertas restricciones al conjunto X se puede garantizar que una preferencia = puede
ser representada mediante una funcién de utilidad.

Definicién 26. Supongamos que X es un espacio topoldgico y sea = una preferencia sobre X, entonces
decimos que la preferencia es continua, si = como subconjunto de X x X es un conjunto cerrado.

Teorema 24. Supongamos que X es un espacio topoldgico sequndo contable y que =C X X X es una
preferencia continua, entonces existe una funcion de utilidad v : X — R que la representa.

En lo subsecuente estamos interesados en el caso en que X C R}, en este contexto damos la siguiente
definicién.

Definicién 27. Una preferencia = sobre R} se dice:
i) estrictamente mondtona si dado x >y € R}, entonces = = y.
it) mondtona si dado x >y (x; > y;, i =1,...,n), entonces x > y.

iii) localmente no saciada si dados x € R, € > 0 existe y € R} con | v —y [<eyy > .

10.1.1. Comportamiento del consumidor

Una vez descritas las maneras de representar las preferencias del consumidor y la relacién entre estas,
podemos comenzar a investigar el comportamiento del consumidor. El supuesto béasico acerca del com-
portamiento es el de racionalidad, es decir, el consumidor siempre busca consumir la cesta de consumo
que le genera mayor utilidad dentro de sus alternativas disponibles. La principal restricciéon a la que se
enfrenta un consumidor es la dada por su ingreso, el cual denotaremos por W, pues un modelo donde el
ingreso del consumidor sea ilimitado carece de sentido, por tanto para modelar esta restriccién comen-
zamos por suponer que hay n bienes el mercado, y al igual que la secciéon anterior supondremos que el
espacio de consumo es R’ y a sus elementos los llamaremos cestas de consumo, entonces cada entrada
de = (x1,...,2,) € RY representa cantidades de cada bien a ser consumidas, asi z; es la cantidad del
bien i que podria ser demanda por un consumidor. Ademds, supondremos que el precio de cada bien es
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conocido y lo representaremos por un vector p = (p1,...,pn) € R}, por lo que p; representa el precio del
bien i. Por simplicidad siempre supondremos que p > 0, es decir, p; > 0 para cada ¢ = 1,2,...,n, por
conveniencia definimos R’ | := {# € R™ : x >> 0}. Entonces bajo estas condiciones definimos la restriccién
presupuestaria como sigue:

Definicién 28. Sea W € R el ingreso del consumidor y sea p = (p1,...,pn) € R el vector de precios de
los bienes 1,...,n. El conjunto presupuestario del consumidor estd dada por

B={zeR} :p-o <W}
Entonces el problema del consumidor es el siguiente:
maxu(x), s.a.p-x < W, € R},

La funcién z que relaciona el precio p con el ingreso W y que resuelve el problema de maximizacién de
utilidad anterior es conocida como funcién de demanda y serd denotada por x(p,w).

10.2. Conjunto de produccién

Una vez introducido el comportamiento del consumidor, estudiamos la economia desde del lado de la
produccién, esto es, estudiamos el proceso mediante el cual los bienes son producidos. Para ser consistentes
con la teoria presentada en la seccién anterior, supondremos una economia con n bienes, por lo que en
este contexto un vector de produccién es un elemento y = (y1,...,yn) € R™ con la convencién de que las
entradas positivas denotan las cantidades producidas de un bien y las entradas negativas denotan insumos.
Supondremos que una firma esta caracterizada por su tecnologia.

Definicién 29. Una firma estd caracterizada por su tecnologia, que es representada por un conjunto Y C
R"™, tal que Y es

i) No wvacio.
it) Cerrado y estrictamente convezo.

iv) 0 € Y, esto puede ser interpretado como que la firma puede dejar de operar sin incurrir en costos,
esto suele denominarse posibilidad de inaccion.

ii) Y NR™ = {0}.
iv) —R} CY.

Entonces el problema del productor es el de maximizar sus beneficios, esto puede ser escrito como sigue,
dada un vector de precios, el problema del productor es determinar las cantidades de insumos y productos
y €Y CRY tales que

maxp-y, y €Y. (10.1)

Al vector y* que resuelve el problema de maximizacién del productor lo llamaremos oferta de la
firma. Algunas veces es conveniente describir el conjunto Y usando funciones de produccién g, las cuales
deben reflejar las propiedades anteriores, en particular a nosotros nos interesa el caso n = 2, pues es en este
caso donde ejemplificaremos ciertas caracteristicas de la dindmica del replicador, la cual describiremos en
la seccion por lo que senalamos que para n = 2 podemos describir al conjunto de produccién a través
de una funcién céncava g de una variable tal que g(0) = 0, en este caso el conjunto de produccién Y estd
definido como

Yj = {(y13y2) *Yj < gj(y’i)a 1= 172}7 .]: 172



11. Economia de propiedad privada con ramas de pro-
duccién

En esta seccién definimos desde el punto de vista del modelo matematico qué es una economia con
produccién de propiedad privada con ramas de produccién.

Definicién 30. Una economia con produccion de propiedad privada con L bienes, M consumidores y N
firmas divididas en L (N > L) ramas de produccion, estd definida por un conjunto

E={RY (uj,w;), (Y;,N;), O, i€ T={1,....M}, ke K={1,...,L}}
donde
1. Rf_ es el espacio de consumo.

2. Cada consumidor estd identificado con un inidice 7 € Z y es caracterizado por sus dotaciones iniciales
w; € Ri \ {0} y por una funcién de utilidad que representa sus preferencias, las cuales asumimos
estrictamente monétonas de clase al menos C2.

3. Hay L ramas de produccién, cada una de las cuales produce uno de los L bienes disponibles en la
economia, en lo subsecuente utilizaremos como sinénimos los términos, industrias, ramas de produc-
cién y tecnologias disponibles, pues supondremos que dentro de cada rama de produccién las firmas
producen usando la misma tecnologia.

4. Suponemos N firmas divididas en las L ramas de produccion, entonces si N, kK =1,2,..., L, denota
. L
el nimero de firmas en la rama k, entonces tenemos N = >, ;| Nj. Sea

L
D:{NGNL:ZNk:N}
k=1

el conjunto de distribuciones de las firmas sobre las ramas de produccion y

L
D= {n c ]R_‘L_ : an =1, donde ni = Nk/N} c ALY

k=1

donde A1 denota el simplex de dimensién L — 1.

5. La k-ésima rama de produccion estd caracterizada por un conjunto de produccién convexo Y que
satisface las propiedades descritas en la definicion

6. Suponemos que los planes de produccién entre ramas diferentes no pueden ser obtenidos mediante
combinaciones lineales de los planes de las diferentes ramas de produccién.
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7. 8;, denota la participacion del i-ésimo consumidor en el beneficio de la k-ésima rama de produccién,
como es tipico supondremos que 0, € [0, 1], para todo i y Zi\il 0;x = 1, para todo k =1,2,...,L.

Si bien el caso mas general tratado en [3], asume la existencia de K (K no necesariamente igual a L)
ramas de produccién y la participacion es sobre las firmas y no las ramas de produccién, los resultados ob-
tenidos en ese trabajo puede ser puestos en el contexto descrito aqui al asumir que cada consumidor tienen
la misma participacién en cada una de las firmas, esto es, ;1 = 0;o = --- = 0;n, paracada i = 1,2,..., M.
Dado que nuestro interés es el de mostrar las aplicaciones obtenidas de los sistemas dinamicos a la eco-
nomia, para fines de simplificacién y un mejor entendimiento del tema, preferimos presentar el modelo
simplificado, sin embargo al lector interesado en profundizar en el tema le sugerimos revisar [I], [2] y [3].
Ahora senalamos que la monotonia estricta de las preferencias implica que el problema de maximizacién
de utilidad del consumidor tiene solucién en Ri 4

Siguiendo lo definido en la seccién sea y; : Ri L R” la funcién de oferta del j-ésimo productor,
yva que estamos suponiendo que el problema de las firmas es el de maximizar su beneficio y que dentro
de cada rama de produccion las firmas producen utilizando la misma tecnologia, entonces necesariamente
debe ocurrir que yi(p) = 3 (p), para todo k,j € K, por lo que simplemente denotaremos por y; a la oferta
de las firmas en la rama k, por 7 : Ri 4+ — R denotamos la funcién de beneficios de la firma j cuando
esta se encuentra en la rama de produccién k, esto es, mjr(p) = p - y;, supondremos ademds de que 7, es
estrictamente céncava y diferenciable y que para cada p, Op,mx(p) = yj(p), las condiciones en el modelo
implican que las firmas en una misma rama de produccién tienen el mismo beneficio, por lo que simplemente
escribiremos 7, para denotar el beneficio de cada firma en la rama de produccién k. Dada una distribucién
N € D fija, el ingreso del consumidor ¢ dados los precios p = (p1, .. .,pr) estd dado por

L L
Wi(p, wi, 0, N) = p - <wi +) GikayZ(P)> =p-wi+ Y OuNem (4 () (11.1)
k=1 k=1
para todo i = 1,2,..., M. Fijando las dotaciones iniciales y la participacién de los consumidores en cada

rama de produccién, definimos la aplicacién difereniable W : Ri L XD — ]Rf - dada por
W(p7N) = (Wl(p7'/\/)7 ceey WM(va)) )

donde W; (p, N') = W; (p,w;, 0k, N), de la ecuacién (11.1)) es claro que el ingreso del i-ésimo consumidor
depende del beneficio de las empresas en cada rama de produccién. Finalmente dada una distribucion
N € D, definimos la funcién exceso demanda Z : RLF x D — RY como

M

L
ZoN) =3 (@il Wilp, N)) — i) = S N (), (11.2)
k=1

i=1

donde z;(p, W;(p,N')) € REL es el vector cuyas entradas denotan la demanda de cada uno de los bienes
disponibles en la economia por parte del consumidor ¢, esto es,

‘Tl(pa Wl(paN)) = ($¢1(p,wi(p,./\[)), cee axiL(pa wl(paN))) (113)
Es bien sabido que la funcién exceso de demanda satisface:

1. La ley de Walras pZ(p, W (p,N'),N') = 0, para todo p € R, y N' € D, por lo que podemos escribir,
sin pérdida de generalidad, a la L-ésmia entrada del exceso de demanda como combinacion lineal de
sus primeras L — 1 entradas.
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2. Z es homogénea de grado 0, esto es, Z(ap, W (ap,N)) = Z(p, W(p,N)), para todo a > 0.

Utilizando estas dos propiedades podemos restringirnos a considerar sistemas de precios en el simplex de

dimensiéon L — 1, esto es,
L
L E —
pES:{p€R++. pi—l},

i=1

Ya que el comportamiento racional de los managers de las empresas los lleva a invertir en las ramas de
produccién con beneficios mas altos, la distribucion de firmas en cada rama de producciéon podria cambiar
a lo largo del tiempo, pero no asi el nimero total de firmas en la economia (N = Zﬁzl Ni), por lo que
definimos N : Ry — NX como N (t) = (Ny(t),..., Nr(t)) donde Zé:z N;(t) = N, para todo t > 0. Esto
sera relevante en la siguiente seccién cuando describamos la dinamica del replicador, pues en cierto sentido
N (t) describe como se mueven las firmas de una rama a otra dependiendo de las decisiones que toman los
ménagers de las firmas a lo largo de tiempo.

Observacion 8. De la ley de Walras y la homogeneidad de grado 0, nos podemos restringir a considerar a
la funcién exceso de demanda Z, como una funcion definida de S x D a RY~1, este hecho serd importante
para la construccion de ejemplos como explicaremos mds adelante.

Observacién 9. Ademds de la homogeneidad del exceso de demanda tenemos 0,Z(p,N')-p = 0, para todo
p €S, donde 0,Z(p,N') denota el Jacobiano de Z en (p,N).

Para ver esto, notemos que Z(ap,N') = Z(p, N'), para cualquier « > 0, de donde diferenciando ambos
lados de esta igualdad con respecto de a y evaluando en o = 1 obtenemos 9,Z(p, N) -p = 0. Explicitamente
0pZ(p,N') esté definido por

8zt M 9z' aw? 8zt M 9z' aw?
Gpr T 2= OWT p t Gpr T 2aj=1 OWT py
W Z(p,N) = : : : (11.4)
ozk M azF ow?d az* M ozE owd
dp1 + ijl OWJ py Tt OpL + ijl OWi pr,

De la observacién EI, concluimos que el rango de 9,Z(p,N) es a lo mas L — 1 para todo p € S.

Definicién 31. Supongamos que los elementos que describen la economia & estdn fijos con excepcion de
la distribucidn de las firmas sobre las ramas de produccidn, entonces decimos que el par (p,N) € S x D es
un equilibrio Walrasiano de la economia con produccion &, si Z(p,N') = 0. Por E denotaremos el conjunto
de precios de equilibrio de la economia &, esto es,

E={{p,N)eSxD:Zp,N)=0}

Bajo las condiciones de la definicién anterior, una economia es caracterizada por la distribucién A, por
lo que para hacer explicito este hecho la denotaremos por Exr, cuando este sea el caso denotaremos por Zus
a la funcion exceso de demanda y por E al conjunto de precios de equilibrio, esto es,

Ex ={p€S:zy(p) =0} = Zy'(0).

Para fines de conveniencia senalamos lo siguiente, al considerar distribuciones de las firmas en la distintas
ramas de produccién es conveniente normalizar como sigue n = N/N € AX~1 lo que nos permitira
considerar la funcién exceso de demanda Z con dominio S X D en lugar de S x D, si bien en este caso
la funcién Z podria carecer de sentido econémico, en nuestro contexto nos permite obtener resultados
interesantes acerca de la evolucién de la economia, lo cual consideraremos en el siguiente capitulo.



12. Dinamica del replicador

A lo largo del tiempo la teoria de juegos ha sido utilizada para describir situaciones de conflicto entre dos
0 mas participantes llamados jugadores, quienes en busqueda de maximizar su utilidad toman decisiones
racionales, las cuales son influenciadas por las decisiones (racionales) de los demés participantes en el juego.
Desde sus inicios la teoria de juegos ha estado fuertemente relacionada con la economia, encontrando en
esta ciencia un gran campo de aplicacién. Sin embargo, a partir del trabajo de Maynard Smith y Price, la
légica del conflicto animal [58], la teorfa ha encontrado un importante campo de aplicacién en biologia, es
en este contexto que la teoria de juegos evolutivos surgié en un intento de explicar la igualdad aproximada
de la proporcién de sexos en los mamiferos [63]. Las situaciones biolégicas, incluso cuando se ven distantes
de la economia, tienen una relacién con situaciones econémicas, por ejemplo, en la naturaleza los animales
compiten por recursos limitados, territorios, alimentos o posibilidades de reproduccion, mientras que en la
economia, las empresas compiten para obtener mayores y mejores beneficios econémicos.

A diferencia de los agentes econémicos o sociales, los animales no se comportan racionalmente, sin
embargo, las fuerzas de la selecciéon natural actiian como optimizadores del comportamiento natural vy,
por lo tanto, una especie o animal cuya salud o comportamiento hacia su presa o sus depredadores no
sea Optima tenderd a extinguirse, esta misma situacién ocurre en la economia con las empresas que no
adaptan sus precios ni sus tecnologfas a las exigencias del mercado. Maynard Smith y Price en [58] utilizan
la dindmica del replicador, la cual definiremos mas adelante para modelar la reproduccién de un tipo de
comportamiento de una especie dada. La presién natural provoca que el comportamiento que mejor se
adapta al medio tiende a reproducirse con mayor probabilidad. El concepto asume una gran poblacién de
replicadores, en la que los diferentes tipos se encuentran en proporcién a su participacién en la poblacién.
Luego se introduce en la teoria econémica, donde la racionalidad reemplaza a la presién natural.

En el largo plazo, los agentes econdémicos aprenderan y seguiran, el comportamiento asociado con me-
jores rendimientos, es decir, se comportaran como replicantes de la estrategia més exitosa. Los agentes
econdomicos elegiran al final de cada periodo entre mantener o cambiar su estrategia en un conjunto de
posibles estrategias o comportamientos. Entendemos que el proceso de aprendizaje tal vez, por “prueba y
error”, conduce a la estrategia mas exitosa, en nuestro caso el que tiene la mayor rentabilidad esperada.

Como describimos en la seccién anterior, en este trabajo estamos suponiendo que las firmas en la misma
rama de produccién producen utilizando la misma tecnologia y asi todas las firmas en una misma rama de
produccién tienen iguales beneficios. Dada una distribucién N € D y un precio de equilibrio p* € Eys, como
el equilibrio depende de la distribucidn, entonces ponemos p* = p* (') para hacer explicita esta dependencia,
ahora sea 7 (p* () el beneficio asociado a las firmas en la rama k al precio de equilibrio p*(N) y T(p* (V)
el beneficio promedio de las ramas de produccidn al precio p*(N), esto es, T(p*(N)) = Z,l;‘:l ner(p*(N)),
cuando no haya riesgo de confusién simplemente escribiremos 7 en lugar de 7(p*(N)), en lo que sigue
consideraremos que los managers de las firmas como los replicadores de las tecnologias o ramas de produccién
que tienen mayores ganancias asociadas. Por lo que una vez descrito lo anterior y sin mas preambulo
presentamos la dindmica del replicador, la cual estd definida por un conjunto de ecuaciones diferenciales
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como sigue:

ng = ng(l —ng) [me(p*(n)) =7, k=1,...,L,
k==Yt k=1,...,L, (12.1)

'fl(to) = Ny,

donde n(ty) = ng denota el estado inicial de la economia al estado o distribucién de las firmas sobre el
conjunto de produccién al tiempo t = ¢y, es importante notar que ademas del caso nx = 0, la economia
alcanza un estado estacionario si y solo existe una distribucién N, para la cual existe un precio de equilibrio

p*(N) tal que 7 (p*(N)) = 7, para todo k = 1,..., L, esto necesariamente implica que en este precio
T (p*(N)) = -+ = mp(p*(N)). Como veremos en la seccién bajo ciertos supuestos no tan restrictivos,

este siempre es el caso en economias con dos bienes, dos consumidores y dos ramas de produccion. Sin
embargo, incluso cuando la igualdad entre beneficios ocurra, esto no garantiza que el sistema alcance
el equilibrio dindmico. Finalmente note que mientras la distribucién de las firmas sobre las ramas de
produccién se modifica de acuerdo con las decisiones de los managers de las firmas quienes buscan maximizar
sus beneficios, la economia evoluciona sobre el conjunto £ = {(p,n) € S x D : z(p,n) = 0}, este conjunto
es una variedad (de hecho una subvariedad de RE=1 x RE~1) llamada variedad de equilibrio.



13. Economias singulares y regulares

Para explicar la importancia de la dindmica del replicador y como estd ayuda explicar fenémenos
econdomicos de interés, en esta seccion clasificamos la economias como singulares o regulares, estas tultimas
como explicaremos méas adelante se pueden identificar con un umbral de la crisis econémica, donde por
crisis econémica nos referimos a un cambio abrupto en el comportamiento de la economia, como resultado
de cambios arbitrariamente pequefios en sus fundamentos [I], estos cambios pueden ser provocados por las
decisiones de racionales de los managers de las firmas, quienes buscan obtener mayores beneficios mudando
a su compaiia hacia la rama con mayores beneficios.

Definicién 32. Decimos que la economia Ex es reqular, si para todo p € Exr el rango de 9,Z(p,N)es
L — 1. Si existe un sistema de precios de equilibrio p, tal que 0,Z(p,N') < L — 1 decimos que la economia
En es singular. Por otra lado, dada una distribucién N, decimos que p € En es un precio de equilibrio
reqular, si 0,Z(p,N') = L — 1, mientras que si 0,Z(p,N') < L — 1, decimos que p es un equilibrio singular
para la economia Eps.

Recordemos que dada una funcién suave f, entre variedades X e Y (f : X — Y') de dimensiones n y m
respectivamente, con n < m, se dice que f es una submersidn en x € X siy solo si rango del Jacobiano de
f es igual a m, mientras que x € X se dice un punto regular si f es una sumersion en x, de otra manera
decimos que z es singular. Finalmente un punto y € Y es llamado un valor regular de f si y solo si el
conjunto f~1(y) es vacio o esta constituido solo de puntos regulares, de otra manera decimos que y es un
valor singular. Utilizando estos conceptos podemos extender la definicién a distribuciones n € AL~
al decir que una distribucién n es regular o singular si y solo si respectivamente, 0 es un valor regular o
singular de Z,, : § — RV

En nuestro modelo estamos suponiendo que el numero de ramas en la economia es igual al nimero de
bienes diferentes existentes en la economia y que la produccién entre las diferentes ramas de produccién
en la economia son linealmente independientes (ver definicién incisos 3 y 6). En lo que siguie siempre
supondremos que la funcién exceso de demanda Z es de clase C", r > 1.

Proposicién 5. Para la economia descrita en la definicion[30, 0 es un valor regular de la funcidn exceso
de demanda Z : S x D — RE~L y el conjunto de precios de equilibrio E = {(p,n) € S x D : Z(p,n) = 0}
es una variedad de clase C™ de dimension L — 1.

Demostracion. De la definicién de Z, tenemos que la [-ésima entrada de Z, o equivalentemente el exceso
de demanda para los bienes | = 1,...,L — 1, que denotaremos por Z!, se puede reescribir como Z! =
(2! —wh) — (M Ny, + - +nNyt), donde 2! — w! = Zﬁl Ty — Wi, Y Tq ¥ wi denotan respectivamente,
la demanda y dotacién inicial del bien I del i-ésimo consumidor (ver y ) y Nyl = Nyt es
la, oferta total del bien [ por parte de la rama k, [,k = 1,..., L, por lo que Z! denota la demanda agregada
del bien [, por lo que obtenemos
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07 (p,N) 0Z (p,N)
6n1 o GnL,l
OnZ(p,n) = : :
dZL"1(p, N 0z (p,N)
a’ﬂl o 8nL_1 (131)
vip) —yie) . yi_1(p) —yi(p) N
gyt p) —yE ) o yETlp) vy p)) NV

la dltima igualdad se sigue de que N = Ny + --- + Np_1, para concluir note que la matriz del lado
derecho de la igualdad anterior, es un menor de la matriz

yi) =y o ypa(®) —yrp)

- ' : =~y —yr) .- yr—1(p) —yr()], (13.2)
L— L— L— L—
yi @) =yt e) ey () -y ()

vy —vr®) . v —yi(p)
cuyas columnas son linealmente independientes, pues por hipétesis y1(p), y2(p), - -, yr(p) lo son, por lo
cual existe un menor de tamano (L — 1) x (L — 1), cuyo determinante no se anula en ningin (p,n) € E,
reetiquetando las yé si fuera necesario, obtenemos el resulto. O

De la misma manera uno puede probar:

Proposicién 6. Supongamos que la funcién exceso de demanda Z : S x D — RE™L es de clase C.
Si para todo (p,n) € E tal que Z(p,n) = 0, los vectores \7,Z (p,n),...,VpZE1(p,n) son linealmente
independientes. Entonces, 0 es un valor regular de Z y E, es una subvariedad diferencial de dimension
K—-—1enSxD.

Corolario 9. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, supongamos que Z(p*,n*) = 0, entonces, existen
vecindades Vy- y Vp= de n* y p* respectivamente, y una aplicacion diferenciable p : Vi« — Vp» tal que
p(n*) =p* y z(p(n),n) =0 para todo n € V.

Demostracion. De la proposicién anterior tenemos que 9,7 (p*,n*) : RE=1 — RE~1 es un isomorfismo. Este
hecho nos pone en las condiciones del teorema de la funcién implicita, de donde el teorema se sigue. O

Este corolario nos asegura que en una vecindad de un precio regular, cambios pequenos en la distribucién
de equilibrio n* implican cambios pequenos en los precios. Sin embargo como veremos mas adelante este no
es cierto para economias singulares, es decir, para economias regulares pequenos cambios en la distribucién
de las firmas puede causar “grandes” cambios en el comportamiento de los precios de equilibrio, este hecho
serd ejemplificado en la seccién [14.3
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Para mostrar como actia la dindmica del replicador en una economia con produccién &, en esta seccién,
siguiendo los resultados de Accinelli y Muniz en [3], consideraremos una clase amplia de economias de
propiedad privada, sobre las cuales podemos mostrar diferentes resultados interesantes desde el punto de
vista econémico, para ello hacemos la siguiente definicion:

Definicién 33. Sean fi, fo : [0,00) = R funciones diferenciables estrictamente céncavas tales que B; =
lim, o fi(2) > 0 y lim, o f/(2) < 0, definamos ul(x1,22) = 1 + fi(z2) y v*(z1,72) = fa(w1) + 22,
entonces una economia con produccion de propiedad privada de Shapley-Shubik estd dada por el conjunto

&= {sz (ulvwl)v (u27w2)79179279ij7i7j = 172}7

donde gj, j = 1,2, son funciones céncavas tales que g;(0) = 0, B; = lim, o g;(z) >0yy=0q1(y1) v
y1 = g2(v2), wt = (wi,wl) y w? = (w},wj) tales que w! > 0 y w; >0, 0;; € [0,1] con 01 + 025 = 1,

i,j=1,2.

En particular en analogia con economfas mirror-symmetric, si fi = fo=f, g1 =92 =9,y 92 =9g(y1) y
y1 = g(y2), donde f y g satisfacen las propiedades mencionadas para f1, f2, g1 v g2, es decir, cuando ambas
ramas de produccién usan la misma tecnologia para producir un bien diferente usando diferentes insumos,
llamaremos a la economia mirror symmetric con mirror production.

Antes de continuar fijemos la siguiente notacién, B; = lim, o f/(z) y B; = lim, ,09.(2), i = 1,2,
cuando f; = fo simplemente escribiremos B para el valor comun del limite By, By, de la misma forma
cuando g; = go, escribiremos B, en lugar de B; = By, en principio trataremos el caso en que B;, B; < 00, a
menos que se enuncie explicitamente lo contrario. Ahora note que como fz’ y gg son estrictamente céncavas,
entonces f! y g son estrictamente decrecientes y asi invertibles, por lo que fijamos la siguiente notacién
o; = (fi’)_1 y ¥ = (gg)_l, cuando f; = f2 y g1 = g2, omitiremos poner el subindice, i = 1,2 en ¢; y ;.
Observacién 10. Para el caso en que B; es finito, se tiene que ¢;(p) > 0 para todo p € (0, B;], con
igualdad cuando p = B;. Mas aun, bajo estas condiciones y del teorema de la funcion inversa se sigue que

¢i(p) <0.
14.1. Problemas de maximizacién

En esta seccién discutimos los problemas de maximizacion tanto de las firmas como de los consumidores,
ya que estamos considerando economias para las cuales wi,w? > 0, a lo largo de esta seccién haremos

distincién entre ambos casos, enunciado en cada caso condiciones suficientes que garanticen la existencia
de equilibrios en la economia.

62
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14.1.1. Maximizacién de beneficios

En esta seccion abordaremos de forma general el problema de maximizacion del beneficio por parte
de las firmas. Primeramente senalamos que los supuestos sobre las funciones de produccién g;, i = 1,2,
aseguran que el problema de maximizacién de beneficios de cada firma tiene solucion, es decir, dado un
precio p € Rﬁ_ 1, existe un vector y' € R?, llamado oferta de las firma i, i = 1,2, el cual resuelve el problema

de maximizacién (ver seccién ecuaci6n ([10.1))):

maxp - y.
yeyY;

Por lo que resolviendo este problema, la ofertas de las firmas estd dada por

(91 (1/11 (Pil)) , =1 (pfl)) y (=¢2(p),92 (¥2(p))), (14.1)

Aqui, como es usual las entradas negativas denotan insumos y las positivas productos. Utilizando este
resultado los beneficios de las firmas estd dado por

mi(p) =pgr (V1 (p71)) =1 (p71) y m2(p) = g2 (¥2 (p)) — P2 (p) (14.2)
La siguiente observacién nos da condiciones bajo las cuales la demanda de insumos es positiva.

Observacién 11. Dado que g, es estrictamente decreciente, pues g; es estrictamente céncava, se sigue
que la demanda de insumos por parte de las industrias es cero, cuando p~' > lim,_,0g}(z) = By y p >
lim, ,0g5(2) = Ba, y es positiva cuando la desigualdad contraria se mantiene. En particular, cuando
B; =0, i = 1,2, las firmas demandan cantidades positivas de insumos.

Esta observaciéon motiva la siguiente definicién.
Definicién 34. En una economia de Shapley-Shubik de produccion de propiedad privada, decimos que la
demanda de insumos es interior para el precio p > 0, cuando 1/B1; < p < Bg y m;(p) >0, i=1,2.
14.1.2. Maximizacion de utilidad

Una vez discutido el problema de maximizacién de beneficio de los productores, procedemos a describir
el problema y solucién de la maximizaciéon de utilidad por parte de los consumidores, para ello utilizando
(14.2)), la restriccién presupuestaria del consumidor 1 toma la forma

pr1+ T2 = pwi + 6‘1171’1(]9) + 91271’2(]9). (143)

Una condicién necesaria para que el consumidor 1 demande cantidades positivas del bien 1 y 2, es que su
tasa marginal de sustitucién entre el bien 2 y el bien 1 sea igual al inverso del precio relativo p, es decir,
fi(x2) = 1/p, por lo tanto obtenemos que la demanda del consumidor 1 por el segundo bien estd dada por

z5(p) = ¢1(1/p), (14.4)

mientras que la demanda del consumidor 1 por el primer bien estd dada por
21(p) = wi — (1/p)or(1/p) + 611 (g1 (¥ (7)) — (/)¢ (7)) +
012 ((1/p) g2 (¥2 (p)) — ¥2 (p)) -

De la misma manera la restriccién presupuestaria del consumidor 2 estd dada por

pr1+ 22 = w3 + 021 (pg1 (V1 (p71)) — 1 (p71)) + 022 (92 (W2 () — P2 (p)) , (14.6)

(14.5)
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y cuando el consumidor 2 demanda cantidades positivas de ambos bienes necesariamente la siguiente igual-
dad se debe mantener

23 (p) = ¢2(p),
23(p) = —pd2(p) + w3 + 021 (pgr (v1 (p71)) —v1 (p71)) + (14.7)

022 (92 (2 (p)) — P2 (p)) -

Entonces, usando (14.5) y la primer desigualdad en (14.7) junto con %' y %2, concluimos que la funcién
exceso de demanda de la economia estd dada por la regla de asignacion

Z(p) = —1/p)dp1(1/p) + 611 (91 (¥1 (p71)) — (/)1 (p71)) +
012 ((1/p) g2 (V2 () — Y2 () + b2(p) + 2 (p) — g1 (Y1 (p7")) — wi.

En lo que sigue Z’ denotard la deriva de Z respecto de p, esto es, Z' = dZ/dp.

(14.8)

Definicién 35. Decimos que la demanda del i-ésimo consumidor es interior en el precio p, si x'(p) =
(z1(p), 75(p)) € R?H Por otro lado, si el sistema de precios p es un equilibrio de la economia con produccion
E yat(p) >0,y (p) >0 ym(p) >0 para i = 1,2, decimos que el precio de equilibrio p es interior.

Observacién 12. De la observacion [10 y

i) la ecuacion (14.4), si By es finito, entonces la demanda del consumidor 1 por el bien 2 falla para ser

interior si (1/p) > By. Mientras que By = oo, entonces xi(p) > 0, para todo precio estrictamente

positivo p.

it) De la misma manera, la primer desigualdad en (14.7)) implica que cuando Bs es finita, la demanda
del bien 1 por parte del consumidor 2, falla para ser interior si p > By. Para el caso en que By = o0,
22(p) > 0, para cada p > 0.

Definicién 36. Sea & una economia de propiedad privada de Shapley-Shubik como la descrita anterior-
mente, entonces la demanda de los consumidores 1 y 2 son interiores, cuando max{1/B1,1/B1} < p <
min{ By, B2} y

¥1(1/p) < pg (Y1 (1/p))

pY2(1/p) < g2 (Y2 (p))

$1(1/p) < pwi + 611 (pg1 (V1 (p71)) — 1 (p71)) + 12 (92 (V2 (p)) — P2 (p))

pp2(p) < w3 + 621 (pgr (Y1 (p71)) — b1 (p71)) + 622 (92 (2 (p)) — P2 (p)) -

(14.9)

14.2. Existencia y multiplicidad de equilibrios

En esta seccién presentamos, en diferentes contextos, algunos resultados que garantizan la existencia
y multiplicidad de equilibrios en una economia con produccién del tipo Shapley-Shubik, ya que para este
tipo de economfias las dotaciones iniciales w! = (wi,w3) y w? = (W?, w3) satisfacen wi,ws > 0y wi, w? >0,
entonces distinguimos dos casos: 1) wi,wf > 0y 2) wi = 0, y/o w? = 0, al primero lo llamaremos el
caso dotaciones iniciales interiores, mientras que al segundo lo denominaremos dotaciones iniciales no

interiores.
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14.2.1. Existencia de equilibrio en economias con dotaciones no interiores

Comenzamos tratando el caso en que las dotaciones iniciales son no interiores y damos condiciones para
que la economia presente multiplicidad de equilibrios, para ello tenemos el siguiente resultado.

Teorema 25. Sea £ una economia de propiedad privada de Shapley-Shubik, donde las dotaciones inicia-
les estin dadas por w' = (wi,0) y = (0,w3). Si B1,B;1 y B2, By son finitas y max{1/B1,1/B1} <
min{Bs, B2}, entonces existe un precio de equilibrio p* € (min{1/By,1/B1}, méx{Bs, Bo}). Mds ain, si
Z'(p*) > 0 entonces la economia tiene al menos otros dos equilibrios.

Demostracion. Note que podemos reescribir la funcién exceso de demanda como sigue
Z(p) = x1(p) — wi + x1(p) + Y2(p) — g1 (¢¥1 (1/p)) (14.10)

De (14.5) y (14.7), sabemos que zi(p) — wi = %[9117T1(p) + O12m2(p)] — %fbl (1/p) y 23 = ¢2(p), donde
m(p) Po (1/}1 (l/p)) Y1 (1/p) y m2(p) = g2 (Y2(p)) — p¥2(p)-

Sea py, = min{1/By,1/B1}, entonces usando la observacion [11]y la observacién [12] junto con el hecho
de que méx{1/By,1/B1} < min{Bs, B2}, tenemos

1. ¢1(1/pm) = 0 y por lo tanto x3 (p,,) = 0,
2. 1 (1/pm) =0y asi g1 (¥(1/pm)) = 0, lo que implica que 71 (pm,) = 0,
3. ¢2(pm) > 0 o equivalentemente x2(p,,) > 0,
4. Yo(pm) > 0y entonces ma(pm) > 0.
Por lo que concluimos que Z(p,,) > 0. Ahora note que para py; = max{ By, B}
1. ¢2(par) = 0 o equivalentemente 2% (pas) = 0,
2. Ya(pm) =0, g2 (Y2(par)) = 0y m2(par) =0,
3. ¢1(1/pm) >0,
4. 1 (1/pa) 20, g2 (Y1 (1/pm)) 2 0, y m1(par) = 0.
Entonces, una vez que notamos que

01— (par) — g1 (1 (1/pan)) = (O — 1) an (2 (1/par)) — 611 — 1 (1/par) <O,
Pm PM

concluimos que Z(pyr) < 0. De la continuidad de Z y el hecho de que Z(p,,) > 0y Z(par) < 0, debe existir
un precio positivo p* € (min{l/Bl7 1/B1},méX{BQ7BQ}) para el cual Z(p*) = 0. La segunda parte del
teorema se sigue facilmente que Z(py,) > 0, Z(py) < 0y que Z corta al eje 2 de forma ascendiente en
p*. O

Cabe senalar que la condicién Z’'(p) > 0 nos garantiza que el precio de equilibrio p es regular (ver
definicién , ademds esta condicién es solo una condicién suficiente que garantiza la multiplicidad de
equilibrios en una economia con produccién de Shapley-Shubik, esto serd probada en la seccién [14.2.4
teorema 301
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Teorema 26. Supongamos que las hipotesis del teorema se mantienen vdlidas y que 1/By < 1/By <
s (w%) , l/fi (w%) < By < Bs, entonces la economia con produccién de propiedad privada de Shapley-
Shubik € tiene un precio de equilibrio p* en el intervalo (l/El,Eg). Mds ain, si en el precio p* se satisfacen
las siquientes desigualdades 7;(p*) > 0, i = 1,2, ¢1(1/p*) < p*wi + O11m1(p*) + O12ma(p*) y p*Pa(p*) <
W3 +01 71 (p*) +02272(p*) se mantienen, entonces p* es un precio de equilibrio interior y cuando Z'(p*) > 0
la economia tiene al menos tres precios de equilibrio.

Demostracion. Para p,, = 1/Bj, la funcién exceso de demanda est dada por

Z(pm) = pi 0172 (Pm) — D1 (L/p)] + Wb + da(pm) — b + o (pm),

m

ahora debemos probar que z(p,,) > 0, primero note que como 1 (py,) = i (01272 (pm) — ¢1(1/pm)] +wi >
0, entonces esta cantidad es no negativa, el mismo razonamiento aplica a 13(p.m,), pues esta representa
la demanda de insumos de la firma 2. Ahora para concluir, usamos el hecho de que f} es estrictamente
decreciente y ¢o = (f3) ™', entonces ¢o(p) > wl cuando p < f} (wi), asi ¢2 (p) — wl > 0 por lo tanto,

concluimos que Z(p,,) > 0.

Ahora para finalizar la primera parte de la demostracién, probaremos que Z(pys) < 0 para py; = Ba,
para este propdsito note que

pmZ(par) = b11mi(pav) — d1(L/par) + pavd2(par) — pargr (Ya(1/par)) (14.11)

De la restriccién presupuestaria del consumidor 2, tenemos que pasda(par) < w3 + 02171 (p) v del hecho
de que 611 + 021 = 1, obtenemos

pmZ(pm) < mi(pam) — d1(1/par) +wi — pagr (V1 (1/pam)) =
wi —¢1 (1/pa) — 1 (1/pa) < =1 (/)

la tltima desigualdad se sigue del hecho de que 1/f{(w3) < Bz y de que w} < ¢1 (1/p), cuando f} (w3) >
1/p o equivalentemente para cualquier p > 1/f} (w%) , como 1 (1/pyr) es no negativa, concluimos que
Z(par) < 0. Por lo tanto, una vez més de la continuidad de Z debe existir un precio p* € (pm,par) tal que
Z(p*) = 0, por lo tanto concluimos la primera parte del teorema. La segunda parte es una consecuencia
directa de la restriccién presupuestaria de cada consumidor y del hecho de que cuando 7;(p) es positiva al
precio p, necesariamente ¢1(1/p) > 0y ¢2(p) > 0. Finalmente, si Z(p*) > 0 la demostracién de la tercera
parte del teorema es completamente andloga a la parte final de la demostracién del teorema O

Afirmacién 2. Antes de continuar, afirmamos que si B1 y Ba son finitas y positivas, pero no necesaria-
mente By o By lo son, y ademds se cumple que 1/B; < 1/B; < f} (w%) ,1/f{ (w%) < By < By, entonces
existe un equilibrio interior, la prueba de esta afirmacion es consecuencia directa de la demostracion del
teorema una vez que notamos que max{1/By, B1} = By y min{By, Ba} = Ba, por lo que la prueba de
este teorema puede ser trasladada directamente a este caso.

14.2.2. Existencia de equilibrio en economias con dotaciones interiores

Abordamos ahora el caso en que w',w? € Ri 1, es decir, consideraremos economias con produccién de
Shapley-Shubik con dotaciones iniciales, y permitimos que B; y Bs sean infinitos, pero no asi By y Bs.
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Teorema 27. Sea £ una economia con produccion de Shapley-Shubik con dotaciones iniciales interiores,
si 1/By < B y fi(w}) # 1/f{(wi), entonces la economia tiene un precio de equilibrio p* en el intervalo
(min{1/B1,1/f{(w}), f5(w?)}, méx{Bs, 1/ f{(w3), f5(w})}). Ademds, si Z'(p*) > 0, entonces la economia
tiene al menos tres equilibrios.

La prueba de este teorema es andloga a la demostracion del teorema la omitiremos en esta parte.

14.2.3. Economias mirror symmetric de Shapley-Shubik con produccion

En esta seccién presentamos algunos resultados obtenidos sobre la multiplicidad de equilibrios en eco-
nomias con produccion del tipo Shapley-Shubik, en el caso especial en que las funciones de utilidad satisfacen
ui(z,y) = u2(y,x), para todo x,y € Ry, lo cual impone la restriccién f; = f = fy sobre la parte no lineal
de la funcién de utilidad, bajo estas condiciones llamaremos a la economia, economia de Shapley-Shubik
mirror-symmetric con produccién, en analogia con las economias de intercambio puro de Shapley-Shubik.

Teorema 28 ([11]). Sea & = {Ri, (ul,(w},O)) , (UQ, (O,w%))} una economia de intercambio puro, su-
pongamos que ui(x1,x2) = x1 + f(x2) y ua(xy,22) = 22 + f(x1), con [ una funcidn estrictamente
cdncava, continuamente diferenciable para la cual lim,_,o f'(2) < 0 y pongamos ¢ = (f’)_l, entonces
si ¢(1) < min{wl, w3} y ¢(1) +2¢'(1) > 0, existen al menos tres precios de equilibrio, uno en p = 1, otro
en algin p* > 1 y uno mds en 1/p* < 1.

Una generalizacién de este resultado fue obtenida en [2], para economias de Shapley-Shubik mirror
symmetric con mirror production (ver teorema 4 en [2]), para fines de claridad presentamos explicitamente
la definicién de estas economias a continuacion. En el trabajo mencionado los autores se limitan a analizar
el caso en que B; es finita y B; es infinita para i = 1,2, de hecho solo analizan el caso en que la parte
no lineal de las funciones de utilidad son cuadraticas y las funciones de produccién tiene la forma z° con
B € (0,1), por lo que en este trabajo de tesis, generalizamos estos resultados al permitir que las constantes
B; tomen valores infinitos, esto nos permitird considerar una clase mas amplias de funciones de utilidad y
produccién para las cuales las economias con producciéon presentan multiplicidad de equilibrio.

Definicién 37. Sea £ = {Ri7u27w1,uQ,w2,g1,gg,Gi,j,z}j = 172} una economia con produccion de pro-
piedad privada del tipo Shapley-Shubik, entonces si la parte no lineal de las funciones de utilidad satisfa-
cen f1 = f = fo para alguna funcion estrictamente concava y continuamente diferenciable, para la cual
lim, o f'(2) <0, las tecnologias son tales que g1 = go = g, y las participaciones de los consumidores en
los beneficios de las empresas son tales que 0;; = 0;, i,7 = 1,2, entonces decimos que la economia £ es
una economia mirror de Shapley-Shubik symmetric con produccion de propiedad privada.

Note que el supuesto 0;; = 0;;, 3,7 = 1,2, implica que 6;1 + 0,2 =1,i=1,2.

Teorema 29. Sea £ una economia mirror symmetric con produccion de propiedad privada de Shapley-
Shubik, supongamos que 1 < B,B < oo, entonces p = 1 es un precio de equilibrio de la economia. Si
ademds las desigualdades (14.12)) se mantienen, entonces p = 1 es un equilibrio interior de la economia,
mds aun si se mantiene, entonces la economia tiene al menos tres diferentes precios de equilibrio.

P(1) < g((1))
¢(1) <min{wi +pg (v (1/p)) — ¥ (1/p), w3 +pg (¥ (1/p)) — ¢ (1/p))}
2¢(1) +2¢'(1) + 2¢'(1) — 0119 (1) 4 b129(¥ (1)) — [9(¥ (1)) — ¥ (1)] > 0, (14.13)

(14.12)
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Demostracion. De (14.8]) deducimos que

Z(p) = 0umi(p)p~" + 12ma(p)p" — d(p~p~" + 6(p) + %(p) — g(v(p~)). (14.14)
Ahora note que (1) = m3(1), como 611 + 612 = 1, se sigue que 01171 (1) + O12m2(1) = m1(1) y asi
ZM) =g @ (1) —v(1) — (1) + (1) + (1) —g (¥ (1)) =0, (14.15)

entonces p; = 1 € E, derivando Z(p) y evaluando en p = 1, podemos ver que

Z'(1) = 2¢(1) +2¢'(1) + 2¢'(1) — 0119 (1) + b129((1)) — [g(¥(1)) — P(1)],

la cual por hipdtesis es positiva, de donde concluimos el teorema. O

14.2.4. Multiplicidad de equilibrios en economias singulares

Hasta ahora nos hemos enfocado en la existencia de multiples equilibrios en el caso de economias con
un precio regular para el cual Z'(p) > 0, sin embargo como mencionamos en la seccién esta condicién
solo es una condicién suficiente para garantizar la existencia de multiples equilibrios en economias con
produccién del tipo Shapley-Shubik, el siguiente teorema nos da condiciones suficientes para la existencia
de multiples equilibrios en economias singulares.

Teorema 30. Sea £ una economia con produccion de propiedad privada de Shapley-Shubik, supongamos
que las hipdtesis del teorema teorema y/0 teorema son vdlidos, entonces si existe un p* precio de
equilibrio que pertenece a uno de los intervalos descritos en los teorema mencionados, para el cual existe
una vecindad Ny-, tal que Z'(p") > 0 para todo p’ € (0,p*) N Np-, entonces la economia tiene al menos otro
equilibrio. Mds aun, si

i) Z'(p') > 0 para todo p’ € Ny, entonces la economia tienen al menos 3 precios de equilibrio diferentes.

ii) Z'(p') > 0 para p' € (0,p*) NN, y Z'(p') < 0, p' € (p*,00) N Np=, entonces la economia es singular
con al menos dos precios de equilibrio diferentes.

Demostracion. Los supuestos del teorema implican que el precio p* debe pertenecer a uno de los intervalos
(mfn{l/Blv 1/B1}7 méx{B?? BQ}) ’ (1/Bla B2)7 (min{l/Bla fé(w%)v 1/f{(w%)}v méX{B% fé(w%)a 1/f{(w%)}) )
dependiendo de cual de las hipétesis se verifica. Dado que la idea detras de la prueba es la misma indepen-
dientemente del intervalo al cual p* pertenezca, supondremos sin pérdida de generalidad que las condiciones
del teoremason las que se verifican y por lo tanto supondremos que p € (min{1/By,1/B1}, méx{Bs, B}).
Ahora note que las hipétesis Z(p*) = 0y Z'(p') > 0 para todo p’ < p* en una vecindad suficientemente
pequedia de p*, entonces se sigue que Z(p') < 0 para todo p’ < p* en esta vecindad, de las hipdtesis del
teorema ﬁ, sabemos que Z(p) es positiva para p,, = min{1/Bj,1/Bs}, entonces de la continuidad de Z,
existe un 0 < p; < p* tal que Z(p;) = 0, y por lo tanto concluimos que la economia tiene a menos dos
equilibrios. (i) se sigue de que Z(p*) = 0y Z'(p’) > 0 para todo p’ € Np- lo que implica que Z cruza
el eje z en p* y Z(p) < 0 < Z(p') para algunos precios p < p* < p’, para concluir el inciso (i) note que
z(p) < 0 para todo py = méx{ f}(w}), B2}. Para el inciso (i), note que Z’(p') > 0 para p’ € (0,p*) N N,
y Z'(p') < 0 para p’ € (p*,00) N Np+ lo que implica que (p*,0) es un minimo local de la funcién exceso de
demanda, de donde (%) se sigue del hecho de que Z(p) > 0 para algiin p > 0. O

Dado que nuestro objetivo en esta parte del trabajo es encontrar condiciones sobre los parametros que
definen una economia con produccién, en el caso particular del modelo de Shapley-Shubik, bajo las cuales
podamos garantizar que la economia tenga multiples equilibrios, para posteriormente analizar la posibilidad
de que perturbaciones en los pardmetros que la definen, lleven a cambios en el nimero de equilibrios. En lo
que sigue, nos referiremos solo a casos de economias que admiten p = 1 como precio de equilibrio prefijado.
Esto nos permitird construir ejemplos tratables numéricamente. En la subseccién explicamos cémo
construir economias con producciéon con miltiples, ninguno de los cuales es p = 1.
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14.3. Construccién de ejemplos

A partir de los resultado obtenidos con anterioridad, en esta seccién mostramos como construir ejemplos
de economias con multiples equilibrios. En este sentido, el ejemplo [I0] mostrado a continuacién corresponde
con una economia con tres equilibrios, la construccion de este ejemplo corresponde a utilizar el teorema
para garantizar la existencia de un equilibrio regular p* para el cual Z'(p*) > 0, mientras que en el ejemplo
mostramos una economia singular con 2 equilibrios, este ejemplo se construye adaptando la prueba del
teorema |30} Finalmente senalamos que los ejemplos construidos en la subseccién son tomados de [2]
y si bien no corresponden con los resultados mostrados en esta tesis, dejan de manifiesto que es posible
construir economias con produccién de Shapley-Shubik, para las cuales B; y By toman el valor co.

Ejemplo 10. Supongamos que las firmas producen de acuerdo a las funciones y1 = g1(y2) = %yg — %yg’
y Yo = go(y1) = 4y1 — 2y?, supongamos que las preferencias de los consumidores estdn representadas por
las funciones cuasilineales uq(z,y) = ¢ — are™Y, us(z,y) = y — aze™®, con ay y as por ser determinados,
supongamos que la participacion de los consumidores en los beneficios de las firmas estd dado por 611 = 3/4
y 012 = 1/3, note que By = a1, By = as, By = 4/3 y By = 4. Entonces la oferta de las firmas 1 y 2
respectivamente, estd dada por

G 5 (50 - (25)7) v (a2 (t2)). e
3 4p 9 4p 4p 4 4

luego resolviendo el problema de mazimizacidn de utilidad para los consumidores y estimando Z'(1) > 0
obtememos la siguiente condicion ay > 639/12, usando las condiciones en los pardmetros By, Bo, B1 y By
descritas en las secciones anteriores, para garantizar que la demanda de los consumidores y la oferta de los
productores este bien definida, ponemos a; = 37, de la misma manera resolviendo Z(1) = 0 junto con esta
eleccion de a1, concluimos que ay = 37e~*3/72 estos valores garantizan que la economia tiene maltiples

equilibrios. De hecho tiene exactamente 3 equilibrios, dados por p1 ~ 0.82, ps = 1, ps & 3.95. La funcidn
exceso de demanda para este ejemplo estd representada en la figura (a).

39/12 — ol81/72
- )

Ejemplo 11. Usando los mismos supuestos del ejemplo anterior y eligiendo a1 = e
obtenemos una economia singular con dos equilibrios, p =1, p ~ 2.47, ver figura (b).

Y az

Ejemplo 12. Consideremos las funciones no lineales f(x) = 4x — %332, dotaciones iniciales w! = (10,0),
w? = (0,10), participacion en los beneficios 611 = 0.6, 612 = 0.4 y funciones de produccion definidas por
la regla g(y) = 1 — e, entonces de un cdlculo directo podemos ver que la oferta de la firma 1 estd dada

11
5p? 5

cuales son interiores cuando 0.2 < p < 5. Por otro lado, para los consumidores tenemos

por (1 — In (%)), mientras que la oferta de la firma 2 estd definida como sigue (%ln (g) ,1— %), los

2 (p) = (10 +1[0.52p +0.28 +0.121n (0.2p~") + 0.08pIn(0.2p)] — 4 + L4~ %) ,

(14.17)
2%(p) = (4 —p,p? — 3.72p + 10.52 + 0.08 In(0.2p*) + 0.12pIn(0.2p)) ,
entonces
Z(p) =3+ 2 [0.52p 4+ 0.28 + 0.12In (0.2p~ ') + 0.08pIn(0.2p)] —4p~ " +p 2 —p+0.2p~" +0.2In (5p ).
Es facil ver que Z(1) =0y

Z'(p) = —0.28p™2 — 0.12p~% — 0.12p 2 In(0.2p™ ") 4 0.08p~ > + 0.081n(0.2p) +4p~2 —2p™> —1 - 0.2p™ ' — 0.2p~ 2,

por lo que Z'(1) > 0. Como Z(0.2) > 0, Z(2.6) <0 y 1 € [0.2,2.6], del teorema[29 deben existir al menos
tres equilibrios en el intervalo, ver figura[1{.3
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1 15 2 25 3 35 4 0 05 1 15 2 25 3

(a) Funcién exceso de demanda del ejemplo (b) Funcién exceso de demanda del ejemplo
Figura 14.1: Funciones exceso de demanda de los ejemplos [10|y

0.5 1 15 2

Figura 14.2: Funcién exceso de demanda del ejemplo

De hecho estos equilibrios son p; ~ 0.5122, py = 1, ps &~ 1.9509. Tenemos que Z (p1) <0, A (p2) >0y
A (p3) < 0. De donde podemos observar que el consumidor 1 prefiere p3 > ps > p;, mientras que para el
segundo consumidor p; > ps = p3, esto nos permite concluir que incluso cuando los consumidores tengan
participacion en el beneficios de las firmas, cuando estas maximizan su beneficio no necesariamente esto
trae consigo una mejora en el bienestar de los consumidores, pues como podemos observar en este ejemplo,
los consumidores prefieren precios opuestos.

14.3.1. Ejemplos generales

Los siguientes ejemplos tomados directamente de [2] nos permite mostrar que es posible construir ejem-
plos de economfas con produccién para las cuales los parémtros B; = lim, o ¢5(2) = 00, i = 1,2, asf como
prefijar precios de equilibrio distintos de p = 1. El primer caso se exhibe en el ejemplo mientras que el
segundo en el ejemplo [T4]

Consideremos la economia con produccién de Shapley-Shubik descrita como sigue: supongamos que las
empresas estan caracterizadas por y2 = g1(y1) = ayf v y1 = 92(y2) = byg7 para o, 8 € (0,1) y a,b > 0 tales
que aae = 1 y bB = 1. Mientras que la parte no lineal de las funciones de utilidad para los consumidores
viene dada por funciones cuadraticas de la forma

L 5

fi(x) = a;z — 5%
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con a; > 0,4 = 1,2. En los que sigue supondremos que los pardmetros 0;;, 4,5 = 1,2 y o, 8 estén fijos,
por lo tanto nuestro propdsito es determinar las condiciones sobre a1, as que garanticen la multiplicidad
de equilibrios. De un célculo directo obtenemos

Z(p) =wp™t +611(a— D)p @ £ 0156 — Dp PPV _(a; —p )p~ + (a2 —p) + p/ @V —w —bp~ /D,

1 B

Resolviendo Z'(p) > 0 para a1 y Z(p) = 0 para ay, tenemos

B 1 o e 1 o) /(5 PP
Z'(p) = —wp? — (Gna—r_ )p<2 ) 1>+<912—7_1>p(1 PG p(@—p p P —p -1

1 1
a1 > w+ gllapa/(afl) _ 912p1/(5*1) 4 2p*1 _|_p2 4 mpl/(lfﬁ) 4 mpa/(afl)_ (14'18)

Eligiendo cualquier valor de a; > 0 que satisfaga esta desigualdad, as estard determinado de forma tnica
por

az=(1—p Hw+ O11(1—a) —1)p"/ @™V 4+ (0121 =) +b) p~ BV 4 (ay —p Hp~t+p,  (14.19)

entonces para cualquier eleccién de a; de tal forma que se satisfaga (14.18]) obtenemos diferentes economias
con produccién para las cuales p es un precio de equilibrio ((14.19)) garantiza este hecho). Ademds, por

construccién estas economias tienen al menos tres equilibrios. Notemos que en particular para p = 1,
tenemos
Z(l) :911 (a—l)—|—1—|—912 (b—l)—|—a2 — ay, (1420)
1 1

Z'(1)=-w-10 0 -3)+ — . 14.21
(1) = —w—0Ona+bi2+ (a1 )+ﬁ—1+0¢—1 (14.21)

para este caso ((14.18]) y (14.19)) se transforman en

1 1

0110 — 0 —_—t — . 14.22
a1 >w+01a 12+1—5+1—04+3 ( )
a2:011(1—a)+012(1—b)+b—1+a1 (1423)

Ejemplo 13. Para aclarar como aplicar las dos ultimas ecuaciones, consideramos una economia de pro-
piedad privada Shapley-Shubik definida por

&= {R27’U’1($7y)vwlaUQ(x7y)aw27gl79250ij7iaj = 152} :

Para los consumidores suponemos que w' = (20,w), 0 = (011,012), w? = (w,25), 6% = (011,012), con
funciones de utilidad
ui(z1,22) = 21 + fi(z2) ¥ uz(w1,22) = fa(21) + 22,

y para la funciones de tecnologia

1 1
v2=g2(11) = —u, 11 =g1(y2) = =05,
o B
donde fi(z) = a;z — %zQ, w = %, a = 0.3 y 8 =0.35 con participaciones 611 = 0.75 y 015 = 0.4, por lo
tanto mnecesitamos encontrar a1 y as que garanticen la existencia de multiples equilibrios en la economia
con produccion descrita anteriormente. Por lo que usando , precisamos garantizar ay > 12, por
conveniencia/elegimos ap = %, de tenemos as = 15. En consecuencia la funcion exceso de
demanda estd dada por
94 1 T _jo7 —2 —10/7 94 100 j00/65
Z(p) = — L i 15 — - .
(P) =GP+ 3P 357 ao? tPoAlopAp 91 357

Esta funcion es representada en la ﬁgum (a).

26 5565 2189 _,
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Hasta ahora todas las construcciones hechas tienen la particularidad de tener a p = 1 como precio de

equilibrio, sin embargo el siguiente ejemplo deja de manifiesto que este hecho es solo por simplicidad en las
calculos.
Ejemplo 14. Pongamos 611 = 0.75, 6150 = 0.4, « = 0.3,6 = 0.35 y w = %. Para ilustrar, construimos
una economia con multiples equilibrios, uno de los cuales elegimos como p = 2. Usando este valor en
14.18)) obtenemos la condicion en a; > 13.26596422679823, por conveniencia ponemos a; = 14 y de
14.19)) se sigue que as = 11.18083150184725. Para este caso la grdfica de la funcion de demanda esta
representada en la figura (b), cuyos precios de equilibrio estin dados por p1 = 0.1792472498915,
P2 =2 y p3 ~ 2.6915745984313.

(a) Funcién exceso de demanda del ejemplo (b) Funcién exceso de demanda del ejemplo
Figura 14.3: Funciones exceso de demanda de los ejemplos |13|y E

En los ejemplos anteriores la construccién se basa en determinar valores que garanticen Z'(p) > 0, algin
valor de p, sin embargo también pudimos determinar valores para los cuales Z’(p) = 0 y ain asi conservar
multiplicidad de equilibrios en la economia (ver ejemplo [11)). Finalmente sefialemos que ain cuando las
construccién en el ejemplo [14] es més general, esto implica un poco mas de trabajo, por lo tanto como en
esencia ambas construcciones son iguales preferimos continuar trabajando con el caso particular donde el
equilibrio base es p = 1.



15. Distribucion sobre ramas de produccién

Siguiendo lo descrito en la seccién introduciremos ramas de produccién a las economias del tipo
Shapley-Shubik. Los ejemplos construidos en la seccién anterior y/o en general los resultados obtenidos sobre
la multiplicidad de equilibrios en economias con producciéon de Shapley-Shubik, nos permitiran describir
el actuar de la dindmica del replicador. Fijando todos los pardmetros excepto el niimero de empresas que
utilizan cada una de las tecnologias disponibles, podemos identificar a las economias con una distribucién
de empresas en el conjunto de ramas de produccion, lo que significa que cada economia estd identificada con
una distribucién N' = (N1, N»), donde N; representa el niimero de empresas en la rama 1, y Ny representa
el nimero de empresas en la rama 2, para resumir este hecho, usaremos el simbolo £x para representar
una economia de Shapley-Shubik generalizada tal que la distribucién de empresas estd dada por N.

Definicion 38. Sea
E={R? (uj,w'), (Y;,N;), O, i=1,2, ke C={1,...,L}}

Una economia con produccion de propiedad privada con 2 bienes y N > 2 firmas divididas en 2 ramas de
produccion, si las funciones de utilidad, de produccion y dotaciones iniciales satisfacen las condiciones de
la definicion entonces llamamos a la economia &, economia con produccién de propiedad privada de
Shapley-Shubik con distribucion sobre ramas de produccion.

Aqui implicitamente estamos asumiendo que las restricciones tecnoldgicas Y7 y Ys estdn caracterizadas
por funciones g y g2, las cuales son estrictamente céncavas y suaves, y que el conjunto de produccién toma
la forma

Vi={(y,y2) R :yn <qi(y2)} v Yo={(w1.02) €RT, 12 < g2(31)}-

En las siguientes construcciones y resultados, cuando nos refiramos a una economia con produccién de
propiedad privada de Shapley-Shubik con distribucién sobre ramas de produccién utilizaremos la misma
notacién que para las economias de propiedad privada de Shapley-Shubik, esto es, para i = 1,2, por f;
denotaremos la parte no lineal de sus funciones de utilidad y por ¢; a la funcién inversa de su derivada,
mientras que a las funciones de produccion las denotaremos por g; y por ¥; a la derivada de sus funciones
inversas. Entonces dada una economia con produccién de propiedad privada de Shapley-Shubik con distri-
bucién sobre ramas de produccién y una distribucién N = (N7, N — Nj), la oferta agregada de las firmas
estd dada por N,;y;(p), i = 1,2, por lo que siguiendo con la notacién introducida en la seccién [14] obtenemos

Zn(p) = Nibi1 [g1 (W1 (p71)) =1 (1) p] 4 (N — N1)bra [g2 (W2 (p)) pt — 02 (p)] +

(15.1)
wip™t — o1 (p7Y) pt + d2(p) + (N — N1)tba(p) — wi — Nigs (¢1 (p71))
por lo que p = p (N es un precio de equilibrio para la economia si y solo si
$2(p) = wi+é1 (p7) p7" + Nugr (¥ (p71)) —wsp™ — (N = N1) ¢z (p) —
(15.2)

N1 [g1 (01 (p7Y)) =1 (p7Y) p7t] = (N = N1)bi2 [g2 (W2 (p) P~ — %2 (p)]

73
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derivando (|15.1)) con respecto de p, obtenemos

Z'(p) = N1bupy (p7') p~2 = (N = N1) 01292 (V2 (p)) p 2 —wip ™2 + 1 (p~') p2

(15.3)
+h (p71) p7? 4+ ¢ (p) + (N — Nu) vy (p) + N (p7) p~°.
Note que Z’'(p) > 0 para algtin p > 0, es equivalente a la condicién siguiente:
o1 (p7t) > (N — N1) b12g2 (V2 (p)) — N1611¢1 (1) +wi — o) (p71)
(15.4)

—¢h (p) p* — (N — N1) 4% (p) p* — N1g (p~t) s

Por lo que una vez presentadas las estimaciones anteriores, el siguiente resultado nos da condiciones que
garantizan la existencia de multiples equilibrios en economias de Shapley-Shubik con produccion y distri-
bucién sobre ramas de produccién.

Teorema 31. Sea Enr+ una economia con produccion de propiedad privada de Shapley-Shubik con distribu-
cion sobre ramas de produccion. Si para una distribucion (N7, N — Ny) existe un precio positivo p tal que
se cumple , entonces p es un precio de equilibrio para la economia. Mas ain, si se cumplen Y

para algin p > 0, entonces p es un precio de equilibrio y la economia tiene al menos tres precios de
equilibrios.



16. Dinamica del replicador: Segunda parte

Como mencionamos con anterioridad, Accinelli y Covarrubias en [I] introdujeron por primera vez la
dinamica del replicador como representaciéon adecuada para una economia en la que los managers de las
firmas en busqueda de mayores beneficios, toman decisiones racionales sobre su inversion, para economias
con dos ramas de produccién. En este contexto los méanagers podrian cambiar la tecnologia o la rama
de produccién de sus inversiones de ahi la importancia de dotar al modelo de economia de una dindmica
adecuada que refleje el actuar de los managers de las firmas, esto se puede realizar mediante la dindmica del
replicador, esto es, el flujo de inversiones desde las ramas de produccion donde las ganancias son menores
hasta las ramas con mayores ganancias se puede modelar utilizando la dindmica del replicador de la siguiente
manera.

n1 = n1(1 —ny)(mi(n) — m2(n)),
(16.1)

g = —Nq.

Fijando el estado inicial de la economia, es decir, una distribucién de las firmas sobre las ramas de
produccién N (tg) = (w7 %) o equivalentemente n(ty) = (n1(to), n2(to)) la evolucién de la economia
estd dada por la solucién n(t,tg) del sistema dindmico donde n(to,tg) = n(ty) y corresponde a un
continuo de economias Exr(y), donde N(t) = Nn(t,tg). Note que la distribucién n(t) depende del tiempo,
porque cada gerente en cada tiempo puede elegir cambiar de rama de produccion de acuerdo a los beneficios
obtenidos en el tiempo ¢, es decir, si w1 (n(t)) > m2(n(t)) entonces n1(t) > 0, lo que implica que las firmas
preferiran moverse de la rama 2 a la 1, mientras que si la desigualdad contraria ocurre entonces el flujo
serd inverso. En el caso donde 71 (n(t)) = m2(n(t)) la economia estd en un estado estacionario, en este caso
los gerentes no tienen incentivo a cambiar de rama de produccién. Para simplificar la notacién, cuando no
haya riesgo de confusién omitiremos la variable ¢. Suponiendo fijo el nimero total de firmas en la economia
a lo largo del tiempo, de acuerdo con la decisién de los manager la cantidad de firmas en cada rama de
produccién cambia a lo largo del tiempo, pero suponemos que nimero total de empresas es constante e
igual a N, es decir, N = Ny(¢t) + N2(t) para todo t. Los cambios en la distribucién de las firmas impacta
el comportamiento de los consumidores, esto es claro pues el ingreso del consumidor es una funcién que
depende de la distribuciéon N' = (Ny, Na),

2
Wi(p,N)=p-w' + > Nibiwmi(yr(p)).
k=1

Una distribucién de probabilidad de las firmas sobre el conjunto de ramas de produccién estd dada por
n(t) = (n1(t),na(t)) = (N}\;t), Ni\gt)) . Dada una distribucién N' = (Ny, N3), la funcién exceso de demanda

toma la forma

Z(p,N) = z*(p) + *(p) —w" —w”® — N1y1(p) — Naya(p). (16.2)

()
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o explicitamente
Z(p,N)= N1 [g1 (01 (p7Y)) =1 (p71) p7 ] + (N — N1)bi2 [g2 (W2 (p)) p~F — b2 (p)] +
wip~t =1 (p7) p7t 4 d2(p) + (N — N1)va(p) — wi — Nigy (1 (p71)) -

(comparar con ([15.1]) teniendo en cuenta que Ny = Ny(t)).

(16.3)

Observacion 13. Dependiendo de la distribucion de las empresas en los conjuntos de tecnologias dispo-
nibles, la economia puede ser singular o reqular y con multiplicidad o unicidad de equilibrio. Dado que los
consumidores son los accionistas de las empresas, sus ingresos dependen de la distribucion y, por tanto,
los precios de equilibrio dependen también de la distribucion. Entonces, podemos considerar los precios de
equilibrio p como una correspondencia p : (0,1) — Exr. Donde

Ex ={p€Ry :zy(p) =0}.

Esto muestra que las decisiones de los administradores de las empresas, que en principio solo afectarian el
lado productivo de la economia, pueden tener repercusiones en el comportamiento global de las economias.
En la seccion[16.3, analizaremos cémo estas decisiones pueden afectar el bienestar de la economia.

Es conveniente tener, al menos para los ejemplos generales discutidos en la subseccion [14.3.1] una
expresion para el estado estacionario, para estos ejemplos de un calculo directo podemos mostrar que los
beneficios de las firmas estan dados por

mi(n1) = (a — 1)p(n1)a/(a71) y ma(ny) = (b— 1)P(n1)71/(ﬁil)~ (16.4)

Suponemos que al final de cada periodo, los gerentes eligen la rama de producciéon de acuerdo con los
beneficios observados en cada rama. Seremos testigos de un flujo desde las sucursales que ofrecen menores
ganancias hacia aquellas con mayores ganancias. Esto implica un cambio en la distribucién de las empre-
sas, cuantificado por el sistema dindmico (16.1]). El proceso continda hasta que las ganancias se igualan.
La economia llegara ahora a un estado estacionario, cuya estabilidad en el sentido de Liapunov indicara
las posibilidades de permanecer como tal o no en el tiempo, ante posibles perturbaciones exégenas de los
parametros del sistema.

El estado de equilibrio de nuestro sistema es alcanzado para alguna distribucién n* = (n},n3) tal que
m1(n}) = ma(ny), es decir,
(a=1)(s-1)

I e I (16.5)
== n = . .
p =pny b1
Sing : p(ny) > p* entonces m1(ny1) < ma(ng2) y observaremos un flujo de rama 1 a la rama 2 y recipro-
camente cuando p(n;) < p*.

16.1. Ejemplos: Dinamica del replicador

En esta seccién mostramos algunos ejemplos de aplicaciones de la dindmica del replicador, para ello
consideraremos las distintas construcciones realizadas a lo largo de esta tesis. Los ejemplos que mostra-
remos en esta seccién, nos permitiran obtener algunas conclusiones interesantes sobre el bienestar de los
consumidores, cuando los managers de las firmas toman decisiones racionales a lo largo del tiempo.



16.1. EJEMPLOS: DINAMICA DEL REPLICADOR (s

16.1.1. Ejemplos generales

Consideremos una vez més el ejemplo mostrado en la subseccién [I4:3-1} el cual como ya mencionamos
es tomado directamente de [3], en este ejemplo las empresas se caracterizan por las funciones de tecnologia,
y2=0g1(y1) = ayf y y1 = g2(y2) = byg, para o, 5 € (0,1) y a,b > 0 tal que ace =1 y b8 = 1. Las funciones
de utilidad estdn dadas por uy(x1,22) = 1 + f1(z2) ¥y ua(z1,22) = fa(z1) + 22

1
fi(z) = a;z — =2®
2
con a; > 0,4 = 1,2. En lo que sigue supondremos que los pardmetros 6;;, 7,7 = 1,2 y «a, 8 estan fijos,
por lo tanto nuestro propédsito es determinar condiciones sobre a;, as que garanticen la multiplicidad de

equilibrios, en este contexto (|14.22)) y (14.23]) toman la forma

N- N — N
a; > w+911N1a—912(N— Nl) + ! + ! +3 (166)
1—a 1-p
y
ag = 911N1(1 - a) + 012(N - Nl)(]. - b) — N1 + (N - Nl)b+ ag. (167)

Por lo tanto, una vez que los pardmetros «, 3, a1, as w, 611, 612 y el nimero de empresas N estan fijas,
el ntimero de posibles precios de equilibrio dependerdn de la distribucién N = (N7, N2) de las empresas
sobre el conjunto de tecnologias disponbiles. Si para algiin N las desigualdades (16.6]) y (16.7)) se verifican,

entonces la economia tendra tres equilibrios.

Afirmacién 3. Dados los pardmetros o, 3, a1, as w, 011 y 012. Sea N' = (N1, No) una distribucion de las
empresas sobre las ramas de produccion tal que

1. La desigualdad en se verifica, entonces la economia tiene un unico equilibrio singular en p = 1.

Ny 1
+ —— 4+ 3 > ay, entonces la economia es reqular con al menos

2. 011 N1a — 015(N — N-
w + 11 N1a — O1a( )+ 5

tres equilibrio.

Ambos hechos se siguen de un céalculo directo.

Ejemplo 15. Consideremos una economia con produccion de Shapley-Shubik definida por ui(xi,z2) =

21 + fi(xe) y ua(w1,m2) = w2 + fo(wy) son las funciones de utilidad y fi(2) = a;z — =2%, i = 1,2 y

2
a1 =90, az = 2982 con dotaciones w = (20,16/91), w? = (16/91,25) y participaciones de los consumidores

en los beneficios de las empresas dados por 6811 = 0.75, 615 = 0.4, 621 = 0.25 y 025 = 0.6, supongamos que

1 1
las funciones de tecnologia verifican y2 = g1(y1) = Ey?, y1 = g2(y2) = Byg cona=03yp[=0.35.

En este ejemplo, para las distribuciones (10,40) y (11,39) la economia tiene 3 equilibrios y un solo
equilibrio para cualquier otra distribucién, por lo que si los managers de las firmas buscan invertir en la
rama de produccién que les brinde mayores beneficios, entonces decidiran cambiar sus ramas o tecnologia de
produccién y por ende la estructura de la economia se vera modificada, esto podria provocar por ejemplo un
cambiando en el nimero de equilibrios. Antes de que esto suceda, la economia debe haber pasado por una
economia critica. Esto podria conducir a un cambio abrupto en las distribuciones y los precios de equilibrio
de la economia. Como veremos en la siguiente seccién, el hecho de que del lado de la produccién se vuelva
més eficiente o més rentable no significa que algo similar ocurra en el lado del consumo de la economia.
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(a) p1 = 0.12562, po = 1y p3 ~ 1.07471 (b) p1 ~ 0.17025, p2 = 0.6155 y ps ~ 1.5223
Figura 16.1: Precios de equilibrio: (a) distribucién N = (10,40) , (b) distribucién N = (11, 39).

g L=

Figura 16.2: La linea azul representa 71 (p), mientras que la linea roja w2 (p): Ejemplo

Continuando con el analisis del ultimo ejemplo, se procede a analizar los beneficios de las empresas en cada
rama. De un célculo directo obtenemos

[y

3p @pwoms

y 71'2(]9) = 35 ;

mi(p) =

entonces usando la ecuacién (16.5)) obtenemos que el precio de igual beneficio estd dado por
91/179

P =139
La tabla muestra los precios de equilibrio y beneficios para algunas distribuciones.

Dado que p* ~ 1.1230431, podemos ver de la tabla anterior que no existe una distribucién para la cual
la igualdad de beneficios se alcanza, por lo tanto podemos concluir que el estado de equilibrio para esta
economia no es alcanzable. Note que para cualquier distribucién N = (N7, N — Nj) con 0 < Ny < 10,
los agentes preferirdan invertir en la rama 1, entonces si el estado inicial de la economia estd dado por una
distribucién n(tg) = (N1(to)/50, N2(to)/50) tal que Ni(to) < 10, entonces dado que 1 (n(to)) > m2(n(to)),
de acuerdo con el sistema dindmico existird un flujo creciente hacia la rama 1. Este flujo positivo
permanecers hasta el tiempo t* > ¢y cuando N;(t*) = 12, porque para toda distribucién N : 12 < Ny < 50
tenemos que m1(n(tyg)) < m2(n(ty)), en este punto la desigualdad es contraria, dado que m(n*) = ma(n™*)
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N, P m1(p) T2(p)
5 0.0358654 9714076 | 0.011099
6 0.0455704 8.766515 | 0.016043
7 0.0580256 7904130 | 0023266
8 0.0741872 7.114125 | 0.033954
g 0.0956613 6379756 | 0.050205
0.1256235 5676613 | 0.076349
10 1 2333333 | 1857143
1.0747180 2262376 | 2074869
0.1725278 4954926 | 0.124389
11 0.6155470 2872721 | 0.880302
1.5223654 1948742 | 3.545224
12 17717621 1826070 | 4.477210

Figura 16.3: Tabla de beneficios para el ejemplo

corresponde a un numero no entero 50n*, es posible que comience un ciclo de migraciéon de empresas de una
rama a otra y reciprocamente. Un proceso simétrico se obtendria si el estado de equilibrio de la economia
corresponde con una distribucién N (tg) tal que 12 < N1 (tp) < 50, en este caso el flujo serd de la rama 1 a
la 2, ver tabla [16.3]

Es importante notar que, en el caso de que el estado de equilibrio de la economia estd caracterizado
por una distribucién N (¢y) observaremos un flujo positivo hacia la rama 1 y consecuentemente, en algin
t = t* la economia pasard por una singularidad, pues se estd yendo de una economia con unicidad de
equilibrio a una con multiplicidad, algo similar ocurrira si el estado inicial de la economia en el tiempo
to estéd caracterizado por una distribucién N () tal que 12 < Ny(tg) < 50. En este caso, el flujo positivo
serd hacia la rama 2 y la transicién a la distribucién con N7 = 11 implicaria un cambio repentino en el
comportamiento de la economia que pasaria de tener solo un equilibrio a tener 3. Sin embargo, esos dos
casos son completamente similares, notemos que cuando se pierde la unicidad, la economia que estaba
inicialmente en estado caracterizado por Ni(tp) < 10, contrario al precio que se establece cuando se pierde
la unicidad, el mismo sentido de la desigualdad de los beneficios. Para el segundo caso, observaremos que
hay dos posibilidades que el sentido de la desigualdad de los beneficios es contraria y solo uno permanece.
Este hecho nos alerta sobre la imposibilidad de prever a priori las consecuencias de las decisiones racionales
de los directivos de las empresas en un entorno de una economia singular. El impacto de estas decisiones
sobre el numero de equilibrios puede ser muy diferente. En el siguiente apartado analizaremos con precisién
las repercusiones de estas decisiones en el bienestar de los consumidores.

Observacion 14. Consideramos una economia En« singular, aun en el caso en el que la distribucion
de probabilidad dada por n* = (nf,n3) que define la existencia de un precio p tal que Z(p,n*) = 0 y
Z'(p,n*) = 0 ocurre para una distribucién en la cual Nn* no corresponde con un entero positivo. Esto no
va en detrimento de las conclusiones obtenidas, ya que los cambios repentinos e inesperados se perciben
cuando pasamos de una economia caracterizada por una distribucion N' con Ny < niN a otra caracterizada
por una distribucion N* tal que Ny > niN.

Ejemplo 16. Consideremos una economia de propiedad privada del tipo Shapley-Shubik con N firmas,

dividida en dos ramas de produccion, definida por y; = Blygl para la primer rama y y2 = Boy|? para

el sequndo sector, sea Ny el nimero de firmas en la primer rama, entonces N — Ny es el ndmero de
, ) 2

firmas en la sequnda. Para los consumidores asumimos que uj(z1,T2) = 1+ a1x2 — % (z2)” yuo(x1,22) =
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To + asx1 — % (xl)z. Donde

1281/ 3 3 2
Bl—|:?:| 751—1, B2_§7 52—5, a1—234ya2—224.

Supongamos que las dotaciones iniciales de los consumidores estdn dadas por w' = (2125,10) y w? =
(20/3,935), de donde obtenemos

5N 4(N — N1) _ _ _ 652
Z(p):—Tlpg—i—%p _224p ' 4 p 2—p+? (16.8)
Note que (1) = % = m2(1), es decir, las firmas tienen igual beneficio en p = 1, supongamos que el nimero
total de firmas es N = 50.
4 T 1
al
05
ol
0
W
0 ! ] 05
Bl
El
-20 05 1 15 2 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05
(a) Distribucién N = (26, 24) (b) Distribucién N = (20, 30)

Figura 16.4: La curva negra representa 71 (p), la curva roja m2(p) y la azul a la funcién exceso de demanda del ejemplo
para distintas distribuciones

0.005

-0.005 -

0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05

Figura 16.5: Funcién exceso de demanda para la distribucién (20, 30).

Para la distribucion (20,30) los precios de equilibrio son p =~ 0.76163069, p = 1 y p ~ 1.01197601,
ademds podemos ver que ninguno de estos precios de equilibrio es singular. Para cualquier distribucién Ny
diferente de N* = (20, 30) la economia se mueve de Ny a N'*, pues una de las ramas de produccidn les ofrece
beneficios mds altos que la otra. Para ser precisos afirmamos que para cualquier distribucion 0 < N; < 19
los mdnagers de las firmas prefieren moverse de la rama 2 a rama 1 y para cualquier 50 > N1 > 21 los
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mdnagers prefieren moverse de la rama 1 a la rama 2. Note que en esta distribucidn N* = (50, 20) ezisten
tres diferentes precios de equilibrio.

16.2. Repercusiones sobre el bienestar

En esta seccién mostraremos que aunque las decisiones de inversién de los gerentes de la empresa son
racionales y tienden a aumentar las ganancias generales del lado productivo de la economia, este hecho no
implica necesariamente una mejora en el bienestar de todos los consumidores, incluso cuando son accio-
nistas de las empresas, como en el caso de una economia neocléasica de propiedad privada, para demostrar
que esta afirmacion es cierta, consideremos las utilidades de los consumidores del ejemplo cuando la
distribucién de las empresas cambia de acuerdo con la decisién de los gerentes.

En la tabla[16.3] se en listan los valores de las utilidades de los consumidores cuando la distribucién de
las firmas cambia.

N; p ul (w1, 29) u?(zy,m9)
5 0.0358654 2969.97331 | 10846.88104
6 0.0455704 3205.44727 | 10846.46648
7 0.0580256 | 3385.79796 | 10845.32682
8 0.0741872 3525.68448 | 10843.36349
9 0.0956613 | 3636.21159 | 10840.36528

0.1256235 | 3726.19327 | 10835.86728
10 1 4027.89011 | 10744.01171
1.0747180 4036.61083 ] 10743.12541
0.1725278 | 3804.20679 | 10828.58676
11 0.6155470 | 3975.66125 | 10768.53385
1.5223654 | 4085.00484 | 10767.28381
12 17717621 | 4110.39822 | 10803.81133

Figura 16.6: Tabla de utilidades del ejemplo

Tenga en cuenta que si el estado inicial de la economfia se caracteriza por una distribucién N (tg) tal que
0 < Ni(to) < 12, entonces el nimero de empresas en la rama 1 tiende a aumentar como resultado de las
decisiones de los gerentes. Los valores de la utilidad del consumidor aumentan a lo largo de este proceso,
al mismo tiempo que la utilidad de los consumidores 2 disminuye.

Un resultado inverso sobre las utilidades de los consumidores ocurre cuando el estado inicial de la eco-
nomia corresponde a una distribucién con 12 < Ny (tg) < 50.

El ejemplo considerado, aunque representa un caso particular, nos lleva a preguntarnos si una politica
publica orientada a la produccion podria evitar situaciones indeseables en el bienestar de los consumidores.
Ciertamente esto supondria la participaciéon de una autoridad central en la economia con las dificultades
que ello implica, en particular los posibles resultados adversos.
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Comentarios finales y producciéon
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19. Conclusiones y trabajo a futuro

En esta tesis hemos presentado diferentes resultados sobre las aplicaciones del formalismo termodinami-
cos: propiedades estadisticas de los sistemas dindmicos simbdlicos dotados de una medida de Gibbs, shifts
contables de Markov y con la teoria de juegos, en el caso particular de los juegos con potencial. Dentro
de estas aplicaciones destacamos los resultados obtenidos sobre desigualdades de concentracién tanto para
subshifts de tipo finito como para shifts contables de Markov. Por otro lado mostramos un modelo basa-
do en la dindmica del replicador para modelar el comportamiento de los managers de las empresas y sus
repercusiones sobre el bienestar de los consumidores en una economia, ademas en este contexto presenta-
mos condiciones que garantizan la multiplicidad o unicidad del equilibrio y mostramos la relacién de este
modelo con la teoria de juegos y planteamos la posibilidad de relacionar este modelo con los juegos con
potencial, lo cual abre la puerta a la posibilidad de relacionar este modelo con los conceptos del formalismo
termodindmico donde se espera que un resultado anédlogo al mostrado en el modelo de Leslie (ver apéndice

IA.3) se mantenga.

A fin de dar claridad a los resultados obtenidos en esta tesis y plantear las bases de las investigaciones
a desarrollar como consecuencia de la misma, a continuacién incluimos algunos comentarios finales sobre
cada tema discutido a lo largo de este trabajo.

En la literatura existen distintas pruebas del fenémeno de concentracién de la medida de Gibbs para
el caso de alfabetos finitos, por ejemplo [22], [23] o [24] entre otros, dichas demostraciones solo se limitan
a probar la existencia de la constante de concentracién D enunciada en el teorema mas no a dar una
estimacién o una cota sobre la misma, lo cual puede ser de importancia en las aplicaciones de las des-
igualdades de concentracién, pues esto permitiria dar una férmula explicita para acotar la probabilidad de
desvio de un observable respecto a su media o en particular una cota en la probabilidad de desvio de la
suma ergddica de Birkhoff respecto de su valor esperado, para el caso de observables Lipschitz. En este
sentido la demostracién del teorema[I7] propuesta en este trabajo de tesis, a diferencia de las demostraciones
clasicas, nos permitié obtener una estimacién explicita de la constante de concentracién, ver igualdad .

Los teoremas y asi como la proposicién [3| y el corolario [5| sobre el fenémeno de concentracién
de la medida de Gibbs obtenidos en esta tesis, nos permiten extender los resultados existentes sobre la
probabilidad de desvio enunciada en el corolario [f] en el contexto de observables Lipschitz, pues nos brin-
dan la posibilidad de considerar observables con menos regularidad como lo son las funciones continuas y
acotadas casi en todas partes, cabe senalar que esta generalizacién se basa en la técnica de aproximacién
de observables desarrollada por Kachurovskii y Podvgin en [35] y Podving en [48].

El resultado principal de la primera parte este trabajo, enunciado en la seccién [0.4] el cual ademds es
nuevo en la literatura, permite ampliar el alcance de las desigualdades de concentracién, asi como sus apli-
caciones al considerar un nuevo escenario de accién para los observables Lipschitz separables, como lo es,
el n-ésimo producto cartesiano de un shift de Markov contable consigo mismo, este resultado se consiguié
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a través de los resultados de Sarig en [51], [52] y [54], los cuales nos dan condiciones suficientes y necesarias
que garantizan la existencia de una medida de Gibbs en el contexto contable, y la adaptaciéon, para este
contexto, de los resultados de Chazottes y Gouézel en [22], a el caso de alfabetos contables.

Por otro lado los resultados obtenidos en la segunda parte del trabajo son nuevos en la literatura. Estos
nos permiten establecer que en economias donde los ménagers de las firmas toman decisiones basadas en
invertir en ramas de produccién con mayores beneficios, el fenémeno no deseable de la multiplicidad de
equilibrios, por la dificultad que esto establece desde el punto de vista de la estatica comparativa, aparece
con mayor frecuencia que en los modelos tipicos de economias con produccion. Ademads en esta parte del
trabajo se establece que las decisiones de los managers pueden provocar que al cambiar sus inversiones
de una rama de produccién a otra con mayores beneficios, la economia pase de ser regular a singular o
viceversa. Respecto al fenémeno de la multiplicidad de equilibrios los teoremas [25] 26] y [29] establecen con-
diciones suficientes para que esto ocurra, mientras que el teorema [30] no solo da condiciones que garanticen
la multiplicidad de equilibrios, si no que ademaés permite determinar cuando una economia con multples
equilibrios es singular o regular.

Para las economias regulares, los cambios en el lado productivo de la economia pueden conducir a
economias més eficientes sin mayores perturbaciones en el bienestar general de la economia, o incluso au-
mentarlo; sin embargo, no necesariamente todos los consumidores valoran estos cambios por igual. Algunos
de ellos pueden verse afectados negativamente en su bienestar. Cabe senalar que en el caso de que la eco-
nomia sea critica, los cambios provocados por estas decisiones de inversién seran abruptos, inesperados e
imposibles de predecir, para modelar este comportamiento y analizar sus repercusiones sobre la economia,
introducimos la dinamica del replicador, la cual fue primeramente considerada por Accinelli y Covarrubias
en [I] y retomada por Accinelli y Muniz en [3] y [2], esta dindmica ha sido ampliamente utilizada en la
biologia para expresar la evolucion de un ente llamado replicador, el cual tiene la capacidad de realizar
copias de s{ mismo, el replicador puede ser un gen, una creencia, un microorganismo, una técnica y/o una
estrategia de juego. En nuestro modelo los managers buscan imitar la decisiéon de inversiéon mas exitosa, lo
cual es compatible con el hecho de que en una economia las firmas mds pobres, buscan imitar el modelo de
negocio de las mas exitosas, es decir, de las que obtienen mayores beneficios.

Respecto al trabajo futuro, en la siguiente seccién describimos algunas posibles lineas futuras de inves-
tigacién, dentro de las que remarcamos construir una relacién, a través de formalismo termodindmico y/o
la teoria de juegos, entre ambas partes de esta tesis.

19.1. Trabajo futuro

Si bien los resultados sobre concentracién de la medida, presentados en el capitulo[9] contribuyen a enri-
quecer la literatura sobre las desigualdades de concentracién y sus aplicaciones, ain existen varias preguntas
sin contestar, las cuales podrian llegar a formar parte de un trabajo futuro referente a la concentracién de la
medida de Gibbs, una de ellas es si serd posible extender los resultados presentados en la seccién [8.4] para el
caso | A |< coyenla secciénpara el caso contable, a considerar shift aleatorios como los descritos en [9)]
y [15]. Ahora, de ser posible dicha extensién en alguno de estos contextos, el siguiente paso podria ser quitar
algo de regularidad a los observables y tratar de probar resultados andlogos a los mostrados en la seccién 0.3}

Por otro lado, sobre el modelo econdmico presentado en la parte [T, ya que la multiplicidad del equili-
brio walrasiano es un tema que preocupa y cuestiona a la teoria econémica, lleva a preguntarnos, dada la
existencia de multiples equilibrios, jcudl es el mecanismo que hace que la economia se instale en uno de
ellos en particular? y ademas, jpor qué una economia regular con multiples equilibrios, una vez establecido
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uno de ellos, permanece igual en el tiempo y no cambia de un momento a otro? Una respuesta puede estar
en la estabilidad del equilibrio de Liapunov de un sistema dindmico similar al que Samuelson (ver [I8])
considera que representa al conocido subastador de Walras. El responder a estas preguntas abre la puerta
a una linea de investigacién futura.

Para relacionar ambas parte de esta tesis en el apéndice [AZ3] presentamos algunos conceptos de la
teoria de juegos y describimos como el modelo analizado a lo largo de las segunda parte de este trabajo
encaja en esta teoria, ademas describimos la nocién de juegos con potencial, pues se espera, en un trabajo
posterior, conseguir relacionar a través de este tipo de juegos el modelo econémico del replicador con
las medidas de Gibbs y los conceptos introducidos en el marco del formalismo termodindmico (entropia,
energia) presentados en la primera parte de este trabajo. Por otro lado se espera conseguir alguna conexién
de este tipo, pues se sabe que el modelo del replicador y el modelo evolutivo de Leslie (ver apéndice [A.3)
comparten no solo fundamentos si no que ademé&s esto pueden ser relacionado entre si (ver [§]), ademds
para este modelo evolutivo, el operador de Ruelle, las medidas de Gibbs y el principio variacional juegan un
papel fundamental al permitir relacionar la tasa de crecimiento poblacional con la entropia de la poblacién
y el potencial reproductivo [9].
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A. Apéndices

En los siguientes apéndices incluimos algunas consecuencias y aplicaciones del teorema de Ruelle-Perron-
Frobenius (teorema enunciado en el capitulo|b[de esta tesis, en particular en el apéndice enunciamos
el teorema de Perron-Frobenius (teorema , he indicamos como este puede ser obtenido a partir del
teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, en el apéndice presentamos una aplicaciéon de este teorema a la
economia (modelo de Leontief), mientras que en el apéndice mostramos una aplicacién de este teorema
a un modelo de crecimiento poblacional llamado modelo de Leslie, es importante senar que el andlisis de
exhaustivo de este modelo y su relacion, mas alld de los fundamentos tedricos, con el modelo econdémico
basado en la dindmica del replicador que presentamos en la parte [T de esta tesis, constituyen las bases de
uno de nuestros trabajos futuros (ver seccién , el cual pretende conectar este modelo con el formalismo
termodinamico.

A.1. Perron-Frobenius

En este apéndice discutimos el teorema de Perron-Frobenius, el cual tiene importantes aplicaciones a
la economia, ademads en indicamos al menos en un caso particular como este teorema puede ser obtenido a
partir del teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (ver observacién |15)).

Definicién 39. Dada una matriz de tamario B = (b;;) de N x M decimos que B es:
(i) no negativa si b;; > 0 para todo i,j
(11) positiva si b;; > 0 con al menos una desigualdad estricta.
(iii) estrictamente positiva si b;; > 0 para todo i, j.
Como es tipico el espectro de B, es decir, el conjunto de todos los eigenvalores de B es denotado por
o(B), y su radio espectral p(B) := méx e, (p) | A | -

Es un resultado bien conocido que el radio espectral satisface

rnil'nz bij < p(B) < ngiXZbij (A1)
J J

mjl'n Zz: bij < p(B) < mj@ixzi: bi; (A.2)
Para obtener més detalles sobre las siguientes definiciones y teoremas, ver [10].

Definicién 40. Una matriz cuadrada no negativa B es llamada:

1) irreducible si para todo i, j existe un entero positivo m;; tal que (Bmij)ij > 0, donde B™ es la n-ésima

potencia de B y (B")ij su 1, j-entrada.

88
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2) irreducible y aperiédica si existe un entero positivo M tal que BM > 0.
Sit€1,2...N es tal que B} =0 para tod n € N, entonces i es llamado un estado errante.
El teorema de Perron-Frobenius para estados matriciales no negativos.

Teorema 32 (Teorema de Perron-Frobenius ([46]-[29])). Suponga que B es una matriz de tamario N x N
no negativa sin estados errantes. Entonces, existe A > 0 y p > 0 de manera que A = p(B) y Bp = Ap. Si
B es irreducible, entonces A es simple, es decir, su multiplicidad algebraica es 1, y v > 0, ademds no hay
otro autovector con coordenadas no negativas. Si B es irreducible y aperiddica, entonces no hay otro valor
propio del médulo A, es decir, A es el valor propio inico del médulo mdzimo.

Demostracion. Ver [16], [29] o [46]. O

Observacién 15. Para el caso en que B = (b;j) es estrictamente positiva o al menos irreducible y ape-
riddica, este resultado puede ser obtenido a través del teorema [J enunciado en la primera parte de esta
tesis, para ello consideramos el espacio de sucesiones en N simbolos definido a partir de la matriz B, para
lo cual definimos la matriz de transicion T = (tij) donde t;j =1 siby; #0 yt;; =0 sib;; = 0. Luego iden-
tificamos los vectores h € RN con observables h : ©7 — R que dependen solo del primer simbolo la sucesion
T =xT1--- € X, esto es, h(z) = hy, y al operador de Ruelle L4 con potencial ¢ con la matriz B como
sigue Loh(zozr1zo...) = Zi\zzl B 2o hay, por lo que para matrices positiva o irreducibles y aperiddicas, el
teorema anterior se sigue el teorema de Ruelle-Perron-Frobenius. Finalmente notemos que en este caso, la
eigenfuncion h es simplemente el eigenvector h > 0 de la matriz B, mientras que la eigenmedida v estd
dada por el eigenvector izquierdo de B asociado a .

Definicién 41. Un vector no negativo p € RN se llama vector de probabilidad si Zf\; p; = 1. Si el vector
de probabilidad p es un punto fijo (derecho) de una matriz estocdstica A, entonces p se llama vector de
probabilidad estacionario de A.

Corolario 10. Si A es una matriz estocdstica, A admite un vector de probabilidad estacionario.
Més aun a consecuencia de (5.2)) y inciso a) del teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (teoremal5]) tenemos

Teorema 33. Supongamos que B es irreducible y aperiddica. Sea v su eigenvalor izquierdo positivo y h su
eigenvalor positivo con eigenvector X > 0, elegido de tal forma que (h,v) = 1. Entonces, para todo u € RY,

vlgr%) H ()\_IB)n u — h{u,v) ||OQ =0 exponencialmente rdpido

A.2. Aplicaciones: El modelo de Leontief cerrado

Wassily Leontief describe su trabajo La estructura de la economia Americana de 1919-1929 como “un in-
tento de aplicar la teoria econémica del equilibrio general - o mejor, interdependencia general - a un estudio
empirico de las interrelaciones entre las diferentes partes de una nacién econdémica como se revela a través
de la covariacién de precios, produccién, inversiones e ingresos” [38]. El modelo input-output de Leontief
es un modelo empirico estatico que representa la interdependencia entre diferentes sectores en los que se
puede dividir una economia nacional, en este modelo, Leontief profundiza en el andlisis input-output para
explicar la interaccion entre la demanda final y el flujo de productos bésicos entre diferentes sectores de
la economia para obtener un producto final. En particular, en esta seccién describimos el modelo cerrado
de Leontief y el como el teorema de Perron-Frobenius, el cual se puede obtener a partir del teorema de
Ruelle-Perron-Frobenius (ver teorema 5], en la seccién |5| de la primera parte de esta tesis), nos garantiza la
existencia de un precio justo para cada bien en la economia, para ser mas precisio en la siguiente seccion
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describirmos brevemente el modelo de Leontief y su relacion con el teorema de Perron-Frobenius.

Consideremos una economia dividida en N sectores o industrias, las cuales identificamos con un indice
en el conjunto F = {1,2,...,N} y supongamos que cada industria produce un tnico bien, el cual es
completamente usado como insumo en la produccién de al menos un sector de la economia incluido el
mismo. Si p;; representa la fraccién de la red de produccién de la j-ésima industria comprados por la
i-ésima industria. Entonces, p;; > 0 para todoi,j =1,...Ny

N

Zpij =1, para cada j. (A.3)
i=1

En notacién matricial P = (p;;) es una matriz no negativa, llamada matriz de insumo-producto, con
la propiedad de que cada columna suma 1, lo cual refleja el hecho de que la produccion del sector j es
completamente comprada por las industrias en la economia.

Observacion 16. La interacciones entre las empresas pueden ser modeladas mediante un grafo, donde
una flecha del nodo i al nodo j, denota que la industria i requiere insumos provenientes del sector j en su
proceso de produccion.

Ejemplo 17. Interaccion entre empresas en una economia dividida en dos sectores de produccion, las
cantidades sobre las flechas denotan las porciones de la cantidad total de la produccion del sector j requerida
por el sector i en su proceso de produccion.

3/5
1/3 1 2/5 1
2/3
(a) Interaccién entre empresas (b) Grafo asociado

Figura A.1: Interaccién entre industrias en una economia dividida en dos sectores de produccién y grafo asociado, ejemplo

Formalmente la descripcién del modelo de Leontief es como sigue:
(i) Si p; > 0 denota el precio por unidad del i-ésimo bien, entonces el vector
P

PN

cuyas entradas representan el precio por unidad de cada bien, al vector p lo llamamos vector de
precios.
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(ii) Como p;; denota el porcentaje total de la produccién de la industria j requerido por el i-ésimo sector y
p; el precio por unidad del bien j, entonces p;;p; denota el gasto del sector 4 por la porcién comprada
Pij de la industria j, sumando todos los j tenemos que Zjvzl pi;p; denota el total gasto de la industria
i.

(iii) Ninguna industria gasta mds que sus ingresos, es decir,
N

Zpijpj <pi,i=1,2...,N.
j=1

Definicién 42. Un vector de precios p € Rf ={peRN :p;>0,i=1,2,...,N} es llamado un
vector de precios de equilibrio si

N
j=1

En otras palabras, un vector de precios p es un equilibrio para la economia si y solo si el gasto total
de la industria 7 es igual a su ingreso total. De la notacién matricial, un vector de precios p es un
equilibrio si y solo si

Pp =p, (A.5)

por lo tanto p es un vector de precios de equilibrio si p es un eigenvector de P con eigenvalor A = 1.

(iv) El problema a resolver en el modelo de Leontief cerrado es encontrar un “precio justo” que se cargard
a cada producto basico, en el sentido de que para cada industria los gastos totales son iguales al
ingreso total, ver [47]. En otras palabras, el problema a resolver en el modelo de insumo-producto
cerrado es encontrar un vector de precios p = (py, ..., pn)/ para el cual la ecuacion se cumple.

La ecuacion implica que el modelo cerrado simplificado de Leontief se describe mediante una
matriz estocéstica P = (p;;), es decir, se describe mediante una matriz no negativa P con la propiedad de
que la suma de cada columna es 1, econémicamente hablando esto significa que cada industria dispone toda
su produccién entre todos los sectores de la economia. Para este tipo de matrices el teorema de Perron-
Frobenius para matrices no negativas, que por conveniencia establecemos en el apéndice demuestra el
siguiente teorema.

Teorema 34. Considere una economia cerrada dividida en sectores de N y sea P = (p;;) el insumo-
producto de N x N descrito anteriormente, entonces la economia admite un precio justo positivo p. Ademds,
si PM > 0 para algunos M € N, entonces p es estrictamente positivo.

Demostracion. La primera parte del teorema se deriva del hecho de que P es una matriz estocastica y
por lo tanto, el corolario en la seccién anterior garantiza la existencia de un vector estacionario p tal
que Pp = p. La segunda parte es consecuencia del teorema Perron-Frobenius (teorema [32)) en la misma
seccién. O

Corolario 11. Si P > 0, entonces existe p > 0 tal que para cada sector i =1,2,..., N en la economia el
gasto total iguala al ingreso total.

P > 0 econémicamente hablando esto significa que cualquier sector para llevar acabo su produccién
requiere insumos de todos los sectores sector de la economia.

En las condiciones del corolario anterior o mas generalmente si la matriz P es irreducible y aperiddica,
el teorema[33] garantiza que sin importar que precio se elija en la economia, después de un ntimero suficiente
de iteraciones (interacciones entre las empresas a prueba y error) el precio convergera al precio justo que
debe ser cargado en la economfa.
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A.3. Modelo de Leslie

La teoria evolutiva destaca el valor adaptativo de la variabilidad dentro de las especies, principalmente
se ocupa de comprender el comportamiento dindmico de las entidades que se replican, una molécula, un
gen, un organismo, una creencia o una estrategia en un juego. Para mostrar otra aplicacién del teorema
de Perron-Frobenius presentamos un modelo de crecimiento poblacional llamado el modelo de Leslie, el
cual adema&s permite relacionar el principio variacional con los pardmetros de interés de este modelo. Esta
relacion puede ser relevante al relacionar la dindmica del replicador con los sistemas dinamicos simbdlicos y
constituye la base de una posible linea de trabajo futuro, esto lo trataremos en la parte final de esta tesis.
Describimos ahora el modelo de Leslie.

Consideremos un modelo discreto de crecimiento poblacional, es decir, el tiempo es tomado en N,
t=20,1,2,..., en el cual la poblacién esta dividida en d clases segin su edad. Entonces, para cada t € N,
el vector n(t) = (n1(t),...,na(t)) € R? representa una distribucién de edad de la poblacién en el tiempo ¢.
En este contexto, un cambio en la distribuciéon son descritos por un sistema dindmico

n(t+1) = Tn(t)

donde
mq mo ms e mg—1 mgq
by 0 0 . 0 0
0 b 0 ... 0 0
T=10 0 b 0 0 (A.6)
0 0 0 ... bg-1 O
m; >0,j=12,...,d -1y mg > 0 denotan el nimero de descendientes que un individuo en el grupo de

edad j en el tiempo t contribuye al primer grupo de edad en el tiempo t 4+ 1, mientras que las cantidades
b; € (0,1] denotan la proporcién de individuos de edad j en el tiempo ¢ que sobrevive a la edad j + 1 en
tiempo ¢ + 1, utilizando la técnica descrita en la observacion [15] del apéndice [A7T] podemos representar la
matriz T' descrita por . La transiciéon de cualquier nodo al nodo inicial j = 1 representa el evento
reproductivo, mientras que la transcién de cualquier nodo a su inmediato sucesor (transicién de j a j + 1)
representa el proceso de envejecimiento.

En general se puede garantizar que la matriz 7', definida anteriormente es irreducible, sin embargo a
fin de aplicar el teorema de Perron-Frobenius supondremos que la matriz T es irreducible y aperiédica
(cuya definicién precisamos més adelante), por lo que bajo esta hipdtesis existe un eigenvalor A de médulo
méximo, con eigenvalores v, h izquierdo y derecho asociados a A [29]-[46]. Antes de continuar es importante
hacer la siguiente observacion:

Observacion 17. En este contexto el vector h corresponde con la distribucion de edad estacionaria, mien-
tras que v es una medida relativa de la contribucion hecha a la poblacion estacionaria en el futuro por los
grupos de edad individuales. Entonces log X\ es la tasa de crecimiento de la poblacion (ver [9]).

Al poner ¥p = {z = xox1--- : x; € {1,...,d} y Tys,,,=1} podemos asociar un sistema simbélico
al modelo y hacer las identificaciones correspondientes entre potenciales y observables con la matriz T y
el eigenvector h € R? (ver observacién |15 para mds detalles), obtenemos para z € Y7, ¢(z) = Th,zy ¥
h(z) = hg, y se satisface Lyh = Ah, luego definimos

lim,;
bj = J)\jj

d
, T = ij]hj (A7)
j=1
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donde [; representa la porcién de individuos que sobreviven a la edad j, M es la j-ésima potencia del
eigenvalor A\ y h; denota la j-ésima entrada del eigenvector h, consideremos ademéds la medida de Parry
(ver [10]) dada por la expresién

Tjﬂ)j
pl] o )\Ui

Arnold, Gundlach y Demetrius en [9], prueban que la medida de Markov sobre los cilindros [aX] en Yr

definida como

pla] = TagPaoay - - - Pag_ray, Para todo k € N

es la medida de Gibbs asociada al potencial ¢(x) = Ty, , méas alin en este caso se tiene que la entropia del
sistema, que en este modelo de crecimiento es llamada entropia de la poblacion, estd dada por

d
1
hy =—— E lpj log pj,
o

y la energia del sistema es

d d

. piloglim; 1

o :=/¢du= Zj_lfj .g == "pjloglym;.
Zj:l JpP; Ti=

® es nombrado el potencial reproductivo. Dado que las medida de Gibbs son medida de equilibrio (ver
aﬁrmacién, es decir, son medida que satisfacen el principio variacional (ver teorema el cual abordaremos
en el capitulo (7| de la primer parte de este trabajo) concluimos que

log A = hy, + . (A.8)

En palabras esta igualdad nos dice que la presion topoldgica del sistema es igual al logaritmo del eigenvalor
de moédulo maximo del operador de Ruelle.

A.4. Teoria de juegos

La teoria de juegos se encarga de estudiar situaciones donde existen conflictos de interés y ha encontrado
area de aplicacién principalmente en las ciencias sociales, en particular en la economia. Para definir un juego
de n-jugadores, hacemos los siguientes supuestos y definiciones, a cada jugador lo identificados con un indice
1 €Z ={1,2,...,n}, suponemos que cada jugador i € Z tiene m; posibles estrategias, esto es, un plan
o regla de decisién que un jugador seguird ante cada posible situacién a la que se enfrente, el conjunto
de estrategias (puras) para el jugador ¢ lo denotamos por S; = {1,2,...,m;} y definimos el conjunto de
perfiles estratégicos (puros) como S = 51 X Sy X --- x S,,. Para cada jugador ¢ € Z, existe una funcién
m S — R que asocia a cada perfil de estrategias puras s € S, un pago m;(s). La funcién 7 : § — R"
que asigna a cada perfil de estrategias puras s el vector de pagos 7(s) = (m1(s),...,7m(s)), se denomina
funcién de pagos. Entonces definimos un juego en forma normal como sigue:

Definicién 43. Un juego en forma normal estd definido como el conjunto T' = {I,S, 7}, donde I es el
conjunto de jugadores, S el conjunto de estrategias y w: S — R" la funcion de pagos.

El modelo econémico descrito en la parte [[] de esta tesis puede ser considerado como un juego, para
describir como realizar esto seguiremos las lineas de lo descrito por Accinelli y Covarrubias en [I]. Primero
es importante recordar que en nuestro modelo estamos suponiendo N firmas y dos ramas de produccion,
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por lo que en este contexto podemos definir un juego de N jugadores con dos estrategias cada uno, elegir en
invertir en la rama 1 o en la rama 2 de produccién, ya que estamos identificando cada rama de produccién
con su restriceién tecnolégica tenemos S = Sy = {Y7, Ya}. Ahora recordemos que la oferta de las firmas estd
dada por una funcién y; : Ry — R? (ver seccién [14.1.1)), por lo que para la distribucién N = (N1,1—=Ny),
la funcién de pagos estd dada por los beneficios de las firmas en el precio de equilibrio p(N) correspondiente
a esta distribucidn, esto es, estd dado por m;(y;(p(N))) := p(N) -3’ (p(N)). En este caso la mejor respuesta
de una firma es simplemente la eleccién de la tecnologia Y; con beneficios mas altos. Formalmente tenemos:

Definicién 44. Decimos que Y; es una mejor respuesta dada la distribucion N' = (N1,1 — Ny), si

iy (p(N))) = mi(y' (p(N)) (A.9)

Definicién 45. Una distribucion N* = (N,1 — Ny) es una distribucion de equilibrio para este juego si y
solo si para todo i,j € {1,2}. _ _
™ (v’ (PN) = mi(y" (p(N))) (A.10)

En consecuencia, un equilibrio de Nash es una distribucién A* que satisface la igualdad anterior.
Definicién 46. Decimos que el juego de N jugadores T'p = {Z,S,7:S — RN} es:

= un juego con potencial exacto si existe una funcién ® : S — R tal que para todo s_; € S~ y para
todo s;,s! € S;,

D(sl,s_;) — P(s),5_3) =mi(sh,s_) —mi(s,s4) (A.11)

= un juego con potencial ponderado, si existe una funcion ® : S — R y un vector w € Rﬂ_ tal que para
todo s_; € S~ y para todo s.,s! € S;,

(20

(s}, 5-i) — B(s7, 5—) = wi (milsj, s—i) — (s, 5-4)) (A.12)

= un juego con potencial ordinal, si existe una funcién ® : S — R tal que para todo s_; € S™% y para
todo s.,s! € S;,

1%

D(sl,s_;) — P(s,5-4) >0 si y solo simi(s},s_;)—mi(s,s_;) >0 (A.13)

= un juego con potencial ordinal generalizado si existe una funcion ® : S — R tal que para todo

s_; € 87" y para todo s.,s!! € S;, si

17 %1

D(s),s_;) — P(s],s_;) >0, entonces m;(s,s_i) —mi(s;,s_;) >0 (A.14)

Para esta clase de juegos y bajo ciertas condiciones en el potencial las cuales van mas alld de los
propésitos de esta tesis, se sabe que existe una medida de Gibbs para el juego I'p con potencial @, esto es,
la medida de equilibrio para el juego es el estado de Gibbs en la temperatura inversa § := (k'T)f1

exp(5P(z))
Js exp(B2(y))dy

Aqui dy = (dyi,...,dy,), k es la constante de Boltzmann, T la temperatura y f la densidad conjunta
sobre S, al lector interesado en profundizar en el tema y la definicién de los parametrivos sugerimos revisar
los axiomas 1, 2 y 3 en [21].

fz) = (A.15)
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