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Resumen

En esta tesis estudiamos algunas aplicaciones de los sistemas dinámicos, en particular nos centraremos
en estudiar el fenómeno de concentración de la medida de Gibbs en shifts contables de Markov y una
aplicación de la dinámica del replicador a la economı́a, para modelar la repercusión sobre el bienestar de
los consumidores a causa de las decisiones de inversión de los mánagers de las empresas en una economı́a
de propiedad privada. Por fines de claridad estructuramos la tesis como sigue.

En la primera parte de esta tesis estudiamos las propiedades estad́ısticas de los sistemas dinámicos
simbólicos dotados de una medida de Gibbs, en particular nos enfocamos en el estudio de las desigualdades
de concentración, las cuales nos brindan cotas no asintóticas sobre la probabilidad de desv́ıo de observables
de interés respecto de su valor esperado, dicho estudio lo separaremos en dos casos: (1) para el primero
supondremos que el alfabeto que define el sistema simbólico es finito, contexto en el cual se sabe que una
desigualdad de concentración se satisface para potenciales Lipschitz y observables separadamente Lipschitz
de n variables (ver [22], [23] o [24]), es importante señalar que en esta desigualdad aparece una constante
denominada constante de concentración, de la cual en esta tesis damos una estimación, la importancia de
esta estimación recae en sus posibles aplicaciones, las cuales abordaremos a lo largo de este trabajo. (2) Por
otra lado consideraremos el shift contable de Markov, el cual se obtiene al suponer que el alfabeto que define
al sistema es contable no finito, para este tipo de sistemas probaremos que al igual que en el caso finito
se satisface una desigualdad de concentración exponencial, más aun probaremos que las aplicaciones de las
desigualdes de concentración para el caso finito permanecen válidas para el caso contable, en este sentido,
los resultados obtenidos en este trabajo de tesis permiten extender los resultados existentes en la literatu-
ra sobre desigualdades de concentración en sistemas dinámicos simbólicos dotados con una medida de Gibbs.

En la segunda parte de esta tesis mostramos una aplicación de los sistemas dinámicos a la economı́a,
para esto presentaremos un modelo basado en la dinámica del replicador para analizar cómo las decisiones
racionales de los mánagers de las empresas, quienes buscan obtener mayores beneficios invirtiendo en las
ramas de producción que les generan mayores beneficios, provocan un cambio en los precios y/o asignacio-
nes de equilibrio y como esto a su vez puede traer repercusiones no deseables para los consumidores, de
quienes supondremos son accionistas de las empresas, pues para este modelo consideraremos economı́as de
producción de propiedad privada con ramas de producción. Además utilizando resultados de Accinelli y
Covarrubias en [1] mostramos que nuestro modelo puede ser considerado como un juego N -poblacional, lo
cual sienta las bases del trabajo futuro que discutiremos en la parte final de esta tesis, con el cual se preten-
de relacionar el contenido de ambas partes de este trabajo, para lo cual introduciremos los llamados juegos
con potencial, los cuales son una clase especial de juegos donde el incentivo de los jugadores a cambiar de
estrategia está dado por una función potencial, para esta clase de juegos en [21] los autores prueban que
las medidas de Gibbs, al menos en el sentido de la f́ısica estad́ıstica aparecen de forma natural.
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Abstract

In this thesis we study some applications of dynamical systems, in particular we will focus on studying
the concentration phenomenon of the Gibbs measure in Markov accounting shifts and an application of the
replicator dynamics to the economy, to model the impact on welfare. of consumers because of the invest-
ment decisions of company managers in a privately owned economy. For the sake of clarity we structure
the thesis as follows.

In the first part of this thesis we study the statistical properties of symbolic dynamical systems endowed
with a Gibbs measure, in particular we focus on the study of concentration inequalities, which provide us
with non-asymptotic limits on the probability of deviation of observables of interest with respect to their
expected value, this study will be separated into two cases: (1) for the first we will assume that the alphabet
that defines the symbolic system is finite, a context in which it is known that an inequality of concentration
is satisfied for Lipschitz potentials and separately observable Lipschitz of n variables (see [22], [23], or [24]),
it is important to point out that in this inequality there appears a constant called constant of concentration,
of which in this thesis we give an estimate, the importance of this estimate lies in its possible applications,
which we will address throughout this work. (2) On the other hand, we will consider the Markov accounting
shift, which is obtained by assuming that the alphabet that defines the system is non-finite countable, for
this type of systems we will prove that, as in the finite case, an inequality of exponential concentration,
moreover we will prove that the applications of the concentration inequalities for the finite case remain
valid for the accounting case, in this sense, the results obtained in this thesis work allow us to extend the
existing results in the literature on concentration inequalities in symbolic dynamic systems endowed with
a Gibbs measure.

In the second part of this thesis we show an application of dynamic systems to the economy, for this
we will present a model based on the replicator dynamics to model how the rational decisions of company
administrators, who seek to obtain greater benefits by investing in the branches of production that generate
higher profits for them, cause a change in prices and/or equilibrium allocations and how this in turn can
bring undesirable repercussions for consumers, of whom we will assume are shareholders of the companies,
because for In this model we will consider economies of production of private property with branches of
production. In addition, using the results of Accinelli and Covarrubias in [1] we show that this model can be
considered as a N -population game, this result lays the foundations of the future work that we will discuss
in the final part of this thesis, with which it is intended to relate the content of both parts of this work, for
which we will introduce the so-called games with potential, which are a special class of games where the
incentive of the players to change strategy is given by a potential function, for this class of games in [21]
the authors prove that the measures of Gibbs, at least in the sense of statistical physics, appear naturally.
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10.1. Teoŕıa del consumidor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

10.1.1. Comportamiento del consumidor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
10.2. Conjunto de producción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

11. Economı́a de propiedad privada con ramas de producción 55

12. Dinámica del replicador 58

13. Economı́as singulares y regulares 60

14. Economı́as de producción de Shapley-Shubik 62
14.1. Problemas de maximización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

14.1.1. Maximización de beneficios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
14.1.2. Maximización de utilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

14.2. Existencia y multiplicidad de equilibrios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
14.2.1. Existencia de equilibrio en economı́as con dotaciones no interiores . . . . . . . . . . 65
14.2.2. Existencia de equilibrio en economı́as con dotaciones interiores . . . . . . . . . . . . 66
14.2.3. Economı́as mirror symmetric de Shapley-Shubik con producción . . . . . . . . . . . 67
14.2.4. Multiplicidad de equilibrios en economı́as singulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

14.3. Construcción de ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
14.3.1. Ejemplos generales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

15. Distribución sobre ramas de producción 73

16. Dinámica del replicador: Segunda parte 75
16.1. Ejemplos: Dinámica del replicador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

16.1.1. Ejemplos generales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
16.2. Repercusiones sobre el bienestar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

III Comentarios finales y producción 82

19. Conclusiones y trabajo a futuro 83
19.1. Trabajo futuro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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1. Introducción

La hipótesis ergódica de Boltzmann, fundamental en la mecánica estad́ıstica, asegura que “para grandes
sistemas de part́ıculas que interactúan en equilibrio, el tiempo promedio a lo largo de una sola trayectoria es
igual al promedio espacial”. Si bien esta hipótesis resulto ser falsa en general, el estudio de las condiciones
bajo las cuales se satisface, sentó las bases de lo que hoy se conoce como teoŕıa ergódica, la cual tiene como
premisa estudiar las propiedades estad́ısticas de los sistemas dinámicos que preservan una medida, lo que
permitido relacionar la teoŕıa de los sistemas dinámicos con la teoŕıa de probabilidad. Cuando un sistema
admite más de una medida invariante bajo la dinámica, una pregunta interesante surge, ¿Cuál medida elegir
para analizar estas propiedades?, una respuesta a está pregunta es elegir las medidas ergódicas, pues no solo
la hipótesis ergódica, bajo ciertas condiciones, se satisface para esta clase de medidas, si no que además se
puede probar que toda medida invariante se puede descomponer como combinación de un número finito o
infinito de medidas ergódicas [5], [31], [55]. Sin embargo, aun bajo esta restricción en la medida, el problema
de determinar que medida invariante elegir esta lejos de ser resuelto, pues, un sistema dinámico puede admi-
tir más de una medida ergódica, por lo que para delimitar aun más las medidas interesantes definidas sobre
un sistema, Sinai y Ruelle introdujeron ideas de la mecánica estad́ıstica a la teoŕıa de los sistemas dinámicos
para proponer una manera de elegir medidas invariantes naturales desde este contexto [53], además ellos
mostraron que bajo ciertas condiciones las medidas de probabilidad invariantes, que son importantes en la
teoŕıa ergódica, guardan cierta similitud con la distribución de Gibbs, en el sentido de la f́ısica estad́ıstica,
por lo que estas medidas son llamadas “medidas de Gibbs”. El estudio de estas medidas, sus propiedades
y relación con la distribución de Gibbs dio origen al formalismo termodinámico. Una de las caracteŕısticas
importantes de las medidas de Gibbs, al menos por su aplicación en distintas áreas de la ciencia, dentro de
la que señalamos por ser de interés para este trabajo de tesis, a modelos de crecimiento poblacional, es la
de ser un estado de equilibrio, esto significa que para esta clase de medida un principio variacional, análogo
a los enunciados en la f́ısica, se satisface [62]. En palabras esto significa que dado un sistema dinámico
y un potencial definido sobre el espacio fase del sistema, las medidas de Gibbs maximizan la suma de la
enerǵıa más la entroṕıa del sistema, esto lo discutiremos para el caso de sistemas simbólicos en el caṕıtulo 7.

Desde su origen el formalismo termodinámico y en particular las medidas de Gibbs han encontrado
área de aplicación en diferentes ramas de la ciencia, dentro de las que destacamos, por su interés para los
propósitos de esta tesis, a los sistemas dinámicos simbólicos, al crecimiento poblacional, a la economı́a y
a la teoŕıa de juegos. En el contexto de los sistemas dinámicos, usando particiones de Markov del espa-
cio fase de un sistema dinámico abstracto y codificando el sistema, Sinai encontró una conexión entre la
teoŕıa ergódica de los sistemas Anosov y la mecánica estad́ıstica, la cual fue posteriormente, generalizada
principalmente por Bowen [19], a una clase más general de sistemas dinámicos hiperbólicos. Esto llevo, de
forma natural, a la introducción de las medidas de Gibbs al estudio de los sistemas dinámicos simbólicos y
en particular al estudio de las propiedades estad́ısticas de estos sistemas respecto a esta clase de medidas.
El principio variacional, a su vez, ha permitido aplicar el formalismo termodinámico en modelos evoluti-
vos de crecimiento como el de Leslie, en el cual, este principio, permite relacionar la tasa de crecimiento
poblacional con la entroṕıa de la población y el potencial reproductivo [9]. En esta ĺınea es de esperar que
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2 Introducción

a partir del trabajo reciente de Argasinski y Broom [8], en el cual se relaciona el modelo de Leslie con
el modelo evolutivo del replicador [58], se pueda relacionar la dinámica del replicador con el formalismo
termodinámico. Es importante señalar en este punto que este resultado será relevante en el desarrollo de
este trabajo de tesis. Por otro lado, trabajos como el de Berry, Salamon y Heal [13] donde se utiliza el
formalismo termodinámico para relacionar la disipación de enerǵıa con la velocidad a la que la se ejecuta
un proceso, el de Kummel [37] y Berry-Andresen [12] (entre otros) donde se describe la importancia de la
enerǵıa y la entroṕıa en la economı́a o el trabajo Brida en [20], en el cual se utiliza la entroṕıa, junto con
la dinámica simbólica para formalizar la intuición económica de que diferentes mecanismos gobiernan el
comportamiento económico en diferentes situaciones de estado, dejan de manifiesto el profundo arraigo y
aplicación del formalismo termodinámico en la economı́a. En esta misma ĺınea de aplicaciones el formalismo
termodinámico y en particular las medidas de Gibbs han encontrado un amplio campo de acción la teoŕıa
de juegos, donde se sabe que para una clase de amplia de juegos, llamados juegos con potencial, esta clase
de medidas aparecen de forma natural en el juego [21]. Accinelli y Covarrubias en [1] demuestran que bajo
ciertas condiciones modelos económicos basados en la dinámica del replicador pueden ser considerados como
juegos N -poblacionales, por lo que en este contexto se abre una ĺınea de investigación para determinar la
posibilidad de relacionar los modelos como los descritos en [1], [2], [3] con los juegos potencial y aśı con
las medidas de Gibbs, y a partir de los resultado de Argasinski y Broom [8] con el formalismo termodinámico.

Motivados por las aplicaciones del formalismo termodinámico en los diferentes contextos descritos an-
teriormente, en esta tesis nos centraremos en estudiar algunas aplicaciones de los sistemas dinámicos: (i) al
estudio de las desigualdades de concentración de los sistemas dinámicos simbólicos dotados de una medida
de Gibbs, y (ii) presentar el desarrollo de un modelo económico basado en la dinámica del replicador y el
cómo este puede ser representado mediante un juego N -poblacional [1], lo cual, como discutiremos en el
proyector futuro presentado en la parte final de esta tesis, puede ser relevante para relacionar este modelo
con el formalismo termodinámico a través de las medidas de Gibbs. Describimos a continuación brevemente
ambas lineas de investigación.

(i) Las desigualdades de concentración son una rama de reciente interés en el estudio de las propiedades
estad́ısticas de los sistemas dinámicos simbólicos dotados de una medida de Gibbs, estas desigualdades
nos brindan un cotas no asintóticas sobre la probabilidad de desv́ıo de observables de interés respecto a
su valor esperado, en otras palabras, estas desigualdades nos ofrecen un resultado no asintótico sobre la
fluctuación de cierta clase de observables alrededor de su valor esperado. Bajo ciertas condiciones sobre los
observables (ser Lipschitz separables), este tipo de desigualdades ha sido ampliamente estudiado en [22],
[23], [24], bajo el supuesto de que el alfabeto que define el sistema simbólico es finito. Vale la pena señalar
que aun en este contexto el estudio de estas desigualdades esta lejos de estar completo, por ejemplo en este
tipo de desigualdades aparece una constante de la cual hasta ahora desconoćıa una estimación, por lo que
la estimación de esta constante que presentamos en la sección 9.1 es nueva en la literatura, es importante
señalar que la importancia de esta estimación recae en sus aplicaciones, las cuales abordaremos en la sección
8.4, por otro lado el determinar condiciones menos restrictivas sobre los observables, bajo las cuales una
desigualdad de concentración se mantenga, sigue siendo un problema abierto, para el cual en la sección 9.3,
basado en resultado de Podving [48] y Kachurovskii y Podving [35], presentamos una extensión al considerar
observable continuas y acotados casi en todas partes respecto a la medida de Gibbs del sistema. Finalmente
nuestro resultado principal sobre concentración presentado en la sección 9.4.2 contribuye a enriquecer el
tema al permitir al alfabeto que define el sistema ser contable.

(ii) La dinámica del replicador surge a partir del trabajo de Maynard Smith y Price “la lógica del
conflicto animal” [58], en un intento por modelar el comportamiento de las especies, quienes adoptan o
replican el comportamiento de otra, cuando este les lleva a sobresalir sobre el resto, esta dinámica, además
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es de gran interés en la teoŕıa de juegos evolutivos, donde los participantes buscan replicar las estrategias
que les garanticen una mayor utilidad y recientemente en la economı́a, donde Accinelli y Covarrubias en
[1] y Accinelli y Muñiz en [3], [2] la han utilizado está dinámica para modelar las repercusiones sobre los
precios de equilibrio de la economı́a debidas a las decisiones de inversión de los mánagers de las firmas en
una economı́a quienes buscan invertir en la rama de producción que mayores beneficios les genere [3], [1]
y [2]. Este modelo lo presentaremos en el caṕıtulo 12 de esta tesis. Uno de los principales problemas que
surge al considerar una economı́a con ramas de producción es la aparición de la multiplicidad de equili-
brios, la cual desde el punto de vista de la estática comparativa introduce dificultades en análisis económico
del modelo, en esta ĺınea, en el caṕıtulo 14 presentamos nuestro resultado principal sobre la aplicación
económica de los sistemas dinámicos a la economı́a, el cual nos brinda algunos criterios que permiten de-
terminar el número de equilibrios de la economı́a y las condiciones que garantizan la unicidad del equilibrio.

Como mencionamos anteriormente el modelo económico basado en la dinámica del replicador podŕıa
ser relacionado con el formalismo termodinámico a través de la teoŕıa de juegos y/o su relación con el
modelo de Leslie, por lo que el estudio de esta relación sienta las bases de nuestro trabajo futuro, el cual
discutiremos en la parte final de esta tesis.

A fin de brindar una mejor exposición de los resultados presentados en esta tesis, dividiremos el trabajo
en tres partes, en la primera de ellas nos centraremos en el estudio de los sistemas simbólicos dotados
de una medida de Gibbs, sus propiedades estad́ısticas y las aplicaciones de estos a la economı́a. Mientras
que en la segunda describiremos un modelo económico basado en la dinámica del replicador, utilizada en
la bioloǵıa para modelar el comportamiento de las especies [58], en nuestro contexto, utilizaremos esta
dinámica para modelar las repercusiones económicas de las decisiones de inversión de los gerentes de las
empresas en una economı́a. Finalmente en la tercera parte incluimos algunos comentarios finales y conclusio-
nes sobre el trabajo, aśı como una breve discusión sobre el trabajo futuro a desarrollar a partir de esta tesis.

El contenido de esta tesis está organizado como sigue. En el caṕıtulo 2 de la parte I presentamos al-
gunas definiciones importantes en el desarrollo del contenido de este trabajo, en el caṕıtulo 3 describimos
el sistema simbólico, mientras que en el caṕıtulo 4 enunciamos el teorema de existencia de una medida de
Gibbs asociada a potenciales Lipschitz para el caso de alfabetos finitos, para la demostrar de este hecho en
el caṕıtulo 5 introducimos el operador de Ruelle y sus propiedades principales, mientras que en el caṕıtulo
6 realizamos la demostración de existencia de la medida de Gibbs. En el caṕıtulo 7 discutimos el principio
variacional. En caṕıtulo 8 presentamos y analizamos las propiedades estad́ısticas de los sistemas dinámicos
y su relación con los teoremas ĺımite de la estad́ıstica (ley de los grandes números, teorema del ĺımite central
y principio de grandes desv́ıos), en particular en este caṕıtulo describimos el fenómeno de concentración de
la medida y el teorema ergódico de Birkhoff y mostramos su relación con el principio de los grandes desv́ıos
y con la ley de fuerte de los grandes números respectivamente. En el caṕıtulo 9 presentamos los resultados
obtenidos: estimación de la constante de concentración para alfabetos finitos, cotas sobre la rapidez de
convergencia de la probabilidad de desv́ıo del promedio espacial al promedio temporal para observables
continuos y acotados casi en todas partes, aśı como una desigualdad de concentración para el caso caso de
shifts de Markov contables.

En la parte II de este trabajo de tesis mostramos una aplicación de los sistemas dinámicos abstractos
a la teoŕıa económica. Para brindar una mejor exposición de los resultados presentados en esta parte de
la tesis, en el caṕıtulo 10 definimos el conjunto de alternativas de elección, posteriormente en este mismo
caṕıtulo abordamos el comportamiento del consumidor, para lo cual estudiaremos las preferencias del con-
sumidor y su representación mediante funciones de utilidad. En la sección 10.2 definimos el conjunto de
producción y los supuestos clásicos sobre este, además describimos como representarlos mediante funciones



4 Introducción

de producción y cuales son las caracteŕısticas de estas, finalmente abordamos el problema de maximización
de beneficios de las firmas. Una vez descritos los fundamentos que nos permiten definir el modelo matemáti-
co de una economı́a con producción, enunciamos su definición formal en la caṕıtulo 11. Posteriormente en
el caṕıtulo 12 introducimos la dinámica del replicador, para modelar las repercusiones sobre los equilibrios
de la economı́a de las decisiones de inversión de los mánagers de las firmas, lo que nos lleva a clasificar
las economı́as en singulares y regulares, la definición formal de este tipo de economı́a la presentamos en
el caṕıtulo 13. La dinámica del replicador será el instrumento principal para construir una dinámica que
nos permita modelar, cómo a través del tiempo las firmas “más pobres”, en el sentido de que obtienen
beneficios más bajos, buscan adaptarse e imitar a aquellas que obtienen mayores beneficios, vale la pena
señalar que este modelo fue primeramente estudiado por Accinelli y Covarrubias en [1], para economı́as de
producción de propiedad privada divididas en dos ramas de producción (definición 30) y m-consumidores
caracterizados por dos diferentes funciones de utilidad, este trabajo fue retomado por Accinelli y Muñiz en
[2] para una familia de economı́as con producción con múltiples equilibrios, llamadas economı́as con pro-
ducción de Shapley-Shubik, cuya definición presentamos en el caṕıtulo 14, para esta clase de economı́as en
la sección 14.1 obtenemos soluciones expĺıcitas para el problema de maximización de beneficios de produc-
tores y el problema de maximización de utilidad para los consumidores, con base en estos resultados en la
sección 14.2 presentamos condiciones que garantizan la existencia de al menos un equilibrio en la economı́a,
estos resultados serán relevantes para las aplicaciones mostradas en el caṕıtulo 15, en el cual permitimos
a las empresas ubicarse en distintas ramas de producción. En el caṕıtulo 16 analizamos v́ıa la dinámica
del replicador, cómo el comportamiento de los mánagers de las firmas afecta el número de equilibrios y el
bienestar de los consumidores en una economı́a.

En la parte III hacemos algunos comentarios finales y conclusiones respecto al trabajo desarrollado a
lo largo de esta tesis, además incluimos el una breve exposición del trabajo futuro, en el cual se pretende
conectar el modelo económico del replicador, v́ıa la teoŕıa de juegos y e modelo de Leslie con el formalismo
termodinámico y en particular con las medidas de Gibbs. Además por completitud en esta parte incluimos
la producción cient́ıfica, participación en eventos cient́ıficos y estancias realizadas durante el doctorado.
Finalmente se incluye un apéndice en el que incluimos el teorema de Perron-Frobenius (apéndice A.1), las
aplicaciones económicas de este al modelo de Leontief (apéndice A.2) y a el modelo de evolutivo de Leslie
(apéndice A.3), por otro lado en el apéndice final presentamos la relación del modelo del replicador con la
teoŕıa de juegos (apéndice A.4), lo cual es relevante para el trabajo futuro presentado en la sección 19.1.
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2. Definiciones

En este caṕıtulo introducimos algunos conceptos que nos permitirán tener un mejor entendimiento en
el desarrollo del contenido de esta tesis, para ello definimos formalmente un sistema dinámico de medida,
la terminoloǵıa referente a sus propiedades de medida, aśı como las referentes a la transformación definida
en el espacio. Además por completitud incluimos el teorema de descomposición ergódica, el cual motiva el
estudio de las medidas ergódicas. Por otro lado en este caṕıtulo describimos la propiedad mixing de una
medida y su interpretación desde el punto de vista estad́ıstico.

Dado que gran parte del estudio en este trabajo se basa en las propiedades espectrales del operador
de Ruelle (ver sección (5.1)), comenzaremos por el concepto de operador acotado y su espectro, para una
revisión más profunda de estos conceptos sugerimos revisar [10].

Definición 1. Sea (B, ‖ · ‖) un espacio de Banach, decimos que un operador L : B → B es acotado si existe
una constante positiva C tal que ‖Lϕ‖ ≤ C‖ϕ‖, para todo ϕ ∈ B. El conjunto resolvente de L denotado por
Res(L) es el conjunto de los z en C tales que L − zI : B → B es invertible con inversa acotada, donde I
denota a la identidad. El espectro sp(L) de L es el complemento de Res(L). Mientras que el radio espectral
R(L) de L es

R(L) = sup{| z |: z ∈ sp(L)}.
Si z ∈ sp(L) es tal que L − zI no es inyectivo, decimos que z es un eigenvalor de L. La multiplicidad
geométrica de un eigenvalor z es la dimensión 1 ≤ m1(z) ≤ ∞ del espacio {v ∈ B : (L − v)v = 0}, la
multiplicidad algebraica de z es la dimensión 0 ≤ m2(z) ≤ ∞ del espacio generalizado {v ∈ B : existe m ≥
1, (L−z)mv = 0}. Claramente, m2(z) ≥ m1(z). Si m1(z) = m2(z) <∞, el eigenvalor z se dice semisimple
o diagonalizable.

Definición 2. El radio esencial Res de L es el número más pequeño Res ≥ 0, tal que para cualquier
λ ∈ sp(L) con módulo | λ |> R es un eigenvalor aislado de multiplicidad finita.

Definición 3. Un operador lineal L : X → Y se dice Fredholm si es acotado, dimKerL y dimY − dimLX
son finitas.

Definición 4. El espectro esencial de un operador L es el conjunto de los λ ∈ C tales que L − λI no es
un operador Fredholm .

A continuación presentamos la definición formal de un sistema dinámico y algunos conceptos de impor-
tancia en el desarrollo de esta parte de la tesis, al lector interesado sugerimos revisar [36].

Definición 5. Un sistema dinámico discreto consiste de un conjunto no vaćıo X y una función f : X → X
tal que, para cualquier n ∈ N, la n-ésima iteración de f es la composición de f consigo mismo n-veces, es
decir, fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f , con la convención de que f0 es la identidad.

En general no se suele asumir ninguna estructura extra sobre X o f , sin embargo, en el presente trabajo
estamos interesados en el caso en que X tiene estructura de espacio de medida y f es una función medible
de X en śı mismo, formalmente tenemos la siguiente definición.
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Definición 6. Un sistema dinámico de medida consiste de un conjunto no vaćıo X llamado espacio fase,
una sigma álgebra B de subconjuntos de X, una función medible f de X en śı mismo y una medida finita
µ.

Definición 7. Dadas dos medidas µ y ν sobre (X,B) decimos que:

a) µ y ν son mutuamente singulares si existen conjunto disjuntos A, B ∈ B tales que X = A ∪ B,
µ(A) = 0 y µ(B) = 0 y que

b) ν es absolutamente continua con respecto de µ, si ν(A) = 0 para cualquier medible A tal que µ(A) = 0.

Las medidas interesantes desde el punto de vista de la dinámica, son aquellas que son invariantes bajo
la acción de la dinámica, esto es, las medidas que satisfacen la condición siguiente.

Definición 8. Dado un sistema dinámico de medida (X,B, f, µ), decimos que f es una transformación
que preserva la medida o que µ es f -invariante si µ(f−1(B)) = µ(B) para todo B ∈ B.

Por otro lado, decimos que:

Definición 9. Dado un sistema dinámico de medida (X,B, f, µ), decimos que f es una transformación

a) no singular si para cualquier A ∈ B, µ
(
f−1(A)

)
= 0 si y solo si µ(A) = 0.

b) Conservativa si para todo medible A de medida no nula, existe un n > 0 tal que µ(A ∩ f−n(A)) > 0.

Al igual que en el álgebra lineal, el descomponer un espacio vectorial en subespacios invariantes bajo
una cierta transformación lineal y analizar el comportamiento de la transformación en cada subespacio, en
el estudio de los sistemas dinámicos de medida el descomponer un sistema en subconjuntos invariantes bajo
la dinámica juega un rol importante.

Definición 10. Sea (X,B, f, µ) un sistema dinámico de medida, supongamos que µ es invariante bajo f ,
entonces decimos que un conjunto B ∈ B es invariante bajo f o f -invariante, si µ(T−1(A)4 A) = 0. Si
además se cumple que para cualquier conjunto medible f -invariante B ∈ B, µ(A) = 0 o µ(Ac) = 0, decimos
que µ es ergódica.

Vale la pena señalar que la importancia de las medidas ergódicas recae en el hecho de que toda medida
invariante se puede descomponer en componentes ergódicas, esto es, toda medida invariante se puede
descomponer como combinación de un número finito o infinito de medidas ergódicas, este resultado es
conocido como el teorema de descomposición ergódica, ver [5], [31] y [55] para su demostración. Formalmente
esto es enunciado en el siguiente teorema.

Teorema 1 (Teorema de descomposición ergódica). Sea f una transformación conservativa y no singular
sobre un espacio de probabilidad (X,B, µ). Entonces existe un espacio de probabilidad (Y,A, ν) y una familia
de medidas de probabilidad my sobre (X,B), para y ∈ Y tal que:

(i) Para cada A ∈ B la función y 7→ µy(A) es Borel medible y para cada A ∈ B

µ(A) =

∫
µy(A)dν(y).

(ii) Para y, y′ ∈ Y las medidas son mutuamente singulares.

(iii) Para cada y ∈ Y la transformación f es no singular, conservativa y ergódica sobre (X,B, µy).
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(iv) Para cada y ∈ Y
dµ ◦ f
dµ

=
dµy ◦ f
dµy

µy-c.t.p.

Definición 11. Sea f : X → X una transformación continua, f es llamada transitiva topológica hacia
adelante o uni lateral si existe un x ∈ X con órbita densa en X. Si f es un homeomorfismo, entonces f es
llamada transitiva topológica, si existe un x ∈ X tal que {fn(x)}n∈Z es denso en X.

Cuando X es un espacio métrico compacto, la transitividad topológica unilateral es equivalente a la
condición de que para cualesquiera dos abiertos U y V , existe un n ∈ N tal que f−nU ∩ V 6= ∅, ver [10].

Definición 12. Dada una transformación continua f : X → X, decimos que f es topológicamente mixing
si para cualesquiera dos abiertos U y V existe un n0 ∈ N tal que f−nU ∩ V 6= ∅, para todo n ≥ n0.

Note que para U fijo, la propiedad de que f sea topológicamente mixing, nos dice que f “esparce”
a U sobre todo el espacio, esto es, para todo V ∈ B, después de un número suficientemente grande de
iteraciones, fn(U) intersecta a V. Además es fácil ver que si X es compacto y f es topológicamente mixing,
entonces necesariamente es transitiva topológica. Sin embargo, el regreso no es necesariamente cierto, ver
[10] para esto. Finalmente presentamos la siguiente definición.

Definición 13. Sea (X,B, f, µ) un sistema dinámico de medida y supongamos que µ es f invariante.
Entonces, decimos que µ es mixing si para cada par de conjuntos medibles U y V , se cumple que

µ
(
f−n(U) ∩ V

)
→ µ(U)µ(V ) cuando n→∞. (2.1)

Es fácil ver que la propiedad mixing de la medida implica la ergodicidad de la misma. El siguiente
resultado nos permite conectar las definiciones 12 y 13.

Lema 1. Sea (X,B, f, µ) un sistema dinámico, supongamos que la medida µ es mixing y que µ(U) > 0
para todo U ∈ B no vaćıo, entonces µ es topológicamente mixing.

Demostración. Sean U, V ∈ B, entonces

ĺım
n→∞

µ
(
f−n(U) ∩ V

)
= µ(U)µ(V ) > 0,

por lo que necesariamente existe un N > 0 tal que µ (f−n(U) ∩ V ) > 0 para todo n ≥ N, de donde
f−n (U) ∩ V 6= ∅ para todo n ≥ N .

Dado que µ es una medida finita, podemos suponer sin pérdida de generalidad que µ es una medida de
probabilidad, por lo que cuando µ satisface la propiedad de ser mixing, la condición (2.1) puede interpretarse
como que cualesquiera dos conjuntos medibles U y V son asintóticamente independientes, es decir, f−n(U)
y V tienden a ser independientes cuando n crece. Para ver el por qué de esta interpretación notemos que
(2.1) es equivalente a

µ (f−nU ∩ V )

µ(U)
→ µ(V ) cuando n→∞,

usando el hecho de que µ (f−nU) = µ(U) para toda n ∈ N, tenemos

µ (f−nU ∩ V )

µ(f−n(U))
→ µ(V ) cuando n→∞.

Estos hechos clarifican el por que llamar a los conjuntos medibles asintóticamente independientes cuando
µ es mixing, pues guardan una similitud muy cercana con el concepto de eventos independientes el sentido
estad́ıstico.



3. Sistemas simbólicos

En esta sección, siguiendo la notación utilizada en [19], exponemos las nociones básicas de los sistemas
dinámicos simbólicos comenzando por describir el full-shift, para ello dado un conjunto finito no vaćıo A,
consideramos el espacio de sucesiones AN = {x = x0x1 · · · : xi ∈ A}, sin pérdida de generalidad supondre-
mos A = {1, 2, . . . , N}. En cuyo caso AN es concebido como el espacio de sucesiones sin prohibiciones, esto
es, cualquier śımbolo puede seguir a cualquier śımbolo. En un contexto más general es posible introducir
prohibiciones considerando una matriz T de ceros y unos, y definiendo

ΣT =
{
x ∈ AN : Txixi+1 = 1, ∀ i ∈ N

}
.

Es importante notar que cuando todas las entradas de la matriz T son 1, es decir, Tij = 1 para todo
1 ≤ i, j ≤ N , ΣT es simplemente AN. En lo subsecuente siempre supondremos que T no tiene columnas, ni
filas completas de ceros, esto debido a que nos interesa considerar sucesiones en N śımbolos, y en caso de
tener columnas y/o filas de ceros podŕıa ocurrir que ΣT = ΣT ′ con T ′ una matriz de m ×m con m < N .
En este contexto, dados dos śımbolos a, b ∈ A decimos que la transición ab está permitida si Tab = 1,
extrapolando, la cadena a0a1 . . . an−1 está permitida si Taiai+1 = 1 para todo i = 0, 1, . . . , n− 1.

Del teorema de Tychonoff, el cual asegura que el producto arbitrario de espacios compactos es compacto
en la topoloǵıa producto, se sigue que el espacio de sucesiones en N śımbolos AN es compacto bajo la
topoloǵıa producto de la topoloǵıa discreta en A. Este hecho implica que ΣT también lo es, al ser un
subconjunto cerrado de A. Esta topoloǵıa tiene como base a los cilindros, los cuales definimos a continuación:

Definición 14. Dada una cadena permitida de tamaño n, an−1
0 := a0a1 . . . an−1, ai ∈ A, definimos el

cilindro de longitud n como el conjunto[
an−1

0

]
:= {x ∈ ΣT : xi = ai, i = 0, 1, . . . n− 1}.

Esto es, el cilindro de tamaño n basado en la cadena an−1
0 es el conjunto de todas las sucesiones cuyos

primeros n términos son a0a1 . . . an−1. Para probar que los cilindros forman una base para la topoloǵıa
producto en AN, notemos que β = {a : a ∈ A} es una base para la topoloǵıa discreta en A, en particular el
conjunto puntual {a} es abierto, y [an0 ] = {a0} × · · · × {an−1} × A × . . . , por lo que el resultado se sigue
del siguiente teorema, cuya demostración puede ser encontrada en [44].

Teorema 2. Supongamos que Xi, i ∈ N es una familia de espacios topológicos, si Ui es una base para la
topoloǵıa de Xi, entonces la topoloǵıa producto sobre

∏∞
i=1Xi tiene como base a todos los conjuntos de la

forma
∏n
i=1 Ui, donde Ui pertenece a Ui para cada i y Ui = Xi excepto para un número finito de valores de

i.

Ya que los cilindros son abiertos y el complemento de estos es una unión de cilindros, se tiene que los
cilindros son abiertos y cerrados en la topoloǵıa producto de AN.

9
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Por otro lado, dado θ ∈ (0, 1) fijo, para x, y ∈ ΣT ponemos dθ(x, y) = θmáx{i:xi=yi}, con la convención
de que máx{i : xi = yi} = ∞ si x = y y θ∞ = 0 y si x, y son tales que x0 6= y0, ponemos d(x, y) = 0.
A partir de un cálculo directo es fácil ver que dθ define una distancia sobre ΣT , la cual es compatible con
la topoloǵıa producto, por lo que ΣT no solo es un espacio topológico sino que además es metrizable. De
manera natural y dado que nos interesan las propiedades de medida de los sistemas dinámicos simbólicos
podemos considerar a ΣT como espacio de medida tomando a B como la sigma álgebra generada por los
cilindros, esto es, la sigma álgebra generada por la topoloǵıa en ΣT y para la dinámica, consideramos el
mapeo shift o desplazamiento hacia la izquierda σ : ΣT → ΣT , el cual dado x ∈ ΣT está definido por la
regla (σx)i = xi+1, para todo i. Al espacio

(
AN, σ

)
se le conoce como full shift, mientras que a (ΣT , σ) se le

denomina subshift de tipo finito. Dado que nuestro interés se centra en estudiar las propiedades estad́ısticas
de los sistemas dinámicos simbólicos dotados con una medida de Gibbs, en lo que sigue impĺıcitamente
siempre supondremos que el espacio de medida base es (ΣT ,B) y la dinámica será la inducida por el shift.

3.1. Conjugaciones, codificación y ejemplos

El concepto de conjugación es de suma importancia ya que nos permite identificar cuando dos sistemas
dinámicos abstractos (X, f) y (Y, g), pueden ser concebidos como “iguales”, a grandes rasgos, este concepto
en el estudio de los sistemas dinámicos juega el papel de los isomorfismos en el álgebra lineal o el de los
difeomorfismo en topoloǵıa diferencial; su importancia recae en el hecho de que las propiedades interesantes
de un sistema se mantienen bajo conjugación, por lo que al estudiar sistemas dinámicos abstractos cuyo
análisis es complejo resulta de gran ayuda encontrar un sistema “más simple”, cuyas caracteŕısticas rele-
vantes sean iguales a las del sistema original, con el fin de formalizar esta noción introducimos el siguiente
concepto.

Definición 15. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinámicos, una conjugación entre f y g es un homeo-
morfismo ψ : Y → X tal que ψ ◦ g = f ◦ ψ, ya que ψ es invertible, esta condición puede ser escrita como
g = ψ−1 ◦ f ◦ ψ.

Es fácil probar que cuando f y g son conjugadas v́ıa una trasformación ψ : Y → X, entonces y ∈ Y es
un punto periódico de peŕıodo n para g, si y solo si φ(y) es un punto periódico de peŕıodo n para f , esto
es, una conjugación ψ entre f y g no solo lleva puntos periódicos a puntos periódicos, si no que también
preserva el orden de periodicidad. Además, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 1. Supongamos que (X, f) y (Y, g) son topológicamente conjugados. Entonces

i) f es topológicamente transitiva si y solo si g es topológicamente transitiva,

ii) f es topológicamente mixing si y solo si g es topológicamente mixing,

c) La órbita bajo g de y ∈ Y es densa en Y si y solo si la órbita de ψ(y) bajo f lo es en X.

A grandes rasgos esta proposición nos dice que las propiedades topológicas interesantes de los sistemas
dinámicos son preservadas bajo conjugaciones. En consecuencia, el estudio de muchas propiedades impor-
tantes de un sistema dinámico se vuelven más sencillas si somos capaces de encontrar un sistema “más
simple y sencillo” de analizar, el cual sea conjugado a nuestro sistema original. En este sentido los subshifts
de tipo finito juegan un papel importante, pues hasta hoy en d́ıa siguen siendo los sistemas dinámicos mejor
entendidos y de los que se puede extraer mayor información. Además existe una manera natural de codificar
un sistema, lo cual nos permite pasar de un sistema dinámico abstracto (X, f) a uno simbólico de manera
directa, pero antes de ahondar en ello precisamos lo siguiente.

Definición 16. f y g se dicen semiconjugados, si existe una función suprayectiva ψ : Y → X tal que
ψ ◦ g = f ◦ ψ.
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Observación 1. En el caso en que f y g sean semiconjugadas solo se puede garantizar que la imagen
de órbitas densas y puntos periódicos en Y, corresponden con órbitas densas y puntos periódicos en X
respectivamente, y que cuando g es topológicamente transitiva o topológicamente mixing, entonces f también
lo es.

Ejemplo 1. Sea T : [0, 1]/ ∼→ [0, 1]/ ∼, T (x) = 2x (mód 1), ∼ denota la relación de equivalencia que
identifica a 0 con 1. Entonces, si a cada x ∈ [0, 1]/ ∼, lo escribimos en su expansión binaria, esto es,
x =

∑∞
i=1

xi
2i , xi ∈ {0, 1}, tenemos

T (x) = 2x (mód 1) =

2
∑∞
i=1

xi
2i =

∑∞
i=1

xi+1

2i ,

Sea A = {0, 1} y para x = x0x1x2 · · · ∈ AN pongamos ψ : AN → [0, 1], definida como ψ(x) =
∑∞
i=1

xi
2i ∈

[0, 1], ya que todo número en [0, 1] tiene una expresión binaria y en AN no hay restricciones entre las
configuraciones posibles ψ es suprayectiva, sin embargo no es inyectiva, pues la imágen bajo ψ de 0111 . . .
y 1000 . . . es 1/2, por lo que ψ solo define una semiconjugación entre T y σ : AN → AN.

Las conjugaciones tiene un rol fundamental para describir la conexión entre los sistemas dinámicos
abstractos (X, f) y los espacios simbólicos (ΣT , σ), para ver esto consideramos una partición finita P = {Pn}
del espacio X y dado un punto x ∈ X introducimos la función itinerario, la cual está definida como ik(x) = n
si fk(x) ∈ Pn, esta función describe la trayectoria de un punto a lo largo del tiempo. A partir de ik podemos
realizar una codificación del espacio como sigue, para cada x ponemos i(x) = i0(x)i1(x)i2(x) . . . , ya que
esta codificación depende de la partición elegida del espacio fase, nos preguntamos cuál o cuáles particiones
del espacio nos permiten obtener una mejor codificación del sistema, en el sentido de que (al menos se
satisfaga que) para cada par de puntos x 6= y ∈ X sus codificaciones sean diferentes, esto es, i(x) 6= i(y), a
dichas particiones se les conoce en la literatura como particiones de Markov (ver definición 17). Sin embargo
como se menciona en [4], aún en la mejor de las situaciones, cada punto del espacio fase podŕıa tener más
de una codificación. A continuación ilustraremos un ejemplo de una codificación.

Ejemplo 2. Sea X = S1 = [0, 1]/ ∼, donde ∼ denota la relación de equivalencia en [0, 1] que identifica los
extremos del intervalo, consideramos T de S1 en śı mismo definida como T (x) = 2x (mód 1) y la partición
del intervalo dada por I0 = [0, 1/2), I1 = [1/2, 1), es fácil ver que i(x) es la expresión binaria de x ∈ [0, 1),
y que i no es una biyección entre [0, 1] y {0, 1}N, pues no existe x ∈ [0, 1] tal que i(x) = 0111 . . . .

Figura 3.1: Gráfica de 2x (mód 1), ejemplo 2.

Un ejemplo más interesante que muestra la posibilidad de conjugar sistemas dinámicos con subshift de
tipo finito es el siguiente, donde una vez más identificamos al 0 con el 1:
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Ejemplo 3. Sea f : [0, 1) → [0, 1) dada por f(x) = 2x si x ∈ [0, 1/2) y f(x) = x − 1/2 si x ∈ [1/2, 1),
entonces tomando I0 = [0, 1/2) e I1 = [1/2, 1) podemos ver fácilmente que para todo x ∈ I1, f(x) ∈ I0,
mientras que para x ∈ I0 se tiene que f(x) ∈ I0 cuando x ∈ [0, 1/4) y f(x) ∈ I1 cuando x ∈ [1/4, 1/2),
por tanto concluimos que al codificar ([0, 1), f) jamás obtenemos una sucesión con un 2 seguido de un 2,
por lo que parece más prudente usar para la codificación de este sistema un subshift de tipo finito, para ello
ponemos

T =

(
1 1
1 0

)
y consideramos ΣT .

Figura 3.2: Gráfica de f(x), ejemplo 3.

Antes de continuar con nuestra exposición, vale la pena señalar que es posible visualizar a los elementos
tanto del full shift, como a los de un subshift de tipo finito, como caminos sobre un grafo, para ello dada una
matriz de transición T de tamaño N ×N , el grafo GT asociado con T está dado por los vértices v1, . . . , vN ,
donde vi y vj están conectados por una flecha de vi a vj si y solo si Aij = 1. Sin pérdida de generalidad
identificaremos a cada vértice del grafo con su ı́ndice, esto es, escribiremos i en lugar de vi.

Ejemplo 4. Para la matriz T del ejemplo 3, el grafo asociado es representado en la figura 3.3.

Figura 3.3: GT , ejemplo 4

En el siguiente ejemplo mostramos como utilizar los espacios simbólicos para obtener información acerca
de los puntos periódicos de sistemas más generales, en este caso una vez más consideraremos el sistema
dado en el ejemplo 1.

Ejemplo 5. Si bien la transformación ψ definida en el ejemplo 1 no es una conjugación entre f y σ, śı está
cerca de serlo, pues los puntos en los que falla para ser inyectiva son solo un número contable de puntos,
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los cuales tienen la forma 2−k, k = 1, 2, 3, . . . , aprovechando esta información podemos probar utilizando el
full shift en dos śımbolos que f(x) = 2x mod 1 tienen 2n− 1 puntos periódicos de peŕıodo n, para ello basta
con ver que los puntos periódicos bajo σ de {0, 1}N, son todas aquellas sucesiones x = x0x1 . . . tales que
xi = xn+i, i = 0, 1, 2, . . . , ya que en {0, 1}N no hay prohibiciones se sigue que existen 2n puntos periódicos
bajo σ, usando el hecho de que ψ(000 . . . ) = 0 ∼ 1 = ψ(111 . . . ) concluimos que en f(x) = 2x mod 1,
tiene 2n − 1 puntos periódicos. Por ejemplo 00 ∼ 11, 01 y 10 son los únicos puntos periódicos de peŕıodo
2 para σ, los cuales corresponden con 0, 1/3, 2/3 respectivamente, de igual forma es fácil probar que los
únicos puntos periódicos de peŕıodo 3, son 0, 1/7, 2/7, 3/7, 4/7, 5/7 y 6/7, los cuales están asociados a las
sucesiones periódicas 000 ∼ 111, 001, 010, 011, 100, 101 y 110 respectivamente.

Si bien en este caso fue suficiente utilizar una semiconjugación para determinar el número de puntos
periódicos de peŕıodo n del sistema, este no es un resultado general, pues como mostraremos en el siguiente
ejemplo existen sistemas semiconjugados f y g v́ıa una transformación ψ, para los cuales ψ(y) es un punto
periódico de peŕıodo n de f , pero y no es un punto periódico para g.

Ejemplo 6. Sea F : [0, 1)2 → [0, 1)2 definida como F (x, y) = (2x, y/2) si x ∈ [0, 1/2) y F (x, y) =
(2x− 1, (y + 1)/2) si x ∈ [1/2, 1), entonces utilizando π1 : [0, 1)2 → [0, 1), dada por π1(x, y) = x, podemos
ver que F y f(x) = 2x (mód 1) son semiconjugados. Sin embargo, a diferencia de la semiconjugación del
ejemplo anterior, en este caso tenemos que π1(1/3, 4/5) = 1/3 es un punto periódico para f , pero (1/3, 4/5)
no es periódico para F .

Por lo tanto del ejemplo anterior podemos concluir que cuando dos espacios (X, f) y (Y, g) son semico-
judados v́ıa una transformación ψ : Y → X pueden existir más puntos periódicos en X que en Y .

A fin de esclarecer que es una partición de Markov del espacio fase, incluimos la siguiente definición.

Definición 17. Si el sistema (X, f) admite una partición {Pn} del espacio fase que satisface las siguientes
condiciones:

1. Para cada k, f : Pk → f(Pk) es una biyección y,

a) Pl ⊂ f(Pk) cuando f(Pk) ∩ Pl 6= ∅, si f es no invertible.

b) Si f no es invertible: f(Pk) se extiende completamente a través de X en la dirección de expansión
siempre que f(Pk)∩Pl 6= ∅, y f−1(Pk) se extiende completamente a través de Pl en la dirección
de contracción siempre que f−1(Pk) ∩ Pl 6= ∅.

Entonces decimos que el sistema admite una partición de Markov del espacio fase.

Las particiones de Markov nos permiten codificar la dinámica en X, el resultado de esta codificación es
un subshift unilateral de tipo finito cuando la tranformación es no invertible, mientras que śı lo es, entonces
su codificación puede ser representada por uno bilateral.

En esta sección mostramos que la función itinerario nos permite codificar un sistema dinámico, esto
es importante, pues de la proposición 1 y la observación 1, podemos concluir que los sistemas dinámicos
simbólicos pueden ser utilizados para analizar sistemas dinámicos discretos, ya que muchas de las propie-
dades de estos últimos se ven reflejas en su codificación, por ejemplo la transitividad topológica, el hecho
de que f sea mixing, el que f tenga puntos fijos, puntos periódicos o elementos con órbitas densas.



4. Medidas de Gibbs

En este caṕıtulo definimos la medida de Gibbs y presentamos las condiciones que garantizan su exis-
tencia, la demostración de la existencia de esta medida se realiza en el caṕıtulo 6, ya que la herramienta
principal que permite probar este resultado es el operador de Ruelle, cuya definición y propiedades son
presentadas en el caṕıtulo 5.

Las medidas de Gibbs relacionan la dinámica hiperbólica con las cadenas de memoria infinita. Estas
últimas son una generalización de las cadenas de Markov, permitiendo que la probabilidad de un estado
no sólo pueda depender de un número finito de estados anteriores, sino de una infinidad. En este caso la
probabilidad condicional de estar en un estado que depende de todo el ((pasado)) está determinada por una
función especial [28]. En el contexto del formalismo termodinámico, a esa función se le llama potencial.
Para ser más precisos tenemos las siguientes definiciones y resultados.

Sea C (ΣT ) el espacio de funciones continuas de ΣT a R, para f ∈ C (ΣT ) y m ≥ 0, el módulo de
continuidad de f está dado por la expresión

varmf := sup {| f(x)− f(y) | : xi = yi, i = 0, 1, . . . ,m− 1} . (4.1)

Dado que ΣT es compacto, f ∈ C (ΣT ) necesariamente es uniformemente continua, y por tanto varmf
tiende a cero cuando m tiende a infinito. La siguiente observación nos permite caracterizar al espacio de
funciones Lipschitz a partir de la variación, para ello recordemos que una función f : ΣT → R se dice
Lipschitz continua si existe una constante C > 0, tal que

| f(x)− f(y) |≤ Cdθ(x, y) para todo x, y ∈ ΣT . (4.2)

Sea m = sup{i : xi = yi} ≥ 0, tomando supremos de ambos lados de la desigualdad anterior tenemos
varmf ≤ Cθm. Por otro lado la desigualdad | f(x)−f(y) |≤ varmf siempre se verifica, por lo que tenemos:

Observación 2. f : ΣT → R es Lipschitz respecto de dθ si y solo si varmf ≤ Cθm, para cada m =
0, 1, 2, . . . .

De particular interés en este trabajo de tesis es el espacio de funciones Lipschitz con respecto a dθ,
usando la observación anterior podemos caracterizar a este espacio como sigue:

Fθ := {f ∈ C (ΣT ) : varkf ≤ Cθk, C > 0, k = 0, 1, 2, . . . }.

El objetivo de esta sección se centra en dar condiciones para garantizar la existencia de las medidas de
Gibbs, para dicho propósito el siguiente lema juega un papel fundamental:

Lema 2 ([19]). El shift σ : ΣT → ΣT es topológicamente mixing si y solo si existe un M ∈ N tal que
TM > 0, es decir, TMi,j > 0 para todo i, j.

14
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En el contexto de los subshifts de tipo finito, la existencia de medida de Gibbs para potenciales Lipschitz
está estrechamente ligada al hecho de que el sistema (ΣT , σ) satisfaga la condición de ser topológicamente
mixing o equivalentemente a que alguna potencia de la matriz subyacente al sistema sea una matriz es-
trictamente positiva. Recordemos que cuando la matriz de transición es tal que Ti,j = 1, para todo i, j,
recobramos el full shift, por tanto cualquier resultado enunciado para subshifts de tipo finito es válido
para el full shift. Además, es importante enfatizar que el espacio

(
AN, σ

)
trivialmente es topológicamente

mixing, en consecuencia preferimos enunciar el siguiente resultado debido a Bowen en [19] en el contexto
de los subshifts de tipo finito.

Teorema 3 ([19]). Si ΣT es topológicamente mixing y φ ∈ Fθ, entonces existe una única medida de
probabilidad σ-invariante µφ definida sobre ΣT , para la cual existen constantes C ≥ 1 y P tales que

C−1 ≤ µφ[zm−1
0 ]

eSmφ(z)−mP ≤ C para todo z = z0z1z2 · · · ∈ ΣT , (4.3)

donde Smφ :=
∑m−1
k=0 φ ◦ σk y [zm−1

0 ] denota el cilindro de tamaño m basadado en z. Más aún, µφ es
mixing, esto es, para cualquiera dos abiertos U, V de ΣT , ĺımn→∞ µφ(U ∩ T−nV ) = µφ(U)µφ(V ).

La prueba de este teorema se basa en las propiedades espectrales del operador de Ruelle, el cual defini-
remos en la sección 5, dichas propiedades están capturadas en el teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, ver
teorema 5 en dicha sección.

A la medida µφ se le conoce como medida de Gibbs asociada al potencial φ. Mientras que, a la constante
P se le conoce como presión topológica de φ y está dada por la siguiente expresión

P (φ) = ĺım
m→∞

1

m
log

∑
x∗∈[am−1

0 ]

e
∑m−1
k=0 φ(σkx∗), (4.4)

donde am−1
0 es una cadena de śımbolos permitida en ΣT .

Observación 3. Es importante señalar que siempre podemos asumir que P = 0, para ver esto basta
considerar el potencial φ− P (φ), para el cual se obtiene la misma medida de Gibbs, ver [19].

Con el propósito de enfatizar la importancia de las medidas de Gibbs, incluimos el siguiente resultado,
llamado principio variacional por su paralelismo con los principios variacionales de la f́ısica estad́ıstica.

Teorema 4 ([19]). Sea φ : ΣT → R un potencial tal que φ ∈ Fθ, entonces

P (φ) = sup
ν∈Mσ(ΣT )

(
hν(σ) +

∫
φdν

)
.

Donde Mσ(ΣT ) denota el espacio de medidas σ-invariantes, esto es, ν ∈ Mσ(ΣT ) si y solo si ν(σ−1B) =
ν(B) para todo B ∈ B, hν denota la entroṕıa topológica del sistema.

Antes de continuar señalamos que por conveniencia y claridad en la exposición postergaremos la defini-
ción precisa e interpretación de entroṕıa topológica hasta la sección 7.

El principio variacional es un resultado importante en el formalismo termodinámico, porque exhibe
una clase de medidas particulares, aquellas medidas σ-invariantes que alcanzan el supremo. Además que
relaciona a la entroṕıa topológica con el promedio del potencial (a esta cantidad se le suele denominar en
la literatura como enerǵıa) respecto a la medida ν. De forma análoga a como se definen las medidas de
equilibrio en la mecánica estad́ıstica. De ah́ı la definición siguiente:
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Definición 18. Una medida σ-invariante µ ∈Mσ(ΣT ) es llamada medida de equilibrio para el potencial
φ si satisface que:

P (φ) = hµ(σ) +

∫
φdµ.

El teorema 8 junto con el la igualdad (7.6) presentados en la sección 7 prueban la siguiente afirmación.

Afirmación 1. Las medidas de Gibbs con potenciales Lipschitz en subshifts de tipo finito resultan ser
medidas de equilibrio [19].



5. El operador de Ruelle, propiedades espectrales y

aplicaciones

En este caṕıtulo comenzamos por describir el operador de Ruelle, el cual es la herramienta principal para
probar la existencia de una medida de Gibbs en sistemas dinámicos simbólicos (ver teorema 3), además sus
propiedades son esenciales para garantizar una desigualdad de concentración exponencial y la estimación su
constante de concentración para el caso en que al alfabeto que define el sistema es finito (ver teorema 17 e
igualdad (9.13), respectivamente). Además vale la pena señalar que el teorema de Ruelle-Perron-Frobenius
(teorema 5) generaliza el teorema de Perron-Frobenius, el cual por su importancia en las aplicaciones a
modelos económicos (modelo de Leontief) enunciaremos en el apéndice A.1.

5.1. Operador de Ruelle

Dado el shift, se define el operador de transferencia Lφ, también llamado operador de Ruelle asociado
al potencial φ y a la dinámica σ, el actúa sobre las funciones continuas como sigue:

Lφf(x) =
∑

y∈σ−1x

eφ(y)f(y). (5.1)

Este operador nos dice esencialmente qué le pasa a las funciones bajo la dinámica.

La versión anaĺıtico funcional del teorema de Perron-Frobenius ([46]-[29]) es debida a Ruelle y establece
que para φ ∈ Fθ, el operador de Ruelle actuando sobre el espacio de funciones continuas tiene un eigenvalor
simple maximal λφ > 0 asociado a una eigenfunción estrictamente positiva h. Este teorema además establece
que para el operador dual L∗φ que actúa sobre el espacio de medidas, existe una eigenmedida de probabilidad

ν asociada al mismo eigenvalor λ, de forma que
∫
hdν = 1 y

ĺım
m→∞

∥∥∥λ−mLmφ g − h∫ gdν
∥∥∥
∞

= 0, (5.2)

para todas las funciones continuas g definidas sobre el full shift [10, 19]. Esto es que las funciones continuas
bajo la acción del operador convergen a la función propia, o en su versión dual, dice que las medidas con-
vergen a la medida invariante bajo la dinámica. Más aún, el teorema asegura que el espectro del operador
Lφ sin considerar al eigenvalor λφ está contenido en un disco de radio ρλφ con ρ ∈ (0, 1), cuando este actúa
sobre el espacio Fθ, ver [59].

El teorema de Ruelle-Perron-Frobenius garantiza que el radio espectral es justamente el eigenvalor
λφ > 0, mientras que el radio esencial tiene magnitud ρλφ para algún ρ ∈ (0, 1), cuando Lφ actúa sobre el
espacio de funciones Lipschitz. Este resultado implica la existencia de un hueco entre el eigenvalor maximal
y el resto del espectro, lo cual tiene varias consecuencias importantes sobre las propiedades estad́ısticas

17
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del sistema dinámico simbólico (ΣT ,B, σ, µφ), por ejemplo, el teorema del ĺımite central, decaimiento de
correlaciones y concentración.

5.2. El Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius

En esta sección enunciamos el teorema del Ruelle-Perron-Frobenius, para lo cual definimos, para cada
g ∈ Fθ :

| g |θ:= sup
{varkg

θk
: k ≥ 0

}
y || g ||θ:=| g |θ + || g ||∞ .

Note que para g ∈ Fθ, | g |θ es simplemente su mı́nima constante Lipschitz, por otro lado ‖ · ‖θ define una
norma sobre Fθ, bajo la cual este es espacio es un espacio de Banach. Además es fácil probar que para todo
g ∈ Fθ, la siguiente desigualdad se satisface ‖g‖∞ ≤ ‖g‖θ.

Supongamos que matriz de transición T es irreducible y aperiódica, es decir, TM > 0, para algún entero
positivo M , pongamos b = bθ = máx{1, | φ |θ}. Antes de proseguir hacemos señalamos que el siguiente
teorema es válido cuando el alfabeto A es finito.

Teorema 5 ([59]). (Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius)

a) Existe una única λ > 0, una medida de probabilidad ν sobre ΣT y una función positiva h ∈ Fθ tal que
Lφh = λh y L∗ν = λν, más aún

∫
hdν = 1 (o equivalentemente ν(h) = 1). El radio espectral de Lφ

como operador sobre Fθ es λ y su espectro esencial es θλ. La eigenfunción satisface

1

K
≤ h ≤ K, | h |θ≤ BbK,

donde K = Bbr0 y

B =
e

2θ
1−θNM+1e2(M+1)||φ||∞

1− θ
, r0 =

logN + 2 || φ ||∞
| logθ |

.

b) La medida de probabilidad µ = hν es σ−invariante.

c) Tenemos que specθ(Lφ) ∩ {x ∈ C :| z |= λ} = {λ}. Más aún es un eigenvalor simple para λφ y cada
z ∈ specθ(Lφ) con | z |< λ satisface | z |≤ ρλ, donde

ρ = 1− 1− θ
8K3

∈ (0, 1).

d) Definiendo Dθ = 100K5b3

1−θ , para cada g ∈ Fθ y cada entero n ≥ 0, tenemos∥∥∥λ−mLmφ g − h∫ gdν
∥∥∥
θ
≤ Dθλ

nρn || g ||θ,

Para una prueba completa de este teorema, sugerimos revisar el teorema 2.1 en [59].

El operador de Ruelle es una de las herramientas más importantes en el estudio de las propiedades
estad́ısticas de los sistemas dinámicos, porque precisamente nos dice cómo se modifican las densidades bajo
la dinámica. Los puntos fijos del operador son las densidades invariantes correspondientes a las medidas
invariantes. Las propiedades espectrales del operador también nos dan información cuantitativa acerca de
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la dinámica. Por ejemplo, si el operador presenta hueco espectral en un espacio de Banach adecuado, esto
es si el valor propio maximal es estrictamente mayor (en norma) que el resto del espectro, entonces se puede
mostrar que la dinámica muestra decaimiento exponencial de las correlaciones [10]. En el caso de medidas
de Gibbs en el full shift, el operador de Ruelle tiene hueco espectral en el espacio Fθ, como resultado de
que el operador es cuasi-compacto en Fθ.



6. Demostración del teorema 3

En esta sección probaremos que la medida invariante µ = hν enunciada en el inciso b) del teorema
de Ruelle-Perron-Frobenius presentado en el caṕıtulo anterior satisface la condición (4.3) del teorema 3,
esto es, probaremos que µ = hν es la única medida σ-invariante sobre ΣT , para la cual existen constantes
positivas C y P tales que

C−1 ≤ µ[zm−1
0 ]

eSnφ(z)−mP ≤ C

para todo z = z0z1z2 · · · ∈ ΣT .

Demostración. Dividiremos la prueba del teorema 3 en una serie de lemas auxiliares. Primero probaremos
que µ es σ-invariante.

Lema 3. µ es σ-invariante.

Demostración. Sea f ∈ Fθ, de un cálculo directo obtenemos que (Lf · g) (x) = L (f · (g ◦ σ)) (x), de donde
tenemos

µ(f) = ν(hf) = ν(λ−1Lh · f) = λ−1 (L∗ν) (h · (f ◦ σ)) = µ(f ◦ σ),

donde la penúltima desigualdad se sigue de que L∗ es el operador dual de L con eigenmedida ν (ver inciso
a) en el teorema 5).

Lema 4. µ es mixing.

Demostración. Dado que (Lnf) (x) = Σy∈σ−nxe
Snφ(y)f(y), obtenemos

((Lnf) · g) (x) =
∑

y∈σ−nx

eSnφ(y)f(y)g(σny) = Ln(f · (g ◦ σn)).

Para x, y ∈ ΣT ,

µ ([xs0] ∩ σ−n[yr0]) = µ
(
χ[xs0] · χσ−n[yr0 ]

)
= ν

(
hχ[xs0] ·

(
χ[yr0 ] ◦ σn

))
= λ−nL∗nν

(
hχ[xs0] ·

(
χ[yr0 ] ◦ σn

))
= ν

(
λ−nLn

(
hχ[xs0] ·

(
χ[yr0 ] ◦ σn

)))
= ν

(
λ−nLn

(
hχ[xs0]

)
· χ[yr0 ]

)
.

Ahora ∣∣µ ([xs0] ∩ σ−n[yr0])− µ([xs0])µ([yr0])
∣∣ =

∣∣µ ([xs0] ∩ σ−n[yr0])− ν
(
hχ[xs0]

)
ν
(
hχ[yr0 ]

)∣∣
=
∣∣ν ((λ−nLn (hχ[xs0]

)
− ν

(
hχ[xs0]

)
h
)
χ[yr0 ]

)∣∣ ≤ ∥∥λ−nLn (hχ[xs0]

)
− ν

(
hχ[yr0 ]

)
h
∥∥ ν (χ[yr0 ]

)
20
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El lema 1.12 en [19] garantiza la existencia de constantes A > 0 y β ∈ (0, 1), tales que para todo n ≥ s,∥∥λ−nLn (hχ[xs0]

)
− ν

(
hχ[yr0 ]

)
h
∥∥ ≤ Aµ(χ[xs0])β

n−s,

usando que h > 0, obtenemos∣∣µ ([xs0] ∩ σ−n[yr0])− µ([xs0])µ([yr0])
∣∣ ≤ A (́ınf h)

−1
µ(χxs0)µ(χyr0 )βn−s, n ≥ s

y por tanto
µ
(
[xs0] ∩ σ−n[yr0]

)
→ µ ([xs0])µ ([yr0]) cuando n→∞.

Corolario 1. La medidad µ = hν es ergódica.

Demostración. Sea U ∈ B invariante bajo σ, entonces para todo n ∈ N, σ−nU = U, del lema anterior
sabemos que µ es mixing, por lo que concluimos que

µ(U)2 = ĺım
n→∞

µ
(
σ−nU ∩ U

)
= µ(U),

de donde µ(U) = 0 o µ(U) = 1, por lo que concluimos el resultado.

Para concluir que µ = hν es una medida de Gibbs notemos que para φ ∈ Fθ, varkφ ≤ Cθk y que dados
a, z ∈ ΣT , existe a lo más un y ∈ [zn−1

0 ] tal que σny = a, por lo que χ[zn−1
0 ](y) = 1 para a lo más un y ∈ ΣT ,

dado que φ ∈ Fθ, se sigue que

∣∣Snφ(y)− Snφ(z)
∣∣ ≤ ∞∑

k=0

varkφ ≤ C
∞∑
k=0

θk =
C

1− θ
,

usando esta desigualdad junto con el hecho de que h(x) ≤ ‖h‖∞, para toda x ∈ ΣT (esto se sigue de que h
es acotada, ver inciso a) en teorema 5) tenemos

Ln(hχ[zn−1
0 ])(a) =

∑
σny=a

eSnφ(y)h(y)χ[zn−1
0 ](y) ≤ e

C
1−θ || h ||∞ eSnφ(z)

y aśı

µ
(
[zn−1

0 ]
)

= ν
(
hχ[zn−1

0 ]

)
= λ−nν

(
Ln
(
hχ[zn−1

0 ]

))
≤ λ−ne

C
1−θ || h ||∞ eSnφ(z). (6.1)

Por otro lado, por hipótesis TM > 0 para algún M > 0, por lo que para cualquier a ∈ ΣT existe al
menos un y ∈ [zn−1

0 ] tal que σn+M (y) = a, por lo que una vez más utilizando el inciso a) del teorema 5,
podemos concluir que h(x) ≥ ı́nf h, para todo x ∈ ΣT , de donde

Ln+M
(
hχ[zn−1

0 ]

)
(a) ≥ eSn+Mφ(y)h(y) ≥ e−M ||φ||∞e−

C
1−θ (́ınf h) eSnφ(z),

de donde

µ[zn−1
0 ] = λ−n−Mν

(
Ln+M

(
hχ[zn−1

0 ]

))
≥ λ−n−Me−M ||φ||θe−

C
1−θ eSnφ(z). (6.2)

De (6.1) y (6.2), tenemos la siguiente desigualdad

C1 ≤
µ[zn−1

0 ]

λ−neSnφ(z)
≤ C2,
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donde C1 = λ−Me−M ||φ||∞e
C

1−θ y C2 = e
C

1−θ
∥∥h∥∥∞, para concluir ponemos P = log λ y C = máx{C−1

1 , C2},
de donde se obtiene

C−1 ≤ µ[zn−1
0 ]

eSnφ(z)−nP ≤ C, (6.3)

por tanto concluimos que µ = hν es una medida de Gibbs.

Observación 4. Note además que P = log λ, nos dice que la presión topológica coincide con el logaritmo
del eigenvalor de módulo máximo del operador de transferencia L.

Para concluir la prueba del teorema 3 resta probar la unicidad de la medida µ, para ello proseguimos
como sigue:

Si µ′ es otra medida que cumple la propiedad (6.3) con constantes C ′ y P ′. Dado un conjunto finito Cn
de ΣT con la propiedad de que

⋃
x∈Cn [xn−1

0 ] = ΣT , obtenemos

C ′−1eP
′n
∑
x∈Cn

eSnφ(x) ≤
∑
x∈Cn

µ′([xn−1
0 ]) = 1 ≤ C ′eP

′n
∑
x∈Cn

eSnφ(x),

por lo que

1

n
log

(
C ′−1

∑
x∈Cn

eSnφ(x)

)
≤ P ′ ≤ 1

n
log

(
C ′
∑
x∈Cn

eSnφ(x)

)
,

por tanto concluimos que P ′ = ĺımn→∞
1
n log

(∑
x∈Cn e

Snφ(x)
)
, lo cual es independiente de µ′ y por ende

podemos concluir P ′ = P.

Una vez más utilizando (6.3), junto con el hecho de que P ′ = P obtenemos para todo [xn−1
0 ]

C ′−1

C
≤ µ′([xn−1

0 ])

µ([xn−1
0 ])

≤ C−1

C ′
,

por lo que µ y µ′ tienen los mismos conjuntos nulos y aśı ambas medidas son equivalentes (es decir, ambas
medidas tienen los mismos conjuntos de medida nula), del teorema de Radom-Nikodym µ′ = fµ para
alguna función integrable f con respecto de µ, ya que µ es ergódica, el teorema de Birkhoff aplicado a f
nos asegura que ∫

fdµ′ = ĺım
n→∞

1

n
Snf(x) =

∫
fdµ =

∫
dµ′,

por lo que f = 1 casi en todas partes, y aśı µ′ = µ.



7. Complejidad del full-shift

En el caṕıtulo 3 señalamos (sin prueba) que una de las caracteŕısticas principales de las medidas de
Gibbs es la de satisfacer el principio variacional, el cual afirma que la presión topológica se alcanza tomando
el supremo de la entroṕıa más la enerǵıa sobre todas las medidas de probabilidad σ-invariantes. Antes de
definir la entroṕıa del sistema, sus caracteŕısticas e interpretación, fijamos la siguiente notación.

Dado un sistema dinámico medible (X, f,B) y dos particiones P y Q de X, ponemos

P ∨Q = {P ∩Q : P ∈ P y Q ∈ Q}

y f−1P =
{
f−1(P ) : P ∈ P

}
. Entonces definimos

Pn =

n−1∨
k=0

f−kP := P ∨ f−1P ∨ · · · ∨ fn−1P.

Entonces, la entroṕıa topológica es un número no negativo que mide la tasa de crecimiento exponencial del
número de órbitas distingibles cuando el sistema evoluciona. Formalmente la entroṕıa topológica está dada
por

htop(f) = ĺım
n→∞

log | Pn | .

Se puede demostrar que esta cantidad es independiente de la partición que se considere, lo cual enunciare-
mos sin demostración a continuación (ver [19]), pero antes definiremos la entroṕıa.

Sea ϕ : [0, 1] → R la función dada por ϕ(x) = −x log x si x 6= 0 y ϕ(0) = 0. Si µ es una medida de
probabilidad sobre (X, f,B) y P una partición finita de X, ponemos

Hµ(P) =
∑
P∈P

ϕ(µ(P )) = −
∑
P∈P

µ(P ) log(µ(P )),

definimos la entroṕıa de µ con respecto de P como la cantidad

Hµ(f,P) = ĺım
n→∞

1

n
Hµ

(
n−1∨
k=0

f−kP

)
,

y la entroṕıa de µ como sigue:

hµ(f) = sup {Hµ(f,P) : P es una partición finita de X} . (7.1)

En la práctica resulta dif́ıcil estimar hµ(f) utilizando (7.1), por lo que el siguiente resultado juega un
rol fundamental en la estimación de la entroṕıa y por tanto en la estimación de la entroṕıa topológica.

Teorema 6. Sea (X, f,B, µ) un sistema dinámico invariante. Si la partición P es tal que

23
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a)
∨∞
j=0 f

−kP genera a B, si f es no-invertible.

b)
∨∞
j=−∞ f−kP genera a B, si f es invertible.

Entonces hµ(f) = Hµ(f,P).

Por lo que para determinar la entroṕıa es suficiente encontrar una partición del espacio para la cual
se satisfaga el teorema anterior, si bien este problema no es sencillo en general, śı lo es para el caso de
los sistemas simbólicos, pues esta partición resulta estar dada por los cilindros de tamaño 1. Finalmente
enunciamos sin demostración el siguiente resultado,

htop(f) = sup {hν(f) : ν es una medida de probabilidad f -invariante} . (7.2)

Del principio variacional enunciado a continuación, se sigue que htop(f) = P (0).

Recordemos que para el caso de sistemas dinámicos simbólicos sobre alfabetos finitos la presión to-
pológica de un potencial φ está dada por expresión (4.4). Esto será relevante en los siguientes resultados.

Teorema 7. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, f : X → X una función continua y φ : X → R un
potencial continuo. Entonces

P (φ) = sup

{
hν(T ) +

∫
φdν : ν es una medida de probabilidad σ-invariante

}
. (7.3)

Para el caso en que el sistema dinámico en cuestión sea el full shift, este resultado fue enunciado en
teorema 4 en la sección 4. Al combinar dicho resultado con el siguiente teorema, cuya demostración puede
ser revisada en [19] (teorema 1.22), podemos concluir que las medidas de Gibbs son medidas de equilibrio del
sistema. Es importante señalar que el siguiente resultado es válido para sistemas simbólicos sobre alfabetos
finitos.

Teorema 8. Supongamos que φ ∈ Fθ, ΣT es topológicamente mixing y µφ la medida de Gibbs asociada
con este potencial. Entonces, µφ es la única medida de probabilidad σ-invariante para cual

P (φ) = hµφ +

∫
φdµφ. (7.4)

Demostración. Ver proposición 1.21 y teorema 1.22 en [19].

En particular note que cuando P (φ) = 0, el resultado del teorema anterior nos permite estimar de
manera sencilla la enerǵıa del potencial, pues bajo esta condición se tiene∫

φdµφ = −hµφ (7.5)

lo que significa que cuando la presión es 0, la enerǵıa del potencial es igual a menos la entroṕıa del sistema.

Antes de proseguir con la exposición de esta tesis, consideramos prudente hacer el siguiente señalamiento,
el cual clarificará el porqué optamos por señalar que al combinar el resultado del teorema 4 junto con
el enunciado en el teorema anterior, nos permiten concluir que las medidas de Gibbs son una medida
de equilibrio del sistema, pues a primera vista podŕıa resultar que estamos siendo redundantes en esta
conclusión. El punto primordial al escribirlo de esta manera radica en que, la prueba de este teorema
presentada en [19] se basa en demostrar que P (φ) definida por la expresión (4.4) iguala al lado derecho de
(7.4), de donde a consecuencia del principio variacional (teorema 4 o teorema 7), el cual como señalamos
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con anterioridad, relaciona la presión presión topológica con el supremo de la entroṕıa más la enerǵıa sobre
todas las medidas de probabilidad σ-invariantes, se tiene que

sup
ν∈Mσ(ΣT )

(
hν(σ) +

∫
φdν

)
= P (φ) = hµφ +

∫
φdµφ. (7.6)

lo que nos permite concluir que la medida de Gibbs µφ asociada a un potencial Lipschitz con respecto de
dθ es una medida de equilibrio del sistema.

7.1. Aplicaciones del principio variacional

En esta sección mostramos algunas aplicaciones del principio variacional, en el primer ejemplo utiliza-
mos este resultado para estimar la entroṕıa y enerǵıa de un sistema simbólico. Mientras que el segundo
describimos una aplicación a la teoria evolutiva, en particular al modelo de Leslie, en el cual la presión,
entroṕıa y enerǵıa del sistema tiene una interpretación desde el punto de vista el crecimiento poblacional,
vale la pena señal que este resultado será de suma importancia en las secciones finales de este trabajo.

7.1.1. Ejemplo: Medida de Bernoulli

Consideremos el espacio de todas las sucesiones en dos śımbolos, los cuales por conveniencia denotaremos
por A = {+1,−1}, entonces cada p ∈ (0, 1) define una medida sobre los cilindros [xn−1

0 ], llamada medida
de Bernoulli, definida como

µp[x
n−1
0 ] =

n−1∏
i=0

p(xi), donde p(+1) = p y p(−1) = 1− p.

Poniendo

φ(x) =

 log p si x0 = +1,

log(1− p) si x0 = −1
(7.7)

es fácil ver que µp es una medida de Gibbs con constantes C = 1 y P = 0, para ello basta ver que

µp[x
n−1
0 ] =

n−1∏
i=0

p(xi) =

n−1∏
i=0

eφ(σi(x)) = exp

(
n∑
i=0

φ(σi(x))

)
.

Dada una configuración finita x0x1 . . . xn−1 de śımbolos de A , sabemos que la probabilidad de observar
k śımbolos +1 en dicha configuración está dada por(

n
k

)
pk(1− p)n−k,

tomando P = {[−1], [+1]} (ver teorema 6), para cualquier cadena finita xn−1
0 ∈ An obtenemos

Hµ

(∨n−1
k=0 σ

−kP
)

= −
∑
xn−1
0

µ[xn−1
0 ] logµ[xn−1

0 ] = −
∑
xn−1
0

∏n−1
i=0 φ(xi) log

∏n−1
i=0 φ(xi)

= −
∑n
k=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−k log

(
pk(1− p)n−k

)
= −

∑n
k=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−kk log p

−
∑n
k=0

(
n
k

)
pk(1− p)n−k(n− k) log(1− p) = n(−p log p− (1− p) log(1− p)),
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por lo que
hµ(σ) = Hµ(σ,P) = −p log p− (1− p) log(1− p). (7.8)

Usando (7.2) obtenemos htop(σ) = log 2, esto es, el sistema muestra máxima incertidumbre cuando p = 1/2,
entonces si se elige p = 1/2 se tiene hµφ = htop(σ), de donde utilizando (7.5), concluimos que en esta
situación la medida µ1/2 es la única medida de equilibrio del sistema. Note además que utilizando (7.5) y
(7.8), concluimos que cuando el potencial φ está definido por (7.7), la enerǵıa del potencial está dada por∫

φdµφ = p log p+ (1− p) log(1− p). (7.9)

(a) Entroṕıa (b) Enerǵıa

Figura 7.1: Gráfica de la entroṕıa y enerǵıa del potencial en función de la probabilidad p (ejemplo: medida de Bernoulli).

En esta sección hemos mostrado que la medida de Bernoulli es de hecho un ejemplo de una medida
Gibbs cuya presión topológica es 0, esto nos permitió estimar, v́ıa el principio variacional, la enerǵıa del
potencial, la cual como vimos en este caso sencillo es simplemente menos la entroṕıa del sistema.



8. Propiedades estad́ısticas de los sistemas dinámicos

En este caṕıtulo discutimos la importancia de estudiar las propiedades estad́ısticas de los sistemas
dinámicos para analizar sistemas que exhiben caos en el sentido de Devaney [26], para esto comenzaremos
la sección 8.1 definiendo qué es un sistema caótico y sus principales caracteŕısticas, en la sección 8.2
enunciamos los tres teoremas ĺımite de la estad́ıstica: la ley fuerte de los grandes números, el teorema del
ĺımite central y el principio de grandes desv́ıos. En la sección 8.3 relacionamos el primero con el teorema
ergódico de Birkhoff y enunciamos el teorema del ĺımite central para sistemas dinámicos. Finalmente en
la sección 8.4 discutimos los resultados existentes sobre desigualdades de concentración y como estos son
consistentes con el principio de grandes desv́ıos.

8.1. Sistemas caóticos

Un sistema dinámico (X, f) es caótico en el sentido de Devaney en [26], si se satisface:

Definición 19. Un sistema dinámico f : X → X se dice caótico cuando se cumplen las siguientes condi-
ciones:

i) f es transitivo,

ii) el conjunto de los puntos periódicos de f es denso en X,

iii) f tiene una dependencia sensible a las condiciones iniciales, esto es, existe un ε > 0 tal que para todo
x ∈ X y todo δ > 0 existe un y ∈ X y un n ≥ 0, tal que d(x, y) < δ pero d(fnx, fny) ≥ ε.

Dado que el interés en este trabajo de tesis se centra en estudiar las propiedades estad́ısticas de los
sistemas dinámicos simbólicos, los cuales intŕınsecamente están definidos sobre un espacio compacto (para
la topoloǵıa producto), en lo subsecuente, a menos que se especifique lo contrario, siempre supondremos
que el espacio X es compacto. Esto será relevante más adelante, pues bajo este supuesto se tiene que la
propiedad de ser topológicamente mixing implica transitividad.

Proposición 2. Dado un alfabeto finito A y una matriz de transición T. El full shift σ : ΣT → ΣT satisface
las condiciones i), ii), iii) anteriores, si existe un M > 0 tal que TM > 0.

Esta proposición nos dice que la propiedad de mezclado del mapeo σ implica que este es caótico.

Demostración. El lema 2 en el caṕıtulo 2 de este trabajo garantiza que TM > 0 para algún entero positivo
M si y solo si σ es mixing, por lo que las hipótesis de la proposición 2 implican que σ es transitivo, y aśı
la condición i) en la definción anterior se cumple, pues ΣT es compacto.

Para probar ii) procedemos como sigue: dado ε > 0 y x = (x0x1x2 . . . ) un punto arbitrario en ΣA.
Sea n el menor entero positivo tal que θn < ε. Dado que TM > 0 existe (a lo más) un camino de
tamaño M que conecta a xn con x0, esto es, (xn = z0, . . . , zM−2, zM−1 = x0), por lo que poniendo
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y = (x0. . . xnz1 . . . zM−2x0)1 obtenemos un punto peŕıodico tal que d(x, y) ≤ θn < ε, de donde concluimos
que el conjunto de puntos periódicos de σ es denso en ΣT .

Sea x ∈ ΣT y δ > 0 arbitrarios, consideremos un y ∈ ΣT para el cual d(x, y) = θN < δ, entonces
d(σNx, σNy) = 1 > 1/2 =: ε, de donde se sigue iii).

Los sistemas caóticos muestran una dependencia sensible a las condiciones iniciales en el sentido de
que para puntos arbitrariamente cercanos sus órbitas muestran comportamientos muy diferentes, como se
menciona en [33] los sistemas caóticos son deterministas mas no predecibles, pues si se conoce el estado
inicial del sistema, entonces todos los estados futuros también serán conocidos. Sin embargo un pequeño
error en la determinación del estado inicial puede provocar grandes cambios en las observaciones futuras,
por lo que en esta clase de sistemas se prefiere el estudio de las propiedades estad́ısticas del sistema en lugar
del estudio global de las órbitas de puntos t́ıpicos en el espacio X. Vale la pena señalar que aún cuando en
los sistemas dinámicos caóticos la predicción puntal a largo plazo en general no es posible, en la mayoŕıa de
los casos śı lo es la estimación de promedios y demás propiedades estad́ısticas, por ejemplo es posible estimar
la probabilidad de que el sistema se ubique en una región dada R ⊂ X en cualquier momento del tiempo,
ver [30]. Dicha estimación suele hacerse utilizando medidas de probabilidad intŕınsecas al sistema o de
caracteŕısticas de interés desde diferentes puntos de vista. En general una caracteŕıstica que suele buscarse
en las medidas µ definidas sobre el sistema (X,B, f) es la ergodicidad, pues no solo en este contexto es
donde se pueden obtener mayor cantidad de resultados relevantes sobre las propiedades estad́ısticas del
sistema, si no que además como se demuestra en [6], [57] y [64] entre otros, una clase amplia de sistemas
caóticos poseen de manera natural de una medida ergódica. Finalmente cabe señalar que las medidas
contienen información sobre el comportamiento estad́ıstico del sistema (X, f) y sobre el comportamiento
de los promedios de observables a lo largo de trayectorias t́ıpicas del sistema, por lo que el estudio de
las propiedades estad́ısticas de los sistemas caóticos, en lugar del estudio individual de las trayectorias
individuales de diferentes puntos en X, se vuelven de suma importancia en este contexto.

8.2. Teoremas ĺımite: Procesos independientes e idénticamente distribuidos

A fin de mostrar la importancia de estudiar las propiedades estad́ısticas de los sistemas dinámicos en
esta sección enunciamos los tres teoremas ĺımites: Ley de los grandes números, teorema del ĺımite central y
principio de grandes desv́ıos. Por completitud consideraremos el caso de procesos estocásticos i.i.d., como
veremos en la siguiente sección para el caso de sistemas dinámicos (X, f) debemos considerar el proceso
{Xn} := {g ◦ fn}, donde g : X → R.

Teorema 9 (Ley fuerte de los grandes números). Sea {Xn} un proceso independiente e idénticamente
distribuido con distribución P y esperanza E(X) <∞. Entonces, para todo ε > 0 se tiene que

1

n

n∑
j=0

Xj → E(X) casi ciertamente, cuando n→∞.

Este teorema nos asegura que con probabilidad 1 la sucesión de medias muestrales converge a su valor
esperado. Para describir este hecho presentamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Sean X1, X2, . . . , Xn variables aleatoria independientes e idénticamente distribuidas que toman
valores en {1, 2, 3, 4, 5, 6} con igual probabilidad, entonces para cada i = 1, . . . , n, E (Xi) = 3.5, luego, la

ley fuerte de los grandes números nos garantiza que
1

n

∑n
n=1Xi converge casi ciertamente a 3.5, cuando

n→∞. La siguiente gráfica ilustra este hecho.

1(x0. . . xnz1 . . . zM−2x0) denota el punto periódico (x0 . . . xnz1 . . . zM−2x0, x1 . . . xnz1 . . . zM−2x0 . . . )
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(a) n=100 (b) n=500

Figura 8.1: 1
n

∑n
i=1Xi, para n = 100 y n = 500.

Teorema 10 (Teorema del ĺımite central). Sea {Xn} un proceso independiente e idénticamente distribuido
con ley P, esperanza E(Xk) y varianza V(Xk) finitas, entonces para todo t > 0

ĺım
n→∞

P

(∑n−1
k=0 Xk − nE(X)√

nV(X)

)
=

1√
2πV(X)

∫ t

−∞
exp

[
− (s− E(X))2

2V(X)

]
ds.

Ejemplo 8. Sean X1, X2, . . . , Xn variables aleatoria independientes e idénticamente distribuidas que toman
valores en {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} con igual probabilidad, entonces E(Xk) = 5.5 y V (XK) = 8.25. Para

n = 1000, E
(

1
n

∑n−1
k=0 Xk

)
= 5.4987, mientras que para n = 5000 se tiene E

(
1
n

∑n−1
k=0 Xk

)
= 5.501, esto

es representado en la figura 8.2.

(a) n=1000 (b) n=5000

Figura 8.2: 1
n

∑n
i=1Xi, para n = 100 y n = 500.

Por último, presentamos una versión para procesos i.i.d. del principio de grandes desv́ıos.

Teorema 11 (Principio de grandes desv́ıos). Sea {Xn} un proceso independiente e idénticamente distri-
buido con ley P, entonces tenemos que el siguiente ĺımite existe para todo t ∈ R,

ĺım
n→∞

1

n
logP

(
1

n

n−1∑
k=0

Xk > t

)
= −I(t).
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A la función I(·) se le llama función tasa y puede ser obtenida expĺıcitamente, de la siguiente forma:

I(t) = sup
s>0
{st− λ(s)},

donde λ(·) es la función generatriz (de momentos),

λ(s) = logE(esX).

En la siguiente sección mostraremos un análogo tanto del teorema del ĺımite central como de la ley de
los grandes números para el caso de sistemas dinámicos simbólicos.

8.3. Teoremas ĺımite: Sistemas dinámicos

La dependencia a las condiciones iniciales de un sistema dinámico implican la dependencia del proceso
{g ◦ fn}n, donde g es una función de X en R, a la cual llamaremos observable. Sin embargo, aún cuando el
sistema puede ser dotado de una medida invariante que satisface la propiedad de mixing, el sistema exhibe
una forma de independencia asintótica, pues la propiedad mixing de ser la medida implica que

ĺım
n→∞

µ(f−n(U) ∩ V ) = µ(U)µ(V ), U, V ∈ B,

lo que nos dice que los medibles U y V , vistos como eventos, se vuelven independientes bajo la dinámica.
En términos de integrales este ĺımite puede ser reescrito como:

ĺım
n→∞

∫
χf−nU∩V dµ =

∫
χUdµ

∫
χV dµ

ya que χA∩B = χAχB y χf−nA = χA ◦ fn, obtenemos

ĺım
n→∞

∫
χU ◦ fn · χV dµ =

∫
χUdµ

∫
χV dµ.

Dado que este resultado es válido para la caracteŕıstica de cualquier conjunto medible obtenemos para
cualesquiera funciones medibles e integrables g1, g2 con respecto de µ (g1, g2 ∈ L1(µ)),

ĺım
n→∞

∫
g1 ◦ fn · g2dµ =

∫
g1dµ

∫
g2dµ. (8.1)

A la función

Cg1,g2(l) :=

∫
g1 ◦ fn · g2dµ−

∫
g1dµ

∫
g2dµ. (8.2)

se le denomina función de correlación de orden l entre g1 y g2. Si g2 = g1 = g, escribiremos simplemente
Cg(l). Esta cantidad nos ayuda a cuantificar que tan rápido pierde memoria la medida respecto de la
dinámica. La igualdad (8.2) nos dice que para cualesquiera dos observables g1, g2, cuando la medida es
mixing la correlación tiende a 0, cuando l tiende a infinito. El estudiar el orden de convergencia (a 0) de la
función de correlación es fundamental en el estudio de las propiedades estad́ısticas de los sistemas dinámicos.
Un resultado bien conocido y estudiado en el caso en que sistema dinámico está dado por el full shift, es
que cuando las observables satisfacen las propiedad de ser Lipschitz, esta convergencia es exponencialmente
rápida ([19], [49]). Formalmente este hecho es resumido en el siguiente teorema.

Teorema 12 ([19]). Si g1, g2 ∈ Fθ y µ = µφ es el estado de equilibrio asociado con φ ∈ Fθ, entonces
existen constantes D > 0 y β ∈ (0, 1) tales que∥∥∫ (g1 ◦ σn · g2) dµ−

∫
g1dµ

∫
g2dµ

∥∥
∞ ≤ Dβ

n
∥∥g1

∥∥
θ

∥∥g2

∥∥
θ

para todo n ∈ N.
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Es bien sabido que para g ∈ Fθ, la autocorrelación de g decae exponencialmente, esto es,
∣∣Cg(N)

∣∣ =
O(βN ), β ∈ (0, 1). Bajo esta condición en el orden de convergencia (a 0) de la autocorrelación de g, se
obtiene un teorema del ĺımite central (ver [19], [49], [56]).

Teorema 13 (Teorema del ĺımite central para el full shift). Sea g ∈ Fθ y µ = µφ es el estado de
equilibrio asociado con φ ∈ Fθ, entonces existe una constante ξ = ξ(g) ∈ [0,∞) tal que

µ

{
x ∈ ΣT :

1√
n

(Sng(x)− nµ(g)) < r

}
→ 1

ξ
√

2π

∫ r

−∞
e−x

2/2ξ2dx, cuando n→∞.

Cuando la medida es ergódica, tal es el caso de la medida de Gibbs, el teorema ergódico de Birkhoff
que enunciamos a continuación, puede ser visto como la ley fuerte de los grandes números para sistemas
dinámicos, para ser precisos tenemos:

Teorema 14 (Teorema Ergódico de Birkhoff [14]). Sea (X, f,B) un sistema dinámico medible, si f es
una transformación que preserva la medida o equivalentemente µ es f invariante, entonces para cualquier
función g ∈ L1(µ),

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

g(f jx) = g(x), (8.3)

converge casi ciertamente a una función g ∈ L1(µ) tal que∫
gdµ =

∫
gdµ.

Mientras que si µ es ergódica, se tiene que ∫
gdµ = g.

de donde

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

g(f j(x)) =

∫
gdµ, (8.4)

para casi todo x ∈ X (con respecto de µ).

El ĺımite (8.4) se puede interpretar como que el comportamiento observado a largo plazo iguala a su
valor esperado. En particular dado un medible A, para g = χA, (8.4) se transforma en

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

χA(f jx) =

∫
χAdµ = µ(A), (8.5)

para casi todo x ∈ X (con respecto de µ).

Esto es importante en sistemas caóticos, pues si bien en esta clase de sistemas no posible predecir a
largo plazo de la evolución de las órbitas, el teorema ergódico de Birkhoff y en particular (8.5) nos aseguran
que dado un medible A de X, y un punto t́ıpico x ∈ X (x pertenece a conjunto de medida completa), la
frecuencia promedio con la que x visita a A es próxima a la medida de A. Una vez mostrados los resultados
anteriores, en analoǵıa con los teoremas 9, 10 y 11, solo resta preguntarnos por la tasa del convergencia de
Sng a su valor esperado, para algún observable de interés, esto lo haremos en la siguiente sección, para lo
cual introduciremos las desigualdades de concentracción (ver desigualdad (8.16)) las cuales son uno de los
temas centrales de esta tesis.

Para ejemplificar el teorema ergódico de Birkhoff y su relación con la ley fuerte de los grandes números
presentamos el siguiente ejemplo tomado de [45].
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Ejemplo 9. Consideremos X = [−1, 1], f(x) = 1−2x2, y g = χ[0.5,0.7] la función caracteŕıstica del intervalo

[0.5, 0.7]. Dada una condición inicial x0 ∈ [−1, 1], para analizar la convergencia de 1
nSng(x0), mostramos

gráficamente el comportamiento de la sucesión de sumas parciales
{

1
kSkg(x0)

}n
k=1

, para n = 100000. La
gráfica siguiente muestra el comportamiento de las sumas parciales para x0 = −0.2, x0 = 0.52, x0 = 0.6 y
x0 = 0.68.

(a) x0 = −0.2, 1
n
Sng(x0) ≈ 0.08077 (b) x0 = 0.52, 1

n
Sng(x0) ≈ 0.07951

(c) x0 = 0.6, 1
n
Sng(x0) ≈ 0.0788 (d) x0 = 0.68, 1

n
Sng(x0) ≈ 0.079564

Figura 8.3: 1
n
Sng(x0), para n = 100000 y diferentes valores de x0, para el ejemplo 9.

Aunque en este ejemplo hemos considerado pocos valores de x0, las estimaciones hechas de 1
nSng(x0)

parecieran estabilizarse independientemente de x0 en algún valor próximo a 0.8.

8.4. Desigualdades de concentración

Las desigualdades de concentración son una rama de reciente interés en el estudio de las propiedades
estad́ısticas de los sistemas dinámicos. Éstas nos permiten obtener cotas sobre la probabilidad de desv́ıo
de un observable de interés alrededor de su valor esperado [39]. Además, dichas desigualdades nos ofrecen
información acerca de las propiedades de convergencia de cantidades de interés a tiempo finito, es decir,
nos dan resultados no asintóticos acerca de la fluctuación de un observable alrededor de su valor esperado.
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La importancia del estudio de las desigualdades de concentración recae en sus aplicaciones a distintas áreas
tales como análisis funcional, teoŕıa de la información, estad́ıstica [40, 65], f́ısica estad́ıstica [43], teoŕıa de la
probabilidad [17], entre otras. Si bien el estudio del fenómeno de la concentración de la medida para sumas
de variables aleatorias independientes ha sido ampliamente estudiado en la teoŕıa de probabilidad, no fue si
no hasta inicio de los 70’s con la aparición de los métodos de martingalas que fue posible generalizar dicho
resultado para funciones más generales, ver por ejemplo Milman y Gromov [32] y Talagrand [60, 61].

Dado {Xk}nk=1 una familia de variables aleatorias que toma valores en un espacio de probabilidad
(X,B,P), consideramos una variable aleatoria Yn = K(X1, X2, . . . , Xn) donde K : Xn → R es una función
medible, aqúı Xn denota el n-ésimo producto cartesiano de X consigo mismo, entonces el objetivo de las
desigualdades de concentración es el de cuantificar (para cada n) el tamaño de desv́ıo de Yn alrededor de
su valor esperado E(Yn), esto es, encontrar (si es que existe) una función positiva b(n, t), tal que para cada
n ∈ N y todo t ∈ R,

P (| Yn − E(Yn) |> t) ≤ b(n, t).
Bajo ciertas condiciones, en las cuales no profundizaremos en este trabajo, pero recomendamos al lector
interesado ver [50] para más detalles, McDiarmid [42] probó la siguiente desigualdad de concentración.

Teorema 15 (Desigualdad de McDiarmid). Sea {Xk}nk=1 una familia de variables aleatorias (no necesa-
riamente independientes) sobre un espacio de probabilidad (X,B,P), y consideremos una variable aleatoria
Yn = K(X1, X2, . . . , Xn), donde K : Xn → R es una función medida que satisface el supuesto de diferencias
acotadas, esto es,

sup
x1,...,xn,x′i∈X

| K(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn)−K(x1, . . . , xi−1, x
′
i, xi+1, . . . , xn) |< di, (8.6)

para todo i = 1, 2, . . . , n, donde di son constantes positivas arbitrarias. Entonces, para cada t > 0, se
satisface la siguiente desigualdad

P (| Yn − E(Yn) |≥ t) ≤ 2 exp

(
− 2t2∑n

k=1 d
2
k

)
. (8.7)

El siguiente teorema debido a Hoeffding en [34], prueba una desigualdad de concentración para el caso
de suma de variables aleatorias independientes y acotadas.

Teorema 16 (Desigualdad de Hoeffding). Sea {Xk}nk=1 una familia de variables aleatorias independientes
y acotadas, para k ∈ {1, . . . , n}, Xk ∈ [ak, bk] para algunas constantes ak < bk ∈ R, entonces

P
(∣∣∑n

k=1 Yk −
∑n
k=1 E(Yk)

∣∣ ≥ t) ≤ 2 exp

(
− 2t2∑n

k=1 (bk − ak)
2

)
, ∀k ≥ 0. (8.8)

En el caso de los sistemas dinámicos medibles (X,B, f, µ), nos interesa cuantificar el tamaño de desv́ıo
de un observable de interés, valuado en segmentos de órbita alrededor de su valor esperado, es decir, nos
interesa encontrar una función b(n, t) > 0 tal que:

µ
{
x ∈ X :

∣∣K(x, f(x), . . . , fn−1(x))−
∫
K(x, f(x), . . . , fn−1(x))dµ

∣∣ > t
}
≤ b(n, t). (8.9)

En particular, es bien sabido que para sistemas dinámicos simbólicos dotados con una medida de Gibbs
asociada a potenciales con cierta regularidad: Lipschitz [22], [24], condición de Walters [23] (esta condición
implica el mismo resultado para potenciales de variación sumable), un resultado como este se mantiene
para observables separadamente Lipschitz de n-variables, por conveniencia enunciamos a continuación este
resultado para el caso Lipschitz y postergamos su demostración hasta la sección 9.1, mientras que el caso
en el cual se cumple la condición de Walters será tratado en la sección 9.4.1.
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Definición 20. Decimos que un observable K : Σn → R es separadamente Lipschitz de n-variables, si se
satisface

Lipi(K) := sup
x1,...,xi,...,xn

sup
xi 6=x′i

| K(x1, . . . , xi, . . . , xn)−K(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn) |

dθ(xi, x′i)
<∞. (8.10)

Para este tipo de observables se tiene la siguiente desigualdad de concentración exponencial.

Teorema 17 ([22, 24]). Dado el full shift (ΣT , σ) en N śımbolos dotado con una medida de Gibbs µφ
asociada a un potencial φ Lipschitz continuo bajo la métrica usual dθ, y una función K : ΣnT → R Lipschitz
separable de n-variables. Entonces existe una constante D > 0, tal que∫

eK(x,...,σn−1x)dµφ ≤
∫
e
∫
K(y,...,σn−1y)dµφeD

∑n−1
i=0 Lip2

iK , (8.11)

para todo n ∈ N.

Como consecuencia obtenemos una desigualdad de concentración.

Corolario 2. Para todo t > 0,

µφ

(
x : K(x, σx, . . . , σn−1)−

∫
K(y, σy, . . . , σn−1y)dµφ(y) ≥ t

)
≤ e
− t2

4D
∑n−1
i=0

Lipi(K)2 . (8.12)

Vale la pena señalar que la demostración del teorema 17 se basa en las “buenas” propiedades espectrales
del operador de Ruelle Lφ (ver definición 5.1) sobre el espacio de Banach de funciones Lipschitz dotadas
con la norma || · ||θ=|| · ||∞ + | · |θ.

Notemos que dada una función Lipschitz g : (ΣT )
n → R y x ∈ ΣT , la función K(x, σx, . . . , σnx) =∑n−1

k=0 g(σkx) es Lipschitz separable de n-variables, en el lema 1 de la sección 5 se probó que µφ es una
medida ergódica, por lo que el teorema ergódico de Birkhoff (teorema 14) permanece cierto, además es bien
sabido que convergencia puntual implica convergencia en medida, por lo que tiene sentido preguntarnos por
la probabilidad de desv́ıo de

∑n−1
k=0 g(σkx) respecto a

∫
gdµ, en este contexto la desigualdad de concentración

(8.12) nos brinda una cota sobre esta probabilidad a tiempo finito, esto es, la desigualdad (8.12) nos
garantiza la existencia de una constante positiva C, tal que para todo t > 0 la siguiente desigualdad se
satisface

µφ

(
x :
∣∣∣Sng(x)−

∫
gdµ

∣∣∣ ≥ t) ≤ 2 exp
(
−Cnt2

)
, (8.13)

donde C = 1/(4D | f |θ). Remplazando t por t/
√
n en esta desigualdad obtenemos

µφ
(
x :
∣∣Sng(x)− n

∫
gdµ

∣∣ ≥ t√n) ≤ 2 exp
(
−Cnt2

)
, (8.14)

para todo n y t > 0. Finalmente señalamos que este resultado no asintótico es consistente con el teorema
del ĺımite central (teorema 13).

La desigualdad de concentración (8.12) nos permite obtener un análogo al principio de grandes desv́ıos
(teorema 11), para ver esto, sea g un observable Lipschitz integrable tal que

∫
gdµ = 0, entonces de (8.12)

concluimos que
µφ (x : Sng(x) ≥ t) ≤ exp

(
−Cnt2

)
, (8.15)

esta última desigualdad nos proporciona una cota para cada iteración de n de la rapidez de convergencia
de la probabilidad de desv́ıo de Sng respecto de su valor esperado. Por lo que para cada n obtenemos
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1

n
log (µφ (x : Sng(x) ≥ t)) ≤ −Ct2,

de donde

− I(t) = ĺım
n→∞

1

n
log (µφ (x : Sng(x) ≥ t)) ≤ −Ct2. (8.16)

Mientras que el principio de grandes desv́ıos (teorema 11), nos garantiza que para valores “muy grandes”
de n, µφ (x : Sng(x) ≥ t) puede ser aproximada por e−nI(t), la desigualdad (8.15) nos ofrece la posibilidad
de determinar una cota sobre la probabilidad de desv́ıo para cualquier valor de n, si bien las estimación para
valores pequeños de n pueden no ser tan buenas, la importancia de este resultado recae en su practicidad,
pues para poder ser aplicado básicamente solo necesitamos estimar la constante Lipschitz de g. De aqúı la
importancia de tener una estimación de la constante de concentración D que aparece en el teorema 17, esta
estimación es realizada en la sección 9.1.



9. Resultados en sistemas simbólicos

El objetivo general de esta parte del trabajo se centró en estudiar las desigualdades de concentración
en sistemas simbólicos y sus aplicaciones. Dentro de los resultados obtenidos destacan la estimación de la
constante de concentración en el caso de medidas de Gibbs asociada a potenciales Hölder, dicha estimación
es presentada en la sección 9.1. En la sección 9.2 obtendremos v́ıa desigualdades de concentración, una cota
en la rapidez de convergencia del teorema ergódico de Birkhoff, la cual nos permite extender los resultados
clásicos sobre este tema al poder considerar funciones continuas y acotadas casi en todas partes con respecto
de µφ. Finalmente generalizamos los resultados de concentración a funciones Lipschitz separables de n-
variables sobre shifts contables de Markov, este resultado es mostrado en la sección 9.4.

9.1. Estimación de la constante de concentración

En esta sección demostramos el teorema 17. Además, utilizando resultados de Stoyanov [59] sobre las
propiedades espectrales del operador de Ruelle damos una estimación expĺıcita de la constante de concen-
tración D.

Demostración del teorema 17. Dada una función K :
(
AN)m → R separadamente Lipschitz de m-variables,

y sucesiones z, xi ∈ AN, i = 0, 1, . . . ,m, introducimos la siguiente extensión del operador de Ruelle, el cual
lleva funciones de m− 1 variables a funciones de m variables

(LφK)(x1, x2, . . . , xm−1) :=
∑

z∈σ−1(x1)

eφ(z)K(z, x1, x2, . . . , xm−1)

Poniendo Skφ =
∑k−1
i=0 φ ◦ σi, es fácil ver que

(LjφK)(x1, x2, . . . , xm−j) :=∑
y∈σ−j(x1) e

Sjφ(y)K(y, σ(y), σ2(y), . . . , σj−1(y), x1, x2, . . . , xm−j).

Si U(x) = K(x, . . . , σn−1(x)), entonces

LU(x) = (LjφK)(x, . . . , σn−2(x)).

La siguiente serie de lemas son la clave en nuestra estimación de la constante de concentración.

Lema 5 ([27]). Sea (Y, ν) un espacio de probabilidad, sea g : Y → R acotada y ν-medible. Entonces tenemos∫
Y

eg(y)−ν(g)dν ≤ exp
(

1

8
osc2(g)

)
, (9.1)

donde osc(g) := supy,y′∈Y (g(y)− g(y′)).

36
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Usando de forma recursiva esta desigualdad, obtenemos el siguiente lema (para ver una demostración
de teorema sugerimos ver la demostración del lema II.2 en [25]).

Lema 6. Para (ΣT , µφ), donde µφ es una medida de Gibbs asociada a un potencial Lipschitz φ, obtenemos
la siguiente desigualdad∫

exp
(
K(x, σx, . . . , σn−1x)

)
dµφ ≤ exp

∫ K(x, σx, . . . , σn−1x) +
1

8

n−1∑
j=0

osc1

(
LjφK

) , (9.2)

donde
osc1

(
LjφK

)
:= sup

y 6=y′
sup

x2,...,xn−1

{
K(y, x2, . . . , xn−1)−K(y′, x2, . . . , xn−1)

}
y, x1, . . . , xn−1 ∈ ΣT .

El siguiente lema, el cual demostraremos un poco más adelante, es la herramienta principal en la
estimación de la constante de concentración D.

Lema 7. Existen constantes D0 > 0 y 0 < β < 1 tales que para cualquier entero positivo n, y para cualquier
función real K Lipschitz separable de n variables, tenemos para todo 0 ≤ k < n

osc1(Lk(K)) ≤ D0

k+1∑
j=1

β
k+1−j

Lipj(K),

y

osc1(Ln(K)) ≤ D0

n∑
j=1

β
n−j

Lipj(K). (9.3)

Donde osc1(K) := supy 6=y′ supx2,...,xn{K(y, x2, . . . , xn)−K(y′, x2, . . . , xn)}.

Usando la desigualdad (9.3) junto con la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho de que 0 < β < 1
obtenemos

n−1∑
j=0

osc21(Ln(K)) ≤ D2
0

(1− β)2

n∑
i=1

Lip2
iK,

entonces para concluir con la demostración del teorema 17 podemos tomar

D =
D2

0

(1− β)2
. (9.4)

�
Dado que estamos interesados en obtener una estimación expĺıcita de la constante D, realizamos ahora

la demostración del lema 7, pues es justo esta prueba la herramienta necesaria para dar una estimación de la
constante de concentración D que aparece en el teorema 17, para ello utilizamos los resultados presentados
en la sección 5, los cuales son tomados del trabajo de Stoyanov en [59] y que por completitud incluimos
aqúı

b = bf := máx{1, | φ |θ}, K = Bbr0 , (9.5)

B =
e

2θ
1−θ n(M+1)e2(M+1)|φ|θ

1− θ
, r0 =

log n+ 2 || φ ||∞
| log θ |

, (9.6)

ρ = 1− 1− θ
8K3

∈ (0, 1), Dφ =
100K5b3

1− θ
. (9.7)
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Lema 8. Para cada g ∈ Fθ, tenemos∥∥Lφng − ∫ gdµ∥∥∞ ≤ 8K2bβn
∥∥g∥∥

θ
, (9.8)

donde β = 1− 1−θ
4K3 ∈ (θ, 1).

Demostración del Lema 7. Nuestro objetivo es probar las desigualdades en el lema 7, ya que ambas demos-
traciones son análogas procedemos como sigue:

Para un vector fijo estimamos rm−j−1
1 := (r1, r2, . . . , rm−j−1) ∈

(
AN)m−j−1

la cantidad

sup
y 6=y′

{
(LjφK)(y, rm−j−1

1 )− (LjφK)(y′, rm−j−1
1 )

}
, (9.9)

ahora fijamos un x∗ ∈ AN arbitrario. Para 1 ≤ l ≤ j, introducimos la siguiente sucesión de funciones
auxiliares de l variables

vjl (x
1, x2, . . . , xl) := K(x1, x2, . . . , xm−j , x∗, σ(x∗), . . . , σj−lx∗, rm−j−1

1 ),

para j ≥ 0, consideramos
vj0 := K(, x∗, σ(x∗), . . . , σjx∗, rm−j−1

1 ),

y

vjj+1(x1, x2, . . . , xj+1) := K(x1, x2, . . . , xj+1, rm−j−1
1 ),

esto nos permite escribir

K(x, σ(x), . . . , σj(x), rm−j−1
1 ) =

vj0 +
∑j
l=0[vjl+1(x, σ(x), . . . , σlx)− vjl (x, σ(x), . . . , σl−1x)].

Aplicando Ljφ a esta expresión y usando el hecho de que Lφvj0 = vj0, obtenemos

(LjφK)(x, rm−j−1
1 ) =

vj0 +
∑j
l=0 L

j
φ[vjl+1(x, σ(x), . . . , σlx)− vjl (x, σ(x), . . . , σl−1x)] =

vj0 +
∑j
l=0 L

j−l
φ (Llφ[vjl+1(x, σ(x), . . . , σlx)− vjl (x, σ(x), . . . , σl−1x)]).

Finalmente ponemos

wjl (x) =
∑

z∈σ−l(x)

eSlφ(z)[vjl+1(x, σ(x), . . . , σlx)− vjl (x, σ(x), . . . , σl−1x)],

de donde obtenemos

(LjφK)(x, rm−j−1
1 ) = vj0 +

j∑
l=0

Lj−lφ wjl (x),

un cálculo directo nos lleva a

‖wjl ‖∞ ≤ Lipl+1(K) y | wjl |θ≤ 2

l∑
i=0

θl−i Lipi+1(K),
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de lo cual se sigue que

‖wjl ‖θ ≤ Lipl+1(K) + 2

l∑
i=0

θl−i Lipi+1(K) ≤ 3

l∑
i=0

θl−i Lipi+1(K). (9.10)

Poniendo g = wjl en (9.8), obtenemos∣∣∣∣Lj−lwjl − ∫ wjl dµ∣∣∣∣∞ ≤ 8K2bβj−l
∣∣∣∣wjl ∣∣∣∣θ ,

por otro lado estimando osc1(Ljφ), tenemos∣∣∣Ljφwjl (y, rn−j−1
1 )− Ljφw

j
l (y
′, rn−j−1

1 )
∣∣∣ =

∣∣vj0 +
∑j
l=0 L

j−lwjl (y)− vj0 −
∑j
l=0 L

j−lwjl (y
′)
∣∣

=
∣∣∑j

l=0 L
j−lwjl (y)−

∑j
l=0

∫
wjl dµ+

∑j
l=0

∫
wjl dµ−

∑j
l=0 L

j−lwjl (y
′)
∣∣

≤
∑j
l=0

(∣∣Lj−lwjl (y)−
∫
wjl dµ

∣∣+
∣∣Lj−lwjl (y′)− ∫ wjl dµ∣∣)

≤ 2
∑j
l=0

∣∣∣∣Lj−lwjl − ∫ wjl dµ∣∣∣∣∞ ≤ 16K2b
∑j
l=0 β

j−l‖wjl ‖θ

≤ 48K2b
∑j
l=0 β

j−l∑l
i=0 θ

l−iLipi+1(K),

donde la última desigualdad se sigue de (9.10), como θ < β < 1, obtenemos

j∑
l=0

βj−l
l∑
i=0

θl−i Lipi+1(K) ≤
j∑
l=0

l∑
i=0

βj−i Lipi+1(K).

Por lo tanto

osc1(Ljφ) ≤
j∑
l=0

l∑
i=0

βj−i Lipi+1(K),

poniendo β1 = 1+β
2 , queremos obtener una constante C > 0 independiente de n, tal que

j∑
l=0

l∑
i=0

βj−i Lipi+1(K) ≤ C
j∑
i=0

βj−i1 Lipi+1(K),

comparando término a término, para cada m ∈ R+, queremos obtener una constante positiva C, tal que

mβm−1 ≤ C
[
1+β
2

]m−1
,

lo cual es equivalente a encontrar el máximo de la función

f(n) = n
[

2β
1+β

]n−1

,

esta función alcanza su máximo en N =
−1

log( β
1+β ) + log(2)

, por lo que obtenemos C = f(N), es decir,

C = −1
log( 2β

1+β )

[
2β

1+β

] −1

log(
2β

1+β
)
−1

(9.11)

por lo tanto

osc1(Ljφ) ≤ 48K2bC

j∑
i=0

βj−i1 Lipi+1(K). (9.12)
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TomandoD0 = 48K2bC y β = β1 concluimos la demostración. �

Finalmente, notemos que la demostración anterior nos da una cota expĺıcita del valor de D0, por lo
que utilizando (9.4) obtenemos la siguiente estimación de la constante de concentración enunciada en el
teorema 17.

D =
2304K4b2C2

(1− β)2
. (9.13)

Donde los parámtros b, K, β y C están definidos en las expresiones (9.5) y (9.11).

Vale la pena señalar que el resultado de concentración demostrado en esta sección, es válido para el
caso de sistemas dinámicos simbólicos dotados de medidas de Gibbs asociadas a potenciales Lipschitz,
y observables que satisfacen la condición de ser separadamente Lipschitz de n-variables. En la siguiente
sección utilizando resultados recientes sobre concentración de Chazottes, Moles y Ugalde [23], junto con la
técnica de aproximación de observables desarrollada por Podving en [48], extendemos el resultado (8.13)
para observables más generales.

9.2. Condición de Walters y concentración

Chazottes, Moles y Ugalde en [23] probaron los mismos resultados sobre concentración para sistemas
dinámicos simbólicos dotados con una medida de Gibbs que los mostrados en la sección 8.4, en el caso en
que el potencial φ satisface la condición de Walters, esto es, ellos probaron un resultado análogo al teorema
17, corolario 2, desigualdades 8.13 y 8.14 para potenciales que satisfacen la condición de Walters, la cual
definimos a continuación.

Dado un potencial φ y x, y ∈ AN, ponemos

W (φ, x, y) = supn∈N supa∈An
∣∣∑n−1

i=0 φ(σiax)− φ(σiay)
∣∣ ,

supongamos que existe una constante positiva W (φ) (dependiendo de φ), tal que

W (φ, x, y) ≤W (φ).

Para k ∈ N, sea

Wk(φ) := sup
{
W (φ, x, y) : xi = yi, 0 ≤ i ≤ k − 1

}
.

Entonces, decimos que φ satisface la condición de Walters si (Wk(φ))
∞
k=1 es una sucesión decreciente

de números positivos que converge a cero, cuando k tiende a infinito. A partir de esta sucesión definimos
la distancia dφ sobre AN como sigue, dφ(x, y) = Wk(φ) si dθ(x, y) = θk y dφ(x, x) = 0. Para esta distancia
el espacio de funciones Lipschitz es el conjunto

Fφ := {f : AN → R : varkφ ≤ CWk(φ), C > 0, k = 0, 1, 2, . . . },

y para una f ∈ Fφ su mı́nima constante Lipschitz está dada por

| f |φ= sup

{
varkf

Wk(φ)
: k ∈ N

}
.

Observación 5. Es fácil ver que cuando Wn (φ) = O (θn) la distancia dφ y dθ son equivalentes y Fφ = Fθ.
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El teorema 2.1 en [23], afirma que para cualquier potencial φ que satisface la condición de Walters
existe un único estado de equilibrio, de hecho, al igual que el caso φ Lipschitz este teorema prueba que
dicho estado es mixing y aśı en particular µφ es una medida ergódica.

El siguiente teorema garantiza que bajo ciertas condiciones en Wn, el sistema (ΣT , σ, µφ) satisface una
desiguadad de concentración.

Teorema 18 ([23]). Sea φ : ΣT → R un potencial, para el cual uno de los siguientes incisos se cumple

1. Wn(φ) = O(θn),

2. Wn(φ) = O(n−β) para algún β > 1,

3. Wn(φ) = O(θ(logn)β ) para algún θ ∈ (0, 1) y β > 1,

4. Wn(φ) = O(e−cn
β

) para algún c > 0 y β ∈ (0, 1).

Entonces, el sistema (ΣT , σ, µφ) satisface una desigualdad de concentración exponencial, para cualquier
función K Lipschitz separable de n-variables respecto de dθ, es decir, se cumple∫

exp
(
K(x, σx, . . . , σn−1x)

)
dµφ(x) ≤ exp

(∫
K(x, σx, . . . , σn−1x)

)
dµφ(x) exp

(
D

n−1∑
j=0

Lip2i (K)

)
. (9.14)

Como corolario tenemos:

Corolario 3. Para todo t > 0, se satisfacen las desigualdades (8.13) y (8.14).

En el caso del corolario 2, el resultado puede ser extendio a considerar observables g : ΣT → R Lipschitz
con respecto a dφ, lo cual enunciamos a continuación.

Corolario 4. Si Wn(φ) satisface uno los incisos del teorema 18, entonces para cualquier g ∈ Fφ existe
una constante positiva D tal que para cualquier t > 0 y todo n ∈ N

µφ
(
x : Sng(x)−

∫
gdµφ ≥ t

)
≤ e
− nt2

4D|g|2
φ (9.15)

y

µφ
(
x :
∣∣Sng(x)−

∫
gdµφ

∣∣ ≥ t) ≤ 2e
− nt2

4D|g|2
φ . (9.16)

Observación 6. Si φ satisface una de las condiciones del teorema 18, entonces el punto crucial en la
estimación de una cota sobre la probabilidad de desv́ıo (8.13) recae en el hecho de que g pertence a Fφ.
Note además que cuando Wn (φ) = O(θn), obtenemos el caso Lipschitz, por lo que bajo esta condición se
tiene que Fφ es simplemente el espacio de funciones Lipschitz con respecto a dθ, por lo que en este sentido los
resultados presentados en esta sección, extienden los resultados existentes al considerar funciones Lipschitz
respecto a nueva métrica, lo cual nos permite obtener como caso particular los resultados ya conocidos.

Si bien, los resultados mostrados en esta sección permiten extender los resultados conocidos sobre
concentración, también nos hacen cuestionarnos si es posible obtener los mismos resultados o algunos
de sus corolarios para funciones menos regulares respecto de la métrica usual del sistema simbólico. En
este sentido en la siguiente sección mostraremos que es posible extender algunos de los resultados de
concentración para funciones continuas y acotadas casi en todas partes con respecto de µφ, cuando ΣT es
dotado con la distancia dθ.
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9.3. Aproximación de observables

En esta sección, siguiendo la construcción propuesta en [35], extendemos las conclusiones del corolario 4
para funciones menos regulares. Formalmente consideramos el full shift en N śımbolos (AN, σ) dotado con
estructura de espacio métrico al considerar la distancia d = dθ o d = dφ, por conveniencia cuando los resul-
tados y/o construcciones realizadas en esta sección sean válidos tanto para dθ como para dφ simplemente
escribiremos d en lugar de distinguir cada uno de los casos, y cuando no sea esta la situación escribiremos
expĺıcitamente el sub́ındices θ o φ para señalar que lo enunciado solo es válido cuando se considera la
distancia correspondiente al sub́ındice.

Sea µφ el estado de equilibrio asociado a un potencial φ que satisface una de las propiedades enunciadas
en el teorema 18 y supongamos que g : AN → R es una función acotada casi en todas partes con respecto
de µφ, esto es, g es continua y ‖g‖∞ <∞ salvo en un conjunto de medida nula con respecto a µφ, entonces
dado un δ > 0 definimos las siguientes funciones

gδ1(x) = ı́nf
y∈AN

(
g(y) + 2‖g‖∞δ−1d(x, y)

)
, gδ2(x) = sup

y∈AN

(
g(y)− 2‖g‖∞δ−1d(x, y)

)
. (9.17)

Además, afirmamos que tanto gδ1 como gδ2 son Lipschitz continuas con constante 2‖g‖∞δ−1 y que la siguiente
desigualdad se mantiene

gδ1(x) ≤ g(x) ≤ gδ2(x). (9.18)

La primera parte de la afirmación se sigue de que

| gδ1(x)− gδ1(z) |≤ sup
y∈AN

{
2‖g‖∞δ−α | d(x, y)− d(y, z) |

}
≤ 2‖g‖∞δ−α sup

y∈AN
{d(x, z)} , (9.19)

donde la última desigualdad se sigue de la segunda desigualdad del triángulo, además notemos que d(x, z)
es independiente de y, por lo que | gδ1(x) − gδ1(z) |≤ 2‖f‖∞δ−αd(x, z). De forma completamente análoga
se puede probar que gδ2 es Lipschitz. Para probar la segunda parte de la afirmación, sea x ∈ AN fijo pero
arbitrario y consideramos los siguientes conjuntos

S(x) :=
{
g(y) + 2‖g‖∞δ−αd(x, y) : y ∈ AN} , s(x) :=

{
g(y)− 2‖g‖∞δ−αd(x, y) : y ∈ AN} ,

es fácil ver que g(x) ∈ S(x) y que g(x) ∈ s(x), por lo que tomando ı́nfimo y supremo sobre todos los y ∈ AN

respectivamente, se sigue que g(x) ≥ gδ1(x) y g(x) ≤ gδ2(x) de donde concluimos la afirmación.

Dado que (9.17) y (9.18) son ciertas para cualquier δ > 0 y en la conclusión de los resultados nos interesa
el caso ĺımite en que δ tiende a cero, en el resto del trabajo a menos que se especifique expĺıcitamente
lo contrario siempre supondremos que δ = θ y pondremos g(x) = ĺımN→∞ supd(x,y)≤θN g(y) y g(x) =
ĺımN→∞ ı́nfd(x,y)≤θN g(y). Entonces g se dice que es continua µφ-a.e. si

µφ
{
x ∈ AN : g(x)− g(x) > 0

}
= 0.

El siguiente teorema nos permite obtener una cota en la tasa de convergencia del teorema ergódico de
Birkhoff para la clase de observables continuos y acotados casi en todas partes con respecto a µφ, para el
caso en que el estado de equilibrio µφ está asociado con un potencial que satisface unos de los incisos de
las hipótesis del teorema 18.

Proposición 3. Sea φ : AN → R un potencial que satisface una de las siguientes condiciones

1. Wn(φ) = O(θn),

2. Wn(φ) = O(n−β) para algún β > 1,
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3. Wn(φ) = O(θ(logn)β ) para algún θ ∈ (0, 1) y β > 1,

4. Wn(φ) = O(e−cn
β

) para algún c > 0 y β ∈ (0, 1).

Si µφ denota el estado de equilbrio asociado con φ, entonces para cualquier g : (AN, dθ) → R continuo y
acotado µφ-a.e. y cualquier t > 0, n,N ∈ N, tenemos

µφ
{
x ∈ AN :

∣∣Sng(x)− µφ(g)
∣∣ ≥ t+ ρg(θ)

}
≤ µφ

{
x ∈ AN :

∣∣Sngθ1(x)− µφ(gθ1)
∣∣ ≥ t}+ µφ

{
x ∈ AN :

∣∣Sngθ2(x)− µφ(gθ2)
∣∣ ≥ t} , (9.20)

donde ρg(θ) es el módulo de continuidad promedio de g, es decir,

ρg(θ) = µφ

(
sup
N≥N

{
| g(x)− g(y) |: xi = yi, i = 0, 1, . . . , N

})
.

Demostración. Como Wn(φ) satisface las hipótesis del teorema 18, el estado de equilibrio µφ es ergódico,
entonces podemos aplicar el teorema 2 en [35] a g para garantizar que µφ(g) tiene sentido. Notemos que
para cada N ∈ N, θN define un δ = δN positivo, el cual tiende a 0 cuando N →∞ y

sup
d(x,y)≤δN

| g(x)− g(y) |= sup
N≥N

{
| g(x)− g(y) |: xi = yi, i = 0, 1, . . . , N

}
.

Luego el teorema 1 en [48], establece que bajo estas condiciones (9.20) se satisface.

La proposición 3 junto con la cota (9.16) obtenida en el corolario 4, nos permite obtener una cota
expĺıcita de la probabilidad de desv́ıo de la suma ergódica Sng(x) a su media para la clase de funciones
continuas y acotadas casi en todas partes con respecto de µφ. Nuestro siguiente teorema generaliza los
resultados existentes para potenciales y observables Lipschitz, pues como mencionamos con anterioridad
cuando Wn(φ) = O(θn) recobramos el caso Lipschitz, ver por ejemplo corolario 3.3 en [24] y la desigualdad
(3.6) en [23]. La novedad aqúı corresponde con el caso en que Wn(φ) satisface los incisos 2, 3 y 4, y los
observables son continuos y acotados µφ-a.e., pues en este caso los estados de equilibrio están asociados
con un potencial no Lipschitz y los observables tampoco lo son, sin más preámbulo enunciamos nuestro
resultado principal a continuación:

Teorema 19. Sea φ : AN → R un potencial para el cual se cumple una de las siguientes condiciones

1. Wn(φ) = O(θn),

2. Wn(φ) = O(n−β) para algún β > 1,

3. Wn(φ) = O(θ(logn)β ) para algún θ ∈ (0, 1) y β > 1,

4. Wn(φ) = O(e−cn
β

) para algún c > 0 y β ∈ (0, 1).

Y sea µφ el único estado de equilibrio asociado con φ, entonces para cualquier función g : (AN, dθ) → R
continua y acotada µφ-a.e., t > 0 y cualquier n ≥ 1, obtenemos la siguiente cota

µφ
{
x ∈ AN :

∣∣Sng(x)− µφ(g)
∣∣ ≥ t+ ρg(θ)

}
≤ 4 exp

(
− t2θ2n

16D‖g‖2∞

)
.

Demostración. De (9.20) en el teorema 3 y (9.16) en el corolario 4, tenemos

µφ
{
x ∈ AN :

∣∣Sng(x)− µφ(g)
∣∣ ≥ t+ ρg(θ)

}
≤ 4 exp

(
− t2n

4Dmáx
{
| gθ1 |2θ, | gθ2 |2θ

}) , (9.21)
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donde

ρg(θ) = µφ

(
sup
N≥N

{
| g(x)− g(y) |: xi = yi, i = 0, 1, . . . , N

})
y gθ1 , gθ2 están definido en (9.17).

Usando el hecho de que | gθi |θ≤ 2‖g‖∞, el lado derecho de (9.21) está acotado por 4 exp
(
− t2θ2n

16D‖g‖2∞

)
y aśı

µφ
{
x ∈ AN :

∣∣Sng(x)− µφ(g)
∣∣ ≥ t+ ρg(θ)

}
≤ 4 exp

(
− t2θ2n

16D‖g‖2∞

)
, para todo n ≥ 1.

Del corolario 4 en la sección 9.2 se sigue que la construcción en (9.17) se mantiene válida para dφ en
lugar de dθ, por lo que tenemos el siguiente resultado para observables continuos y acotados casi en todas
partes.

Teorema 20. Supongamos que Wn(φ) satisface uno de los incisos en las hipótesis del teorema 19, entonces
existe una constante D tal que para cualquier función g : (AN, dφ)→ R continua y acotada µφ-a.e., δ, t > 0
y cualquier n ≥ 1, se tiene la siguiente desigualdad:

µφ
{
x ∈ AN :

∣∣Sng(x)− µφ(g)
∣∣ ≥ t+ ρg(δ)

}
≤ 4 exp

− t2n

4Dmáx
{∣∣gδ1∣∣2φ , ∣∣gδ2∣∣2φ}

 , (9.22)

donde
∣∣gδi ∣∣φ = supn≥1

{
varn(gδi )

Wn(φ)

}
, i = 1, 2.

Vale la pena señalar que la constante D en este teorema puede ser diferente de la que aparece en el
teorema 19 (ver el teorema 3.5 en [23]).

Demostración. Para cualquier δ > 0, gδ1 y gδ1 son funciones dφ-Lipschitz con constante Lipschitz
∣∣gδi ∣∣φ ≤

2‖g‖∞δ−1, i = 1, 2 (ver por ejemplo [35]). Entonces el teorema 3.5 en [23] aplicada a gδ1 y gδ2 garantiza la
existencia de una constante positiva D, tal que para todo t > 0 y todo n ≥ 1

µφ
{
x ∈ AN :

∣∣Sngδi (x)− µφ(gδi )
∣∣ ≥ t} ≤ exp

− nt2

4D
∣∣gδi ∣∣2φ

 , i = 1, 2,

por lo tanto

µφ
{
x ∈ AN :

∣∣Sngδ1(x)− µφ(gδ1)
∣∣ ≥ t}+ µφ

{
x ∈ AN :

∣∣Sngδ2(x)− µφ(gδ2)
∣∣ ≥ t}

≤ exp

− nt2

4Dmáx

{∣∣∣gδ1∣∣∣2φ,
∣∣∣gδ2∣∣∣2φ

}
 .

(9.23)

De esta desigualdad y el teorema 1 en [48] se sigue el resultado.

El resultado enunciado en el teorema 20 constituye una extensión de la aplicación del resultado clásico
de concentración, el cual nos ayuda a determinar una cota de la probabilidad de desv́ıo de la suma ergódica
a su valor esperado cuando el observable satisface la condición de ser Lipschitz respecto de la métrica usual
dθ o la métrica dφ introducida en [23], este resultado permite a los observables tener un poco menos de
regularidad, como corolario tenemos:
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Corolario 5. Bajo las hipótesis del teorema 20, para cualquier δ ∈ (0, 1), t > 0, n ≥ 1 y g : (AN, dφ)→ R
continua y acotada µφ-a.e., tenemos

µφ
{
x ∈ AN :

∣∣Sng(x)− µφ(g)
∣∣ ≥ t+ ρg(δ)

}
≤ 4 exp

(
− t2δ2n

16D‖g‖2∞

)
.

Los resultados presentados en el teorema 20 y el corolario 5 son nuevos en literatura y extienden los
resultados existentes al considerar funciones no necesariamente Lipschitz. El aporte principal de este trabajo
de tesis a las desigualdades de concentración para sistemas dinámicos simbólicos dotados de una medida
de Gibbs, se presenta en la siguiente sección.

9.4. Shift contable de Markov

En esta sección introducimos la teoŕıa suficiente para describir el shift contable de Markov, el cual surge
al considerar alfabetos contables (no necesariamente finitos), para ello dado un alfabeto contable A y una
matriz T = (tij)A×A de ceros y unos, sin columnas, ni filas idénticamente cero, definimos el shift de Markov
contable generado por T, como

ΣT := {x = (x0x1 . . . ) : xi ∈ A y txixi+1 = 1} .

Al igual que para alfabetos finitos dotamos a ΣT con la sigma álgebra generada por la topoloǵıa cuya base
está dada por los cilindros [an−1

0 ] := {x ∈ ΣT : xi = ai, i = 0, 1, . . . , n − 1} con a0, a1, . . . an−1 ∈ A, a
diferencia del caso finito cuando A es contable infinito, ΣT no es compacto y los supuestos hechos en el
caṕıtulo 4 sobre T y φ no son suficientes para garantizar la existencia de una medida de Gibbs, lo cual
constituye uno de los principales problemas al considerar alfabetos contables, por lo que preguntarnos por
el fenómeno de concentración de la medida para el caso contable podŕıa carecer de sentido. Sin embargo,
para este caso Sarig en [52] probó la existencia de una medida de Gibbs bajo ciertas condiciones sobre el
potencial φ y la matriz de transición T , las cuales enunciaremos a continuación, pero primero necesitamos
las siguientes definiciones:

Definición 21. La presión de Gurevich de φ está definida como el ĺımite

PG(φ) := ĺım
n→∞

1

n
log

∑
σnx=x

eφn(x)χ[a](x),

donde χ[a] es la función caracteŕıstica del cilindro [a], a ∈ A.

Definición 22. Decimos que la matriz T satisface la propiedad de las grandes imágenes y preimágenes
(propiedad BIP por sus siglas en inglés) si:

existen b1, b2, . . . , bN ∈ A tales que, para todo a ∈ A, existe i, j, para los cuales tbiatabj = 1.

A menos que se especifique lo contrario, la notación de distancia, variación y espacio de funciones serán
las mismas que las definidas en la sección 4, esto es, dθ denotará la regla para distancia que la definida para
el caso | A |<∞, vark(·) estará dado por la ecuación 4.1 y C(AN) denotará el espacio de funciones continuas.
El siguiente resultado, aunque válido para potenciales más generales que los Lipschitz, es presentado en
este último contexto, ya que nuestros resultados principales enunciados en las secciones subsecuentes de
esta tesis corresponden a potenciales Lipschitz continuos.

Teorema 21 ([52]). Si (ΣT , σ) es topológicamente mixing y φ ∈ Fθ, entonces φ tiene una medida de Gibbs
invariante si y solo si T satisface la propiedad de las grandes imágenes y preimágenes y PG (φ) <∞.
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El teorema anterior establece que cuando el shift contable de Markov es topológicamente mixing y el
potencial φ es Lipschtiz continuo, la propiedad BIP junto con el supuesto de que el potencial tiene presión
de Gurevich finita son condiciones suficientes y necesarias para garantizar la existencia de una medida de
Gibbs sobre el shift de Markov contable, por lo que este teorema da pie a preguntarnos por la posibilidad
de obtener una desigualdad de concentración exponencial para este caso, es decir, preguntarnos si sobre
(ΣT , σ, µφ) se satisface una desigualdad del tipo (9.14) para el caso en que µφ es la medida de Gibbs aso-
ciada a un potencial φ satisfaciendo las condiciones del teorema 21. En este proyecto de tesis probaremos
que en efecto para el shift contable de Markov dotado de una medida de Gibbs se satisface una desigualdad
de concentración exponencial, para probar esta afirmación comenzamos con algunos resultados preliminares.

Sea β la partición más pequeña con la propiedad de que la sigma álgebra generada por β contiene a
{σ[a] : a ∈ A}, y definamos

Dβf := sup
B∈β

sup
x 6=y∈B

| f(x)− f(y) |
dθ(x, y)

y F := {f : X → R : || f ||F :=|| f ||∞ +Dβf <∞}.

Vale la pena señalar que F es invariante bajo Lφ y que además este espacio tendrá un rol fundamental en
la prueba de una desigualdad de concentración en el caso en que A es contable no finito.

Si φ ∈ F , se tiene el siguiente resultado.

Teorema 22. Si (ΣT , σ) es topológicamente mixing, T satisface la propiedad BIP y φ ∈ Fθ, entonces:

(1) existe un número real λ > 0, una función positiva Lipschitz continua h, y una medida ν finita sobre
los cilindros, tal que Lφh = λh, L∗φν = λν, y

∫
hdν = 1;

(2) 0 < h <∞ y ν(X) <∞.

(3) Existen constantes C > 0 y ρ ∈ (0, 1) tales que para todo f ∈ F ,∥∥λ−nLnφf − h ∫ fdν∥∥F ≤ Crn || f ||F . (9.24)

Este teorema es una combinación de los corolarios 2 y 3 en [52] o una consecuencia directa del corolario
2 en dicho trabajo junto con el teorema 5 y lema 6 en [51]. Del teorema 2 en [52] y la observación 5 en [51]
se sigue que µ = hν es una medida de Gibbs invariante con operador de transferencia Lφf = λ−1h−1Lφ(hf).

En lo que sigue siempre supondremos que las hipótesis sobre (ΣT , σ), φ, T y PG(φ) del teorema 22 se
cumplen y h, ν, λ, C y r siempre denotarán a la función, medida y constantes en la conclusión del mismo
teorema. Finalmente, denotamos por µφ a la medida de Gibbs hν.

Observación 7. De lo argumentado anteriormente y poniendo g = λ−1heφ

h◦σ , se tiene que Llog g es el operador

de transferencia de µ, de hecho g es el Jacobiano inverso de σ y por lo tanto g(k) = λ−kheφi

h◦σ es el Jacobiano
inverso de σk. Es importante notar que la invarianza de µ implica que

Σσiy=zg
(i)(y) = 1, (9.25)

y usando el hecho de que h es acotada fuera de cero e infinito, g(n) satisface la propiedad de distorsión, es
decir, existe una constante C > 0 tal que para todo k > 0∣∣∣∣1− g(k)(x′)

g(k)(y′)

∣∣∣∣ ≤ Cdθ(x, y) para todo x, y tales que xi = yi, i = 0, 1, . . . , n− 1. (9.26)

Ver por ejemplo [23], [41] o [51].
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9.4.1. Desigualdades de concentración en alfabetos contables

Note que cualquier función K separadamente Lipschitz de n variables puede ser identificada con una
función de ΣN

T a R, para esto es suficiente poner Lipi(K) = 0 para todo i ≥ n. Por lo que siguiendo la
misma ĺınea que la prueba de concentración en [22] definimos:

Kp(xp, xp+1, . . . ) =
∑

σpy=xp

g(p)(y)K(y, . . . , σp−1y, xp, . . . ).

Para probar concentración en el caso contable no finito es necesario probar el siguiente lema.

Lema 9. Existen constantes C > 0 y ρ ∈ (0, 1) tales que para todo n ∈ N

∣∣Kp(xp, xp+1, . . . )−
∫
K(y, . . . , σp−1y, xp, . . . )dµφ

∣∣ ≤ C p−1∑
j=0

Lipj(K)ρp−1−j .

Demostración. Ya que la prueba de este lema es una adaptación de la presentada en [22], preferimos hacer
solo un esbozo de la misma, señalando la diferencia de nuestro caso con el expuesto en el trabajo antes
citado, la proposición 4 enunciada a continuación es la piedra angular en la obtención de nuestro resultado
principal.

Esbozo de la prueba:

1) Fijando x∗ ∈ X y poniendo

Kp(xp, . . . ) =

p−1∑
i=1

∑
σp(y)=xp

g(i)(y)
(
K(y, . . . , σiy, x∗, . . . , x∗, xp, . . . )−K(y, . . . , σi−1y, x∗, . . . , x∗, xp, . . . )

)

+K(x∗, . . . , x∗, xp, . . . ).

2) Definimos

H(y, . . . , T iy) := K(y, . . . , T iy, x∗, . . . , x∗, xp, . . . )−K(y, . . . , T i−1y, x∗, . . . , x∗, xp, . . . ).

introducimos también

fi(z) :=
∑
σiy=z

g(i)(y)H(y, . . . , T iy).

Dado que K es separadamente Lipschitz de n variables, tenemos

‖H‖∞ ≤ Lipi (K) y ‖fi‖∞ ≤ CLipi(K), (9.27)

donde la última desigualdad se sigue de (9.25). Enunciamos ahora la siguiente proposición, la cual es la
base de la prueba de nuestro resultado principal.

Proposición 4. Para todo i, fi pertenece a F .

Demostración. Para ver esto es suficiente probar que Dβfi < ∞. Dados z, z′ en el mismo elemento de la
partición, debemos distinguir los dos casos siguientes:
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Caso 1) Si z, z′ son tales que z0 = z′0, es decir, si estos puntos pertenecen a el mismo cilindro de tamaño
1, entonces tenemos:

fi(z)− fi(z′) =
∑(

g(i)(y)− g(i)(y′)
)
H(y, . . . T iy) +

∑
g(i)(y′)(H(y, . . . σiy)−H(y′, . . . σiy′)),

donde la suma es sobre todos lo y, y′ tales que yj = y′j para j = 0, . . . , i− 1, σy = z y σy′ = z′. De (9.26)∣∣g(i)(y)− g(i)(y′)
∣∣ ≤ Cg(i)(y)dθ(z, z

′),

usando una vez más (9.36), obtenemos que la primera suma es acotada por CLipi(K)dθ(z, z
′). Para la

segunda suma tenemos

| H(y, . . . , σiy)−H(y′, . . . , σiy′) |≤ 2

i∑
j=0

LipjKd(σjy, σjy′) ≤ 2

i∑
j=0

LipjKθ
i−jd(z, z′).

Por lo que ∣∣fi(z)− fi(z′)∣∣ ≤ C i∑
j=0

Lipj(K)θi−jdθ(z, z
′). (9.28)

Caso 2) Si z0 6= z′0, de la segunda desiguadad en (9.27) tenemos

| fi(z)− fi(z′) |≤ 2 || fi ||∞≤ CLipiK ≤ C
i∑

j=0

LipjKθ
i−j . (9.29)

Note que el i-ésimo término en la desigualdad anterior es exactamente CLipiK, y d(z, z′) = 1. Entonces,
combinando (9.28) y (9.29) concluimos que

Dβf ≤ C
i∑

j=0

LipjKθ
i−j . (9.30)

De la segunda desigualdad en (9.27) y de la desigualdad (9.30) se sigue la proposición.

Como fi ∈ F , la desigualdad (9.24) en el teorema 22 y la desigualdad (9.30) implican que

∥∥Lp−ifi − ∫ fidν∥∥F ≤ Crp−i || fi ||F≤ Crp−i i∑
j=0

LipjKθ
i−j . (9.31)

Entonces para cualquier ρ ∈ (r, 1), tenemos∣∣Kp(xp, . . . )−
∑p−1
i=0

∫
fidµ−K(x∗, . . . , x∗, xp . . . )

∣∣ ≤ C∑p−1
i=0 r

p−i∑i
j=0 LipjKr

i−j

≤ C
∑p−1
j=0 LipjKr

p−j(p− j) ≤ C
∑p−1
j=0 LipjKρ

p−j .

Por lo que ∣∣Kp(xp, . . . )−
∑p−1
i=0

∫
fidµ−K(x∗, . . . , x∗, xp . . . )

∣∣ ≤ C p−1∑
j=0

LipjKρ
p−j .

Sumando todas las integrales de fi del lado izquierdo de la desigualdad anterior y después de todas las
cancelaciones el único término que no se cancela es

∫
K(y, . . . , σp−1y, xp, . . . )dµφ de donde obtenemos

nuestro resultado.
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9.4.2. Resultado principal en el caso contable

El lema 9 enunciado en la sección anterior es el resultado clave en la demostración del fenómeno de
concentración para el shift de Markov contable, esto es enunciado en el teorema siguiente.

Teorema 23. Supongamos que (ΣT , σ) es topológicamente mixing y φ ∈ Fθ. Entonces el sistema (ΣT , σ, µφ)
satisface una desigualdad de concentración exponencial, es decir, existe una constante positiva D = D(φ)
tal que para cualquier n ∈ N y cualquier función separadamente Lipschitz K : (ΣT )

n → R, se satisface la
siguiente desigualdad:∫

exp
(
K(x, σx, . . . , σn−1x)

)
dµφ(x) ≤ exp

(∫
K(x, σx, . . . , σn−1x)

)
dµφ(x) exp

(
D

n−1∑
j=0

Lip2
i (K)

)
. (9.32)

Demostración. La demostración este teorema es completamente análoga a la demostración del teorema 2.1
en [22] una vez que notamos que para el caso en que A es contable, el lema 9 enunciado en esta tesis toma
el papel del lema 2.2 en ese trabajo.

De la desigualdad de Markov y la ecuación (9.32), obtenemos la siguiente desigualdad de concentración.

Corolario 6. Para cualquier t > 0, se tiene:

µφ
{
x ∈ ΣT :

∣∣K(x, . . . , σn−1x)−
∫
K(y, . . . , σn−1y)

∣∣ ≥ t} ≤ 2 exp

(
−t2

4D
∑n−1
i=0 Lip2

iK

)
. (9.33)

Tanto el teorema 23 como el corolario 6 constituyen una generalización de los resultados existentes en
la literatura, pues permiten considerar alfabetos contables en lugar de finitos.

9.4.3. Corolarios de las desigualdades de concentración

En esta sección enunciamos algunos corolarios de las desigualdades de concentración válidos tanto para
alfabetos finitos como para alfabetos contables.

Corolario 7. Para todo t > 0, tenemos∫ (
K(x, . . . , σn−1x)−

∫
K(y, . . . , σn−1y)dµφ(y)

)2

dµφ(x) ≤ 2D

n−1∑
i=0

Lip2
i (K). (9.34)

Dado que en cualquiera de los contextos µφ es una media ergódica, dado un observable continuo f :
AN → R el teorema ergódico de Birkhoff garantiza que el promedio ergódico

Snf(x) :=
1

n

n−1∑
k=0

f(σkx), (9.35)

converge µ− a.e. a
∫
fdµφ, lo que implica que para todo t > 0

µφ
(
x :
∣∣Snf(x)−

∫
fdµφ

∣∣ ≥ t)→ 0 cuando n→∞. (9.36)

En general este es un resultado asintótico, sin embargo, imponiendo algunas restricciones a los observables
f es posible obtener una estimación expĺıcita de la tasa de convergencia de (9.36), es decir, bajo ciertas
condiciones en la función f podemos determinar que tan rápido esta cantidad tiende a cero, este es el
caso de los observables que pertenecen a la clase de funciones Lipschitz, para los cuales una tasa de
convergencia de la probabilidad de desv́ıo (9.36) fue determinada en [24], mientras que para potenciales
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un poco más generales, los cuales describiremos en la siguiente sección, un resultado análogo fue probado
en [23]. En ambos casos las estimaciones fueron determinadas usando las desigualdades de concentración.
Entonces como consecuencia del corolario 7, si f es Lipschitz con respecto a dθ, tenemos la siguiente tasa
de convergencia del promedio ergódico (9.35) a su promedio espacial.

Corolario 8. Supongamos que f : ΣT → R es Lipschitz, entonces para todo t > 0 y n ≥ 1, tenemos

µφ

(
x : Snf(x)−

∫
fdµφ ≥ t

)
≤ exp

(
− nt2

4D | f |2θ

)
. (9.37)

Este resultado nos da una cota de la probabilidad de desv́ıo de la suma de Birkhoff respecto de su
promedio espacial.

Una vez concluidas las aportaciones obtenidas a los desigualdades de concentración en este trabajo de
tesis, dejamos de lado los sistemas dinámicos simbólicos para enfocarnos ahora a mostrar una aplicación de
los sistemas dinámicos más generales a la economı́a, para ello en la siguiente parte de esta tesis, introdu-
ciremos la dinámica del replicador (caṕıtulo 12) para modelar una situación económica de interés, además
describiremos las principales aportaciones de este modelo a la literatura del tema. Es importante señalar
que aunque distantes el modelo económico y los sistemas simbólicos, estos pueden ser relacionados a través
de la teoŕıa de juegos, en particular de los llamados juegos con potencial, pues es bien sabido que para
esta clase de juegos las medidas de Gibbs aparecen de forma intŕınseca. Aunque la teoŕıa de juegos va más
allá de los propósitos de esta tesis, en la siguiente parte de este trabajo la abordaremos de manera breve
y haremos algunas observaciones que sientan las bases del proyecto futuro que servirá para relacionar los
sistemas simbólicos, las medidas de Gibbs y quizá sus propiedades estad́ısticas con la aplicación económica
de la dinámica del replicador.
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dinámicos a la economı́a

51



10. El consumidor y las empresas

En esta parte de las tesis abordamos principalmente una aplicación de los sistemas dinámicos abstractos
a la economı́a, dejando de lado por un momento los sistemas dinámicos simbólicos y sus propiedades
estad́ısticas presentadas en la parte I, vale la pena señalar que la dinámica que consideraremos en esta
parte de la tesis es la dinámica del replicador, la cual hasta ahora ha sido de gran interés tanto en la
bioloǵıa, como en la teoŕıa de juegos evolutivos. Sin embargo como mostraremos en esta parte de la tesis
es posible adaptar este modelo, para analizar las posibles repercusiones sobre una economı́a, cuando los
mánagers de las firmas deciden cambiar sus inversiones de una rama de producción en búsqueda de mayores
beneficios (ver caṕıtulo 12). Es importante señalar que este modelo y los resultados enunciados a los largo de
está parte del trabajo fueron desarrollado en colaboración con el Dr. Elvio Accinelli Gamba de la Facultad
de Economı́a de la Universidad Autónoma de San Luis Potośı. Los resultados presentados en la primera
parte de esta tesis podŕıan ser relacionados con los presentados en esta parte a través de la teoŕıa de juegos
y el modelo evolutivo de Leslie, esta posible relación forma parte del trabajo futuro a ser desarrollado a
partir de esta tesis y que será brevemente discutido en la sección 19.1, por otro lado al lector interesado
sugerimos revisar los apéndices A.3 y A.4, donde presentamos el modelo de de Leslie y su relación con el
teorema de Ruelle-Perron-Frobenius y algunos conceptos de la teoŕıa de juegos y su relación con nuestro
modelo.

10.1. Teoŕıa del consumidor

La microeconomı́a puede ser concebida como la rama de la economı́a cuyo objetivo es el de modelar la
actividad económica desde el punto de vista de los entes individuales, de quienes se asume un comporta-
miento racional en búsqueda de mejorar o maximizar sus intereses personales, utilidades o beneficios, por
lo que comenzamos la exposición de esta sección presentando algunas definiciones necesarias para compren-
der el modelo de economı́a que se desarrollará en las secciones subsecuentes, comenzamos analizando el
comportamiento del consumidor, posteriormente en el caṕıtulo 29 describimos brevemente el conjunto de
producción y planteamos el problema a resolver por parte del sector de producción en la economı́a.

El punto central en el análisis de las decisiones individuales de los agentes económicos es el conjunto
de posibles alternativas de elección, a grandes rasgos este conjunto representa la diferentes alternativas de
elección a la que se enfrenta un agente económico y de las cuales debe elegir una alternativa dadas ciertas res-
tricciones (de presupuesto por ejemplo). A lo largo de esta tesis consideraremos que el conjunto de posibles
alternativas de elección es justamente el conjunto de consumo de cada agente económico, a este conjunto
lo denotaremos por X y señalamos que este conjunto puede ser Rn+ :=

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn+ : xi ≥ 0

}
, donde

cada entrada de x ∈ Rn+ denota la cantidad de un bien económico, un espacio de sucesiones, indicando
dotaciones de bienes en un número contable de periódos o el simplex

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn+ :

∑n
i=1 xi = 1

}
de dimensión n− 1. Una vez introducido este conjunto el siguiente paso es modelar el comportamiento de
elección individual de los consumidores, para lo cual existen dos alternativas, que bajo ciertas condiciones se
interrelacionan, la primera manera para modelar el comportamiento de los agentes económicos es mediante
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relaciones de preferencia <, cuya definición damos a continuación.

Definición 23. Una preferencia < sobre X es un pre-orden completo en X, esto es, < es una relación en
X tal que:

i) < es completa: para todo x, y ∈ X se tiene x < y o y < x.

ii) < es transitiva: para todo x, y, z ∈ X si x < y y y < z, entonces x < z.

Cuando x < y y y < x escribimos x ∼ y.

La segunda aproximación al modelado del comportamiento de los agentes económicos es mediante
funciones de utilidad, las cuales están definidas como:

Definición 24. Una función de utilidad es una función u : X → R que a cada elemento de x ∈ X le asocia
un nivel de satisfacción u(x).

Definición 25. Decimos que una preferencia < representa a una función de utilidad o que u representa a
< en el caso en que para todo x, y ∈ X x < y si y solo si u(x) ≥ u(y).

Notemos que dada una función de utilidad u, esta trivialmente define una relación de preferencia po-
niendo x < y si y solo u(x) ≥ u(y). El rećıproco de esta afirmación no es cierto (ver ejemplo 1 en [7]). Sin
embargo imponiendo ciertas restricciones al conjunto X se puede garantizar que una preferencia < puede
ser representada mediante una función de utilidad.

Definición 26. Supongamos que X es un espacio topológico y sea < una preferencia sobre X, entonces
decimos que la preferencia es continua, si < como subconjunto de X ×X es un conjunto cerrado.

Teorema 24. Supongamos que X es un espacio topológico segundo contable y que <⊂ X × X es una
preferencia continua, entonces existe una función de utilidad u : X → R que la representa.

En lo subsecuente estamos interesados en el caso en que X ⊂ Rn+, en este contexto damos la siguiente
definición.

Definición 27. Una preferencia < sobre Rn+ se dice:

i) estrictamente monótona si dado x > y ∈ Rn+, entonces x < y.

ii) monótona si dado x� y (xi > yi, i = 1, . . . , n), entonces x � y.

iii) localmente no saciada si dados x ∈ Rn+, ε > 0 existe y ∈ Rn+ con | x− y |< ε y y � x.

10.1.1. Comportamiento del consumidor

Una vez descritas las maneras de representar las preferencias del consumidor y la relación entre estas,
podemos comenzar a investigar el comportamiento del consumidor. El supuesto básico acerca del com-
portamiento es el de racionalidad, es decir, el consumidor siempre busca consumir la cesta de consumo
que le genera mayor utilidad dentro de sus alternativas disponibles. La principal restricción a la que se
enfrenta un consumidor es la dada por su ingreso, el cual denotaremos por W , pues un modelo donde el
ingreso del consumidor sea ilimitado carece de sentido, por tanto para modelar esta restricción comen-
zamos por suponer que hay n bienes el mercado, y al igual que la sección anterior supondremos que el
espacio de consumo es Rn+ y a sus elementos los llamaremos cestas de consumo, entonces cada entrada
de x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn+ representa cantidades de cada bien a ser consumidas, aśı xi es la cantidad del
bien i que podŕıa ser demanda por un consumidor. Además, supondremos que el precio de cada bien es
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conocido y lo representaremos por un vector p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn+, por lo que pi representa el precio del
bien i. Por simplicidad siempre supondremos que p � 0, es decir, pi > 0 para cada i = 1, 2, . . . , n, por
conveniencia definimos Rn++ := {x ∈ Rn : x� 0}. Entonces bajo estas condiciones definimos la restricción
presupuestaria como sigue:

Definición 28. Sea W ∈ R+ el ingreso del consumidor y sea p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn+ el vector de precios de
los bienes 1, . . . , n. El conjunto presupuestario del consumidor está dada por

B = {x ∈ Rn+ : p · x ≤W}.

Entonces el problema del consumidor es el siguiente:

máxu(x), s.a. p · x ≤W, x ∈ Rn+.

La función x que relaciona el precio p con el ingreso W y que resuelve el problema de maximización de
utilidad anterior es conocida como función de demanda y será denotada por x(p, ω).

10.2. Conjunto de producción

Una vez introducido el comportamiento del consumidor, estudiamos la economı́a desde del lado de la
producción, esto es, estudiamos el proceso mediante el cual los bienes son producidos. Para ser consistentes
con la teoŕıa presentada en la sección anterior, supondremos una economı́a con n bienes, por lo que en
este contexto un vector de producción es un elemento y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn con la convención de que las
entradas positivas denotan las cantidades producidas de un bien y las entradas negativas denotan insumos.
Supondremos que una firma está caracterizada por su tecnoloǵıa.

Definición 29. Una firma está caracterizada por su tecnoloǵıa, que es representada por un conjunto Y ⊂
Rn, tal que Y es

i) No vaćıo.

ii) Cerrado y estrictamente convexo.

iv) 0 ∈ Y , esto puede ser interpretado como que la firma puede dejar de operar sin incurrir en costos,
esto suele denominarse posibilidad de inacción.

iii) Y ∩ Rn+ = {0}.

iv) −Rn+ ⊂ Y .

Entonces el problema del productor es el de maximizar sus beneficios, esto puede ser escrito como sigue,
dada un vector de precios, el problema del productor es determinar las cantidades de insumos y productos
y ∈ Y ⊂ Rn+ tales que

máx p · y, y ∈ Y. (10.1)

Al vector y∗ que resuelve el problema de maximización del productor (10.1) lo llamaremos oferta de la
firma. Algunas veces es conveniente describir el conjunto Y usando funciones de producción g, las cuales
deben reflejar las propiedades anteriores, en particular a nosotros nos interesa el caso n = 2, pues es en este
caso donde ejemplificaremos ciertas caracteŕısticas de la dinámica del replicador, la cual describiremos en
la sección 12, por lo que señalamos que para n = 2 podemos describir al conjunto de producción a través
de una función cóncava g de una variable tal que g(0) = 0, en este caso el conjunto de producción Y está
definido como

Yj = {(y1, y2) : yj ≤ gj(yi), i = 1, 2} , j = 1, 2.



11. Economı́a de propiedad privada con ramas de pro-

ducción

En esta sección definimos desde el punto de vista del modelo matemático qué es una economı́a con
producción de propiedad privada con ramas de producción.

Definición 30. Una economı́a con producción de propiedad privada con L bienes, M consumidores y N
firmas divididas en L (N ≥ L) ramas de producción, está definida por un conjunto

E = {RL, (ui, ωi) , (Yj , Nj) , θik, i ∈ I = {1, . . . ,M}, k ∈ K = {1, . . . , L}}

donde

1. RL+ es el espacio de consumo.

2. Cada consumidor está identificado con un ı́nidice i ∈ I y es caracterizado por sus dotaciones iniciales
ωi ∈ RL+ \ {0} y por una función de utilidad que representa sus preferencias, las cuales asumimos
estrictamente monótonas de clase al menos C2.

3. Hay L ramas de producción, cada una de las cuales produce uno de los L bienes disponibles en la
economı́a, en lo subsecuente utilizaremos como sinónimos los términos, industrias, ramas de produc-
ción y tecnoloǵıas disponibles, pues supondremos que dentro de cada rama de producción las firmas
producen usando la misma tecnoloǵıa.

4. Suponemos N firmas divididas en las L ramas de producción, entonces si Nk, k = 1, 2, . . . , L, denota

el número de firmas en la rama k, entonces tenemos N =
∑L
k=1Nk. Sea

D =

{
N ∈ NL :

L∑
k=1

Nk = N

}

el conjunto de distribuciones de las firmas sobre las ramas de producción y

D =

{
n ∈ RL+ :

L∑
k=1

nk = 1, donde nk = Nk/N

}
⊂ ∆L−1

donde ∆L−1 denota el simplex de dimensión L− 1.

5. La k-ésima rama de producción está caracterizada por un conjunto de producción convexo Yk que
satisface las propiedades descritas en la definición 29.

6. Suponemos que los planes de producción entre ramas diferentes no pueden ser obtenidos mediante
combinaciones lineales de los planes de las diferentes ramas de producción.
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56 11. ECONOMÍA DE PROPIEDAD PRIVADA CON RAMAS DE PRODUCCIÓN

7. θik denota la participación del i-ésimo consumidor en el beneficio de la k-ésima rama de producción,
como es t́ıpico supondremos que θik ∈ [0, 1], para todo i y

∑M
i=1 θik = 1, para todo k = 1, 2, . . . , L.

Si bien el caso más general tratado en [3], asume la existencia de K (K no necesariamente igual a L)
ramas de producción y la participación es sobre las firmas y no las ramas de producción, los resultados ob-
tenidos en ese trabajo puede ser puestos en el contexto descrito aqúı al asumir que cada consumidor tienen
la misma participación en cada una de las firmas, esto es, θi1 = θi2 = · · · = θiN , para cada i = 1, 2, . . . ,M.
Dado que nuestro interés es el de mostrar las aplicaciones obtenidas de los sistemas dinámicos a la eco-
nomı́a, para fines de simplificación y un mejor entendimiento del tema, preferimos presentar el modelo
simplificado, sin embargo al lector interesado en profundizar en el tema le sugerimos revisar [1], [2] y [3].
Ahora señalamos que la monotońıa estricta de las preferencias implica que el problema de maximización
de utilidad del consumidor tiene solución en RL++.

Siguiendo lo definido en la sección 10.2, sea y∗j : RL++ → RL la función de oferta del j-ésimo productor,
ya que estamos suponiendo que el problema de las firmas es el de maximizar su beneficio y que dentro
de cada rama de producción las firmas producen utilizando la misma tecnoloǵıa, entonces necesariamente
debe ocurrir que y∗k(p) = y∗j (p), para todo k, j ∈ K, por lo que simplemente denotaremos por y∗k a la oferta

de las firmas en la rama k, por πjk : RL++ → R denotamos la función de beneficios de la firma j cuando
esta se encuentra en la rama de producción k, esto es, πjk(p) = p · y∗k, supondremos además de que πjk es
estrictamente cóncava y diferenciable y que para cada p, ∂pπjk(p) = y∗k(p), las condiciones en el modelo
implican que las firmas en una misma rama de producción tienen el mismo beneficio, por lo que simplemente
escribiremos πk para denotar el beneficio de cada firma en la rama de producción k. Dada una distribución
N ∈ D fija, el ingreso del consumidor i dados los precios p = (p1, . . . , pL) está dado por

Wi(p, ωi, θik,N ) = p ·

(
ωi +

L∑
k=1

θikNky
∗
k(p)

)
= p · ωi +

L∑
k=1

θikNkπk (y∗k(p)) (11.1)

para todo i = 1, 2, . . . ,M . Fijando las dotaciones iniciales y la participación de los consumidores en cada
rama de producción, definimos la aplicación difereniable W : RL++ ×D → RM++ dada por

W (p,N ) = (W1(p,N ), . . . ,WM (p,N )) ,

donde Wi (p,N ) = Wi (p, ωi, θik,N ), de la ecuación (11.1) es claro que el ingreso del i-ésimo consumidor
depende del beneficio de las empresas en cada rama de producción. Finalmente dada una distribución
N ∈ D, definimos la función exceso demanda Z : RL++ ×D → RL como

Z(p,N ) =

M∑
i=1

(xi(p,Wi(p,N ))− ωi)−
L∑
k=1

Nky
∗
k(p), (11.2)

donde xi(p,Wi(p,N )) ∈ RL+ es el vector cuyas entradas denotan la demanda de cada uno de los bienes
disponibles en la economı́a por parte del consumidor i, esto es,

xi(p,Wi(p,N )) = (xi1(p, ωi(p,N )), . . . , xiL(p, ωi(p,N ))) (11.3)

Es bien sabido que la función exceso de demanda satisface:

1. La ley de Walras pZ(p,W (p,N ),N ) = 0, para todo p ∈ RL++ y N ∈ D, por lo que podemos escribir,
sin pérdida de generalidad, a la L-ésmia entrada del exceso de demanda como combinación lineal de
sus primeras L− 1 entradas.
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2. Z es homogénea de grado 0, esto es, Z(αp,W (αp,N )) = Z(p,W (p,N )), para todo α > 0.

Utilizando estas dos propiedades podemos restringirnos a considerar sistemas de precios en el simplex de
dimensión L− 1, esto es,

p ∈ S =

{
p ∈ RL++ :

L∑
i=1

pi = 1

}
,

Ya que el comportamiento racional de los mánagers de las empresas los lleva a invertir en las ramas de
producción con beneficios más altos, la distribución de firmas en cada rama de producción podŕıa cambiar
a lo largo del tiempo, pero no aśı el número total de firmas en la economı́a (N =

∑L
k=1Nk), por lo que

definimos N : R+ → NK como N (t) = (N1(t), . . . , NL(t)) donde
∑L
k=iNi(t) = N , para todo t ≥ 0. Esto

será relevante en la siguiente sección cuando describamos la dinámica del replicador, pues en cierto sentido
N (t) describe como se mueven las firmas de una rama a otra dependiendo de las decisiones que toman los
mánagers de las firmas a lo largo de tiempo.

Observación 8. De la ley de Walras y la homogeneidad de grado 0, nos podemos restringir a considerar a
la función exceso de demanda Z, como una función definida de S ×D a RL−1, este hecho será importante
para la construcción de ejemplos como explicaremos más adelante.

Observación 9. Además de la homogeneidad del exceso de demanda tenemos ∂pZ(p,N ) · p = 0, para todo
p ∈ S, donde ∂pZ(p,N ) denota el Jacobiano de Z en (p,N ).

Para ver esto, notemos que Z(αp,N ) = Z(p,N ), para cualquier α > 0, de donde diferenciando ambos
lados de esta igualdad con respecto de α y evaluando en α = 1 obtenemos ∂pZ(p,N ) ·p = 0. Expĺıcitamente
∂pZ(p,N ) está definido por

∂pZ(p,N ) =


∂Z1

∂p1
+
∑M
j=1

∂Z1

∂W j
∂W j

p1
. . . ∂Z1

∂pL
+
∑M
j=1

∂Z1

∂W j
∂W j

pL
...

...
...

∂ZL

∂p1
+
∑M
j=1

∂ZL

∂W j
∂W j

p1
. . . ∂ZL

∂pL
+
∑M
j=1

∂ZL

∂W j
∂W j

pL

 (11.4)

De la observación 9, concluimos que el rango de ∂pZ(p,N ) es a lo más L− 1 para todo p ∈ S.

Definición 31. Supongamos que los elementos que describen la economı́a E están fijos con excepción de
la distribución de las firmas sobre las ramas de producción, entonces decimos que el par (p,N ) ∈ S ×D es
un equilibrio Walrasiano de la economı́a con producción E, si Z(p,N ) = 0. Por E denotaremos el conjunto
de precios de equilibrio de la economı́a E, esto es,

E = {(p,N ) ∈ S ×D : Z(p,N ) = 0}.

Bajo las condiciones de la definición anterior, una economı́a es caracterizada por la distribución N , por
lo que para hacer expĺıcito este hecho la denotaremos por EN , cuando este sea el caso denotaremos por ZN
a la función exceso de demanda y por EN al conjunto de precios de equilibrio, esto es,

EN = {p ∈ S : zN (p) = 0} = Z−1
N (0).

Para fines de conveniencia señalamos lo siguiente, al considerar distribuciones de las firmas en la distintas
ramas de producción es conveniente normalizar como sigue n = N/N ∈ ∆K−1, lo que nos permitirá
considerar la función exceso de demanda Z con dominio S × D en lugar de S × D, si bien en este caso
la función Z podŕıa carecer de sentido económico, en nuestro contexto nos permite obtener resultados
interesantes acerca de la evolución de la economı́a, lo cual consideraremos en el siguiente caṕıtulo.



12. Dinámica del replicador

A lo largo del tiempo la teoŕıa de juegos ha sido utilizada para describir situaciones de conflicto entre dos
o más participantes llamados jugadores, quienes en búsqueda de maximizar su utilidad toman decisiones
racionales, las cuales son influenciadas por las decisiones (racionales) de los demás participantes en el juego.
Desde sus inicios la teoŕıa de juegos ha estado fuertemente relacionada con la economı́a, encontrando en
esta ciencia un gran campo de aplicación. Sin embargo, a partir del trabajo de Maynard Smith y Price, la
lógica del conflicto animal [58], la teoŕıa ha encontrado un importante campo de aplicación en bioloǵıa, es
en este contexto que la teoŕıa de juegos evolutivos surgió en un intento de explicar la igualdad aproximada
de la proporción de sexos en los mamı́feros [63]. Las situaciones biológicas, incluso cuando se ven distantes
de la economı́a, tienen una relación con situaciones económicas, por ejemplo, en la naturaleza los animales
compiten por recursos limitados, territorios, alimentos o posibilidades de reproducción, mientras que en la
economı́a, las empresas compiten para obtener mayores y mejores beneficios económicos.

A diferencia de los agentes económicos o sociales, los animales no se comportan racionalmente, sin
embargo, las fuerzas de la selección natural actúan como optimizadores del comportamiento natural y,
por lo tanto, una especie o animal cuya salud o comportamiento hacia su presa o sus depredadores no
sea óptima tenderá a extinguirse, esta misma situación ocurre en la economı́a con las empresas que no
adaptan sus precios ni sus tecnoloǵıas a las exigencias del mercado. Maynard Smith y Price en [58] utilizan
la dinámica del replicador, la cual definiremos más adelante para modelar la reproducción de un tipo de
comportamiento de una especie dada. La presión natural provoca que el comportamiento que mejor se
adapta al medio tiende a reproducirse con mayor probabilidad. El concepto asume una gran población de
replicadores, en la que los diferentes tipos se encuentran en proporción a su participación en la población.
Luego se introduce en la teoŕıa económica, donde la racionalidad reemplaza a la presión natural.

En el largo plazo, los agentes económicos aprenderán y seguirán, el comportamiento asociado con me-
jores rendimientos, es decir, se comportarán como replicantes de la estrategia más exitosa. Los agentes
económicos elegirán al final de cada peŕıodo entre mantener o cambiar su estrategia en un conjunto de
posibles estrategias o comportamientos. Entendemos que el proceso de aprendizaje tal vez, por “prueba y
error”, conduce a la estrategia más exitosa, en nuestro caso el que tiene la mayor rentabilidad esperada.

Como describimos en la sección anterior, en este trabajo estamos suponiendo que las firmas en la misma
rama de producción producen utilizando la misma tecnoloǵıa y aśı todas las firmas en una misma rama de
producción tienen iguales beneficios. Dada una distribución N ∈ D y un precio de equilibrio p∗ ∈ EN , como
el equilibrio depende de la distribución, entonces ponemos p∗ = p∗(N ) para hacer expĺıcita esta dependencia,
ahora sea πk(p∗(N )) el beneficio asociado a las firmas en la rama k al precio de equilibrio p∗(N ) y π(p∗(N ))

el beneficio promedio de las ramas de producción al precio p∗(N ), esto es, π(p∗(N )) =
∑L
k=1 nkπk(p∗(N )),

cuando no haya riesgo de confusión simplemente escribiremos π en lugar de π(p∗(N )), en lo que sigue
consideraremos que los mánagers de las firmas como los replicadores de las tecnoloǵıas o ramas de producción
que tienen mayores ganancias asociadas. Por lo que una vez descrito lo anterior y sin más preámbulo
presentamos la dinámica del replicador, la cual está definida por un conjunto de ecuaciones diferenciales
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como sigue:
ṅk = nk(1− nk) [πk(p∗(n))− π] , k = 1, . . . , L,

ṅk = −
∑L
j 6=k ṅk, k = 1, . . . , L,

n(t0) = n0,

(12.1)

donde n(t0) = n0 denota el estado inicial de la economı́a al estado o distribución de las firmas sobre el
conjunto de producción al tiempo t = t0, es importante notar que además del caso nK = 0, la economı́a
alcanza un estado estacionario si y solo existe una distribución N , para la cual existe un precio de equilibrio
p∗(N ) tal que πk (p∗(N )) = π, para todo k = 1, . . . , L, esto necesariamente implica que en este precio
π1(p∗(N )) = · · · = πk(p∗(N )). Como veremos en la sección 16, bajo ciertos supuestos no tan restrictivos,
este siempre es el caso en economı́as con dos bienes, dos consumidores y dos ramas de producción. Sin
embargo, incluso cuando la igualdad entre beneficios ocurra, esto no garantiza que el sistema alcance
el equilibrio dinámico. Finalmente note que mientras la distribución de las firmas sobre las ramas de
producción se modifica de acuerdo con las decisiones de los mánagers de las firmas quienes buscan maximizar
sus beneficios, la economı́a evoluciona sobre el conjunto E = {(p, n) ∈ S × D : z(p, n) = 0}, este conjunto
es una variedad (de hecho una subvariedad de RL−1 × RL−1), llamada variedad de equilibrio.



13. Economı́as singulares y regulares

Para explicar la importancia de la dinámica del replicador y como está ayuda explicar fenómenos
económicos de interés, en esta sección clasificamos la economı́as como singulares o regulares, estas últimas
como explicaremos más adelante se pueden identificar con un umbral de la crisis económica, donde por
crisis económica nos referimos a un cambio abrupto en el comportamiento de la economı́a, como resultado
de cambios arbitrariamente pequeños en sus fundamentos [1], estos cambios pueden ser provocados por las
decisiones de racionales de los mánagers de las firmas, quienes buscan obtener mayores beneficios mudando
a su compañia hacia la rama con mayores beneficios.

Definición 32. Decimos que la economı́a EN es regular, si para todo p ∈ EN el rango de ∂pZ(p,N )es
L− 1. Si existe un sistema de precios de equilibrio p, tal que ∂pZ(p,N ) < L− 1 decimos que la economı́a
EN es singular. Por otra lado, dada una distribución N , decimos que p ∈ EN es un precio de equilibrio
regular, si ∂pZ(p,N ) = L− 1, mientras que si ∂pZ(p,N ) < L− 1, decimos que p es un equilibrio singular
para la economı́a EN .

Recordemos que dada una función suave f , entre variedades X e Y (f : X → Y ) de dimensiones n y m
respectivamente, con n ≤ m, se dice que f es una submersión en x ∈ X si y solo si rango del Jacobiano de
f es igual a m, mientras que x ∈ X se dice un punto regular si f es una sumersión en x, de otra manera
decimos que x es singular. Finalmente un punto y ∈ Y es llamado un valor regular de f si y solo si el
conjunto f−1(y) es vaćıo o está constituido solo de puntos regulares, de otra manera decimos que y es un
valor singular. Utilizando estos conceptos podemos extender la definición 32 a distribuciones n ∈ ∆L−1,
al decir que una distribución n es regular o singular si y solo si respectivamente, 0 es un valor regular o
singular de Zn : S → RL−1.

En nuestro modelo estamos suponiendo que el número de ramas en la economı́a es igual al número de
bienes diferentes existentes en la economı́a y que la producción entre las diferentes ramas de producción
en la economı́a son linealmente independientes (ver definición 30, incisos 3 y 6). En lo que siguie siempre
supondremos que la función exceso de demanda Z es de clase Cr, r ≥ 1.

Proposición 5. Para la economı́a descrita en la definición 30, 0 es un valor regular de la función exceso
de demanda Z : S ×D → RL−1 y el conjunto de precios de equilibrio E = {(p, n) ∈ S × D : Z(p, n) = 0}
es una variedad de clase Cr de dimensión L− 1.

Demostración. De la definición de Z, tenemos que la l-ésima entrada de Z, o equivalentemente el exceso
de demanda para los bienes l = 1, . . . , L − 1, que denotaremos por Zl, se puede reescribir como Zl =
(xl − ωl)− (n1Ny

l
1 + · · ·+ nLNy

l
L), donde xl − ωl =

∑M
i=1 xil − ωil, y xil y ωil denotan respectivamente,

la demanda y dotación inicial del bien l del i-ésimo consumidor (ver (11.3) y (11.2)) y nkNy
l
k = Nky

l
k es

la oferta total del bien l por parte de la rama k, l, k = 1, . . . , L, por lo que Zl denota la demanda agregada
del bien l, por lo que obtenemos
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∂NZ(p, n) =


∂Z1(p,N )

∂n1
. . .

∂Z1(p,N )

∂nL−1
... . . .

...
∂ZL−1(p,N )

∂n1
. . .

∂ZL−1(p,N )

∂nL−1



= −

 y1
1(p)− y1

L(p) . . . y1
L−1(p)− y1

L(p)
... . . .

...

yL−1
1 (p)− yL−1

L (p) . . . yL−1
L−1(p)− yL−1

L (p)


N...
N

 ,

(13.1)

la última igualdad se sigue de que N = N1 + · · · + NL−1, para concluir note que la matriz del lado
derecho de la igualdad anterior, es un menor de la matriz

−


y1

1(p)− y1
L(p) . . . y1

L−1(p)− y1
L(p)

... . . .
...

yL−1
1 (p)− yL−1

L (p) . . . yL−1
L−1(p)− yL−1

L (p)
yL1 (p)− yLL(p) . . . yLL−1(p)− yLL(p)

 = − [y1(p)− yL(p) . . . yL−1(p)− yL(p)] , (13.2)

cuyas columnas son linealmente independientes, pues por hipótesis y1(p), y2(p), . . . , yL(p) lo son, por lo
cual existe un menor de tamaño (L − 1) × (L − 1), cuyo determinante no se anula en ningún (p, n) ∈ E,
reetiquetando las ylk si fuera necesario, obtenemos el resulto.

De la misma manera uno puede probar:

Proposición 6. Supongamos que la función exceso de demanda Z : S × D → RL−1 es de clase Cr.
Si para todo (p, n) ∈ E tal que Z(p, n) = 0, los vectores 5pZ1(p, n), . . . ,5pZL−1(p, n) son linealmente
independientes. Entonces, 0 es un valor regular de Z y En es una subvariedad diferencial de dimensión
K − 1 en S ×D.

Corolario 9. Bajo las hipótesis del teorema anterior, supongamos que Z(p∗, n∗) = 0, entonces, existen
vecindades Vn∗ y Vp∗ de n∗ y p∗ respectivamente, y una aplicación diferenciable p : Vn∗ → Vp∗ tal que
p(n∗) = p∗ y z(p(n), n) = 0 para todo n ∈ Vn∗ .

Demostración. De la proposición anterior tenemos que ∂pZ(p∗, n∗) : RL−1 → RL−1 es un isomorfismo. Este
hecho nos pone en las condiciones del teorema de la función impĺıcita, de donde el teorema se sigue.

Este corolario nos asegura que en una vecindad de un precio regular, cambios pequeños en la distribución
de equilibrio n∗ implican cambios pequeños en los precios. Sin embargo como veremos más adelante este no
es cierto para economı́as singulares, es decir, para economı́as regulares pequeños cambios en la distribución
de las firmas puede causar “grandes” cambios en el comportamiento de los precios de equilibrio, este hecho
será ejemplificado en la sección 14.3.



14. Economı́as de producción de Shapley-Shubik

Para mostrar como actúa la dinámica del replicador en una economı́a con producción E , en esta sección,
siguiendo los resultados de Accinelli y Muñiz en [3], consideraremos una clase amplia de economı́as de
propiedad privada, sobre las cuales podemos mostrar diferentes resultados interesantes desde el punto de
vista económico, para ello hacemos la siguiente definición:

Definición 33. Sean f1, f2 : [0,∞) → R funciones diferenciables estrictamente cóncavas tales que Bi =
ĺımz→0 fi(z) ≥ 0 y ĺımz→∞ f ′i(z) ≤ 0, definamos u1(x1, x2) = x1 + f1(x2) y u2(x1, x2) = f2(x1) + x2,
entonces una economı́a con producción de propiedad privada de Shapley-Shubik está dada por el conjunto

E = {R2, (u1, ω1), (u2, ω2), g1, g2, θij , i, j = 1, 2},

donde gj, j = 1, 2, son funciones cóncavas tales que gj(0) = 0, Bj = ĺımz→0 g
′
j(z) ≥ 0 y y2 = g1(y1) y

y1 = g2(y2), ω1 = (ω1
1 , ω

1
2) y ω2 = (ω2

1 , ω
2
2) tales que ωii > 0 y ωij ≥ 0, θij ∈ [0, 1] con θ1j + θ2j = 1,

i, j = 1, 2.

En particular en analoǵıa con economı́as mirror-symmetric, si f1 = f2 = f, g1 = g2 = g, y y2 = g(y1) y
y1 = g(y2), donde f y g satisfacen las propiedades mencionadas para f1, f2, g1 y g2, es decir, cuando ambas
ramas de producción usan la misma tecnoloǵıa para producir un bien diferente usando diferentes insumos,
llamaremos a la economı́a mirror symmetric con mirror production.

Antes de continuar fijemos la siguiente notación, Bi = ĺımz→0 f
′
i(z) y Bi = ĺımz→0 g

′
i(z), i = 1, 2,

cuando f1 = f2 simplemente escribiremos B para el valor común del ĺımite B1, B2, de la misma forma
cuando g1 = g2, escribiremos B, en lugar de B1 = B2, en principio trataremos el caso en que Bi, Bi <∞, a
menos que se enuncie expĺıcitamente lo contrario. Ahora note que como f ′i y g′i son estrictamente cóncavas,
entonces f ′i y g′i son estrictamente decrecientes y aśı invertibles, por lo que fijamos la siguiente notación

φi = (f ′i)
−1

y ψi = (g′i)
−1

, cuando f1 = f2 y g1 = g2, omitiremos poner el sub́ındice, i = 1, 2 en φi y ψi.

Observación 10. Para el caso en que Bi es finito, se tiene que φi(p) ≥ 0 para todo p ∈ (0, Bi], con
igualdad cuando p = Bi. Más aún, bajo estas condiciones y del teorema de la función inversa se sigue que
φ′i(p) < 0.

14.1. Problemas de maximización

En esta sección discutimos los problemas de maximización tanto de las firmas como de los consumidores,
ya que estamos considerando economı́as para las cuales ω1

2 , ω
2
1 ≥ 0, a lo largo de esta sección haremos

distinción entre ambos casos, enunciado en cada caso condiciones suficientes que garanticen la existencia
de equilibrios en la economı́a.

62
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14.1.1. Maximización de beneficios

En esta sección abordaremos de forma general el problema de maximización del beneficio por parte
de las firmas. Primeramente señalamos que los supuestos sobre las funciones de producción gi, i = 1, 2,
aseguran que el problema de maximización de beneficios de cada firma tiene solución, es decir, dado un
precio p ∈ R2

++, existe un vector yi ∈ R2, llamado oferta de las firma i, i = 1, 2, el cual resuelve el problema
de maximización (ver sección 10.2, ecuación (10.1)):

máx
y∈Yi

p · y.

Por lo que resolviendo este problema, la ofertas de las firmas está dada por(
g1

(
ψ1

(
p−1
))
,−ψ1

(
p−1
))

y (−ψ2 (p) , g2 (ψ2 (p))) , (14.1)

Aqúı, como es usual las entradas negativas denotan insumos y las positivas productos. Utilizando este
resultado los beneficios de las firmas está dado por

π1(p) = pg1

(
ψ1

(
p−1
))
− ψ1

(
p−1
)

y π2(p) = g2 (ψ2 (p))− pψ2 (p) (14.2)

La siguiente observación nos da condiciones bajo las cuales la demanda de insumos es positiva.

Observación 11. Dado que g′i es estrictamente decreciente, pues gi es estrictamente cóncava, se sigue
que la demanda de insumos por parte de las industrias es cero, cuando p−1 ≥ ĺımz→0 g

′
1(z) = B1 y p ≥

ĺımz→0 g
′
2(z) = B2, y es positiva cuando la desigualdad contraria se mantiene. En particular, cuando

Bi =∞, i = 1, 2, las firmas demandan cantidades positivas de insumos.

Esta observación motiva la siguiente definición.

Definición 34. En una economı́a de Shapley-Shubik de producción de propiedad privada, decimos que la
demanda de insumos es interior para el precio p > 0, cuando 1/B1 < p < B2 y πi(p) > 0, i = 1, 2.

14.1.2. Maximización de utilidad

Una vez discutido el problema de maximización de beneficio de los productores, procedemos a describir
el problema y solución de la maximización de utilidad por parte de los consumidores, para ello utilizando
(14.2), la restricción presupuestaria del consumidor 1 toma la forma

px1 + x2 = pω1
1 + θ11π1(p) + θ12π2(p). (14.3)

Una condición necesaria para que el consumidor 1 demande cantidades positivas del bien 1 y 2, es que su
tasa marginal de sustitución entre el bien 2 y el bien 1 sea igual al inverso del precio relativo p, es decir,
f ′1(x2) = 1/p, por lo tanto obtenemos que la demanda del consumidor 1 por el segundo bien está dada por

x1
2(p) = φ1(1/p), (14.4)

mientras que la demanda del consumidor 1 por el primer bien está dada por

x1
1(p) = ω1

1 − (1/p)φ1(1/p) + θ11

(
g1

(
ψ1

(
p−1
))
− (1/p)ψ1

(
p−1
))

+

θ12 ((1/p) g2 (ψ2 (p))− ψ2 (p)) .
(14.5)

De la misma manera la restricción presupuestaria del consumidor 2 está dada por

px1 + x2 = ω2
2 + θ21

(
pg1

(
ψ1

(
p−1
))
− ψ1

(
p−1
))

+ θ22 (g2 (ψ2 (p))− pψ2 (p)) , (14.6)
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y cuando el consumidor 2 demanda cantidades positivas de ambos bienes necesariamente la siguiente igual-
dad se debe mantener

x2
1(p) = φ2(p),

x2
2(p) = −pφ2(p) + ω2

2 + θ21

(
pg1

(
ψ1

(
p−1
))
− ψ1

(
p−1
))

+

θ22 (g2 (ψ2 (p))− pψ2 (p)) .

(14.7)

Entonces, usando (14.5) y la primer desigualdad en (14.7) junto con y1 y y2, concluimos que la función
exceso de demanda de la economı́a está dada por la regla de asignación

Z(p) = −(1/p)φ1(1/p) + θ11

(
g1

(
ψ1

(
p−1
))
− (1/p)ψ1

(
p−1
))

+

θ12 ((1/p) g2 (ψ2 (p))− ψ2 (p)) + φ2(p) + ψ2(p)− g1

(
ψ1

(
p−1
))
− ω1

1 .
(14.8)

En lo que sigue Z ′ denotará la deriva de Z respecto de p, esto es, Z ′ = dZ/dp.

Definición 35. Decimos que la demanda del i-ésimo consumidor es interior en el precio p, si xi(p) =
(xi1(p), xi2(p)) ∈ R2

++. Por otro lado, si el sistema de precios p es un equilibrio de la economı́a con producción
E y xi(p) > 0, yi(p) > 0 y πi(p) > 0 para i = 1, 2, decimos que el precio de equilibrio p es interior.

Observación 12. De la observación 10 y

i) la ecuación (14.4), si B1 es finito, entonces la demanda del consumidor 1 por el bien 2 falla para ser
interior si (1/p) ≥ B1. Mientras que B1 = ∞, entonces x1

2(p) > 0, para todo precio estrictamente
positivo p.

ii) De la misma manera, la primer desigualdad en (14.7) implica que cuando B2 es finita, la demanda
del bien 1 por parte del consumidor 2, falla para ser interior si p ≥ B2. Para el caso en que B2 =∞,
x2

1(p) > 0, para cada p > 0.

Definición 36. Sea E una economı́a de propiedad privada de Shapley-Shubik como la descrita anterior-
mente, entonces la demanda de los consumidores 1 y 2 son interiores, cuando máx{1/B1, 1/B1} < p <
mı́n{B2, B2} y

ψ1(1/p) < pg1 (ψ1 (1/p))

pψ2(1/p) < g2 (ψ2 (p))

φ1(1/p) < pω1
1 + θ11

(
pg1

(
ψ1

(
p−1
))
− ψ1

(
p−1
))

+ θ12 (g2 (ψ2 (p))− pψ2 (p)) ,

pφ2(p) < ω2
2 + θ21

(
pg1

(
ψ1

(
p−1
))
− ψ1

(
p−1
))

+ θ22 (g2 (ψ2 (p))− pψ2 (p)) .

(14.9)

14.2. Existencia y multiplicidad de equilibrios

En esta sección presentamos, en diferentes contextos, algunos resultados que garantizan la existencia
y multiplicidad de equilibrios en una economı́a con producción del tipo Shapley-Shubik, ya que para este
tipo de economı́as las dotaciones iniciales ω1 = (ω1

1 , ω
1
2) y ω2 = (ω2

1 , ω
2
2) satisfacen ω1

1 , ω
2
2 > 0 y ω1

2 , ω
2
1 ≥ 0,

entonces distinguimos dos casos: 1) ω1
2 , ω

2
1 > 0 y 2) ω1

2 = 0, y/o ω2
1 = 0, al primero lo llamaremos el

caso dotaciones iniciales interiores, mientras que al segundo lo denominaremos dotaciones iniciales no
interiores.
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14.2.1. Existencia de equilibrio en economı́as con dotaciones no interiores

Comenzamos tratando el caso en que las dotaciones iniciales son no interiores y damos condiciones para
que la economı́a presente multiplicidad de equilibrios, para ello tenemos el siguiente resultado.

Teorema 25. Sea E una economı́a de propiedad privada de Shapley-Shubik, donde las dotaciones inicia-
les están dadas por ω1 = (ω1

1 , 0) y ω2 = (0, ω2
2). Si B1, B1 y B2, B2 son finitas y máx{1/B1, 1/B1} <

mı́n{B2, B2}, entonces existe un precio de equilibrio p∗ ∈
(
mı́n{1/B1, 1/B1},máx{B2, B2}

)
. Más aún, si

Z ′(p∗) > 0 entonces la economı́a tiene al menos otros dos equilibrios.

Demostración. Note que podemos reescribir la función exceso de demanda como sigue

Z(p) = x1
1(p)− ω1

1 + x2
1(p) + ψ2(p)− g1 (ψ1 (1/p)) (14.10)

De (14.5) y (14.7), sabemos que x1
1(p) − ω1

1 = 1
p [θ11π1(p) + θ12π2(p)] − 1

pφ1 (1/p) y x2
1 = φ2(p), donde

π1(p) = pg1 (ψ1 (1/p))− ψ1 (1/p) y π2(p) = g2 (ψ2(p))− pψ2(p).

Sea pm = mı́n{1/B1, 1/B1}, entonces usando la observación 11 y la observación 12, junto con el hecho
de que máx{1/B1, 1/B1} < mı́n{B2, B2}, tenemos

1. φ1(1/pm) = 0 y por lo tanto x1
2 (pm) = 0,

2. ψ1 (1/pm) = 0 y aśı g1 (ψ(1/pm)) = 0, lo que implica que π1(pm) = 0,

3. φ2(pm) > 0 o equivalentemente x2
1(pm) > 0,

4. ψ2(pm) ≥ 0 y entonces π2(pm) ≥ 0.

Por lo que concluimos que Z(pm) > 0. Ahora note que para pM = máx{B2, B2}

1. φ2(pM ) = 0 o equivalentemente x2
1(pM ) = 0,

2. ψ2(pM ) = 0, g2 (ψ2(pM )) = 0 y π2(pM ) = 0,

3. φ1 (1/pM ) > 0,

4. ψ1 (1/pM ) ≥ 0, g2 (ψ1 (1/pM )) ≥ 0, y π1(pM ) ≥ 0.

Entonces, una vez que notamos que

θ11
1

pM
π1(pM )− g1 (ψ1 (1/pM )) = (θ11 − 1) g1 (ψ1 (1/pM ))− θ11

1

pM
ψ1 (1/pM ) ≤ 0,

concluimos que Z(pM ) < 0. De la continuidad de Z y el hecho de que Z(pm) > 0 y Z(pM ) < 0, debe existir
un precio positivo p∗ ∈

(
mı́n{1/B1, 1/B1},máx{B2, B2}

)
para el cual Z(p∗) = 0. La segunda parte del

teorema se sigue fácilmente que Z(pm) > 0, Z(pM ) < 0 y que Z corta al eje x de forma ascendiente en
p∗.

Cabe señalar que la condición Z ′(p) > 0 nos garantiza que el precio de equilibrio p es regular (ver
definición 32), además esta condición es solo una condición suficiente que garantiza la múltiplicidad de
equilibrios en una economı́a con producción de Shapley-Shubik, esto será probada en la sección 14.2.4,
teorema 30.
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Teorema 26. Supongamos que las hipótesis del teorema 25 se mantienen válidas y que 1/B1 < 1/B1 <
f ′2
(
ω1

1

)
, 1/f

′

1

(
ω2

2

)
< B2 < B2, entonces la economı́a con producción de propiedad privada de Shapley-

Shubik E tiene un precio de equilibrio p∗ en el intervalo
(
1/B1, B2

)
. Más aún, si en el precio p∗ se satisfacen

las siguientes desigualdades πi(p
∗) > 0, i = 1, 2, φ1(1/p∗) < p∗ω1

1 + θ11π1(p∗) + θ12π2(p∗) y p∗φ2(p∗) <
ω2

2 +θ21π1(p∗)+θ22π2(p∗) se mantienen, entonces p∗ es un precio de equilibrio interior y cuando Z ′(p∗) > 0
la economı́a tiene al menos tres precios de equilibrio.

Demostración. Para pm = 1/B1, la función exceso de demanda está dada por

Z(pm) =
1

pm
[θ12π2(pm)− φ1(1/pm)] + ω1

1 + φ2(pm)− ω1
1 + ψ2(pm),

ahora debemos probar que z(pm) > 0, primero note que como x1
1(pm) = 1

pm
[θ12π2(pm)− φ1(1/pm)] +ω1

1 ≥
0, entonces esta cantidad es no negativa, el mismo razonamiento aplica a ψ2(pm), pues esta representa
la demanda de insumos de la firma 2. Ahora para concluir, usamos el hecho de que f ′2 es estrictamente

decreciente y φ2 = (f ′2)
−1

, entonces φ2(p) > ω1
1 cuando p < f ′2

(
ω1

1

)
, aśı φ2 (pm) − ω1

1 > 0 por lo tanto,
concluimos que Z(pm) > 0.

Ahora para finalizar la primera parte de la demostración, probaremos que Z(pM ) < 0 para pM = B2,
para este propósito note que

pMZ(pM ) = θ11π1(pM )− φ1(1/pM ) + pMφ2(pM )− pMg1 (ψ1(1/pM )) (14.11)

De la restricción presupuestaria del consumidor 2, tenemos que pMφ2(pM ) ≤ ω2
2 + θ21π1(p) y del hecho

de que θ11 + θ21 = 1, obtenemos

pMZ(pM ) ≤ π1(pM )− φ1(1/pM ) + ω2
2 − pMg1 (ψ1(1/pM )) =

ω2
2 − φ1 (1/pM )− ψ1 (1/pM ) < −ψ1 (1/pM ) ,

la última desigualdad se sigue del hecho de que 1/f ′1(ω2
2) < B2 y de que ω2

2 < φ1 (1/p), cuando f ′2
(
ω2

2

)
>

1/p o equivalentemente para cualquier p > 1/f ′2
(
ω2

2

)
, como ψ1 (1/pM ) es no negativa, concluimos que

Z(pM ) < 0. Por lo tanto, una vez más de la continuidad de Z debe existir un precio p∗ ∈ (pm, pM ) tal que
Z(p∗) = 0, por lo tanto concluimos la primera parte del teorema. La segunda parte es una consecuencia
directa de la restricción presupuestaria de cada consumidor y del hecho de que cuando πi(p) es positiva al
precio p, necesariamente φ1(1/p) > 0 y φ2(p) > 0. Finalmente, si Z(p∗) > 0 la demostración de la tercera
parte del teorema es completamente análoga a la parte final de la demostración del teorema 25.

Afirmación 2. Antes de continuar, afirmamos que si B1 y B2 son finitas y positivas, pero no necesaria-
mente B1 o B2 lo son, y además se cumple que 1/B1 ≤ 1/B1 < f ′2

(
ω1

1

)
, 1/f

′

1

(
ω2

2

)
< B2 ≤ B2, entonces

existe un equilibrio interior, la prueba de esta afirmación es consecuencia directa de la demostración del
teorema 26, una vez que notamos que máx{1/B1, B1} = B1 y mı́n{B2, B2} = B2, por lo que la prueba de
este teorema puede ser trasladada directamente a este caso.

14.2.2. Existencia de equilibrio en economı́as con dotaciones interiores

Abordamos ahora el caso en que ω1, ω2 ∈ R2
++, es decir, consideraremos economı́as con producción de

Shapley-Shubik con dotaciones iniciales, y permitimos que B1 y B2 sean infinitos, pero no aśı B1 y B2.
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Teorema 27. Sea E una economı́a con producción de Shapley-Shubik con dotaciones iniciales interiores,
si 1/B1 < B2 y f ′2(ω2

1) 6= 1/f ′1(ω1
2), entonces la economı́a tiene un precio de equilibrio p∗ en el intervalo(

mı́n{1/B1, 1/f
′
1(ω1

2), f ′2(ω2
1)},máx{B2, 1/f

′
1(ω1

2), f ′2(ω2
1)}
)
. Además, si Z ′(p∗) > 0, entonces la economı́a

tiene al menos tres equilibrios.

La prueba de este teorema es análoga a la demostración del teorema 25, la omitiremos en esta parte.

14.2.3. Economı́as mirror symmetric de Shapley-Shubik con producción

En esta sección presentamos algunos resultados obtenidos sobre la multiplicidad de equilibrios en eco-
nomı́as con producción del tipo Shapley-Shubik, en el caso especial en que las funciones de utilidad satisfacen
u1(x, y) = u2(y, x), para todo x, y ∈ R+, lo cual impone la restricción f1 = f = f2 sobre la parte no lineal
de la función de utilidad, bajo estas condiciones llamaremos a la economı́a, economı́a de Shapley-Shubik
mirror-symmetric con producción, en analoǵıa con las economı́as de intercambio puro de Shapley-Shubik.

Teorema 28 ([11]). Sea E =
{
R2

+,
(
u1, (ω

1
1 , 0)

)
,
(
u2, (0, ω

2
2)
)}

una economı́a de intercambio puro, su-
pongamos que u1(x1, x2) = x1 + f(x2) y u2(x1, x2) = x2 + f(x1), con f una función estrictamente

cóncava, continuamente diferenciable para la cual ĺımz→0 f
′(z) ≤ 0 y pongamos φ = (f ′)

−1
, entonces

si φ(1) < mı́n{ω1
1 , ω

2
2} y φ(1) + 2φ′(1) > 0, existen al menos tres precios de equilibrio, uno en p = 1, otro

en algún p∗ > 1 y uno más en 1/p∗ < 1.

Una generalización de este resultado fue obtenida en [2], para economı́as de Shapley-Shubik mirror
symmetric con mirror production (ver teorema 4 en [2]), para fines de claridad presentamos expĺıcitamente
la definición de estas economı́as a continuación. En el trabajo mencionado los autores se limitan a analizar
el caso en que Bi es finita y Bi es infinita para i = 1, 2, de hecho solo analizan el caso en que la parte
no lineal de las funciones de utilidad son cuadráticas y las funciones de producción tiene la forma zβ con
β ∈ (0, 1), por lo que en este trabajo de tesis, generalizamos estos resultados al permitir que las constantes
Bi tomen valores infinitos, esto nos permitirá considerar una clase más amplias de funciones de utilidad y
producción para las cuales las economı́as con producción presentan multiplicidad de equilibrio.

Definición 37. Sea E =
{
R2

+, u2, ω
1, u2, ω

2, g1, g2, θi,j , i, j = 1, 2
}

una economı́a con producción de pro-
piedad privada del tipo Shapley-Shubik, entonces si la parte no lineal de las funciones de utilidad satisfa-
cen f1 = f = f2 para alguna función estrictamente cóncava y continuamente diferenciable, para la cual
ĺımz→∞ f ′(z) ≤ 0, las tecnoloǵıas son tales que g1 = g2 = g, y las participaciones de los consumidores en
los beneficios de las empresas son tales que θij = θji, i, j = 1, 2, entonces decimos que la economı́a E es
una economı́a mirror de Shapley-Shubik symmetric con producción de propiedad privada.

Note que el supuesto θij = θji, i, j = 1, 2, implica que θi1 + θi2 = 1, i = 1, 2.

Teorema 29. Sea E una economı́a mirror symmetric con producción de propiedad privada de Shapley-
Shubik, supongamos que 1 < B,B < ∞, entonces p = 1 es un precio de equilibrio de la economı́a. Si
además las desigualdades (14.12) se mantienen, entonces p = 1 es un equilibrio interior de la economı́a,
más aún si (14.13) se mantiene, entonces la economı́a tiene al menos tres diferentes precios de equilibrio.

ψ(1) < g(ψ(1))

φ(1) < mı́n{ω1
1 + pg (ψ (1/p))− ψ (1/p) , ω1

2 + pg (ψ (1/p))− ψ (1/p))}
(14.12)

2φ(1) + 2φ′(1) + 2ψ′(1)− θ11ψ(1) + θ12g(ψ(1))− [g(ψ(1))− ψ(1)] > 0, (14.13)

.
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Demostración. De (14.8) deducimos que

Z(p) = θ11π1(p)p−1 + θ12π2(p)p−1 − φ(p−1)p−1 + φ(p) + ψ(p)− g(ψ(p−1)). (14.14)

Ahora note que π1(1) = π2(1), como θ11 + θ12 = 1, se sigue que θ11π1(1) + θ12π2(1) = π1(1) y aśı

Z(1) = g (ψ (1))− ψ(1)− φ(1) + φ(1) + ψ(1)− g (ψ (1)) = 0, (14.15)

entonces p1 = 1 ∈ E, derivando Z(p) y evaluando en p = 1, podemos ver que

Z ′(1) = 2φ(1) + 2φ′(1) + 2ψ′(1)− θ11ψ(1) + θ12g(ψ(1))− [g(ψ(1))− ψ(1)] ,

la cual por hipótesis es positiva, de donde concluimos el teorema.

14.2.4. Multiplicidad de equilibrios en economı́as singulares

Hasta ahora nos hemos enfocado en la existencia de múltiples equilibrios en el caso de economı́as con
un precio regular para el cual Z ′(p) > 0, sin embargo como mencionamos en la sección 14.2 esta condición
solo es una condición suficiente para garantizar la existencia de múltiples equilibrios en economı́as con
producción del tipo Shapley-Shubik, el siguiente teorema nos da condiciones suficientes para la existencia
de múltiples equilibrios en economı́as singulares.

Teorema 30. Sea E una economı́a con producción de propiedad privada de Shapley-Shubik, supongamos
que las hipótesis del teorema 25, teorema 26 y/o teorema 27 son válidos, entonces si existe un p∗ precio de
equilibrio que pertenece a uno de los intervalos descritos en los teorema mencionados, para el cual existe
una vecindad Np∗ , tal que Z ′(p′) > 0 para todo p′ ∈ (0, p∗)∩Np∗ , entonces la economı́a tiene al menos otro
equilibrio. Más aún, si

i) Z ′(p′) > 0 para todo p′ ∈ Np∗ , entonces la economı́a tienen al menos 3 precios de equilibrio diferentes.

ii) Z ′(p′) > 0 para p′ ∈ (0, p∗) ∩Np y Z ′(p′) < 0, p′ ∈ (p∗,∞) ∩Np∗ , entonces la economı́a es singular
con al menos dos precios de equilibrio diferentes.

Demostración. Los supuestos del teorema implican que el precio p∗ debe pertenecer a uno de los intervalos(
mı́n{1/B1, 1/B1},máx{B2, B2}

)
,
(
1/B1, B2

)
,
(
mı́n{1/B1, f

′
2(ω2

1), 1/f ′1(ω1
2)},máx{B2, f

′
2(ω2

1), 1/f ′1(ω1
2)}
)
,

dependiendo de cual de las hipótesis se verifica. Dado que la idea detrás de la prueba es la misma indepen-
dientemente del intervalo al cual p∗ pertenezca, supondremos sin pérdida de generalidad que las condiciones
del teorema 25 son las que se verifican y por lo tanto supondremos que p ∈

(
mı́n{1/B1, 1/B1},máx{B2, B2}

)
.

Ahora note que las hipótesis Z(p∗) = 0 y Z ′(p′) > 0 para todo p′ < p∗ en una vecindad suficientemente
pequeña de p∗, entonces se sigue que Z(p′) < 0 para todo p′ < p∗ en esta vecindad, de las hipótesis del
teorema 25, sabemos que Z(p) es positiva para pm = mı́n{1/B1, 1/B2}, entonces de la continuidad de Z,
existe un 0 < p1 < p∗ tal que Z(p1) = 0, y por lo tanto concluimos que la economı́a tiene a menos dos
equilibrios. (i) se sigue de que Z(p∗) = 0 y Z ′(p′) > 0 para todo p′ ∈ Np∗ lo que implica que Z cruza
el eje x en p∗ y Z(p) < 0 < Z(p′) para algunos precios p < p∗ < p′, para concluir el inciso (i) note que
z(p) < 0 para todo pM = máx{f ′2(ω1

2), B2}. Para el inciso (ii), note que Z ′(p′) > 0 para p′ ∈ (0, p∗) ∩Np
y Z ′(p′) < 0 para p′ ∈ (p∗,∞) ∩Np∗ lo que implica que (p∗, 0) es un mı́nimo local de la función exceso de
demanda, de donde (ii) se sigue del hecho de que Z(p) > 0 para algún p > 0.

Dado que nuestro objetivo en esta parte del trabajo es encontrar condiciones sobre los parámetros que
definen una economı́a con producción, en el caso particular del modelo de Shapley-Shubik, bajo las cuales
podamos garantizar que la economı́a tenga múltiples equilibrios, para posteriormente analizar la posibilidad
de que perturbaciones en los parámetros que la definen, lleven a cambios en el número de equilibrios. En lo
que sigue, nos referiremos solo a casos de economı́as que admiten p = 1 como precio de equilibrio prefijado.
Esto nos permitirá construir ejemplos tratables numéricamente. En la subsección 14.3.1, explicamos cómo
construir economı́as con producción con múltiples, ninguno de los cuales es p = 1.
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14.3. Construcción de ejemplos

A partir de los resultado obtenidos con anterioridad, en esta sección mostramos como construir ejemplos
de economı́as con múltiples equilibrios. En este sentido, el ejemplo 10 mostrado a continuación corresponde
con una economı́a con tres equilibrios, la construcción de este ejemplo corresponde a utilizar el teorema 25,
para garantizar la existencia de un equilibrio regular p∗ para el cual Z ′(p∗) > 0, mientras que en el ejemplo
11 mostramos una economı́a singular con 2 equilibrios, este ejemplo se construye adaptando la prueba del
teorema 30. Finalmente señalamos que los ejemplos construidos en la subsección 14.3.1 son tomados de [2]
y si bien no corresponden con los resultados mostrados en esta tesis, dejan de manifiesto que es posible
construir economı́as con producción de Shapley-Shubik, para las cuales B1 y B2 toman el valor ∞.

Ejemplo 10. Supongamos que las firmas producen de acuerdo a las funciones y1 = g1(y2) = 4
3y2 − 4

9y
3
2

y y2 = g2(y1) = 4y1 − 2y2
1, supongamos que las preferencias de los consumidores están representadas por

las funciones cuasilineales u1(x, y) = x − a1e
−y, u2(x, y) = y − a2e

−x, con a1 y a2 por ser determinados,
supongamos que la participación de los consumidores en los beneficios de las firmas está dado por θ11 = 3/4
y θ12 = 1/3, note que B1 = a1, B2 = a2, B1 = 4/3 y B2 = 4. Entonces la oferta de las firmas 1 y 2
respectivamente, está dada por(

4

3

(
4p− 3

4p

)1/2

− 4

9

(
4p− 3

4p

)3/2

,−
(

4p− 3

4p

)1/2
)

y

(
−4− p

4
, 4− p− 2

(
4− p

4

)2
)
, (14.16)

luego resolviendo el problema de maximización de utilidad para los consumidores y estimando Z ′(1) > 0
obtenemos la siguiente condición a1 > e39/12, usando las condiciones en los parámetros B1, B2, B1 y B2

descritas en las secciones anteriores, para garantizar que la demanda de los consumidores y la oferta de los
productores este bien definida, ponemos a1 = 37, de la misma manera resolviendo Z(1) = 0 junto con esta
elección de a1, concluimos que a2 = 37e−43/72, estos valores garantizan que la economı́a tiene múltiples
equilibrios. De hecho tiene exactamente 3 equilibrios, dados por p1 ≈ 0.82, p2 = 1, p2 ≈ 3.95. La función
exceso de demanda para este ejemplo está representada en la figura 14.1 (a).

Ejemplo 11. Usando los mismos supuestos del ejemplo anterior y eligiendo a1 = e39/12 y a2 = e181/72,
obtenemos una economı́a singular con dos equilibrios, p = 1, p ≈ 2.47, ver figura 14.1 (b).

Ejemplo 12. Consideremos las funciones no lineales f(x) = 4x − 1
2x

2, dotaciones iniciales ω1 = (10, 0),
ω2 = (0, 10), participación en los beneficios θ11 = 0.6, θ12 = 0.4 y funciones de producción definidas por
la regla g(y) = 1− e−5y, entonces de un cálculo directo podemos ver que la oferta de la firma 1 está dada

por
(

1− 1
5p
, 1
5
ln
(

1
5p

))
, mientras que la oferta de la firma 2 está definida como sigue

(
1
5 ln

(
p
5

)
, 1− p

5

)
, los

cuales son interiores cuando 0.2 < p < 5. Por otro lado, para los consumidores tenemos

x1(p) =
(

10 + 1
p

[
0.52p+ 0.28 + 0.12 ln

(
0.2p−1

)
+ 0.08p ln(0.2p)

]
− 4

p + 1
p2 , 4−

1
p

)
,

x2(p) =
(
4− p, p2 − 3.72p+ 10.52 + 0.08 ln(0.2p−1) + 0.12p ln(0.2p)

)
,

(14.17)

entonces

Z(p) = 3 + 1
p

[
0.52p+ 0.28 + 0.12 ln

(
0.2p−1

)
+ 0.08p ln(0.2p)

]
− 4p−1 + p−2 − p+ 0.2p−1 + 0.2 ln

(
5p−1

)
.

Es fácil ver que Z(1) = 0 y

Z′(p) = −0.28p−2 − 0.12p−2 − 0.12p−2 ln(0.2p−1) + 0.08p−2 + 0.08 ln(0.2p) + 4p−2 − 2p−3 − 1− 0.2p−1 − 0.2p−2,

por lo que Z ′(1) > 0. Como Z(0.2) > 0, Z(2.6) < 0 y 1 ∈ [0.2, 2.6], del teorema 29 deben existir al menos
tres equilibrios en el intervalo, ver figura 14.2.
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(a) Función exceso de demanda del ejemplo 10. (b) Función exceso de demanda del ejemplo 11.

Figura 14.1: Funciones exceso de demanda de los ejemplos 10 y 11.

Figura 14.2: Función exceso de demanda del ejemplo 12.

De hecho estos equilibrios son p1 ≈ 0.5122, p2 = 1, p2 ≈ 1.9509. Tenemos que Z
′
(p1) < 0, Z

′
(p2) > 0 y

Z
′
(p3) < 0. De donde podemos observar que el consumidor 1 prefiere p3 � p2 � p1, mientras que para el

segundo consumidor p1 � p2 � p3, esto nos permite concluir que incluso cuando los consumidores tengan
participación en el beneficios de las firmas, cuando estas maximizan su beneficio no necesariamente esto
trae consigo una mejora en el bienestar de los consumidores, pues como podemos observar en este ejemplo,
los consumidores prefieren precios opuestos.

14.3.1. Ejemplos generales

Los siguientes ejemplos tomados directamente de [2] nos permite mostrar que es posible construir ejem-
plos de economı́as con producción para las cuales los parémtros Bi = ĺımz→∞ g′i(z) =∞, i = 1, 2, aśı como
prefijar precios de equilibrio distintos de p = 1. El primer caso se exhibe en el ejemplo 13, mientras que el
segundo en el ejemplo 14.

Consideremos la economı́a con producción de Shapley-Shubik descrita como sigue: supongamos que las
empresas están caracterizadas por y2 = g1(y1) = ayα1 y y1 = g2(y2) = byβ2 , para α, β ∈ (0, 1) y a, b > 0 tales
que aα = 1 y bβ = 1. Mientras que la parte no lineal de las funciones de utilidad para los consumidores
viene dada por funciones cuadráticas de la forma

fi(x) = aix−
1

2
x2



14.3. CONSTRUCCIÓN DE EJEMPLOS 71

con ai > 0, i = 1, 2. En los que sigue supondremos que los parámetros θij , i, j = 1, 2 y α, β están fijos,
por lo tanto nuestro propósito es determinar las condiciones sobre a1, a2 que garanticen la multiplicidad
de equilibrios. De un cálculo directo obtenemos

Z(p) = ωp−1 + θ11(a− 1)p1/(α−1) + θ12(b− 1)p−β/(β−1) − (a1 − p−1)p−1 + (a2 − p) + p1/(α−1) − ω − bp−β/(β−1),

Z′(p) = −ωp−2 −
(
θ11a−

1

α− 1

)
p(2−α)/(α−1) +

(
θ12 −

1

β − 1

)
p(1−2β)/(β−1) + (a1 − p−1)p−2 − p−3 − 1.

Resolviendo Z ′(p) > 0 para a1 y Z(p) = 0 para a2, tenemos

a1 > ω + θ11ap
α/(α−1) − θ12p

1/(β−1) + 2p−1 + p2 +
1

1− β
p1/(1−β) +

1

1− α
pα/(α−1). (14.18)

Eligiendo cualquier valor de a1 > 0 que satisfaga esta desigualdad, a2 estará determinado de forma única
por

a2 = (1− p−1)ω + (θ11(1− a)− 1) p1/(α−1) + (θ12(1− b) + b) p−β/(β−1) + (a1 − p−1)p−1 + p, (14.19)

entonces para cualquier elección de a1 de tal forma que se satisfaga (14.18) obtenemos diferentes economı́as
con producción para las cuales p es un precio de equilibrio ((14.19) garantiza este hecho). Además, por
construcción estas economı́as tienen al menos tres equilibrios. Notemos que en particular para p = 1,
tenemos

Z(1) = θ11 (a− 1) + 1 + θ12 (b− 1) + a2 − a1, (14.20)

Z ′(1) = −ω − θ11a+ θ12 + (a1 − 3) +
1

β − 1
+

1

α− 1
. (14.21)

para este caso (14.18) y (14.19) se transforman en

a1 > ω + θ11a− θ12 +
1

1− β
+

1

1− α
+ 3. (14.22)

a2 = θ11(1− a) + θ12(1− b) + b− 1 + a1 (14.23)

Ejemplo 13. Para aclarar cómo aplicar las dos últimas ecuaciones, consideramos una economı́a de pro-
piedad privada Shapley-Shubik definida por

E =
{
R2, u1(x, y), ω1, u2(x, y), ω2, g1, g2, θij , i, j = 1, 2

}
.

Para los consumidores suponemos que ω1 = (20, ω), θ1 = (θ11, θ12), ω2 = (ω, 25), θ2 = (θ11, θ12), con
funciones de utilidad

u1(x1, x2) = x1 + f1(x2) y u2(x1, x2) = f2(x1) + x2,

y para la funciones de tecnoloǵıa

y2 = g2(y1) =
1

α
yα1 , y1 = g1(y2) =

1

β
yβ2 ,

donde fi(z) = aiz − 1
2z

2, ω = 94
91 , α = 0.3 y β = 0.35 con participaciones θ11 = 0.75 y θ12 = 0.4, por lo

tanto necesitamos encontrar a1 y a2 que garanticen la existencia de múltiples equilibrios en la economı́a
con producción descrita anteriormente. Por lo que usando (14.22), precisamos garantizar a1 > 12, por
conveniencia elegimos a1 = 2189

140 , de (14.23) tenemos a2 = 15. En consecuencia la función exceso de
demanda está dada por

Z(p) =
94

91
p−1 +

7

4
p−10/7 +

26

35
p35/65 − 2189

140
p−1 + p−2 + 15− p+ p−10/7 − 94

91
− 100

35
p100/65.

Esta función es representada en la figura 14.3 (a).
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Hasta ahora todas las construcciones hechas tienen la particularidad de tener a p = 1 como precio de
equilibrio, sin embargo el siguiente ejemplo deja de manifiesto que este hecho es solo por simplicidad en las
cálculos.

Ejemplo 14. Pongamos θ11 = 0.75, θ12 = 0.4, α = 0.3, β = 0.35 y ω = 94
91 . Para ilustrar, construimos

una economı́a con múltiples equilibrios, uno de los cuales elegimos como p = 2. Usando este valor en
(14.18) obtenemos la condición en a1 > 13.26596422679823, por conveniencia ponemos a1 = 14 y de
(14.19) se sigue que a2 = 11.18083150184725. Para este caso la gráfica de la función de demanda esta
representada en la figura 14.3 (b), cuyos precios de equilibrio están dados por p1 ≈ 0.1792472498915,
p2 = 2 y p3 ≈ 2.6915745984313.

(a) Función exceso de demanda del ejemplo 13. (b) Función exceso de demanda del ejemplo 14.

Figura 14.3: Funciones exceso de demanda de los ejemplos 13 y 14.

En los ejemplos anteriores la construcción se basa en determinar valores que garanticen Z ′(p) > 0, algún
valor de p, sin embargo también pudimos determinar valores para los cuales Z ′(p) = 0 y aún aśı conservar
multiplicidad de equilibrios en la economı́a (ver ejemplo 11). Finalmente señalemos que aún cuando las
construcción en el ejemplo 14 es más general, esto implica un poco más de trabajo, por lo tanto como en
esencia ambas construcciones son iguales preferimos continuar trabajando con el caso particular donde el
equilibrio base es p = 1.



15. Distribución sobre ramas de producción

Siguiendo lo descrito en la sección 11, introduciremos ramas de producción a las economı́as del tipo
Shapley-Shubik. Los ejemplos construidos en la sección anterior y/o en general los resultados obtenidos sobre
la multiplicidad de equilibrios en economı́as con producción de Shapley-Shubik, nos permitirán describir
el actuar de la dinámica del replicador. Fijando todos los parámetros excepto el número de empresas que
utilizan cada una de las tecnoloǵıas disponibles, podemos identificar a las economı́as con una distribución
de empresas en el conjunto de ramas de producción, lo que significa que cada economı́a está identificada con
una distribución N = (N1, N2), donde N1 representa el número de empresas en la rama 1, y N2 representa
el número de empresas en la rama 2, para resumir este hecho, usaremos el śımbolo EN para representar
una economı́a de Shapley-Shubik generalizada tal que la distribución de empresas está dada por N .

Definición 38. Sea

E =
{
R2,

(
ui, ω

i
)
, (Yj , Nj) , θik, i = 1, 2, k ∈ K = {1, . . . , L}

}
Una economı́a con producción de propiedad privada con 2 bienes y N ≥ 2 firmas divididas en 2 ramas de
producción, si las funciones de utilidad, de producción y dotaciones iniciales satisfacen las condiciones de
la definición 33, entonces llamamos a la economı́a E, economı́a con producción de propiedad privada de
Shapley-Shubik con distribución sobre ramas de producción.

Aqúı impĺıcitamente estamos asumiendo que las restricciones tecnológicas Y1 y Y2 están caracterizadas
por funciones g1 y g2, las cuales son estrictamente cóncavas y suaves, y que el conjunto de producción toma
la forma

Y1 =
{

(y1, y2) ∈ R2
++ : y1 ≤ g1(y2)

}
y Y2 =

{
(y1, y2) ∈ R2

++ : y2 ≤ g2(y1)
}
.

En las siguientes construcciones y resultados, cuando nos refiramos a una economı́a con producción de
propiedad privada de Shapley-Shubik con distribución sobre ramas de producción utilizaremos la misma
notación que para las economı́as de propiedad privada de Shapley-Shubik, esto es, para i = 1, 2, por fi
denotaremos la parte no lineal de sus funciones de utilidad y por φi a la función inversa de su derivada,
mientras que a las funciones de producción las denotaremos por gi y por ψi a la derivada de sus funciones
inversas. Entonces dada una economı́a con producción de propiedad privada de Shapley-Shubik con distri-
bución sobre ramas de producción y una distribución N = (N1, N −N1), la oferta agregada de las firmas
está dada por Niyi(p), i = 1, 2, por lo que siguiendo con la notación introducida en la sección 14 obtenemos

ZN (p) = N1θ11

[
g1

(
ψ1

(
p−1
))
− ψ1

(
p−1
)
p−1
]

+ (N −N1)θ12

[
g2 (ψ2 (p)) p−1 − ψ2 (p)

]
+

ω1
2p
−1 − φ1

(
p−1
)
p−1 + φ2(p) + (N −N1)ψ2(p)− ω2

1 −N1g1

(
ψ1

(
p−1
))
.

(15.1)

por lo que p = p (N ) es un precio de equilibrio para la economı́a si y solo si

φ2(p) = ω2
1 + φ1

(
p−1
)
p−1 +N1g1

(
ψ1

(
p−1
))
− ω1

2p
−1 − (N −N1)ψ2 (p)−

N1θ11

[
g1

(
ψ1

(
p−1
))
− ψ1

(
p−1
)
p−1
]
− (N −N1)θ12

[
g2 (ψ2 (p)) p−1 − ψ2 (p)

]
,

(15.2)

73
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derivando (15.1) con respecto de p, obtenemos

Z ′(p) = N1θ11ψ1

(
p−1
)
p−2 − (N −N1) θ12g2 (ψ2 (p)) p−2 − ω1

2p
−2 + φ1

(
p−1
)
p−2

+φ′1
(
p−1
)
p−2 + φ′2 (p) + (N −N1)ψ′2 (p) +N1ψ

′
1

(
p−1
)
p−3.

(15.3)

Note que Z ′(p) > 0 para algún p > 0, es equivalente a la condición siguiente:

φ1

(
p−1
)
> (N −N1) θ12g2 (ψ2 (p))−N1θ11ψ1

(
p−1
)

+ ω1
2 − φ′1

(
p−1
)

−φ′2 (p) p2 − (N −N1)ψ′2 (p) p2 −N1ψ
′
1

(
p−1
)
p,

(15.4)

Por lo que una vez presentadas las estimaciones anteriores, el siguiente resultado nos da condiciones que
garantizan la existencia de múltiples equilibrios en economı́as de Shapley-Shubik con producción y distri-
bución sobre ramas de producción.

Teorema 31. Sea EN∗ una economı́a con producción de propiedad privada de Shapley-Shubik con distribu-
ción sobre ramas de producción. Si para una distribución (N∗1 , N −N∗1 ) existe un precio positivo p tal que
se cumple (15.2), entonces p es un precio de equilibrio para la economı́a. Más aún, si se cumplen (15.2) y
(15.4) para algún p > 0, entonces p es un precio de equilibrio y la economı́a tiene al menos tres precios de
equilibrios.



16. Dinámica del replicador: Segunda parte

Como mencionamos con anterioridad, Accinelli y Covarrubias en [1] introdujeron por primera vez la
dinámica del replicador como representación adecuada para una economı́a en la que los mánagers de las
firmas en búsqueda de mayores beneficios, toman decisiones racionales sobre su inversión, para economı́as
con dos ramas de producción. En este contexto los mánagers podŕıan cambiar la tecnoloǵıa o la rama
de producción de sus inversiones de ah́ı la importancia de dotar al modelo de economı́a de una dinámica
adecuada que refleje el actuar de los mánagers de las firmas, esto se puede realizar mediante la dinámica del
replicador, esto es, el flujo de inversiones desde las ramas de producción donde las ganancias son menores
hasta las ramas con mayores ganancias se puede modelar utilizando la dinámica del replicador de la siguiente
manera.

ṅ1 = n1(1− n1)(π1(n)− π2(n)),

ṅ2 = −ṅ1.
(16.1)

Fijando el estado inicial de la economı́a, es decir, una distribución de las firmas sobre las ramas de

producción N (t0) = (N1(t0)
N , N2(t0)

N ) o equivalentemente n(t0) = (n1(t0), n2(t0)) la evolución de la economı́a
está dada por la solución n(t, t0) del sistema dinámico (16.1) donde n(t0, t0) = n(t0) y corresponde a un
continuo de economı́as EN (t), donde N (t) = Nn(t, t0). Note que la distribución n(t) depende del tiempo,
porque cada gerente en cada tiempo puede elegir cambiar de rama de producción de acuerdo a los beneficios
obtenidos en el tiempo t, es decir, si π1(n(t)) > π2(n(t)) entonces ṅ1(t) > 0, lo que implica que las firmas
preferirán moverse de la rama 2 a la 1, mientras que si la desigualdad contraria ocurre entonces el flujo
será inverso. En el caso donde π1(n(t)) = π2(n(t)) la economı́a está en un estado estacionario, en este caso
los gerentes no tienen incentivo a cambiar de rama de producción. Para simplificar la notación, cuando no
haya riesgo de confusión omitiremos la variable t. Suponiendo fijo el número total de firmas en la economı́a
a lo largo del tiempo, de acuerdo con la decisión de los mánager la cantidad de firmas en cada rama de
producción cambia a lo largo del tiempo, pero suponemos que número total de empresas es constante e
igual a N , es decir, N = N1(t) + N2(t) para todo t. Los cambios en la distribución de las firmas impacta
el comportamiento de los consumidores, esto es claro pues el ingreso del consumidor es una función que
depende de la distribución N = (N1, N2),

W i(p,N ) = p · ωi +

2∑
k=1

Nkθikπk(yk(p)).

Una distribución de probabilidad de las firmas sobre el conjunto de ramas de producción está dada por

n(t) = (n1(t), n2(t)) =
(
N1(t)
N , N2(t)

N

)
. Dada una distribución N = (N1, N2) , la función exceso de demanda

toma la forma

Z(p,N ) = x1(p) + x2(p)− ω1 − ω2 −N1y1(p)−N2y2(p). (16.2)
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o expĺıcitamente

Z(p,N ) = N1θ11

[
g1

(
ψ1

(
p−1
))
− ψ1

(
p−1
)
p−1
]

+ (N −N1)θ12

[
g2 (ψ2 (p)) p−1 − ψ2 (p)

]
+

ω1
2p
−1 − φ1

(
p−1
)
p−1 + φ2(p) + (N −N1)ψ2(p)− ω2

1 −N1g1

(
ψ1

(
p−1
))
.

(16.3)

(comparar con (15.1) teniendo en cuenta que N1 = N1(t)).

Observación 13. Dependiendo de la distribución de las empresas en los conjuntos de tecnoloǵıas dispo-
nibles, la economı́a puede ser singular o regular y con multiplicidad o unicidad de equilibrio. Dado que los
consumidores son los accionistas de las empresas, sus ingresos dependen de la distribución y, por tanto,
los precios de equilibrio dependen también de la distribución. Entonces, podemos considerar los precios de
equilibrio p como una correspondencia p : (0, 1)→ EN . Donde

EN = {p ∈ R+ : zN (p) = 0} .

Esto muestra que las decisiones de los administradores de las empresas, que en principio solo afectaŕıan el
lado productivo de la economı́a, pueden tener repercusiones en el comportamiento global de las economı́as.
En la sección 16.2, analizaremos cómo estas decisiones pueden afectar el bienestar de la economı́a.

Es conveniente tener, al menos para los ejemplos generales discutidos en la subsección 14.3.1, una
expresión para el estado estacionario, para estos ejemplos de un cálculo directo podemos mostrar que los
beneficios de las firmas están dados por

π1(n1) = (a− 1)p(n1)α/(α−1) y π2(n1) = (b− 1)p(n1)−1/(β−1). (16.4)

Suponemos que al final de cada peŕıodo, los gerentes eligen la rama de producción de acuerdo con los
beneficios observados en cada rama. Seremos testigos de un flujo desde las sucursales que ofrecen menores
ganancias hacia aquellas con mayores ganancias. Esto implica un cambio en la distribución de las empre-
sas, cuantificado por el sistema dinámico (16.1). El proceso continúa hasta que las ganancias se igualan.
La economı́a llegará ahora a un estado estacionario, cuya estabilidad en el sentido de Liapunov indicará
las posibilidades de permanecer como tal o no en el tiempo, ante posibles perturbaciones exógenas de los
parámetros del sistema.

El estado de equilibrio de nuestro sistema es alcanzado para alguna distribución n∗ = (n∗1, n
∗
2) tal que

π1(n∗1) = π2(n∗1), es decir,

p∗ = p(n∗1) =

[
a− 1

b− 1

] (α−1)(β−1)
αβ−1

. (16.5)

Si n1 : p(n1) > p∗ entonces π1(n1) < π2(n2) y observaremos un flujo de rama 1 a la rama 2 y rećıpro-
camente cuando p(n1) < p∗.

16.1. Ejemplos: Dinámica del replicador

En esta sección mostramos algunos ejemplos de aplicaciones de la dinámica del replicador, para ello
consideraremos las distintas construcciones realizadas a lo largo de esta tesis. Los ejemplos que mostra-
remos en esta sección, nos permitirán obtener algunas conclusiones interesantes sobre el bienestar de los
consumidores, cuando los mánagers de las firmas toman decisiones racionales a lo largo del tiempo.
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16.1.1. Ejemplos generales

Consideremos una vez más el ejemplo mostrado en la subsección 14.3.1, el cual como ya mencionamos
es tomado directamente de [3], en este ejemplo las empresas se caracterizan por las funciones de tecnoloǵıa,

y2 = g1(y1) = ayα1 y y1 = g2(y2) = byβ2 , para α, β ∈ (0, 1) y a, b > 0 tal que aα = 1 y bβ = 1. Las funciones
de utilidad están dadas por u1(x1, x2) = x1 + f1(x2) y u2(x1, x2) = f2(x1) + x2

fi(x) = aix−
1

2
x2

con ai > 0, i = 1, 2. En lo que sigue supondremos que los parámetros θij , i, j = 1, 2 y α, β están fijos,
por lo tanto nuestro propósito es determinar condiciones sobre a1, a2 que garanticen la múltiplicidad de
equilibrios, en este contexto (14.22) y (14.23) toman la forma

a1 ≥ ω + θ11N1a− θ12(N −N1) +
N1

1− α
+
N −N1

1− β
+ 3 (16.6)

y

a2 = θ11N1(1− a) + θ12(N −N1)(1− b)−N1 + (N −N1)b+ a1. (16.7)

Por lo tanto, una vez que los parámetros α, β, a1, a2 ω, θ11, θ12 y el número de empresas N están fijas,
el número de posibles precios de equilibrio dependerán de la distribución N = (N1, N2) de las empresas
sobre el conjunto de tecnoloǵıas disponbiles. Si para algún N1 las desigualdades (16.6) y (16.7) se verifican,
entonces la economı́a tendrá tres equilibrios.

Afirmación 3. Dados los parámetros α, β, a1, a2 ω, θ11 y θ12. Sea N = (N1, N2) una distribución de las
empresas sobre las ramas de producción tal que

1. La desigualdad en (16.6) se verifica, entonces la economı́a tiene un único equilibrio singular en p = 1.

2. ω + θ11N1a− θ12(N −N1) +
N1

1− α
+

1

1− β
+ 3 > a1, entonces la economı́a es regular con al menos

tres equilibrio.

Ambos hechos se siguen de un cálculo directo.

Ejemplo 15. Consideremos una economı́a con producción de Shapley-Shubik definida por u1(x1, x2) =

x1 + f1(x2) y u2(x1, x2) = x2 + f2(x1) son las funciones de utilidad y fi(z) = aiz −
1

2
z2, i = 1, 2 y

a1 = 90, a2 = 2059
14 con dotaciones ω1 = (20, 16/91), ω2 = (16/91, 25) y participaciones de los consumidores

en los beneficios de las empresas dados por θ11 = 0.75, θ12 = 0.4, θ21 = 0.25 y θ22 = 0.6, supongamos que

las funciones de tecnoloǵıa verifican y2 = g1(y1) =
1

α
yα1 , y1 = g2(y2) =

1

β
yβ2 con α = 0.3 y β = 0.35.

En este ejemplo, para las distribuciones (10, 40) y (11, 39) la economı́a tiene 3 equilibrios y un solo
equilibrio para cualquier otra distribución, por lo que si los mánagers de las firmas buscan invertir en la
rama de producción que les brinde mayores beneficios, entonces decidirán cambiar sus ramas o tecnoloǵıa de
producción y por ende la estructura de la economı́a se verá modificada, esto podŕıa provocar por ejemplo un
cambiando en el número de equilibrios. Antes de que esto suceda, la economı́a debe haber pasado por una
economı́a cŕıtica. Esto podŕıa conducir a un cambio abrupto en las distribuciones y los precios de equilibrio
de la economı́a. Como veremos en la siguiente sección, el hecho de que del lado de la producción se vuelva
más eficiente o más rentable no significa que algo similar ocurra en el lado del consumo de la economı́a.
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(a) p1 ≈ 0.12562, p2 = 1 y p3 ≈ 1.07471 (b) p1 ≈ 0.17025, p2 ≈ 0.6155 y p3 ≈ 1.5223

Figura 16.1: Precios de equilibrio: (a) distribución N = (10, 40) , (b) distribución N = (11, 39).

Figura 16.2: La ĺınea azul representa π1(p), mientras que la ĺınea roja π2(p): Ejemplo 15.

Continuando con el análisis del último ejemplo, se procede a analizar los beneficios de las empresas en cada
rama. De un cálculo directo obtenemos

π1(p) =
7

3
p−3/7 y π2(p) =

65

35
p100/65,

entonces usando la ecuación (16.5) obtenemos que el precio de igual beneficio está dado por

p∗ =

[
49

39

]91/179

.

La tabla 16.3 muestra los precios de equilibrio y beneficios para algunas distribuciones.
Dado que p∗ ≈ 1.1230431, podemos ver de la tabla anterior que no existe una distribución para la cual

la igualdad de beneficios se alcanza, por lo tanto podemos concluir que el estado de equilibrio para esta
economı́a no es alcanzable. Note que para cualquier distribución N = (N1, N − N1) con 0 ≤ N1 ≤ 10,
los agentes preferirán invertir en la rama 1, entonces si el estado inicial de la economı́a está dado por una
distribución n(t0) = (N1(t0)/50, N2(t0)/50) tal que N1(t0) ≤ 10, entonces dado que π1(n(t0)) > π2(n(t0)),
de acuerdo con el sistema dinámico (16.1) existirá un flujo creciente haćıa la rama 1. Este flujo positivo
permanecerá hasta el tiempo t∗ > t0 cuando N1(t∗) = 12, porque para toda distribución N : 12 ≤ N1 < 50
tenemos que π1(n(t0)) < π2(n(t0)), en este punto la desigualdad es contraria, dado que π1(n∗) = π2(n∗)
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Figura 16.3: Tabla de beneficios para el ejemplo 15.

corresponde a un número no entero 50n∗, es posible que comience un ćıclo de migración de empresas de una
rama a otra y rećıprocamente. Un proceso simétrico se obtendŕıa si el estado de equilibrio de la economı́a
corresponde con una distribución N (t0) tal que 12 < N1(t0) < 50, en este caso el flujo será de la rama 1 a
la 2, ver tabla 16.3.

Es importante notar que, en el caso de que el estado de equilibrio de la economı́a está caracterizado
por una distribución N (t0) observaremos un flujo positivo hacia la rama 1 y consecuentemente, en algún
t = t∗ la economı́a pasará por una singularidad, pues se está yendo de una economı́a con unicidad de
equilibrio a una con multiplicidad, algo similar ocurrirá si el estado inicial de la economı́a en el tiempo
t0 está caracterizado por una distribución N (t0) tal que 12 < N1(t0) < 50. En este caso, el flujo positivo
será hacia la rama 2 y la transición a la distribución con N1 = 11 implicaŕıa un cambio repentino en el
comportamiento de la economı́a que pasaŕıa de tener solo un equilibrio a tener 3. Sin embargo, esos dos
casos son completamente similares, notemos que cuando se pierde la unicidad, la economı́a que estaba
inicialmente en estado caracterizado por N1(t0) < 10, contrario al precio que se establece cuando se pierde
la unicidad, el mismo sentido de la desigualdad de los beneficios. Para el segundo caso, observaremos que
hay dos posibilidades que el sentido de la desigualdad de los beneficios es contraria y solo uno permanece.
Este hecho nos alerta sobre la imposibilidad de prever a priori las consecuencias de las decisiones racionales
de los directivos de las empresas en un entorno de una economı́a singular. El impacto de estas decisiones
sobre el número de equilibrios puede ser muy diferente. En el siguiente apartado analizaremos con precisión
las repercusiones de estas decisiones en el bienestar de los consumidores.

Observación 14. Consideramos una economı́a En∗ singular, aún en el caso en el que la distribución
de probabilidad dada por n∗ = (n∗1, n

∗
2) que define la existencia de un precio p tal que Z(p, n∗) = 0 y

Z ′(p, n∗) = 0 ocurre para una distribución en la cual Nn∗ no corresponde con un entero positivo. Esto no
va en detrimento de las conclusiones obtenidas, ya que los cambios repentinos e inesperados se perciben
cuando pasamos de una economı́a caracterizada por una distribución N̄ con N̄1 < n∗1N a otra caracterizada
por una distribución N ∗ tal que N∗1 > n∗1N.

Ejemplo 16. Consideremos una economı́a de propiedad privada del tipo Shapley-Shubik con N firmas,

dividida en dos ramas de producción, definida por y1 = B1y
β1

2 para la primer rama y y2 = B2y
β2

1 para
el segundo sector, sea N1 el número de firmas en la primer rama, entonces N − N1 es el número de
firmas en la segunda. Para los consumidores asumimos que u1(x1, x2) = x1 + a1x2− 1

2 (x2)
2

y u2(x1, x2) =
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x2 + a2x1 − 1
2 (x1)

2
. Donde

B1 =

[
128

27

]1/4
, β1 =

3

4
, B2 =

3

2
, β2 =

2

3
, a1 = 234 y a2 = 224.

Supongamos que las dotaciones iniciales de los consumidores están dadas por ω1 = (2125, 10) y ω2 =
(20/3, 935), de donde obtenemos

Z(p) = −5N1

3
p3 +

4(N −N1)

3
p−3 − 224p−1 + p−2 − p+

652

3
(16.8)

Note que π1(1) = 1
2 = π2(1), es decir, las firmas tienen igual beneficio en p = 1, supongamos que el número

total de firmas es N = 50.

(a) Distribución N = (26, 24) (b) Distribución N = (20, 30)

Figura 16.4: La curva negra representa π1(p), la curva roja π2(p) y la azul a la función exceso de demanda del ejemplo 16
para distintas distribuciones

Figura 16.5: Función exceso de demanda para la distribución (20, 30).

Para la distribución (20, 30) los precios de equilibrio son p ≈ 0.76163069, p = 1 y p ≈ 1.01197601,
además podemos ver que ninguno de estos precios de equilibrio es singular. Para cualquier distribución N0

diferente de N ∗ = (20, 30) la economı́a se mueve de N0 a N ∗, pues una de las ramas de producción les ofrece
beneficios más altos que la otra. Para ser precisos afirmamos que para cualquier distribución 0 ≤ N1 ≤ 19
los mánagers de las firmas prefieren moverse de la rama 2 a rama 1 y para cualquier 50 ≥ N1 ≥ 21 los
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mánagers prefieren moverse de la rama 1 a la rama 2. Note que en esta distribución N ∗ = (50, 20) existen
tres diferentes precios de equilibrio.

16.2. Repercusiones sobre el bienestar

En esta sección mostraremos que aunque las decisiones de inversión de los gerentes de la empresa son
racionales y tienden a aumentar las ganancias generales del lado productivo de la economı́a, este hecho no
implica necesariamente una mejora en el bienestar de todos los consumidores, incluso cuando son accio-
nistas de las empresas, como en el caso de una economı́a neoclásica de propiedad privada, para demostrar
que esta afirmación es cierta, consideremos las utilidades de los consumidores del ejemplo 15, cuando la
distribución de las empresas cambia de acuerdo con la decisión de los gerentes.

En la tabla 16.3 se en listan los valores de las utilidades de los consumidores cuando la distribución de
las firmas cambia.

Figura 16.6: Tabla de utilidades del ejemplo 15.

Tenga en cuenta que si el estado inicial de la economı́a se caracteriza por una distribución N (t0) tal que
0 < N1(t0) < 12, entonces el número de empresas en la rama 1 tiende a aumentar como resultado de las
decisiones de los gerentes. Los valores de la utilidad del consumidor aumentan a lo largo de este proceso,
al mismo tiempo que la utilidad de los consumidores 2 disminuye.

Un resultado inverso sobre las utilidades de los consumidores ocurre cuando el estado inicial de la eco-
nomı́a corresponde a una distribución con 12 < N1(t0) < 50.

El ejemplo considerado, aunque representa un caso particular, nos lleva a preguntarnos si una poĺıtica
pública orientada a la producción podŕıa evitar situaciones indeseables en el bienestar de los consumidores.
Ciertamente esto supondŕıa la participación de una autoridad central en la economı́a con las dificultades
que ello implica, en particular los posibles resultados adversos.
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19. Conclusiones y trabajo a futuro

En esta tesis hemos presentado diferentes resultados sobre las aplicaciones del formalismo termodinámi-
cos: propiedades estad́ısticas de los sistemas dinámicos simbólicos dotados de una medida de Gibbs, shifts
contables de Markov y con la teoŕıa de juegos, en el caso particular de los juegos con potencial. Dentro
de estas aplicaciones destacamos los resultados obtenidos sobre desigualdades de concentración tanto para
subshifts de tipo finito como para shifts contables de Markov. Por otro lado mostramos un modelo basa-
do en la dinámica del replicador para modelar el comportamiento de los mánagers de las empresas y sus
repercusiones sobre el bienestar de los consumidores en una economı́a, además en este contexto presenta-
mos condiciones que garantizan la multiplicidad o unicidad del equilibrio y mostramos la relación de este
modelo con la teoŕıa de juegos y planteamos la posibilidad de relacionar este modelo con los juegos con
potencial, lo cual abre la puerta a la posibilidad de relacionar este modelo con los conceptos del formalismo
termodinámico donde se espera que un resultado análogo al mostrado en el modelo de Leslie (ver apéndice
A.3) se mantenga.

A fin de dar claridad a los resultados obtenidos en esta tesis y plantear las bases de las investigaciones
a desarrollar como consecuencia de la misma, a continuación incluimos algunos comentarios finales sobre
cada tema discutido a lo largo de este trabajo.

En la literatura existen distintas pruebas del fenómeno de concentración de la medida de Gibbs para
el caso de alfabetos finitos, por ejemplo [22], [23] o [24] entre otros, dichas demostraciones solo se limitan
a probar la existencia de la constante de concentración D enunciada en el teorema 17, mas no a dar una
estimación o una cota sobre la misma, lo cual puede ser de importancia en las aplicaciones de las des-
igualdades de concentración, pues esto permitiŕıa dar una fórmula expĺıcita para acotar la probabilidad de
desv́ıo de un observable respecto a su media o en particular una cota en la probabilidad de desv́ıo de la
suma ergódica de Birkhoff respecto de su valor esperado, para el caso de observables Lipschitz. En este
sentido la demostración del teorema 17 propuesta en este trabajo de tesis, a diferencia de las demostraciones
clásicas, nos permitió obtener una estimación expĺıcita de la constante de concentración, ver igualdad (9.13).

Los teoremas 19 y 20, aśı como la proposición 3 y el corolario 5 sobre el fenómeno de concentración
de la medida de Gibbs obtenidos en esta tesis, nos permiten extender los resultados existentes sobre la
probabilidad de desv́ıo enunciada en el corolario 4 en el contexto de observables Lipschitz, pues nos brin-
dan la posibilidad de considerar observables con menos regularidad como lo son las funciones continuas y
acotadas casi en todas partes, cabe señalar que esta generalización se basa en la técnica de aproximación
de observables desarrollada por Kachurovskii y Podvgin en [35] y Podving en [48].

El resultado principal de la primera parte este trabajo, enunciado en la sección 9.4, el cual además es
nuevo en la literatura, permite ampliar el alcance de las desigualdades de concentración, aśı como sus apli-
caciones al considerar un nuevo escenario de acción para los observables Lipschitz separables, como lo es,
el n-ésimo producto cartesiano de un shift de Markov contable consigo mismo, este resultado se consiguió
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a través de los resultados de Sarig en [51], [52] y [54], los cuales nos dan condiciones suficientes y necesarias
que garantizan la existencia de una medida de Gibbs en el contexto contable, y la adaptación, para este
contexto, de los resultados de Chazottes y Gouëzel en [22], a el caso de alfabetos contables.

Por otro lado los resultados obtenidos en la segunda parte del trabajo son nuevos en la literatura. Estos
nos permiten establecer que en economı́as donde los mánagers de las firmas toman decisiones basadas en
invertir en ramas de producción con mayores beneficios, el fenómeno no deseable de la multiplicidad de
equilibrios, por la dificultad que esto establece desde el punto de vista de la estática comparativa, aparece
con mayor frecuencia que en los modelos t́ıpicos de economı́as con producción. Además en esta parte del
trabajo se establece que las decisiones de los mánagers pueden provocar que al cambiar sus inversiones
de una rama de producción a otra con mayores beneficios, la economı́a pase de ser regular a singular o
viceversa. Respecto al fenómeno de la multiplicidad de equilibrios los teoremas 25, 26 y 29 establecen con-
diciones suficientes para que esto ocurra, mientras que el teorema 30 no solo da condiciones que garanticen
la multiplicidad de equilibrios, si no que además permite determinar cuando una economı́a con múltples
equilibrios es singular o regular.

Para las economı́as regulares, los cambios en el lado productivo de la economı́a pueden conducir a
economı́as más eficientes sin mayores perturbaciones en el bienestar general de la economı́a, o incluso au-
mentarlo; sin embargo, no necesariamente todos los consumidores valoran estos cambios por igual. Algunos
de ellos pueden verse afectados negativamente en su bienestar. Cabe señalar que en el caso de que la eco-
nomı́a sea cŕıtica, los cambios provocados por estas decisiones de inversión serán abruptos, inesperados e
imposibles de predecir, para modelar este comportamiento y analizar sus repercusiones sobre la economı́a,
introducimos la dinámica del replicador, la cual fue primeramente considerada por Accinelli y Covarrubias
en [1] y retomada por Accinelli y Muñiz en [3] y [2], esta dinámica ha sido ampliamente utilizada en la
bioloǵıa para expresar la evolución de un ente llamado replicador, el cual tiene la capacidad de realizar
copias de śı mismo, el replicador puede ser un gen, una creencia, un microorganismo, una técnica y/o una
estrategia de juego. En nuestro modelo los mánagers buscan imitar la decisión de inversión más exitosa, lo
cual es compatible con el hecho de que en una economı́a las firmas más pobres, buscan imitar el modelo de
negocio de las más exitosas, es decir, de las que obtienen mayores beneficios.

Respecto al trabajo futuro, en la siguiente sección describimos algunas posibles ĺıneas futuras de inves-
tigación, dentro de las que remarcamos construir una relación, a través de formalismo termodinámico y/o
la teoŕıa de juegos, entre ambas partes de esta tesis.

19.1. Trabajo futuro

Si bien los resultados sobre concentración de la medida, presentados en el caṕıtulo 9, contribuyen a enri-
quecer la literatura sobre las desigualdades de concentración y sus aplicaciones, aún existen varias preguntas
sin contestar, las cuales podŕıan llegar a formar parte de un trabajo futuro referente a la concentración de la
medida de Gibbs, una de ellas es si será posible extender los resultados presentados en la sección 8.4 para el
caso | A |<∞ y en la sección 9.4 para el caso contable, a considerar shift aleatorios como los descritos en [9]
y [15]. Ahora, de ser posible dicha extensión en alguno de estos contextos, el siguiente paso podŕıa ser quitar
algo de regularidad a los observables y tratar de probar resultados análogos a los mostrados en la sección 9.3.

Por otro lado, sobre el modelo económico presentado en la parte II, ya que la multiplicidad del equili-
brio walrasiano es un tema que preocupa y cuestiona a la teoŕıa económica, lleva a preguntarnos, dada la
existencia de múltiples equilibrios, ¿cuál es el mecanismo que hace que la economı́a se instale en uno de
ellos en particular? y además, ¿por qué una economı́a regular con múltiples equilibrios, una vez establecido
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uno de ellos, permanece igual en el tiempo y no cambia de un momento a otro? Una respuesta puede estar
en la estabilidad del equilibrio de Liapunov de un sistema dinámico similar al que Samuelson (ver [18])
considera que representa al conocido subastador de Walras. El responder a estas preguntas abre la puerta
a una ĺınea de investigación futura.

Para relacionar ambas parte de esta tesis en el apéndice A.3 presentamos algunos conceptos de la
teoŕıa de juegos y describimos como el modelo analizado a lo largo de las segunda parte de este trabajo
encaja en esta teoŕıa, además describimos la noción de juegos con potencial, pues se espera, en un trabajo
posterior, conseguir relacionar a través de este tipo de juegos el modelo económico del replicador con
las medidas de Gibbs y los conceptos introducidos en el marco del formalismo termodinámico (entroṕıa,
enerǵıa) presentados en la primera parte de este trabajo. Por otro lado se espera conseguir alguna conexión
de este tipo, pues se sabe que el modelo del replicador y el modelo evolutivo de Leslie (ver apéndice A.3)
comparten no solo fundamentos si no que además esto pueden ser relacionado entre si (ver [8]), además
para este modelo evolutivo, el operador de Ruelle, las medidas de Gibbs y el principio variacional juegan un
papel fundamental al permitir relacionar la tasa de crecimiento poblacional con la entroṕıa de la población
y el potencial reproductivo [9].
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de Gibbs,” Seminario Divisional, DCS, San Luis Potośı, S.L.P., México 2019.

5. Divulgación
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A. Apéndices

En los siguientes apéndices incluimos algunas consecuencias y aplicaciones del teorema de Ruelle-Perron-
Frobenius (teorema 5) enunciado en el caṕıtulo 5 de esta tesis, en particular en el apéndice A.1, enunciamos
el teorema de Perron-Frobenius (teorema 32), he indicamos como este puede ser obtenido a partir del
teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, en el apéndice A.2 presentamos una aplicación de este teorema a la
economı́a (modelo de Leontief), mientras que en el apéndice A.3 mostramos una aplicación de este teorema
a un modelo de crecimiento poblacional llamado modelo de Leslie, es importante señar que el análisis de
exhaustivo de este modelo y su relación, más allá de los fundamentos teóricos, con el modelo económico
basado en la dinámica del replicador que presentamos en la parte II de esta tesis, constituyen las bases de
uno de nuestros trabajos futuros (ver sección 19.1), el cual pretende conectar este modelo con el formalismo
termodinámico.

A.1. Perron-Frobenius

En este apéndice discutimos el teorema de Perron-Frobenius, el cual tiene importantes aplicaciones a
la economı́a, además en indicamos al menos en un caso particular como este teorema puede ser obtenido a
partir del teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (ver observación 15).

Definición 39. Dada una matriz de tamaño B = (bij) de N ×M decimos que B es:

(i) no negativa si bij ≥ 0 para todo i, j

(ii) positiva si bij ≥ 0 con al menos una desigualdad estricta.

(iii) estrictamente positiva si bij > 0 para todo i, j.

Como es t́ıpico el espectro de B, es decir, el conjunto de todos los eigenvalores de B es denotado por
σ(B), y su radio espectral ρ(B) := máxλ∈σ(B) | λ | .

Es un resultado bien conocido que el radio espectral satisface

mı́n
i

∑
j

bij ≤ ρ(B) ≤ máx
i

∑
j

bij (A.1)

mı́n
j

∑
i

bij ≤ ρ(B) ≤ máx
j

∑
i

bij (A.2)

Para obtener más detalles sobre las siguientes definiciones y teoremas, ver [10].

Definición 40. Una matriz cuadrada no negativa B es llamada:

1) irreducible si para todo i, j existe un entero positivo mij tal que (Bmij )ij > 0, donde Bn es la n-ésima
potencia de B y (Bn)ij su i, j-entrada.
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2) irreducible y aperiódica si existe un entero positivo M tal que BM > 0.

Si i ∈ 1, 2 . . . N es tal que Bnii = 0 para tod n ∈ N, entonces i es llamado un estado errante.

El teorema de Perron-Frobenius para estados matriciales no negativos.

Teorema 32 (Teorema de Perron-Frobenius ([46]-[29])). Suponga que B es una matriz de tamaño N ×N
no negativa sin estados errantes. Entonces, existe λ > 0 y p ≥ 0 de manera que λ = ρ(B) y Bp = λp. Si
B es irreducible, entonces λ es simple, es decir, su multiplicidad algebraica es 1, y v > 0, además no hay
otro autovector con coordenadas no negativas. Si B es irreducible y aperiódica, entonces no hay otro valor
propio del módulo λ, es decir, λ es el valor propio único del módulo máximo.

Demostración. Ver [16], [29] o [46].

Observación 15. Para el caso en que B = (bij) es estrictamente positiva o al menos irreducible y ape-
riódica, este resultado puede ser obtenido a través del teorema 5 enunciado en la primera parte de esta
tesis, para ello consideramos el espacio de sucesiones en N śımbolos definido a partir de la matriz B, para
lo cual definimos la matriz de transición T = (tij) donde tij = 1 si bij 6= 0 y tij = 0 si bij = 0. Luego iden-
tificamos los vectores h ∈ RN con observables h : ΣT → R que dependen solo del primer śımbolo la sucesión
x = x0x1 · · · ∈ ΣT , esto es, h(x) = hx0 y al operador de Ruelle Lφ con potencial φ con la matriz B como

sigue Lφh(x0x1x2 . . . ) =
∑N
x0=1Bx1x0

hx0
, por lo que para matrices positiva o irreducibles y aperiódicas, el

teorema anterior se sigue el teorema de Ruelle-Perron-Frobenius. Finalmente notemos que en este caso, la
eigenfunción h es simplemente el eigenvector h > 0 de la matriz B, mientras que la eigenmedida ν está
dada por el eigenvector izquierdo de B asociado a λ.

Definición 41. Un vector no negativo p ∈ RN se llama vector de probabilidad si
∑N
i=1 pi = 1. Si el vector

de probabilidad p es un punto fijo (derecho) de una matriz estocástica A, entonces p se llama vector de
probabilidad estacionario de A.

Corolario 10. Si A es una matriz estocástica, A admite un vector de probabilidad estacionario.

Más aun a consecuencia de (5.2) y inciso a) del teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (teorema 5) tenemos

Teorema 33. Supongamos que B es irreducible y aperiódica. Sea v su eigenvalor izquierdo positivo y h su
eigenvalor positivo con eigenvector λ > 0, elegido de tal forma que 〈h, v〉 = 1. Entonces, para todo u ∈ RN ,

ĺım
n→0

∥∥(λ−1B
)n
u− h 〈u, v〉

∥∥
∞ = 0 exponencialmente rápido

A.2. Aplicaciones: El modelo de Leontief cerrado

Wassily Leontief describe su trabajo La estructura de la economı́a Americana de 1919-1929 como “un in-
tento de aplicar la teoŕıa económica del equilibrio general - o mejor, interdependencia general - a un estudio
emṕırico de las interrelaciones entre las diferentes partes de una nación económica como se revela a través
de la covariación de precios, producción, inversiones e ingresos” [38]. El modelo input-output de Leontief
es un modelo emṕırico estático que representa la interdependencia entre diferentes sectores en los que se
puede dividir una economı́a nacional, en este modelo, Leontief profundiza en el análisis input-output para
explicar la interacción entre la demanda final y el flujo de productos básicos entre diferentes sectores de
la economı́a para obtener un producto final. En particular, en esta sección describimos el modelo cerrado
de Leontief y el cómo el teorema de Perron-Frobenius, el cual se puede obtener a partir del teorema de
Ruelle-Perron-Frobenius (ver teorema 5, en la sección 5 de la primera parte de esta tesis), nos garantiza la
existencia de un precio justo para cada bien en la economı́a, para ser más precisio en la siguiente sección
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describirmos brevemente el modelo de Leontief y su relación con el teorema de Perron-Frobenius.

Consideremos una economı́a dividida en N sectores o industrias, las cuales identificamos con un ı́ndice
en el conjunto F = {1, 2, . . . , N} y supongamos que cada industria produce un único bien, el cual es
completamente usado como insumo en la producción de al menos un sector de la economı́a incluido el
mismo. Si pij representa la fracción de la red de producción de la j-ésima industria comprados por la
i-ésima industria. Entonces, pij ≥ 0 para todo i, j = 1, . . . N y

N∑
i=1

pij = 1, para cada j. (A.3)

En notación matricial P = (pij) es una matriz no negativa, llamada matriz de insumo-producto, con
la propiedad de que cada columna suma 1, lo cual refleja el hecho de que la producción del sector j es
completamente comprada por las industrias en la economı́a.

Observación 16. La interacciones entre las empresas pueden ser modeladas mediante un grafo, donde
una flecha del nodo i al nodo j, denota que la industria i requiere insumos provenientes del sector j en su
proceso de producción.

Ejemplo 17. Interacción entre empresas en una economı́a dividida en dos sectores de producción, las
cantidades sobre las flechas denotan las porciones de la cantidad total de la producción del sector j requerida
por el sector i en su proceso de producción.

(a) Interacción entre empresas (b) Grafo asociado

Figura A.1: Interacción entre industrias en una economı́a dividida en dos sectores de producción y grafo asociado, ejemplo 17.

Formalmente la descripción del modelo de Leontief es como sigue:

(i) Si pi ≥ 0 denota el precio por unidad del i-ésimo bien, entonces el vector

p =

 p1

...
pN

 ,

cuyas entradas representan el precio por unidad de cada bien, al vector p lo llamamos vector de
precios.
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(ii) Como pij denota el porcentaje total de la producción de la industria j requerido por el i-ésimo sector y
pj el precio por unidad del bien j, entonces pijpj denota el gasto del sector i por la porción comprada

pij de la industria j, sumando todos los j tenemos que
∑N
j=1 pijpj denota el total gasto de la industria

i.

(iii) Ninguna industria gasta más que sus ingresos, es decir,

N∑
j=1

pijpj ≤ pi, i = 1, 2 . . . , N.

Definición 42. Un vector de precios p ∈ RN+ := {p ∈ RN : pi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N} es llamado un
vector de precios de equilibrio si

N∑
j=1

pijpj = pi, i = 1, 2 . . . , N. (A.4)

En otras palabras, un vector de precios p es un equilibrio para la economı́a si y solo si el gasto total
de la industria i es igual a su ingreso total. De la notación matricial, un vector de precios p es un
equilibrio si y solo si

Pp = p, (A.5)

por lo tanto p es un vector de precios de equilibrio si p es un eigenvector de P con eigenvalor λ = 1.

(iv) El problema a resolver en el modelo de Leontief cerrado es encontrar un “precio justo” que se cargará
a cada producto básico, en el sentido de que para cada industria los gastos totales son iguales al
ingreso total, ver [47]. En otras palabras, el problema a resolver en el modelo de insumo-producto
cerrado es encontrar un vector de precios p = (p1, . . . , pn)

′
para el cual la ecuación (A.4) se cumple.

La ecuación (A.3) implica que el modelo cerrado simplificado de Leontief se describe mediante una
matriz estocástica P = (pij), es decir, se describe mediante una matriz no negativa P con la propiedad de
que la suma de cada columna es 1, económicamente hablando esto significa que cada industria dispone toda
su producción entre todos los sectores de la economı́a. Para este tipo de matrices el teorema de Perron-
Frobenius para matrices no negativas, que por conveniencia establecemos en el apéndice A.1 demuestra el
siguiente teorema.

Teorema 34. Considere una economı́a cerrada dividida en sectores de N y sea P = (pij) el insumo-
producto de N×N descrito anteriormente, entonces la economı́a admite un precio justo positivo p. Además,
si PM > 0 para algunos M ∈ N, entonces p es estrictamente positivo.

Demostración. La primera parte del teorema se deriva del hecho de que P es una matriz estocástica y
por lo tanto, el corolario 10 en la sección anterior garantiza la existencia de un vector estacionario p tal
que Pp = p. La segunda parte es consecuencia del teorema Perron-Frobenius (teorema 32) en la misma
sección.

Corolario 11. Si P > 0, entonces existe p > 0 tal que para cada sector i = 1, 2, . . . , N en la economı́a el
gasto total iguala al ingreso total.

P > 0 económicamente hablando esto significa que cualquier sector para llevar acabo su producción
requiere insumos de todos los sectores sector de la economı́a.

En las condiciones del corolario anterior o más generalmente si la matriz P es irreducible y aperiódica,
el teorema 33 garantiza que sin importar que precio se elija en la economı́a, después de un número suficiente
de iteraciones (interacciones entre las empresas a prueba y error) el precio convergerá al precio justo que
debe ser cargado en la economı́a.
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A.3. Modelo de Leslie

La teoŕıa evolutiva destaca el valor adaptativo de la variabilidad dentro de las especies, principalmente
se ocupa de comprender el comportamiento dinámico de las entidades que se replican, una molécula, un
gen, un organismo, una creencia o una estrategia en un juego. Para mostrar otra aplicación del teorema
de Perron-Frobenius presentamos un modelo de crecimiento poblacional llamado el modelo de Leslie, el
cual además permite relacionar el principio variacional con los parámetros de interés de este modelo. Esta
relación puede ser relevante al relacionar la dinámica del replicador con los sistemas dinámicos simbólicos y
constituye la base de una posible ĺınea de trabajo futuro, esto lo trataremos en la parte final de esta tesis.
Describimos ahora el modelo de Leslie.

Consideremos un modelo discreto de crecimiento poblacional, es decir, el tiempo es tomado en N,
t = 0, 1, 2, . . . , en el cual la población está dividida en d clases según su edad. Entonces, para cada t ∈ N,
el vector n(t) = (n1(t), . . . , nd(t)) ∈ Rd representa una distribución de edad de la población en el tiempo t.
En este contexto, un cambio en la distribución son descritos por un sistema dinámico

n(t+ 1) = Tn(t)

donde

T =



m1 m2 m3 . . . md−1 md

b1 0 0 . . . 0 0
0 b2 0 . . . 0 0
0 0 b2 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . bd−1 0


(A.6)

mj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , d− 1 y md > 0 denotan el número de descendientes que un individuo en el grupo de
edad j en el tiempo t contribuye al primer grupo de edad en el tiempo t + 1, mientras que las cantidades
bj ∈ (0, 1] denotan la proporción de individuos de edad j en el tiempo t que sobrevive a la edad j + 1 en
tiempo t + 1, utilizando la técnica descrita en la observación 15 del apéndice A.1, podemos representar la
matriz T descrita por (A.6). La transición de cualquier nodo al nodo inicial j = 1 representa el evento
reproductivo, mientras que la transción de cualquier nodo a su inmediato sucesor (transición de j a j + 1)
representa el proceso de envejecimiento.

En general se puede garantizar que la matriz T, definida anteriormente es irreducible, sin embargo a
fin de aplicar el teorema de Perron-Frobenius supondremos que la matriz T es irreducible y aperiódica
(cuya definición precisamos más adelante), por lo que bajo esta hipótesis existe un eigenvalor λ de módulo
máximo, con eigenvalores v, h izquierdo y derecho asociados a λ [29]-[46]. Antes de continuar es importante
hacer la siguiente observación:

Observación 17. En este contexto el vector h corresponde con la distribución de edad estacionaria, mien-
tras que v es una medida relativa de la contribución hecha a la población estacionaria en el futuro por los
grupos de edad individuales. Entonces log λ es la tasa de crecimiento de la población (ver [9]).

Al poner ΣT = {x = x0x1 · · · : xi ∈ {1, . . . , d} y Txjxj+1=1} podemos asociar un sistema simbólico
al modelo y hacer las identificaciones correspondientes entre potenciales y observables con la matriz T y
el eigenvector h ∈ Rd (ver observación 15 para más detalles), obtenemos para x ∈ ΣT , φ(x) = Tx1x0

y
h(x) = hx0 y se satisface Lφh = λh, luego definimos

pj :=
ljmj

λj
, τ =

d∑
j=1

jmjhj (A.7)
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donde lj representa la porción de individuos que sobreviven a la edad j, λj es la j-ésima potencia del
eigenvalor λ y hj denota la j-ésima entrada del eigenvector h, consideremos además la medida de Parry
(ver [10]) dada por la expresión

pij =
Tjivj
λvi

Arnold, Gundlach y Demetrius en [9], prueban que la medida de Markov sobre los cilindros [ak0 ] en ΣT
definida como

µ[ak0 ] = πa0pa0a1 . . . pak−1ak para todo k ∈ N

es la medida de Gibbs asociada al potencial φ(x) = Tx0x1 , más aún en este caso se tiene que la entroṕıa del
sistema, que en este modelo de crecimiento es llamada entroṕıa de la población, está dada por

hµ = −1

τ

d∑
j=1

pj log pj ,

y la enerǵıa del sistema es

Φ :=

∫
φdµ =

∑d
j=1 pj log ljmj∑d

j=1 jpj
=

1

τ

d∑
j=1

pj log ljmj .

Φ es nombrado el potencial reproductivo. Dado que las medida de Gibbs son medida de equilibrio (ver
afirmación 1), es decir, son medida que satisfacen el principio variacional (ver teorema 8, el cual abordaremos
en el caṕıtulo 7 de la primer parte de este trabajo) concluimos que

log λ = hµ + Φ. (A.8)

En palabras está igualdad nos dice que la presión topológica del sistema es igual al logaritmo del eigenvalor
de módulo máximo del operador de Ruelle.

A.4. Teoŕıa de juegos

La teoŕıa de juegos se encarga de estudiar situaciones donde existen conflictos de interés y ha encontrado
área de aplicación principalmente en las ciencias sociales, en particular en la economı́a. Para definir un juego
de n-jugadores, hacemos los siguientes supuestos y definiciones, a cada jugador lo identificados con un ı́ndice
i ∈ I = {1, 2, . . . , n}, suponemos que cada jugador i ∈ I tiene mi posibles estrategias, esto es, un plan
o regla de decisión que un jugador seguirá ante cada posible situación a la que se enfrente, el conjunto
de estrategias (puras) para el jugador i lo denotamos por Si = {1, 2, . . . ,mi} y definimos el conjunto de
perfiles estratégicos (puros) como S = S1 × S2 × · · · × Sn. Para cada jugador i ∈ I, existe una función
πi : S → R que asocia a cada perfil de estrategias puras s ∈ S, un pago πi(s). La función π : S → Rn
que asigna a cada perfil de estrategias puras s el vector de pagos π(s) = (π1(s), . . . , πn(s)) , se denomina
función de pagos. Entonces definimos un juego en forma normal como sigue:

Definición 43. Un juego en forma normal está definido como el conjunto Γ = {I, S, π}, donde I es el
conjunto de jugadores, S el conjunto de estrategias y π : S → Rn la función de pagos.

El modelo económico descrito en la parte II de esta tesis puede ser considerado como un juego, para
describir como realizar esto seguiremos las ĺıneas de lo descrito por Accinelli y Covarrubias en [1]. Primero
es importante recordar que en nuestro modelo estamos suponiendo N firmas y dos ramas de producción,
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por lo que en este contexto podemos definir un juego de N jugadores con dos estrategias cada uno, elegir en
invertir en la rama 1 o en la rama 2 de producción, ya que estamos identificando cada rama de producción
con su restricción tecnológica tenemos S1 = S2 = {Y1, Y2}. Ahora recordemos que la oferta de las firmas está
dada por una función yj : R++ → R2 (ver sección 14.1.1), por lo que para la distribución N = (N1, 1−N1),
la función de pagos está dada por los beneficios de las firmas en el precio de equilibrio p(N ) correspondiente
a esta distribución, esto es, está dado por πj(yj(p(N ))) := p(N ) ·yj(p(N )). En este caso la mejor respuesta
de una firma es simplemente la elección de la tecnoloǵıa Yi con beneficios más altos. Formalmente tenemos:

Definición 44. Decimos que Yj es una mejor respuesta dada la distribución N = (N1, 1−N1), si

πj(y
j(p(N ))) ≥ πi(yi(p(N ))) (A.9)

Definición 45. Una distribución N ∗ = (N∗1 , 1−N∗1 ) es una distribución de equilibrio para este juego si y
solo si para todo i, j ∈ {1, 2}.

πj(y
j(p(N ))) = πi(y

i(p(N ))) (A.10)

En consecuencia, un equilibrio de Nash es una distribución N ∗ que satisface la igualdad anterior.

Definición 46. Decimos que el juego de N jugadores ΓP = {I, S, π : S → RN} es:

un juego con potencial exacto si existe una función Φ : S → R tal que para todo s−i ∈ S−i y para
todo s′i, s

′′
i ∈ Si,

Φ(s′i, s−i)− Φ(s′′i , s−i) = πi(s
′
i, s−i)− πi(s′′i , s−i) (A.11)

un juego con potencial ponderado, si existe una función Φ : S → R y un vector ω ∈ RN++ tal que para
todo s−i ∈ S−i y para todo s′i, s

′′
i ∈ Si,

Φ(s′i, s−i)− Φ(s′′i , s−i) = ωi (πi(s
′
i, s−i)− πi(s′′i , s−i)) (A.12)

un juego con potencial ordinal, si existe una función Φ : S → R tal que para todo s−i ∈ S−i y para
todo s′i, s

′′
i ∈ Si,

Φ(s′i, s−i)− Φ(s′′i , s−i) > 0 si y solo si πi(s
′
i, s−i)− πi(s′′i , s−i) > 0 (A.13)

un juego con potencial ordinal generalizado si existe una función Φ : S → R tal que para todo
s−i ∈ S−i y para todo s′i, s

′′
i ∈ Si, si

Φ(s′i, s−i)− Φ(s′′i , s−i) > 0, entonces πi(s
′
i, s−i)− πi(s′′i , s−i) > 0 (A.14)

Para esta clase de juegos y bajo ciertas condiciones en el potencial las cuales van más allá de los
propósitos de esta tesis, se sabe que existe una medida de Gibbs para el juego ΓP con potencial Φ, esto es,
la medida de equilibrio para el juego es el estado de Gibbs en la temperatura inversa β := (kT )

−1

f(x) =
exp(βΦ(x))∫

S
exp(βΦ(y))dy

(A.15)

Aqúı dy = (dy1, . . . , dyn) , k es la constante de Boltzmann, T la temperatura y f la densidad conjunta
sobre S, al lector interesado en profundizar en el tema y la definición de los parámetrivos sugerimos revisar
los axiomas 1, 2 y 3 en [21].
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[23] Jean-René Chazottes, Jordan Moles, and Edgardo Ugalde. Gaussian concentration bound for potentials
satisfying walters condition with subexponential continuity rates. Nonlinearity, 33(3):1094, 2020.
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en sistemas dinámicos simbólicos con medida de gibbs. Master’s thesis, 2019.

[46] Oskar Perron. Zur theorie der matrices. Mathematische Annalen, 64(2):248–263, 1907.

[47] Sunnikrishna Pillai Pillai, Torsten Suel, and Seunghun Cha. The perron-frobenius theorem: some of
its applications. IEEE Signal Processing Magazine, 22(2):62–75, 2005.

[48] Ivan Podvigin. Large deviations of birkhoff’s sums via the approximation of observables. Lobachevskii
Journal of Mathematics, 41(4):703–708, 2020.

[49] Mark Pollicott. Rates of mixing for potentials of summable variation. Transactions of the American
Mathematical Society, 352(2):843–853, 2000.

[50] Maxim Raginsky and Igal Sason. Concentration of measure inequalities in information theory, com-
munications and coding. arXiv preprint arXiv:1212.4663, 2012.

[51] Omri Sarig. Thermodynamic formalism for countable markov shifts. Ergodic Theory and Dynamical
Systems, 19(6):1565–1593, 1999.

[52] Omri Sarig. Existence of gibbs measures for countable markov shifts. Proceedings of the American
Mathematical Society, 131(6):1751–1758, 2003.

[53] Omri Sarig. Lecture notes on thermodynamic formalism for topological markov shifts. Penn State,
2009.



98 BIBLIOGRAFÍA
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