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Capítulo 1

Bases Teóricas

1.1. Puntos cuánticos

Para entender que es un punto cuántico, primero debemos realizar una clasi�cación de
los materiales en términos de la conducción eléctrica, y esta clasi�cación está basada
en la teoría de bandas. Cada material está compuesto por átomos, y cada átomo tiene
una distribución particular de electrones regida por los números cuánticos orbitales de-
terminados por la ecuación de Schrodinger. Al formarse un sólido, los estados cuánticos
individuales dan lugar a la formación de bandas de energía, que son zonas con cierto
valor energético que los electrones pueden ocupar como se muestra en la Figura 1.1,
estas bandas resultan al modelar el cristal como un potencial periódico [1]. Según sea la
distribución y ocupación de las bandas, podemos diferenciar entre tres tipos distintos
de materiales [2].

Figura 1.1: Ejemplo de la formación de bandas energéticas en un cristal al ser modelado como un potencial periódico
[1].

El primer tipo de material son los conductores, aquí la banda de valencia, que es la
última banda ocupada por electrones a 0 Kelvin está muy cerca o superpuesta con la
banda de conducción, que es la siguiente banda con valor energético mayor a la banda
de valencia; esto hace que al aplicarse un campo eléctrico los electrones puedan moverse

1



libremente a través del material.

El segundo tipo de material es el aislante, donde la separación entre la banda de valen-
cia y la banda de conducción es muy grande; a esta separación entre las bandas se le
conoce como banda prohibida (Eg). Al ser tan grande esta separación (Eg > 4eV ) los
electrones no pueden pasar a estados cuánticos más energéticos al aplicarse un voltaje,
por lo que no hay �ujo de corriente en ningún momento.

Un tipo de material intermedio entre los dos casos anteriores son los denominados se-
miconductores, aquí la separación entre la banda de valencia y de conducción (Eg 1eV )
puede ser superada por los electrones a cierto valor de voltaje para el cual el material
comienza a conducir. Una representación esquemática de estos tres materiales se mues-
tra en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Diagrama de bandas para (de izquierda a derecha) conductores, semiconductores y aislantes

El proceso de conducción en los semiconductores comienza con los electrones en la ban-
da de valencia, estos, al recibir la su�ciente energía, que puede ser por temperatura,
por un campo eléctrico o por un fotón incidente, superan la Eg y pasan a la banda
de conducción dejando en su lugar su equivalente de carga positiva en la banda de va-
lencia al que se denomina hueco. Estas dos partículas al tener carga eléctrica contraria
quedan ligadas por fuerzas coulombianas, y a este par electrón-hueco se le llama excitón.

Para semiconductores en bulto se puede calcular la longitud del excitón al calcular su
radio de Bohr con la ecuación:
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aB =
~2κ

αe2
(1.1)

Donde aB es el radio de Bohr, ~ es la constante de Planck h dividida entre 2π, κ es la

constante dieléctrica, e es la carga del electrón, α se de�ne como α =
m∗em

∗
h

m∗e +m∗h
, de la

cual m∗e y m
∗
h son las masas efectivas del electrón y del hueco 1.1.

Después de un corto tiempo de permanecer el electrón en la banda de conducción se
produce la recombinación, que es el proceso en el que el electrón regresa a la banda de
valencia liberando la energía adquirida inicialmente creando un fotón con energía igual
al Eg [3].

Con lo anterior explicado, podemos continuar con la descripción de los puntos cuán-
ticos, los cuales son, más comúnmente, cristales semiconductores, aunque también se
han desarrollado puntos cuánticos metálicos de tamaño muy próximo o menor a la
longitud del radio de Bohr del excitón (∼ 1 a 10nm), provocando que los electrones
que se encuentran dentro del punto cuántico queden con�nados fuertemente en las tres
dimensiones espaciales sin que se pueda formar el excitón; a causa de esto, los niveles
de energía para el electrón con�nado pasan de ser continuos a ser discretos, de manera
similar a como ocurre en el clásico problema de la partícula en una caja. También se
puede pensar en los puntos cuánticos como una estructura intermedia entre las ban-
das y los enlaces (Figura 1.3) debido a que, los estados energéticos en las bandas se
encuentran tan próximos que pueden ser considerados como un continuo de energía y
la separación de los estados en los enlaces es muy grande entre ellos, sin embargo, la
distancia entre los estados formados dentro de un punto cuántico, tienen una distancia
intermedia entre las ellos [4].
Es importante mencionar que el tamaño del cristal in�uye en la separación de los niveles
energéticos dentro del punto cuántico, aun entre puntos de un mismo material, entre
más pequeño sea el punto cuántico el Eg aumentara; esta característica es muy útil en
algunas aplicaciones siendo una de las principales la óptica, permitiendo que puntos
cuánticos de un mismo material semiconductor puedan emitir fotones de distinta lon-
gitud de onda con tan solo variar el tamaño del punto cuántico, lo que permite una
amplia gama de aplicaciones y facilidades en la fabricación de dispositivos,pues ya no
se requerirían emplear una mayor variedad de materiales como ocurre con los diodos
emisores de luz.

De forma práctica, el tamaño de los puntos cuánticos es controlado al momento de
la síntesis, la cual puede ser principalmente de dos formas, bottom-up y top down, la
primera consiste en usar un precursor iónico o molecular para reaccionar juntos en una
solución creando puntos cuánticos coloidales. En la segunda técnica trozos de cristales
de 1 a 11 nanómetros son extraídos de un sustrato semiconductor con técnicas lito-
grá�cas o electroquímicamente. Existen también métodos combinados como puede ser
usar precursores moleculares que reaccionan en fase gaseosa para luego ser depositados
como películas delgadas sobre un substrato [5].
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Figura 1.3: Ejempli�cación de como la estructura de bandas de los puntos cuánticos puede ser vista como un punto
intermedio entre las bandas y los enlaces moleculares HOMO-LUMO [6]

De forma analítica existen distintos modelos para calcular el Eg de los puntos cuánticos,
siendo el más simple el modelo de Brus (ecuación (1.2)), el cual considera implícitamente
una geometría esférica y que la masa efectiva de los portadores de carga y la constante
dieléctrica del sólido son constantes como función del tamaño.

EQD
g = Ebulto

g +
h2

8m0r2
(

1

m∗e
+

1

m∗h
)− 1,8e2

4πε0εr
(1.2)

Donde EQD
g y Ebulto

g son la brecha de energía del punto cuántico y del material en bulto,
m0 es la masa del electrón, r es el radio del punto cuántico, , m∗e y m

∗
h son las masas

efectivas del electrón y del hueco, e es la carga del electrón, y ε0 y ε son la permitividad
del vacío y la permitividad del material [3].

En la ecuación 1.2 el primer término representa la banda de energía del semiconductor
en bulto, el segundo término es el símil al con�namiento en una caja para el excitón y
el tercer término es la interacción coulombiana del electrón y el hueco.

Este modelo funciona bien para puntos cuánticos grandes, pero no es muy preciso para
puntos cuánticos muy pequeños, por lo que existen otros modelos más complejos pero
que logran describir mejor la banda de energía.
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1.2. Transistor de un solo electrón (Single electron
transistor)

La implementación de puntos cuánticos en la electrónica ha permitido el desarrollo de
nuevos dispositivos que aprovechan los efectos cuánticos para mejorar su funcionamien-
to. Una de estas áreas de la electrónica son los dispositivos de un solo electrón, los
cuales están basados en el efecto túnel para el transporte electrónico.

Dentro de esta área, uno de los dispositivos más prometedores es el transistor de un
solo electrón (SET), el cual consiste, en su forma más básica, en un punto cuántico
acoplado a tres terminales: la fuente, el drenado y el gate. En la Figura 1.4 se muestran
dos ejemplos de cómo se vería este transistor en una con�guración lateral y vertical de
un punto cuántico en forma de disco [7].

Figura 1.4: Esquema de funcionamiento de un SET para (a) un punto cuántico lateral y (b) un punto cuántico
vertical. Las �echas indican la dirección de movimiento de los electrones [7].

El funcionamiento de los transistores de un solo electrón consiste en acoplar muy débil-
mente el punto cuántico a las terminales fuente y drenado por medio del efecto túnel,
por lo que, al no haber contacto físico entre ellos, el punto cuántico funciona como
una isla para los electrones con una auto capacitancia CΣ = CS + CD + CG, la cual es
la cantidad de carga que debe ser agregada a un conductor aislado para aumentar su
potencial eléctrico una unidad y representa la suma de las capacitancias de la fuente
(CS), drenado (CD) y gate (CG).

Al hacer un acoplamiento débil, el electrón queda solo en la fuente, en el drenado o en
la isla, disminuyendo lo más posible las �uctuaciones en el número de electrones (N)
debido al tunelaje. Si partimos del principio de incertidumbre de Heisenberg para la
energía y el tiempo [8]

5



∆E∆t > h (1.3)

Y se tiene el tiempo de descarga de la isla como:

∆t ' RtCΣ (1.4)

La energía de incertidumbre es el nivel de energía que el sistema tendrá al agregar un
electrón al sistema, la cual corresponde a la energía de carga de la isla

∆E =
e2

CΣ

(1.5)

Sustituyendo los valores de energía y de tiempo se obtiene

∆E∆t =
e2

CΣ

(RtCΣ) > h (1.6)

e2Rt > h (1.7)

Donde
h

e2
es la resistencia cuántica con un valor de 25,813kΩ. Esto nos da como resul-

tado la condición para que se puedan observar efectos de carga con un solo electrón.

Rt >
h

e2
(1.8)

Además, mientras el voltaje entre las terminales fuente y drenado sea cero Vsd = 0
(denominado voltaje bias) el sistema está en equilibrio energético por lo que no hay
�ujo de electrones, pero al ir aumentando el voltaje bias los electrones del electrodo
fuente comienzan a ganar cada vez más energía hasta que alcanzan el valor de energía
de Coulomb (Ec), lo que provoca que un electron pueda pasar a la isla, generando �ujo
de corriente. Mientras este nivel de energía no sea alcanzado y la temperatura sea muy
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baja, ya que se busca que la energía térmica no in�uya en el movimiento de los electro-
nes, el �ujo de corriente queda bloqueado. De aquí obtenemos una segunda condición
para el funcionamiento del SET [7].

kBT �
e2

CΣ

(1.9)

Donde kB es la constante de Boltzman y T es la temperatura en escala absoluta.

A este fenómeno del bloqueo de corriente se le conoce como bloqueo de Coulomb (Cou-
lomb blockade) y siempre debe cumplir las ecuaciones (1.8) y (1.9) para poder ocurrir.

Adicionalmente, en el SET la terminal gate se acopla capacitivamente al punto cuántico,
con la cual, al aplicar un voltaje, llamado voltaje gate (VG), se puede modular el nivel
de energía de Coulomb del punto cuántico y así permitir o bloquear el �ujo de electrones.

Esta descripción es la versión clásica del bloqueo de Coulomb y explica bien el fenómeno
para islas metálicas donde la densidad de estados es continua. En el caso en el que el
punto cuántico esté conformado por un cristal semiconductor, el modelo más simple que
combina el bloqueo de Coulomb y el espectro de energía es el de interacción constante.

Figura 1.5: Circuito equivalente para el transistor de un solo electrón donde Cs, Cd y Cg son las capacitancias
fuente, drenado y gate respectivamente. Vs, Vd y Vg corresponden igualmente a los voltajes en la fuente, drenado y gate.

En este modelo se asume que la cantidad total de energía en la isla E(N) está dada por la
suma de las energías individuales de cada electrón εi más la energía electrostática U(N).

E(N) =
N∑
i=1

εN + U(N) (1.10)

7



La energía electrostática se de�ne como:

U(N) =

∫ Qf

Qi

V dq (1.11)

Donde Qi y Qf son la carga inicial y �nal a considerar respectivamente y V es el voltaje
en la isla. De la �gura 1.5 podemos encontrar el valor del voltaje de la isla por medio
de las leyes de Kirchho�, de las cuales tenemos que la carga total Q es:

Q = CΣVi − CSVS − CDVD − CGVG (1.12)

Despejando Vi

Vi =
Q

CΣ

+
CSVS + CDVD + CGVG

CΣ

(1.13)

Sustituyendo en la ecuación 1.11 para un valor de carga inicial de 0 y �nal de -eN

U(N) =

∫ −eN
0

(
Q

CΣ

+
CSVS + CDVD + CGVG

CΣ

)dq =
(eN)2

2CΣ

−eN(CSVS + CDVD + CGVG)

CΣ

(1.14)

Finalmente, el potencial químico µ se de�ne como la cantidad de energía necesaria para
agregar el N-ésimo electrón a la isla, por lo que µN está dado por:

µN = E(N)− E(N − 1) = ∆N +
e2

CΣ

(N − 1

2
)− e(CSVS + CDVD + CGVG)

CΣ

(1.15)

Con εN − ε(N − 1) = ∆N . Ahora se puede ver el circuito como se muestra en la �gura
1.6, donde en el inciso a) el potencial químico del punto cuántico al aumentar el número
de electrones dentro de la isla a N+1, supera el valor del potencial de la terminal fuente
µs impidiendo el salto del electrón dentro, posteriormente en b) el voltaje gate se ha
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Figura 1.6: Diagrama de energía para el punto cuántico semiconductor donde se muestran las dos barreras túnel de
la fuente hacia el punto y del punto hacia el drenado. En a) se muestra el caso donde el aumento energético al agregar
µN+1 supera el potencial de la fuente, por lo que no es posible que el electrón salte dentro de la isla. En b) el voltaje
gate se modula para adecuar el potencial de µN−1 para que en µN el potencial de la fuente sea un poco mayor y el del
drenado un poco menor, permitiendo el paso de corriente.

cambiado para modular el potencial de la isla dejándolo con un valor µs ' µN ' µD
haciendo posible el �ujo de electrones.

Uno de los aspectos a tener en cuenta es que la capacitancia del punto cuántico depende
de su geometría, por lo que es importante dejarlo claro al realizar cálculos en un sistema
SET.

1.3. Diagramas de estabilidad

Los diagramas de estabilidad son la representación grá�ca de las mediciones de la co-
rriente al variar los valores de el voltaje bias y el voltaje gate. Por la forma rómbica
característica de estas grá�cas son también conocidas como diamantes de Coulomb (�-
gura 1.7), donde el número de electrones dentro de cada rombo es �jo, por lo tanto, no
hay corriente debido al bloqueo de Coulomb.

La forma de diamantes se obtiene al asumir que el voltaje bias se aplica simétricamente
en las terminales fuente y drenado, con lo que se pueden obtener dos nuevas ecuaciones
para los potenciales químicos de la fuente y del drenado [9].

µS = µ0 +
eVbias

2
µD = µ0 −

eVbias
2

(1.16)
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Figura 1.7: Grá�ca de los diamantes de Coulomb en donde en las zonas de color verde oscuro y gris existe bloqueo
de Coulomb y en el color azul claro la corriente �uye a través del SET [9].

Donde µ0 es el potencial en la fuente y el drenado con un voltaje bias de cero. De aquí
se pueden obtener cuatro desigualdades, dos para la condición de Vbias > 0 siendo

µN < µ0 −
eVbias

2
µN+1 > µ0 +

eVbias
2

(1.17)

(1.18)

Y para Vbias < 0

µN < µ0 +
eVbias

2
µN+1 > µ0 −

eVbias
2

(1.19)

(1.20)

Estas desigualdades combinadas con la ecuación 1.15 resolviendo para el voltaje gate
en función del voltaje bias quedan:

V N
G =

1

αGe
(∆N +

e2

CΣ

(N − 1

2
)− e(CSVS + CDVD

CΣ

)− (µ0 −
eVbias

2
)) (1.21)

V N
G =

1

αGe
(∆N +

e2

CΣ

(N − 1

2
)− e(CSVS + CDVD

CΣ

)− (µ0 +
eVbias

2
)) (1.22)
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V N+1
G =

1

αGe
(∆N+1 +

e2

CΣ

(N − 1

2
)− e(CSVS + CDVD

CΣ

)− (µ0 +
eVbias

2
)) (1.23)

V N+1
G =

1

αGe
(∆N+1 +

e2

CΣ

(N − 1

2
)− e(CSVS + CDVD

CΣ

)− (µ0 −
eVbias

2
)) (1.24)

Donde

αG =
−CG
CΣ

(1.25)

Estas cuatro ecuaciones son las denominadas ecuaciones de borde y describen la forma
característica de diamante que se puede observar en la �gura 1.7 donde se representa
en color verde oscuro y gris las zonas de bloqueo de corriente y en azul claro dónde los
electrones pueden pasar a través del circuito.
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Capítulo 2

Efectos cuánticos en los transistores de

un solo electrón

Hasta ahora se ha considerado el transistor de un solo electrón compuesto por un solo
punto cuántico, sin embargo, se puede diseñar el SET con distintos arreglos de puntos
cuánticos, en los que se puede variar el número de puntos y la geometría de los arreglos
con el �n de aprovechar los distintos efectos que estos sistemas presentan. Dentro de
todos los tipos de fenómenos cuánticos que pueden presentarse en los diferentes arreglos
de puntos en los SET, estamos especialmente interesados en dos de ellos, los denomi-
nados dark states y el efecto de Aharonov-Bohm.

2.1. Dark States

Este fenómeno se presenta en algunas con�guraciones particulares de puntos cuánticos,
siendo uno de los más estudiados el conformado por tres puntos con una geometría
triangular conectados de forma simétrica o asimétrica (�gura 2.1) obteniendo en ambos
casos el fenómeno buscado [10].

Figura 2.1: Diagramas de arreglos de tres puntos cuánticos conectados en forma triangular de forma a) simétrica y
b) asimétrica con respecto a la fuente y el drenado [11]

Los dark states se forman cuando la función de onda de un electrón en superposición
coherente inter�ere destructivamente en uno de los puntos del arreglo desacoplándolo
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del sistema, lo que causa la interrupción del �ujo de corriente [12].

Otros fenómenos coherentes en física han podido ser más fácilmente estudiados y en-
tendidos gracias a la investigación de los dark states, como la transparencia electro-
magnética inducida (EIT), el láser sin inversión, la propagación lenta de la luz en un
medio, el almacenamiento óptico de información, coherent population trapping (CPT),
resistencia diferencial negativa, recti�cación de la corriente, mejoramiento del ruido de
disparo y otros más [13], por lo que continuar con su estudio es importante para el
desarrollo de nuevas aplicaciones en distintas áreas cientí�cas y tecnológicas.

2.2. Efecto Aharonov � Bohm

Otro efecto en el que estamos interesados es el denominado efecto Aharonov-Bohm, el
cual es un efecto puramente cuántico, ya que depende de los potenciales electromagnéti-
cos Ve y el potencial vectorial Ae en el hamiltoniano y consecuentemente en la ecuación
de Schrödinger [14].

El efecto Aharonov-Bohm describe el desfazamiento en la trayectoria de dos haces
de electrones que encierran un campo magnético Φ, incluso si la trayectoria no tiene
contacto con el �ujo magnético [16], como se muestra en la �gura 2.2.

Figura 2.2: Ejemplo de efecto Aharonov-Bohm en el experimento de doble rendija. La linea punteada negra muestra
el camino que seguirían dos haces de electrones sin interacción de un campo magnético, y la linea punteada azul muestra
el desfase en el camino a causa del campo magnético Φ con�nado en la región verde, afectando el trayecto sin tener
contacto con la trayectoria de los haces [15]

Si el campo magnético está con�nado en una región fuera de las trayectorias de los
haces de electrones, partiendo del caso general, el hamiltoniano se de�ne como [17]
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H = T + V (2.1)

Que representa la suma de las energías cinética T y potencial V. De la ecuación 2.1 la
energía cinética está dada por:

T =
p̂2

2m
(2.2)

Donde

p̂ =
~
i
~∇ (2.3)

Y sustituyendo el momento por la energía cinética correspondiente a los problemas
electromagnéticos, lo que sería:

mv = ~p− e

c
~A (2.4)

Donde ~p es el momento canónico y ~A es el vector potencial. Así mismo de la ecuación 2.1
sustituimos V por eφ(~x) que representa la energía potencial causada por un potencial
electrostático. Sustituyendo todo lo anterior tenemos [18]

Ĥ =
1

2m
[
~
i
~∇− e

c
~A]2 + φ(~x) (2.5)

Al introducir la ecuación 2.5 en la ecuación de Schrödinger y resolverla, se obtiene la
función de onda independiente del tiempo

φ(x) = φ0(x)e

−iS(x)

~ (2.6)

Donde φ0 representa la función de onda sin el campo magnético con�nado y S se re�ere
a
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S(x) =
−e
c

∫
A(x′)dx′ (2.7)

La trayectoria de integración sigue al haz de electrones. Así, para determinar el desfa-
samiento de la trayectoria del haz se toma en consideración que si el �ujo magnético Φ
en el área delimitada no se desvanece, el potencial vectorial tampoco se desvanece en
las zonas libres del campo magnético, ya que

∫
A(x′)dx′ siguiendo los dos caminos de

los haces de electrones, los dos comienzan y terminan en el mismo punto, esto hace una
trayectoria cerrada, lo que da como resultado de esta integral igual a Φ, por lo tanto,
el desfasamiento del haz puede ser calculado como

∆φ =
|S2 − S1|

~
=

e

~c
Φ (2.8)

Con S2 y S1 como las integrales de cada uno de los caminos. Este desfase entre los haces
es invariante gauge, dependiendo solamente del �ujo magnético en la región con�nada.
Esto hace que el patrón de interferencia sea periódico con un periodo igual a la unidad
de London

Φ0 =
2π~c
e

(2.9)
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Capítulo 3

Modelo matemático

3.1. Modelo teórico

Para observar los efectos cuánticos detallados en el capítulo anterior, es necesario plan-
tear las ecuaciones del arreglo de puntos cuánticos de interés, esto consiste en plantear
el Hamiltoniano [19], el cual es un operador cuántico asociado a la energía del sistema,
en este caso el sistema está conformado por un número de puntos cuánticos acoplados
a guías metálicas y uniones túnel, por lo tanto, tenemos:

H = HGuias +HTunelaje +HPuntos (3.1)

Donde HGuias describe a los electrones en las guías, HPuntos a los electrones en los pun-
tos cuánticos, y HTunelaje es del tunelaje entre las guías y los puntos. Del hamiltoniano
general podemos describir cada uno de sus componentes, de ellos, el primero es el corres-
pondiente a las guías, en las cuales no hay interacción electrónica, de este modo se tiene:

HGuias =
∑
ακ

εακc
†
ακcακ (3.2)

Donde εακ es la energía de una sola partícula c†ακ(cακ) crea (destruye) un electrón en la
guía α y κ representa un numero cuántico referente a la continuidad de la energía.

Si consideramos que dentro de los puntos cuánticos puede haber mas de un electrón,
entonces debemos tomar en cuenta la interacción coulombiana entre ellos, por lo que el
hamiltoniano de los puntos se escribe como:

HPuntos = HSingle +HCoulomb (3.3)
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Explicitamente, el primer término se de�ne como:

HSingle =
∑
i

εid
†
idi +

∑
i 6=j

Ωijd
†
idj (3.4)

Donde εi es la energía del orbital i, d†i (di) crea (destruye) un electrón en el orbital i y
Ωij es la hibridación entre los orbitales.

El segundo término del hamiltoniano que describe los puntos se describe como:

HCoulomb =
∑
mnkl

Umnkld
†
md
†
ndkdl (3.5)

con m < n.
Donde Umnkl es la interacción coulombiana, de la cual se ahondara un poco más en
la siguiente sección, y d†md

†
ndkdl describen, como en los casos anteriores, la creación o

aniquilación de un electrón en los posibles estados mnkl.

Finalmente, el componente de la energía del tunelaje es:

HTunelaje =
∑
ακi

tακ,id
†
icακ +H.c (3.6)

Donde tακ,i es la amplitud de tunelaje entre las guías y los puntos y H.c es el hermitiano
conjugado del primer término.
Una escala de energía importante en los cálculos es la tasa de tunelamiento de�nida
como:

Γακ,i(E) = 2π
∑
κ

| tακ,i |2 δ(E − εακ) (3.7)

Que re�ere a el ritmo con el que los electrones pueden entrar y salir de la fuente hacia
el arreglo de puntos cuánticos y del arreglo hacia el drenado. Donde δ representa la
función delta de Dirac
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3.2. Matriz Coulombiana

La matriz coulombiana está compuesta por todos los valores de interacción electrostática
entre los estados del sistema, los cuales, para sistemas con mas de un electrón con�nado
toma mucha importancia, en general los elementos de la matriz coulombiana se de�nen
como:

Umnkl =
e2

4πεrε0

∫
d3r

∫
d3r

′ϕ∗m(r)ϕ∗n(r
′
)ϕk(r

′
)ϕl(r)

| r − r′ |
(3.8)

Donde ϕ∗m(r) es la parte espacial de los estado de una sola partícula m, εr y ε0 es la
permitividad relativa y absoluta del vacío. Dentro de las posibles combinaciones, no se
tomarán en cuenta las que tengan los estados m y l ó k y n pertenecientes a diferentes
puntos cuánticos ya que sus valores son muy pequeños, igualmente solo se considera
la interacción entre primeros vecinos, por lo tanto, las combinaciones restantes pueden
clasi�carse en interacciones interdot e intradot.

3.2.1. Interacción intradot

Las interacciones intradot son las que tienen lugar entre los estados energéticos dentro
de los puntos cuánticos, esto se da cuando el espín electrónico es considerado en el
sistema, estas interacciones obedecen a las combinaciones de indices del tipo:

Umnnm =
e2

4πεrε0σ
= U (3.9)

Donde σ =
√
〈(r − 〈r〉)2〉 es la desviación estándar de la extensión espacial de las

funciones de onda en el punto cuántico. De igual forma las combinaciones del tipo
Umnmn para m 6= n, las cuales son términos de intercambio si los estados tienen el
mismo espín y de scattering si el espín es diferente. Según [20] este valor puede ser
aproximado con distintas funciones de onda de prueba como:

Umnmn ≈ Uex Uex =
U

5
(3.10)

3.2.2. Interacciones interdot

Estas interacciones se dan entre los estados de primeros vecinos, los cuales pueden con-
siderar o no el espín electrónico, los cuales se pueden obtener mediante:

Umnnm =
e2

4πεrε0d
= Un (3.11)
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Donde d es la distancia entre los centros de los puntos cuánticos. Además de estos,
también hay términos con combinación de indices diferentes, los cuales según [21] se

encuentran mediante la expansión de Taylor de
1

| r − r′ |
se obtienen:

Ulnml ≈
e2

4πεrε0

Snmd

d3
= Udc (3.12)

y

Umnkl ≈
−e2

4πεrε0

2SmlSnk
d3

= Usc (3.13)

Con

Snm =

∫
d3rϕ∗n(r)rϕm(r) (3.14)

Donde Udc correspondería a los términos asociados a la interacción carga-dipolo, y Usc
a la interacción de scattering dipolo-dipolo

3.3. Aproximaciones

Con el �n de facilitar la solución numérica de las ecuaciones maestras que describen
a un sistema de puntos cuánticos acoplados, el paquete Qmeq considera las siguientes
dos aproximaciones principales:

1. Las guías del sistema están termalizadas según la función de ocupación de Fermi-
Dirac fα(E) = [e(E−µα)/Tα + 1]−1. Donde Tα corresponde a la temperatura y µα al
potencial químico.

2. Se usa el límite de ancho de banda prohibida para las guías, por lo que se consi-
dera que tienen una densidad de estados constante ν(E) ≈ ν(EF ) = νF . Donde el
subíndice F corresponde al nivel de Fermi, por lo tanto la suma de los k estados

sería
∑
k

→ νF

∫ +D

−D
dE, donde D es el ancho de banda de las guías. Adicio-

nalmente se considera que las amplitudes de tunelaje son independientes de la
energía (o independientes de k),por lo que la tasa de tunelaje se expresa como
Γαi = 2πνF |tαi|2.
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3.4. Métodos de solución

Existen distintos modos de solucionar los sistemas de puntos cuánticos para el transpor-
te electrónico, los cuales son muy variados, siendo algunos de los más usados la apro-
ximación diagramatica en tiempo real de corriente inducida [22], funciones de Green
en no equilibrio[23], método Monte Carlo [24], funciones de correlación de densidad y
carga de Heisenberg [25], teoría de grupos de renormalización [26], ecuaciones maestras
[27][28], entre otros.

Para resolver el sistema de interés, el Qmeq construye el hamiltoniano de los puntos
cuánticos en base de Fock y lo diagonaliza exactamente para obtener los eigenestados
|a〉 para múltiples partículas.

Hpuntos =
∑
a

Ea |a〉 〈a| (3.15)

El hamiltoniano correspondiente al tunelaje expresado en esta eigenbase queda como:

Htunelaje =
∑
ab,αk

Tba,α |b〉 〈a| cαk +H.c. (3.16)

Con:

Tba,α =
∑
i

tαi 〈b| d†i |a〉 (3.17)

Donde Tba,α son las amplitudes de tunelaje para múltiples partículas para los estados a
y b de los puntos cuánticos y αk para los estados de las guías.

Posteriormente, empleando ecuaciones maestras el Qmeq obtiene la matriz de densidad
reducida, la cual se de�ne como:

Φ
[0]
bb′ =

∑
g

〈bg| ρ |b′g〉 (3.18)

Siendo ρ el operador de la matriz de densidad completa, g son los eigenestados de las
guías para múltiples partículas. Por lo tanto la base del sistema combinado de los pun-
tos cuánticos y de las guías está dada por el producto de los estados |bg〉 = |b〉 ⊗ |g〉,
esta parte se profundizará un poco más en la sección siguiente.
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Para las ecuaciones maestras de primer orden se resuelven las ecuaciones para el estado
estacionario:

L Φ[0] = 0 (3.19)

Tr[Φ[0]] = 1 (3.20)

De donde L es el superoperador Liouvilliano y Tr es la traza de la matriz. Para
la ecuación de segundo orden de von Neumann se describe su solución en la sección
siguiente.

3.4.1. Ecuaciones Maestras

Las ecuaciones maestras sirven para describir sistemas muy pequeños que requieren
mecánica cuántica y que estén acoplados al mundo exterior, el cual puede ser descrito
clásicamente; hay distintas ecuaciones maestras que son derivadas al tratar el acople
del sistema y el medio de manera perturbativa desde una perspectiva probabilista, pero
dependerá de las consideraciones iniciales que se hagan para que alguna ecuación sea
válida para cierto sistema particular o no. La teoría de perturbaciones trata de resolver
de manera aproximada problemas matemáticos al incluir pequeños parámetros adimen-
sionales que vuelvan mas sencillo el problema [29].
En este trabajo utilizaremos cinco ecuaciones maestras para tratar los sistemas desea-
dos. Utilizaremos las derivaciones y notación de la referencia [19].
Para comenzar, partimos de la ecuación de von Neumann, que describe la evolución de
la matriz de densidad ρ.

i
∂

∂t
ρ = [H, ρ] = L [ρ] (3.21)

La matriz de densidad es un operador delimitado que debe cumplir dos condiciones:

1. La matriz de densidad ρ debe tener una traza igual a uno Tr[ρ] = 1.

2. Debe ser una matriz positiva ρ > 0.

En esta matriz los elementos pertenecientes a la diagonal son llamados población y los
elementos fuera de la diagonal son llamados coherencias [30].

Para la derivación de las ecuaciones maestras se emplea el método jerárquico, el cual
consiste en organizar los datos en una estructura tipo árbol o alguna del tipo multinivel
[31], en este caso se clasi�can los elementos de la matriz de densidad con respecto a
la cantidad de excitaciones electrón-hueco en las guías, por lo que los elementos de la
matriz de densidad son de�nidos y clasi�cados de la forma:
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ρ
[n]
ag,bg′ = 〈ag| ρ |bg′〉 (3.22)

Donde |bg〉 = |b〉 ⊗ |g〉, del cual |b〉 representa los eigenestados del hamiltoniano de los
puntos cuánticos Hpuntos(3.3) y |g〉 los eigenestados del hamiltoniano de las guias HGuias

(3.2). En la ecuación (3.22) n indica la cantidad de electrones o huecos necesarios para
transformar el eigenestado |g〉 en |g′〉. En la �gura 3.1 se puede observar el modo en
que se clasi�can los elementos de la matriz de densidad.

Figura 3.1: Representación grá�ca de la clasi�cación de los elementos de la matriz con respecto a la cantidad de
electrones/huecos que estén presentes.

De todos los elementos de la matriz de densidad, siguiendo la deducción de [19] toma-
mos:

ρ
[0]
bg,b′g = 〈bg| ρ |b′g〉 ρ

[2]
dg−κ−κ′,bg = 〈dg − κ− κ′| ρ |bg〉 (3.23)

ρ
[1]
bg−κ,ag = 〈bg − κ| ρ |ag〉 ρ

[2]
bg−κ+κ′,b′g = 〈bg − κ+ κ′| ρ |b′g〉 (3.24)

Para facilitar la notación, se usará el índice compuesto κ ≡ k, α de la ecuación 3.2, por
lo tanto, de las ecuaciones anteriores, los estados quedan de�nidos por los productos
tensoriales de la forma:

|bg + κ〉 = |b〉 ⊗ c†κ |g〉 |dg − κ− κ′〉 = |d〉 ⊗ cκ′cκ |g〉 (3.25)

|bg − κ〉 = |b〉 ⊗ cκ |g〉 |bg − κ+ κ′〉 = |b〉 ⊗ c†κ′cκ |g〉 (3.26)

Para nuestro propósito, todos los elementos de la matriz de densidad donde n > 2 no
serán tomados en cuenta, por lo tanto, de la ecuación 3.21 tenemos para los estados
mostrados:

i
∂

∂t
ρ

[0]
bg,b′g = (Eb − Eb′)ρ[0]

bg,b′g + Tba1,κ1ρ
[1]
a1g+κ1,b′g

(−1)Na1 + Tbc1,κ1ρ
[1]
c1g−κ1,b′g(−1)Nb

− ρ[1]
bg,c1g−κ1(−1)Nb′Tc1b′,κ1 − ρ

[1]
bg,a1g+κ1

(−1)Na1Ta1b′,κ1 (3.27)
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i
∂

∂t
ρ

[1]
cg−κ,bg = (Ec−εκ−Eb)ρ[1]

cg−κ,bg+Tcb1,κ1ρ
[2]
b1g−κ+κ1,bg

(−1)Nb1+Tcd1,κ1ρ
[2]
d1g−κ−κ1,bg(−1)Nc

− ρ[2]
cg−κ,c1g−κ1(−1)NbTc1b,κ1 − ρ

[2]
cg−κ,a1g+κ1(−1)Na1Ta1b,κ1 (3.28)

i
∂

∂t
ρ

[2]
bg−κ+κ′,b′g ≈ (Eb − εκ − εκ′ − Eb′)ρ[2]

bg−κ+κ′,b′g + Tba1,κρ
[1]
a1g−κ+κ′+κ,b′g(−1)Na1

+Tbc1,κ′ρ
[1]
c1g−κ+κ′−κ′,b′g(−1)Nb−ρ[1]

bg−κ+κ′,c1g−κ(−1)Nb′Tc1b′,κ−ρ
[1]
bg−κ+κ′,a1g+κ′

(−1)Na1Ta1b′,κ′

(3.29)

i
∂

∂t
ρ

[2]
dg−κ−κ′,bg ≈ (Ed − εκ − ε′κ − Eb)ρ

[2]
dg−κ−κ′,bg + Tdc1,κρ

[1]
c1g−κ−κ′+κ,bg(−1)Nc1

+Tdc1,κ′ρ
[1]
c1g−κ−κ′+κ′,bg(−1)Nc1−ρ[1]

dg−κ−κ′,c1g−κ(−1)NbTc1b,κ−ρ
[1]
dg−κ−κ′,c1g−κ′(−1)NbTc1b,κ′

(3.30)

Y sumando sobre todos los los estados |g〉 de las guías en las ecuaciones (3.27) y (3.28)
bajo la notación de:

Φ
[0]
bb′ =

∑
g

ρ
[0]
bg,b′g Φ

[1]
cb,κ =

∑
g

ρ
[1]
cg−κ,bg(−1)Nb Φ

[1]
bc,κ = [Φ

[1]
cb,κ]

∗ (3.31)

Φ
[2]
ca,−κ−κ′ = −

∑
g

ρ
[2]
cg−κ−κ′,ag Φ

[2]
bb′,−κ+κ′ =

∑
g

(1− δκκ′)ρ[2]
bg−κ+κ′,b′g (3.32)

fκ ≡ fκα = (eεκ−µα/Tα + 1)−1 f−κ ≡ 1− fκα (3.33)

Donde Φ
[0]
bb′ es la matriz de densidad reducida del punto cuántico, f representa la distri-

bución de Fermi-Dirac, de la cual se asume que los electrones en las guías están térmica-
mente distribuidos, por lo que se tienen las siguientes relaciones para la ecuación (3.28):

∑
g

ρ
[0]
b1g−κ+κ,bg ≈ fκΦ

[0]
b1b

∑
g

ρ
[0]
cg−κ,c1g−κ ≈ f−κΦ

[0]
cc1

(3.34)

Además, igualmente para la ecuación (3.28) se usarán las relaciones:

ρ
[2]
b1g−κ+κ1,bg

= δκκ1ρ
[0]
b1g−κ+κ,bg + (1− δκκ1)ρ

[2]
b1g−κ+κ1,bg

(3.35)

ρ
[2]
cg−κ,c1g−κ1 = δκκ1ρ

[0]
cg−κ,c1g−κ + (1− δκκ1)ρ

[2]
cg−κ,c1g−κ1 (3.36)
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Con todo esto podemos expresar las ecuaciones (3.27) y (3.28) como:

i
∂

∂t
Φ

[0]
bb′ = (Eb −Eb′)Φ[0]

bb′ + Tba1,κ1Φ
[1]
a1b′,κ1

+ Tbc1,κ1Φ
[1]
c1b′,κ1

− Φ
[1]
bc1,κ1

Tc1b′,κ1 − Φ
[1]
ba1,κ1

Ta1b′,κ1

(3.37)

i
∂

∂t
Φ

[1]
cb,κ ≈ (Ec − εκ − Eb)Φ[1]

cb,κ + Tcb1,κΦ
[0]
b1b
fκ − Φ[0]

cc1
Tc1b,κf−κ + Tcb1,κ1Φ

[2]
b1b,−κ+κ1

+ Tcd1,κ1Φ
[2]
d1b,−κ−κ1 + Φ

[2]
cc1,−κ+κ1Tc1b,κ1 + Φ

[2]
ca1,−κ−κ1Ta1b,κ1 (3.38)

Para la ecuación (3.29) se usan las relaciones:

∑
g

ρ
[1]
a1g−κ+κ′+κ,b′g(−1)Na1 ≈ −fκΦ[1]

a1b′,κ′

∑
g

ρ
[1]
c1g−κ+κ′−κ′,b′g(−1)Nb ≈ f−κ′Φ

[1]
c1b′,κ

(3.39)∑
g

ρ
[1]
bg−κ+κ′,c1g−κ(−1)Nb′ ≈ f−κΦ

[1]
bc1,κ′

∑
g

ρ
[1]
bg−κ+κ′,a1g+κ′

(−1)Nb ≈ −fκ′Φ[1]
ba1,κ

(3.40)

Con lo que la ecuación (3.29) queda:

i
∂

∂t
Φ

[2]
bb′,−κ+κ′ ≈ (Eb − εκ + εκ′ − Eb′)Φ[2]

bb′,−κ+κ′ − Tba1,κΦ
[1]
a1b′,κ′

fκ + Tbc1,κ′Φ
[1]
c1b′,κ

f−κ′

− Φ
[1]
bc1,κ′

Tc1b′,κf−κ + Φ
[1]
ba1,κ

Ta1b′,κ′fκ′ (3.41)

Por ultimo, las relaciones usadas para la ecuación (3.30) son:

∑
g

ρ
[1]
c1g−κ−κ′+κ,bg(−1)Nc1 ≈ −Φ

[1]
c1b,κ′

fκ
∑
g

ρ
[1]
c1g−κ−κ′+κ′,bg(−1)Nc1 ≈ Φ

[1]
c1b,κ

fκ′ (3.42)∑
g

ρ
[1]
dg−κ−κ′,c1g−κ(−1)Nb ≈ Φ

[1]
dc1,κ′

f−κ
∑
g

ρ
[1]
dg−κ−κ′,c1g−κ′(−1)Nb ≈ −Φ

[1]
dc1,κ

f−κ′ (3.43)

Con lo que queda la ecuación (3.30)

i
∂

∂t
Φ

[2]
db,−κ−κ′ ≈ (Ed − εκ − εκ′ − Eb)Φ[2]

db,−κ−κ′ − Tdc1,κΦ
[1]
c1b,κ′

fκ + Tdc1,κ′Φ
[1]
c1b,κ

fκ′

− Φ
[1]
dc1,κ′

Tc1b,κf−κ + Φ
[1]
dc1,κ

Tc1b,κ′f−κ′ (3.44)

Las ecuaciones (3.37), (3.67), (3.41) y (3.44) serán las bases para las ecuaciones maestras
que se usaran. A continuación se muestra una deducción de estas ecuaciones maestras,
los casos en los que puede usarse y sus características.
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Ecuación de Lindblad

El programa Qmeq usa un tipo particular de la ecuación maestra de Lindblad, la cual
es tomada de la referencia [32]. Esta ecuación esta resuelta para el estado estacionario,
esto es:

i
∂

∂t
Φ

[0]
bb′ = 0 (3.45)

Con la condición de normalización
∑
g

Φ
[0]
bb = 1. Esta ecuación es de primer orden, por

lo tanto puede describir el tunelaje secuenciado para valores de Γ mucho mas pequeños
que la temperatura de las guías. También se puede mencionar que siempre se mantiene
positiva la matriz de densidad reducida, sin embargo la ecuación puede no satisfacer las
relaciones de Onsager, las cuales establecen que la matriz es simétrica si se toman las
fuerzas y �ujos apropiados, esto a consecuencia de la reversibilidad en el movimiento
de las partículas con respecto a un tiempo t [33], esto en caso de que el valor del aco-
plamiento sea elevado.

La ecuación maestra de Lindblad usada es:

i
∂

∂t
Φ

[0]
bb′ = (Eb − Eb′)Φ[0]

bb′ −
1

2

∑
b′′α

Φ
[0]
bb′′ [

∑
a

Lα
∗

ab′′L
α
ab′ +

∑
c

Lα
∗

cb′′L
α
cb′ ]

− 1

2

∑
b′′α

Φ
[0]
b′′b′ [

∑
c

Lα
∗

cb L
α
cb′′ +

∑
a

Lα
∗

abLab′′ ] +
∑
aa′α

Φ
[0]
aa′L

α
baL

α∗

b′a′ +
∑
cc′α

Φ
[0]
cc′L

α
bcL

α∗

b′c′ (3.46)

Donde L corresponde a los operadores de salto [34] de�nidos como:

Lcb,α =
√

2πνFf(+xαcb)Tbc,α Lbc,α =
√

2πνFf(−xαcb)Tbc,α (3.47)

Siendo:

xαcb =
Ecb − µα

Tα
(3.48)

En la cual µα es el potencial quimico y Tα la temperatura en α. El valor de Ecb esta
dado por:

Ecb = Ec − Eb (3.49)
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Ecuación de Red�eld de primer orden

Esta ecuación tiene la característica de que los procesos disipativos son tomados direc-
tamente del ambiente, lo cual puede explicar mejor, por ejemplo, sistemas con variación
de voltaje bias [35]. Además, comparte las características antes descritas para la ecua-
ción de Lindblad.

Para obtener la ecuación de Red�eld, por ser de primer orden, no se toman los valores
de Φ[2] o de n mas altos de la ecuación (3.67), y se realiza una aproximación de Markov
a Φ[1], la cual consiste, de forma resumida [36], en:

1. La interacción entre el ambiente y el sistema es lo su�cientemente débil como
para poder asegurar que no hay alguna interacción inversa del sistema hacia el
ambiente.

2. El tiempo de correlación para los observables relevantes del ambiente (τa) es mucho
menor que el tiempo característico de la dinámica del sistema (τr), que es el tiempo
de relajación del sistema por la interacción con el ambiente.

τr � τa (3.50)

3. El sistema y el ambiente no están correlacionados, por lo que la matriz de densidad
siempre puede ser factorizada como el producto tensorial de las matrices reducidas
del ambiente (Φ[0]

a )y del sistema (Φ[0]
s ).

ρ(t) = Φ[0]
a ⊗ Φ[0]

s (3.51)

Ahora integrando la ecuación (3.67) se tiene:

Φ
[1]
cb,κ(t) =

1

i

∫ t

−∞
dt′ei(εκ−Ec+Eb+iη)(t−t′)(Tcb1,κΦ

[0]
b1b

(t′)fκ − Φ[0]
cc1

(t′)Tc1b,κf−κ) (3.52)

Donde η = +0 es un in�nitesimal que asegura el correcto decaimiento de las condiciones
iniciales. Finalmente con t −→∞ y una aproximación de Markov de:

Φ
[0]
bb′(t

′) ≈ ei(Eb−Eb′ )(t−t
′)Φ

[0]
bb′(t) (3.53)

Con lo que la ecuación (3.52) queda:
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Φ
[1]
cb,κ =

Tcb1,κΦ
[0]
b1b
fκ

εκ − Ec + Eb1 + iη
− Φ

[0]
cc1Tc1b,κf−κ

εκ − Ec + Eb1 + Eb + iη
(3.54)

Sustituyendo (3.54) en (3.37) se obtiene la ecuación de Red�eld:

i
∂

∂t
Φ

[0]
bb′ = (Eb − Eb′)Φ[0]

bb′ +
∑
b′′α

Φ
[0]
bb′′ [

∑
a

Γαb′′a,ab′I
α−
b′′a −

∑
c

Γαb′′c,cb′I
α+∗

cb′′ ]

+
∑
b′′α

Φ
[0]
b′′b′ [

∑
c

Γαbc,cb′′I
α+
cb′′ −

∑
a

Γαba,ab′′I
α−∗
b′′a ] +

∑
aa′α

Φ
[0]
aa′Γ

α
ba,a′b′ [I

α+∗

b′a′ − I
α+
ba ]

+
∑
cc′α

Φ
[0]
cc′Γ

α
bc,c′b′ [I

α−∗
cb Iα−c′b′ ] (3.55)

Donde Γ e I se de�nen como:

Γαba,a′b′ = 2πνFTba,αTa′b′,α′ (3.56)

2πIα±cb =

∫ D

−D

dEf(±E − µα
Tα

)

E − Ecb + iη
= P

∫ D

−D

dEf(±E − µα
Tα

)

E − Ecb
− iπf(±xαcb)θ(D − |Ecb|)

(3.57)

De donde Ecb y xαcb se de�nen en (3.48) y (3.49). La integral anterior surge por la apro-
ximación 2 en la sección 1.3. En el caso de que D −→∞ la parte principal de la integral
puede ser aproximada con la función digamma Ψ de la forma:

P

∫ D

−D

dEf(
E − µα
Tα

)

E − Ecb
D−→∞
≈ ReΨ(

1

2
+ i

xαcb
2π

)− In D

2πTα
(3.58)

Para solucionar la ecuación (3.55) en estado estacionario se usa la ecuación (3.19).

Ecuación de von Neumann

Al igual que para la ecuación de Red�eld ésta ecuación de von Neumann es de primer
orden, además de que comparte las mismas características detalladas y la integral de
(3.67) es la misma que (3.52)sin embargo en este caso se hace una aproximación de
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Markov de Φ
[0]
bb′(t

′) ≈ Φ
[0]
bb′(t) y t −→ +∞ se tiene:

Φ
[1]
cb,κ =

Tcb1,κΦ
[0]
b1b
fκ − Φ

[0]
cc1Tc1b,κf−κ

εκ − Ec + Eb + iη
(3.59)

Sustituyendo (3.59) en (3.37) obtenemos la ecuación de von Neumann de primer orden:

i
∂

∂t
Φ

[0]
bb′ = (Eb − Eb′)Φ[0]

bb′ +
∑
b′′α

Φ
[0]
bb′′ [

∑
a

Γαb′′a,ab′I
α−
ba −

∑
c

Γαb′′c,cb′I
α+∗

cb ]

+
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b′′α

Φ
[0]
b′′b′ [

∑
c

Γαbc,cb′′I
α+
cb′ −

∑
a

Γαba,ab′′I
α−∗
b′a ] +

∑
aa′α

Φ
[0]
aa′Γ

α
ba,a′b′ [I

α+∗

b′a − I
α+
ba′ ]

+
∑
cc′α

Φ
[0]
cc′Γ

α
bc,c′b′ [I

α−∗
c′b − I

α−
cb′ ] (3.60)

Donde al igual que en la ecuación de Red�el Γ e I se de�nen como (3.56) y (3.57)
respectivamente

Ecuación de Pauli

La ecuación maestra de Pauli es muy útil para describir el tunelaje secuencial de elec-
trones, además, en todos los casos se mantiene el valor positivo de la matriz de densidad
reducida y satisface las relaciones de Onsager. Sin embargo se debe considerar que los
valores de la temperatura de las guías debe ser mucho mayor que la fuerza de acopla-
miento Γ, y a su vez Γ deberá ser de un valor mucho mayor que el valor de energía de
desdoblamiento entre estados con misma carga, por lo que tenemos:

T � Γ� ∆E (3.61)

Para deducir la ecuación de Pauli, se toman en cuenta los valores de excitación para
n = 1, las coherencias de la matriz de densidad reducida se toman con valor de cero y la
aproximación de Markov se hace a Φ[1]. Por lo anterior, la ecuación puede ser obtenida
a partir de la ecuación de Red�eld o de von Newman de primer orden solo eliminando
las coherencias. La ecuación para únicamente la población queda:

∂

∂t
Φ

[0]
bb =

∑
aa

[ΦaaΓ
α
a−→bf(+xαba)−ΦbΓ

α
b−→af(−xαba)]+

∑
ca

[ΦccΓ
α
c−→bf(−xαcb)−ΦbΓ

α
b−→cf(+xαcb)]

(3.62)

Ecuación de von Neumann de segundo orden

La ecuación de segundo orden de von Neumann puede describir el tunelaje secuencial
de electrones, cotunelaje, tunaleje en pares y efectos de ensanchamiento, además de que
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puede dar valores exactos de corriente en sistemas sin interacción coulombiana, pero
para los sistemas con interacción se debe tener en cuenta que el valor del acoplamiento
tiene que ser menor que la temperatura.
Esta ecuación también puede no satisfacer las relaciones de Onsager ni que la matriz de
densidad reducida sea siempre positiva, y para obtenerla hay que asumir que las guías
están térmicamente distribuidas en concordancia con la distribución de Fermi.
Comenzamos con las ecuaciones (3.41) y (3.44), que al ser integradas obtenemos:

Φ
[2]
bb′,−κ+κ′(t) =

1

i

∫ t

−∞
dt′ei(εκ−εκ′−Eb+Eb′+iη)(t−t′)(−Tba1,κΦ

[1]
a1b′,κ′

(t′)fκ+Tbc1,κ′Φ
[1]
c1b′,κ

(t′)f−κ′

− Φ
[1]
bc1,κ′

(t′)Tc1b′,κf−κ + Φ
[1]
ba1,κ

(t′)Ta1b′,κ′fκ′) (3.63)

Φ
[2]
db,−κ−κ′(t) =

1

i

∫ t

−∞
dt′ei(εκ+εκ′−Ed+Eb+iη)(t−t′)(−Tdc1,κΦ

[1]
c1b,κ′

(t′)fκ + Tdc1,κ′Φ
[1]
c1b,κ

(t′)fκ′

− Φ
[1]
dc1,κ′

Tc1b,κ(t
′)f−κ + Φ

[1]
dc1,κ

Tc1b,κ′(t
′)f−κ′) (3.64)

Haciendo una aproximación de Markov en Φ[1](t′) ≈ Φ[1](t) resulta:

Φ
[2]
bb′,−κ+κ′(t) =

−Tba1,κΦ
[1]
a1b′,κ′

fκ + Tbc1,κ′Φ
[1]
c1b′,κ

f−κ′ − Φ
[1]
bc1,κ′

(t′)Tc1b′,κf−κ + Φ
[1]
ba1,κ

Ta1b′,κ′fκ′

εκ − εκ′ − Eb + Eb′ + iη
(3.65)

Φ
[2]
db,−κ−κ′(t) =

−Tdc1,κΦ
[1]
c1b,κ′

fκ + Tdc1,κ′Φ
[1]
c1b,κ

fκ′ − Φ
[1]
dc1,κ′

Tc1b,κf−κ + Φ
[1]
dc1,κ

Tc1b,κ′f−κ′

εκ + εκ′ − Ed + Eb + iη
(3.66)

Por ultimo, sustituimos (3.65) y (3.66) en la ecuación (3.67) y resolver la ecuación (3.37)
en estado estacionario para tener la ecuación de von Neumann de segundo orden.
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+ Φ
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+
[Tcb1,κ1fκ1Φ
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+ Φ
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f−κ1Tb1a1,κ1 − Tcb1,κfκΦ
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b1a1,κ1

− Φ
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cb1,κ1
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(3.67)

3.4.2. Cálculo de corriente y energía

Para calcular la corriente y la energía de corriente del sistema en estado estacionario
en la guía α se usan las expresiones de�nidas por:

Iα = − ∂

∂t
〈Nα〉 = −ı〈[H,Nα]〉 (3.68)

Ėα = − ∂

∂t
〈Hα〉 = −ı〈[H,Hα] (3.69)

Con

Nα =
∑
k

c†αkcαk Hα =
∑
k

εαkc
†
αkcαk (3.70)

Introduciendo la expresión resuelta para amplitudes de energía de corriente de partícula

Φ
[1]
cb,αk =

∑
g

〈cg − ak| ρ |bg〉 (−1)Nb (3.71)

Con

|bg − αk〉 = |b〉 ⊗ cαk |g〉 (3.72)
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Donde Nb es el numero de partículas para el estado de múltiples partículas |b〉. Así,
ahora se pueden expresar la corriente y energía de la forma

Iα = −2
∑
k,cb

Im[Tbc,αΦ
[1]
cb,αk] Ėα = −2

∑
k,cb

εαkIm[Tbc,αΦ
[1]
cb,αk] (3.73)

Por último, la corriente que se obtiene a causa de la temperatura de la guía α puede
ser calculada por medio de la derivada de la entropía con respecto al tiempo

Ṡα =
1

Tα
(Ėα − µαṄα) (3.74)

Con lo que resulta la corriente por temperatura

Q̇α = Ėα − µαIα (3.75)

3.4.3. Unidades

Los valores que usa el Qmeq para las cantidades físicas ~, kB y |e| es igual a 1, también
son consideradas corrientes de partícula en lugar de corrientes eléctricas. Si se tiene
interés en la corriente eléctrica y tomar el valor real de las cantidades físicas seria ne-
cesario hacer los cambios o considerar lo siguiente:

V −→ eV (3.76)

Vg −→ eVg (3.77)

I[Γ] −→ I[eΓ/~] (3.78)
dI

dV
[I] −→ dI

dV
[e2/~] (3.79)

Y para la conductancia en valores de e2/h es necesario multiplicar dI/dV por 2π.
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Capítulo 4

Solución numérica de las ecuaciones

maestras

Aunque en muchas ocasiones es posible resolver, total o parcialmente, de forma analítica
las ecuaciones maestras para un sistema de puntos cuánticos [37], [38], la complejidad
del problema al añadir muchos puntos cuánticos o aumentar grados de liberta, vuelve
poco práctico el abordar su estudio desde un punto de vista puramente teórico. Cuando
esto sucede, es posible recurrir a herramientas computacionales que permiten resolver
numéricamente las ecuaciones maestras del sistema de interés. Con esto en mente,
en este trabajo se eligió modelar numéricamente sistemas de puntos cuánticos y el
transporte electrónico a través de ellos.
Un lenguaje de programación que ha sido ampliamente adoptado dentro de la comu-
nidad cientí�ca, es el lenguaje Python. Para entender un poco sobre este lenguaje de
programación y su modo de uso se describe en este capítulo a grandes rasgos en que
consiste, el tipo de datos que pueden usarse y al �nal una descripción del paquete de
código Qmeq que será usado en la resolución de los sistemas de puntos cuánticos.

4.1. Python

Python es un lenguaje de programación de alto nivel multiparadigma, esto quiere de-
cir que combina distintas propiedades, entre las cuales se puede mencionar que es un
lenguaje orientado a objetos, además incluye características de la programación impera-
tiva, funcional, procedural y re�exiva. Por sus características se ha convertido en uno de
los lenguajes de programación más usado en el ámbito cientí�co. Cuenta con una amplia
variedad de bibliotecas especializadas para distintos usos, por lo que se pueden realizar
todo tipo de programas, tales como aplicaciones para sistemas operativos, servidores
de red, páginas web, entre otros.Aunque se trata de un lenguaje interpretado, lo que
signi�ca que no requiere compilar el código fuente para ejecutarlo, Python cuenta con
muchas bibliotecas de cálculo numérico que ya se encuentran compiladas en C, lo que
permite realizar operaciones numéricas de forma e�ciente, e incluso de forma paralela
y vectorizada.
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Una característica esencial de Python es que el código es simple y fácilmente legible, lo
que propicia el rápido aprendizaje e implementación en distintas áreas. Actualmente,
su principal crecimiento se ha debido al desarrollo de la inteligencia arti�cial, machine
learning, Deep learning y la ciencia de datos. El desarrollo de paquetes de código pa-
ra solucionar muchos de estos problemas facilita el crecimiento en la investigación en
esos temas, pues no es necesario desarrollar todo un programa desde cero para poder
simular un problema determinado, sino que al contar con un código ya desarrollado se
puede partir de ahí para duplicar resultados o modi�car dichos paquetes de código para
resolver algún problema de interés, crear modelos predictivos o aplicaciones diversas
para muchas áreas económicas, �nancieras, tecnológicas o cientí�cas.

4.1.1. Tipos básicos de datos

En Python, como en todo tipo de lenguaje de programación, se usan distintos tipos de
datos en un programa. A continuación se mostrarán algunos tipos básicos de datos [39]
para poder comprender el tipo de información que se estará manejando en las secciones
siguientes.

Enteros: Los datos de tipo entero son de tipo numérico, y como el nombre lo indica,
se usa para valores que sean únicamente enteros.
Flotantes: Los datos de tipo �otante representan todo el conjunto de los números
reales, con este tipo de datos se pueden utilizar números con punto decimal.
Complejos: Este tipo, por su nombre, engloba los valores numéricos de tipo complejo,
permitiendo realizar las operaciones de manera directa sin mayores especi�caciones.
Booleanos: Para los valores de tipo booleano, mas comunmente se usan las palabras en
inglés 'True' y 'False', sin embargo también pueden tomarse otros valores, por ejemplo,
el valor cero o secuencias vacías son tomadas como 'False'.
Cadenas: Las cadenas corresponden a todos los caracteres en formato Unicode, estos
tipos de datos son necesarios para poder escribir texto en los programas.
Listas: Es un contenedor de datos los cuales son guardados y pueden ser accesados y
cambiados a voluntad.
Tuplas: De manera similar, las tuplas son un contenedor con una secuencia de números
guardados, sin embargo este tipo de estructura no puede ser modi�cada después de ser
de�nida.
Conjuntos: Los conjuntos, como en el álgebra, representan un grupo de valores únicos
dentro del mismo conjunto.

Diccionarios: Los diccionarios son una estructura especial que nos permite acceder a
un valor por medio de una clave única.
Estos tipos de datos requieren de cierta sintaxis para ser usados, en la �gura 4.1 se
muestra un ejemplo de cada tipo y su sintaxis.
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Figura 4.1: Ejemplos de los tipos de datos descritos y la sintaxis necesaria para usarlos.

4.2. Qmeq

Como se mencionó al inicio de este capítulo, en este trabajo se realizaron simulaciones
computacionales de sistemas de puntos cuánticos. Estos cálculos fueron realizados con
el paquete Qmeq, por sus siglas en inglés Quantum master equation for quantum dot
transport, Qmeq es un paquete de código abierto diseñado para la simulación de trans-
porte electrónico a través de puntos cuánticos en estado estacionario para sistemas con
una interacción electrón-electrón fuerte.

El Qmeq puede calcular la energía o la corriente en estado estacionario causadas por
la diferencia de potencial o la temperatura entre las guías, las cuales están acopladas
a los puntos cuánticos por efecto túnel. Para resolver algún sistema de interés de una
sola partícula se puede elegir alguna de las ecuaciones maestras que tiene incluidas, las
cuales pueden ser Pauli, Red�eld de primer orden, y von Neumann de primer orden,
además de una forma particular de la ecuación de Lindblad; para el caso de interés
de interacciones de dos partículas, se puede emplear la ecuación de von Neumann de
segundo orden.

El código de Qmeq esta escrito en Python, compilando algunas partes del código me-
diante el uso de Cython, y haciendo un uso extensivo de los módulos numpy y scipy.
Estos módulos están diseñados para realizar operaciones matemáticas de forma e�cien-
te, por lo que, en general, su rendimiento es muy bueno aún cuando se trata de un
código realizado en un lenguaje de alto nivel. Ademas, el modulo matplotlib es muy
útil para la creación de distintos tipos de grá�cos y la visualización de resultados.El uso
de Cython es muy conveniente para poder usar librerías y funciones del lenguaje C y
C++ empleando la misma sintaxis que en python. Todo esto con el �n de proveer un
paquete e�ciente para la simulación de los sistemas de transporte en puntos cuánticos.
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4.2.1. De�niciones

El paquete Qmeq para poder simular el sistema de interés hace uso de la clase Builder,
la cual es un patrón de construcción de objetos con muchas opciones posibles, pero
requiere de la de�nición de algunas variables. En este caso requiere de ocho variables
obligatorias para poder crear el hamiltoniano del sistema, sin embargo tiene disponibles
otras variables no indispensables que pueden ser omitidas.

Las variables obligatorias y sus características son:
nsingle: Número de estados de partícula única. Debe ser un valor entero correspon-
diente al número de estados del sistema. Por notación posteriormente serán numerados
a partir del 0 hasta nsingle-1.
hsingle:Se de�ne como un diccionario correspondiente al hamiltoniano departícula úni-
ca, tal como se muestra en la �gura 4.2.1

Figura 4.2: Ejemplo de como introducir los valores del hamiltoniano para partícula única en el codigo.

coulomb: Diccionario que contiene los elementos de la matriz coulombiana, los cuales
deben seguir las reglas presentadas en la sección 3.2. Estos elementos deben escribirse
como en la �gura 4.2.1

Figura 4.3: Forma de introducir los valores para la interacción coulombiana.

Para Qmeq es importante solo especi�car los elementos de la matriz donde los estados
sean k > l y n > m.
nleads: Es un número entero e indica la cantidad de canales de guía.
tleads: Se de�ne como un diccionario en el que se describen las amplitudes de tunelaje
para múltiples partículas, �gura 4.2.1

Figura 4.4: Muestra de como se requiere introducir los valores de las amplitudes de tunelaje.

En donde el valor de la izquierda es la etiqueta de la guía y el valor de la derecha
corresponde al estado del punto cuántico.
mulst: Describe los potenciales químicos de cada una de las guías en un diccionario.
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tlst: De�ne un diccionario con las temperaturas de las guías.
dband: Es una variable que recibe un valor de tipo �otante que indica el ancho de
banda de las guías.

Ya que se construyó el hamiltoniano del sistema se puede resolver, para ello se requiere
la instrucción sistem.solve(),lo cual sigue el siguiente proceso:

1. La función qdq obtiene los eigenestados de múltiples partículas y los eigenestados
del hamiltoniano de los puntos cuánticos (ecuación (3.3)).

2. La función rotateq expresa el hamiltoniano de tunelaje (ecuación (3.6)) en la
eigenbase de múltiples partículas (ecuación (3.16)).

3. masterq resuelve de manera aproximada el sistema con la ecuación maestra elegida
y obtiene los elementos de la matriz de densidad reducida.

4. Por ultimo, la función currentq calcula la corriente y las amplitudes de corriente
del sistema.

Las funciones anteriores pueden no ser requeridas para algún análisis particular, por
lo que puede elegirse su uso con un valor booleano en la función system.solve() por
ejemplo system.solve(qdq=False) .

Hay que tener en cuenta otro parámetro opcional para las ecuaciones de von Neumann
de primer orden y Red�eld, el cual es llamado itype, a este parámetro se le pueden dar
los valores de 0, 1 o 2, los cuales determinan la forma en que se resolverá la ecuación
(3.58), siendo:

itype=2: La parte principal P es excluida y no se resuelve.
itype=1: La integral es aproximada empleando la función digamma.
itype=0: El cálculo es realizado usando la librería SciPy en donde se implementa
QUADPACK con la rutina DQAWQ.

Después de los cálculos realizados algunos valores pueden ser consultados, los cuales son:

system.current Muestra la corriente de partícula.
system.energy_current Es la energía de la corriente.
system.heat_current Es la corriente inducida por la temperatura.
system.phi0 Son los elementos de la matriz de densidad reducida.
system.phi1 Son las amplitudes de la energía de corriente.
system.Ea Muestra los eigenestados de los puntos cuánticos.
system.Tba Son las amplitudes de tunelaje para múltiples partículas.

Otras importantes funciones y características pueden ser usadas y consultadas con la
clase Builder de entre las cuales se pueden resaltar:
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system.kern muestra el liouviliano correspondiente a la matriz de densidad reducida.
system.add() Agrega un nuevo valor a alguna o varias de las variables hsingle, cou-
lomb, tleads, mulst o tlst.
system.change Puede cambiar alguna o varias de las variables hsingle, coulomb, tleads,
mulst o tlst.
system.remove_states(∆E) Hace que no se tomen en cuenta los estados por encima
del valor de energía ∆E.
system.use_all_states() Vuelve a tomar en cuenta todos los estados de�nidos.

Finalmente, la clase Builder está ligada a otras clases, que en conjunto resuelven el
sistema. Estas clases y sus características son:

StateIndexingDM Describe el indexado de los estados de múltiples partículas y los
elementos de la matriz de densidad. Se puede acceder a sus caracteristicas por medio
de system.si
QuantumDot Esta clase se usa para construir el hamiltoniano de múltiples partículas
y diagonalizarlo. Para ecceder a esta clase se usa system.qd.
LeadsTunneling Se accede a esta clase con system.leads y se usa para representar
las propiedades de las guías, las amplitudes de tunelaje de múltiples partículas y para
expresarlas en la eigenbase del hamiltoniano.
Approach Es la clase que implementa las distintas aproximaciones de las ecuaciones
maestras, se accede a ella con system.appr y para elegir la ecuación maestra a usar
se de�ne la variable kerntype. Los nombres de las ecuaciones maestras en Qmeq son
Lindblad, Red�eld, Pauli, 1vN y 2vN.
FunctionProperties Contiene diversas de�niciones de variables que son usadas por la
clase Approach y se puede acceder con system.funcp
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Capítulo 5

Resultados

Como primer acercamiento al paquete Qmeq, tomamos los ejemplos que se incluyen los
cuales son un solo punto cuántico con consideración de espín, dos puntos cuánticos sin
espín y tres puntos cuánticos seriados; a los cuales se les realizaron ligeras modi�caciones
a algunos parámetros para observar los cambios y su funcionamiento. Posteriormente,
se buscaron sistemas de puntos cuánticos resueltos en la literatura y se replicaron al-
gunos de sus resultados, para asegurarnos que los datos arrojados por el programa son
con�ables. Por último, se trabajó en un sistema novedoso en el cual se pudieran estu-
diar los efectos cuánticos de interferencia destructiva que dan lugar a los llamados dark
states. El sistema propuesto consiste en un arreglo de cinco puntos cuánticos, con una
geometría que promueve observar el efecto de Aharanov-Bohm al aplicar dos campos
magnéticos perpendiculares al plano que contiene a los cinco puntos cuánticos, siendo
cada campo independiente uno de otro. Como se verá más adelante, este efecto nos
permitió controlar los dark states mediante la variación del campo magnético del lado
izquierdo o derecho y ambos simultáneamente aplicando todo el conocimiento obtenido
anteriormente.

A continuación se describe cada uno de los modelos en los que se trabajó y los resultados
obtenidos de cada uno.

5.1. Ejemplos modi�cados del Qmeq

El paquete Qmeq contiene tres ejemplos en los que se muestran sus capacidades y al-
gunos tipos de modelos que se pueden simular, además de comparar los resultados que
arrojan cada una de las ecuaciones maestras incluidas. Estos ejemplos nos ayudaron a
comprender a mayor profundidad la forma en que se debe manejar cada sistema, como
de�nir los parámetros y los tiempos que son necesarios en cada caso.
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5.1.1. Primer ejemplo: Un punto cuántico con consideración de

espín

Este primer modelo es también el mas sencillo el cual consta de un solo punto cuántico
con consideración del spin y de un campo magnético B, lo que causa un efecto Zeeman
anómalo. La representación de este sistema se muestra en la �gura 5.1.
Éste sistema está descrito matemáticamente como se mostró en la sección 3.1, por lo
que para este caso particular se tiene:

Figura 5.1: Representación del sistema desarrollado en el ejemplo 1 de Qmeq. En a) se observa el único punto
cuántico del sistema y los acoples hacia la fuente y el drenado; en b) se muestran los estados del punto cuántico debido
a la consideración del espín y del campo magnético aplicado ademas de los cuatro canales o guías con las que se acopla
al ambiente. Los números en las guías y en los estados se colocan como referencia para la mejor comprensión del código

Huno =
∑

k;l=L,R;σ=↑,↓

εlkc
†
lσkclσk+

∑
lσk

(tld
†
σclσk+H.c)+

∑
σ

εσd
†
σdσ+(Ωd†↑d↓+H.c)+Ud

†
↑d
†
↓d↓d↑

(5.1)

En donde el efecto de la aplicación del campo magnético se verá re�ejado en el cambio
de energía de los estados del punto cuántico que corresponde al tercer término de la
ecuación 5.1, que es la parte correspondiente al Hsingle.

El ejemplo se resuelve bajo ciertos valores de parámetros establecidos, pero nosotros
estamos interesados no solo en el resultado dado, sino también en las variaciones al
cambiar los valores de los parámetros, por lo que los valores originales y los cambios
realizados se muestran en la siguiente tabla:

Parámetro Notación Valor 1 Valor 2 Valor 3 Valor 4
Hibridación omega 0 5 0 5

Interacción coulombiana U 20 20 10 10
Temperatura temp 1 1 1 1

Ancho de banda dband 60 60 60 60

Tabla 5.1: Tabla de los valores asignados al sistema un cada una de las corridas del programa.
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Figura 5.2: Diagramas de estabilidad en a) para los valores originales del ejemplo 1 del Qmeq, b)con aumento en la
hibridación, c)con disminución de la interacción coulombiana y d) con ambos cambios de b) y c).

Con estos datos se calculan las corrientes con cada una de las ecuaciones maestras y
la continuidad de la corriente. Además, para la ecuación de von Neumann de segundo

41



orden calcula la corriente de partícula y la energía de corriente; pero, con �nes visuales,
este primer ejemplo muestra dos diagramas de estabilidad, uno con campo magnéti-
co cero y otro a 0.375, en los cuales, al hacer el cambio de valores en los parámetros
podemos observar los cambios en los diamantes como se muestra en la �gura 5.2, de
la cual podemos notar como la forma y limitación del diamante de Coulomb varían al
modi�car los valores de hibridación y de interacción coulombiana, esto porque los dos
parámetros cambian la energía del punto cuántico, lo que provoca que los valores de
voltaje gate para los cuales en el inciso a) eran los vértices del diagrama, en los incisos
b), c) y d) cambien. También, se puede notar que el efecto de aumentar el valor de la
hibridación es muy similar que el aplicar un campo magnético, ya que ambos modi�can
la diferencia energética de los estados dentro del punto cuántico.

Además de los diagramas de estabilidad, el primer ejemplo compara las aproximacio-
nes de Pauli y von Neumann de segundo orden en una grá�ca de voltaje bias contra
conductancia y un último diagrama de estabilidad, estos resultados se muestran en la
�gura 5.3 con la variación únicamente de la interacción coulombiana de 20 a 10.

Figura 5.3: Grá�cas comparativas del valor de conductancia contra voltaje bias con las ecuaciones de Pauli y de von
Neumann de segundo orden, en a) con U=20 y en b) con U=10.

De esta imagen podemos observar los resultados al resolver con la ecuación Pauli y von
Neumann de segundo orden; de esta última notamos que en la linea punteada hay un
pequeño pico debido al cotunelaje alrededor del valor del campo magnético B = 0,375,
comportamiento que la ecuación de Pauli no puede mostrar, ya que corresponde a una
interacción de segundo orden. Además, la diferencia entre a) y b) con el cambio en el
valor de la interacción coulombiana muestra que el pico de corriente se desplaza un poco
hacia la derecha y se ensancha debido a que el valor del voltaje bias está siendo dividido
entre la interacción coulombiana además de in�uir en la energía del punto cuántico.
El código puede ser consultado en los anexos al �nal del documento.

5.1.2. Segundo ejemplo: Doble punto cuántico

El sistema consiste en dos puntos cuánticos acoplados verticalmente con la fuente y el
drenado sin consideración del espín, lo cual lo hace un sistema sencillo de simular. El
esquema de este ejemplo se muestra en la �gura 5.4.
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Figura 5.4: Representación del sistema tratado en el ejemplo 2, el cual consiste en dos puntos cuánticos acoplados
en serie, en a) se muestra el arreglo de los puntos cuánticos y en b) el esquema de los estados energéticos considerados
y el orden de numeración usado.

Aquí se busca observar como la corriente depende del voltaje gate, el cual, como se
describió en el capítulo 1, puede modi�car la energía necesaria para hacer pasar un
electrón de la fuente a los puntos cuánticos; además, se quiere ver los efectos que puede
tener la hibridación entre los estados 0 y 1. Utilizando la ecuación (3.1), podemos
escribir el hamiltoniano para este sistema como:

Hdos =
∑

k;l=L,R

εlkc
†
lkclk +

∑
k

(td†l cLk + td†rcRk +H.c) + Vg(d
†
ldl + d†rdr) + (Ωd†ldr +H.c)

+ Ud†ld
†
rdrdl (5.2)

Para ver el comportamiento, se usaron los resultados obtenidos al resolver el sistema
con la ecuación de Pauli y de von Neumann de primer orden con los tres valores para
itype descritos en la sección 4.2.1. Nuevamente, para entender un poco mejor el com-
portamiento del sistema, se realizaron cambios a los parámetros como se muestra en la
tabla 5.2

Parámetro Notación Valor 1 Valor 2 Valor 3 Valor 4
Interacción coulombiana U 5 5 10 10

Voltaje bias bias 0.5 0.4 0.5 0.4

Tabla 5.2: Valores de los parámetros del sistema en donde se realizaron cuatro corridas con variación en la interacción

coulombiana y el voltaje bias.

Los demás parámetros necesarios no tuvieron cambio, siendo Γ = 1, temp = 2 y
dband = 60 que corresponden a la tasa de tunelaje, la temperatura de las guías y
el ancho de banda de las guías. Con estas variaciones se pueden observar las diferencias
obtenidas en las �guras 5.5 y 5.6.

Otro aspecto a resaltar es la diferencia que se obtiene en los resultados de la ecuación de
von Neumann con los distintos métodos de resolverla, en donde al usar la librería SciPy
muestra un valor de corriente ligeramente mayor que al usar la función digamma y una
diferencia aun más marcada al negar por completo la parte principal de la integral. Este
comportamiento es visible en todos los cambios de parámetros realizados.

En estas �guras se puede observar como en todos los casos la ecuación de Pauli no
logra mostrar los datos correctos para valores de Ω < Γ, ya que esta ecuación no toma
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Figura 5.5: Grá�cos de la dependencia de la corriente con respecto al voltaje gate y a la hibridación, en el inciso
a) es el resultado original del ejemplo 2 de Qmeq y en b) se disminuyo el voltaje bias de 0.5 a 0.4, con lo que se puede
notar una importante disminución en la corriente comparado con el resultado en a).
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Figura 5.6: Resultados del cambio de c) la interacción coulombiana a U=10 y d) la interacción coulombiana U=10
y el voltaje bias a 0.4
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en cuenta las coherencias. En cuanto a las diferencias en los cambios de parámetros se
puede ver que al disminuir un poco el voltaje bias la corriente comienza a disminuir en
algunas zonas, lo cual se ve acentuado al aumentar la interacción coulombiana, llegando
hasta el punto en que para los valores alrededor de -0.5, incluso para valores bajos de
hibridación no hay corriente alguna como se puede ver en los incisos c) y d).

Por último en el inciso d), en donde se tiene la variación de el voltaje bias y la interacción
coulombiana al mismo tiempo, se puede ver como la disminución de la corriente es muy
marcada puesto que a los electrones les resulta más complicado el movimiento a través
del sistema.
El código de este ejemplo también puede ser consultado en los anexos.

5.1.3. Tercer ejemplo: Triple punto cuántico seriado con espín

Este sistema simulado corresponde al mostrado en la �gura 5.7

Figura 5.7: Sistema de tres puntos cuánticos acoplados en serie considerando el espín del electrón. Para el tercer
punto cuántico solo se consideran dos niveles de energía ya que los dos restantes no contribuyen signi�cativamente a la
corriente pero si aumentan el tamaño de la matriz del hamiltoniano incrementando el tiempo de calculo.

Este sistema corresponde a un triple punto cuántico en serie con múltiples grados de
libertad, en el cual se está interesado en como depende la corriente del nivel de energía
del estado 3 (igual al estado 8) y compara resultados al resolver con la ecuación de
Pauli y la ecuación de von Neumann de primer orden con la parte principal de la
integral excluida (itype=2). Adicionalmente, para reducir el tamaño del Liouvilliano,
se eliminarán los estados de múltiples partículas con energía mayor a 150 sobre el nivel
base y se comparará con el cálculo sin quitar estos estados.
El hamiltoniano que describe éste sistema está dado por:
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Htres =
∑
klσ

εklc
†
klσcklσ +

∑
n,klσ

(tnld
†
nσcklσ +H.c) +

∑
nσ

End
†
nσdnσ +

∑
nmσ

Ωnmd
†
nσdmσ

+
1

2

∑
mnklσσ′

Umnkla
†
mσa

†
nσ′akσ′alσ (5.3)

En el sistema original es posible tener mas de un electrón con�nado en un solo punto
cuántico, sin embargo la adaptación tomada en el Qmeq solo contempla el tunelaje
secuencial.
Para este ejemplo también se realizó un cambio al valor de Γ, el resto de los parámetros
permanecieron sin cambio. Las grá�cas obtenidas se muestran en 5.8.

Figura 5.8: Comparación de los valores de corriente con respecto al valor de energía del estado 3 solucionando con
la ecuaciones de Pauli y de von Neumann en a) con los valores originales de parámetros y b) con un aumento en

De estas grá�cas podemos ver que la diferencia entre la corriente con el Liouvilliano
reducido y sin reducir arroja resultados similares en a) pero di�eren un poco más en
b), además, al realizar el cambio de Γ para b) se ve un cambio importante en el pico
de energía entre 20 y 22.

5.2. Sistemas de puntos cuánticos triangulares

En esta sección se mostrarán dos sistemas que fueron elegidos para tratar de obtener
los mismos resultados que en las publicaciones originales, o en su caso, lo mas similar
posible, esto debido a que el Qmeq toma en cuenta algunos parámetros de forma obliga-
toria para poder solucionar el sistema a través de las ecuaciones maestras, sin embargo,
algunas de las formas de solucionar este tipo de problemas puede no considerar ciertas
cosas o no especi�car explicitamente el valor de alguna variable.

5.2.1. Artículo Physical Review B - Dark states in the magne-

totransport through triple quantum dot

El primer sistema que se trabajo consiste en tres puntos cuánticos acoplados en geome-
tría triangular [11] como se puede observar en la �gura 5.9.
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Figura 5.9: Modelo de triple punto cuántico sin espín, acoplados en geometría triangular con aplicación de un campo
magnético en el centro, como se muestra en a), los estados y la numeración usada para la introducción de datos en el
Qmeq se muestran en b)

Esta geometría es una de las más estudiadas en este tipo de sistemas de arreglos de
puntos cuánticos.Para este sistema en particular, no se considera el espín, pero sí un
campo magnético aplicado en el centro del triángulo sin extenderse hasta las trayecto-
rias de los electrones, con el objetivo de ver el efecto Aharanov-Bohm, además de los
dark states, los cuales se formarán debido a la geometría triangular.
Comenzamos con la de�nición del hamiltoniano de este sistema, el cual en forma ma-
tricial está dado por:

H =

 ∆ t12e
iφ t13

t12e
−iφ −∆ t23

t13 t23 ε

 (5.4)

Donde ∆ y ε corresponden a las energías de los puntos cuánticos y φ es la fase agregada
solo al acople t12 debido al campo magnético. Solo se le agrega la fase al termino t12

por una transformación de Gauge y la fase queda de�nida como:

φ =
2πΦ

Φ0

(5.5)

Donde Φ es el �ujo magnético encerrado en el triángulo y Φ0 es el �ujo magnético
cuántico, sin embargo, como el Qmeq toma las constantes físicas normalizadas entonces
Φ0 = 1.

Para resolver el sistema se usó la ecuación de Lindblad, ya que toma en cuenta la
población, además de que muestra dos resultados. El primero es el sistema sin campo
magnético solo mostrando el dark state formado y el segundo resultado muestra las
oscilaciones de corriente debido al efecto Aharonov-Bohm. Para la duplicación de los
resultados se usó igualmente la ecuación de Lindblad y los mismos valores de acople
entre los puntos cuánticos, obteniendo los valores de la �gura 5.10
Podemos ver que los resultados son muy similares, sin embargo cabe mencionar que los
autores no hacen mención de los valores que le dan a la interacción coulombiana (U), a
la temperatura (temp), al voltaje bias (vbias) ni a gamma (gam), por lo que elegimos
los valores como U = 15, temp = 0,5, vbias = 10 y gam = 1, mismos valores que se
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Figura 5.10: Comparación de los resultados obtenidos, del lado izquierdo en el articulo y de lado derecho los
resultados obtenidos por el Qmeq para los mismos valores de parámetros y sin aplicación de campo magnético.

usaron para los resultados al aplicar campo magnético y ver el efecto Aharonov-Bohm
como se muestra en la �gura 5.11

Figura 5.11: Comparación de de las oscilaciones de corriente al aplicar campo magnético y obtener el efecto
Aharonov-Bohm, en a) los resultados originales del articulo y en b) los obtenidos por Qmeq donde se ve una dismi-
nución un poco mas lenta del dark state en 0.5.

En este resultado se pueden observar algunas diferencias con el resultado original, prin-
cipalmente que el dark state se va eliminando más lentamente mostrando una curvatura
un poco mas pronunciada, pero el comportamiento en general es el mismo que en el
resultado original.

5.2.2. Artículo Physical Review B - Dark states in spin-polarized

transport through triple quantum dot molecules

Para este sistema [40], se simuló un triple punto cuántico, igualmente en con�guración
triangular, con la diferencia de que en este caso solo se acopla a la fuente el punto 1 y
al drenado el punto 2 como se muestra en la �gura 5.12, además de que si se toma en
cuenta el espín del electrón.
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Figura 5.12: Representación del sistema de tres puntos cuánticos acoplados de forma triangular con solo el punto
cuántico 1 con comunicación con la fuente y el punto cuántico 2 con el drenado mostrado en a), en b) se esquematizan
los estados dentro de los puntos cuánticos al considerar el espín electrónico.

Este sistema, al tener en cuenta el espín puede hacerse una con�guración de polari-
zación paralela y una antiparalela, esto es que se magneticen las guías con un campo
magnético hacia la misma dirección para la con�guración en paralelo o en direcciones
opuestas para el antiparalelo.
Los autores usan ambas con�guraciones y comparan los resultados obtenidos para va-
rios factores, pero en nuestro caso solo estamos interesados en el comportamiento de la
corriente. En la investigación original se uso la técnica diagramatica en tiempo real para
solucionar el sistema, se especi�can los valores de las energías de los puntos cuánticos, la
interacción coulombiana, la temperatura, el valor de la tasa de tunelaje, los potenciales
químicos y el valor del acople entre los puntos cuánticos.

Para replicar el sistema es necesario introducir el hamiltoniano al Qmeq, el cual esta
dado por:

H =
∑
α=L,R

∑
kσ

εαkσc
†
αkσcαkσ +

∑
jσ

εjnjσ + Uj
∑
j

nj↑nj↓ +
Uij
2

∑
〈ij〉

∑
σσ′

niσnjσ

+
∑
〈ij〉

tij
2

∑
σ

(d†iσdjσ + d†jσ + djσ)
∑
kσ

(vLc
†
Lkσd1σ + vRc

†
Rkσd2σ +H.c) (5.6)

Donde njσ = d†jσdjσ representan la creación y aniquilación de un electrón con espín σ
y vL(vR) son los elementos de la matriz de tunelaje.
Los resultados obtenidos al resolver con la ecuación de Pauli se muestran en la �gura
5.13.
En esta �gura se grá�ca el voltaje bias en el eje x y el valor absoluto de la corriente en
el eje y; en las grá�cas se puede observar un poco de diferencia en el comportamiento
de la corriente en la obtenida por la ecuación de Pauli (inciso b)) y la original con la
técnica diagramatica en tiempo real (inciso a)). Además, en la grá�ca obtenida con el
Qmeq no se muestra diferencia entre la con�guración paralela o antiparalela a pesar de
que se proveen todos los parámetros requeridos por el Qmeq, lo que puede indicar que
las diferencias sean principalmente por las diferencias entre los métodos de solución.
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Figura 5.13: Grá�cas de la corriente absoluta contra el voltaje bias, en a) el resultado obtenido en el articulo y en
b) el obtenido al introducir el sistema al Qmeq, en ambos casos se muestra la con�guración paralela y antiparalela de la
magnetización de las guías.

5.3. Elaboración de un sistema propio: sistema bow
tie

En esta sección se pensó en un modelo novedoso en el que se pudieran estudiar los
efectos en los que estamos interesados, por lo cual se decidió estudiar un modelo de
cinco puntos cuánticos acoplados, de forma que se formen dos caminos cerrados tipo
moño (bow tie) dentro de los cuales se aplicara un campo magnético independiente en
cada uno como se muestra en la �gura 5.14

Figura 5.14: Modelo de cinco puntos cuánticos elegido para estudiar los fenómenos de dark states y Aharonov-Bohm,
en a)se muestra el arreglo de los puntos y los campos magnéticos izquierdo y derecho que pueden aplicarse, y en b) se
especi�can los estados energéticos y la numeración usada con el Qmeq.

Esta con�guración permitirá observar los efectos de Aharonov-Bohm en dos partes del
sistema y ver como interaccionan las dos interferencias en conjunto o por separado,
además de que se pueden obtener dark states como en el articulo de la sección 5.2.1
con la elección de los parámetros t35 y t45 como cero, lo cual permite el paso de corrien-
te, pero sin formar el segundo camino cerrado, lo cual no causa la segunda interferencia.

El primer paso para resolver el sistema elegido es plantear el hamiltoniano que describa
el arreglo de puntos cuánticos, el cual esta dado de forma general por:
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H = HGuas +HPuntos +HTunelaje (5.7)

De donde HGuas corresponde a la energía de las guías, que de forma explicita esta
descrito por:

HGuias =
∑

α=L,R;k

εαkc
†
αkcαk (5.8)

Donde c†αk (cαk) representa la creación (aniquilación) de un electrón de energía ε con
momento k del electrodo α.
El siguiente término HPuntos describe la energía de los puntos cuánticos y sus interac-
ciones, el cual esta compuesto como lo indica la ecuación 3.3 por lo tanto se tiene para
los cinco puntos cuánticos:

HPuntos =
5∑
j=1

εjd
†
jdj +(t13d

†
1d3 + t23d

†
2d3 + t12e

iφLd†1d2 + t34d
†
3d4 + t35d

†
3d5 + t45e

iφRd†4d5)

+
∑
ij

Uijd
†
jd
†
ididj (5.9)

Con i 6= j; d†j (dj) representa la creación (destrucción) de un electrón en el punto de
partícula única j con energía ε, los valores de t corresponden a los valores de tunelaje
entre los puntos cuánticos indicados por los subíndices, U representa la interacción
coulombiana entre los puntos cuánticos ij, y φ indica la fase de Aharonov-Bohm, la
cual se de�ne como:

φ =

∮
A · dl = 2π

Φα

Φ 0
(5.10)

Siendo Φ el campo aplicado dentro de los caminos cerrados del modelo, α = L,R indi-
ca el lado izquierdo o derecho respectivamente y Φ0 es el �ujo cuántico de�nido como
Φ0 = h/e pero al usar las constantes normalizadas en el Qmeq, este valor será igual a
1.

La última parte del hamiltoniano es la referente al tunelaje, el cual esta dado por:

HTunelaje =
∑
k

tL1d
†
1cLk + tL2d

†
2cLk + tR4d

†
4cRk + tR5d

†
5cRk +H.c (5.11)

Del cual L y R indican el lado izquierdo y derecho de las uniones túnel con la fuente
y el drenado y t es la amplitud de tunelaje de los puntos cuánticos con el ambiente.
Además, siguiendo las aproximaciones indicadas en la sección 3.3 la tasa de tunelaje
esta dada por Γαi = 2πνF |tαi|2
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Los valores de los parámetros serán elegidos con base a la experiencia adquirida con
los ejemplos trabajados y los modelos replicados, por lo que los valores escogidos se
muestran en la tabla 5.3

Parámetro Notación Valor
Temperatura temp 0.001

Ancho de banda dband 104

Tasa de tunelaje gam 1
Energía punto cuántico 1 E1 0
Energía punto cuántico 2 E2 0
Energía punto cuántico 3 E3 5
Energía punto cuántico 4 E4 0
Energía punto cuántico 5 E5 0

Acoplamiento entre estados 12 t12 gam
Acoplamiento entre estados 13 t13 gam
Acoplamiento entre estados 23 t23 gam
Acoplamiento entre estados 34 t34 gam
Acoplamiento entre estados 35 t35 gam
Acoplamiento entre estados 45 t45 gam

Interacción coulombiana U 1
Voltaje gate gate 0
Voltaje bias bias 40

Potencial químico izquierdo mul Vbias/2
Potencial químico derecho mur -Vbias/2
Campo magnético izquierdo phil 0
Campo magnético derecho phir 0

Tabla 5.3: Tabla de valores iniciales del modelo de cinco puntos cuánticos

Los valores mostrados en la tabla corresponden al valor inicial de cada parámetro, sin
embargo, para estudiar el comportamiento del sistema se irán realizando cambios en
algunos de ellos.
De comienzo, nos interesa conocer el comportamiento de la corriente al variar el voltaje
bias, el cual, como puede verse en los valores de la tabla 5.3 modi�ca los valores de los
potenciales químicos izquierdo y derecho, también podemos ver el cambio de compor-
tamiento al variar los valores de acoplamiento entre los puntos cuánticos, y por último,
ver las diferencias al resolver con las distintas ecuaciones maestras de primer orden. Los
resultados se muestran en la �gura 5.15
En estos resultados podemos observar como en a) al variar a valores menores de acopla-
miento, la curva de corriente disminuye su intensidad, ya que es más complicado realizar
el tunelaje entre los puntos cuánticos. En b) notamos que las ecuaciones de Lindblad,
Red�eld y von Neumann de primer orden muestran resultados muy similares, sin em-
bargo, la ecuación de Pauli, a pesar de que sigue un poco el comportamiento de la curva
de las otras ecuaciones, contiene muchas variaciones en los valores de la corriente, este
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Figura 5.15: Resultados del comportamiento de la corriente al variar el voltaje bias en a)con valores distintos de
acoplamiento entre los puntos cuánticos y en b)con los valores iniciales pero resuelto con las distintas ecuaciones maestras
de primer orden.

comportamiento se atribuye a que la ecuación de Pauli no toma en cuenta los valores de
la población, que corresponden a los valores de los acoples entre los puntos cuánticos,
por lo que no logra describir satisfactoriamente los cambios de corriente.

Figura 5.16: Grá�cas del comportamiento de la corriente al variar el campo magnético del lado izquierdo dejando
�jo el valor del campo magnético del lado derecho, en a) con la ecuación de Lindblad, en b) con la ecuación de Pauli, en
c) resolviendo con la ecuación de Red�eld y en d) con von Neumann de primer órden

54



El siguiente comportamiento que nos interesa es observar los efectos de Aharonov-Bohm
y los dark estates, por lo que se aplicaran distintos valores a los campos magnéticos
izquierdo y derecho por separado mientras se deja el otro campo magnético con valor
�jo. Los resultados obtenidos con cada ecuación maestra se muestran en la �gura 5.16
para los cambios en el campo magnético izquierdo y en la �gura 5.17 para las variacio-
nes en el campo magnético derecho.

Figura 5.17: Resultados de el comportamiento de la corriente al variar el campo magnético derecho mientras se
deja �jo el campo magnético izquierdo resolviendo con la ecuación maestra de a)Lindblad, b)Pauli, c)Red�eld y d) von
Neumann de primer orden.

Al variar el campo magnético del lado izquierdo φL mientras se mantiene φR en un valor
�jo, se pueden ver oscilaciones en la corriente debido al efecto Aharonov-Bohm. En estas
grá�cas se muestra como la ecuación de Pauli no describe el correcto comportamiento
de la corriente, mientras que las otras tres ecuaciones arrojan resultados casi idénticos.
En cuanto al comportamiento, en ΦL/Φ0 = 0,5 la corriente puede pasar de un valor
mínimo con φR = 0 a un valor máximo con φR = 0,5π, si se sigue aumentando el
valor del campo magnético derecho la curva comienza a bajar de valor. Para el valor de
ΦL/Φ0 = 1 es el valor mínimo para todos los valores de los campos magnéticos, excepto
cuando φR = 0.

En cuanto a los resultados obtenidos al dejar �jo el campo magnético izquierdo y variar
el campo magnético derecho �gura 5.17 se nota que igualmente la ecuación de Pauli
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no describe correctamente el comportamiento de la corriente, además, a diferencia de
los resultados obtenidos al variar el campo magnético izquierdo, en este caso no se va
formando el dark state en 0.5 como en 5.16 si no que la corriente va disminuyendo de
valor conforme el valor del campo magnético izquierdo hasta cambiar a valores negativos
a valores muy cercanos a φ = 0.
El comportamiento en la variación de los campos magnéticos por separado es muy
similar, el valor mínimo con φ = 0 se vuelve el valor máximo para φ = 0,5π y los
valores mínimos de cada grá�ca para ΦL/Φ0 = 1.
Interesados con observar el comportamiento de la corriente para cada uno de los valores
de campo magnético tanto izquierdo como derecho, se genero un ciclo iterativo que nos
pudiera arrojar los valores para cada campo con lo que se obtuvo un grá�co en tres
dimensiones realizado con el software Wolfram Mathematica [41] el cual se muestra en
la �gura 5.18

Figura 5.18: Comportamiento de la corriente al variar ambos campos magnéticos simultáneamente desde una vista
3D.

Ahora, al haber visto como cambia la corriente al variar independientemente cada uno
de los campos magnéticos, nos interesa ver como seria la interferencia al ir variando
ambos campos simultáneamente, pero también como cambia si se elije un valor distinto
de energía en el punto cuántico 3, lo cual se logra si se modi�ca el voltaje gate, con lo
que se obtienen las grá�cas de la �gura 5.19.

Para resolver este caso se eligió la ecuación maestra de Lindblad y en el resultado se
ve como la interferencia entre los dos campos magnéticos forman dark states mas mar-
cados, como en el caso de ε3 = 9, pero también, al ir aumentando la energía del punto
cuántico 3, se vuelve mas complicado el paso de los electrones por el sistema por lo
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que los valores de la corriente van disminuyendo cada vez mas hasta llegar al punto del
bloqueo coulombiano donde ya no haya �ujo de corriente.

Figura 5.19: Comportamiento de la corriente al variar ambos campos magnéticos simultáneamente para varios
valores de energía en el punto cuántico 3.
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Capítulo 6

Conclusiones

En esta tesis se estudió el transporte electrónico en puntos cuánticos en distintas con-
�guraciones de puntos cuánticos cambiando la geometría y el número de puntos en el
sistema con el objetivo de aprovechar las propiedades cuánticas que aparecen al trabajar
a escala nanométrica, esto permitirá el posible futuro desarrollo de nuevos dispositivos
electrónicos más e�cientes y de menor tamaño.
Los sistemas que se estudiaron fueron el sistema de un solo punto cuántico con conside-
ración de espín, dos puntos cuánticos en serie, tres puntos cuánticos en serie con espín,
tres puntos cuánticos en con�guración triangular con uno o dos puntos conectados a la
terminal fuente y uno solo punto cuántico a la terminal drenado, por último, se desarro-
lló un sistema novedoso de cinco puntos cuánticos. Todo esto nos ayudó a comprender
desde el correcto planteamiento matemático, como puede ser simulado, que técnicas
de análisis se pueden usar para resolverlos y cual es el comportamiento de la corriente
debido a los dark estates y el efecto Aharonov-Bohm.

En particular, el sistema de cinco puntos cuánticos muestra una disminución y corri-
miento en el valor máximo de la corriente al disminuir el acoplamiento entre los puntos
cuánticos mientras se varía el voltaje bias en el sistema sin emplear ningún campo
magnético.
Al tener este sistema quintuple una geometría en la que se forman dos caminos cerrados,
se aplicó en cada uno de estos caminos un campo magnético independiente del otro,
los cuales fueron variados primero el campo del lado izquierdo, luego el campo del lado
derecho y al �nal variar los dos simultaneamente. Al variar el lado izquierdo se obtie-
ne una oscilación en la corriente donde se puede tener un valor máximo de corriente
cuando los dos campos magnéticos coinciden en L ∗ 0,5π con L = 0, 1, 2..., formando
una oscilación con forma de M cada valor del campo π. Cuando se varía el campo
magnético del lado derecho el valor mínimo de corriente se mantiene para valores del
campo de 0 hasta 0.1, después el valor mínimo se vuelve valor máximo; este tipo de
comportamiento puede servir para crear dispositivos electrónicos lógicos de un tamaño
muy reducido los cuales al controlar el campo magnético se pueda controlar el valor de
corriente.

Por último se variaron ambos campos magnéticos y se observó como cambia el com-
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portamiento de la corriente al modi�car la energía del punto cuántico central (punto
3) con lo que se obtuvo comportamientos muy distintos en los que algunos mostraban
zonas de interferencia en la que se formaron dark states más marcados.
Con estos resultados obtenidos se cumplieron los objetivos planteados de simular el
transporte electrónico en puntos cuánticos y observar los efectos de dark estates y
aharonov-Bohm en un sistema propio y novedoso por lo que se está escribiendo un
artículo sobre el tema, el cual se espera publicar en una revista indizada.
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Resumen

En el transporte electrónico en puntos cuánticos pueden aparecer algunos efectos par-
ticulares dependiendo de las características especi�cas del sistema como la geometría
o la presencia de campos magnéticos. En este trabajo nos interesamos por estudiar el
efecto de los dark states y el efecto de Ahahronov-Bohm, los cuales pueden usarse para
el control de la corriente en los sistemas de puntos cuánticos.

Esta tesis está ordenada de forma que, en el capítulo 1, se dan las bases teóricas necesa-
rias para entender los fundamentos físicos que nos permiten entender de mejor manera
el transporte electrónico en puntos cuánticos. En el capitulo 2 se describen los efectos
cuánticos de dark states y de Aharonov-Bohm. En el capítulo 3 se explica el plantea-
miento analítico de los arreglos de puntos cuánticos, aquí notamos como incrementando
el número de grados de libertad o de puntos cuánticos las ecuaciones se vuelven cada
vez más complicadas, además, para resolver las ecuaciones utilizamos las ecuaciones
maestras de Pauli, Lindblad, Red�eld y von Neumann haciendo de los cálculos un pro-
ceso, en general, largo y tedioso, por lo que, en el capítulo 4, se presenta la opción del
modelado computacional como una excelente alternativa. En nuestro estudio se usó de
punto de partida el paquete de código Qmeq, (por sus siglas en inglés Quantum master
equation for quantum dot transport), el cual esta escrito en el lenguaje de programación
Python y usa las ecuaciones maestras de Pauli, Lindblad Red�eld y la ecuación de von
Neumann de primer y segundo orden.
Finalmente, en el capítulo 5 se desarrolla el trabajo de modelado comenzando con al-
gunos ejemplos modi�cados del Qmeq, seguido de la obtención de resultados de dos
sistemas triangulares y la comparación con resultados obtenidos en artículos publica-
dos, y se termina con el desarrollo de un sistema de cinco puntos cuánticos acoplados
de manera que formen dos caminos cerrados, dentro de los cuales se aplican dos campos
magnéticos independientes, permitiendo el estudio de los efectos de interés.
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Abstract

In the electronic transport in quantum dots may appear many particular e�ects depen-
ding on the features of the system, the geometry, or the presence of magnetic �elds. In
this work, we are interested in dark states and the Aharonov-Bohm e�ect, which can
be used to control the current in the system of quantum dots.

This thesis is organized as, in chapter 1 the theoric background of physics that allow us
to better understand the electronic transport in quantum dots. In chapter 2 we describe
the dark states and the Aharonov-Bohm e�ect. In chapter 3 the analytic approach of
quantum dots arrays is explained, here we note that as we increment the number of
degrees of freedom or the number of quantum dots the equations become more complex,
as well, the solution od these equations is obtained by the Pauli, Lindblad, Red�eld
and von Neumann master equations, making the calculations, in general, di�cult and
tedious, because of that, in chapter 4 the computational modeling is presented as a the
perfect option to solve it. In our study, we used as a start point the Qmeq package
(Quantum master equation for quantum transport), which was written on Python, and
use the Pauli, Lindblad, Red�eld master equations and von Neumann for �rst and
second order.
Finally, in chapter 5 we develop the modeling work beginning with some modi�ed
examples of the Qmeq package, after that we obtain two results of triangular systems
and we compare them with articles published. We �nish with the development of a bow
tie system which consists of �ve quantum dots coupled creating two closed paths inside
of which we apply two independent magnetic �elds, allowing the study of the e�ects of
interest.
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