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Resumen

Los sistemas con retardos de tipo neutro son sistemas dindmicos que involucran en su descripcion
matematica estados presentes y pasados, asi como derivadas de estados pasados. Existen esencial-
mente dos formas de representar los sistemas de tipo neutro. La primera es donde las derivadas
de los estados presentes y pasados aparecen de manera independiente. La segunda es donde las
derivadas de los estados presentes y pasados aparecen mediante la derivada de un operador en
diferencia. Esta segunda forma se conoce como sistemas de tipo neutro en la forma de Hale.

En la literatura estas dos formas de sistemas neutros se usan indistintamente. Sin embargo, si se
estudia con detenimiento se observa que las dos formas no son equivalentes, debido a que sus
soluciones respectivas tienen propiedades diferentes. Mds concretamente, el problema de valor
inicial para la primera forma requiere que se definan la funcidn inicial y su derivada, mientras que
el problema de valor inicial para la forma de Hale est4 bien planteado para funciones iniciales que
s6lo son continuas, ya que no requiere que la solucién sea diferenciable, sino s6lo el operador en
diferencia. En este trabajo de tesis presentaremos un procedimiento para construir funcionales de
Lyapunov-Krasovskii de tipo completo para sistemas lineales con retardo de tipo neutro en la for-
ma de Hale. Esta construccion se realiza sin asumir la diferenciabilidad de las funciones iniciales,
como requiere dicha clase de sistemas, pero no asi considerada en los trabajos existentes.

Las funcionales dependen de una funcién matricial la cual es la extension natural de la matriz
de Lyapunov para sistemas con retardo de tipo retardado. Las funcionales construidas permiten
obtener un resultado converso de Lyapunov para la estabilidad exponencial de los sistemas y esti-
mados exponenciales de las soluciones.

Palabras clave: Sistemas con retardo de tipo neutro en la forma de Hale, Matrices de Lyapunov,

Funcionales de Lyapunov-Krasovskii, Funcionales de tipo completo.
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Abstract

Neutral-type delay systems are dynamic systems that involve present and past states as well as
derivatives of past states in their mathematical description. There are essentially two ways of re-
presenting neutral-type systems. The first one is where the derivatives of the present and past
states appear in an independent way. The second one is where the derivatives of the present and
past states appear by the derivative of a difference operator. This second form is known as neutral
delay systems in the Hale’s form.

In the literature, these two forms of neutral systems are used interchangeably. However, if it is
studied carefully then it is observed that the two forms are not equivalent, due to that their res-
pective solutions have different properties. More precisely, the initial value problem for the first
form requires that the initial function and its derivative are defined, while the initial value problem
for the Hale form is well-posed for initial functions which are only continuous, since it is not
required that the solution is differentiable, but only the difference operator. In this thesis, we will
present a procedure for constructing Lyapunov-Krasovskii functionals of the complete type for
linear neutral delay systems in the Hale’s form. This construction is carried out without assuming
the differentiability of the initial functions, as required for such a class of systems, but not thus
considered in the existing works.

The functionals depend on a matrix-valued function which is the natural extension of the Lya-
punov matrix for retarded type time delay systems. The constructed functionals allow deriving a
Lyapunov converse result for the exponential stability of the systems and exponential estimates of

the solutions.

Keywords: Neutral delay systems in the Hale’s form, Lyapunov matrices, Lyapunov-Krasovskii

functionals, Functionals of complete type.
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Notacion

C = C([-h,0],R")
PC £ PC(|—h,0],R")

Cc!' £ C'([~h,0],R")

Conjunto de los nimeros reales.

El espacio euclidiano real n—dimensional.

El espacio de las matrices reales de dimension n X n.

Matriz identidad de dimension n X n.

Norma euclidiana del vector x.

Norma matricial inducida de la matriz A.

El espacio de las funciones continuas que mapean el intervalo [—5,0] a
R”.

El espacio de las funciones continuas a pedazos que mapean el intervalo
[—h,0] aR™.

El espacio de las funciones continuamente diferenciables que mapean el
intervalo [—A,0] a R".

PC!' £ PC!([~h,0],IR") El espacio de las funciones continuamente diferenciables a pedazos que

0y,

I [l

Xt

W > 0,(W >0)
;lfmin(A)

mapean el intervalo [—h,0] a R"™.

Funcién trivial R"—valuada, 0,(6) =0 € R",0 € [—h,0].
Norma de convergencia uniforme || ¢ ||,= supgc[_q) | 9(0) |-
Restriccion de x(1), x; : 0 — x(t +0),0 € [—h,0].

Transpuesta de una matriz W.

Matriz simétrica W positiva definida, (positiva semidefinida ).

El valor propio minimo de la matriz A.
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Capitulo

Introduccion

Este capitulo contiene una presentacion elemental de los sistemas de tipo neutro. Primeramente,
se mencionan diversas dreas donde surgen los sistemas de tipo neutro. Luego se presentan los
sistemas de tipo neutro y se describe el problema de valor inicial. Ademads, el teorema de estabili-
dad de Lyapunov-Krasovskii para sistemas de tipo neutro también es presentado. Seguidamente,
se presentan los sistemas de tipo neutro en la forma de Hale; temas relacionados a la existen-
cia, unicidad, continuacion de las soluciones del problema de valor inicial, asi como conceptos
de estabilidad y resultados de estabilidad en el enfoque Lyapunov-Krasovskii para esta clase de

sistemas también son presentados. Finalmente, se presenta la estructura general de esta tesis.

1.1. Sistemas con retardo

En muchas aplicaciones, se supone que el estado futuro del sistema dindmico es independien-
te de los estados pasados y estd determinado unicamente por el estado presente. Estos sistemas
dindmicos son modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de la forma

dx(t)
dt

= f(t.x(r)), t>1, (1.1)

donde x(#) representa la variable de estado del sistema y f es una funcién continua y al menos
localmente Lipschitz con respecto a x. Sin embargo, bajo una investigacion mds detallada, se
hace evidente que considerar solamente el estado presente es s6lo una primera aproximacion a la

realidad y que un modelo mds realista incluiria informacién de los estados pasados del sistema



[6]. Matematicamente, esto significa considerar un cambio en la descripcion cldsica de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de la forma (1.1) y ahora considerar ecuaciones

diferenciales de la forma
dx(t)
dt

donde A > 0 es el retardo de tiempo y la funcién f es continua en todos sus argumentos y al menos

= f(t,x(2),x(t —h)), t>1, (1.2)

localmente Lipschitz con respecto al segundo argumento. Esta clase de sistemas descritos por la
ecuacion (1.2) son conocidas como sistemas con retardos de tipo retardado.
Existen sistemas dindmicos que no pueden ser descritos s6lo conociendo su estado presente y
pasado, sino que requieren informacién de la derivada de su estado pasado para determinar su
comportamiento futuro. Esta clase de sistemas dindmicos son modelados por sistemas con retardos
de tipo neutro. Existen dos formas de representar matematicamente los sistemas de tipo neutro.
La primera es de la forma siguiente:

% = f(t,x(¢),x(t —h),x(t —h)), > 1. (1.3)
Aqui h > 0 representa el retardo de tiempo y la funcién f es continua en todos sus argumentos y
al menos localmente Lipschitz con respecto al segundo argumento.
Existen diversas aplicaciones que conducen de manera natural a sistemas con retardo de tiempo
de tipo neutro (1.3). Para un estudio detallado del modelado de los sistemas de tipo neutro, el
lector puede consultar las referencias siguientes: [14], [15]. Por ejemplo, sistemas con retardo de
tiempo de tipo neutro de la forma (1.3) aparecen en modelos de molienda de alimentacién (Infeed
Grinding model). La clase de sistemas (1.3) también se encuentran en el estudio de estabilidad
de turbinas y problemas de aerodindmica. En el campo de la dindmica poblacional, el modelo
sencillo de Verhulst fue modificado a una ecuacion de tipo neutro de la forma (1.3) la cual sir-
vi6 como modelo en experimentos de dindmica poblacional, véase [16]. En [2] desarrollaron un
procedimiento sistemético para reducir un modelo de poblacién estructurada a un sistema de tipo

neutro de la forma (1.3).

Por otro lado, existe otra manera de representar a los sistemas con retardo de tipo neutro, y ésta es
de la forma siguiente:

%[x(t) —Dx(t—h)] = f(tx). 10, (14)

Aqui la funcional f(z, @) estd definida parat € [0,00), f : [0,00) x PC — R" es continua en ambos

argumentos y localmente Lipschitz con respecto al segundo argumento, la matriz D es constante
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de dimensién n x n'y h > 0 es el retardo. Observe que la derivada del estado presentes y la deri-
vada del estado pasado aparecen como la derivada de la diferencia x(z) — Dx(¢t — h). La clase de
sistemas de la forma (1.4) es conocida como sistemas con retardo de tiempo de tipo neutro en la
forma de Hale, debido a que el profesor Jack K. Hale present6 esta clase de sistemas y obtuvo

resultados fundamentales para esta clase de sistemas [6].

En principio se creia que el estudio y andlisis de la clase de ecuaciones de tipo neutro (1.4) se
trataba de un problema puramente matemadtico. Sin embargo, existen una gran variedad de apli-
caciones que motivan el estudio de los sistemas (1.4); por ejemplo, sistemas fisicos descritos por
ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico [6] y [18]. Estas ecuaciones a menudo se
pueden reducir a la forma de ecuaciones diferenciales en diferencias acopladas. En la literatura
se encuentran trabajos muy interesantes, pero casi olvidados, de 1. P. Kabakov y A. A. Sokolov
publicados en 1946, pero probablemente trabajados y escritos varios afios antes. Ellos trataron los
fenémenos de propagacién asociados con la generacién combinada de calor y electricidad en los
que intervienen tuberias de vapor sin pérdidas. Modelos similares se presentaron en ingenieria hi-
dréulica: para el caso de plantas hidrdulicas que incorporan conducciones de agua, y en ingenieria
eléctrica y electrénica, donde se incluyen lineas de transmisién LC sin pérdidas. La aplicacién
clésica fue presentada por Brayton y Miranker en 1964, un modelo que describe un circuito de
diodos tunel incorporando una linea de transmision sin pérdidas [21]. Gran parte del trabajo de
Brayton depende del hecho de que el problema de contorno puede ser reducido a un problema de
valor inicial para una ecuacion diferencial en diferencias de tipo retardado asociada a una ecuacién
en diferencias. Esta reduccion, propuesta por Brayton en 1968, es efectuada por consideraciones
fisicas de un problema particular. En el mismo afo, Cooke y Krume obtuvieron un método siste-
matico para efectuar dicha reduccidn, y es aplicable a los sistemas en derivadas parciales de tipo
hiperbdlico independientemente de su origen fisico [21]. Los problemas antes mencionados (sis-
temas de ecuaciones diferenciales en diferencias acopladas) pueden ser expresados como sistemas

con retardo de tipo neutro en la forma de Hale [5] y [21].

Cabe mencionar que los sistemas con retardo de tipo neutro en la forma Hale han sido amplia-
mente preferidos durante los ultimos afios ya que muchas generalizaciones de la teoria de control
para los sistemas con retardos de tipo retardado se cumplen facilmente, véase por ejemplo [13] y

[20].



En este trabajo de tesis, llamaremos sistemas con retardo de tipo neutro a los sistemas de la forma

(1.3) y sistemas con retardo de tipo neutro en la forma de Hale a los de la forma (1.4).

1.2. Sistema con retardo de tipo neutro

Considere

dx(t)
dt

= f(t,x(t),x(t —h),x(t —h)), t>1>0, (1.5)

donde x(t) € R" y h > 0 es el retardo de tiempo. La funcién vectorial f(r,u,v,w) estd definida
parat > 0, u € R", v e R", y w € R". Se considera que esta funcién es continua en todos sus

argumentos y localmente Lipschitz con respecto al segundo argumento.

Para estudiar la existencia y unicidad de solucién de la ecuacidn (1.5) es necesario plantear el
problema de valor inicial o problema de Cauchy. Para definir una solucién de (1.5) se requiere
conocer un instante inicial #y > 0 y una funcién inicial ¢ : [tp — h,79] — R". A diferencia de las
ecuaciones de tipo retardadas, la funcién inicial @(7) no sélo debe ser continua, sino también debe
tener derivada continua. La funcién inicial ¢ debe pertenecer a un espacio funcional, supongamos,
C'. Es importante resaltar que del hecho que la funcién inicial pertenezca a un espacio funcional
se sigue que las ecuaciones de tipo neutro pertenecen a una clase particular de sistemas infinito

dimensional.

El problema de valor inicial de la ecuacién (1.5) se escribe como

{"2&” = f(ex()x(t—h).i(t—h)), t>15>0, o

x(t) = o@(t), t€lto—ht.

donde ¢ € C! es la funcién inicial.
El método de solucion mds natural para el problema (1.6) es el método paso a paso, el cual consiste
en determinar la solucién x(7) en intervalos de tiempo de longitud A. A continuacién, ilustraremos

el proceso de construccion de solucion del problema (1.6).

Parat € [to,7) + h|, el argumento t — h € [ty — h,1p] y, en consecuencia el tercer argumento x (¢ — h)
de la funcién f es igual a la funcién inicial @(z — ). Como ¢ es continuamente diferenciable

en [to — h,fy| entonces existe ¢ y es continua en el intervalo [ty — h,7y], por tanto el argumento

4



x(t —h) = ¢(r —h). Asi se obtiene el siguiente sistema

{ )~ f(e,x(t), @t —h), @(t—h)), 1€ lto.10+1] (1.7)

x(to) = o(t).
Si definimos a f(,x(¢),@(t —h),¢(t —h)) 2 F()(z,x(¢)), entonces el sistema (1.7) se reduce a
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
d.
{ 0 — FO(,x(t)), 1€ [to.10+h]
x(to) = ¢(t0).

(1.8)

Observe ahora que (1.8) es un problema clésico de valor inicial de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. La funcién F(!) es continua en todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz con res-
pecto a x, entonces por el Teorema 3.1 en [7] se tiene que existe una tnica solucién x(z,, (1))
del problema de valor inicial (1.8) y esta solucién es continuamente diferenciable en el intervalo
[l‘() —h, l‘()] .

Definamos como una nueva funcién inicial a la solucién anterior como sigue x(z,z, ¢ (to)) =
@1 (1), parat € [fo,t0 + h.

Para el paso siguiente, de nuevo considere la ecuacién (1.5), ahora para t € [fg + h,tg + 2h] y con

funcidn inicial @ (7). Entonces, se tiene el siguiente sistema:

{ GO~ fltx(t). i (e —h).@ri(t—h)), 1€ g+ hito+20] .
x(

l‘()—l-h) = (pl(t()—l—h).

Definiendo f(2,x(¢), @1 (t —h), @1 (t —h)) 2 F@) (1,x(1)), entonces el sistema (1.9) se reduce a un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

{ = FO(e,x(1)), 1€ [to+hito+ 2] (1.10)

x(t0+h) = (pl(t()—f-h).

Observe que la funcién F (2) satisface las condiciones del Teorema 3.1 presentado en [7], esto
es F(?) es continua en todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz con respecto a su
segundo argumento y por tanto existe una tnica solucién x(z,tg + h, @1 (fo + 1)) del problema
de valor inicial (1.10). Esta solucién tiene la propiedad de ser continuamente diferenciable en
[to + h,to + 2h].

El procedimiento anterior puede repetirse para ¢ en el intervalo [fy + 2h,79 + 3h] y de hecho pa-

ra cualquier intervalo [fg + (k— 1)h,to + kh], k = 0,1,2,.... Asi una solucién x(z,1p, @) de (1.6)

5



definida por la funcién inicial ¢ () estard determinada por

o(t), 1€ lto—h )
¢1(2), 1€ [to,to+ h]
x(t,t0,9) = S @2(1), t € [to+ h,to+ 2h]

| 9c(2). 1€ [to+ (k—1)h.10+ kh]

Debido a la hip6tesis que f(7,u,v,w) es continua en todos sus argumentos y al menos localmente
Lipschitz con respecto a su segundo argumento, independientemente de v y w, entonces existe
tinica solucién x(z,1y, @) de (1.6) que coincide con @(z) en [t) — h,1p|. Por tanto, el procedimiento
anterior, conocido como método paso a paso nos permite mostrar la existencia y unicidad de

soluciones de la ecuacidn (1.6) para todo t > 79 > 0.

1.2.1. Teorema de Lyapunov-Krasovskii para sistemas de tipo neutro

En El’sgol’ts y Norkin [4] se muestra como los teoremas de Lyapunov-Krasovskii para sistemas
de tipo retardado, se pueden generalizar para sistemas con retardo de tipo neutro. Los conceptos de
estabilidad y el teorema de Lyapunov-Krasovskii, que se presentan a continuacion, se encuentran
escrito en una forma moderna en Kolmanovskii y Nosov [15], pero su origen se debe esencial-
mente a EI’sgol’ts .

Denotemos por W un espacio normado de funciones absolutamente continuas ¢(6) definidas en

[—h,0] con derivadas cuadradas integrables. Defina la norma en W como

ol = ¢*(0)+ [ °h<p2<e)de.

Denote Qy una esfera en W : Oy = {@(0) : |||, < H}. Considere el siguiente problema de

valor inicial

d
’;(;) = f(t.xp4), > 10, (1.11)
x=x(t+0), 0¢€[—h0]
x,(0) =9(0), 1i,(0) =(6), 6¢c|[-h0] (1.12)

Sea la funcional f : R x Qg — IR” continua en sus argumentos y satisface la condicién de Lips-
chitz con respecto al segundo y tercer argumento, y sea la constante de Lipschitz con respecto al

tercer argumento menor que 1. Entonces se puede probar que para cualquier ¢ € W existe una

6



Unica solucién del sistema (1.11) con condicién inicial (1.12) tal que x; € W para toda ¢ > 1.

Suponga que

[(1,0,0) =0, [If(t.@.0)| <M, |lo|ly <H, reR. (1.13)

Definicion 1.1 [15]
La solucién trivial x(z) = 0, del sistema (1.11)-(1.12) se dice ser estable si para cualquier
€>0,1 € R, existe una 6 = 6(&,19) tal que ||@||,, < 6(€,19) implica que ||x(¢,70,9)|| < &.
La solucidn trivial x(z) = 0 se dice ser asintGticamente estable si es estable y ¢(¢) € Q(z) C
W implica que x(,fy, ) — 0 cuando  — 0. El dominio Q)(7y) es llamado regién de

atraccion en un instante de tiempo fg.

Sea la funcional v(z,@, ) continua en la esfera Qp y satisface la condicién de Lipschitz en el
segundo y tercer argumento. Denote por v(¢) = v(t,x,% ), donde x; es una solucién del sistema
(1.11)-(1.12). Suponga que la funcional es absolutamente continua en ¢ para cualquier solucién
x(t). Denote por v(¢) la derivada derecha de v(#,x;,X;) a lo largo de la solucién del sistema (1.11)-
(1.12), es decir,

v(t+ At) —v(t)
At '

V(t) = EAte+0

Denote w;, i = 1,2,3 funciones continuas no decrecientes tales que w;(0) = 0, w;(u) > 0 para

u>0.

Teorema 1.1 [15]

Suponga que la funcional v(¢,x,,%; ) existe y satisface las siguientes condiciones:

wi(llxelly) < v(txi.%) < wa(llxllw), (1.14)

v(t) <0.
Entonces la solucién trivial de (1.11) es estable. Si

V(1) < —ws(|lx()

), (1.15)

entonces la solucion trivial de (1.11), es asintéticamente estable.



Observe que el estudio de estabilidad de los sistemas con retardo de tipo neutro no es sencillo,
ya que las funcionales dependen no sélo de x;, sino también de x;. A continuacién mostramos un

ejemplo de como aplicar el Teorema 1.1.

Considere la ecuacién
x(t) = —ax(t) +c(t)%(t —h), t>0, (1.16)
donde a, h > 0 son constantes y ¢() es una funcién continua para ¢t > 0. Definamos la funcional
2 L s
v(t,x,%) = x7(t) +—/ x°(s)ds. (1.17)

aJi—h

Para a > 0 la funcional (1.17) satisface la condicién (1.14) del Teorema 1.1, es decir,
2 . 2
e Pl < v(tx,x) < e llxlly

donde ¢; = min{1,1} y ¢; = max{1,1}. Calculando la derivada de la funcional (1.17) a lo largo

de las soluciones de la ecuacion (1.16), se obtiene

§(t) = 26(1)i(r) + L[R2 (1) — (1 — )], (1.18)

a

como x(t) satisface (1.16), paraa > 0y |c(r)| < 1, de (1.18) se obtiene

wg:—m%o—ng%mﬁo—mg—m%g

Por tanto la funcional V (z,x,%; ), satisface la condiciones (1.14) y (1.15) del Teorema 1.1. Esto

implica la estabilidad asintética de la solucion trivial de (1.16).

1.3. Sistemas con retardo de tipo neutro en la forma de Hale

En esta seccion presentamos los sistemas con retardo de tipo neutro en la forma de Hale. Temas
relacionados a la existencia, unicidad y continuacién de las soluciones para tales sistemas son
presentados. Las demostraciones de los resultados que presentamos se encuentran en [12] y son
mostrados para funciones iniciales en el espacio PC!, sin embargo bajo un estudio mas detallado
de las demostraciones se hace evidente que estos resultados también son validos para funciones
iniciales en el espacio PC. Por tanto, enunciaremos los resultados relacionados a la existencia,
unicidad y continuacién de las soluciones para sistemas de tipo neutro en la forma de Hale, con-

siderando el espacio de funciones iniciales PC.



Considere el siguiente sistema de tipo neutro en la forma de Hale:

d

() =Dx(e—m)] = f(r.3). 1>0. (1.19)

Aqui la funcional f(z, @) estéd definida parat € [0,0) y ¢ € PC,
£:[0,00) x PC 5 R",

es continua en ambos argumentos y localmente Lipschitz con respecto al segundo argumento. La
matriz D es constante de dimensién n x n'y h > 0 es el retardo. La diferencia x(¢) — Dx(t — h) es

Ilamada operador en diferencia.

Para definir una solucién de la ecuacion (1.19) es necesario especificar un instante inicial 7o > 0y

una funcién inicial @ : [—h,0] — R” tal que

x(to+6)=¢(0), 6 €[—h,0)|. (1.20)
El estado del sistema (1.19) en un instante de tiempo ¢ > ¢y se define como

x:0—=x(t+0), 8. €[—h0],

es decir x; es la restriccion de la solucién x(¢) en el intervalo [t — h,t].

Observacion 1. En el caso de sistemas invariantes en el tiempo suponemos que fy = 0 y omitimos
el argumento f¢ en la notacion.

Suposicion 1. La diferencia x(t,7, ¢) — Dx(t — h,t9,¢) es continua y diferenciable para ¢t > fo,
excepto posiblemente en un nimero contable de puntos. Esto no implica que x(z,7y, @) sea dife-
renciable o incluso continua para ¢ > f.

Suposicion 2. En el sistema (1.19) se supone que la derivada derecha de la diferencia x(z,7, ) —
Dx(t — h,to, @) existe en t = t.

Suposicion 3. Se supone que x(1,%), @), t € [to—h,fo+ T], T > 0 es solucién de (1.19) si la solucién

se satisface casi en cualquier punto de [ty — h, 7 + T].

1.3.1. Existencia de soluciones

El siguiente teorema resuelve el problema de la existencia y de la unicidad de soluciones del

sistema (1.19) con funcioén inicial (1.20).



Teorema 1.2 [12]

Suponga que la funcional f : [0,00) x PC — IR" satisface las siguientes condiciones:

i) Para cualquier H > 0 existe M(H) > 0 tal que || f(¢,¢) ||< M(H), (t,¢) € [0,00) X
PC, || @ [[n<H.

ii) La funcional f(z,¢) es continua con respecto a ambos argumentos.

ii) La funcional f(z,¢) es Lipschitz con respecto al segundo argumento, es decir, para

cualquier H > 0 existe una constante de Lipschitz L(H) tal que
| £ 0M) = f(2.0P) 1< L(H) | 9 — 0 I

se satisface parat > 0, (p(k) EPCy | (p(k) ln<H,k=1,2.
Entonces, dado 7p > 0 y una funcion inicial en ¢ € PC existe T > 0 tal que el problema de

valor inicial (1.19)-(1.20) admite dnica solucién definida en el intervalo [tg — h, 1o + T].

El Teorema 1.2 muestra que la solucién del problema de valor inicial (1.19)-(1.20) existe en el
intervalo [fo,%o + T, para T > 0 mientras que en la aplicacion préctica se busca una solucién
definida para todo t > f#¢. La pregunta ahora es si la soluciéon se puede extender a un intervalo
més amplio que el intervalo [fy,7p + 7]. El teorema de existencia y unicidad se puede aplicar
sucesivamente para extender la solucién y encontrar un intervalo mas amplio.

Para cada solucién existe un intervalo maximo [tp,7) + 7) en el cual estd definida la solucién. El
siguiente resultado proporciona condiciones bajo las cuales cualquier solucion del sistema (1.19)

estd definida en el intervalo [z, ).

Teorema 1.3 [12]
Supongamos que el sistema (1.19) satisface las condiciones del Teorema 1.2. Adicional-

mente supongamos que f (7, @) satisface la desigualdad

£ o)l <n(lel,). t>0,¢cPC,

donde 1la funcién n(r), r € [0,%), es una funcién continua, no decreciente y tal que para

cualquier rg > 0 se satisface la siguiente igualdad:
. R dr
lim —— = oo,
R—e0 Jry M(r)

Entonces, cualquier solucién x(7,7y, ¢) del sistema (1.19) estd definida en [z, ).
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1.3.2. Continuidad de las soluciones

En esta subseccion se presentan las propiedades de continuidad de las soluciones del sistema
(1.19) con respecto a las condiciones iniciales asi como a las perturbaciones del lado derecho del

sistema. Estas propiedades de continuidad son una consecuencia directa del siguiente Teorema.

Teorema 1.4 [12]
Supongamos que el lado derecho del sistema (1.19), f(z, @), satisface las condiciones del

Teorema 1.2. Sea x(t,9, ¢) la solucién de (1.19) con condicién inicial
x(to+6)=¢(0), 6 €[—h,0)|.

Dado un sistema perturbado de la forma

d

E[y(t) —Dy(t —h)] = f(t.y:) +g(t.y;), t >0,

donde la funcional g(¢, ) es continua en [0,00) x PC, satisface la condicién de Lipschitz

con respecto al segundo argumento y
lg(z. @) <m., t>0,9 € PC.

Sea y(t,1y, ¥) la solucién del sistema perturbado con condicién inicial
y(to+6) =w(6).6 € [-h,0].

Si ambas soluciones estin definidas parat € [to,to + T], donde 0 < T < oo, entonces existen

constantes positivas o, 3, y ¥ tales que la siguiente desigualdad se satisface:

x(t,t0, @) — (.10, W)|| < (|| W — @]}, + Bm) ") 1 € [tg,10 + T

Corolario 1.1 [12] Sea g(z,¢) = 0. Entonces m = 0 y ambas funciones x(¢,%, @) y y(,%, V)
son soluciones del sistema (1.19). Supongamos que estas soluciones estdn definidas para ¢ €
[to.t0 + T]. Entonces, para cada € > 0 existe 8 > 0 tal que si ||y — ¢||, < §, entonces la

siguiente desigualdad se satisface:

|x (2,20, @) —x(t,20, W)|| < € t € [to,t0+T].

En otras palabras x(z,7), ¢) depende continuamente de la funcién inicial ¢.
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Corolario 1.2[12] Sea y(6) = ¢@(0), 6 € [—h,0]. Entonces las soluciones del sistema (1.19)
x(,19, @) y la del sistema perturbado y(z,7, ) tienen las mismas funciones iniciales. Supon-
gamos que las soluciones estdn definidas para ¢ € [fy,fo + T|]. Entonces, para cualquier € > 0

existe > 0 tal que si m < 8, entonces la siguiente desigualdad se satisface:

Ix(t.10,9) = y(t,10.9)| < € 1 € [t0to + 1.

Esto significa que las soluciones dependen continuamente del lado derecho del sistema (1.19).

El Corolario 1.1 sobre la dependencia continua de funciones iniciales muestra que el problema de

valor inicial es un problema bien planteado y esto tiene sentido en las aplicaciones practicas.

De hecho, en la préctica, existen situaciones en las que las funciones iniciales son aproximadas
por valores numéricos. La continuidad con respecto a las funciones iniciales expresa precisamen-
te el hecho de que estos errores de aproximacion implican que las soluciones correspondientes se

aproximan a la solucién nominal.

Cabe destacar que esta propiedad se establece en un intervalo finito [tp,7 + T|] de variacién de
t, es decir, 6 depende del tamaiio de este intervalo y disminuye cuando el tamafio del intervalo
aumenta, incluso cuando T — oo entonces & — 0. Es de interés el concepto de la dependen-
cia continua de las funciones iniciales en intervalos infinitos. Esto puede lograrse si 8 no depende
del tamario del intervalo considerado. Llegamos asi a la nocién de estabilidad en el sentido de

Lyapunov.

1.3.3. Conceptos de estabilidad

Como mencionamos anteriormente, en la monografia [12] los conceptos de estabilidad son presen-
tados considerando el espacio de funciones PC!. Aqui enunciaremos los conceptos considerando

el espacio de funciones iniciales PC.

Suponemos que el sistema (1.19) satisface las condiciones del Teorema 1.2 y que admite solu-

cion trivial, es decir, f(¢,0,) =0, Vt > 0.
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Definicion 1.2 [12]
La solucion trivial del sistema (1.19) se dice ser estable si para cualquier € >0y 79 > 0

existe d(¢&,1p) > 0 tal que para cualquier funcién inicial ¢ € PC con || @ ||,< 6(&,19) se

satisface la siguiente desigualdad:
| x(2,20, @) ||< €, Vt> 1.

Si 6(&,19) se puede escoger independientemente de 7y entonces la solucién trivial de (1.19)

se dice ser estable uniformemente.

Definicion 1.3 [12]
La solucion trivial de (1.19) se dice ser estable asintéticamente si para cualquier € > 0y

1o > 0 existe A(g,1y) > 0 tal que para cualquier funcién inicial ¢ € PC con || @ ||, < A(&, 1)

las siguientes condiciones se satisfacen:
L. || x(t,00,9) ||[< €&, t>1.

2. x(t,19,¢) — 0 cuando ¢ — 9 — oo.

Si A(e,19) se puede escoger independiente de 7y y existe H; > 0 tal que para cualquier ¢ € PC
con || @ ||,< H; se satisface que x(z,7y, ) — 0 (uniformemente respecto a #y) cuando t — ty — oo
entonces la solucion trivial del sistema (1.19) se dice ser estable asintéticamente y uniformemente

estable.

Definicion 1.4 [12]
La solucién del sistema (1.19) se dice ser exponencialmente estable si existen Ag >0, 0 >0

y v > 1 tales que para cualquier 7o > 0y ¢ € PC con || ¢ ||,< Ao se satisface la siguiente

desigualdad

—o(t—1y

| x(t,10,9) [| < 7e ol t>1.

Definicion 1.5 [12]
La matriz D se dice ser Schur estable si todos sus valores propios yacen en el circulo unitario

abierto del plano complejo.

Condicion necesaria: El sistema (1.19) no puede ser estable si la matriz D admite un valor propio
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con magnitud mayor 1. De lo contrario para cualquier 6 > 0 existe una funcién inicial ¢ € PC
con discontinuidad de tipo salto en 6; € [—h,O] tal que la solucién x(¢,7y, @) tiene una secuencia
de saltos y el tamafio de los saltos tiende a infinito.

En este trabajo de tesis suponemos que la matriz D es Schur estable.

1.3.4. Teoremas de Lyapunov-Krasovskii

Usaremos el siguiente concepto de funcional positiva definida para el sistema (1.19).

Definicion 1.6 [12]
La funcional v(z,) se dice ser positiva definida si existe H > 0 tal que se satisfacen las

siguientes condiciones:
1) La funcional estd definida parar >0y ¢ € PCcon || ¢ ||,< H.
2) v(2,0,) =0,1>0.

3) Existe una funcién positiva definida vy (x) tal que vi(@(0) —D@(—h)) < v(t,¢),t >
0,9 € PC,con || ¢ ||,<H.

4) Para cualquier 79 > 0 la funcional es continua con respecto a ¢ en el punto 0y, es decir,

para cualquier € > 0 existe 0 > 0 tal que la desigualdad || ¢ ||,< & implica que

| v(t0, @) —v(t0,04) |=v(t0, @) < €.

Ahora se presentan algunos resultados basicos del enfoque Lyapunov-Krasovskii.

Teorema 1.5 [12]
La solucion trivial del sistema (1.19) es estable si y s6lo si existe una funcional positiva

definida v(z,¢) tal que, a lo largo de las soluciones del sistema (1.19), v(z,x;) no crece

como funcién de .

Teorema 1.6 [12]
La solucion trivial del sistema (1.19) es estable asintdticamente si y sé6lo si las siguientes

condiciones se satisfacen:

1. Existe una funcional positiva definida v(z, @) definida paras >0y ¢ € PC con
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@], < H tal que a lo largo de las soluciones del sistema v(¢,x;) no crece como

funcién de ¢.

2. Para cualquier 7y > 0 existe (L (#p) positivo tal que si ¢ € PCy ||¢||,, < u(t), entonces

v(t,x (19, ®)) decrece monétonamente a cero cuando ¢ — fy — oo.

Teorema 1.7 [12]
La solucidn trivial del sistema (1.19) es estable asintGticamente si existe una funcional posi-

tiva definida v(z, @) y una funcién positiva definida w(x) tal que a lo largo de las soluciones
del sistema (1.19) la funcional v(z, @) es diferenciable y su derivada satisface la desigualdad

dv(t,x)
dt

< —w(x(t) —Dx(t—h)), t>1.

Teorema 1.8 [12]
La solucién trivial del sistema (1.19) es estable exponencialmente si existe una funcional

positiva definida v(z, @) tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

1. Existen constantes positivas o, & para las cuales las desigualdades

2 2
a1(|@(0) = Do(=h)[|" <v(t,0) < 2 |9l
se satisfacen parazr >0y ¢ € PC con ||¢| < H.

2. La funcional v(z, @) es diferenciable a lo largo de las soluciones del sistema y existe

una constante positiva o7 tal que

dv(t,
% +201v(t,x) <O0.

Para ilustrar la aplicacion del Teorema 1.7 considere la ecuacion escalar en la forma de Hale

d

E[x(t) —cx(t—h)] = —ax(r) (1.21)

donde a, ¢ son constantes con a > 0, |c| < 1. Considere la siguiente funcional candidata:

0
v(p) = ((p(O)—cq)(—h))2+ac2/h(p2(6)d9. (1.22)
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Observe que la funcional (1.22) satisface v(0;,) = 0. Ademads la funcional satisface las siguientes

desigualdades:

o1 (¢(0) —co(—h))> < v(9) < 0z ||,

donde a; = 1y op = (1+ | ¢ |)? + ac*h. Por lo tanto la funcional es positiva definida. Observe

también que

v (@) = —a(x(t.9) = ex(t— h.9))* —a(l = c*)x*(1.9) < —a(x(r.9) — cx(t — h,9))*.

Por lo tanto la funcional (1.22) satisface las condiciones del Teorema 1.7 y asi la solucidn trivial

de la ecuacién (1.21) es asintOticamente estable.

Nuestro trabajo se basa precisamente en el enfoque de Lyapunov-Krasovskii para sistemas li-
neales de tipo neutro en la forma de Hale considerando funciones iniciales en el espacio PC. En

el siguiente Capitulo formularemos el problema a abordar.

1.4. Estructura de la tesis

La tesis estd organizada de la manera siguiente: En el Capitulo 2 se plantea el problema de in-
vestigacion. En el Capitulo 3 presentamos algunos resultados preliminares. Se revisan conceptos
basicos sobre las soluciones y la matriz fundamental. También se proporciona nuevas férmulas
de Cauchy para las soluciones y el operador en diferencia, y los conceptos basicos sobre la esta-
bilidad exponencial. El Capitulo 4 estd dedicado a exhibir los resultados principales de la tesis.
Se proporciona un esquema general para la construccién de la funcional de Lyapunov-Krasovskii
y se estudian las propiedades de la nueva definicion de las matrices de Lyapunov para sistemas
de tipo neutro en la forma de Hale. Ademads, se muestra una nueva definicién de la matriz de
Lyapunov que no requiere la estabilidad exponencial del sistema de tipo neutro. En el mismo ca-
pitulo se demuestra un resultado converso que proporciona un procedimiento constructivo para
calcular las funcionales de Lyapunov para un determinado sistema con retardo de tipo neutro ex-
ponencialmente estable. La aplicacion de las funcionales para obtener estimados exponenciales de
las soluciones también son presentados en este mismo capitulo. Al final del mismo capitulo con
un ejemplo numérico se ilustran los resultados obtenidos. En el capitulo 5 las conclusiones y el

trabajo futuro son presentados.

16



Capitulo
Formulacion del problema

Considere el siguiente sistema lineal de tipo neutro en la forma de Hale:

d

1 [x(0) = Dx(e = )] = Aox(e) + Arx(t = h), 120, 2.1

x(t) = @(1), te[=h0],

donde Ay, A, D € R™" h > 0.

A continuacién, se enuncia una version simplificada del Teorema 8.1 en [6] de Lyapunov-Krasovskii

para el sistema (2.1)

Teorema 2.1 [6]
Suponga que la matriz D es Schur estable. El sistema (2.1) es exponencialmente estable si

existe una funcional v : PC — IR satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. a1 |¢(0) —Dq)(—h)||2 <v(p)<m ||(p||i, para algunas constantes a; > 0y o > 0,

2

2. Ly(x,(9)) < —B|lx(t, @) —Dx(t —h,@)|", Vt> 0, para alguna constante § > 0.

En el Teorema 8.1 presentado en [6] se puede encontrar una observacién cuya version simplifica-
da del Teorema 2.1, es la siguiente: La misma conclusion del Teorema 2.1 se mantiene si la cota
superior de % estd dada por — || x(t,¢) || .

La aplicacién del Teorema 2.1 no es una tarea trivial. Uno de los principales problemas es la

ausencia de un procedimiento para construir funcionales de Lyapunov para un sistema de tipo
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neutro dado. Siguiendo las ideas de [6], la mayoria de los trabajos existente se basan en proponer
algunas funcionales de Lyapunov particulares para obtener condiciones suficientes de estabilidad,
véase el ejemplo en la pagina 15 y 16. Sin embargo, no hay garantia que las funcionales propues-
tas puedan servir para el anélisis de estabilidad de un sistema de tipo neutro dado. Como es bien
sabido de la teoria de Lyapunov, los teoremas conversos que dan condiciones necesarias para la
estabilidad pueden proporcionar procedimientos constructivos de funciones de Lyapunov o fun-
cionales para sistemas lineales. Este enfoque ha sido desarrollado para sistemas lineales de tipo
retardado por varios autores [8, 9, 24] y tratado a fondo en la reciente monografia de Kharitonov
[12] y para sistemas lineales integrales con retardo en [17].

Hasta donde sabemos, la primera contribucién en esta direccion para sistemas lineales con retardo
de tipo neutro fue presentada en [3], donde la construccién de funcionales de Lyapunov con una
derivada prescrita da lugar a un resultado converso para la estabilidad asintética. Es sorprendente
que la préxima contribucién en la misma direccidn aparezca mds de treinta aios después en [22].
Siguiendo el trabajo en [22], se presentan varios resultados en [10, 11, 23], que se aclaran y com-

pletan en la monografia de Kharitonov [12].

Motivado por el Teorema 2.1 y la observacion en el Teorema 8.1 presentado en [6], en la mono-
grafia de Kharitonov [12] se presenta una construccién de funcionales cuadraticas para el sistema
(2.1). Su enfoque se basa en las ideas principales del método directo Lyapunov, que se puede
formular de la siguiente manera. Primero, dado que el sistema (2.1) es lineal e invariante en el
tiempo, y tomando en cuenta la observacion del Teorema 2.1 sobre la cota para la derivada de la
funcional, de manera natural se selecciona una derivada de la funcional con respecto al tiempo
igual a una forma cuadratica. Luego se calcula la funcional cuya derivada con respecto al tiempo a
lo largo de las soluciones del sistema (2.1) coincide con la forma cuadrética. Una suposicion téc-
nica necesaria al principio es que el sistema (2.1) es exponencialmente estable. A continuacidn,

se presenta el problema abordado en [12].

Problema 1. Sea el sistema (2.1) exponencialmente estable. Dado una forma cuadritica w(x) =
xI'Wx, encontrar una funcional vo(@), definida en PC I tal que a lo largo de las soluciones del

sistema (2.1) la siguiente igualdad se satisface:

d

v0((9) = =" (1,o)Wx(1,0), 1>0. (2.2)

En el problema 1 no se conoce la forma de la funcional vo(x;(¢)). Entonces surge la pregunta:
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¢Es posible encontrar la estructura de la funcional vy (x;(@)) que satisface (2.2)?

Integrando la ecuacién (2.2) de 0 a T > 0, se obtiene

T
ar(9) =v0(p) = = | 47 (1.)Wx(r.p)dr (23)

Como el sistema (2.1) es exponencialmente estable entonces x7 (@) — 05, cuando 7' — oo.

Sivo(@) es positiva definida, entonces es continua en 0y, lo que implica que
vo(xr(@)) — vo(0,) cuando T — oo,
y vo(0;) = 0. Calculando el limite cuando 7 — oo en (2.3) se obtiene
vo(@) = /OooxT(t,(p)Wx(t,(p)dt, @ € PC'. (2.4)

Por la estabilidad exponencial la integral impropia anterior es convergente.

En Bellman y Cooke [1] se presenta una formula de Cauchy para las soluciones de (2.1). Ex-
plicitamente, dada una funcién inicial ¢ € PC 1 1a solucién x(t,qo) del sistema (2.1) admite la

siguiente expresion:
0
x(t,0) = [K(t)—K(t—h)D](p(O)+/hK(t—h—6)[D(p/(9)+A1(p(9)]d6, 1>0. (2.5)

donde K (1) es la dnica funcién matricial que satisface

d

2 K@) =K(t=m)D] = K(1)Ao +K(1 —h)A1, 1>0,

con condiciones iniciales: K (#) = 0,x, paratodas <0,y K(0) =1I.

Sustituyendo la férmula de Cauchy (2.5) en la integral impropia (2.4), se obtiene una expresion

explicita de la funcional vy(¢):

vo(@) = " (0)[U(0) ~D"U(h) ~U(~h)D+D"U(0)D]¢(0)

+2¢7(0) /O [U(~h—6) ~D"U(-6)][D¢’(6) +A19(6)]d6 (2.6)

U(6;—6,)[Dg'(62) +A1<P(92)]d92) de,

donde la funcién matricial

U(t) = /ODOKT(I)WK(I—F’L')dt,
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es conocida como matriz de Lyapunov y satisface la ecuaciéon dindmica

d

S [U(®)=U(z=h)D] =U(1)Ao+U(T—h)A1 >0,

la condicion de simetria,

y la condicién algebraica

—W =[U(0)Ag +U(—h)A, —A U (~h)D —ATU(0)D]
+ [U(0)Ag +U(=h)A; —ALU(—h)D—ATU(0)D]T.

Debido a que la formula de Cauchy (2.5) depende de la derivada de la funcién inicial, como con-
secuencia los términos de la funcional de Lyapunov (2.6) dependen de la derivada de la funcion
inicial. Suponiendo ¢ € C!, mediante integracién por partes, la funcional (2.6 ) se puede transfor-

mar en la siguiente expresion:

vo(p) = [‘P(O)—Dfp(—h)]TU(O)[O(P(O)—D<P(—h)]
+29(0) - po(-m)" [ 122D u(-0- ] p(6)a
+/0 T(e)AT[/OU(e—e)A (8,)d6: | d6 27
_h<P11_h121(P221 (2.7)
—/_Oh (PT(GI)/_(; [DT%%_GZ)AI —A{WD} ©(6,)d6,d6,
—/_Oh(pT(Gl)DT /_i azl](ae—é];mz)@(ez)dez a6,
0,76,
—/_Oh(pT(G)DTPD(p(G)dG.

Observe ahora que los términos de la funcional (2.7) no dependen de la derivada de la funcién ini-
cial sino de la derivada de la matriz de Lyapunov. Esta transformacién no elimina la condicién de
diferenciabilidad de las funciones iniciales ya que por construccién la funcional (2.6) tnicamen-

te es vélida para ¢ € C'. Esta transformacién es conocida como nueva forma de la funcional (2.6).

A partir de esta nueva forma de la funcional (2.6) se muestra que la funcional (2.7) satisface

las cotas cuadraticas del Teorema 2.1.
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De Ia revision anterior de la construccidén de funcionales desarrolladas por Kharitonov en [12]

podemos concluir lo siguiente:

1.- Aunque el sistema neutro considerado en [12] es de la forma de Hale, se asume diferencia-

bilidad de las funciones iniciales, la cual no es requerida para esta clase de sistemas neutros.

2.- Las funcionales construidas dependen de la derivada de la solucidn, la cual en principio

puede no estar definida en los sistemas neutros en la forma de Hale.

3.- Para satisfacer las cotas cuadraticas del Teorema 2.1, se presenta una nueva forma de la
funcional que no involucra la derivada de la solucién pero, sin embargo, esta nueva forma

no remueve la suposicion de diferenciabilidad de las funciones iniciales.

Lo anterior motiva el presente trabajo de investigacion de tesis doctoral, donde nos planteamos lo

siguiente:

1) Construir funcionales de Lyapunov para el sistema neutro en la forma de Hale (2.1), sin
asumir diferenciabilidad de las funciones iniciales, como se requiere para esta clase de sis-

temas.

2) Satisfacer las condiciones originales del Teorema 2.1, sobre la derivada de la funcional. Esto

es, satisfacer la segunda condicién del Teorema 2.1

d

20 (@) < =Bllx(r.9) = Dx(t = h.g) |, V=0,

y no la condicioén

T(0) < —Blatr. @), V0.

Con base en la segunda condicién del Teorema 2.1, es natural seleccionar una forma cuadrética
que involucre el operador en diferencia como derivada prescrita para la funcional deseada.

De manera més precisa, nos planteamos resolver el siguiente problema:

Problema 2: Sea el sistema (2.1), con condiciones iniciales en el espacio PC, exponencialmente

estable. Dada una forma cuadratica
w(@) = (¢(0) —Do(—h))" W(e(0) — Do(—h)),
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con W simétrica y positiva definida encontrar una funcional v : PC — IR tal que a lo largo de las
soluciones de (2.1) satisface la siguiente igualdad:

dvo(x(9))

P = —w(x(9)), 120, (2.8)

Hasta donde sabemos el Problema 2 es un problema abierto y en este trabajo de investigacion se

presenta una solucion.

En nuestra solucidn al problema, seguimos las ideas principales introducidas por Kharitonov [12],
pero desde un nuevo punto de vista el cual se basa en obtener una nueva férmula de Cauchy para
el operador en diferencia y entonces realizar la construccion de funcionales satisfaciendo (2.8)

utilizando esta nueva férmula de Cauchy para el operador en diferencia.
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Capitulo

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos resultados preliminares para la obtencién de los resultados
principales. Primeramente, se introduce el concepto de solucidn para sistemas lineales de tipo
neutro en la forma de Hale. Posteriormente se define el concepto de matriz fundamental y se
proporcionan la férmula de Cauchy para las soluciones, asi como una formula tipo Cauchy para
el operador en diferencia. Finalmente se introduce el concepto de estabilidad exponencial en el

espacio PC y su caracterizacion en término de la matriz fundamental.

3.1. Soluciones

Considere el sistema de tipo neutro en la forma de Hale

d

E[x(t) —Dx(t—h)] =Apx(t) +A1x(t —h), t>0, (3.1

x(t) = @(t) 1€ [-h0],

donde Ay, A; y D son matrices de orden n X n con entradas reales, h > 0 es el retardo, y ¢ € PC.

Como se mencionod en el capitulo 1, seccion 1.3, el sistema (3.1) tiene un problema de valor ini-
cial bien planteado para cualquier funcion inicial ¢ € PC, equipado con la norma de convergencia
uniforme ||@||,, ya que no se requiere que la solucién x(z, @) sea diferenciable en ¢, pero sélo el
operador en diferencia x(¢,¢) — Dx(t — h,@). En t = 0 se supone la derivada del lado derecho.
Recordemos que ¢ se dice ser continua a pedazos en el intervalo [—4,0] si es continua excepto
posiblemente para un conjunto finito de discontinuidades de tipo salto en las cuales el limite por

la derecha existe.
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Para ¢ € PC, se tiene las siguientes propiedades de las soluciones de (3.1):

1. La diferencia x(¢,¢) — Dx(t — h, @) es continua y diferenciable paraz > 0, excepto posible-

mente en un nimero contable de puntos.

2. La solucién x(z, ) no es diferenciable, o incluso continua para ¢ > 0. De hecho, si ¢ tiene
una discontinuidad en 6, € [—h, 0] entonces x(t, (p) sufre una discontinuidad de tipo salto

en los puntos t; = 6y + jh, j > 0, sujeta a la ecuacion
Ax(tj+1) = DAx(tj), j=>0,

donde Ax(t;) = x(t;+0) —x(z; —0). Como consecuencia, la solucién x(z, ) satisface el

sistema (3.1) casi en todo instante de tiempo 7 € [0, ).

Ahora, es conveniente considerar la otra forma de sistemas lineales con retardo de tipo neutro

y(t) —=Dy(t —h) = Agy(t) + A1y(t —h), t>0, (3.2)

y(0) =y(@), t1e[=h0],
Siguiendo [1], para (3.2) el problema de valor inicial requiere que la funcidn inicial y y su deriva-
da estén definidas. Si elegimos el espacio de las funciones iniciales PC', entonces para cualquier

v e PC I 1a solucién correspondiente y(t, l//) de (3.2) es continuamente diferenciable para ¢ > 0,

excepto en un nimero contable de puntos, véase [1].

Sea y(z,y) solucién del sistema (3.2). Entonces, y(z, ) satisface el sistema (3.2) excepto en

un nimero contable de puntos, es decir,

y(t, ) —Dy(t —h,y) = Agy(t,¥) +A1y(t —h,y), t>0. (3.3)

Observe que, por la linealidad de la derivada, el lado izquierdo de (3.3) satisface la igualdad
siguiente:

56.) = D3~ hy) = 150 w) Dyt~ w)) 34
en casi todo instante de tiempo. Ademds, como y(,y) es diferenciable, excepto en un nime-
ro contable de puntos, entonces la diferencia y(z, ) — Dy(t — h, y) es continua y diferenciable

excepto en un nimero contable de puntos. Asi combinando (3.3) y (3.4), obtenemos

d
W) =Dyt —h )] = Aoy(t,y) + Ayt —hy), 120
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El anélisis anterior muestra que la solucién y(z, y) de (3.2) es también una solucién de (3.1) pero;
sin embargo, el converso no es cierto en general. El siguiente Lema establece formalmente bajo

que condiciones existe equivalencia de las soluciones de los sistemas (3.1) y (3.2).

Lema 3.1 Si ¢ € PC!, entonces la solucién x(, @) de (3.1) satisface (3.2).

Demostracion. Sea ¢ € PC' y x(t,9) la solucién correspondiente de (3.1). Integrando (3.1) de

to > 0at > 1y se tiene que

x(t,@) —Dx(t —h,@) — [x(to. @) — Dx(to — h, ¢)] = /to t [Aox(§,9) +A1x(§ —h,9)]dE
0, equivalentemente,

x(t.9) = Dx(t —h.9) + [x(10.9) — Dx{ty— h.9)] + [ [A0x(£.0) +Arx(E —h.@)|dE. 1>0.

fo

Parato =0yt € (0,h), tenemos que

x(to, @) — Dx(to — h, @) = x(0,¢9) — Dx(—h,¢) = ¢(0) — Do (—h)

y x(t —h,@) = @(t —h). Como ¢ € PC', entonces se sigue que x(z,¢) es diferenciable para
t € (0,h), excepto posiblemente en un ndmero contable de puntos.

Parafy = hyt € (h,2h), se tiene que

x(to, @) — Dx(to — h, @) = x(h, ) — Dx(0, ¢)

y x(t — h, @) es diferenciable. Luego entonces x(z, @) es diferenciable para t € (h,2h) excepto
posiblemente en un nimero contable de puntos.

Continuando este proceso, podemos concluir que x(¢, ¢) es diferenciable para t > 0, excepto po-
siblemente en un ndmero contable de puntos.

Se sigue que
d _dx(t,9)  dx(t—h,¢)
~Ix(t.9) ~Dx(t—h.9)] = T2 pTH
y por lo tanto la solucién x(z, @) de (3.1) satisface la ecuacién
dx(t,@) Ddx(t —h,)
dt dt

lo que queriamos demostrar. [

=Apx(t,0) +A1x(t —h, @), t >0.

El siguiente teorema nos proporciona un estimado exponencial para las soluciones del sistema

(3.1). Este estimado es basico para la aplicacidon de la transformada de Laplace.
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Teorema 3.1 [6]

Sea x(z, @) la solucién de la ecuacién (3.1). Entonces existen constantes positivas a y b, tales

que

| x(t,9) ||< ae” |@]|,, t>0.

La discusion relativa a la existencia de soluciones de tipo exponencial, para sistemas con retardo
de tipo retardado, puede extenderse a sistemas de tipo neutro de la forma (3.1), véase [6]. De
hecho, x(t) = ce’, donde c es cualquier vector constante, es una solucién del sistema (3.1), si'y

sOlo si el nimero complejo s es un cero de la funcién

f(s) =det (s] —se*"D—Ay— e_shA1> . (3.5)

Definicion 3.1 [6]
La funcién f(s) dada por (3.5) es llamada la funcién caracteristica asociada al sistema (3.1).

La ecuacién f(s) = 0 es llamada la ecuacién caracteristica asociada al sistema (3.1).

Definicion 3.2 [6]
Un niimero complejo s se dice ser un valor propio del sistema (3.1) si es una raiz de la

funcidn caracteristica (3.5) del sistema. El conjunto

A = {s|f(s) =0}

es conocido como el espectro del sistema.

3.2. Concepto y propiedades de la matriz fundamental

Definicion 3.3
Sea K(¢) solucién de la ecuacién matricial
d
E[K(t) —DK(t—h)] =AoK(t) +A1K(t—h), t>0, (3.6)

que satisface las siguientes condiciones:

1. K(t) = Opx, paratodat <0y K(0) =1.
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2. K(t) — DK(t —h) es continua y diferenciable para z > 0.

La matriz K (¢) es conocida como matriz fundamental asociada al sistema (3.1), véase Bellman y
Cooke [1]. Como las columnas de la matriz K () son soluciones del sistema (3.1) con condiciones
iniciales particulares que pertenecen al espacio PC!, entonces del Lema 3.1, se sigue que la matriz

fundamental K (7) también satisface la ecuacion
K(t)—DK(t —h) =AoK(t) +A1K(t —h), t > 0.
La matriz fundamental tiene las siguientes propiedades:
1. La matriz K(t) es de clase C' en (jh, (j+1)h), j =0,1,2...

2. La matriz K (t) tiene discontinuidades de tipo salto en los puntos t = jh, j =0, 1,2..., satis-

faciendo la siguiente ecuacion:
BK((j+1)h)) = DAK(jh).
donde K(jh) = K(jh+0) —K(jh—0).

Como consecuencia, la matriz K(¢) es continua a pedazos para t > 0 y de variacién acotada en

cada intervalo de tiempo de longitud A.

Lema 3.2 La matriz fundamental K (¢) también satisface las siguientes ecuaciones:

d

E[K(t) —K(t—h)D] = K(1)Ag+K(t —h)Ay, 1t >0, (3.7)

K(t)—K(t—h)D=K(t)Ao+ K(t —h)A;, t > 0. (3.8)

con las mismas condiciones iniciales de la ecuacion (3.6). Esto no significa que la matriz K (7)

conmuta con los coeficientes matriciales Ay, k = 0,1y D.
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Demostracion. Observe que por el Lema 3.1 las ecuaciones (3.7) y (3.8) son equivalentes. Asi, es
suficiente mostrar que K(7) satisfaciendo (3.6) también satisface (3.7).

Debido a que las soluciones de (3.1) satisfacen tener una cota superior de tipo exponencial, en-
tonces la imagen de la transformada de Laplace de las soluciones x(¢,¢) de (3.1) y la matriz
fundamental satisfaciendo (3.6) estan bien definidas.

Definiendo
K(s) = /OMK(t)e‘s’dt,
y tomando en cuenta que K(¢) — DK (¢ — h) es continua y diferenciable se tiene que
/0 ) % K () — DK (1 — )] "dt = s[R (s) — De "R (s)] — 1.

Entonces, aplicando la transformada de Laplace en ambos lados de (3.6) se obtiene que
s[R(s) —De™"R(s)] —1 = Aok (s) +Aje R (s)
0, equivalentemente,
H(s)K(s) =1 (3.9)

donde

H(s) = [s(I—De ™) —Ag—Aje™™]. (3.10)
Si s no pertenece al espectro del sistema entonces
KR(s)=H1(s).

Ahora, sea K; (¢) la solucién de (3.7) con las mismas condiciones iniciales de (3.6). Utilizando
argumentos similares, después de aplicar la transformada de Laplace en ambos lados de (3.7)

llegamos a la ecuacion

A

s[Ri(s) —e ™Ry (s)D] —I = Ry (s)Ag + e ™R (5)A,

0, equivalentemente
De la ecuacion anterior se sigue que

para s que no pertenecen al espectro del sistema (3.1).
La unicidad de la transformada de Laplace implica que K () = K(¢) lo que muestra el resultado.
]
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3.3. Foérmula de Cauchy para las soluciones y el operador en

diferencia

En esta seccidn, se presenta la formula de Cauchy para el sistema de tipo neutro en la forma de

Hale (3.1). También se presenta una férmula tipo Cauchy para el operador en diferencia.

Lema 3.3 Dada cualquier funcién inicial ¢ € PC, la solucién x(t, (p) del sistema (3.1) puede

ser escrita como

0,0) = K(O[0(0)~Do(~) ~ [ deK(r~)0(&)~ [ Kt~ E)aop(E)at, 12—
(3.11)

donde la primera integral en el lado derecho de (3.11) es de Riemann-Stieltjes.

Demostracion. Basado en la existencia de cotas superiores exponenciales para las soluciones de
(3.1), ver el Teorema 3.1, la imagen de la transformada de Laplace de las soluciones x(,¢) y la

matriz fundamental K (7) estdn bien definidas. Definiendo

#(s) 2 / :x(t,(p)e”dt,

tenemos las relaciones

= —st s 0 —st * —st —sh o
/Ox(t,(p)e dt:x(s)—/_h(p(t)e dt, /Ox(t—h)e dt = e "%(s). (3.12)

Tomando en cuenta que x(z, ) — Dx(t —h, @) es continua y usando las expresiones (3.12) se tiene

/Ooo %(X(t, (P) —DX(I — h,(p))efstdt = ((p(()) —D(P(—h)) + 5 <XA(S) _ /_(;(P(t)e“dt)

— sDe*15(s).

Entonces, calculando la transformada de Laplace en ambos lados de (3.1) se obtiene

0

£(s) = H™' () [@(0) — Do(—h)] +sH (5) / o(1)edi —H "\ (5)4o /_ (;(p(t)e_”dt, (3.13)

—h

donde H (s) es definido en (3.10). De la demostracién del Lema 3.2, ecuacién (3.9), se tiene que



Tomando en cuenta la siguiente igualdad

= dK(t = N
/ Je_”dt = s/ K(t)e "dt = sK(s),
—h dt —h

aplicando el teorema de convolucidn en (3.13) se obtiene la siguiente expresion:

11.0) =K(0)[0(0) - Do(-n)] + [ P geraz - [ ke )ap(eac.

lo cual se satisface paratodat > —h,t # jh, j =0,1,..., y en aquellos intervalos de tiempo donde

aK({;;g) estd bien definida.

Si hacemos uso de la integral de Riemman-Stieljes, la expresion anterior se puede reescribir como

(3.11) y, asi, el lema es mostrado. L]

La expresion (3.11) es la formula de Cauchy para las soluciones del sistema (3.1) que se satisface
para toda ¢t > —h con funciones iniciales en PC. Esta férmula de Cauchy es diferente a la que se
presenta en [6] que se satisface para toda r > 0 con funciones iniciales continuas. Por supuesto,
también es diferente a la presentada en [12] la cual es valida para t > 0 con funciones iniciales en
pC'.

Con base en la nueva férmula de Cauchy para las soluciones del sistema (3.1) obtenemos una

férmula tipo Cauchy para el operador en diferencia x(z, ¢) — Dx( — h, @) en el siguiente resultado.

Lema 3.4 Dada cualquier funcién inicial ¢ € PC, la solucién x(z, @) del sistema (3.1) admite

la siguiente expresion:

x(t,9) = Dx(t = h,¢) = [K(t) = DK(t = 1)][¢(0) — Dp(=h)]

+/Oh(A°K(t_5)+A1K(’—5—h))fp(ﬁ)dé (3.14)
_/_O;,(K(t_é) —DK(t—& —h))Aop(8)dSE, t > 0.

Demostracion. Debido a que la expresion (3.11) para x(¢,¢) se mantiene para ¢t > —h, entonces

x(t —h, @) admite la siguiente expresién para t > 0:
0
x(t = h.9) =K(t =) 9(0) = Dp(~h)] - [ deK(1—h—E)p(&)

[ K- h-e)vpie)ae,

—h
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y, por tanto, para t > 0

x(1,9) = Dx(t —h,9) = [K(1) = DK (i — h)][9(0) — Dp(—h)]
_/_(;[dgmt_g)_Ddgm—h—é)kp(é)
_ /jl[]((; —&)—DK(1—h—&)|Aop(&)dé.

Observe que

~ [ K —&) - Daek (=)&) =~ [ delK(1—&) - DK(—h—E)]o().

Como K (1 — &) —DK(t —h— &) es diferenciable para t > 0 casi en todo instante de tiempo, se

sigue que
G5lK(1-8) - DKo~ 8)) = ( 5z K~ 8) - DK -1 8] ) &
S <%[K(t—§) —DK(t—h—i)]> dg,
(oK (1= &)+ AK (1 —h— &))de.
Asi,

[ K-8~ Daek (- E)lo(€)ag = [ [A0K(1—&) +AK(—h—E)](E)ds

y finalmente llegamos a la siguiente expresion para la diferencia x(z,¢) — Dx(r — h, @)

x(t,¢) = Dx(t —h, @) = [K(t) = DK(t — h)][(0) — Do (—h)]

+/ (AoK (1 — &) +A1K (1 — & — 1)) (&) dE
/h<z<<t—5>— K (1 —&—h))Aop(&)dé,

la cual es vélida para ¢t > 0. [
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3.4. Concepto de estabilidad exponencial

Definicion 3.4
El sistema (3.1) se dice ser exponencialmente estable si existen o > 0y y > 1 tales que cada

solucién x(z, @) del sistema (3.1) satisface la siguiente desigualdad:

x(r,@)|| < ve " |l@ll,, t>0.

Para el sistema (3.1) con funcion inicial en el espacio C es sabido que la estabilidad exponencial
del operador en diferencia x(z,¢) — Dx(t — h,@) es una condicién necesaria para la estabilidad
exponencial del sistema (3.1), véase [6]. En realidad, este es también el caso de las funciones
iniciales en el espacio PC, como puede verse en las demostraciones de los teoremas de Lyapunov-
Krasovskii en [12] bajo funciones iniciales continuamente diferenciables a pedazos, que siguen
siendo vélidas para las funciones iniciales continuas a pedazos, ya que la diferenciabilidad no esta
involucrada en la prueba. Una condicién necesaria y suficiente para la estabilidad exponencial del
operador en diferencia x(z,¢) — Dx(t — h, @), es que la matriz D sea Schur estable, es decir, el
espectro de la matriz D se encuentra en el disco unitario abierto del plano complejo. De hecho,
la estabilidad Schur de la matriz D es necesaria y suficiente para una estabilidad exponencial
fuerte (estabilidad exponencial para todas las variaciones en el retardo) del operador en diferencia
[6]. Ademads, como se discuti6 en [12], la estabilidad Schur de la matriz D asegura cotas de las
posibles discontinuidades de salto de una solucion bajo funciones iniciales continuas a pedazos.

Por lo tanto, asumimos en el resto de esta tesis que la matriz D es Schur estable.

Lema 3.5 Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable. Entonces existen tt > 1y ¢ > 0 tales
que

|x(z,@) — Dx(t — h, @)|| < pe~°"[l@||,, t>0. (3.15)

Demostracion. De la definicion de estabilidad exponencial del sistema (3.1) existenc >0y y> 1
tales que ||x(7,9)|| < ye~°"|¢||, .t > 0. Entonces, para t —h > 0 la desigualdad ||x(r — h, )| <

Yefc(tfh) ||(P
|@|l,- Ademds comoy > 1y 1<e™

|, se mantiene. Por otro lado, para t — h < 0 se tiene ||x(t —h,@)|| = ||@(t —h)|| <

oUh) se sigue que [|@]l;, < ve o) ]|, Ast,

|x(t —h,@)|| < ye U= |||,V > 0.
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Tomando en cuenta esta desigualdad, se llega a la siguiente expresion:

1x(t,¢) = Dx(t — b, @) || < |lx(z. @) || + |D]| |x(t — 2. @)
<ye " [lgll, + D] (ye == |lgl],)
<1+ 1D ™)y o],
que es precisamente la desigualdad (3.15) con i = (1+ || D || e°")y, y la demostracién del resul-

tado. O]

Lema 3.6 Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable. Entonces existen Y > 1y o > 0 tales

que la siguiente desigualdad se satisface:

IK(@)| <ve™®, t>0.

Demostracion. El resultado se obtiene directamente de la observacion que las columnas de la

matriz K (¢) son soluciones del sistema (3.1) con condiciones iniciales especiales. [

Lema 3.7 Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable. Entonces, existen 4 > 1y o >0

tales que la siguiente desigualdad se mantiene:

|K(t) —DK(t—h)|| < ue™®, t>0.

Demostracion. Como cada columna de K (1) — DK (1 — h) satisface el sistema (3.1). Por aplicacién

directa del Lema 3.5 se obtiene el resultado. L]
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Capitulo

Resultados principales

En este capitulo se exhiben los resultados principales obtenidos en el desarrollo de la tesis. El
proceso de construccion de la funcional cuadréitica de Lyapunov-Krasovskii con una derivada
prescrita es explicado a detalle. Se muestra que la funcional depende de una funcién matricial
conocida como matriz de Lyapunov. Este capitulo también estd dedicado al anélisis de las propie-
dades bésicas de la nueva definicion de las matrices de Lyapunov para sistemas de tipo neutro en
la forma de Hale. Se proporcionan varias cotas superiores e inferiores cuadraticas de la funcional,
esto permite demostrar un resultado converso que proporciona un procedimiento constructivo para
calcular las funcionales de Lyapunov para un sistema con retardo de tipo neutro exponencialmen-
te estable dado. Finalmente, se usan las funcionales para obtener estimados exponenciales y se

ilustran los resultados con un ejemplo numérico.

4.1. Construccion de la funcional de Lyapunov-Krasovskii

En esta seccion se dard un paso importante hacia la construcciéon de funcionales cuadréticas que
satisfagan las condiciones del Teorema 2.1. Es decir, derivamos una férmula explicita para una
funcional que resuelve el Problema 2. Recordemos el problema matematico formulado en el ca-

pitulo 2.

Problema 2: Sea el sistema (3.1), con condiciones iniciales en el espacio PC, exponencialmente

estable. Dada una forma cuadratica
w(@) = (¢(0) —Do(—h))" W(p(0) — Do(—h)),
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con W simétrica y positiva definida encontrar una funcional v : PC — IR tal que a lo largo de las
soluciones de (3.1) satisface la siguiente igualdad:
dvo(x:(9))
dt

Para presentar una solucién al Problema 2 es necesario interpretar el sistema (3.1) en PC como un

= —w(x(9)), t>0.

sistema en PC, = PC([—2h,0],IR"). Por supuesto se debe considerar la restriccién de las funcio-
nes iniciales y € PC(|—2h,0],R) tal que y(0) = ¢(0), 0 € [-h,0] y w(0) =0,,0 € [-2h,—h).
Por lo tanto, para una matriz W simétrica y positiva definida dada, definamos en PC, la funcional

siguiente:

w(y) = (w(0) =Dy (—h))" W (y(0) — Dy(—h)).

Deseamos encontrar una funcional vy : PC, — IR tal que a lo largo de las soluciones de (3.1)

satisfaga

dvo(x:(v))
dt

Bajo el supuesto que el sistema (3.1) es exponencialmente estable. Integrando (4.1) de t =0 a

=—w(x(y)), t>0. 4.1)

t =T, tenemos

T
voler (¥)) =vo(w) = = [ wixi(w))de. (4.2)

Como el sistema (3.1) es exponencialmente estable, entonces x7 () — 0 cuando 7 — 0. Si vg es

positiva definida, entonces es continua en 0y, lo que implica que
vo(xr (y¥)) — vo(0p,) cuando 7 — oo,

y vo(0;) = 0. Calculando el limite cuando 7' — oo en (4.2), entonces se sigue que

w(y) = [ w(y))d.

La expresion anterior puede ser reescrita como
o0 0
w(v) = [ wla(w)di= [ wa(y))dr
Como el operador en diferencia x(¢, y) — Dx(t — h,y) = y/(¢) cuando ¢t € [—h,0], entonces la

funcional vy (y) tiene la forma siguiente:

0
w(y) =ro(y) = [ v OWy()d, @3



donde
fo(y) = [ wla(w))dr,
~h
equivalentemente
0(y) = [ [x(e.y) = Dalo — b)) Wis(e. ) — Dx(e — by dr @4

Por el Lema 3.5, el operador en diferencia x(z, y) — Dx(r — h, y) tiene cota de tipo exponencial y
por tanto la integral impropia del miembro derecho de (4.4) estd bien definida.

Sustituyendo la expresion (3.14) bajo la integral (4.4), se tiene que

o0 0
ro(w) = [ { (1K(0) - D= WILw(0) =Dy + [ (A0 =) + A0~ &~ ) (&)
- [ k(=) = DK(— & - maw(Eaa ) W (K0~ DK (= m][w(0)~Dy(-h)
0
—h

0
[ AR (=8 + MK~ &~ )Y@~ [ (K(- &) = DK (1~ &~ 1) Aaw(G)dEs ) .

La expresion anterior se puede escribir como
6
To(y) = Y vo; (),
Jj=1
donde

vo1(w) = (w(0)—Dy(—h))" x

n(y) = ~2(y(0)~Dy(-h)" [ (K(r)~DK(t~1)"W x

<( [ k)= DKG—g - aow(E)ag ) a

—h

oo T

ma(y) = | h[(/_i[K(r—&)—DK(r—al—h)]Aow@l)da) W x
< ([ 1K) - DK - G- W Avw(E)dta ) | an
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fs(y) = 209(0)~Dy(-)" [ [(K() = DK(t—)TW

< ([ ok(0-8) + Akl -1 w(E)ae )| ar,

—h

ws(y) = 2 [( [ ole )+ Aukte &~ (&g ) W
< ([ Ikt &) - DKl - Aaw(&)a ) ar,

—h

o T
vos(Y) = /_h [(/O [AOK(f—ﬁl)JrAlK(f—il—h)]ll’(il)d&) W x

« ( / Oh AGK (1 — &) + ALK (1 — & — )] w(gz)d@)} dr.

Motivado de las expresiones para vy j(l[/), j=1,2,...,6 surge de manera natural definir la siguiente

matriz
U()= | (K(6)~DK(~1)) W(K(t+7)~DK(t+7~h)di, T€R. (45
0
El Lema 3.7 nos proporciona un estimado exponencial del operador K (¢) — DK (¢ — h). Este esti-

mado garantiza que la matriz U () estd bien definida para 7 € R.

Lema 4.1 Dado 75 € R la integral impropia (4.5) converge absolutamente y uniformemente

para T € [Tp,00).

Demostracion. Definamos K (1) = K(t) — DK(t — h). Dado 7 € R se sigue del Lema 3.7
|RT WG +2) | <R W I R(4+9) 1< () [ W] (e < 2w e,
Entonces
| IR OWRG o) [[de < p2 [ W e [ e2ar < A e
0 0

Para 7T € [1p,o°) con un 7y € R dado, se tiene que

u?

- W 70'170.
Ewle

/0°° | KT ()WR(t +1) || dt <
O

Mostraremos que la matriz U(7) dada por (4.5) nos permite obtener una expresién mds conve-

niente para la funcional vy(y)
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4.1.1. Funcional vy (y)

Considere el primer término de la funcional vo; (y)

Observe la integral impropia
5= / :(K(t) — DK (1 —h))"W(K(1) — DK (1 — h)dr.
Como K(t) = 0,x, para t < 0 entonces
Ji = /:(K(r) —DK(t—h))"W(K(t) — DK (t — h))dt = U(0).
Por lo tanto, se obtiene

v01(¥) = (w(0) —Dy(—h))"U(0)(y(0) — Dy (—h)) (4.6)

4.1.2. Funcional v, (y)

Considere ahora el segundo término v, (). Debido a la convergencia absoluta de la integral
impropia (4.5), el orden de integracién de la expresién para vp(y) puede ser cambiado para

obtener

() = ~2000) = Dy(-)" [ ([ (K(0) DKl 1) WK( &)~ DK (1 &~ ) ) Aow ().
Observe la integral impropia
B2 = [ (K() = DK(t =)W (K(t — &) = DK(t — &~ h))d.
Nuevamente, como K () = 0, para ¢ < 0 entonces
Jo= || (K() = DK(t =))W (K(t = &) = DK(1 = & = h))di = U(~E).
Por tanto, se obtiene

o) = ~2(w(0) - Dy (1) [ U(-E)aow(E)ae. @
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4.1.3. Funcional vp3(y)

Similarmente, la convergencia absoluta de la integral impropia (4.5) nos permite cambiar el orden

de integracién de Vo3 () para obtener

Fos (v / / T(£)AT x
([ (080~ DEG— &= 1) WK (-~ &)~ DK (e & - h)ar) »
x Aoy (&2)d&rdE,.
Observe la integral impropia interna
h= [ (K(=&) = DK(1=& — 1) W(K(t — &) = DK (1= & — ) ).
Usando 6 = ¢ — &, J3 se reescribe como
Js :/_Z_él (K(6) — DK (0 —1))"W(K(0+& — &) —DK(6+ & — & —h))do
:/i 51([((9)—DK(G—h))TW(K(9+§1—62)—DK(9—|—§1—éz—h))a’e
+/ _DK(6— 1)) W(K(6+E& — &) —DK(0+E& — & — h))do.

Cuando &; € [—h,0] se tiene que —h —&; € [—h,0]. Como K(t) = 0,x, para r < 0, el primer

sumando del lado derecho de J3 es igual cero, y por tanto, se obtiene

J3 = /OOO(K(G) —DK(6—h))'W(K(6+& —&)—DK(6+& —& —h))do =U(& —&).

Por lo tanto

703 ( / / TENATU (& — &) Aoy (&) dErdE,. (4.8)

4.1.4. Funcional v, (y)

Después de cambiar el orden de integracion tenemos que vo4 () se puede escribir como

Tos(W) = 2(y(0) ~ Dy (~h))" x
(R0 = DR 1) W A0k (1= )+ 41K (0~ & - h)ar ) W@
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Observe la integral impropia interna

I = /_O:Z(K(t)—DK(t—h))TW(AoK(t—é)—|—A1K(t—§—h))dt.

Como K(#) = 0,x, para ¢t < 0 entonces la integral J4, se reduce a

5 = /Ooo(K(t)—DK(t—h))TW(AOK(t—é)+A1K(t—§—h))dt.

De la definicién de U(7) en (4.5) se tiene que

U(-8) = [ (K(6) = DK(—h)"W(K(t = &) ~ DK(t ~ & ~ ).

du(=¢§) _ [~ rw o K(t—&) —DK(t—&—h))
Tt _/0 (K(1) — DK (t — h))TW =E) dt.

Observe que

I(K(t—8)—DK(t—G—h) _ d(K(—-5)—DK(t—&—h))
d(=¢) d(t—¢)
= A)K(t—&)+A1K(t—E&—h).

Entonces,

lo que implica que

704 (W) =2(w(0) —Dy/(—h))T/o dU(-§)

L d(=E) v(&)déE.

4.1.5. Funcional vys(y)

Al cambiar el orden de integracién se tiene la siguiente expresion para vos (W)

s =2 [ [ v (e

4.9)

[ A0K (80 A0 &= ) WK~ &) = DR(0— &2 1)t ) Ao (E2)d5ads,

h

Como antes, considere la integral impropia interna

Js= /:(AOK(t— E) - AK(— & —h)TW(K(t — &) — DK(t — & — h) )dr.
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Sea 8 = 1 — &. Entonces Js s reescribe como
s :/_:_éZ(AOK(GqLJ;z—él)+A1K(9+§2—§1—h))TW(K(G)—DK(G—h))dG
:/_(;_gz(AOK(OqLﬁz—él)+A1K(9+§2—§1—h))TW(K(G)—DK(G—h))dG
+/0°°(A0K(e+&z—§1)+A1K(9+§2—g1 )W (K(6) — DK(6 —h))de.

Cuando &, € [—h,0] se tiene —h — &, € [—h,0], entonces el hecho que K(t) = 0,x, parat <0

implica que el primer sumando del lado derecho de J5 es igual cero y por tanto
Js = /0 (AK(0+& — &) +AK(0+& — & —h))TW(K(8) — DK(6 — h))do.
De la definicién de la matriz U (1) en (4.5) se tiene que

U(Ga=&) = [ (K() = DK(1=h)W(K(t+ &~ &) = DK(t-+ &= &1 = h))d

du(&-&) [ I(K(t+E—&)—DK(t+8E&—& —h))
a1 /O(K(t)—DK(t—h))TW e d.

Observe que
I(K(t+&—8)—DK(t+& -8 —h)) d(K(t+&—&)—DK(+&—Ei—h))
d(&—&1) d(t+&—¢1)
:A()K(t—i-éz—él)+A1K(I+§2—§1 —h).

Se sigue que

(dU(fz é1)
d(&—&r)

y, por tanto,

> - /Ooo(AoK(f +& &) +AIK(t+ & —& —h)"W(K(t) —DK(t — h))dt.

= (dU((éfz 5?)

lo que implica

o5 () = —2 / / (dU %2 )))TAow(éz)dézdél. (4.10)
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4.1.6. Funcional vys(y)

El cambio de orden de integracion da lugar a la siguiente expresion para voe ()
0 0

Vo6 = / v (1) x

~hJ—h

(oK (= 20) + ALK (e~ &~ )W A0K (1 &) + 41K (e~ & k)t ) W&o )aEad

Observe la integral impropia interna

Jo = /h(AoK(t — 61) —I—AIK(Z‘ —& - h))TW(A()K(t — 52) —|—A1K(t —&— /’l))dl.
usando el cambio de variable 8 =1 — &, Jg se reescribe como

Jo = /zé (AoK(8) +A1K (6 —h))TW(AoK (0 + & — &) +A1K(8 + & — & —h))d@.

Como
d(K(6) _CZK(G_h)) = AoK(0)+AK(6—h)

y

I(K(6+S1—6)—DK(O+E&—&—h))  d(K(0+E —&)—DK(6+8 —S—h))
00 d(0+& —&)

= A)K(0+& —&)+AIK(0+E —&E—h).
Entonces, Jg se reescribe como

Jo— /26 (d(K(e)—DKw—h)))TW (a<1<<e+51—e:z)—DK(e+51—éz—h))) 6.

do 20
Como K(0) —DK(6 —h)y K(60+& — &) —DK(0+ & — & —h) son funciones continuas en la

variable 0 entonces podemos hacer una integracidn por partes para obtener

J(K(6 + & —52)—DK(9+§1—€z—h)))
26

[ee]

Jo = (K(6) —DK(6—h))"w (

—h=&

= I*(K(0+& —&) —DK(6+& —& —h))
_/_h_gl(K(O)—DK(G—h))TW< L= 52 552 1= 5 )de.

De la estabilidad exponencial del sistema (3.1) y el hecho que —h —&; € [—h,0] y K(¢) = O,xn

para ¢t < 0 se obtiene

Jo = —/Ow (K(6)—DK(6—h))" W (3 (KO +61-5) ;ZK(“& _gz_h))) de.
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Como

I’ (K(0+& &) -DK(O+& -6 —h)  P(K(0+8—&)-DK(0+& & —h))
062 (&1 —&)?

entonces la definicion de la matriz U(7) en (4.5) lleva a

;o UG -5)
° d(& —&)?
y por tanto
2
o = / / dUg 5‘%) W (&)dErdEr. @.11)

4.2. La funcional vy(y)

Recolectando las expresiones (4.6)-(4.11) en (4.3) se llega a la siguiente expresion para la funcio-

nal vo(y):

(W) = (w(0) - DU(-m)UO)(y(O) - Dy(-) - [ v (EWw(e)as
~ 2y (0) - Dy(-) /_ L U-E A&

+ / / T(ENAFU (& — &) Aoy (&) dErdEs (4.12)
+ 2w -y [ HE yerae

- of [ v (G ;3)) Aoy (s2)dbrdt
- [ S v,

Observe que todos los términos del lado derecho de la funcional (4.12) dependen de la matriz
funcién U (7). Esta caracteristica especial de la funcional vy (y) motiva a definir esta matriz U (1)

como matriz de Lyapunov para el sistema (3.1).
Definicion 4.1

La matriz U (1) dada por (4.5) es la matriz de Lyapunov del sistema (3.1) exponencialmente

estable asociada a la matriz W.
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Es interesante observar que cuando D = 0%, es decir, cuando el sistema de tipo neutro (3.1) se

convierte en un sistema de tipo retardado
x(t) = Apx(t) + A1x(r — h), (4.13)
entonces la matriz de Lyapunov (4.5) se reduce a

U(z) = / KT ()WK(t+1)di, T€R,
0

que es precisamente la matriz de Lyapunov para sistemas de tipo retardado (4.13), véase [12].

Como se menciono en el capitulo 2 la matriz de Lyapunov de los sistemas de tipo neutro estudiado

en [12] tiene la expresion siguiente:
U(t) = / KT (t)WK(t+1)dt, T€R, (4.14)
0

sin embargo en la expresion (4.14) no se ve directamente, cuando D = 0,,,, como se reduce a la

matriz de Lyapunov de los sistemas de tipo retardado.

4.3. Matriz de Lyapunov

La matriz de Lyapunov U (7) juega un papel importante en la construccién de la funcional vy ().
La expresién (4.5) define a la matriz U(7) como una integral impropia que no es conveniente
desde un punto de vista practico. En esta seccion, se obtienen algunas propiedades importantes
de la matriz U(7) que podrian motivar a una nueva definicién y proporcionar una forma para

calcularla.

4.4. Propiedades de la matriz de Lyapunov

Lema 4.2 Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable. Entonces la matriz U (7) es continua

para T > 0.

Demostracion. Definiendo K(t) = K(¢) — DK (¢t — h) y tomando en cuenta que K () es continua
para toda ¢ > 0, entonces se sigue para cualquier 7o > 0y p > 0 existe § = 6(p,7y) > 0 tal que
|K() —K(t)|| < p cuando |t — o |< 8. Ahora, para cualquier T > Ty > 0, se tiene que

[ =v@)I< [ RO IWHIRC ) =R+ 50) .
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Observe que si T— Ty = (t+7) — (t+ 1) < 6 entonces || K(r+ 1) —K(r+ 1) ||[< p. De esto y

de la cota superior exponencial del operador K (¢) — DK (t — h) dada por el Lema 3.7 se obtiene

() —U(w)| <pllW | u /O edr.

Calculando la integral del lado derecho de la desigualdad anterior

oo B 1 B
/ e %dt = ——e O
0 (o2

De este modo se obtiene la desigualdad siguiente:

|
g ©

U () =U(m) <

W
M, para T— Ty < 0.

Dado € >0,seap =p(e) = II‘gﬁu' Entonces, para este p > 0 existe § = 6(p,fy) > 0 tal que 7 —

79 < & implica |U (1) —U(1)|| < €, lo que muestra la continuidad de U (7) para T € [0,). [

Lema 4.3 La matriz U(7) dada por (4.5) satisface la siguiente ecuacion:

j_T[U(T)_U(T_h)D] = U(t)Ag+U(t—h)A; T>0. (4.15)

Demostracion. Para T > 0 se tiene que

U(t)-U(t—h)D

oo

(K(t) —DK(t—h))"W[K(t +7) — DK(t + T —h) — (K(t + T —h) — DK(t + T —2h)D)]dt

(K(t) —DK(t —h))"WM(t + 7)dt,

b
i

donde
M(t+7)=(K(t+7)—K(t+7—h)D)—D(K(t+71—h)—K(t+7—2h)D).

Se sigue del Lema 3.7 que la integral impropia converge absolutamente y uniformemente con
respecto a T > 0. Para t + 7 > 0 la funcién matricial M(¢ + 7) es diferenciable debido a que
K(t+7)—K(t+7—h)DyD(K(t+t—h)—K(t+ t—2h)D) son diferenciables parat+ 7 >0
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y por tanto
OM(t+rt) d(K(t+7)—K(t+7—h)D) Dd(K(t+1:—h)—K(t+r—2h)D)
ot d(r+7) a d(t+7t—h)
= [K(t+ 7)Ao+ K(t+7T—h)A1] —D[K(t+7—h)Ag+K(t +T—2h)A,]

= [K(t+71)—DK(t+71—h)]Ao+ [K(t+7T—h) — DK(t + 7 —2h)]A;.

Por argumentos similares la integral

d

d IM(t+1)
drt

dt
ot

U(t)~U(t—h)D] = / (K(1) —DK(t —h))"W
0
converge absolutamente y uniformemente con respecto a T > 0y por tanto concluimos que
" U(5)-U(e—)D)
dt
- ( / (K(t) — DK (t — h))"W[K(t + 1) — DK(t + T — h)]dt> Ao
0

+ (/Ow(K(t) “DK(t — 1)) WK (i + 7 h) — DK(t + T—Zh)]dt) A

de donde se obtiene la expresion (4.15). L]

Lema 4.4 La matriz U(7) satisface la siguiente ecuacion:

dU(t) dU(t—h)
dt dt

D=U(t)Ag+U(t—h)A; 7>0. (4.16)

Demostracion. Primeramente, observe que

y
dU(;T—h) _ /OOO(K(Z‘) —DK(t—h))TW (%(K(t+f—h) —DK(I+T—2h))) dt.

Por el Lema 3.7 las integrales impropias convergen absolutamente y uniformemente con respecto
a T > 0. Entonces,

du(z) dU(r—h)D_
drt dt N

/OM(K(t) —DK(t—h)'N(t + 7)dt,
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donde

N(t+7) = (%(K(ﬂrf) —DK(H—T—h))) _ <%(K(t+r—h) —DK(t+T—2h)))D
IK(

:c)K(t-l—f)_Dc?K(t—i—r—h)_ Kt+r—h)D+D8K(t+f—2h))D
at at at at
OK(t+71) OJK(t+7t—h) OK(t+t—h) JK(t+71—2h))
= - D)-D - D
at ot at at

=(K(t+1)A0+K(t+1t—h)A]) —D(K(t+7—h)Ag+ K(t +T—2h)A})
=[K(t+7)—D(K(t+7—h)]Ag+ [K(t +T—h) —DK(t + T —2h)]A;.

Por lo tanto,

du(t dUT n
d‘c N

—DK(t—h))TW[K (t+’L’)—D(K(t+’c—h)]dt>Ao

+
/‘\

—DK(t—h))TW[K (t+’C—h)—DK(t+’C—2h)]dt>A1

U A0+U(T h)

0
Lema 4.5 La matriz U(7) satisface la propiedad simétrica
U(—t)=U"(7) ©>0. (4.17)
Demostracion. Para T > 0 se tiene que
U(=1) = /O (K(1) = DK (1 — h))"W (K (1 — 7) — DK (t — T — ) )dt.
Sea & =t — 1. Entonces,
U(=7) = [ (K(E+7) = DK(E+7~h)"W(K(E) - DK(E ~))dE.
como K (1) = 0,x, parar < 0 entonces
U(~7) = [ (K(E+7) = DK(E+ 1) W(K(E) - DK(E ~I))dE
oo T
= ([ (@) - DK(E =) WK(E + ) - DR(E 7 )it )
=U"T (7).
[
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Corolario 4.1 La matriz U(0) es simétrica.

Observe que en T = 0 la propiedad (4.17) se reduce a U (0) = UT (0).

Corolario 4.2 La matriz U () es continua para 7 < 0. La derivada

d _dU(t) dU(t—h)
E[U(T)—U(f—h)D]— - D (4.18)

es continua para T > 0.

Observe que del Lema 4.2 y de la propiedad (4.17) se sigue que la matriz U(7) es continua para
7 < 0. Observe también que el lado derecho de la propiedad dindmica es continua debido a que
U (1) es continua para T > 0y como U () también es continua para T < 0 entonces U (7 — h) es

continua y por tanto igualdad (4.18) es continua.

Lema 4.6 La matriz U (1) satisface la ecuacion:

du(t—h) DTdU(‘L')
dt dt

—Afu(t—n)-ATU(7), ©€[0,h]. (4.19)

Demostracién. Del Lema 4.5 se tiene que U (7 —h) = (U(h—1))”. Entonces

dU(;T— h) (dU(:,zT— 7) ) o (dé](ih_—;;’) ) T'

Ahora, del Lema 4.4 se obtiene lo siguiente

dU(h—rt) dU(-7)
dlh—1)  d(-71)

D+U(h—1)Ag+U(—7)A;

_ <dU(T))TD_|_U(h_f)AO—i—U(—T)Al

d(1)
Asi,
dU (T —h) du(t)\" !
d—f_ = (— ( a00) ) D+U(h—f)A0+U(—r)A1>
:DT‘Z]((T;) _ATUT (h—1) - ATUT (=),
Usando el Lema 4.5 se obtiene la ecuacion (4.19). ]
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Es importante recordar que en las ecuaciones (4.15), (4.16), (4.19) en T = 0 es la derivada por la
derecha. La primera derivada de la matriz U(7) tiene una discontinuidad de tipo salto en 7 = 0,
dicha discontinuidad es precisamente la propiedad algebraica. El siguiente resultado caracteriza

la discontinuidad de tipo salto de la derivada de la matriz U(7) en T = 0.

Lema 4.7 La primera derivada de la matriz U(7) presenta una discontinuidad de tipo salto
dada por
AU'(0) = -W, (4.20)
donde
dUu () du(t)
A !/ — !/ (i _ — 1/ . P2
UA0) =U(+0) ~U'(-0) r—lglo dt =20 dt

Demostracion. Para probar esta afirmacion, considere la siguiente funcion:
R(t) = (K(t) —DK(t—h))"W(K(t) — DK (t — I)).

La derivada de R(¢) es

AR() _ (K@) = DK =)'y k)~ pi(—n))

dt dt
(K () — DK (1 —hy)Tw KW “3f(t_h)).

Integrando esta igualdad de O a oo, por un lado, la estabilidad exponencial implica que

/Om % = —(K(0) —DK(—h))"W(K(0) — DK(—h)) = —W. (4.21)

por otro lado, observe que

i 20— [~y w BB,
se mantiene, entonces
/O“’dl;y) - (K(t)—Ddlf(t_h))TW(K(t)—DK(t—h))dt
—|—/()°°(K(t)—DK(t—h))TW(K(t)_3f(t_h))dt
_au(n)\" o dU(1)
:(rl—lggod—’:) +r1—1>n+10d—‘:. 422
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De (4.21), (4.22) y del hecho que

(h’m dU_(T))T:_ i V(@)

T—=+0 dT

se sigue que
dUu
_au(e) | du(e)
T—+0 dT -0 dT

esto prueba la afirmacion. [

4.5. Nueva definicion de la matriz de Lyapunov

La definicion de la matriz de Lyapunov por medio de la integral impropia (4.5) tiene limitaciones
de ser vélida s6lo para sistemas de tipo neutro exponencialmente estables y no ser adecuada para
el desarrollo de procedimientos computacionales practicos. Por lo tanto, siguiendo las ideas en
[12] resulta conveniente presentar una nueva definicion para la matriz Lyapunov con el fin de
superar las limitaciones mencionadas anteriormente. Para ello, primero abordamos la derivada de
la funcional vo(y) dada por (4.12).

Considere el término siguiente:

2
- [ [v ‘”ff 5§§)w(§z)d§zd§1.

Observe que

U -&) U -&)
s d(&—&)*

Entonces tomando en cuenta la discontinuidad de tipo salto de la primera derivada de U(7) se

tiene que
[ ey gag - [T S g,
- 1 1
3] 2 —
+/1_20%§11262)W(52)d52

0 ?U (& —&)
+/51+08—§12W(§2)d€2'

Tomando en cuenta que

U -&) PUE-&) 9 (dU(él _52))
9&} 0&} & \ d(& - &)
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Se sigue que

& 2 _ & _
/ I_ZO U1 —&) U((.fglz 2) y(&,)des = — | I_ZO a‘fgz (‘Z’(gl_ 5)) w(E:)dés
r——|—0) v(&1)

&1+0 dU(gl —52) B dU(T) dU(T)
R O e e e

0 dt
=~ (U'(=0) = U'(+0)) w(&1) = AU (0)y(&).

Con el andlisis anterior, el término J; se puede reescribir como:

§1—0
/ / é—%z)ll/(éz)dﬁzdél
/ [ ven S Sy - [ v @avowm@s
Por lo tanto, la funcional vy(y) puede expresarse como

vo(y) = ((0) — Dy (~h))" U(0) (w(0) ~ Dy(~h))
~2(y(0) - Dy(-n)" [ U(-§)agw()ag
[ v enau e - eaw&asds,

+20p(0) -y [ CE yieae
dU (& —&1)
_2// ( (& 5)) oW (&2)d&rdE,
B0 CUG -8
// g—lg)z v(&2)d&rdE,
5 U6 &)
/ éﬁo 5—15)3111(52)61626161- (4.23)

Las propiedades (4.15), (4.17) y (4.20) son las dnicas necesarias para verificar que la derivada

de la funcional definida por (4.23) coincide con —w(x;(y)) dada por (4.1) como se muestra a

continuacion.

Teorema 4.1

Para una matriz simétrica W, sea la matriz de Lyapunov definida por (4.5). Entonces, la

derivada de la funcional vo(y) dada por (4.23), a lo largo de las soluciones del sistema

(3.1), satisface la ecuacion (4.1).
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Demostracion. Dada y € PC, sea x(t) = x(¢, ) la solucién de (3.1) entonces la funcional se

puede escribir a lo largo de las soluciones de (3.1) como

vo(x) = (x(t) = Dx(t—h))"U(0)(x(tr) — Dx(t — h))

Ri1)
- — Dx(t —h)) / E)Aox(t + E)dE
o ’
* / / (1 +E&1)AGU (&1 — &) Aox(t + &2)dErdé (4.24)
R (1)
+ 260 -Dxte-m)” [ T s gya
Ry(1)
L (58 s
Rs (1)
) / [, o) dzfl P
Ré() ’
) / /§,+0 +8) fi) (1+8)d85.

R7(f)

A continuacién calcularemos las derivadas de cada uno de los términos R;(¢), j = 1,...,7 de la
funcional (4.24)

La derivada del término Ry (¢) es

de(l‘) . d T
2= = ((x(0) = Dx( = ) TU (0) (x(e) = Dx(t = )))
_ %(x(z) — Dx(t— 1)U (0) (x(t) — Dx(z — h))

+ (x(t) = Dx(t — h))" U (0) % (x(r) —Dx(t—h))

= 2(x(1) — Dx(t — h))TU(0)(Aox(t) +Arx(r — ).
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Mediante el cambio de variable 6 =t + &, el término R, () se puede escribir como
t

Ro(t) = —2(x(t) — Dx(t — )T /thU(t — 0)Agx(0)d6,

Asf, la derivada de R,(7) es

d%f”:-z%( (1)~ Dx(t —h T/tthU 6)Aox(6)d0
—2(x(t) —Dx(t —h di t U on(G)d9>
“2(Aox(r) + Arx(r — ))T/, U= 0)Aox(0)d6

—2(x(t) = Dx(t — )T (U(O)on(t) —U(h)Aox(t —h) + ,th Won(e)de) .

Para el término R3(t), considere el cambio de variable de integracion 6; =t + &;

/ / 91 AO 91 —t—éz)A()x( —|—§2)d€2d91
t—h

Ahora usando nuevamente un cambio de variable de integracién 6, =t + &,

¢t
:/z h/t hXT(GI)AgU(el_92)A0X(92)d92d61,

La derivada de R3 (¢

<R !
‘ ;t ( (/ A (61)A U (61 _GZ)AOX(Gz)dez) del)
—h

_/ Tnalu t—Gz)on(Gz))dez—/tth (x"(t —=h)AJU (t — h — 6,)Ax(6,)) d 6,

*/t_h gt (/t_h (61)40U (61 - 92)A0x(92)d92) de,

t t
—xT(t) AOU(t—ez)AOx(ez)dez—xT(r—h) t_hAgU(t—h—Oz)on(ez)dez

v / T(00)ATU (61 — 1)Aox() — x7 (61 )ATU(6) — & + h)Aox(t — )

+/t hg( (91)A0U(61—92)A0x(92)d92))d91

t t
=xT(t) [ ALU(t—6,)A0x(6:)d60, —x" (1t —h) | ASU(t—h—6:)Apx(6,)d 6>

t=h t—h
+ (/tith(el)AgU(el —t)Aod91> x(1) - (/tith(Gl)AgU(Gl —t—l—h)Aodel) x(t—h).

Observe que
t

(/t[th(Gl JAGU (64 —t)AodOl) x(t) = 2T (¢) tihAgU(t — 01)Apx(60;)d6y,
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t t
(/ xT(el)AgU(el—t+h)A0d01)x(t—h) =x"(t—h) | ALU(t—h—6))Aox(6,)d6,.
t—h t—h

Asi se obtiene

dR t t
—jt(t) =27 (1) [ AlU(1—0)Aox(0)d0 —2xT (1 —h) | ALU(t—h—6)Aox(6)d6.
t=h t—h

Similarmente a los términos anteriores el término R4(t), aplicando el cambio de variable de inte-

gracién 6 =t + &, es reescrito como

Ra(t) = 2(x(1) _Dx(t_h))T/ih%

t

x(0)de,

y su derivada es la siguiente

—dR;t(t) _ 2% ((x(t) — Dx(t—h))T /tih —dg(ft_ _ee))x(e)de)

_ 2%(x(t) _Dx(t—h))T /tth %x(e)w

+2(x(0) —Dx(t—h))T% (/{ih %meme) .

Observe que

£ ([ )2 ([ o)

Si T =1t— 0, entonces

4 (/tt_o M}C(Q)d@) _ 4u@) x(t—h)

dt \Ji—o-n d(t—0) N P T=h+0
=09 [dU(t—0)
“[ausi (a0 oy )00
dU(7)

au
7|, S U0y G

solucién del sistema (3.1) se tiene que

- 2 U'(h+0) y tomando en cuenta que x(¢) es
T=h+

Definiendo

wZZ(AOX(I)—FAUC(t—h))T/Z du(t—9)

dt L dl—g) 00

+2[x(¢t) — Dx(r — h)]" (U'(+O)x(t) —U'(h+0)x(t — h)
t 9 (dU(t—6)
+/,h5<—d(t—9) >x(e)d9>.
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Para el término Rs (). Considere el cambio de variable 6; =1+ &;

_2/, h/ (dU t1- )))Ton(t+§2)d§2d91.

(&+1—-6

Ahora haciendo uso de un segundo cambio de variable 6, =t + &, entonces

dU(6,—6
:_2/ / 91 ( 2 1)) on(ez)dezdel
nin” d(6,—6)
y su derivada es

dR;t(t) _ _2% (/[tth(el) (/:h (%)Ton(ez)dez> d61>
~ (xT(t)/tth (%)TW(@M@
T (t—h) /tlh (dg(éfz__tfh};))Ton(ez)dez)
P tth (el)jt (/t (%)Ton(ez)dez> a6,
~ (xT(t)/tth (%)TW(@M@
TN S N
S () (S i)
2 ttth(el) (/tth% (%)TW(@M@Z) d6,
0, equivalentemente,

dRs (1) o [t (dU(6—1)\T
B0t [ (1) s

t AU (6 —t+h)\T
+2xT(t—h)/t_h< d(ezz_t+h) ) Aox(6:)d6:

) ,tth(el) (%) Aox(1)d6,

¢ o T
w2 S (0) (dg(ﬁt_ hh_ 9?3) ) Aox(t — h)d6;
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La derivada del término Re(t), haciendo los cambios de variable de integracién 6, =t +&; y

6 =t+8&,es

dRe(t / / dzU(Ol 6) >
—x 6,)d6,d6
dt ( —hJt 91_92)2 ( 2) 20 U]

— _/th X (t)ddg(_lez) 2) x(6,)d6, + t’hhOxT(t_h)ddZ(_t;fgji)x(ez)dez

t a 6,—0 T dZU(el_Gz)
_/t—ha (/t—h X (el)mx(ez)d%) do,.

Observe que

1— 2 . ) B

por tanto

dR6(t) /f T dzU(t—Gz) - dzU(Ql—t—l—h)
= —————5x(6,)d0 0 t—h)do.
dt tihx (1) d(t—6,)2 x(62)d6, + thx (61) (0, —1 +h)? x( )d6,

Similarmente al anélisis anterior la derivada del término R (), haciendo los cambios de variable

de integracion 8; =t + & y 6, =1+ &, es

dR7 (91 d-u(6—6,)
([ h/MO 206, 6" (92)d62d91>
t 6 LU —h—8
:_/HOXT(I)% (@)t | h+0xT(t_h) dEJt(—th—ez)i)X(Gz)dGz

/t T( )dzU(Ql 6)

———— =" x(6,)d6, | dO
91+0x V7d(0,— 6,)2 x(62) 2) 1

|

Observe que

% (/GZJFOXT(@O%)C(%M%) :xT(Ol)%X(I)_

Luego entonces

f 2 o . 20 (6 —
dRaZt(t) _ /t_th(t—h)ddZ(_thﬁej’;)x(ez)dez—/l_hx (91)‘2(9(1%)2))(@)([91
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Recolectando las derivadas de los términos R;(z), j = 0,...,7, se obtiene

DOU) 5 (x(e) — Dx(t ~ 1)U (0) (Aox(e) + Arx(s — )
2 (Aox(t) + Avx(t — b)) /tthU(t—e)on(e)de
o ()—Dx(t—h))T< (0)Agx(t) — U (W) Agx(t — ) + tthaU(;t_e) (9)d9>
42T ( / ATU (1 — 0)Agx(6)d6 — 247 (1 — h/ ATU (1 —h—6)A40x(0)d6
1+ 2(Aox(r) + Arx(t — )T /tih dg(ft_ Ge))x(e)de

+2(x(¢) = Dx(r —h))T (U'(+0)x(t)—U’(h+0)x(t—h)+ ' 9 (M>x(9)d9>

t—h Ot

d(t—0)

—2 (1) /tfh (dU(Gz —1) ) Ton(Oz)dOZ o () /tfh (dU(Gz —t+h) ) Ton(ez)dez

d(6,—t+h)

t

t—h d(l‘—@l) d(t—/’l—el)
t 2 _ 2

_/t th(t)ddz(—t 92(;2) (62) d92+/ dd(e(eizr;)h) (1 =h)doy
t 2 t 2

+ t—hXT(t — h)ddg(_t hf Gji)x(Gz)dez — /l_hx (91)%3@)%1.

0, equivalentemente,

dvo(x;)

o = 2(x(0) = Dx(e = 1)U (0) (Agx(r) +Arx(t — )

)
—2(x(r) — Dx(t — 1)U (0)Aox(r) + 2(x(t) — Dx(t — h))TU (h)Agx(t — )
+2(x(t) — Dx(t — ) TU' (+0)x(r) — 2(x(t) — Dx(t — k) U (h + 0)x( — h)

t
—2xT(t)Ag/ Ut — 6)Aox(6)d6 — 24" ( {/ (1= 6)Aox(6
t—h
“
t 9U(t—6
—2xT(t)/ u( )on( 6)d0 +2x" ( / de
N t—h ot
b
t
227 (1) [ ATU (1 — 8)Aox(8)d6 — 24" ( t—h/ ATu t—h—G)on(G)dQ
t—h t—h
M ar
 dU(t—6) C dU(t—9)
2" AT/ —’x(6)d6 2Tt—hAT/ —x(0)d6
:’—x (t) 0 —h d(l‘—e) x( ) J+\X( ) 1 —h d(r—G) x( ) |
< b
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(.

o) [ 2 (—%f_‘e‘;))x<e)d? 2" [ (—dg(ft__ee)))xw)d?

M b
g dU(Gz—t)>T . L (dU(6—1+h)\T
—2Tz/ QAR TN Aox(6))d6y+2 t—h/ Aox(6,)d6
. * (1) l—h< d(6,—t) 0x(62) 2} \x ( ) t—h \ d(6—t+h) 0x(62) 2/
b ar
' du(t—6;)\" . dU(t—h—6)\"
-2 Ty ——=2) A de,+2 6 Aox(t —h)dO
[0 (G ) o2 [ o0 (G5t ) ot
- by
¢ d*U(t—6y) ! A*U(t—h—6)
-2 T —=—22x(6,)d6, +2 T(t—h 6,)d6, .
tfhx () d(l‘—@z)z x( 2) h + tfhx ( ) d(t—h—@z)z x( 2) 2
M by

Observe que los términos (a) son iguales y de signos contrarios en consecuencia la suma es cero.

Observe lo siguiente

dU(1—6) _dU(t-6) _ (M)T

ot dit—0) d(6—1t)
Asi
—2" (1) /tth WAOx(e)de = 2" (1) /tth %on(e)de
— 2 (1) /lih (%) Aox(8)d6.

Usando la igualdad anterior, se sigue que la suma de los términos (b) es igual cero.

Como el término

2xT(t)Ag/tih%x(9)d6:2 tith(e) (%} Aox(1)d6

entonces la suma de los términos (c) es igual cero.

Ahora observe que

0 (dU(t—G)) - d (dU(t—G)) _ d?U(t—0)

ot \ d(r—6) 1—0) \ d(t—0) d(t—6)2 "

59



Usando la igualdad anterior

- 9 _ - t 42 _
247 (1) /thE (—dgét_ 99)))x(6)d9 — 2 (1) /th 4U=9) dg(_’ e)i)x(e)de

lo que implica que la suma de los términos (d) también es cero.

Agrupando los términos (a;), tomando en cuenta que aU(att_e) = dg(y__;;)

y usando la propiedad

de simetria, el integrando es

—AlU(t—6)Ag+ DT —d;(ft__ee)) —dchzt_—eeg h)

Ahora usando la siguiente propiedad (4.19) de la matriz de Lyapunov, el integrando es igual cero

Ag—ASU(t— 0 —h)Ag— Ao.

y por tanto los términos agrupados (a;) es cero.

Observe que al agrupar los términos (b1) se obtiene lo siguiente

rd dU(t—8)  dU(t—0—h)
—2xT(t—h)/t_hm(AITU(t—O)—DT =8 TG0 )de

4 dU(t—h—6;)\"
2 T(o Aox(t —h)d6
+ tfhx ( 1)< d(l—h—el) ) Ox( ) 1>
y usando la propiedad (4.19) se tiene que
CdU(t—h—6y)
o (1 h AT/ 6,)d6
X ( ) 0 —h d(t_h_el) ‘x( 1) 1
+2 t x(6)) (dU(’_h_91)>TA x(t—h)d6; =0
h d(t—h—0,) 0 ’
con el anélisis anterior la funcional vo(x;) se reduce a
dvy(t
vdo—t() =2(x(t) = Dx(t —h))TU(0) (Agx(t) + Arx(t — h))

—2(x(t) = Dx(t — h))TU(0)Aox(r) + 2(x(t) — Dx(t — 1)) U (h)Agx(t — h)
+2(x(r) = Dx(t — h))TU' (+0)x(r) — 2(x(¢t) — Dx(t — h))TU' (h +0)x(t — h)

0, equivalentemente,

Do) _ 5 (+(r) — Dx(t — ))TU (0)Apa(r)

yr 2(x(t) —Dx(t —h))TU(0)A1x(t — h)

+
—2(x(t) = Dx(t —h))TU (0)Agx(r) +2(x(t) — Dx(t — h))TU (h)Agx(t —h)  (4.25)
+2(x(r) = Dx(t — B))TU' (+0)x(r) — 2(x(¢) — Dx(t — 1)) U’ (h + 0)x(¢ — h).
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Reduciendo términos semejantes en (4.25), se obtiene

dV()(l‘)
dt

= 2(x(1) — Dx(t — h))TU'(+0)x(r)

+2(x(r) = Dx(r — )" [U(0)A1 + U (h)Ag = U' (h+0)]x(t — ),

usando la propiedad dindmica

U'(h+0) = fihwdi(;) TLT}?JFO(%D—FU(T)AOJFU(T—h)Al)
=U'(40)D+U(h)Ag+U(0)A;.
Asi
dvc(;t(t)zz@(f)—l)x(f ) U (+0)x(t) +2(x(t) — Dx(t —h))" [~U (+:0)D]x(t — )
= 2(x(t) — Dx(t — 1)) U (+-0) (x(r) — Dx(t — )
= (x(r) = Dx(1 — h))T ( )(x(r) Dx( ))

por tanto

dvg,(t) — (x(t) — Dx(t — h))T[U'(4-0) — U"(—0)] (x(¢) — Dx( — h))

= (x(t) —Dx(t —h))T AU (0) (x(t) — Dx(t — h)).

Por la propiedad algebraica AU (0) = —W

dvg (t)
dt

= —(x(t) = Dx(t — 1)) "W (x(t) — Dx(t — h)),
lo que concluye la demostracion. [

El siguiente resultado muestra una propiedad de la matriz U (T) que servird para motivar una nueva

definicion de la matriz de Lyapunov.
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Lema 4.8 La matriz U (7) satisface la siguiente ecuacion algebraica:
AU'(0) — DT AU’ (0)D

= [U(0)Ao+U (—h)A —A{U (—h)D—A]U (0) D]
+[U(0)Ag+U (—h)A; —AJU (~h)D—ATU (0)D]" . (4.26)

U(t—h)

Demostracion. Sustituyendo d - en la ecuacion (4.16), por la expresion (4.19) se obtiene

dU () 7dU (1)

o oo D= U(t)Ag+U (t—h)A —AJU (t—h)D—-ATU (7) D.

De esta ecuacion se sigue que

U'(+0) —DTU' (+0)D = U(0)Ag+U (—h) A, — AJU (—h) D— ATU (0) D. (4.27)

Como 4U5) — <dU_(f>)T, entonces U'(+0) = — (U’(—O))T y

T
U'(+0) - DTU' (+0)D = — (U’ (—0) - DU’ (—0)1)) " (4.28)

Por lo tanto, de (4.27) y (4.28) la siguiente ecuacion se mantiene:
U'(—0) —D"U' (~0)D = — [U(0)Ag+ U (—h)A; —AJU (~h)D—ATU (0)D]" . (4.29)
De (4.27) y (4.29) se llega a la ecuacién (4.26) y esto prueba la afirmacion. ]

Por lo tanto, por un lado, el Teorema 4.1 muestra que las propiedades (4.15), (4.17) y (4.20) de
la matriz de Lyapunov son requeridas para la construccién de la funcional vy () satisfaciendo la

ecuacion (4.1). Por otro lado, observamos que de la propiedad algebraica (4.20)
AU'(0)— D" AU (0)D = D"WD —W,

muestra que la bien conocida ecuacién de Lyapunov discreta es naturalmente involucrada en la
matriz de Lyapunov U (7). Estas observaciones sirven para motivar la siguiente nueva definicién

de matrices de Lyapunov.

Definicion 4.2
Dada una matriz simétrica y positiva definida O, sea W la tnica matriz positiva definida,
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solucion de la ecuacion de Lyapunov Discreta
D'WD—-w = —0. (4.30)

Una matriz de Lyapunov del sistema (3.1) asociada a W es una solucion de (4.15) satisfa-

ciendo las ecuaciones (4.17) y

—Q = [U(0)Ag+U (—h)A; —AJU (—h)D—ATU (0) D]
+[U(0)Ag+U (—h)A; —AJU (~h)D—ATU (0)D]" . (4.31)

Basado en esta definicion cuando decimos una matriz de Lyapunov asociada a W, entenderemos

que W es una solucién de la ecuacion (4.30).

4.6. Calculo de la matriz de Lyapunov

La nueva definicién permite calcular las matrices de Lyapunov buscando soluciones de (4.15) sa-
tisfaciendo las ecuaciones (4.17) y (4.31). Las ecuaciones (4.15) y (4.17) respectivamente son las
propiedades dindmica y de simetria de las matrices Lyapunov presentadas en [12]. Por otro lado,
la ecuacion (4.31) se convierte en la ecuacidn algebraica presentada en [12] cambiando la matriz
Q por W. Como consecuencia, el procedimiento para calcular las matrices de Lyapunov presenta-
das en [12] puede ser usado para calcular nuestra nueva definicion de matrices de Lyapunov. De

hecho, definiendo las matrices auxiliares:
Y(r)=U(r) and Z(t)=U(t—h), t€][0,h], (4.32)
el siguiente resultado se mantiene, véase el Lema 6.7 en [12].

Lema4.9 Sea U (7) matriz de Lyapunov del sistema (3.1) asociada a W. Entonces, las matrices
auxiliares (4.32) satisfacen el siguiente sistema matricial libre de retardos:
41y (1) —2Z(7)D] =Y(T)Ao +Z(7)A1,

(4.33)
1z [-DTY (v) +Z(7)] = —ATY (1) —A{ Z(v),

63



y las condiciones
Y (0) =Z(h)

—0=Y(0)Ag+Z(0)A; +AlZ(h) +ATY (h) (4.34)
—DT [Y (h)Ao + Z(h)A\] — [ATZ(0) +ATY (0)] D.

El siguiente Teorema plantea el problema de existencia y unicidad para el problema de valor en la

frontera (4.33) y (4.34), véase [12].

Teorema 4.2
Dada una matriz simétrica Q, si un par (Y (7),Z(7)) satisface (4.33) y (4.34), entonces

mﬂ:gmn+ﬂm—m,remw

es una matriz de Lyapunov asociada a W si la extendemos a [—£,0) estableciendo U(—7) =
UT(7) para T € (0,A].

A continuacién se presentan resultados, que resuelven el problema de la existencia y unicidad del
problema con valor en la frontera (4.33)-(4.34), cuyas pruebas se omiten ya que se siguen de las

pruebas expuestas en [12] con el apropiado cambio de la matriz W en aquellos resultados por Q.

Definicion 4.3
Se dice que el sistema (3.1) satisface la condicion de Lyapunov si existe un € > 0 tal que la

suma de cualesquiera dos valores propios, s1, 52 del sistema tiene modulo mayor que €

|s1 + 52| > €.

Lema 4.10 El sistema (3.1) satisface la condicion de Lyapunov si y solo si se satisfacen las

dos condiciones siguientes:

1. El sistema (3.1) no tiene un valor propio sg tal que —sp es también un valor propio del

sistema.

2. La matriz D no tiene un valor propio Ay tal que A, ! es también un valor propio de la

matriz.

64



Observacion 2. Suponga que el sistema (3.1) satisface la condiciéon de Lyapunov. Entonces el

sistema libre de retardos (4.33) es regular y puede escribirse como:

M) 20—y (1)Ag+2Z(1)A,

—pr(e) | d20) _ 4Ty (1) —aTZ(x).

Observacion 3. Suponga que el sistema (3.1) satisface la condicion de Lyapunov. Entonces la

segunda condicién de valor en la frontera (4.34) puede presentarse en la forma
[Y'(0) - Z'(n)] - D" [Y'(0) = Z'(h)]D = —Q

donde
Z(7)

vo =12 yzwm-42

Lema 4.11 Suponga que el sistema (3.1) satisface la condicion de Lyapunov. Si el sistema
(4.33) admite una solucién (Y (7),Z(7)) que satisface la condicién (4.34) con Q = Opxp,

entonces

Y(t)=Z(h+7), T€R (4.35)

Corolario 4.3 Suponga que el sistema (3.1) satisface la condicién de Lyapunov. Entonces la
matriz de Lyapunov U (7) asociada a W satisface la ecuacion matricial de segundo orden sin
retardo
d’X (t d’X(t dX dX dX(t
(1) _prd®X (@), aX(@),  rdX(®) (@),
drt? drt? drt drt drt

X
—ATd (z )D+A§X( )Ao

—AITX(T)AI, 7 € [0,h], (4.36)
y las condiciones de valor en la frontera

X'(0) — [X'(h)]"D =X (0)A0 +XT (h)A,

—0=[X"(0) +(x'(0))"] - D" [X'(0) + (x'(0))"]D
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Teorema 4.3
El sistema (3.1) admite una Uunica matriz de Lyapunov asociada a una matriz simétrica W si

y s6lo si el sistema satisface la condicion de Lyapunov.

Corolario 4.4 Suponga que el sistema (3.1) satisface la condicién de Lyapunov. Si
(Y(7),Z(7)) es la tnica solucién del problema del valor en la frontera (4.33)-(4.34) con una

matriz simétrica (, entonces la matriz de Lyapunov asociada a W es tal que

U(t)=Y(t), 7€]l0,h].

En el Teorema 4.3 se muestra que la condicién de Lyapunov garantiza que el problema de valor
en la frontera admite tnica solucion.

Procedimiento de cdlculo Observe que del Teorema 4.3, si el sistema satisface la condicion de
Lyapunov entonces el problema del valor en la frontera admite tinica solucion.

Ahora, cuando el sistema es exponencialmente estable entonces la condiciéon de Lyapunov se
cumple. Por lo tanto, para sistemas exponencialmente estables se concluye que el problema de
valor en la frontera tiene una unica solucion. El Corolario 4.4 establece que si el problema de
valor en la frontera tiene unica solucién entonces U(7) =Y (7).

Basados en lo anterior, el procedimiento de calculo de la matriz de Lyapunov es el mismo que el

propuesto por Kharitonov [12]. Esto es, vectorizamos las matrices del sistema (4.33) para obtener
d (¥ _, (v
4t \z(7) 2(7)

~1
L h®h LoD L®4A) Li®A
D'el Lol —ATel, -Alwl,)’

y el problema con valor en la frontera toma la siguiente forma:
0 h 0
M(y( )) +N(y( )) :_< )
z(0) z(h) q
donde g =Vec(Q) y

M I,®1I, 0,2 ®0,2 N— 0,.®0, 1,1,
LA —AT @D+ I,®A —Al@D)’ ~AT®L-D"®Ay Al®L, DT ®A,)

donde
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Siguiendo el procedimiento presentado en [12] obtenemos
donde

Entonces U(t) =Y (7) para 7 € [0,4].

4.7. Teorema Converso

En esta seccion, presentamos un enunciado converso del Teorema 2.1. Para ello es necesario

mostrar que la funcional construida dada por (4.23) admite cota cuadratica inferior de la forma:

o1 || w(0) — Dy (—h) |*< vo(y), ¥ € PC,,

para alguna constante ¢&; > 0. Similar a los casos de sistema con retardos de tipo retardado y
neutro resulta que la funcional vy(y) construida para satisfacer la segunda condicién del Teorema

2.1 no puede satisfacer tal cota cuadrética inferior y uno necesita modificar la funcional vy ().

Lema 4.12 Sea vo () la funcional definida por (4.23) con U(7) la matriz de Lyapunov
asociada a W. Para matrices simétricas y positivas definidas Wy, Wi y W, tales que W =

Wy + W1 + hW; la funcional

o) =vo(w)+ [ (w(0) Dy (0 —))T Wi+ (6-+5)Ws] (w(0) ~ Dy (6~ ) o,
(4.37)

satisface

EV(X;(I[/)) =-w(x(y)), t>0,

donde

w(y) = (y(0)—Dy(—h))" Wo(w(0)— Dy (—h))
(y(—h) —Dy (=2h))" Wi (y(—h) — Dy (~2h))

+ [ (w(0) Dy (0 1) Wa(y(0) ~Dy(0 —1))ao.
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Demostracion. Por un lado, de la construccién de vy () se tiene que

ol (W) = — (x(1,¥) ~ Dx (=))W (x(2, )~ Dx(t —h. )

= (x(t.9) — Dx(t — b)) (Wo+ Wi +hWs) (x(1,w) — Dx (t — b)), (4.38)

se satisface a lo largo de las soluciones del sistema (3.1).
Por otro lado, el segundo término del lado derecho de (4.37) a lo largo de la solucién del sistema
(3.1), es

R(1) :/jl(x(t—i—e,l[/) —Dx(t+0—hy)) Wi+ (6+h)Ws] (x(t+6,%) —Dx (1 +6 —h,y))d6
=/tih (x(&,9) —Dx(E—hy)) Wi+ ((€ —1) +h)Wa] (x(E,y) — Dx (€ —h,y))dE.

La derivada de R(¢) a lo largo de las soluciones del sistema (3.1), es

‘”;5’) = (x(t,9) — Dx(t — h,w))" (Wi +hWa) (x(t,¥) — Dx (1 — h, y))

— (x(t —h,w) = Dx (t — 2h, w))" W, (x(t — h, W) — Dx (t — 2h,y)) (4.39)

—/i(x(t#—@,l//)—Dx(t+0—h,l//))TWz(x(t+9,l//)—Dx(t+9—h,l//))d0.

De (4.38) y (4.39) se obtiene

dv(x;# — — (x(t,9) = Dx (t —h, w))T Wo (x(t, ) — Dx (1 — h, y))

— (x(t = h,y) = Dx(t = 2h, )" Wy (x(t — b, y) = Dx (t — 2h, y))

—/_(:l(x(t+9,q/)—Dx(t+9—h,y/))TWZ(x(tJrO,y/)—Dx(t+9—h,t//))d(-),

y por tanto dv(xég"/)) = —w(x(y)). O

Lema 4.13 Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable. Existe una constante positiva ¢ tal

que la funcional v(y) dada por (4.37) satisface la desigualdad

a1 [y (0) —Dy(—h)|*> <v(y), yePC, (4.40)

Demostracion. Definamos la funcional

5(w) =v(w) — a|y(0) —Dy(-h)|]*, e PC,
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donde o € Ry v(y) es la funcional (4.37).

A lo largo de las soluciones del sistema (3.1)

54 (w)) = v(x(w)) — allx(t.y) - Dx(t — hy)|*, v € PC..

Tenemos que

donde

Ww(x (y)) = w(x(y)) +20 (x(t, ) —Dx(t —h,y)) (Aox (t, ) + A1x(t —h, y))

+/ (1 +0,) —Dx(1+ 6 —hy))T Wa (x(t + 0, %) — Dx (1 + 0 — b, ) 6,

con

W (W) = (x(t.w) — Dx(t — h. ) Wo(x(.w) — Dx(t — h.y))
+ (x(t —h, ) — Dx(t — 2h, W))Wy (x(t — h, W) — Dx(t — 2h, ).

Como Wy y W; son positivas definidas entonces w(x;(y)) =0siy sélosix (¢, y) —Dx(t —h,y) =
Opn. Six(t,y) —Dx(t —h,y) = 0, entonces x (¢, ¥) es una solucién de (3.1) si y sélo si

(AgD+A}) x (1 —h,y) =0, (4.41)

se satisface para todatr > 0. Si AgD 4 A; es no singular entonces la ecuacion (4.41) implica que
x(t,y) =0,t > —h. Por otro lado, si AgD + A es singular entonces la ecuacién (4.41) implica que
x(t,¥) = ¢, t > —h, para un vector constante ¢ distinto de cero. Debido a que la tinica solucién
constante del sistema (3.1) es la solucién trivial entonces ¢ = 0,. En cualquier caso, la solucion
trivial es la dnica posible solucién de (3.1) tal que x (¢, ) — Dx (¢t — h, ) = 0. Por tanto, para

cualquier solucién no trivial del sistema (3.1) se tiene que w(x;(y)) > 0 o, equivalentemente,

w(x (y)) = ( L (tw) KT (t—hy) xT(t—2hy)
Wo —WoD Onxn

x| —D"Wy D"WoD+W; —WiD t—h y) | >o.
Onxn -D'w,  DTWD x(t —2h,y)



De este hecho y tomando en cuenta que w(x,(y)) puede escribirse como

x(t,y)
Vv(xt(w))z(xT(t,w) X (t—hy) T (t—2hy) )L(a) x(t—h,y)
x(t—2h,y)

+/ x(t+ 0, y) — Dx (£ 40 — h, )T Wa (x(t + 0,w) — Dx (t 4 0 — b, y)) d6

donde
Wo —WoD Onscn Ao +AY A —AID  Opun
L(a)=| —-D™Wy, D™WoD+W, WD |+oa| AT-DTAy —DTA;—ATD 0,x, |-
Onxn _DTW1 DTWID On><n Onxn On><n

entonces existe o = a; > 0 tal que L(y) es positiva definida. Si adicionalmente, tomamos en

cuenta que W, > 0 entonces

/_i(x(t+9,w)— x(t+60—hy)) Wa (x(t+6,y) —Dx(t+6 —h,y))d6 > 0.

Asi para este oo = o > 0, w(x; (y)) > 0 se satisface lo largo de cualquier solucién no trivial del

sistema (3.1). La estabilidad exponencial implica que v(y) se puede escribir como

P = [ wla(y)ar =0,

De la definicién de 7(y)

5(w) =v(y) — ally(0) —Dy(~h)|* >0

lo cual implica la cota inferior de tipo cuadrética (4.40). 0

Lema 4.14 Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable. Existe una constante positiva o tal

que la funcional v(y) dada por (4.37) satisface la desigualdad

v(y) <o |yl3,. wePC. (4.42)

Demostracion. La estabilidad exponencial de (3.1) implica la condicién de Lyapunov para (3.1)
y, por lo tanto, la existencia de la solucién tnica del problema del valor en la frontera (4.33)-(4.34)

que da lugar a la matriz de Lyapunov tnica asociada a W. Definamos uy = ||U (0)||,
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du(e du(e du(e d*u(e
U1 = SUPge (o) HU(Q)AO— d(e )H Y U2 = SUPge (o,h) HAgU(e)AO"' d(G Lag—Af d(e - d6(2 :

Considere el primer término de la funcional (4.37)

Ry = (y(0) —Dy(~h)) U (0)(w(0) — Dy(—h)) < ||U(0)| ||y (0) — Dy (—h)|*.

Observe que

1w (0) = Dy (=h)II* < (1w (O) | + 1D [y (~h))*
< 1w (O)II* +2 [ w(O) DIl 1w (~h) || + DI [lw(~h)|*.

Considere

[ Wlon= sup | w(0) =] ()] parab €[-2A,0], (4.43)
0c[—2h,0]

en particular [| y {22 =[] w(0) |y | W [[an=]| w(=h) |-

Se sigue que

[+ 211w () IDI 1y (~)| + DI [y (~)]
< W13, + 2100 1w, + DI 113,
= (12D + ID]*) [lwll3,
= (1+1D1)? [[w]]3,-
Asi,
1w (0) =Dy (=h)|* < (1+DI)* [[wll3;-
Tomando en cuenta la definicién de up =|| U(0) || y usando la expresi6n anterior obtenemos
Ri < uo(1+[ID])* [ wll3,-

Considere el siguiente término de v(y)

Ry = —2(y(0) —Dy/(—h))T/(; (U(—é)Ao - dg((__f))> y(&)dE.

Se tiene que

(v-g1a0- LD [Iwe@naz

Ry <2]ly(0) —Dw(—h)H/_Oh

71



De la definicién u1 = supge o [|U(8)A0 — da]lge) ||, se tiene que H (U(—é)AO — %) H <u

para & € [—h,0] y por tanto

Ro <2 w(0) ~Dy(—h) | [ (&)l de.
Como
w(0) =Dy (=h)|| < [lw(O)[| + DI [y (=A)1,
y tomando en cuenta la desigualdad (4.43), se obtiene la siguiente expresion:
Ry <2(1+[|D]} e [[ 3.

Ahora considere el siguiente término de la funcional v(y)

Ry = /_Oh v’ (&) (/_Oh AJU(&1 —&2)Ag—2 (%) A0] q/(éz)déz) dé,

§1—0 42 — 2 _
Lo ([ e [ CEE S y@ae ) dg.

Observe que el segundo término de R3 se puede reescribir como sigue:

O T S0PUE - &) O LU -&)
/ v (&1) (/h W‘l/(éz)d@ﬂL §1+OWW(§2)6152> dSi

—/ / ) v(82)dSdé;.
&#8

Por otro lado el primer término de R3 se puede expresar como

/_Oh AgU(ﬁl—ﬁz)Ao—2(%> Ao | w(&)d&
= /_Oh AgU(il—ﬁz)Ao—2(%) Ao | w(&2)d&s.

&#é

Asti, el término R3 se puede escribir como sigue:

_ [y ° ar dU(&—&)\"
R3—/hw (&1) (é/#g [AOU(él—éz)Ao—Z(ﬁ) A w(éz)déz) 3
/ / d Uéélé 2) ¥(52)d&adSs.
&#8
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Antes de calcular la cota de R3, observe lo siguiente:

—2// (dU i )))TAOW(€2)d§2d€I
// v’ (&) (dU 2~ ))) Aoy (&2)dErdE,

/ / T(&)Ad (dU;Z ;3)) Y(&1)d&dS,,
como los limites de integracion son independientes, el orden de integracion puede cambiar
[ vt (G ) wieagas
— [ [ vt (D2 ) wenagae
— [ [t (G ) weazas,

Asi,
0 0 dU (& —ED)\T
—Z/h/h v’ (&) (m) Aoy (&2)dErdE,
I dU (& — &) r (dU(81 = &)
= [ [ (e 50) do+al (e >]‘”(52)d§2d5“
como dlé(@@) = — <%)T, entonces

Lo [|(GES) e (G s

Lo (g o (85 s

por lo tanto R3 se puede expresar como:

R3_/ (g/#é { GU (& —&)Ag— Ag%
dU(& — &) d*U(& - &)
+ d(&i—&) Ao— d(E —&)2 ] ‘I/(éz)dﬁz) dé,.
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se tiene que

0 0 _
R; S/_hHwT(él)H /_h H {ASU(gl_gZ)AO_AgddU((él—_;i)
&a#81
dU(&-&), dUE-&)
+ e - S el azaas

Observe el integrando de la integral interna

sup
é] S (7]1,0)
&e (—h,O)
&#8

— _ 2 .
UG oA G+ G = g

Considere el cambio de variable 6 = &; — &, entonces la expresion anterior se reescribe como

du(e) du(e d*U(e
sup |[ATU(8)Ag—AY u(o) | 4u( )Ao— u( )H
6c(—h,h)

00

= max sup
0c(—h.0)

sup
0<(0,h)

do do d6?

au() du(e) d*U(0)
AGU(8)Ag—Aj T8 T g A0 g

2

dU(0) duU(e d*U(e
AGU(6)Ao - Af d(e ) 4 dé g d6(2 )H}

Observe que

sup
0c(—h,0)

du(e) du(e d’U (6
AlU(6)Ag— Al d; ) + dé )Ao— d9(2 )H
du(6;) rdU(8;) d*U(6))
Alu(e))A Ag—A —
0U(01)40+ d(e)) 070 a(ey) d6?

= sup
0,<(0,h)

Tomando en cuenta la definicion de u,», entonces

Trrie pdUG-&) dU& &), UG -&)
AN e it B o (et y ey |
626(—/’1,0)

& #&
B du (o) du(6,) d*u(e)|
=, e (40U (8140 + e A0 Ao gy~ g2 ““2‘
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Asi

R [V @0l [ IvE)lagag

—u ([ rentas) ([ wenae)

<z ([[wllay 1) (Wl 1)

Se sigue que
Ry <ush® || w3,
Finalmente considere el término
Ro= [ (w(0) = Dw(0 )T Wi + (0.4 1) Ws] (w(6) ~ Dy (0.—1)) o,
<2 (Wi + sl (14 1D])* [ w134-
Como resultado, se obtiene la cota de tipo cuadrética (4.42), donde
0 = ug(1+[|D]))* +2(1 + || D|| Yy + ush® + b | Wy + hWa | (14 ||D] ).
]

El siguiente resultado establece el converso del Teorema de Lyapunov-Krasovskii para el sistema
(3.1).

Teorema 4.4
Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable. Entonces la funcional (4.37) satisface las

condiciones del Teorema 2.1.

Demostracion. El Teorema 2.1 puede ser reescrito para interpretar el sistema (3.1) sobre el espa-
cio PC, bajo la consideracién de la funcién inicial y € PC, tal que w(0) = y(60), 6 € [—h,0] y
v(6) =0,, 6 € [-2h,—h). Entonces la primera condicién del Teorema 2.1 se sigue de los Lemas
4.13 y 4.14. Ahora mostraremos la segunda condicién del Teorema 2.1. La funcional w(y) a lo

largo de las soluciones es

w(x (W) = (x(t, ) = Dx (t —h, y))" Wo (x(t, ¥) — Dx(t — b, )
+ (x(t —h,w) —Dx (t — 2k, w))" Wy (x(t — h, W) — Dx (t — 2h, y))

+/0h (x(t—i—@,l[/)—Dx(t+6—h,l[/))TW2 (x(r+0,y)—Dx(t+ 6 —h,y))d6.
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Como las matrices W; > 0 para j = 0,1,2 se sigue que

w(x(¥) = (x(1,y) = Dx (1 = h,y))" Wo (x(t, W) = Dx(t = b)),

Usando la desigualdad Rayleigh-Ritz se tiene que

2

w(x (V) 2 Amin (Wo) [[x (¢, w) — Dx(r — h, y)|

se sigue que

dvo (x: (W)

R = —w(u(y)) £ —Blx(t.y) = Dx(t—hy) |,

con f3 = Amin (Wo), y por tanto se satisface la segunda condicién del Teorema 2.1, esto concluye

la prueba. 0

Cabe mencionar que un resultado converso para la estabilidad exponencial global de sistemas no
lineales en la forma de Hale con funciones iniciales continuas ha sido probado en el Teorema 2.3
de [19]. El Teorema 4.4 se puede considerar como una version del Teorema 2.3 en [19] para el
sistema lineal (3.1) con funciones iniciales continuas a pedazos. Por otro lado, mientras que el
Teorema 2.3 en [19] es de tipo existencia, en lo que respecta a los sistemas no lineales generales,
el Teorema 4.4 es constructivo que proporciona una expresion explicita para las funcionales, en lo
que respecta a los sistemas lineales. Es importante sefialar que para lograr el resultado converso
en el Teorema 4.4, se requiere la interpretacion del sistema (3.1) como un sistema que evoluciona
en un intervalo de retardo doble, y esto no se puede ver directamente en el Teorema 2.3 de [19]

para el marco no lineal mas general.

4.8. Estimados exponenciales

Para obtener estimados exponenciales para las soluciones del sistema de tipo neutro (3.1) se ne-
cesitard de una cota superior para la funcional (4.37) diferente a la cota proporcionada en el Lema
4.14.
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Lema 4.15 Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable y v(y) es la funcional definida en

(4.37). Entonces, existen 6J- >0,j=1,2,3, tales que

W) < IO -DY-HIE+8 [ W)

0 2
+8 [ |w(&)-Dy(E - ds. yerC, (4.44)

Demostracion. Para esta prueba usaremos la misma notacién de ug, #; y up como en la prueba
del Lema 4.14.

Considere €l término

Ry = (y(0) — Dy (—h))" U(0) (y(0) — Dy(—h))
< up ||y (0) — Dy (—h)|*.

Ahora considere el segundo término

R =-2(w(0) - Dy(-n)" [ (v(-gpa0- S

g )w(é)di

< 2 w(0) ()| [ W@l dz.

0, equivalentemente

0
Ro<ur [ 2]1w(0) =Dy(=h)|[w(E)]|E.

tomando en cuenta que, para & € [—h,0]

2[y(0) = Dy (=m)[l [ w(&)Il < [lw(0) — Dy (—h)|I* + 1w (&),

observe que

Ro<un [ (19(0) - Dy(-h) P+ w(&) ) dg
0

<u (/_h lw(0) — Dy (—h)||*d& +/_0h ||l//(8§)||2d5)
(v -0 + [ Iw@Pac ).
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finalmente

Ro < (11w(0) - DY)+ [ (&) Pz ).

Para el tercer término de la funcional, se tiene

Rgz/ohw(él) (/Z {AgU(él—éz)Ao—Ag%
&#8
dU(E—&) .  d*U(E—-&)
* d(& —&) Ao = d(E —&)2 } V’(52)d§2> déy,

<uwh [ w@)ldt,

Finalmente

Ry = /_Oh (w(&) =Dy (E =) Wy + (E+)Wa] (w(E) — Dy (E —h))dé

0 2
< Wi+ mwal| [ W) ~Dw(E— )| d.

Recolectando todas las cotas estimadas, se tiene que

v(¥) < o | y(0) = Dy (=h)||” +uy (hHw(O) —Dw(—h)Her/_(;|!w(§)!l2d§>
0 0
i [ W&+ Wi+l [ [w(E) —Dw(E —h)|Pdg.
Asi
0
vw) < 8 y(0)=Dy(=n)+8 [ w(E)PdE
18 [ Iw(e) - pw(e —m)Pag. (4.45)

donde
01 = up + huy, & = uy +uzh, 83 = |Wy +hW;||,
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Lema 4.16 Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable. Existe o7 > 0 tal que la funcional

(4.37) satisface la desigualdad

(s (¥)) + 20103 (w)) <O, 120

Demostracion. Del Lema 4.15 se sigue que existen 6; > 0, &, > 0y d3 > 0 tales que

2 0 2
W) < SO DY)+ [ w(E)|Pd
0 2
+8 [ 1w(&) —~Dy(& - dE. (4.46)
Para 07 > 0 se sigue que
0
201v(x (w)) < 2016 Hx(t,w)—DX(t—h,vf)HZHGlSz/_h||x(t+G,W)Ilzde
0
+20'163/h||x(t+9,1//)—Dx(t+9—h,1//)||2d9.

Por otro lado, del Lema 4.12 se sigue

(s () = — (x(0,W) ~ (i — ) Wo (x(2, W)~ Dx (1~ )

— (x(t = h, w) = Dx (t —2h,w))" W1 (x(t — h, ) — Dx(t — 2, y))
—/(; (x(r+06,y) —Dx(t—l—O—h,l//))TWz (x(r+06,y)—Dx(t+6 —h,y))do.
Asi,
%v(xz (W) +2010(x:(w)) = = (x(t, ) = Dx (1 —h, )" Wo (x(t, y) — Dx(t — h, y))
— (x(t —h, W) — Dx (t — 2h, w))" W, (x(t — h, W) — Dx (t — 2h,y))

—/(; (x(t+0,y) —Dx(t+6 —h,w)) Wy (x(t+ 0,y) —Dx (t + 6 —h, y)) d
+2618; ||x(t.y) — Dx(t — h, )| +20152/_0h Ix(z+ 6. w)||* a6
+20, 683 /_(; |x(t +6,w) —Dx(t + 6 — h,y)||* d6.
Observe que
26181 |x(t, ¥) = Dx(t — b, w)||* = (x(t,y) = Dx(t — h, )" 26181 (x(t, w) — Dx(t — b, ),
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— (x(t — hyw) — Dx (t — 2, w) )" Wy (x(t — h, W) — Dx (t —2h,y)) <0

entonces,

vl (w) + 201003 ()

<~ (x(0.y) =D (= )" (Wo—201817) (x(0.) = Dx (¢ —h.y))
—/(;(x(H—B,l//) Dx(t+6—hw)) Wy (x(t+6,y) —Dx(t+ 6 —h,y))d6
B 0
208, [ x(c+0.y)|Pa0 +2018: [ |x(r+0.) - Dx(r-+ 0~ w) 6.

También observe que

/0( (t+6,9) —Dx(t+60 —hy)) Wa(x(t+6,y) —Dx(t+6 —h,y))do
K W, —W,rD X (l‘ +0, l[/)
_/ H+0.y) (t+9_h’W)><—DTW2 DTW2D><x(r+e—h,w))d9’

20152/ x(t + 6, w)|2 = 20 52/ (t+0,9)x(t + 6, y)d6O

o ) I 0 x(t+0,y)
_/h(x (t+6,v) xT(1+6—hy) )2"152<0 0) (x(r+9—h,1/f) )de’

0
26,8 / (e +6.) ~D(t+ 6~ h.y) a6

= 26153/0 x(t+6,9) —x(t+6 —h)]" [x(t +6,y) —x(t+ 6 —h)]d6

I -D x(t+0,vy)
_/ (t+6,y) AT (t+6—hy) )20153<_DT DTD) (x(t—i—@—h W) )de'

Entonces

%v(x; (¥)) +201v(x: (v))

< —(x(t, ) = Dx(t —h,p))" (Wo—201811) (x(t,y) = Dx (1 —h, )

0/ . r x(t+6,y)
—/_h<x (t+6,9) X (t+6—hy) >M(G)<x(t+9—h,1//) )de,
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donde

M(G)Z W —20 (52+63)I —(—W2—261531)D
—DT (Wy —20181) DT (Wo—206181)D

Claramente, existe o7 > 0 tal que
W()—26151[> OyW2—261 (52+53)[> 0,
y, por tanto,

(s () + 2005 () <0, 120,

Teorema 4.5

Sea el sistema (3.1) exponencialmente estable. Entonces, las soluciones del sistema (3.1)

satisfacen la siguiente desigualdad.

Ix(t. @)l < ve~ " ll@ll,, >0,

donde
u

o =min{o},0,} — €, and '}/zd(l—i—u—l——),

hee

con € >0 tal que o > 0. Aqui, u = , /g—f, con o, 0y > 0 calculados en los Lemas 4.13

y 4.14. La constante o7 es calculado del Lema 4.16 y la constante 0, = —%ln(p), donde

p €(0,1) yd > 1son tales que | D/|| <dp’,j > 0.

Demostracion. Del Lema 4.16 se tiene que

%v(x, (v))+20v(x (y)) <0, t>0.

Integrando esta desigualdad de 0 a ¢t tenemos que
v(x (W) <v(y)e 2, 1>0.
Del lema 4.13 existe a; > 0 tal que
o [[y(0) =Dy (=h)|> < v(w), v €PC,
y del Lema 4.14 existe o, > 0 tal que
v(y) < o|lyl3,, e PCa
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Utilizando las desigualdades anteriores en la desigualdad (4.47) se obtiene
2 _
o1 [y (0) ~ Dy (=h)|* < x|l W3¢, 1 >0.

Tomando en cuenta que para la funcién inicial ¥ se mantiene la igualdad ||y||,, = ||@||,, obtene-

mos la desigualdad
Ix(t, @) —Dx(t —h,@)|| < ull@]le ", >0,

donde u = g—f. Entonces, una aplicacion directa del Lema 6.16 en [12] da lugar al resultado. [

Para ilustrar los resultados obtenidos consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Considere el siguiente sistema de tipo neutro exponencialmente estable:

d
dt

0O O 0 1 0 O
donde D = ,Ag = A = .
-02 0 -1 0 -03 0

El sistema (4.48) es la forma correspondiente de Hale del sistema del ejemplo presentado en
[10].

De acuerdo con el procedimiento de cdlculo de las matrices de Lyapunov en la seccién 4.6, selec-

[x(t) —Dx(t —35)] = Apx(t) + A1x(r —5), (4.48)

288 0
cione Q = ( 0 3) . La solucién tnica de la ecuacidon discreta de Lyapunov (4.30) es W = 31.
Las componentes de la matriz de Lyapunov U(7), su primera y segunda derivada se representan
en las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 respectivamente. A partir de estos valores calculados se puede calcular
uj, j = 1,2,3 definidos en la prueba del Lema 4.14, para obtener uy = 26.8586, u; = 9.2188 y
up, = 3.15.
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30

Figura 4.1: Componentes de la matriz de Lyapunov U (1)

Figura 4.2: Componentes de U’ ()
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—Uym
U'Z;(T)
—U'1 ;(T)

17
-.-UZZ(T)

Figura 4.3: Componentes de U" (1)

Ahora, basado en el Lema 4.12, se seleccionan las matrices Wy = W) =1y W, = 0.2] que sa-
tisfacen la ecuacion W = Wy + W + hW, = 31. Luego, por calculos directos de los Lemas 4.13
y 4.14 se obtiene a; = 2.7735 y oy = 242.4517, respectivamente. Los valores 0; = 72.9529,
0, = 24.9687 y 83 = 2 se obtienen aplicando el Lema 4.15, mientras que del Lema 4.16 se ob-
tiene el valor 61 = 0.0037. Para la matriz Schur estable D la desigualdad || D/ || < dp/, j > 0, se
mantiene con d = 1 y p = 0.2019 entonces se obtiene o7 = 0.32. Del Teorema 4.5 se obtienen
los valores o = 0.003 y ¥ = 993.0837 eligiendo € = 0.0007. Por lo tanto, se obtiene el siguiente

estimado exponencial para la solucion del sistema (4.48)
| x(1,0) || < 993.0837 || @ ||s e %%, ¢ >0. (4.49)

que se satisface para cualquier funcién inicial ¢ € PC.

El estimado exponencial obtenido en [10] es el siguiente:
| x(1,0) ||< 1600 || @ ||5 e %%, > 0. (4.50)

Comparando los resultados (4.49) y (4.50) es claro que (4.49) es mejor que (4.50). Adicionalmen-
te, el resultado (4.49) se satisface para ¢ € PC, mientras que el resultado (4.50) obtenido en [10]
se satisface para ¢ € PC!.

Claramente el resultado exponencial proporcionado por el Teorema 4.5 depende de la eleccion de
las matrices las matrices Wy, Wi, y W,. Estas matrices pueden servir para mejorar la cota exponen-

cial. Para ilustrar lo anterior considere el mismo sistema del ejemplo 1, pero ahora con Wy = 1.061,
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W1 = 0.008] y W, = 0.3864 que satisfacen la ecuacion W = Wy + W + hW, = 31. Observe que
los valores del cdlculo de la matriz de Lyapunov U () se mantienen como el ejemplo 1. Para los
parametros restantes se obtienen los valores siguientes: por cdlculos directos de los Lemas 4.13
y 4.14 se obtiene o) = 0.2554 y oy = 242.0197, respectivamente. Del Lema 4.15, §; = 72.9529,
0, =24.9687 y &3 = 1.94, mientras que del Lema 4.16 se obtiene el valor 6; = 0.0072. Del Teo-
rema 4.5 se obtienen los valores 0 = 0.004 y Y = 739.5623 eligiendo € = 0.0032. De este modo
con los pardmetros considerados anteriormente, para la solucion del sistema (4.48), se obtiene el

estimado exponencial siguiente:
| x(r,0) || < 739.5623 || @ ||5 e %% ¢ >0.

que se satisface para cualquier funcién inicial ¢ € PC.

El problema de optimizacién de la cota exponencial mediante de la seleccion de las matrices

Wo, Wi, W, es un problema interesante a ser abordado en trabajos futuros.
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Capitulo
Conclusion y trabajo a futuro

En esta seccidn se presentan las principales conclusiones de este trabajo de investigacion.

1. La no equivalencia entre las formas de los sistemas neutros implicé mostrar un resultado
que establece formalmente bajo que condiciones existe equivalencia de las soluciones de

los sistemas de tipo neutro y los sistemas neutros en la forma de Hale.

2. Se presenta un procedimiento para la construccion de funcionales de Lyapunov-Krasovskii
para sistemas lineales con retardo de tipo neutro en la forma de Hale. Esta construccion es
hecha para funciones continuas a pedazos en contraparte con resultados existentes desarro-

llados para funciones continuamente diferenciables a pedazos.

3. Se muestra que la funcional depende de una funcién matricial llevando a una nueva defini-

cién de matrices de Lyapunov para sistemas de tipo neutro.
4. Se analizan las propiedades basicas de la matriz de Lyapunov.

5. Se muestra como la funcional puede ser aplicado para obtener estimados exponenciales de

las soluciones.

Trabajo a futuro

1. Obtener un resultado, de unicidad de la matriz de Lyapunov, similar al Teorema 6.4 en [12],
es decir, garantizar que si el sistema lineal con retardo de tipo neutro (3.1) es exponencial-
mente estable, entonces la matriz de Lyapunov definida por la integral impropia es dnica

solucion de la propiedad dindmica, satisfaciendo las propiedades de simetria y algebraica.
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2. Usar la funcional de Lyapunov-Krasovskii (4.37) para construir estimados de la regién de

atraccion para una clase de sistemas no lineales con retardo de tipo neutro.
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Capitulo

Publicaciones

= Canul-Pech, A., & Melchor-Aguilar, D. (2021). Lyapunov functionals for linear neutral

delay systems in the Hale’s form. International Journal of Control, (just-accepted), 1.

Congresos

Abraham Canul Pech, Daniel Melchor-Aguilar “Estimado de la regién de atraccion para un mo-
delo de infeccion viral con transmisién mitética y tasa de cura con retardo” Congreso Nacional
de Control Automatico 2018. Asociaciéon de México de Control Automatico San Luis Potosi,
Meéxico. Octubre 2018
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