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Dr. José Salomé Murguı́a Ibarra

Asesor de la tesis

———————————————————

Dr. Vicente Rodrı́guez González
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Resumen

El presente documento expone el desarrollo matemático a partir de una ecuación analı́tica

en el campo de la óptica con la cual es posible realizar el estudio del fenómeno de difracción

para los dos regimenes de difracción existentes, los cuales son la difracción de campo cer-

cano o regimen de Fresnel y la difracción de campo lejano o regimen de Fraunhofer. Dicho

tratado se ejecuta dentro de la aproximación paraxial mediante la teorı́a de la difracción es-

calar. A diferencia de lo que se estudia en la literatura habitual concerniente a este campo de

la fı́sica, el análisis que se presenta se realiza mediante la implementación de un parámetro

conocido como Número de Fresnel, el cual a parte de favorecer al estudio del fenómeno de

la difracción sin implicar el tipo de regimen en cuestión, también combina los parámetros

esenciales que se establecen en cualquier situación donde se presenta el fenómeno de difrac-

ción.

Como presentación preliminar, se expone el desarrollo de los acontecimientos históricos

que dieron lugar al descubrimiento del fenómeno de difracción, ası́ como se desarrollaron

los principios fı́sicos tanto teoricos como experimentales para el estudio y comprensión del

fenomeno de difracción. De tal forma que se desarrolla una deducción y simplificación ma-

temática a partir de ciertas consideraciones geométricas realizadas a partir de un diseño ex-

perimental básico para el estudio del fenómeno de difracción. Concluyendo con la obtención

de la conocida fórmula de Fresnel-Kirchhoff. Además se detallan los diferentes parámetros

concernientes al mismo estudio tanto teórico como experimental de la difracción.

Una parte importante en el estudio de la difracción bajo el tratamiento con el número

de Fresnel es el uso de la gemotrı́a de los dispositivos analizados, de seta manera se evi-

dencı́a la importancia de la geometrı́a en el uso de las rejillas de difracción para la creación

de los patrones de difracción, esto dentro del rango de la difracción en el regimen de Fraun-

hofer. Inicialmente utilizamos dos geometrı́as básicas para su comprobación, siendo una de

estas geometrı́as la rejilla rectangular, con sus diferentes estribaciones como lo son: la úni-

ca rendija, la doble rendija, la múltiple rendija, la rejilla cuadrada. Y la segunda geometrı́a



implementada es la rejilla circular, con sus estribaciones como la única rendija circular, la

doble rendija circular y la múltiples rendijas circulares, obteniendo un anáalisis similar al

obtenido en esta rama de la fı́sica, pero bajo un desarrollo novedoso.

Se muestra que el desarrollo y la simplificación de la ecuación de Fresnel-Kirchhoff en

la teorı́a de la difracción escalar bajo la aproximación paraxial, se puede generalizar imple-

mentando el Número de Fresnel como parámetro principal de la ecuación. Aunado a ello,

se obtiene como resultado las integrales de Fresnel en términos del mismo parámetro del

Número de Fresnel. Con todo ello es posible dar una nueva interpretación al fenómeno de

difracción, tanto para el regimen cercano como lejano, solo ocupando el parámetro mencio-

nado. Donde se generaliza el tratamiento para rejillas rectangulares, circulares (a través de

las funciones de Lommel descritas mediante este parámetro)y rejillas triangulares, siendo

estas ultimas muy poco estudiadas.

Como reflejo del estudio y tratamiento realizado se emplea la ecuación de Fresnel-

Kirchhoff parametrizada mediante el Número de Fresnel con el objetivo de detallar el es-

tudio completo del regimen de difracción en el regimen de campo cercano donde este tipo

de análisis se extiende a rejillas de tipo fractal, en especı́fico a estructuras de Cantor que nos

presentan aplicaciones muy interesantes en el área de la colorimetrı́a, particularmente en la

generacióon del color por medio de estructuras geométricas difractivas (Color estructural).

En este documento se presenta el analisis de la radiancia y la irradiancia de una rejilla de

Cantor de diferentes niveles, y con los resultados se calculan las coordenadas cromáticas con

la finalidad de conocer que sistema de color y/o colores se obtienen mediante la geometrı́a

del sistema.

De igual forma, la ecuación de Fresnel utlizada, no sólo se pude ocupar para hacer una

descripción de sistemas ópticos, sino también, para hacer descricpciones de movimiento, co-

munmente utilizadas en movimiento rotacional, donde en este documento describimos una

generalización de movimiento de objetos, bajo el tratamiento de la matématica usada en las

integrales de Fresnel, de tal manera, que las interpretación de las integrales de Fresnel me-

3



diante la espiral de Cornu, que se obtiene de las mismas nos dan un cambio en los momentos

de inercia de los objetos analizados en este tratamiento, además que se puede obtener un tra-

tamiento que se pude aplicar ótra rama de la fı́sica, especialmente de partı́culas denominada

supersimetrı́a, pero bajo un tratamiento de factorización.
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Abstract

This document exposes the mathematical development form an analytical equation in the

field of optics with which is possible to carry out the study of the diffraction phenomenon for

the two existing diffraction regimes, which are the near field diffraction or Fresnel regime

and the far field diffraction or Fraunhofer regime.

This treatise is executed within the paraxial approximation by means of the scalar dif-

fraction theory. Unlike what is studied in the usual literature concerning this field of physics,

the analysis presented is carried out by implementing a parameter known as Number of Fres-

nel, which apart from favoring the study of the diffraction phenomenon without implying the

type of regime in question, also combines the essential parameters that are established in any

situation where the phenomenon of diffraction occurs.

As a preliminar presentation, the development of the historical events that gave rise to

the discovery of the diffraction phenomenon is exposed, as well as the development of the

physical principles, both theoretical and experiments for the study and understanding of the

diffraction phenomenon. In such a way that a mathematical deduction and simplification

is developed from certain geometric considerations made from a basic experimental design

for the study of the diffraction phenomenon. Concluding with obtaining the well-known

Fresnel-Kirchhoff formula. In addition, the different parameters concerning the same study,

both theoretical and experimental, of diffraction are detailed.

An important part in the study of the diffraction under the treatment with the Fresnel

number is the use of the geometry of the analyzed devices, in this way the importance of

the geometry is evidenced in the use of diffraction gratings for the creation of diffraction

patterns, this within the range of diffraction in the Fraunhofer regime. Initially we used two

basic geometries for its verification, one of these geometries being the rectangular grid, with

its different foothills such as: the single slit, the double slit, the m ḿultiple slit and the square



grid. And the second implemented geometry is the circular grid, with its foothills as the sin-

gle circular slit, the double circular slit and the multiple circular slits, obtaining an analysis

similar to that obtained in this branch of Physics, but under a novel development.

It is shown that the development and simplification of the Fresnel-Kirchhoff equation in

scalar diffraction theory under the paraxial approximation can be generalized by implemen-

ting the Fresnel Number as the main parameter of the equation. In addition to this, the Fresnel

integrals are obtained as an argument in terms of the same parameter of the Fresnel Number.

With all this it is possible to give a new interpretation to the diffraction phenomenon, both

for the near and far regime optical diffraction, only using the mentioned parameter. Where

the treatment is generalized for rectangular, circular grids (through the Lommel functions

described by this parameter) and triangular grids, the latter being very little studied.

As a reflection of the study and treatment carried out, the Fresnel-Kirchhoff equation pa-

rameterized by the Fresnel Number is used with the aim of detailing the complete study of

the diffraction regime in the near field regime where this type of analysis extends to fractal-

type grids, specifically to Cantor structures that present us with very interesting applications

in the area of colorimetry, particularly in the generation of color by means of diffractive

geometric structures (structural color). In this document the analysis of the radiance and the

irradiance of a Cantor grid of different levels is presented, and with the results the chromatic

coordinates are calculated in order to know which color system and/or colors are obtained

by means of the geometry of the system.

In the same way, the Fresnel equation used, not only can be used to make a description

of optical systems, but also, to make descriptions of movement, commonly used in rotational

movement, where in this document we describe a generalization of movement of objects,

under the treatment of the mathematics used in the Fresnel integrals, in such a way that the

interpretation of the Fresnel integrals by means of the Cornu’s spiral, which is obtained from

them, gives us a change in the moments of inertia of the objects analyzed in this treatment, in

addition to obtaining a treatment that can be applied to another branch of physics, especially
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of particles called supersymmetry, but under a factorization treatment.
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Capı́tulo 1

Descripción de la Teorı́a de Difracción

Escalar

Si un objeto opaco se coloca entre una fuente de luz y una pantalla, en esta se observa que la

sombra que se proyecta del objeto esta lejos de ser nı́tida. Esta observación contradice el hecho

de que la luz viaja en linea recta, tal como lo predice la óptica geométrica. Un análisis más de-

tallado cerca de los bordes revela que existe una formación de franjas donde hay zonas de luz y

zonas de sombra que siguen la geométrica del objeto [2].

Este fenómeno le fué atribuido al carácter ondulatorio de la luz y fué observado por primera vez

en 1648 por el fı́sico y matemático italiano Francesco Marı́a Grimaldi (1618-1663), otorgandole

el nombre de difractio, que proviene del latı́n “dif-frangere (romperse en otras direcciones)” [3].

En 1665, Grimaldi publicó sus observaciones en Physico-Mathesis de lumine, coloribus, et iride,

alilsque annexis(que significa matemáticas fı́sicas sobre la luz, los colores y el arcoı́ris, y otros

anexos) [4].
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Figura 1.1: A la izquierda, rostro de Grimaldi en una estapilla de correo de la época. A la derecha, publicación

de Grimaldi en Physico-Mathesis de lumine, cloribus, et iride, alilsque annexis.

1.1. Principio de Huygens

Christian Huygens (1629-1695), fue un cientı́fico holandés entusiasta por la teorı́a ondu-

latoria de la luz que fue propuesta por primera vez por Robert Hooke (1635-1703) [5]. Para

explicar el fenómeno de difracción, Huygens propusó una construcción geométrica la cual

es conocida como el Principio de Huygens (HP) en la cuál se considera que:

Cada punto de un frente de onda actúa como una onda esférica secundaria que

se esparce en todas direcciones, y la envolvente de todas estas ondas secundarias

es un nuevo frente de onda. [6]

Esta consideración implica que todos los puntos del frente de onda se pueden entender

como fuentes puntuales que crean un frente de onda secundario. En otras palabras el frente

de onda original puede ser ignorado y el frente de onda secundario por si mismo puede ser

considerado como una nueva fuente de frentes de ondas para todos los frentes de onda sub-

secuentes. [5]

El enunciado de este principio de Huygens no tiene una expresión matemática. Y no

serı́a hasta el año 1818, que Augustin Jean Fresnel planteara una representación matemática

a este principio [7]. No obstante, fue a través de la formulación matemática de los campos

escalares realizada por Gustav Kirchhoff en 1882 y la formulación matemática de los cam-

pos vectoriales realizada por Stratton y Chu en 1939, donde la expresión matemática para

el principio de Huygens fue puesta en una base matemática sólida, donde Kirchhoff logró

2



mostrar que las amplitudes y fases atribuidos a las fuentes secundarias de Huygens-Fresnel

eran una consecuencia lógica de la naturaleza ondulatoria de la luz [5, 7].

Para verificar como el principio de Huygens explica el fenómeno de difracción, consi-

dere un medio homogéneo donde se propaga un frente de onda esférico que se aproxima a

un obstáculo desde la izquierda a un tiempo t, y este obstáculo contiene una abertura que es

menor a la longitud de onda de la misma onda. Después de pasar por la abertura en un tiempo

t+∆t el frente de onda habrá dado lugar a pequeños frentes de onda esféricos, la suma de las

ondas secundarias producen un nuevo frente de onda, en el instante t +∆t, que coincide con

la envolvente de todos los pequeños frentes de onda y por tanto, será una superficie esférica

concentrica con el frente de onda primario. [6–8]

Sin embargo, esta teorı́a tiene el defecto de no poder explicar por qué las ondas secunda-

rias se propagan en la dirección de la onda primaria y no hacia atrás [6,9]. Esta dificultad fue

resuelta por Fresnel al demostrar matemáticamente que las ondas en retroceso tienen energı́a

nula y, por tanto, ası́ se explica que las ondas primarias no se propaguen hacia atrás.

Figura 1.2: Construcción geométrica del principio de Huygens. A la izquierda: Representación de la difrac-

ción de una onda plana al pasar a través de una abertura. A la derecha: Representación de las ondas secundarias

cuya envolvente funciona como fuente generadora.
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1.2. Principio de Huygens-Fresnel

El fı́sico e ingeniero francés Augustin Fresnel (1788-1827), se dió cuenta de que podı́a

extender el postulado de Huygens considerando que las ondas secundarias interfieren mu-

tuamente entre sı́. Esta combinación entre la construcción de Huygens con el principio de

interferencia se le conoce como el Principio de Huygens-Fresnel [8].

Considere una fuente puntual P0, la cual genera una perturbación que consideraremos una

onda esférica monocromática de radio r0, con número de onda k = 2π

λ
, donde λ es la longitud

de onda. La perturbación de esta fuente puntual esta descrita por una variable compleja U0

que es una amplitud compleja de la onda, conocida como perturbación óptica [10]. Entonces

la perturbación de la onda primaria en un punto cualquiera Q del frente de onda es

U(r0) ∝
U0eikr0

r0
. (1.1)

Figura 1.3: Derivación geométrica de la integral de Huygens-Fresnel.
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Usando la teorı́a de Huygens y el principio de superposición de ondas, la perturbación

óptica en un punto de observación P, se obtiene de la suma de las contribuciones de cada

uno de los puntos de la onda esférica de radio r0. Ası́ Fresnel encontró que cada una de

las contribuciones individuales de las ondas secundarias de la onda esférica se tienen que

multiplicar por una constante − i
λ

, y por un factor de inclinación κ(θ), mejor conocido como

Factor de Oblicuidad que fue principalmente introducido por Kirchhoff. Esta consideración

implica que las ondas secundarias oscilan a un cuarto de ciclo fuera de fase con respecto a

la onda primaria. Ası́ mismo se considera que κ(θ) tiene un valor máximo cuando θ = 0, y

κ = 0 cuando θ = π/2, donde θ es el ángulo entre la normal del frente de onda de la onda

primaria y la normal del frente de onda de la onda secundaria. Ası́ la perturbación óptica en

un punto P [8, 10], debida a la contribución de las ondas secundarias está dada por

UP =− i
λ

U(r0)
∫

S

eikr

r
κ(θ)dS , (1.2)

donde S es la superficie de la esfera y r es la distancia entre Q y P. Después de varias con-

sideraciones realizadas por Fresnel, la deducción del factor de oblicuidad emerge de manera

automática en la formulación para la difracción de Fresnel-Kirchhoff, tal como se expondrá

en la sección subsecuente. Ası́ la expresión para κ(θ), queda dada por

κ(θ) =
1
2
(1+ cosθ) , (1.3)

en donde κ efectivamente tiene un máximo en θ= 0, como lo predice el principio de Huygens-

Fresnel. Sin embargo, κ no es igual a cero en π

2 , pero alcanza el cero cuando θ = π.

En las secciones subsecuentes se presenta como se obtiene la expresión matemática de la

ecuación (1.3), mediante la fórmula integral de Fresnel-Kirchhoff y el significado fı́sico del

factor de oblicuidad dentro del estudio del fenómeno de la difracción.
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1.3. Teorı́a de la difracción escalar

A partir de la ecuación de Helmholtz [9]

∇
2
ϕ(r)+ k2

ϕ(r) = 0 (1.4)

donde ϕ representa una perturbación óptica considerada como variable compleja dependien-

te de la posición r. Y como es bien sabido la ecuación de Helmholtz es una ecuación de

onda que nos permite caracterizar el movimiento de una perturbación óptica en un medio

homogeneo (para k constante).

Para resolver la ecuación (1.4), se utiliza el segundo teorema de Green [11], considerando

que u = u(r) y v = v(r) son dos funciones escalares dependientes de la posición r, entonces

∫ ∫
S
(v∇u−u∇v) ·dS =

∫ ∫ ∫
V

(
v∇

2u−u∇
2v
)

dV (1.5)

donde ∇u y ∇v representa el gradiente de la función u y v respectivamente, dS es la diferen-

cial de área y dV es una diferencial de volumen.

Recordando que u y v, son soluciones de la ecuación de Helmholtz [9], entonces satisfa-

cen la condición

∇
2u+ k2u = 0 ,

∇
2v+ k2v = 0 ,

entonces inmediatamente se sigue que:

∫ ∫
S
(v∇u−u∇v) ·dS = 0 . (1.6)

Si u = u(r), una perturbación óptica escalar no especı́fica [9], y si consideramos v =

v0
ei(kr+ωt)

r una función de onda esférica, donde r es el radio de la onda esférica, tal como se

muestra en la Figura 1.4. Entonces existe una singularidad en el punto P cuando r = 0, de tal
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modo que se delimita esta singularidad mediante una esfera de radio ρ menor a la de la esfera

r, esto es ρ < r. Con el fin de evitar esta singularidad, ası́ la ecuación (1.3), se reescribe como

∫ ∫ (eikr

r
∇u−u∇

eikr

r

)
dS−

∫ ∫ (eikr

r
∂u
∂r
−u

∂

∂r
eikr

r

)

r=ρ

ρ
2dΩ = 0 (1.7)

donde dΩ es el elemento de ángulo sólido de la esfera centrada en P y ρ2dΩ es el corres-

pondiente elemento de área.

Figura 1.4: Geometrı́a de la superficie de integración del teorema integral de Kirchhoff.

Notemos que de la ecuación (1.7), cuando ρ→ 0 y factorizando el término v0eıωt , en-

tonces la segunda integral se aproxima al valor de u en el punto P, al que se le nombra UP.

Obteniendo ası́

∫ ∫ (eıkr

r
∇u−u∇

eıkr

r

)
dS−4πUP = 0 (1.8)

es decir,

UP =− 1
4π

∫ ∫ (
u∇

eıkr

r
− eikr

r
∇u
)

dS . (1.9)

Esta ecuación se conoce como Teorema Integral de Kirchhoff [6] o Teorema de Helmholtz-

Kirchhoff a la difracción. Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), fué un fı́sico alemán que

contribuyo al entendimiento de los fundamentos en el estudio de la difracción en óptica re-

solviendo cautelosamente la ecuación de onda para proporcionar una base sólida al principio
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de Huygens [12], obteneniendo ası́ la ecuación (1.9) la cual es la base de cualquier calculo de

difracción escalar. A partir de esta ecuación es posible modelar el fenómeno de propagación

de la luz en una amplia gama de configuraciones, ya sea de manera analı́tica o usando méto-

dos numéricos. En resumen el origen de las teorı́as de difracción escalar parten del Teorema

de Green, en el cual se expresa una perturbación óptica U en algún punto de observación P

en términos de sus valores en la superficie del frente de onda [13].

1.4. Fórmula integral de Fresnel-Kirchhoff (FK)

Considerando~r′ el vector que va de la fuente S a un punto P1 de la abertura a,~r el vector

que va del punto P1 de la abertura a un punto de observación P y n̂ un vector unitario normal

a la abertura a [14]. Tal como se muestra en la Figura (1.5).

Figura 1.5: Geometrı́a para la formulación del teorema integral de Fresnel-Kirchhoff.

Sustituyendo una perturbación óptica esférica u = u0
ei(kr′−ωt)

r′ en el teorema integral de

Kirchhoff [2], la ecuación (1.9) cambia a

UP =−u0e−iωt

4π

∫ ∫ (eikr′

r′
∇

eikr

r
− eikr

r
∇

eikr′

r′

)
dS . (1.10)

Por definición de gradiente de una función, se tiene que

∇
eikr

r
=

∂

∂r
eikr

r
r̂

= cos(n̂,~r)
∂

∂r
eikr

r
, (1.11)
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y

∇
eikr′

r′
=

∂

∂r′
eikr′

r′
r̂′

= cos(n̂,~r′)
∂

∂r′
eikr′

r′
, (1.12)

donde r̂ y r̂′ son vectores unitarios, (n̂,~r), es el ángulo entre los vectores n̂ y~r, y (n̂,~r′) es el

ángulo entre los vectores n̂ y ~r′, ası́

∇
eikr

r
=

[
ikeikr

r
− eikr

r2

]
cos(n̂,~r) , (1.13)

∇
eikr′

r′
=

[
ikeikr′

r′
− eikr′

r2

]
cos(n̂,~r′) , (1.14)

estas dos últimas expresiones se sustituyen en la ecuación (1.10), donde se obtiene que la

perturbación óptica en el punto P, está dada por

UP =− ike−iωt

4π

∫ ∫
abertura

u0
eik(r+r′)

rr′
κ(θ)dS . (1.15)

Donde k = 2π

λ
es el número de onda, λ es la longitud de la onda, u0 es la perturbación ópti-

ca de la fuente, ω es la frecuencia de la onda. El factor κ(θ)= cos(n̂,~r)−cos(n̂,~r′) es el factor

de oblicuidad, que como se ha visto se ha obtenido de manera natural mediante esta formu-

lación FK. Recordemos que la superficie de integración se toma de la superficie de un frente

de onda esférico que pasa a través de una abertura, en este caso ~r′ es constante y entonces el

ángulo cos(n̂,~r′) =−1, entonces el factor de oblicuidad cambia a κ(θ) = cos(n,r)+1. [2,14]

La ecuación (1.15), es conocida como la Fórmula Integral de Fresnel-Kirchhoff (FK)

siendo esta ecuación el cimiento en el desarrollo de los resultados que se presentan en capı́tu-

los subsecuentes. Cabe recalcar que la teorı́a de la difracción escalar es lo suficientemente

rigurosa para explicar la mayorı́a de los fenómenos relacionados a ella, prescindiendo del

carácter vectorial de los campos electromagnéticos de la luz. La clave de que la teorı́a esca-

lar funcione se debe a que se considera que las dimensiones de las aberturas son de mayor
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magnitud que la longitud de onda de la luz, y bajo esta condición los efectos de polarización

del campo electromagnético se vuelven una información de la cual es posible excluir y, por

tanto, se puede prescindir del formalismo vectorial. [15]

1.5. Difracción de Fraunhofer y Fresnel

Imaginemos un obstáculo con una abertura a iluminada por una fuente de onda en el

punto P0, y un plano de observación P que es una pantalla paralela a a. Se proyecta sobre la

pantalla una imagen de la abertura, al que llamaremos patrón de difracción.

Figura 1.6: Geometrı́a para la formulación del teorema integral de Fresnel-Kirchhoff.

De manera cualitativa diremos que se observa una Difracción de Fraunhofer o de Cam-

po Lejano cuando las ondas incidentes y difractadas se consideran planas, es decir, tanto la

fuente P0 como el punto de observación P están lo suficientemente alejadas de la abertura

a [2,9]. De manera análoga se considera Difracción de Fresnel o Campo Cercano, cuando es

significativa la curvatura de las ondas incidentes y difractadas, esto es, el punto de observa-

ción P está lo suficientemente cerca de la abertura a [2, 9].

En la Figura (1.7), se muestra de manera cualitativa la diferencia entre las regiones de

difracción de campo cercano y de campo lejano mediante las representaciones graficas de
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la intensidad óptica para diferentes valores del Número de Fresnel, él cual es un parámetro

adimensional en los que se encuentran relacionados las variables experimentales z que es la

distancia entre la abertura o rendija y el plano de observación, λ que es la longitud de onda

de la fuente luminosa y a que representa el área de la abertura.

Figura 1.7: Patrón de difracción de una única rendija para la región de Fresnel y de Fraunhofer, con diferentes

valores del número de Fresnel.

Para identificar de manera cuantitativa entre las dos regiones de difracción, se hace uso

de los siguientes conceptos:

Curvatura del frente de onda:

Considere el esquema de la Figura (1.8)

Figura 1.8: Geometrı́a para obtener la curvatura del frente de onda para describir cuantitativamente los

regı́menes de difracción.
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Siendo S una fuente luminosa, d′ es la distancia de la fuente a la abertura perpendicu-

lar a la misma, h′ es la altura entre el eje perpendicular d′ y un punto cualquiera de la

abertura, P es el punto de observación, d es la distancia perpendicular entre la abertura

y el punto de observación, h es la altura entre el eje perpendicular d y un punto cual-

quiera de la abertura, y finalmente a es el tamaño de la abertura. A partir de la Figura

(1.8), se ve que la variación ∆ de la cantidad r+ r′ de un borde de la abertura al otro

esta dado por

∆ =
√

d′2 +(h′2 +a2)−
√

d′2 +h′2 +
√

d2 +(h2 +a2)−
√

d2 +h2 , (1.16)

usando la primera aproximación de la expansión binomial de la raı́z cuadrada

(
(1+ x)1/2 ≈ 1+

x
2

)
,

la ecuación (1.16) se cambia a la forma

d′
(

1+
(h′+a)2

2d′2

)
+d
(

1+
(h+a)2

2d2

)
−d′

(
1+

h′2

2d′2

)
−d
(

1+
h2

2d2

)
, (1.17)

desarrollando, simplificando y factorizando los términos de la ecuación (1.17) se ob-

tiene

a
(

h′

d′
+

h
d

)
+

a2

2

(
1
d′

+
1
d

)
+ . . . , (1.18)

donde el término cuadrático mide la curvatura del frente de onda, éste término debe

ser menor con respecto a la longitud de onda para que se considere difracción en el

régimen de Fraunhofer [2], es decir

1
2

(
1
d′

+
1
d

)
a2� λ , (1.19)

por el contrario si la desigualdad se invierte se dice que se considera la difracción en

el régimen de Fresnel [2], esto es
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1
2

(
1
d′

+
1
d

)
a2� λ . (1.20)

Si se tiene una longitud de onda cualquiera λ y si suponemos que d′ y d son lo su-

ficientemente grandes, es decir d′ → ∞ y d → ∞, esto implica que 1
d′ → 0 y 1

d → 0,

entonces no importa el tamaño de la abertura a, la cantidad
( 1

d′ +
1
d

)
a2 → 0, y esto

será siempre mucho menor que la longitud de onda λ por muy pequeña que ésta sea,

satisfaciendose ası́ la difracción de campo lejano o de Fraunhofer.

Por el contrario si suponemos que d′ y d son lo suficientemente pequeñas, esto es

d′→ 0 y d → 0 , entonces 1
d′ → ∞ y 1

d → ∞, de igual manera no importa el tamaño

de la rendija la cantidad
( 1

d′ +
1
d

)
a2 → ∞ y esto será mucho mayor que la longitud

de onda λ por muy grande que ésta sea, satisfaciendose ası́ la difracción de campo

cercano o de Fresnel.

Número de Fresnel:

El número de Fresnel NF , es un número adimensional, que depende del diámetro de

la abertura o rendija por la que atraviesa, el radio de curvatura de la fase del frente de

onda, y de la distancia entre la abertura o rendija y el punto de observación [16]. Si

un haz es perfectamente colimado, tendrá un número de Fresnel dado por la expresión

[16]

NF =
2
λ

[√
d2 +a2−d

]
=

2d
λ

[√
1+

a2

d2 −1

]
(1.21)

usando la primera aproximación de la expansión binomial de la raı́z cuadrada, el núme-

ro de Fresnel se simplifica por

NF =
a2

λd
(1.22)
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donde a es el tamaño radial de la abertura por la que atraviesa el haz, d es la distancia

de la abertura al punto de observación y λ es la longitud de onda incidente. Notese que

el número de Fresnel es inversamente proporcional a la distancia d, esto es, cuando d

es grande, es decir el punto de observación está lo suficientemente alejado de la aber-

tura, el número de Fresnel NF será pequeño, y viceversa, cuando d es pequeña, es decir

cuando la distancia entre la abertura y el punto de observación esten cerca, el número

de Fresnel NF será grande.

Por ejemplo, si se tiene una abertura de 1 mm y se hace incidir un haz de He-Ne de

longitud de onda de 632,8 nm, y si d = 0,01 m entonces NF = 158, esto quiere decir

que nos encontramos en un régimen de difracción de campo cercano. Ahora si d = 1 m

entonces NF = 1,58, lo que nos indica que entramos en una fase entre el régimen de

difracción de campo cercano y campo lejano. Y si d = 10 m entonces NF = 0,158,

implica que estamos totalmente en un régimen de difracción de campo lejano.

En esencia si el número de Fresnel es mucho menor que 1 ( NF � 1) se considera que

el régimen de difracción es de campo lejano, pero si el número de Fresnel es mayor o

cerca de 1 (NF & 1) se considera que régimen de difracción es de campo cercano [16].

Esto es

NF




� 1 , entonces se considera campo lejano o régimen de Fraunhofer

& 1 , entonces se considera campo cercano o régimen de Fresnel

Como dato curioso cabe mencionar que es posible encontrar el número de Fresnel a partir

de la ecuación de curvatura del frente de onda, realizando las siguientes consideraciones:

Si d = d′ entonces para el régimen de difracción de campo lejano se tiene que a2

λd � 1,

es decir NF � 1. De manera análoga para el régimen de difracción de campo cercano
a2

λd � 1, esto es NF � 1. Cumpliendose la condición de número de Fresnel descrita

anteriormente.
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Ahora si se considera que d′→ ∞, se tiene que a2

λd � 2 y a2

λd � 2 para el caso de di-

fracción de campo lejano y campo cercano respectivamente. Ahora si renombramos

NF = a2

2λd , obtenemos que se cumple la condición del número de Fresnel descrita an-

teriormente.

Ahora si d 6= d′, para difracción de campo lejano tendriamos que

NFq =
aa

λd′
� 2

1+ d′
d

=
2

1+q

Analogamente, para difracción de campo cercano

NFq =
aa

λd′
� 2

1+ d′
d

=
2

1+q

definiendo q = 1+ d′
d , como un parámetro que depende de la distancia que existe entre

la fuente y la abertura (d′) y la abertura y el punto de observación (P).

1.6. Simplificación de la integral FK para el régimen de di-

fracción paraxial.

Hemos visto que en la teorı́a de difracción escalar existen dos régimenes paraxiales, el

campo cercano y el campo lejano, donde las teorı́as de Fresnel y Fraunhofer son válidas

respectivamente [2, 17–19]. Como ya se ha visto la formulación matemática de ambos regi-

menes se hace a través de la ecuación de Helmholtz, cuya solución se puede expresar en la

forma de la integral de Fresnel-Kirchhoff (FK),

UP(x,y,z) =−
ike−iωt

4π
κ(θ)

∫∫
abertura

U0(x′,y′,0)
eik(r+r′)

rr′
dS , (1.23)

donde UP(x,y,z) es la perturbación óptica en el punto de observación P, k = 2π

λ
es el número

de onda, λ es la longitud de onda, ω es la frecuencia de la onda, t es el tiempo, κ(θ) es el

factor de oblicuidad, U0(x′y′,0) es la perturbación óptica inicial debido a la fuente, r′ es la
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distancia que existe de la fuente a la abertura y r es la distancia que hay de la abertura al

punto de observación.

Es posible simplificar la ecuación (1.23), haciendo las siguientes consideraciones para el

régimen paraxial:

1. Por simplicidad se considera una iluminación uniforme para las aberturas, lo que im-

plica que U0(x′,y′,0) = 1.

2. Por otro lado, veamos que r′ =
√

ρ′2 +h′2, donde ρ′ =
√

x′2 + y′2, entonces

r′ =
√

x′2 + y′2 +h′2 ,

= h′
√

1+
x′2 + y′2

h′2
,

notemos que h′ � x′2 + y′2, con lo que x′2+y′2

h′2 → 0, lo que implica que r′ ≈ h′. Esto

quiere decir, que el factor eikr′

r′ ≈ eikh′

h′ es practicamente un valor constante y por ende

puede salir fuera de la integral.

3. Por último, utilizando la primera aproximación en la expansión binomial de la raı́z

cuadrada en el factor r [17].

r =
√

z2 +(x− x′)2 +(y− y′)2 ,

=

√
z2
(

1+
(x− x′)2 +(y− y′)2

z2

)
,

≈ z
(

1+
(x− x′)2 +(y− y′)2

2z2

)
,

entonces el factor eikr

r se puede reescribir

eikr

r
≈ e

ik
[

z
(

1+ (x−x′)2+(y−y′)2
2z2

)]

z
(

1+ (x−x′)2+(y−y′)2

2z

) ,

≈ e
ik
[

z+ (x−x′)2+(y−y′)2
2z2

]

[
z+ (x−x′)2+(y−y′)2

2z

] ,
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como se considera una aproximación paraxial se tiene z3 ≈ 4
πλ
[(x− x′)2 +(y− y′)2]

[18], lo que implica que la variación del factor eikr

r sobre la abertura proviene princi-

palmente de la parte exponencial eikr, con lo que el factor 1
r puede llevarse fuera de la

integral.

Aplicando las consideraciones anteriores a la ecuación (1.23), la ecuación integral de

Fresnel-Kirchhoff para cualquier geometrı́a en la abertura queda expresada como

UP(x,y,z) =−i
CU

2λ

∫∫
abertura

eikrdS , (1.24)

usando k = 2π

λ
, y CU = U0e−iωteikr′

rr′ κ(θ), un término constante.

Aquı́ cabe señalar que en la aproximación binomial del término r ≈ z+ x2+y2

2z −
xx′+yy′

z +

x′2+y′2
2z , la región de difracción que incluye los tres primeros términos z+ x2+y2

2z −
xx′+yy′

z , co-

rresponde a la región de difracción de campo lejano o de Fraunhofer. Mientras que la región

que incluye los primeros 4 términos z+ x2+y2

2z −
xx′+yy′

z + x′2+y′2
2z , corresponde a la región de

difracción de campo cercano o difracción de Fresnel. [17]
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Capı́tulo 2

Patrones de difracción en el régimen de

Fraunhofer

En este capı́tulo se calcula la perturbación óptica para algunas aberturas con geometrı́as básicas

como lo son la única rendija, la abertura rectangular y su caso partı́cular la abertura cuadrada,

la doble rendija y finalmente para el caso de las múltiples rendijas, usando el formalismo de la

teorı́a de la difracción escalar.

Resulta evidente que el patrón de difracción será diferente dependiendo de la distancia a la que

se encuentre la pantalla de observación de la abertura, en este sentido la difracción de Fraunhofer

es la que se observa a una cierta distancia en la que la onda se puede considerar plana en algún

punto de observación con respecto a la abertura difractante.

Joseph Von Fraunhofer (1787-1826) fue un astrónomo, óptico y fı́sico alemán reconocido por

sus estudios en espectroscopı́a, realizando avances en el estudio de la difracción de la luz. Al ser

hijo de un vidriero trabajó e inventó diversos instrumentos de medición óptica, de entre ellos las

redes de difracción, con el fin de detectar las lineas oscuras del espectro solar.
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2.1. Única Rendija

Un arreglo experimental usual para observar la difracción de Fraunhofer consiste en que

una fuente de luz monocromática S que ilumina una abertura a. Se coloca un lente colimador

entre la fuente y la abertura, y a su vez una lente convergente entre la abertura y la pantalla

de observación, tal como se muestra en la Figura (2.1). Este arreglo de lentes eliminará de

forma efectiva que los frentes de onda sean divergentes

Figura 2.1: Diseño experimental para observar la difracción de Fraunhofer.

Considere una rendija de largo b y ancho L, con la condición L� b, tal como se muestra

en la Figura (2.2). Donde el elemento de área dS = Ldy′, y además r = r0+y′ sinθ, donde r0

es el valor de r cuando y′ = 0, y θ es el ángulo de la diferencia de camino óptico entre r0 y r,

tal como se muestra en la Figura (2.2). Ası́ la ecuación (1.24) [2] cambia:

UP =−i
LC
2λ

eikr0

∫ +b/2

−b/2
eiky′ sinθdy′ , (2.1)

Resolviendo la integral por medio de cambio de variable u = iky′ sinθ, y rearreglando los

términos se obtiene

UP = −i
LC
2λ

eikr0

(
1

ik sinθ

)(
eiky′ sinθ |b/2

−b/2

)
,

= −i
LC
2λ

eikr0

(
1

ik sinθ

)(
ei 1

2 kbsinθ− e−i 1
2 kbsinθ

)
. (2.2)
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Figura 2.2: Geometrı́a de una rendija única a la izquierda. Acercamiento para observar la diferencia de

camino óptico en una única rendija a la derecha.

Usando la identidad de Euler ei 1
2 kbsinθ = cos

(1
2kbsinθ

)
+ isin

(1
2kbsinθ

)
, entonces la

ecuación (2.2) se simplifica como

UP(θ) = −i
LbCU

2λ
sinc

(
πb
λ

sinθ

)
, (2.3)

redefiniendo CU = Ceikr0 y recordando que k = 2π

λ
es el número de onda y θ es el ángulo

de difracción. De aquı́ se sigue que la intensidad óptica en el plano de observación dada por

IP(θ) = |UP(θ)|2 se expresa como:

IP(θ) =

(
LbCU

2λ

)2

sinc2
(

πb
λ

sinθ

)
. (2.4)

Notemos que si θ = 0 entonces IP(θ = 0) = I0 =
(

LbCU
2λ

)2
. Para normalizar la gráfica de

la intensidad óptica entonces se debe cumplir que
(

LbCU
2λ

)2
= 1, esto es que CU = 2λ

bL . Debido

a que la función seno es perı́odica, encontramos los valores mı́nimos de la intensidad óptica

suceden cuando sinθ = nλ

b con n = 0,1,2, . . ., mientras que los valores máximos los encon-

tramos cuando sinθ = (2n+1)λ
b con n = 0,1,2, . . . Estos máximos y mı́nimos se muestran en

la Figura (2.3).
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Figura 2.3: Gráfico de la intensidad óptica de una sola rendija en la región de difracción de Fraunhofer.

2.2. Abertura Rectangular y Cuadrada

Figura 2.4: Geometrı́a para la difracción de campo lejano de una abertura rectangular

Consideremos nuestro diseño geométrico una abertura rectangular de base a y altura b.

Procederemos a realizar el modelo matemático analogamente que para el caso de la única

rendija, donde consideramos el cambio de variable r = r0 + x′ sinφ y s = s0 + y′ sinθ y dS =

dx′dy′ el elemento de área [20], entonces la ecuación (1.24) cambia a

UP(φ,θ) = −i
kC
4π

eikr0eiks0

∫ +a/2

−a/2
eikx′ sinθdx′

∫ +b/2

−b/2
eiky′ sinθdy′ ,

= −i
kC
4π

eikr0eiks0

(
1

ik sinφ

)(
1

ik sinθ

)(
eikx′ sinφ |a/2

−a/2

)(
eiky′ sinθ |b/2

−b/2

)
.

= −i
abCU

λ
sinc

(
πa
λ

sinφ

)
sinc

(
πb
λ

sinθ

)
, (2.5)

donde CU = Ceikr0eiks0 es un término constante. Hay que señalar que los ángulos φ y θ que
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definen la dirección del haz difractado para el eje x′ e y′ respectivamente. Definiendo la

intensidad óptica para una abertura rectangular en el régimen de Fraunhofer como

IP(φ,θ) =

(
abCU

λ

)2

sinc2
(

πa
λ

sinφ

)
sinc2

(
πb
λ

sinθ

)
. (2.6)

Notemos que el valor máximo de IP = I0 es cuando φ = θ = 0, esto es I0(φ = 0,θ =

0) =
(

abCU
λ

)2
. Si se normaliza la ecuación (2.6), entonces se debe cumplir la condición que

CU = λ

ab . Los valores mı́nimos para la intensidad óptica se obtienen cuando IP(φ,θ) = 0, esto

es, sin
(

πa
λ

sinφ
)
= 0 lo que implica que sinφ = nλ

a en el eje “x” y sin
(

πb
λ

sinθ
)
= 0, lo que

implica sinθ = mλ

b , en el eje “y”, con n = 0,1,2, . . . y m = 0,1,2, . . ., respectivamente. Mien-

tras que los valores máximos para la intensidad óptica se obtienen cuando sinφ = (2n+1)λ
2a y

sinθ = (2m+1)λ
2b , para el eje “x” e “y” respectivamente.

Por simplesa se presentan los valores mı́nimos y máximos de la intensidad óptica de la

abertura rectangular en la gráfica de contorno de la Figura (2.4)(c). Mientras que en la Figu-

ra (2.5)(a) y (b), solamente se muestra la intensidad óptica de la abertura rectangular y una

ampliación a las oscilaciones secundarias de dicha gráfica. Que como se observa el máximo

del pico principal se ha normalizado a 1 pero el máximo del segundo pico se encuentra a

0,015 u.a.

Si consideramos a = b, por ende se tiene que φ = θ, entonces la intensidad óptica para

una abertura cuadrada cambia a

IP(φ) =

(
2a2CU

λ

)2

sinc4
(

πa
λ

sinφ

)
, (2.7)

La intensidad obtenida por la ecuación (2.7) muestra el perfil de irradiancia que describe

los valores mı́nimos y máximos de una abertura única cuadrada representada en la Figura

(2.5)donde la intensidad óptica esta elevada a la cuarta potencia generando un máximo cen-

tral (2.5(a)) que es mucho mayor que las perturbaciones secundarias (2.5(b)) las cuales son

simétricas en los extremos, a diferencia de la abertura rectangular indicada por la ecuación
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(2.6) donde la intensidad óptica esta elevada al cuadrado para cada lado de la abertura, re-

presentada en la Figura (2.6), donde se observa el perfil de irradiancia similar al de la rejilla

cuadrada con un máximo central y pequeñas perturbaciones laterales(2.6(a)), la diferencia es

que estas pertubaciones laterales muestran un ensanchamiento del tamaño lateral de la rejilla

para cada lado (2.6(c)), siendo simétricas en los extremos.

(a) Intensidad óptica de una abertura cuadrada (b) Ampliación de las perturbaciones secundarias

en una abertura cuadrada

Figura 2.5: Representación de la intensidad óptica para una abertura cuadrada.
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(a) Intensidad óptica de una abertura rec-

tangular

(b) Ampliación de las perturbaciones se-

cundarias en la intensidad óptica para una

abertura rectangular

(c) Gráfica de contorno de una abertura rectangular

Figura 2.6: Representación de la intensidad óptica para una abertura rectangular.
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2.3. Doble Rendija

Figura 2.7: Geometrı́a para la difracción de campo lejano de una doble rendija

Considere una abertura de difracción que consista en dos rendijas paralelas, cada una de

ancho b y a una distancia de separación h. Abordando el tratamiento matemático de manera

análoga como en el caso de la única rendija, partiremos del hecho de que r = r0 + y′ sinθ,

la diferencia de camino óptico y dS = Ldy′, el elemento de área. Usando la fórmula integral

FK para la difracción de Fraunhofer (1.24) [2], y resolviendo las integrales por medio de un

cambio de variable y utilizando la identidad de Euler se tiene

UP = −i
kC
4π

∫
abertura

eik(r0+y′ sinθ)Ldy′ ,

= −i
kLC
4π

eikro

[∫ b

0
eiky′ sinθdy′

∫ h+b

h
eiky′ sinθdy′

]
,

= −i
kLC
4π

eikr0

(
1

ik sinθ

)(
eikbsinθ−1

)(
eikhsinθ +1

)
, (2.8)

Sustituyendo eikbsinθ = eik b
2 sinθeik b

2 sinθ y eikhsinθ = eik h
2 sinθeik h

2 sinθ en la ecuación (2.8),

usando las definiciones de sinx = eix−e−ix

2i y cosx = eix+e−ix

2 , y considerando CU = Ceikr0 ,

como parámetro constante. Entonces la ecuación (2.8) se simplifica de la siguiente manera
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UP(θ) = −i
kLC
4π

eikr0

(
1

iky′ sinθ

)[
eik b

2 sinθ

e−ik b
2 sinθ

−1

][
1+

eik h
2 sinθ

e−ik h
2 sinθ

]
,

= −i
kLC
4π

eikr0

(
1

iky′ sinθ

)[
eik b

2 sinθ− e−ik b
2 sinθ

e−ik b
2 sinθ

][
eik h

2 sinθ + e−ik h
2 sinθ

e−ik h
2 sinθ

]
,

= −i
bLCU

λ
ei πb

λ
sinθ ei πh

2 sinθ sinc
(

πb
λ

sinθ

)
cos
(

πh
λ

sinθ

)
, (2.9)

Si calculamos la intensidad óptica IP(θ) = |UP(θ)|2, para una doble abertura se obtiene

IP(θ) =

(
bLCU

λ

)2

sinc2
(

πb
λ

sinθ

)
cos2

(
πh
λ

sinθ

)
, (2.10)

Aquı́ el valor máximo IP = I0 se obtiene cuando θ = 0, esto es, I0 =
(

bLCU
λ

)2
, si se nor-

maliza la expresión debe cumplir la condición de que bLCU
λ

= 1, por lo que, CU = λ

bL . Los

valores mı́nimos para la intensidad óptica por parte de la envolvente que se encuentra en

función del sinc2 (πb
λ

sinθ
)

se obtienen cuando IP(θ) = 0, esto es, cuando sin(θ) = nλ

b con

n = 0,1,2, . . .. Ası́ mismo los valores máximos para la envolvente del sinc2 suceden cuando

sin(θ) = (2n+1)λ
2b .

Por otro lado, los valores mı́nimos por parte de la expresión cos2 (πh
λ

sinθ
)

en la inten-

sidad óptica se obtienen con la condición sin(θ) = (2m+1)λ
h con m = 0,1,2, . . . Mientras que

los valores máximos se encuentran con la condición sin(θ) = mλ

h .

En la Figura (2.8)(a),(b) y (c), se muestran como varı́a las oscilaciones debido a la función

cos2 dentro de la función sinc2, para diferentes valores de b y h que corresponden al tamaño

de la rendija y a la distancia de separación respectivamente. Notemos que mientras mayor

sea el valor de h, mayor será el número de oscilaciones dentro de la envolvente.
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(a) b = 0,5 y h = 0,5

(b) b = 0,5 y h = 1

(c) b = 0,5 y h = 1,5

Figura 2.8: Intensidades ópticas para una doble abertura en el régimen de campo lejano, con diferentes

valores de b y h.
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2.4. Múltiples Rendijas

Figura 2.9: Geometrı́a para la difracción de campo lejano de multiples rendijas

El estudio anterior se puede extender a un número de rendijas N, que sean idénticas y

paralelas entre sı́. Considere b el ancho de las rendijas a una separación h. Procederemos de

manera similar que en el caso de la doble abertura, entonces el cálculo de la perturbación

óptica a partir de la integral FK se reescribe como
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UP(θ) = −i
kLC
4π

eikr0
1

ik sinθ

[∫ b

0
eikysinθ +

∫ h+b

h
eikysinθ

+
∫ 2h+b

2h
eikysinθ + . . .+

∫ (N−1)h+b

(N−1)h
eikysinθ

]
,

= −i
kLC
4π

eikr0
1

ik sinθ

[
eikbsinθ−1

][
1+ eikhsinθ + eik2hsinθ + . . .+ eik(N−1)hsinθ

]
,

= −i
kLC
4π

eikr0
1

ik sinθ

[
eikbsinθ−1

][1− eikNhsinθ

1− eikhsinθ

]
,

= −i
kLC
4π

eikr0
1

ik sinθ

[
eik b

2 sinθ

e−ik b
2 sinθ

−1

]



1− eikN h
2 sinθ

e−ikN h
2 sinθ

1− eik h
2 sinθ

e−ik h
2 sinθ


 ,

= −i
kLC
4π

eikr0ei 1
2 kbsinθei(N−1)h sin

(1
2kbsinθ

)

1
2kbsinθ

sin(N 1
2khsinθ)

sin
(1

2khsinθ
) ,

= −i
kLCU

4π
ei 1

2 kbsinθei(N−1)h sinc
(

1
2

kbsinθ

)
sin
(
N 1

2khsinθ
)

sin
(1

2khsinθ
) ,

= −i
kLCU

4π
ei 1

2 kbsinθei(N−1)h sinc
(

1
2

kbsinθ

)
sin
(
N 1

2khsinθ
)

1
2khsinθ

donde CU =Ceikr0 es un término constante. De aquı́ es posible calcular la intensidad óptica

para una rejilla de múltiples rendijas, expresada como

IP(θ) =

(
kLCU

4π

)2

sinc2
(

1
2

kbsinθ

)
sin2 (N 1

2khsinθ
)

sin2 (1
2khsinθ

) . (2.11)

La ecuación (2.11) se puede observar representada en perfiles de intensidad óptica en la

Figura (2.10), donde se muestran valores de los máximos y mı́nimos para múltiples aberturas

(colores azules internos en los gráficas), comparados con la única abertura (color amarillo),

donde se puede observar que conforme se incrementa el número de la rejilla, el ancho de los

perfı́les máximos se va disminuyendo.
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(a) N = 3 (b) N = 4

(c) N = 5 (d) N = 6

Figura 2.10: Intensidades ópticas con múltiples aberturas para N = 3, N = 4, N = 5, y N = 6. Con el tamaño

de las rendijas de b = 0,5 y distancia de separación h = 1,0.

2.5. Abertura Circular

Recordemos del capı́tulo anterior que la expresión para una perturbación óptica en un

punto cualquiera P en la pantalla de observación que surge de una abertura arbitraria en el

caso de campo lejano es:

UP(x,y,z) =−
i

2λ

U0e−iωteikr

rr′
κ(θ)

∫∫
abertura

e
ik
[

z+ x2+y2
2z −

xx′+yy′
z

]

.

UP(x,y,z) =−
i

2λ

U0e−iωteikr

rr′
κ(θ)eikze

ik
2z (x

2+y2)
∫∫

abertura
e−

ik
z (xx′+yy′)dS ,

En el caso de una abertura circular, la geometrı́a sugiere el siguiente cambio de coorde-

nadas tanto en el plano de la abertura como en el plano de observación:
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Figura 2.11: Geometrı́a para la difracción de campo lejano de una abertura circular.

x′ = ρcosφ x = qcosφ ,

y′ = ρsinΦ y = qsinΦ

Ası́ la ecuación a resolver para una abertura circular es:

UP(ρ,φ) =−
iCU

2λ

∫ a

0

∫ 2π

0
e−

i2πqρ

λz cos(φ−Φ)
ρdρdφ . (2.12)

De aquı́ se obtiene que
∫ 2π

0 e−
i2πqρ

λz cos(φ−Φ)dφ = 2πJ0

(
2πqρ

zλ

)
; con qρ

zλ
∈R. Donde J0 es la

función de Bessel de orden cero.

Ası́ la ecuación para la perturbación óptica para una abertura circular es:

UP(z,q) =−
iazCU

2q
J1

(
2aπq

zλ

)
. (2.13)

Por ende, resordemos que la intensidad óptica esta dada como IP(z,q) = |UP(z,q)|2, en-

tonces
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IP(z,q) =−
(

iazCU

2q

)2(
J1

(
2aπq

zλ

))2

. (2.14)

2.6. Fila de Múltiples Aberturas Circulares

Figura 2.12: Geometrı́a para la difracción de una fila de aberturas circulares.

Para este análisis emplearemos un método diferente para describir una perturbación ópti-

ca de una fila de múltiples aberturas circulares. Se utilizará la función delta y una convolu-

ción.

Consideraremos el caso de una linea o fila de aerturas circulares igualmente espaciadas,

entonces la función de transmisión se escribe como:

f (x,y) = ∑
n

δ(x−na,y)∗x,y O(x,y) ,

donde δ(x−na,y) representa la función delta en x = na, y = 0; y O(x,y) es la función de

transmisión para una abertura circular, definida como:
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NF =





1 , si
√

x2 + y2 < a/2

0 , cualquier otro caso

La transformada de Fourier de este conjunto de funciones delta con respecto a x es:

∑
h

δ(u−h/a) ,

y la transformada de Fourier con respecto a y es la unidad. Por ello, la trasnformada de

Fourier en x e y, es un conjunto de lineas rectas paralelas al eje u y v, e igualmente espaciadas

en intervalos de a−1 en la dirección u. Esta distribución podrá ser modulada al multiplicarse

por la transformada de Fourier O(x,y), siendo esta:

(
A

2U

)
J1(πAU) ,

donde A es el diámetro de las aberturas y U = (
√

u2 + v2).

Esto nos proporciona un conjunto de lineas que varı́an con la intensidad como sugiere el

patrón de difracción correspondiente, donde el ancho de la linea o fila ha sido utilizado como

la intensidad relativa.

Este tipo de análisis tiene aplicación en radioastronomı́a, en donde es usado para detectar

ondas de radio estrellas distantes, el dispositivo consiste en un interferómetro de radio en el

cual las lineas de interferencia se encuentran igualmente espaciadas en una antena parabóli-

ca y cada una de estas lineas suma una amplitud incidente sobre la abertura circular de la

antena. De aquı́ podemos ver mediante el teorema de recı́procidad que la amplitud resultante

obtenida sumando las amplitudes de todas las antenas coherentemente son exctamente las

mismas como la amplitud que se observarı́a de las estrellas remotas distantes, si las aberturas

de las antenas se iluminan a partir de una onda incidente. Ası́ como la onda de radio de las

estrellas se mueve a tráves del cielo, la amplitud medida por el interferómetro corresponde a

una linea recta a tráves del patrón de difracción resultante.
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Capı́tulo 3

Estudio de aberturas difractivas

mediante el número de Fresnel

El número de Fresnel se usa explicitamente en las variables independientes (las coordenadas)

de la perturbación óptica (amplitud de la luz difractada) en su expresión matemática en forma

de la integral de Fresnel-Kirchhoff y en la intensidad de la misma para definir y visualizar los

patrones de difracción tanto en el régimen de campo cercano en los casos de las geometrı́as

estandar rectangulares, circulares y triángulares de aberturas difractivas.

En el formalismo matemático de la difracción escalar (óptica y también acústica) en

aberturas para la cual un esquema tı́pico de experimento se presenta en la Fig. 1 existen dos

regiones paraxiales, el campo cercano y el campo lejano con respecto a la abertura difrac-

tiva, donde las teorı́as de Fresnel y Fraunhofer son válidas, respectivamente [2, 17–19]. En

la mayoria de los libros de texto en óptica, la identificación de las zonas de validez de los

dos regimenes está relacionada con el número de términos en la expansión binomial de una

raı́z cuadrada, ver por ejemplo [17]. Solamente en el libro de Goodman [18] se puede encon-

trar una discusión de la difraccón en abertura cuadrada en función del número de Fresnel,

definido como

NF =
A
λz

.

En este contexto, el parámetro NF relaciona la longitud de onda λ de la fuente luminosa,

la distancia z entre el plano de observación y la abertura y el área de la abertura A. Estos con-
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ceptos se conocen de antemano de manera empı́rica, y con ellos es posible definir los lı́mites

de difracción entre las dos regiones paraxiales de Fresnel (campo cercano) y Fraunhofer

(campo lejano) [21–24], mediante el criterio:

NF � 1 Fraunhofer (campo lejano) ,

NF ≥ 1 Fresnel (campo cercano) .

La formulación matemática tanto en el régimen de campo cercano como en el de campo

lejano se hace a través de la ecuación de Helmholtz, cuya solución se puede expresar en la

forma de la integral de Fresnel-Kirchhoff (FK) [2]

UP(x,y,z) =−
ike−iωt

4π

∫
abertura

κ(θ)U0(x′,y′,0)
eik(r+r′)

rr′
dS , (3.1)

con la siguiente terminologı́a:

UP(x,y,z) es la perturbación óptica en el punto de observación P,

k es el número de onda,

ω es la frecuencia de la onda,

t es el tiempo,

κ(θ) es el factor de oblicuidad; a continuación se considera incidencia normal del haz de la

fuente en la abertura κ(θ) = 1,

U0(x′,y′,0) es la perturbación óptica inicial de la fuente,

r′ es la distancia de la fuente a la abertura,

r es la distancia de la abertura al punto de observación P.

Es posible simplificar la integral (3.1), haciendo las siguientes consideraciones:

• Por simpleza se considera una iluminación uniforme para la abertura, lo que implica

que U0(x′,y′,0) = 1.

• Por otro lado, veamos que r′ =
√

ρ′2 +h′2, donde ρ′ =
√

x′2 + y′2, entonces

r′ =
√

x′2 + y′2 +h′2 = h′
√

1+
x′2 + y′2

h′2
,

notemos que h′� x′2 + y′2, con lo que x′2+y′2

h′2 → 0, lo que implica que r′ ≈ h′. Esto quiere

decir, que el factor eikr′

r′ ≈ eikh′

h′ es practicamente constante y por ende puede salir fuera de la

integral.
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• Por último, utilizando la aproximación de primer orden en la expansión binomial de la

raı́z cuadrada en el factor r [17]:

r =
√

z2 +(x− x′)2 +(y− y′)2

≈ z
(

1+
(x− x′)2 +(y− y′)2

2z2

)
,

entonces el factor eikr

r se puede reescribir

eikr

r
≈ e

ik
[

z
(

1+ (x−x′)2+(y−y′)2
2z2

)]

z
(

1+ (x−x′)2+(y−y′)2

2z2

)

≈ eikz

z
e

iπ
λz [(x−x′)2+(y−y′)2]

(
1+ (x−x′)2+(y−y′)2

2z2

) ,

como se considera una aproximación paraxial se tiene z3 ≈ 4
πλ

[
(x− x′)2 +(y− y′)2] [18], lo

que implica que la variación del factor eikr

r sobre la abertura proviene principalmente de la

parte exponencial eikr, con lo que el factor 1
r puede llevarse fuera de la integral.

Recordando que k = 2π

λ
≡ 1

λ̄
, y aplicando las consideraciones en la ecuación (3.1), la

integral FK para cualquier geometrı́a en la abertura queda expresada como

UP(x,y,z) =−i
CU

2λz
ei 2π

λ
z
∫∫

abertura

e
iπ
λz [(x−x′)2+(y−y′)2]dS , (3.2)

donde CU = e−iωteikr′

rr′ es un término constante.

En las secciones subsecuentes, dentro del formalismo de teorı́a de difracción escalar, se

incorpora el número de Fresnel NF como parámetro dentro del argumento en las soluciones

tanto de la perturbación como de la intensidad óptica, en el análisis de las aberturas difrac-

tivas rectangulares, triagulares y circulares mediante el uso de la ecuación (3.2) extendiendo

los resultados de Goodman [18] para la abertura cuadrada incluida como un caso particular.

La fórmula (3.2) para la perturbación óptica proveniente de una abertura con geometrı́a

arbitraria se va a usar en las secciones subsecuentes en los casos de las aberturas circular,

rectangular y triángular usando como parámetro el número de Fresnel .

36



3.1. Desarrollo Matemático

3.1.1. Difracción de campo cercano para una abertura rectangular

Figura 3.1: Representación gráfica de las variables involucradas en el plano de la abertura

rectangular presentes en la intensidad óptica.

A partir de la expresión (3.2) y considerando una abertura rectangular cuyo ancho y alto

son 2a y 2b respectivamente, se introduce el siguiente cambio de variable

u =

√
2
λz

(x− x′) ,v =

√
2
λz

(y− y′) ,

ası́ la integral FK se reescribe como

UP(u,v) =−i
CU

4
ei 2π

λ
z
∫ u2

u1

e
iπ
2 u2

du
∫ v2

v1

e
iπ
2 v2

dv . (3.3)

Las integrales en la ecuación (3.3) se evalúan en términos de las integrales de Fresnel que se

definen como

∫ s

0
ei πq2

2 dq =
∫ s

0
cos
(

πq2

2

)
dq+ i

∫ s

0
sin
(

πq2

2

)
dq

= CF(s)+ iSF(s) ,

por tanto, la perturbación óptica queda expresada como

UP(u,v) =−i
CU

4
ei 2π

λ
z {[∆CF(u)]+ i[∆SF(u)]}×{[∆CF(v)]+ i[∆SF(v)]} , (3.4)
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donde ∆CF(u) =CF(u2)−CF(u1) y ∆SF(u) = SF(u2)−SF(u1) y similar para la variable

v.

En este punto, definimos el número de Fresnel como NF = ab
λz , ası́ los lı́mites de integración

para (3.4) quedan expresados de la siguiente manera:

u1 =
√

2NF
(
X +

√a
b

)
u2 =

√
2NF

(
X−

√ a
b

)
, (3.5)

v1 =
√

2NF

(
Y +

√
b
a

)
v2 =

√
2NF

(
Y −

√
b
a

)
, (3.6)

considerando X = x√
ab

e Y = y√
ab

como variables de distancia normalizadas.

Por tanto, la intensidad Irect
P (u,v) de la luz difractada para una abertura rectangular en

términos de NF , queda descrita como

Irect
P (u,v) =

C2
U

16

{
[∆CF(u)]

2 +[∆SF(u)]
2
}
×
{
[∆CF(v)]

2 +[∆SF(v)]
2
}

. (3.7)

Ası́ mismo a partir de la ecuación (3.7), si consideramos v1 =−∞ y v2 =+∞, se define

la intensidad óptica para una única rejilla como

IP(u) =
C2

U
8

{
[∆CF(u)]

2 +[∆SF(u)]
2
}

. (3.8)

Si además se considera u1 =−∞, se define la intensidad óptica para un borde recto, descrito

por

IP(u) =
C2

U
8

{[
CF(u2)+

1
2

]2

+

[
SF(u2)+

1
2

]2
}

. (3.9)

Notemos que todas estas expresiones referentes a la abertura rectangular y a sus casos

partı́culares no son diferentes de las formulas estandar encontradas en los libros de texto que

no consideran explicitamente el parámetro NF . La ventaja de usarlo es de evidenciar los dos

regimenes de difracción paraxial.
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(a) IP(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16×10 µm

(b) IP(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16×13 µm

(c) IP(x,y) de la abertura cuadra-

da de 16×16 µm

(d) Gráfica de contorno de la

abertura rectangular 16×10 µm

(e) Gráfica de contorno de la

abertura rectangular 16×13 µm

(f) Gráfica de contorno de la

abertura cuadradar 16×16 µm

(g) IP(x) de la única rendija, re-

ferente al caso (a)

(h) IP(x) de la única rendija, re-

ferente al caso (b)

(i) IP(x) de la única rendija, refe-

rente al caso (c)

(j) IP(x) del borde recto referente

al caso (a)

(k) IP(x) del borde recto referen-

te al caso (b)

(l) IP(x) del borde recto referente

al caso (c)

Figura 3.2: Resultados para la abertura rectangular y sus casos partı́culares de abertura cua-

drada, única rendija y borde recto para el caso en que NF = 0,1
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(a) IP(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16×10 µm

(b) IP(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16×13 µm

(c) IP(x,y) de la abertura cuadra-

da de 16×16 µm

(d) Gráfica de contorno de la

abertura rectangular 16×10 µm

(e) Gráfica de contorno de la

abertura rectangular 16×13 µm

(f) Gráfica de contorno de la

abertura cuadrada 16×16 µm

(g) IP(x) de la única rendija, re-

ferente al caso (a)

(h) IP(x) de la única rendija, re-

ferente al caso (b)

(i) IP(x) de la única rendija, refe-

rente al caso (c)

(j) IP(x) del borde recto referente

al caso (a)

(k) IP(x) del borde recto referen-

te al caso (b)

(l) IP(x) del borde recto referente

al caso (c)

Figura 3.3: Resultados para la abertura rectangular y sus casos partı́culares de abertura cua-

drada, única rendija y borde recto para el caso en que NF = 1
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(a) IP(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16×10 µm

(b) IP(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16×13 µm

(c) IP(x,y) de la abertura cuadra-

da de 16×16 µm

(d) Gráfica de contorno de la

abertura rectangular 16×10 µm

(e) Gráfica de contorno de la

abertura rectangular 16×13 µm

(f) Gráfica de contorno de la

abertura cuadrada 16×16 µm

(g) IP(x) de la única rendija, re-

ferente al caso (a)

(h) IP(x) de la única rendija, re-

ferente al caso (b)

(i) IP(x) de la única rendija, refe-

rente al caso (c)

(j) IP(x) del borde recto referente

al caso (a)

(k) IP(x) del borde recto referen-

te al caso (b)

(l) IP(x) del borde recto referente

al caso (c)

Figura 3.4: Resultados para la abertura rectangular y sus casos partı́culares de abertura cua-

drada, única rendija y borde recto para el caso en que NF = 10

3.1.2. Difracción de campo cercano para una abertura circular

Realizando un cambio de coordenadas de cartesianas a cilı́ndricas [25] tal que 2a sea el

diámetro de la abertura circular en la ecuación (3.2)
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Figura 3.5: Representación gráfica de las variables involucradas en el plano de la abertura

circular presentes en la intensidad óptica.

x′ = aρ
′ cosζ

′ x = aρcosζ ,

y′ = aρ
′ sinζ

′ y = aρsinζ ,

z′ = z ,

entonces el término cuadrático en el exponente de la integral (3.2) queda expresado en térmi-

nos de las nuevas variables como:

(x− x′)2 +(y− y′)2 = a2ρ2 +a2ρ′2−2a2ρρ′ cosΘ , (3.10)

donde Θ = ζ−ζ′, que es la diferencia entre los ángulos en el plano de observación y en

el plano de la abertura. Sustituyendo la expresión (3.10) en (3.2), se obtiene:

Ucirc
P (ρ,Θ) =−i CU

2λzei 2π

λ
zei π

λz a2ρ2×∫ a
0
∫ 2π

0 ei π

λz a2ρ′2e−i π

λz 2a2ρρ′ cosΘdΘρ′dρ′ . (3.11)

En este caso, a diferencia de lo que se usa en la literatura [26], definimos NF = 4πa2

λz

como el número de Fresnel para una configuaración simétrica de la fuente y del plano de

observación con respecto al plano de la abertura. De tal manera, las variables adimensionales
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u y v de Lommel [27, 28] se pueden escribir

u =
2ka2

z
=

4πa2

λz
= NF , (3.12)

v =
ka2

z
ρ

a
= u

ρ

ϕ
= NF

ρ

ϕ
, (3.13)

donde ϕ = 2a es el diámetro de la abertura.

Ası́ la perturbación óptica queda expresada como

Ucirc
P (u,v) =−i

CU

2λz
ei z

λ̄ ei NF ρ2

2

∫ a

0

∫ 2π

0
ei uρ′2

2 e−ivρ′ cosΘdΘρ
′dρ
′ . (3.14)

En esta forma, se puede hacer una conexión con las funciones de Bessel usando la relación

integral básica
∫ 2π

0 e−ivρ′ cosΘdΘ = 2πJ0(vρ′) con la condición vρ′ ∈ R, siendo J0 la función

de Bessel de primera especie de orden cero. Además la perturbación óptica en la ecuación

(3.14) se puede escribir en términos de las funciones de Lommel L(u,v) y M(u,v) [25, 29],

definidas como

L(u,v) = 2
∫ a

0
ρ
′J0(vρ

′)cos
(u

2
ρ
′2
)

dρ
′ , (3.15)

M(u,v) = 2
∫ a

0
ρ
′J0(vρ

′)sin
(u

2
ρ
′2
)

dρ
′ , (3.16)

donde

L(u,v) =
cos( u

2)
u
2

U1(u,v)+
sin( u

2)
u
2

U2(u,v) , (3.17)

M(u,v) =
sin( u

2)
u
2

U1(u,v)− cos( u
2)

u
2

U2(u,v) , (3.18)

donde U1 y U2 tienen el siguiente desarrollo en series alternantes de potencias negativas de ρ

U1(NF ,ρ) ≈
J1(NFρ/ϕ)

ρ
− J3(NFρ/ϕ)

ρ3 +
J5(NFρ/ϕ)

ρ5 −·· · ,

U2(NF ,ρ) ≈
J2(NFρ/ϕ)

ρ2 − J4(NFρ/ϕ)

ρ4 +
J6(NFρ/ϕ)

ρ6 −·· · .

Por tanto, la perturbación y la intensidad óptica para una abertura circular quedan descri-

tas en términos de las funciones de Lommel como

UP(NF ,ρ) =
CU NF
8a2i e

i 8π2a2

λ2NF ei NF ρ2

4 [L(NF ,ρ)+ iM(NF ,ρ)] , (3.19)

IP(NF ,ρ) =
(

CU NF
8a2

)2 [
L2(NF ,ρ)+M2(NF ,ρ)

]
. (3.20)
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El caso general de una configuración experimental asimétrica no es mucho más com-

plicado, solamente en la definición de NF se debe usar la media armónica de las distancias

fuente - abertura y abertura - plano de observación en lugar de z, pero en este artı́culo pre-

sentamos resultados solamente para el caso más sencillo simétrico.

(a) IP(x,y) de la abertura circular NF = 0,1 (b) IP(x,y) de la abertura circular

NF = 1

(c) IP(x,y) de la abertura circular

NF = 10

(d) Gráfica de contorno de la abertura

circular NF = 0,1

(e) Gráfica de contorno de la abertura

circular NF = 1,0

(f) Gráfica de contorno de la abertura

circular NF = 10

(g) IP(x) de la única rendija de la aber-

tura circular NF = 0,1

(h) IP(x) de la única rendija de la aber-

tura circular NF = 1,0

(i) IP(x) de la única rendija de la aber-

tura circular NF = 10

Figura 3.6: Resultados para la abertura circular para el número de Fresnel NF = 0,1,1,0,10

y única rendija
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3.1.3. Difracción de campo cercano para abertura triángular

Figura 3.7: Representación gráfica de las variables involucradas en el plano de la abertura

triángular presentes en la intensidad óptica.

Aplicando los lı́mites de integraciı́on para una abertura triangular cuya base es 2a y

alto b [30], en la fórmula integral de Fresnel-Kirchhoff, y haciendo el cambio de variable

u = (x− x′)
√

2
λz y v = (y− y′)

√
2
λz . Entonces la ecuación (3.2) se reescribe como

UP(x,y,z) = −i
CU

2λz
ei 2π

λ
z
{

2
∫ a

0
e

iπ
λz (x−x′)dx′

}
×
{
−
∫ x tanα

0
e

iπ
λz (y−y′)2

dy′
}

,

= i
CU

2
ei 2π

λ
z
{∫ u2

u1

e
iπ
2 u2

du
}
×
{∫ v2

v1

e
iπ
2 v2

dv
}

,

= i
CU

2
ei 2π

λ
z {[CF(u2)−CF(u1)]+ i[SF(u2)−SF(u1)]}

×{[CF(v2)−CF(v1)]+ i[SF(v2)−SF(v1)]} . (3.21)

En este punto se define el número de Fresnel como NF =
(base×altura

2

)( 1
λz

)
= ab

λz , enton-

ces los lı́mites de integración quedan definidos como

u1 =
√

2NF X v1 =
√

2NF Y , (3.22)

u2 =
√

2NF

(
X−

√
a
b

)
v2 =

√
2NF X (1− tanα) , (3.23)

con X = x√
ab

y Y = y√
ab

, variables de distancia normalizada.

Por tanto, la intensidad óptica para una abertura triángular queda definida como
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IP(u,v) =

(
CU

2

)2{
[CF(u2)−CF(u1)]

2 +[SF(u2)−SF(u1)]
2}

×
{
[CF(v2)−CF(v1)]

2 +[SF(v2)−SF(v1)]
2} . (3.24)
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(a) IP(u,v) para una abertura

triángular con NF = 0,1

(b) IP(u,v) para una abertura

triángular con NF = 1

(c) IP(u,v) para una abertura

triángular con NF = 10

(d) Gráfica de contorno para una

abertura triángular con NF = 0,1

(e) Gráfica de contorno para una

abertura triángular con NF = 1

(f) Gráfica de contorno para una

abertura triángular con NF = 10

(g) IP(x) de la única rendija de la

abertura triángular NF = 0,1

(h) IP(x) de la única rendija de la

abertura triángular NF = 1,0

(i) IP(x) de la única rendija de la

abertura triángular NF = 10

(j) IP(y) de la única rendija de la

abertura triángular NF = 0,1

(k) IP(y) de la única rendija de la

abertura triángular NF = 1,0

(l) IP(y) de la única rendija de la

abertura triángular NF = 10

Figura 3.8: Patrón de difracción para una abertura triángular y sus correspondientes gráficas

de contorno para cada uno de los casos para NF = 0,1, 1, 10.
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3.2. Resultados y Análisis

Las ecuaciones paramétricas de las intensidades ópticas para los casos de la abertura

rectangular y la abertura circular desarrolladas en la sección anterior se pueden aplicar para

cualquier tamaño en la abertura. Con el propósito de visualizar los patrones de difracción

en una aplicación en el desarrollo de las aberturas difractivas, utilizaremos los datos para

las aberturas mostrados en los artı́culos [31, 32], en los que presentan el uso de aberturas

rectangulares y circulares para la detección de imágenes de celulas biológicas transparentes.

En las Fig. 3.2, 3.3, 3.4 en los incisos (c) y (f) de cada caso, se presentan los patrones de

difracción para el caso de una abertura cuadrada y sus respectivas gráficas de contorno para

cada caso en el que NF = 0,1, 1, 10. Se observa que el patrón de difracción para NF = 0,1

es una función sinc2, tal como se espera para el régimen de difracción de campo lejano. Por

otro lado, vemos que se generan deformaciones en forma de picos en el patrón de difracción,

siendo cada vez más destacados para NF = 10.

Mientras que en las Fig. 3.2, 3.3, 3.4, en los incisos (a), (b), (d) y (e), se muestran las

intensidades ópticas para una abertura rectangular, con sus respectivas gráficas de contorno

para cada caso en el que NF = 0,1, 1, 10. Analogamente al caso de la abertura cuadrada, se

observa que el patrón de difracción para NF = 0,1 es una función sinc2, tal como se espera

para el régimen de difracción de campo lejano. También se observa que se generan deforma-

ciones en forma de picos, siendo cada vez más destacados para NF = 10. En este caso de la

abertura rectangular se considera un tamaño de a = 1,2 µm y b = 0,8 µm [31, 32]. Notemos

también en el caso NF = 1 una clara diferencia entre el patrón de difracción de la abertura

rectangular que presenta dos picos centrales y el patrón de difracción de la abertura cuadrada

que presenta uno solo debido al traslape de los dos picos centrales ya que la abertura tiene

todos los lados iguales.

En las Fig. 3.2, 3.3, 3.4, en los casos (g), (h), (i), se presentan los patrones de difracción

para una única rejilla en los que se considera de tamaño a = 1,2 µm y b = 1000 µm. Y en los
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casos (j), (k), (l), se presenta el patrón de difracción de un borde recto. En ambas situaciones

se analizan los casos para los que NF = 0,1 , 1, 10. Donde se observa una serie de oscilacio-

nes a partir del pico principal, siendo estos picos cada vez más destacados entre mayor sea

el número de Fresnel.

En la Fig. 3.6, se muestran los patrones de difracción para el caso de la abertura circu-

lar con radio a = 0,6 µm [31, 32], analizando los mismos casos para el número de Fresnel

NF = 0,1, 1, 10. Notemos que para NF = 0,1, se observa el patrón de difracción de la función

Bessel J2
1 , propia de la difracción de campo lejano. Mientras que para NF = 1 y NF = 10, se

observa que la generación de oscilaciones en el patrón de difracción crece conforme crece el

número de Fresnel.

Dentro del esquema de abertura triángular Fig. 3.8, existen pocas referencias que hablan

sobre el tratamiento de esta rendija, por lo que es de interes hacer un análisis bajo el esquema

de número de Fresnel, donde se obtiene que el patron de difracción en el eje x se desplaza

y en el eje y presenta un mı́nimo en cero, esto es debido a que la intensidad obtenida bajo

esté tratamiento, presenta un valor de (1− tanα) en este mismo eje, también podemos notar

que el patrón es similiar al obtenido para una regilla rectangular, con la diferencia de un

incremento de intensidad dividido en dos máximos en el centro del sistema y además que se

hace más pequeño el haz conforme aumenta el número de Fresnel.
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Capı́tulo 4

Difracción óptica en el régimen de campo

cercano en una rejilla estructurada

La implementación de la difracción de campo cercano es de gran utilidad en como parte del

análisis y descripción de los fenómenos ópticos que ocurren cuando la luz atraviesa espacios

que son comparables con algunas longitudes de onda, propias de la luz.

El estudiar la difracción de Fresnel para una rejilla bidimensional rectangular puede ayudar en

el análisis de cálculos de irradiancia para rejillas unidimensional con estructuras definidas como

son rejillas de Cantor, rejillas fractales o placas zonales.

Uno de los modelos propuestos para el desarrollo matemático de análisis de rejillas es-

tructuradas es el método del cálculo iterativo de las integrales de Fresnel que es descrito por

K.M. Abedim, et. al. [33], es posible calcular la irradiancia mediante la suma de las contribu-

ciones de todas las peturbaciones de varias aberturas rectangulares, extendiendo el resultado

a rejillas de contrucción fractal como es el conjunto de Cantor.

De igual manera este método de resolución permite usar en la solución el número de

Fresnel como parámetro en el cálculo de la irradiancia.
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4.1. Fractal

El término fractal fue acuñado por Mandelbrot en 1975 de la palabra latina fractus cuyo

significado es fracturado o quebrado. En términos más simples, los fractales se refieren a los

modelos espaciales muy irregulares o fragmentados que no pueden ser descritos en términos

de la geometrı́a euclidiana.

Algunos describen un fractal como un objeto geométrico en que se repite el mismo patrón

a diferentes escalas y con diferente orientación.

El carácter fractal de una imagen puedes ser cuantificado por un parámetro llamado la

dimensión fractal D, este parámetro cuantifica la relación entre la escala fractal usada y los

modelos observados en diferentes aumentos, es decir, de su complejidad.

Este concepto forma parte de los resultados obtenidos entre 1875 y 1925 por brillantes

matemáticos como son Besicovitch, Bolzano, Cantor, Haussdorf, Minkowski, Peano, von

Kock, Weierstrass, que contaron con las contribuciones posteriores de Pontriaguin y Sch-

nirelman (1932), Kolmogov y Tijomirov (1959-1961) y de Vilenkin, Lorenz y Lévy en los

años 60 y 70. En la geometrı́a euclidiana, la dimensión es un concepto familiar descrito por

valores enteros de 0, 1, 2 y 3 para puntos, lineas, superficies y sólidos, respectivamente.

En este capı́tulo se describe la geometrı́a fractal como un estudio de la difracción óptica,

bajo el desarrollo de campo cercano usando el número de Fresnel como parámetro principal.

4.2. Rejilla de Cantor

Algunas de las propiedades del campo de difracción de Fresnel, se pueden producir por

rejillas de Cantor, donde se evalua la integral de Fresnel y se encuentra la distribución de

intensidad sobre el eje óptico obtenida por la simetrı́a de la periodicidad de las rendijas frac-

tales [34].
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Se puede asumir que los intervalos de las rendijas son de una unidad [0,1] y de largo

como la estructura de Cantor sea generada con un iniciador.

Se debe de dividir la unidad en cortes de 3 [0,1/3], [1/3,2/3], [2/3,1] de la misma

longitud y posteriormente se deja abierta la parte de enmedio como se muestra la figura

(4.1), y se van generando niveles con el mismo procedimiento

(a) Estructura Fractal (b) Rejilla de Cantor

Figura 4.1: Estructura Fractal y rejilla de difracción de Cantor de 3 niveles, donde S es el

nivel de Cantor.

Los niveles de las barras de Cantor serviran como guı́a para construir las rejillas de di-

fracción.

4.3. Irradiancia

Si consideramos una abertura rectangular, se obtiene que la irradiancia [18] en el plano

de observaión esta dada por:

IP(u,v) = −I0

4
(
[CF(u2)−CF(u1)]

2 +[SF(u2)−SF(u1)]
2)

×
(
[CF(v2)−CF(v1)]

2 +[SF(v2)−SF(v1)]
2) , (4.1)

donde CF y SF son las integrales de Fresnel. Y ademas los lı́mites de integración u1, u2,

v1 y v2 están dados por:
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u1 = −
√

2(
√

a
b

N1/2
F +Ξ) , u2 =+

√
2(
√

a
b

N1/2
F −Ξ) , (4.2)

v1 = −
√

2(

√
b
a

N1/2
F +H) , v2 =+

√
2(

√
b
a

N1/2
F −H) . (4.3)

En este punto se propone una generalización del número de Fresnel de un modo no des-

crito en la literatura como NF = ab
λL para el caso de la rejilla rectangular, y ademas se denota

Ξ = ξ

λL y H = η

λL como variables de distancia normalizadas [18]. Con λ la longitud de onda,
1
L =

( 1
h′ +

1
h

)
, a y b son el ancho y el alto de la abertura respectivamente, χ y η son las coor-

denadas del punto P en el plano de observación.

Figura 4.2: Planos de observación y de la rendija en una rejilla de Cantor.

Para verificar que las ecuaciones anteriores (4.1,4.2,4.3) sean correctas se simplifica y

se compara los resultados con los casos ya conocidos en la literatura como para una rejilla

cuadrada considerando a = b [18], para una rejilla simple donde se considera u1 →−∞ y

u2→+∞ [9] y finalmente para un borde recto donde se considera v2→+∞ [9].

Y aún más se generaliza para el caso de dos rejillas rectangulares [33], donde la irradian-

cia esta dada por:

IP(u,v) = −I0

4
(
[CF(u2)+CF(u3)−CF(u1)−CF(u4)]

2 +[SF(u2)+CF(u3)

−SF(u1)−CF(u4)]
2)×

(
[CF(v2)−CF(v1)]

2 +[SF(v2)−SF(v1)]
2) ,(4.4)
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y cuyos limites de integración son:

u1 =
√

2
(√

a
6b

N1/2
F −Ξ

)
u3 =−

√
2
(√

a
6b

N1/2
F +Ξ

)
, (4.5)

u2 =
√

2

(√
3a
2b

N1/2
F −Ξ

)
u4 =−

√
2

(√
3a
2b

N1/2
F +Ξ

)
, (4.6)

v1 = −
√

2

(√
3b
2a

N1/2
F +H

)
v2 =

√
2

(√
3b
2a

N1/2
F −H

)
. (4.7)

Siguiendo la idea de [33] sumando las contribuciones de las perturbaciones para varias

aberturas rectangulares, se extiende el estudio a rejillas de difracción con estructura fractal

como lo es el conjunto de Cantor. Cuya perturbación óptica obedece a la ecuación [34]:

UP(u,v) =CU

∫∫
abertura

U0(LN ,xN)eik(r+r′)dS , (4.8)

donde CU es una constante y U0(LN ,xN) es la perturbación debido a la rejilla que para

este caso esta asociada a la función de Cantor:

LN = δ3−N xN =
N

∑
i=1

(
aSi

3i

)
, (4.9)

donde: N es el nivel máximo del conjunto de Cantor, Si es el nivel de Cantor, LN es la

longitud de los segmentos de las barras de Cantor en el nivel N, xN representa las coordena-

das de los centros de los segmentos y δ es el tamaño de la rejilla de Cantor.
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4.4. Resultados y discusión de la distribución de intensida-

des en difracción de campo cercano mediante el núme-

ro de Fresnel

Se hace un análisis de patrones de difracción para una abertura rectangular, una doble

abertura rectangular y una abertura de Cantor, donde se modifica el número de Fresnel.

Mostrando a continuación los patrones de irradiancia para una abertura rectangular con

diferentes valores para el número de Fresnel.

(a) NF = 1 (b) NF = 10

Figura 4.3: Gráficos de irradiancia para una abertura rectangular en difracción de campo

cercano (a)NF = 1, (b) NF = 10.

Como es bien sabido, el patron de difracción se ensancha y muestra un incremento de

picos de intensidad conforme se aumenta el número de Fresnel para una única rendija, de

manera que, al incrementar el número de rendijas el patrón de difracción tiene un com-

portamiento muy peculiar que para valores cercanos al campo cercano es decir NF = 1 se

comporta como única rendija, pero con la caracterı́stica de que parte del pico central pierde

intensidad, pero generando dos picos de intensidad media, que a simple vista tienen una es-

tructura parecida al pico de intensidad inicial, véase en el caso (a) de la Figura(4.4).

De igual manera se observa en la figura(4.4(b)) que entre mayor sea el valor del número

de Fresnel la irradiancia del pico principal va desapareciendo y formando dos picos princi-
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(a) NF = 1 (b) NF = 10

Figura 4.4: Gráficos de irradiancia para una doble abertura rectangular en difracción de cam-

po cercano (a)NF = 1, (b) NF = 10.

pales presentando una saturación de intensidad en ambos, por lo que se pude concluir que la

forma y distribución de los patrones de intensidad dependera del valor de NF .

Finalmente en las Figuras (4.5) y (4.6) se muestran la irradiancias de una rejilla de Cantor

para los niveles de N de 1 hasta 5 con un número de Fresnel NF = 1 y NF = 10. En los que

se observa una simetrı́a fractal que depende del nivel de la función de Cantor, teniendo un

comportamiento similar a la rejilla rectangular. Además de observarse que entre mayor sea

el nivel de Cantor mayor serán las oscilaciones secundarias de la irradiancia.
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(a) N = 1 (b) N = 2 (c) N = 3

(d) N = 4 (e) N = 5

Figura 4.5: Gráficos de irradiancia para una rejilla de Cantor con una secuencia de 5 niveles

es decir N = 1,2,3,4,5 para NF = 1.

4.5. Aplicación Análisis colorimétrico para diferentes reji-

llas rectangulares mediante la teorı́a de difracción es-

calar

El proceso de coloración de una sustancia se debe a que una parte del espectro visible se

absorbe debido a las interacciones entre los fotones luminosos y los electrones del material,

los cuales son capaces de absorber energı́a y excitarse a diferentes longitudes de onda.

Este mecanismo de coloración es con el que se generan los pigmentos. Para obtener un

pigmento especı́fico se estudia cuáles compuestos quı́micos reaccionan juntos y reproducen

el color. Los nombres técnicos de estas sustancias quı́micas son cromóforos y auxócromos.

Un ejemplo, es el pigmento de la clorofila que se encuentra en las plantas. [35]
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(a) N = 1 (b) N = 2 (c) N = 3

(d) N = 4 (e) N = 5

Figura 4.6: Gráficos de irradiancia para una rejilla de Cantor con una secuencia de 5 niveles

es decir N = 1,2,3,4,5 para NF = 10.

Otro mecanismo de generación de color puede ser generado debido a procesos ópticos

como reflexión, dispersión y difracción de la luz [9] al interaccionar con la estructura y/o

geometrı́a del objeto. Este tipo de mecanismo de coloración se le conoce como color estruc-

tural. [36]

Existen una gran variedad de ejemplos biológicos de colores estructurales: Como las bri-

llantes alas azules de las mariposas Morpho, los colores iridiscentes de algunos escarabajos

y flores, el azul metálico de la fruta pollia, entre otros. [37]

Los procesos ópticos usuales para la generación de colores estructurales son: interfe-

rencia en pelı́culas delgadas, ası́ mismo interferencia en pelı́culas multicapa, dispersión de

Rayleigh y difracción por medio de rejillas [1, 38, 39]. Siendo este último proceso el que se

va a enfocar nuestro objeto de estudio.
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Figura 4.7: Diseño estructural de generación de color por reflexı́on [1]

Para este caso existen dos conceptos primordiales que hay que calcular: La irradiancia y

la radiancia.

Figura 4.8: Descripción gráfica de Radiancia e Irradiancia

La irradiancia E es la densidad de flujo por unidad de área que es inicidente en un punto

especı́fico en una superficie especı́fica [40], expresada en Wm−2. Si se considera que un flujo

dΦ relativamente al elemento de superficie dA, la correspondiente irradiancia es:

E =
∂Φ

∂A
(4.10)

La radiancia L es el flujo por unidad que va emergiendo a partir de un punto especı́fico

de una superficie especı́fica en lugar de ser incidente. En otras palabras, es el flujo radiante

por unidad de ángulo sólido en una dirección dada por unidad de área proyectada en esa

dirección [40].
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L(θ,φ) =
d2Φ(θ,φ)

dωdAcosθ
(4.11)

Estos conceptos se obtienen naturalmente a partir de la teorı́a de difracción escalar. Es-

ta teorı́a describe una relación entre la irradiancia de campo lejano E y la distribución de

amplitud complejo U que emerge de la superficie de la abertura [36].

E(x′,y′) =
1

λ2z2

∥∥∥∥F {U(x,y)}
(

x′

λz
,

y′

λz

)∥∥∥∥
2

, (4.12)

donde λ es la longitud de onda y x,y,z,x′,y′ son las componentes cartesianas del plano

de la rendija y el plano de observación respectivamente. F representa la transformada de

Fourier, definida como:

F {U(x,y)}(ξ,η) =
∫ +∞

−∞

U(x,y)e−2πi(xξ+yη)dxdy, (4.13)

donde U describe la modulación de fase compleja de una onda plana incidente.

Como se sabe, estos atributos dependen en gran medida de la geometrı́a de la rejilla

difractiva. Para nuestro caso modelaremos una rejilla rectangular, por lo que la radiancia

obtenida queda expresada de la siguiente manera [36]:

L(α) =

∥∥∥∥∥e
−πidα

λ sinc

(
dα

λ

1
N

N−1

∑
n=0

e
−4πihn

λ

(
2πidα

λ

)n
)∥∥∥∥∥

2

(4.14)

con los parámetros

d, es el espaciamiento entre las diferentes alturas

α = cosθcosφ, corresponde a uno de los cosenos directores

λ es la longitud de onda

hn es el perfil o función correspondiente a cada altura

N, es el número de pasos necesarios para abarcar el tamaño de la rejilla

donde los diferentes productos de esta expresión tienen una interpretación fı́sica.
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La expresión responsable por la forma es: C(α) = e−πidαsinc
(dα

λ

)
. (Rectangular)

Hn = e−4πihn/λ describe el cambio de fase debido a las alturas de la estructura.

Tn(α) =
(
e2πidα/α

)2 modula el cambio de fase con un factor correspondiente a la

translación de la estructura.

A partir del cálculo de la radiancia es posible generar el espacio de color tricromático

XYZ mediante:

X =
∫

λ

L(λ)x̄31(λ)dλ (4.15)

Y =
∫

λ

L(λ)ȳ31(λ)dλ (4.16)

Z =
∫

λ

L(λ)z̄31(λ)dλ (4.17)

donde x̄31, ȳ31 y z̄31 [41] son las funciones de igualación de color necesarias para calcular

los valores triestı́mulo XYZ, que se encuentran expresadas en términos de la función de

Heaviside:

x̄31(λ) =
2

∑
i=0

αxi exp
(
−1

2
[(λ−βxi)S(λ−βxi,γxi,δxi)]

2
)

(4.18)

ȳ31(λ) =
1

∑
i=0

αyi exp
(
−1

2
[(λ−βyi)S(λ−βyi,γyi,δyi)]

2
)

(4.19)

z̄31(λ) =
1

∑
i=0

αzi exp
(
−1

2
[(λ−βzi)S(λ−βzi,γzi,δzi)]

2
)

(4.20)

con S(x,y,z) = y(1−H(x))+ zH(x), donde H es la función de Heaviside.
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Y finalmente a partir de aquı́ podemos calcular las coordenadas cromáticas (x,y)

x =
X

X +Y +Z
(4.21)

y =
Y

X +Y +Z
(4.22)

1 = x+ y+ z (4.23)

Figura 4.9: Diagrama cromático

4.5.1. Configuración del sistema

(a) Metodologı́a (b) Configuración del sistema

Figura 4.10: Diagrama Cromático
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Para describir los procesos de análisis y desarrollo seguiremos el diagrama de flujo de la

figura (4.10(a)). Y cuya configuración del sistema esta representado por la figura (4.10(b)).
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4.6. Descripción de una rendija plana y una rendija de Can-

tor

Primeramente se analiza una rejilla plana, donde se observa que el color generado se en-

cuentra en las coordenadas cromáticas (0,23,0,38), que representa un color situado entre el

cyan y el verde.. Lo cual nos indica que la rejilla no es totalmente plana, ya que de ser ası́ las

coordenadas debieron de corresponder al blanco localizada en (0,3,0,3).

(a) Rejilla plana (b) Diagrama cromático de una rejilla plana

Figura 4.11: Análisis cromático de una rendija plana

Por otro lado, se generó una rejilla da Cantor de nivel 1, de dos maneras diferentes (Fi-

gura 4.12). En los que en ambos casos se observa que se genera el mismo color ubicado en

las coordenadas (0,3489,0,3654). Lo que nos hace suponer que esto se debe a que el espa-

ciamiento que existe entre los perfiles de altura es muy grande.

Y por último, se analiza una rejilla de Cantor de nivel 2, como se muestra en (Figura

4.13). En el que se observan sus coordenadas cromáticas en (0,4,0,4).

De manera general una de las ventajas de utilizar la teorı́a de difracción escalar para
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(a) Rejilla de Cantor de nivel 1(a) (b)

(c) Rejilla de Cantor de nivel 1(b) (d)

Figura 4.12: Rendija de Cantor Nivel 1

el cálculo de coordenadas colorimétricas, es que existe mayor facilidad en la realización del

cómputo. Más sin encambio una de las desventajas es que no se considera las propiedades del

material. Y como conclusión de este apartado se puede verificar que dependiendo del perfil

de las alturas y la geometrı́a de la rendija rectangular, se aprecia la generación de diferentes

colores, como era previsto.
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(a) Rejilla de Cantor de nivel 2 (b)

Figura 4.13: Rendija de Cantor Nivel 2
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Capı́tulo 5

Movimiento bidimensional con las

integrales de Fresnel como componentes

de la velocidad

Existen diversas situaciones fuera del contexto de la óptica ondulatoria donde es posible encon-

trar las integrales de Fresnel, como lo son en los bigotes de las ratas o al pelar la cascara de una

naranja. [42, 43] Pero hace 50 años se dió a conocer una peculiar aplicación de las integrales de

Fresnel por el autor Albert V. Ferris-Prabhu [44], en el que discute el movimiento en dos dimen-

siones de un cuerpo rı́gido mediante la mecánica rotacional Newtoniana en el que se involucran

las integrales de Fresnel dentro de las ecuaciones de velocidad y posición del objeto.

En este capı́tulo se hace un análisis de ciertos detalles que se quedan ambiguos en la explicación

dada por Prabhu y se ofrece una generalización matemática al cálculo de las ecuaciones de

movimiento de la velocidad y la posición con respecto al centro de masa del objeto rı́gido.

5.1. Antecedentes

Considere un objeto rı́gido y compacto de masa M con un momento de inercia I. El obje-

to se encuentra sobre una superficie sin fricción y esta superficie se encuentra definida por el

sistema de coordenadas cartesianas x e y, donde el origen del sistema coordenado cartesiano

coincide con el centro de masa del objeto. Se aplica una fuerza constante F sobre el objeto,
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de forma paralela en dirección al eje x. A lo largo del trayecto del movimiento, la linea de

aplicación de esta fuerza se mantiene constante a una distancia d, para cualquier posición

instantánea angular θ. Cabe mencionar que Ferris-Prabhu considera como condición inicial

que el objeto comienza a partir del reposo, pero con el fin de presentar una generalización

al desarrollo matemático de las ecuaciones vamos a considerar que el objeto NO parte del

reposo, es decir que su posición angular NO será cero y su velocidad angular NO será cero.

A partir de estas consideraciones se calcula la cinemática del centro de masa del objeto bajo

estas condiciones.

(a) Rotación de un objeto a un tiempo t = 0

a una posición angular θ = 0

(b) Rotación de un objeto a un tiempo t = t′

a una posición angular θ′

(c) Rotación de un objeto a un tiempo t = t′′

a una posición angular θ′′

Figura 5.1: Representación del movimiento rotacional de un objeto rı́gido sobre una superficie bidi-

mensional sin fricción.

Utilizando la ecuación de la segunda ley de Newton para el movimiento rotacional, el

torque del objeto que se ejemplifica en la Figura (5.1), se describe como

τ = Iθ̈ = Fd , (5.1)

donde θ̈ es la segunda derivada temporal de la posición angular del objeto. Consideremos κ=

Fd
I un término constante, ası́ el ángulo polar es θ(t) = κ

2 t2 +C1t +C2, donde C2 representa

la posición angular inicial θ0 y C1 representa la velocidad angular inicial ω0 del sistema.

A partir de esta euación cuadrática se pueden escribir las componentes cartesianas de la

aceleración mediante la segunda ley de Newton
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ẍ(t) =
F
M

cos
(

κ

2
t2 +C1t +C2

)
, (5.2)

ÿ(t) =
F
M

sin
(

κ

2
t2 +C1t +C2

)
, (5.3)

integrando se encuentran las componentes cartesianas de la velocidad

ẋ(t) =
F
M

√
π

κ

[
cos
(

C2−
C2

1
2κ

)
CF

(
C1 +κt√

κπ

)
− sin

(
C2−

C2
1

2κ

)
SF

(
C1 +κt√

κπ

)]
, (5.4)

ẏ(t) =
F
M

√
π

κ

[
cos
(

C2−
C2

1
2κ

)
SF

(
C1 +κt√

κπ

)
+ sin

(
C2−

C2
1

2κ

)
CF

(
C1 +κt√

κπ

)]
, (5.5)

integrando nuevamente, se encuentran las componentes cartesianas para la posición

x(t) =
F
M

1
κ3/2

[√
π(C1 +κt)cos

(
C2−

C2
1

2κ

)
CF

(
C1 +κt√

κπ

)
−
√

π(C1 +κt)sin
(

C2−
C2

1
2κ

)
SF

(
C1 +κt√

κπ

)
−
√

κsin
(

κ

2
t2 +C1t +C2

)]
, (5.6)

y(t) =
F
M

1
κ3/2

[√
π(C1 +κt)cos

(
C2−

C2
1

2κ

)
SF

(
C1 +κt√

κπ

)
+
√

π(C1 +κt)sin
(

C2−
C2

1
2κ

)
CF

(
C1 +κt√

κπ

)
+
√

κcos
(

κ

2
t2 +C1t +C2

)]
. (5.7)

Notemos que las ecuaciones (5.6) y (5.7) se pueden reescribir como

κx(t) = (C1 +κt)ẋ(t)− ÿ(t) , (5.8)

κy(t) = (C1 +κt)ẏ(t)+ ẍ(t) , (5.9)

Para desacoplar el sistema de ecuaciones, derivamos (5.8)

ẍ(t) =
1

C1 +κt
...y (t) ,

se sustituye en ecuación (5.9), con lo que se llega a

...y (t)+(C1 +κt)2ẏ(t)−κ(C1 +κt)y(t) = 0 , (5.10)

para resolver (5.10), se hace el siguiente cambio de variable
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y(t) = (C1 +κt)C3χ(t) , (5.11)

ẏ(t) = (C1 +κt)C3χ̇(t)+C3κχ(t) ,

ÿ(t) = (C1 +κt)C3χ̈(t)+2C3κχ̇(t) ,
...y (t) = (C1 +κt)C3

...
χ(t)+3C3κχ̈(t) ,

sustituyendo en ecuación (5.10) se obtiene

(C1 +κt)
...
χ(t)+3κχ̈(t)+(C1 +κt)3

χ̇(t) = 0 , (5.12)

haciendo otro cambio de variable

χ̇(t) = v(t) , (5.13)

χ̈(t) = v̇(t) ,
...
χ(t) = v̈(t) ,

obteniendo ası́

(C1 +κt)v̈(t)+3κv̇(t)+(C1 +κt)3v(t) = 0 . (5.14)

Para resolver (5.14) consideremos

v(t) =
1

(C1 +κt)3/2 ω(t) , (5.15)

v̇(t) =
1

(C1 +κt)3/2 ω̇(t)− 3κ

2(C1 +κt)5/2 ω(t) ,

v̈(t) =
1

(C1 +κt)3/2 ω̈(t)− 3κ

(C1 +κt)5/2 ω̇(t)+
15κ2

4(C1 +κt)7/2 ω(t) ,

obteniendo ası́

ω̈(t)+
(4C4

1−3κ2 +16C3
1κt +24C2

1κ2t2 +16C1κ3t3 +4κ4t4)

4(C1 +κt)2 ω(t) = 0 , (5.16)
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cuya solución es

ω(t) =
1√

C1 +κt

[
C4e−i(C1+

κ

2 t)t− iC5

2
ei(C1+

κ

2 t)t
]
. (5.17)

A partir de aquı́ regresamos el cambio de variable (5.15), donde

v(t) =
1

(C1 +κt)2

[
C4e−i(C1+

κ

2 t)t− iC5

2
ei(C1+

κ

2 t)t
]
, (5.18)

que a su vez se regresa al integrar (5.13), obteniendo

χ(t) = i
1

2κ2(C1 +κt)
ei(C1+

κ

2 t)t
[
2iC4κe−i(C1+

κ

2 t)t +C5κ

]

− i
1

2κ3/2

√
π

4
ei π

4 ei
C2

1
2κ

[
2C4 erfi

(
e−i π

4
(C1 +κt)
(2κ)1/2

)
+C5e−i

C2
1

κ erfi
(

ei π

4
C1 +κt
(2κ)1/2

)]
,(5.19)

y finalmente usando la ecuación (5.11), se obtiene la solución general de la ecuación dife-

rencial de tercer orden (5.10), con la que se obtiene la posición cartesiana generalizada del

centro de masa del objeto rı́gido

yg(t) = i
C3

4κ2 (C1 +κt)
{
− 2
(C1 +κt)

ei(C1+
κ

2 t)t
[
2iC4e−i(2C1+κt)t +C5κ

]

+
√

2πκei π

4 e
C2

1
2κ

[
2C4 erfi

(
e−i π

4
(C1 +κt)√

2κ

)
+C5e−i

C2
1

κ erfi
(

ei π

4
(C1 +κt)√

2κ

)]}
. (5.20)

Notemos que si se deriva la ecuación (5.20), es posible encontrar la velocidad cartesiana

generalizada del centro de masa del objeto rı́gido. El movimiento cinemático rotacional de

este objeto rı́gido se visualiza en la grafica (5.2), donde se muestra que se recuperan el mismo

movimiento mostrado por Ferris [44].

5.2. Movimiento planar

En el desarrollo matematemático de la difracción óptica mediante rejillas y aberturas

aparecen como elementos fundamentales las integrales de Fresnel, muchas veces en la forma
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Figura 5.2: A la izquierda se representa el gráfico de la posición cartesiana del centro de masa del

objeto rı́gido. Mientras que a la derecha se muestra la velocidad cartesiana del centro de masa del

objeto rı́gido, mostrado por Ferris-Prabhu a partir de la generalización matemática realizada.

gráfica de Argand que genera la espiral de Cornu.

A pesar de que estas integrales tienen una fuerte conexión con el campo de la óptica on-

dulatoria, aquı́ mostramos una aplicación que fue señalada por Ferris-Prabhu en 1970 [44]

para el caso del movimiento rotacional de un cuerpo rı́gido en mecánica clásica.

Sea un objeto rı́gido de masa M (con M 6= 0) y momento de inercia I (I 6= 0) sobre

una superficie sin fricción que se encuentra inicialmente en reposo, esto es θ(t = 0) = 0 y

θ̇(t = 0) = 0. Donde θ = θ(t) es la posición angular de cualquier punto del objeto con res-

pecto a su centro de masa. Cabe señalar que se prefiere que tanto las coordenadas del centro

de masa como el eje de rotación del objeto coincidan en el origen del marco de referencia

del plano cartesiano.

Y sea F 6= 0 una fuerza de magnitud constante que actúa a una distancia d (d 6= 0) a partir

del centro de masa, tal como se muestra en la Figura 5.3. De tal manera que el movimiento

del objeto será rotacional.

Para calcular la trayectoria de este objeto, usaremos la ecuación fundamental del mo-

vimiento rotacional ecuación(5.1). Donde usaremos K = Fd
I como una constante para sim-

pificar los cálculos intermedios de este problema dinámico. Entonces la ecuación (5.1) se
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(a) Diagrama del cuerpo rı́gido a un

tiempo inicial t = 0

(b) Diagrama del cuerpo rı́gido ro-

tado a un ángulo θ a un tiempo t < t ′

Figura 5.3: Diagrama del planteamiento del problema del movimiento rotacional de un cuer-

po rı́gido a un tiempo t = 0 y a un tiempo t < t ′.

convierte en una ecuación diferencial lineal no homogénea de segundo orden θ̈(t) = K, con

solución

θ(t) =
K
2

t2 , (5.21)

donde ya se han consideraron las condiciones iniciales.

Para encontrar las ecuaciones cartesianas de movimiento usaremos la segunda ley de

Newton

ẍ(t) =
F
M

cos
(

K
2

t2
)

,

ÿ(t) =
F
M

sin
(

K
2

t2
)

,

integrando estas ecuaciones se obtiene las componentes cartesianas de la velocidad, las

cuales quedan en términos de las integrales de Fresnel

ẋ(t) =
F
M

√
π

K
C

(√
K
π

t

)
, (5.22)

ẏ(t) =
F
M

√
π

K
S

(√
K
π

t

)
, (5.23)
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Dado que ambas velocidades son cero en t = 0, se confirma que el centro de masa expe-

rimenta un movimiento plano como un instante en el centro de rotación. Estos componentes

se trazan en la Fig.(5.4) para tres valores de K, junto con su renombrado diagrama de Argand

(la parte positiva de la espiral clotoide/Cornu Euler [45,46]) y la velocidad v(t) =
√

ẋ2 + ẏ2.

Figura 5.4: Componentes cartesianos de la velocidad para K = 1,2,3 (rojo, verde, azul, res-

pectivamente), y la fuerza y masa tomadas como 1. También se muestra la gráfica de Argand

en la esquina izquierda y la velocidad en la esquina derecha v(t) =
√

ẋ2 + ẏ2

Integrando de nuevo con constantes de integración cero, las componentes cartesianas

para la posición son

x(t) =
F
M

√
π

K

[
tC

(√
K
π

t

)
− 1√

πK
sin
(

K
2

t2
)]

, (5.24)

y(t) =
F
M

√
π

K

[
tS

(√
K
π

t

)
+

1√
πK

cos
(

K
2

t2
)]

. (5.25)

Dado que F/M es un factor de escala general, procedemos aquı́ suponiendo F/M = 1, lo

que no cambia el comportamiento analı́tico de las soluciones. Graficando el desplazamiento
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ecuaciones (5.36, 5.25) en la Fig. (5.5) junto con el desplazamiento radial r(t) =
√

x2 + y2.

Las gráficas muestran un comportamiento lineal que se establece en instantes de tiempo ya

moderados con algunos superponen ondas que son más pequeñas y casi desaparecen aumen-

tando K. Esto es fácil de entender usando el gran crecimiento asintótico del argumento de

las integrales de Fresnel que escribimos en la forma

C(t) ≈ 1
2

sng(t)+
1
πt

sin
(

π

2
t2
)
≈ 1

2

(
1+ tsinc

(
π

2
t2
))

, (5.26)

S(t) ≈ 1
2

sng(t)+
1
πt

cos
(

π

2
t2
)
≈ 1

2

(
1+ tsinc∗

(
π

2
t2
))

. (5.27)

para t� 1 y donde la notación

sinc∗
(

π

2
t2
)
=−cos

(
π

2 t2)
π

2 t2 =
sin
(

π

2 t2− π

2

)
π

2 t2

se introduce para enfatizar las conocidas ondas de tipo sinc en la región plana de las

integrales de Fresnel considerada como funciones de conmutación. El aumento lineal en

la amplitud de las ondas en las grandes integrales asintóticas de Fresnel (5.26 y 5.27) es

compensado con incrementos de amortiguación natural de las oscilaciones sinc. En el caso de

los desplazamientos cartesianos (5.36) y (5.25), nótese que los últimos términos oscilatorios

están acotados por su amplitud, 1/K, por lo que su efecto en las gráficas no se puede percibir.

En otras palabras, las gráficas de desplazamiento están dominadas por las funciones pares tC

y tS, que asintóticamente en el primer cuadrante están dados por

tC(t) ≈ 1
2

t
(

1+ tsinc
(

π

2
t2
))

, (5.28)

tS(t) ≈ 1
2

t
(

1+ tsinc∗
(

π

2
t2
))

. (5.29)

a la que se debe aplicar el efecto decreciente del factor
√

π/K debe ser agregado. Usando

(5.28) y (5.29) en (5.36) y (5.25) para F/M = 1, uno puede ver que los gráficos de los

desplazamientos son esencialmente las lı́neas rectas
√

π/Kt/2 con la superposición de 1+

t sinc y 1+ t sinc∗ donde las modulaciones se amortiguan rápidamente.
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Figura 5.5: Desplazamientos cartesianos w1 ≡ x(t) (arriba a la izquierda) y w2 ≡ y(t) para

una partı́cula rı́gida restringida a un plano bajo la acción de un fuerza constante que actúa

como se describe en el texto para K = 1,2,3. La posición en la superficie es r(t) =
√

x2 + y2,

concierne con respecto al origen en el tiempo t (centro izquierda). Las fluctuaciones en la

dirección de la velocidad (flechas negras) en el curso del movimiento para los mismos valores

de K (centro derecha e inferior). Tanto la fuerza como la masa se toman como unidad.

5.2.1. Ecuaciones de movimiento para una esfera sólida y una esfera

hueca.

Analizaremos dos casos para el objeto rı́gido, uno para una esfera sólida con momento

de inercia I = 2
5MR2 y el otro caso para una esfera hueca con momento de inercia I = 2

3MR2,

recordando que M es la masa del objeto y R es el radio de la esfera. Para ambos casos consi-

deraremos una masa unitaria M = 1 y radio unitario R = 1 y además supondremos un torque

τ = 1 y la distancia de aplicación de la fuerza en d = 1.

También se calculá la velocidad total para las posiciones angulares θ = 0, π

6 , π

4 , π

3 , π

2 , π y

2π mediante
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v = v(θ) =

√(
dx(θ)

dθ

)2

+

(
dy(θ)

dθ

)2

,

=

√
πIτ

Md

[
C2

(√
2θ

π

)
+S2

(√
2θ

π

)]
,

ası́ mismo se calcula la longitud de arco s perteneciente a cada posición angular, mediante

la ecuación

s =
∫ b

a

√∣∣∣∣
d f (ζ)

dζ

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
dg(ζ)

dζ

∣∣∣∣
2

dζ ,

=
∫ b

0

√√√√
∣∣∣∣∣

√
πIτ

Md
cos

(√
2θ

π

)∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣

√
πIτ

Md
sin

(√
2θ

π

)∣∣∣∣∣

2

dθ ,

=

√
πIτ

Md

∫ b

0
dθ ,

=

√
πIτ

Md
θb ,

(a) Esfera sólida con momento de

inercia I = 2
5 MR2

(b) Esfera hueca con momento de

inercia I = 2
3 MR2

Figura 5.6: Diagrama del planteamiento del problema para la esfera sólida y para la esfera

hueca.
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θ rad dx(θ)
dθ

dy(θ)
dθ

s v(θ) dx(θ)
dθ

dy(θ)
dθ

s v(θ)

θ0 0 0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

θ1 30 π

6 0,62 0,11 0,58 0,63 0,81 0,14 0,75 0,82

θ2 45 π

4 0,74 0,19 0,88 0,77 0,96 0,25 1,13 0,99

θ3 60 π

3 0,81 0,29 1,17 0,87 1,05 0,38 1,51 1,12

θ4 90 π

2 0,87 0,49 1,76 1,00 1,12 0,63 2,27 1,29

θ5 180 π 0,59 0,80 3,52 0,99 0,76 1,03 4,54 1,28

θ6 360 2π 0,54 0,38 7,04 0,66 0,70 0,49 9,09 0,86

Tabla 5.1: Tabla de valores de las coordenadas cartesianas de las velocidades, su longitud de

arco y la velocidad total para cada posición angular θ = 0, π

6 , π

4 , π

3 , π

2 , π y 2π para una esfera

sólida y una esfera hueca.

En el Cuadro 5.1 para cada una de las posiciones angulares θ = 0, π

6 , π

4 , π

3 , π

2 , π y 2π

se presentan sus correspondientes coordenadas cartesianas de las velocidades y su velocidad

total, ası́ como el cálculo de la longitud de arco tanto para la esfera sólida como para la esfera

hueca.

Mientras que en la Figura (5.7) se presenta la representación gráfica o el plano Argand

de la trayectoria de las velocidades cartesianas para una vuelta o perı́odo de 2π y para dos

vueltas o un perı́odo de 4π en el caso de las dos esferas sólida y hueca.

Por otro lado en la Figura (5.8) se muestra la trayectoria del centro de masa (y(θ) vs x(θ))

para una familia de soluciones para diferentes valores de A y B en un rango de [−10,10] en

ambos casos de la esfera sólida y hueca.

Comparación entre esferas

Notemos que la espiral de la esfera hueca (color naranja) es de mayor tamaño en compa-

ración de la espiral de la esfera sólida (color verde) debido a que al aplicar una fuerza sobre
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(a) Espiral a un perı́odo de 2π para la esfera sóli-

da.

(b) Espiral a un perı́odo de 4π para la esfera sóli-

da.

(c) Espiral a un perı́odo de 2π para la esfera hue-

ca.

(d) Espiral a un perı́odo de 4π para la esfera hue-

ca.

Figura 5.7: Espiral a dos diferentes perı́odos donde los puntos representan el recorrido de

longitud de arco que se recorre a una posición angular θ = 0, π

6 ,
π

4 ,
π

3 ,
π

2 ,π.

el objeto hueco este generará un torque mayor al del objeto sólido, y por tanto tendrá un

momento de rotación mayor.

Por otro lado, en la familia de curvas de la trayectoria del centro de masa en la esfera
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(a) Trayectoria del centro de masa para una esfera

sólida.

(b) Trayectoria del centro de masa para una esfera

hueca.

Figura 5.8: Representación gráfica de las posiciones cartesianas para la esfera sólida y para

la esfera hueca.

hueca se encuentra un poco más desplazada en comparación a la familia de curvas de la es-

fera sólida. Ya que la diferencia del momento de inercia entre los dos objetos es de 4
15 .

Con lo que se puede concluir que entre mayor sea el momento de inercia del objeto mayor

será su velocidad y por ende recorrerá una mayor longitud de arco en la espiral, y además

las familias de curvas en la trayectoria de masas se verán desplazada (lo que sucede en este

caso con la esfera hueca).

5.3. Dinámica Rotacional usando la ecuación de Riccati

Como hemos visto existen varias generalizaciones de la espiral de Cornu desde el punto

de vista de diferentes aplicaciones se puede encontrar en la literatura [47–50]. En esta sec-

ción presentamos una generalización paramétrica que también se puede considerar como una

deformación de la espiral de Cornu. Esto se logra por medio de un parámetro complejo que

aparece en la solución general de la ecuación de Riccati que corresponde a las integrales de
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Fresnel.

Notemos que las ecuaciones (5.24) y (5.25) se pueden reescribir en términos de la velo-

cidad y la aceleración, tal como

x(t) = tẋ(t)− 1
K

ÿ(t) , (5.30)

y(t) = tẏ(t)+
1
K

ẍ(t) , (5.31)

esto es

1
K

ẍ+ tẏ− y = 0 ,

1
K

ÿ− tẋ(t)+ x = 0 ,

arreglando términos tenemos que el sistema de ecuaciones acoplado a resolver es

ẍ+Ktẋ−Kx = 0 , (5.32)

ÿ−Ktẏ+Ky = 0 , (5.33)

para calcular la solución se utiliza el método de factorización [Dt − φ2][Dt − φ1]x(t) =

0 [51] para resolver para la ecuación 5.32 y [Dt − φ4][Dt − φ3]y(t) = 0 [51] para resolver

para la ecuación 5.33, donde φ1(t), φ2(t), φ3(t) y φ4(t) actúan como funciones auxiliares.

Obteniendo ası́ la ecuación de Riccati asociada a las ecuaciones 5.32 y 5.33 respectivamente

φ̇1 +φ
2
1 +Ktφ1−K = 0 , (5.34)

φ̇3 +φ
2
3−Ktφ3 +K = 0 , (5.35)

proponiendo φ1 =
1
u1
+φp1 y φ3 =

1
u3
+φp3 y resolviendo por factor integrante e

∫
(−2φp−Kt)dt

y e
∫
(−2φp+Kt)dt para las ecuaciones 5.34 y 5.35 respectivamente, donde φp1 y φp3 son solu-

ciones partı́culares conocidas que se obtienen del hecho de que
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φp1 =
d
dt

ln |x|= 1
t
,

φp3 =
d
dt

ln |y|= 1
t
,

entonces se obtiene que

φ1 =
d
dt

{
ln

∣∣∣∣∣tC1−C2e−
K
2 t2−C2

√
πK
2

t erf

(√
K
2

t

)∣∣∣∣∣

}
,

φ3 =
d
dt

{
ln

∣∣∣∣∣tC3−C4e
K
2 t2

+C4

√
πK
2

t erfi

(√
K
2

t

)∣∣∣∣∣

}
,

con C1, C2, C3 y C4 constantes de integración. Ası́ finalmente se llega a que

x(t) = t−A

[
e−

K
2 t2

+

√
πK
2

t erf

(√
K
2

t

)]
, (5.36)

y(t) = t−B

[
e

K
2 t2−

√
πK
2

t erfi

(√
K
2

t

)]
, (5.37)

con A y B constantes.

Por tanto llegamos a que las ecuaciones cartesianas del movimiento de rotación en térmi-

nos del tiempo de un objeto rı́gido quedan expresadas de la siguiente manera:

ẋ(t) =
F
M

√
π

K
C

(√
K
π

t

)
, (5.38)

ẏ(t) =
F
M

√
π

K
S

(√
K
π

t

)
, (5.39)

x(t) = t−A

[
e−

K
2 t2

+

√
πK
2

t erf

(√
K
2

t

)]
, (5.40)

y(t) = t−B

[
e

K
2 t2−

√
πK
2

t erfi

(√
K
2

t

)]
) , (5.41)

notemos que es posible que las ecuaciones 5.38 - 5.41 pueden ser descritas en términos

de la posición angular θ(t) = K
2 t2, además del torque y del momento de inercia del objeto

K = Fd
I = τ

I , obteniendo ası́
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dx(θ)
dθ

=

√
πIτ

Md
C

(√
2θ

π

)
, (5.42)

dy(θ)
dθ

=

√
πIτ

Md
S

(√
2θ

π

)
, (5.43)

x(θ) =

√
2θI
τ
−A

[
e−θ +

√
πθ erf

(√
θ

)]
, (5.44)

y(θ) =

√
2θI
τ
−B

[
eθ−
√

πθ erfi
(√

θ

)]
, (5.45)

en donde si θ = 0, se tiene que

dx(0)
dθ

= 0 ,
dy(0)

dθ
= 0 ,

x(0) =−A , y(0) =−B ,

lo que implica que la velocidad inicial será nula ya que se inicia del reposo y las coorde-

nadas cartesianas iniciales son (−A,−B), esto es que podrı́a ser cualquier punto del objeto

rı́gido.
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5.4. Jerk: algunas aplicaciones

En esta sección señalamos algunas propiedades de sacudidas o Jerk de este tipo de mo-

vimiento. Donde los desplazamientos cartesianos x e y que presentan dos jerks del tipo

...x = −K̃tÿ ,

...y = K̃tẍ , (5.46)

donde K̃ = FK/M , como se puede inferir de las derivadas de (5.22) y (5.22), aunque la

aceleración total es constante, a = F/M. Esto es similar al caso del movimiento circular de

radio arbitrario R y velocidad angular Ω, donde las sacudidas o Jerks cartesianos son dada

por

...x = −Ωÿ ,

...y = Ωẍ , (5.47)

y la aceleración centrı́peta es ac = Ω2R.

Es interesante encontrar la ecuación diferencial que satisfacen los Jerks, que a priori

deberı́a ser de tercer orden [52]. Escribiendo el sistema (5.24) y (5.25) en la forma

x(t) = tẋ− 1
K

ÿ ,

y(t) = tẏ+
1
K

ẍ− 1
x
, (5.48)

y usando ẍ de la segunda ecuación en la derivada de la primera, nos lleva a la ecuación

diferencial lineal no homogénea de tercer orden

...w+K2t2ẇ−K2tw = Kt (5.49)

Esta ecuación tiene las siguientes soluciones lineales independientes,
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w1(t) = x(t) ,

w2(t) = y(t) ,

w3(t) =

√
π

K
t− 1

K
. (5.50)

Los primeros dos de ellos son Jerk con tirones entremezclados dados en (5.47) y son

solo los desplazamientos cartesianos dados en (5.24) y (5.25) y se representa en la Fig. (5.5).

La tercera solución lineal independiente es una solución degenerada, no es un Jerk, ya que

también es una solución de la ecuación lineal de primer orden más simple

K2t2ẇ−K2tw = Kt (5.51)

Esta solución se descarta debido a las condiciones iniciales de el movimiento.

La importancia de la ecuación diferencial de tercer orden reside en su uso como una

definición (desacoplada) de los Jerks que se pueden calcular de

...w1(t) = K2t (w1− tẇ1) =−Kt sin
(

Kt2

2

)
,

...w2(t) = K2t (w2− tẇ2) = Kt cos
(

Kt2

2

)

respectivamente.
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5.5. Factorización de la ecuación de Fresnel y una aproxi-

mación Supersimétrica

Una de las aplicaciones más desarrolladas de la factorización desarrollada en la sección

(5.3) es que se puede dar un tratamiento supersimétrico. Donde las soluciones de las ecua-

ciones (5.32) y (5.33) se podrı́an interpretar de la solución en la que el parámetro complejo

de Riccati. La forma factorizada A−A+v = 0 usando los operadores diferenciales dados por

A+ =
1√
z

d
dz

+π
√

z tan
πz2

2
,

A− =
1√
z

d
dz
−π
√

z tan
πz2

2
, (5.52)

donde z = 1
kt , K = π2z2 y v = x =−y. Procediendo como en la mecánica cuántica super-

simétrica, la ecuación pareja supersimétrica de (5.32) ó (5.33) es

A+A−ψ≡ ψ
′′− 1

z
ψ
′+
(
π

2z2 +4Darb(z)
)

ψ = 0 (5.53)

El término extra en (5.53) con respecto a (5.32) ó (5.33) es dada por

4Darb(z) =−2π
2z2 +

3
4z2 −π tan

πz2

2
−2π

2z2 tan2 πz2

2
(5.54)

es la distorsión de Darboux de (5.32) ó (5.33), y se presenta en el primer gráfico de la

Fig. (5.9).

Para saber a qué EDO lineal de segundo orden corresponde a las espirales de Cornu

deformadas, primero escribimos el general Solución de Riccati en forma trigonométrica

yp(z) = −πz tan
(

πz2

2
+ϕ

)
,

θ =
1
R

eiϕ (5.55)

y simplemente sustituirlo en lugar de la solución partı́cular de Riccati en la factorización

(5.53)
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[
1√
z

d
dz
− yp(z)√

z

]

[
d
dz

1
z
+

yp(z)√
z

]
ψ̃ = 0 (5.56)

Se obtiene la ecuación

ψ̃
′′− 1

z
ψ̃
′+
(
π

2z2 +4Darb(z)
)

ψ̃ = 0 (5.57)

con la distorsión de Darboux dependiendo paramétricamente en el cambio de fase ϕ

4Darb(z,ϕ) =−2π
2z2 +

3
4z2 −π tan

(
πz2

2
+ϕ

)
−2π

2z2 tan2
(

πz2

2
+ϕ

)
(5.58)

Para encontrar la solución general de (5.57), hacemos A− ψ̃ = φ̃ entonces la ecuación

homogénea A+φ = 0 tiene solución

φ̃(z;ϕ) = b1 cos
(

πz2

2
+ϕ

)
(5.59)

Resolviendo la ecuación no homogénea A− ψ̃ = φ̃ podemos obtener la solución general

de (5.57)

ψ̃(z,ϕ) =
√

z
4

b2 +2b1z+
√

2b1

[
cos2ϕC(

√
2z)− sin2ϕS(

√
2z)
]

cos
(

πz2

2 +ϕ

) (5.60)

denotando

C̃(z;ϕ) =
∫ z

0
cos
(
πs2 +2ϕ

)
ds (5.61)

y eligiendo las constantes arbitrarias para que sean b1 = 2, b2 = 0, (5.60) toma la forma

compacta

ψ̃(z,ϕ) =
√

z
z+C̃(z;ϕ)

cos
(

πz2

2 +ϕ

) (5.62)

En la Fig. (5.9), mostramos varios casos de la paramétrica de distorsiones de Darboux

4Darb(z;ϕ) de Cornu deformado espirales presentadas en la Fig. (5.10). Notamos que la
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envolvente negativa parabólica es dada por el primer término en (5.58) junto con las sin-

gularidades debidas a los términos que contienen las tangentes para z distinto de cero. Las

singularidades en el origen se deben al término 1/z2 excepto en los casos ϕ =±π/2 cuando

la contribución dominante proviene de los términos cotangentes.

Figura 5.9: Distorsión de Darbux para varias fases

Los patrones de factorización discutidos aquı́ desentrañan el origen de Darboux de esta

deformación, que es un contraparte de la misma construcción en cantidad supersimétrica en

mecánica de giros, donde las familias paramétricas supersimétricas. Donde se han obtenido

potenciales isoespectrales con el propiedad de que todos los miembros de esas familias tie-

nen la mismo potencial de pareja supersimétrica [46, 53, 54]. El potencial inicial y su pareja

supersimétrica son reproducidos para valores extremos de los parámetros. En el caso de la

espiral de Cornu, nuestra parametrización ha sido elegido de tal manera que cuando a y b son

cero, la supersimetrı́a se obtiene ccon la espiral pareja, mientras que el estándar La espiral de

Cornu se obtiene cuando a→ ∞ y b = 0. Esto es demostrado gráficamente en la Fig. (5.11)

donde incluso para el valor bastante pequeño de a = 10 y b = 0, la espiral es muy cercano al

estándar como se conoce en los libros de texto [2].
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Una deformación paramétrica de la espiral de Cornu ha sido introducida basado en el

uso de la correspondiente solución general de Riccati en lugar de la solución particular.

Geométricamente, el origen de este tipo de deformación se encuentra en los dos desplaza-

mientos independientes, a lo largo de los dos ejes ortogonales del plano en el que se traza la

espiral.

Estos desplazamientos pueden generar no sólo la deformación del enrredo de la espiral

sino también su rotación global como se ve en las parcelas.

Figura 5.10: Espiral de Cornu para la ecuación de Riccati correspondiente a las parejas su-

persimétricas: ecuación (5.53) gráfica central y ecuación (5.57) para los demas casos de las

gráficas
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Figura 5.11: Pareja Supersimétric de espirales de Cornu
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Capı́tulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

Esté documento de tesis se desarrollo como un estudio especı́fico de la difracción óptica, tanto en

el determinado campo cercano como campo lejano, donde en los dos primeros capı́tulos se analizan

los aspectos importantes de este fenómeno óptico, mediante su descripción matemática, desarrollando

una extención de visualización usando el denominado número de Fresnel, aspecto poco usado en la

literatura conocida.

Continuando en este ambito, dentro del capı́tulo 3 y en el capı́tulo 5 se ha desarrollado una mode-

lación matemática de dos situaciones diferentes, con aplicación de las expresiones matemáticas de la

teorı́a difractiva. Siendo que, en el capı́tulo 3 se hace la descripción dentro del marco de óptica fı́sica,

donde se presenta el análisis de aberturas difractivas haciendo uso de la teorı́a de la difracción escalar

y el número de Fresnel. Mientras que en el capı́tulo 5, se hace referencia a la dinámica rotacional

newtoniana de un cuerpo rı́gido dentro del marco de la mecánica clásica y una pequeña extensión al

marco de la mecánica cuántica superimétrica. A pesar de ser dos situaciones diferentes en ambas, se

utiliza una herramienta matemática en común conocida como las integrales de Fresnel y por ende su

representación Argand cuya gráfica es la espiral de Cornu. Esto es basado, en que es bien sabido que

tanto estas integrales de Fresnel como la espiral de Cornu sirven para describir el patrón de difrac-

ción en abertura de diversas geometrı́as con las descritas en este documento como los son aberturas

rectangulares y sus casos partı́culares como los son la abertura cuadrada, las rendijas y el borde recto.

Pero también la espiral de Cornu y las integrales de Fresnel muestran otra situacián donde es posible
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emplear esta matemática que NO se encuentra dentro del área de la óptica fı́sica, como es la mecánica

clásica en el desarrollo de sistemas que llevan rotaciones. Mostrando que se han encontrado diferentes

interpretaciones fı́sicas y aplicaciones de las integrales de Fresnel y espiral de Cornu.

De manera partı́cular en el capı́tulo 3, se ha expuesto un enfoque diferente a la teorı́a de difracción

escalar para el estudio de aberturas mediante el Número de Fresnel. Donde la importancia del uso de

este concepto adimensional como parámetro proporciona la ventaja de poder estudiar el patrón de

difracción tanto del régimen de campo lejano como de campo cercano para aberturas con cualquier

geometrı́a, matemática que surgé a partir del manejo de la fórmula integral Fresnel-Kirchhoff para el

régimen de difracción de Fresnel. Y a pesar de que el análisis de las aberturas se ha realizado para

geometrı́as simples como lo son la abertura rectangular, la abertura circular y la abertura triángular,

estas geometrı́as tienen aplicaciones importantes en el área de la biologı́a, mediante el estudio y la

obtención de imagenes de celulas biológicas transparentes a partir del fenómeno de la difracción.

De igual forma, en el capı́tulo 4 se propone una extensión de la teorı́a de difracción escalar con

aplicación en el desarrollo fractal pero bajo el tratamiento de número de Fresnel además que se análi-

zo la estrutura fractal especial de una rendija de Cantor donde se da la interpretación desde el punto

de vista fı́sico de la colorimetrı́a, obteniendo como resultado que para diferentes geometrı́as y es-

tructuras en las rejillas de difracción se genera una coloración. Además de, observar que la ventaja

de utilizar la teorı́a de difracción escalar para el cálculo de coordenadas colorimétricas presenta un

mayor desempeño debido a la facilidad en la realización del cómputo, pero también, se observa la

desventaja de que este tratamiento no considera las propiedades del material.Y sumado a estas obser-

vaciones se verifica que dependiendo del perfil de las alturas y la geometrı́a de la rendija rectangular

y fractal, se aprecia la generación de diferentes colores.

Como se ha mensionado anteriormente, la matemática utilizada en la difracción óptica, también

se puede aplicar en otras áreas de la fı́sica como es la mecánica clásica de manera especı́fica en

la cinemática rotacional como se muestra en el capı́tulo 5, donde se presento una generalización

matemática de las integrales de Fresnel, aplicadas a esta rama, donde son tomadas las condiciones

iniciales de reposo para el movimiento mecánico rotacional de un objeto rı́gido sobre una superficie

sin fricción; tal que, bajo la descripción matemática utilizada se puede dar la interpretación fı́sica

débido a la representación en la gráfica Argand de estas integrales, describiendo que esta, representa
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la derivada temporal de la posición cartesiana del centro de masa del objeto rı́gido, y además que

cuando la constante k = Fd
I adquiere el valor de π, nos muestra la espiral de Cornu, por lo que se

puede generar una espiral para cada posición.

Siendo que en el análisis de las propiedades mecánicas de rotación, se observa que el movimiento

plano de un cuerpo rı́gido con componentes de velocidad cartesiana se pueden expresar a través de

las integrales de Fresnel, donde la la velocidad tiende rápidamente a un valor constante afectado

por pequeñas oscilaciones de la función sinc cuyas amplitudes son amortiguadas adicionalmente por

el parámetro K. En consecuencia, no es de extrañar que también la trayectoria corresponde a un

movimiento plano de casi uniforme velocidad con sólo algunas oscilaciones pequeñas. Sin embargo,

estas ondulaciones son importantes ya que revelan las caracterı́sticas sacudidas de movimiento, que

están determinados por ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas obtenidas en este trabajo.

6.2. Perspectivas

Es posible extender el análisis de las aberturas dentro del marco de la teorı́a de difracción escalar

mediante el número de Fresnel implementando algunas otras geometrı́as como lo podrı́an ser las aber-

tura eliptı́cas, la doble rendija o las múltiples rendijas, lo que también nos lleva a casos fractales como

diseños de Fibonacci, y utilizarlos en estructuras de placas zonales. Además se pueden implementar

algunas propiedades fı́sicas de los materiales como lo serı́an los ı́ndice de refracción de los objetos a

analizar mediante el fenómeno de difracción y hacer una descripición colorimétrica más detallada.

Tal que al realizar el cálculo de las coordenadas cromáticas rgb y su representación en el espacio

de color RGB, se podrian calcular las curvas espectrales en el canal de color, buscando sistemas de

iridisencia.

También se pretende diseñar una metodologı́a inversa en la que se pueda describir de antemano

el tipo de geometrı́a de la rejilla necesaria para generar un color deseado, y con ello crear los colores

primarios con base a la geometrı́a de la estructura, posiblemente en el ámbito de los metamáteriales.

Por otro lado, en el estudio de la dinámica de rotación se puede extender el análisis en la parte

de la interpretación fı́sica relacionando la longitud de arco de la espiral de Cornu con la posición
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angular o el ángulo de rotación del objeto rı́gido. También serı́a pertinente considerar que el objeto

tuviera un movimiento tridimensional, el cual podrı́a tener aplicaciones significativas en el análisis de

movimiento de satélites espaciales.

Por último se podrı́a hacer un desarrollo más detallado de la estructura supersimétrica obtenida

bajo el tratamiento matemático para este ámbito rotacional.
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[7] Julio A. Romero and Luis Hernández. Nueva formulación del principio de huygens para ondas

planas. Rev. Col. Fı́s, 22:67–72, 2005.

[8] Yadira Ortega Barrera. Aberturas arbitrarias mediante difracción de Fresnel. PhD thesis, De-
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[40] Mathieu Hébert, Roger D. Hersch, and Patrick Emmel. Fundamentals of Optics and Radiometry

for Color Reproduction. 2015.

[41] Chris Wyman, Peter-Pike Sloan, and Peter Shirley. Simple analytic approximations to the cie

xyz color matching functions. Journal of Computer Graphics Techniques, 2(2), 2013.

97



[42] E.L. Staristin, R.A. Grant, G. Dougill, G.H.M. Van Der Heijden, and V.G.A. Goss. The euler

spiral of rat whiskers. Sci.Adv., 3, 2020.

[43] L. Bartholdi and A.G. Henriques. Orange peels and fresnel integrals. Math. Intelligencer., 34,

2012.

[44] A.V. Ferris-Prabhu. On the appearance of fresnel’s integrals in dynamics. Am. J. Phys., 38:1356–

1357, 1970.

[45] H. C. Rosu, S. C. Mancas, and E. Flores-Garduño. Riccati parametric deformations of the cornu

spira. Z. Naturforsch. A, 73:479–484, 2018.

[46] H.C. Rosu, S.C.Mancas, and P. Chen. One-parameter families of supersymmetric isospectral

potentials from riccati solutions in function composition form. Ann. Phys., 343:87–102, 2014.

[47] D.A. Hill. A generalization of the cornu spiral for lossy media. J. Appl. Phys., 69:1772–1774,

1991.

[48] J.M. Ali, R.M. Tookey, J.V. Ball, and A.A. Ball. The generalised cornu spiral and its application

to span generation. J. Comp. Appl. Math., 102:37–47, 1999.

[49] F. Werdiger, M.J. Kitchen, and D.M. Paganin. Generalised cornu spirals: an experimental study

using hard x-rays. Optics Express, 24:10620–10634, 2016.
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Abstract: In this article, a parametric deformation of the 
Cornu spiral is introduced. The parameter is an integra-
tion constant which appears in the general solution of the 
Riccati equation and is related to the Fresnel integrals. The 
Argand plots of the deformed spirals are presented and a 
supersymmetric (Darboux) structure of the deformation is 
revealed through the factorization approach.

Keywords: Argand Plot; Cornu Spiral; Darboux Distortion; 
General Solution; Riccati Equation.

1   Introduction
One of the most famous spirals with important scien-
tific and technological consequences is Euler’s spiral, 
also known as Cornu’s spiral in optics, and also as the 
clothoid, which means looking like Clotho, as proposed 
by the noted geometer Cesàro in 1890. Schwartzman, 
in his book “The Words of Mathematics” [1], mentions 
that Clotho was the youngest of the three fates “moirai” 
in ancient Greek mythology. The little sister Clotho was 
responsible for spinning the thread of human life. Pre-
sumably, Cesàro was inspired by the resemblance of the 
spiral to a spinning wheel. However, here we will call this 
spiral as Cornu’s spiral as it was Cornu who first drew the 
entire spiral with its two foci, while Euler drew only the 
positive arm.

Perhaps, the simplest mathematical definition of 
the Cornu spiral ℱ is the Argand plane representation, 
ℱ = X + iY, with X and Y as the two Fresnel integrals

 

2

0

( ) cos d ,
2

z

C z s s Xπ 
= ≡  ∫  (1)

 

2

0

( ) sin d  ,
2

z

S z s s Yπ 
= ≡  ∫  (2)

which are parametrised by the arclength of the spiral s. In 
optics, the square modulus |ℱ |2 is related to the intensity 
of light at a given point in diffraction patterns.

On the other hand, geometrically, the Cornu spiral is 
defined as the curve whose curvature increases linearly 
with the arclength, which means the radius of curvature 
ρ(t) times the arc length s(t) is constant at each point of 
the curve. This is represented by the Cesàro equation 

2

( ) ,
( )
ct
s t

ρ =  with c as any constant. The other important 

property is related to the Fresnel integrals for which 
1 ;c
π

=  both slowly approach the point 1 1, 
2 2

 
   as s → ∞ 

in the first quadrant, and because both the functions 

are odd, the curve spirals towards 1 1, 
2 2

 
− −   in the third 

quadrant [2].
Its most immediate technological use is in the layout 

of civil engineering works (roads, railways, pipelines 
among others) as road transitions to join straight sections 
with curved sections or to connect two circular sections 
[3, 4]. This is one of its most important engineering appli-
cations, as the radius of curvature decreases inversely pro-
portional to the distance travelled on it, and this feature 
allows the driver a smooth change of trajectory. Other 
applications in which clothoids are considered useful are 
for the controlled trajectories of robots [5], for the design 
of roller coasters [6], and aesthetic shapes of industrial 
products [7].

Various generalisations of the Cornu spiral from 
the viewpoint of its different applications are found in 
literature [8–11]. In this communication, we introduce a 
parametric generalisation which can be also considered 
as a deformation of the Cornu spiral. This is achieved 
by means of a complex parameter which appears in 
the general solution of the Riccati equation that corre-
sponds to the Fresnel integrals. In Section 2, we show 
the reduction of the third-order ordinary differential 
equation (ODE) satisfied by the Fresnel integrals as 
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particular solutions to the corresponding Riccati equa-
tion, whose general solution is obtained explicitly. We 
then write the solution of the third-order ODE based on 
the general Riccati solution and present the Argand plots 
of this solution. In Section 3, the similarity with super-
symmetric quantum mechanics is emphasized by means 
of the factorization approach [12–16] which is applied to 
the second-order linear ODE that comes into play in the 
reduction process of Section 2.

2   From the Third-Order ODE to the 
Riccati Equation and Back

We start with the known linear third-order ODE satisfied 
by the Fresnel integrals [17]

 
2 3w w w 0,z zπ− + =′′′ ′′ ′  (3)

which can be reduced by using w′(z) = v(z), with 
d ,

dz
′ =  to 

obtain

 
2 21 0.v v z v

z
π− + =′′ ′  (4)

Letting z2 = ζ we obtain the simple harmonic oscillator

 

22

2
d 0.

2d
v vπ

ζ

 
+ =    (5)

Thus, the solution to (4) is

 
2 2

1 2( ) cos sin  ,
2 2

v z c z c zπ π   
= +        (6)

and by one integration the solution to (3) is

 1 2w( ) ( ) ( ) w(0) ,z c C z c S z= + +  (7)

where C(z) and S(z) are the Fresnel integrals given by (1) 
and (2).

On the other hand, by using the logarithmic derivative 
( )( ) ,
( )

v zy z
v z
′=  (4) becomes the Riccati equation

 
2 2 21y y y z

z
π+ = −′  (8)

with particular solution

 
( ) .py z i zπ=  (9)

As d

1( ) ,py zv z c e∫=  then a particular solution to (4) is
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1( ) ,
i z

pv z c e
π

=  (10)

which can be also obtained from (6) by setting c2 = ic1. 
Thus, the particular solution of (3) for w(0) = 0 is
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To construct the general solution of Riccati equation 
(8) using any particular solution yp we let

 

1( ) ( ) ,
( )py z y z
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= +  (12)

where u satisfies the linear equation
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The solution of (13) is
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where μ(z) is the integrating factor

 
2 ( )d( ) ,py z zz zeµ

− ∫=  (15)

which gives the general solution
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with γ arbitrary constant.
We now use the particular solution given by (9) to 

construct the linear equation in u which becomes

 

1 2 1.u i z u
z

π
 

+ − =′     (17)

By using the integrating factor
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the general solution of Riccati equation (8) is
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By redefining the constant 
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simpler form
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Notice that for the limiting cases of θ → 0, and 
θ → ∞, yg(z) → −iπz, and yg(z) → iπz, respectively. When 

θ → 1, and θ → −1, then 
2

( ) tan ,
2g
zy z z π

π
 

→ −     and 
2

( ) cot
2g
zy z z π

π
 

→   , respectively.

To find the general solution to (4), we use 
( )d( ) gy z z

gv z Re∫=  to obtain

 
( )2 2

2 2( ) .
i z i z

gv z R e e
π π

θ
−

= +  (21)

By one integration, assuming w(0) = 0 and  
using Euler’s formula, the deformed solution of (3) is 
given by

 
w ( ) [(1 ) ( ) ( 1 ) ( )].g z R C z i S zθ θ= + + − +  (22)

By writing the solution as

 
w ( ) w ( ) w ( )g z z i z= +

R I  (23)

and letting θ = a + ib, we obtain

Figure 1: Argand plots for the Riccati-deformed Cornu spirals for different values of a and b. The a = 0, b = 0 case at the center corresponds 
to the supersymmetric partner equation (26), while all the other cases correspond to (30).
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w ( ) [( 1) ( ) ( )] ,

w ( ) [ ( ) ( 1) ( )].

z R a C z bS z

z R bC z a S z

= + −

= + −
R

I

 (24)

Comparing (7) with (23) and (24), one can see that we 
managed to replace the superposition constants c1 and c2 
by the real and imaginary components of the parameters 
entering the general Riccati solution. This is not a trivial 
replacement because, as we will see next, one can dis-
entangle an underlying supersymmetric structure of the 
solution expressed in this way. We present the Argand 
plots Y = w

I
(z), X = w

R
(z) in Figure 1 for various parameters 

a and b. All figures except a = 0, b = 0 are scaled by the 

factor 
2 2

1 .R
a b

=
+

3   Factorization of (4) and 
 Supersymmetric Approach

We will now demonstrate the supersymmetric features of 
the solution in which the complex Riccati parameter is 
used.

Equation (4) can be written in the factorized form 
A−A+v = 0 using the differential operators given by

 

2

2

1 d tan
d 2

d 1 tan  .
d 2

zA z
zz

zA z
z z

π
π

π
π

+

−

= +

= −
 (25)

Proceeding as in supersymmetric quantum mechan-
ics, the supersymmetric partner equation of (4) is

 
2 2

Darb
1 ( ( )) 0 .A A z z
z

Ψ Ψ Ψ π ∆ Ψ+ − ≡ − + + =′′ ′  (26)

The extra term in (26) with respect to (4) is given by

 

2 2
2 2 2 2 2

Darb 2
3( ) 2 tan 2 tan

2 24
z zz z z

z
π π

∆ π π π= − + − −  (27)

which is the Darboux distortion of (4), and is presented in 
the first plot of Figure 2.

To find out if the second-order linear ODE corresponds 
to the deformed Cornu spirals, we first write the general 
Riccati solution (20) in the trigonometric form
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Figure 2: Darboux distortion of (4) for various phases φ. The Darboux distortion of the supersymmetric partner of the Cornu spiral cor-
responds to φ = 0. The other cases correspond to members of the parametric deformed family of spirals having the same supersymmetric 
partner.
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and simply substitute it instead of the particular Riccati 
solution in the factorization (26)
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One obtains the equation
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Darb
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with the Darboux distortion depending parametrically on 
the phase shift φ
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To find the general solution to (30), we let ,A Ψ Φ− =� �  
thus the homogenous equation 0A Φ+ =�  has the solution
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zz b π

Φ φ φ
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By solving the non-homogeneous equation ,A Ψ Φ− =� �  
we obtain the general solution of (30)
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Denoting
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( ; ) cos( 2 )d
z

C z s sφ π φ= +∫�
 (34)

and choosing the arbitrary constants to be b1 = 2, b2 = 0, 
(33) takes the compact form
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Figure 3: The Cornu supersymmetric partner spiral, a = 0, b = 0, from the center of Figure 1 and the parametric Cornu spiral for a = 10, 
b = 0 which is already very close to the standard Cornu spiral. Notice also that in the limit a → ∞ the supersymmetric partner spiral is the 
image of the standard spiral under real axis reflection.
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In Figure 2, we display various cases of parametric 
Darboux distortions ΔDarb(z; φ) of the deformed Cornu 
spirals presented in Figure 1. We notice the negative para-
bolic envelope as given by the first term in (31) together 
with the singularities due to the terms containing the 
tangents for nonzero z. The singularities at the origin are 
due to the 1/z2 term except for the cases φ =  ± π/2 when the 
dominant contribution comes from the cotangent terms. 
For these values of the phase, the Darboux distortion sim-
plifies to

2 2

Darb 2 2

2 2

Darb 2 2

2 2

Darb 2 2

3 (sin 4 )( ;0) ,
4 cos 1

3 (cos 4 )( ; / 4) ,
4 sin 1

3 (sin 4 )( ; / 2) .
4 cos 1

z zz
z z

z zz
z z

z zz
z z

π π π
∆

π

π π π
∆ π

π

π π π
∆ π

π

+= −
+

±± = +

−± = −
−

∓

The factorization patterns discussed here unravel 
the Darboux origin of this deformation, which is a coun-
terpart of the same construction in supersymmetric 
quantum mechanics, where the parametric families of 
supersymmetric isospectral potentials are obtained with 
the property that all the members of those families have 
the same supersymmetric partner potential [12, 13, 15]. 
The initial potential and its supersymmetric partners are 
reproduced for extremal values of the parameters. In the 
case of the Cornu spiral, our parametrization chosen is 
such that when a and b are nought, the supersymmetric 
partner spiral is obtained, whereas the standard Cornu 
spiral is obtained when a → ∞ and b = 0. This is graphi-
cally demonstrated in Figure 3 where even for the rather 
small values of a = 10 and b = 0, the spiral is very close to 
the standard one as known from textbooks [2].

4   Conclusion
A parametric deformation of the Cornu spiral is intro-
duced based on the usage of the corresponding general 
Riccati solution instead of the particular solution. Geo-
metrically, the origin of this kind of deformation lies in the 

two independent scales, a and b, along the two orthogo-
nal axes of the plane in which the spiral is plotted. These 
scales can generate not only the deformation of the rolls of 
the spiral, but also its global rotation as seen in the plots. 
Foreseen applications are in the same range as those of 
the standard Cornu spiral.
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AbstrAct
We find and discuss the non-autonomous soliton solutions in the case of variable nonlinearity and dispersion implied by the Ginz-
burg-Landau equation with variable coefficients. In this work we obtain non-autonomous Ginzburg-Landau solitons from the stan-
dard autonomous Ginzburg-Landau soliton solutions using a simplified version of the He-Li mapping. We find soliton pulses of both 
arbitrary and fixed amplitudes in terms of a function constrained by a single condition involving the nonlinearity and the dispersion 
of the medium. This is important because it can be used as a tool for the parametric manipulation of these non-autonomous solitons.
Keywords: nonlinear, Ginzburg-Landau Equation, Non-Autonomous Solitons.

resumen
Se hallan y discuten soluciones de tipo solitones no autónomos en el caso de no linealidad y dispersión implícitas en la ecuación de 
Ginzburg-Landau con coeficientes variables. El principal objetivo del artículo es obtener de manera sistemática las soluciones de dicha 
ecuación mediante una versión simplificada del mapeo propuesto por He-Li a partir de las soluciones solitónicas autónomas de la 
ecuación de Ginzburg-Landau estándar de coeficientes constantes. Bajo este mapeo, se encuentran pulsos solitonicos de amplitudes 
tanto fijas como arbitrarias que dependen de una función que es restringida por una única condición que involucra la no linealidad y 
la dispersión del medio. Esté resultado es importante porque puede usarse como una herramienta para la manipulación paramétrica 
de solitones no autónomos.
Palabras clave: no lineal, ecuación de Ginzburg-Landau, solitones no autónomos.

IntroductIon

As it is well known, dispersion and dissipation are extremely important for soliton pulse propagation in nonli-
near media. These two processes are the main cause for the distortion and losses of the signal  (Agrawal, 2001; 
Hasegawa, & Matsumoto, 2003; Ablowitz, Prinari, & Trubatch, 2004), and have been studied since the end of 
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1960’s, although it was not until 1980’s that people began to use amplifiers to compensate those losses (Hase-
gawa, & Matsumoto, 2003). In the amplification process, the silica doping of fibers is commonly used (Ablowitz, 
Prinari, & Trubatch, 2004).

Theoretically, this kind of propagation is mainly described by the nonlinear Schrödinger equation (NLS), but 
other equations can be used, such as the Sine-Gordon, Korteweg-de Vries, and Ginzburg-Landau equations that 
can also describe this kind of soliton propagation (Agrawal, 2001; Hasegawa, & Matsumoto, 2003; Ablowitz, 
Prinari, & Trubatch, 2004).

Nowadays, there are significant advances in the description of pulses in nonlinear media and the way they 
can be manipulated. The NLS equation with variable coefficients, and its non-autonomous nonlinear dyna-
mical systems form (Malomed, 2006; He & Li, 2011; Pérez-Maldonado, & Rosu, 2015) are very important 
in this context of variable dispersion and nonlinearity, which bring losses and gains during the propagation. 
The manipulation of these pulses for optimal propagation is usually called “soliton management”, or also for 
its specific use in optical devices as “dispersion management” (Malomed, 2006; Porsezian et al., 2007; Cen-
turion et al., 2006).

In the case of non-autonomous models, the soliton management is defined by four parameters (Zhao, Luo, 
& He, 2010): a) amplitude (or width), b) frequency (or velocity), c) phase and d) time position. It is possible 
to control the soliton dynamics with a careful selection of their functional form of these parameters.

In this paper, we work out an extension of the method of non-autonomous NLS management (Pérez-Maldona-
do, & Rosu, 2015) to the Ginzburg-Landau equation (GL), employing both fixed amplitudes and arbitrary ones.

Compared to NLS, the GL equation has smaller damped terms and considerably bigger nonlinear terms 
(Malomed, 1991), and thus it governs the amplitude evolution of the dissipative waves in finite spatial neigh-
borhoods over instabilities close to the critical points of the singularities (Akhmediev & Ankiewicz, 2005).

1.  the non Autonomous model

Soliton interaction between NLS non-autonomous solitons has been studied in a systematic way by Serkin and 
coworkers (Serkin, & Hasegawa, 2000; Serkin, & Belyaeva, 2001;  Serkin & Hasegawa, 2002; Serkin, Hasegawa, 
& Belyaeva, 2004) who have been the pioneers in the discussion of the non-autonomous solitons (Serkin, Hase-
gawa, & Belyaeva, 2007). They proved that the non-autonomous solitons can propagate within nonlinear media 
when their amplitude and velocity are controlled (Serkin, Hasegawa, & Belyaeva, 2007). 

The NLS equation governing the propagation of an optical soliton through an optical material with engineered 
dispersion and nonlinearity is 

i                + f (z)             + g(z)|ψ(z, t)|2 ψ(z, t) + iγ(z)ψ = 0.
∂ψ(z, t)

∂z
∂2 ψ(z, t)

∂t2                                    (1)

 where f(z) and g(z) are the dispersion and nonlinearity management, respectively, and γ(z) = γloss + γR, with  
γloss > 0, the constant loss parameter of the fiber, and γR < 0 is the Raman gain parameter. If the functions f(z), 
g(z), and γ(z) are complex functions, then equation (1) is known as the complex nonlinear Ginzburg-Landau 
equation (CGL) (Fang & Xiao, 2006).

We now apply the He-Li mapping (He & Li, 2011) of transforming the NLS equation with variable coefficients 
(NLS-CV) to a standard NLS equation of constant coefficients to the case of pulse propagation in doped fiber 
amplifiers for which the one-dimensional cubic CGL equation (Agrawal, 1991) 

i        + (pr (z) + ipi (z))         + (qr (z) + iqi (z)) |ψ|2 ψ = i(γr (z) + iγi (z))ψ ∂ψ
∂z

∂2ψ
∂t2                        (2)
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is considered as a good model. Here ψ(z, t) is the field envelope function, t is the retarded time and z the 
propagation distance, pr measures the wave dispersion, pi the spectral filtering (pi < 0)  of the amplifier, which 
is important because it suppresses the Gordon-Haus jitter of the soliton central frequency;[1]  qr and qi > 0 
represent the nonlinear coefficient and the nonlinear gain/absorption processes, respectively. We noticed that 
the nonlinear gain helps to suppress the growth of radiative background (linear mode) which always affects 
the propagation of nonlinear stationary pulses in real fiber links; γr and γi are the linear gain and the frequency 
shift, respectively (Fewo et al., 2005). The parameters pr, pi, qr, qi, γr,  and γi are real functions depending on 
the propagation coordinate. In many cases, this type of model is used for dispersion-managed solitons (DMS) 
(Biswas, 2002; Hasegawa, 2000) in transmission lines employing a periodic map, such that each period is built 
up by two types of fibers of generally different lengths and opposite group velocity dispersion (Turitsyn et al., 
2003; Turitsyn, 1998; Turitsyn et al., 1999). On the other hand, a too strong dispersion management could lead 
to system performances even worse than the conventional soliton systems (Hirooka, Nakada, & Hasegawa, 2000).

Previously, some exact solutions were obtained by other methods. For example, the stability of chirped bright 
and dark soliton-like solutions of the cubic CGL equation with variable coefficients has been investigated in 
(Fang, & Xiao, 2006), but here we will use a modified He-Li mapping (He & Li, 2011; Pérez-Maldonado, & 
Rosu, 2015). 

1. 1. Autonomous mAppIng of the non-Autonomous solItons In AmplIfIed dIssIpAtIve fIbers

Firstly, we should look for the integrability of the equation (2) by finding a direct relationship with the standard 
GL equation (Akhmediev & Afanasjev, 1995; Soto-Crespo et al., 1997) (without quintic term), given by 

i        +                           + (s - iε)|ψ|2ψ = iδψ,∂ψ
∂z









- iβD
2

∂2 ψ
∂t2

                                                    (3)

 where ψ is the envelope of the optical field, and z and t are the propagation distance and retarded time, respec-
tively. The parameters in (3) are all real parameters, namely, δ stands for linear gain or loss, β for spectral filtering, 
and ε for nonlinear gain. The parameters D and s may only take the values ±1, i.e., when D = 1 the dispersion is 
anomalous and when D = -1 the dispersion is normal, and s = 1 or s = -1 stands for positive or negative Kerr 
effect (Facao & Carvalho, 2015), respectively. The proposed ansatz is similar to the Talanov ansatz (Talanov, 1970),
 

ψ(t, z) = u(T, Z)e-iϕ(t, z),                                                                          (4)

where the phase function  describes the instability (Hasegawa, & Matsumoto,  2003). With T = T(z, t) and Z 
= Z(z), the central task is to determine the specific expressions for pr, pi, qr, qi, γr, γi, ϕ, T, and Z  by requesting 
u(T, Z)  to satisfy the standard autonomous GL equation (3). It is important to mention that for rare-earth 
doped optical fibers, which are normally used by people for pulse amplification with retarded time T = t - β1effz 
(Agrawal, 1991), where β1eff  is related to the effective group velocity, we have a T-dependent Z. Therefore, by 
derivating the ansatz (4) and taking into account that ∂ψ/∂t = ψt and  ∂ψ/∂z = ψz, we obtain

iuz +                  uTT + (s - iε)|u|2u + (k1 + ik2)uT + (k3 + ik4)u = iδu,







- iβD
2

                            (5)

from where one can see the following relationships between the parameters  pr (z) =               , D
2

Zz
T t2

 pi(z) = -β       ,
Zz
T t2

      
qr (z) = sZz,  qi(z) = -εZz y γr (z) = δZz, with

k1 =              - 2β     ,D
2

Ttt
T t2

ϕt
Tt

                                                                            (6)
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k2 =       - β       - D     ,Tz
zz

Ttt
T t

2
ϕt
Tt

                                                                         (7)

k3 =       - β        -               +          ,D
2

ϕz
Zz

ϕtt
T t2

ϕ t
T t2

2 γi(z)
zz

                                                             (8)

δ = β        -             .
ϕ t
T t2

2 D
2

ϕtt
T t

2                                                                               (9)

When k1 = k2 = k3 = 0, we have the standard cubic CGL equation (3). For the complete description, we 
need to solve the latter equations to find the specific functional form of each of the mentioned terms. 

Taking T = t - β1    z
eff  

Tt =               = Tξ
∂T
∂ξ

dξ
dt

Tz =               = -β 1   Tξ
∂T
∂ξ

dξ
dz

eff

and substituting into (9)

k1 =              - 2β      ,D
2

Tξξ
T ξ2

ϕt
Tξ

                                                                           (10)

k2 =                - β        - D     ,
-β1   Tξ

zz

ef f
Tξξ
T ξ2

ϕt
Tξ

                                                                (11)

k3 =        - β        -             ,
ϕz
zz

ϕtt
T ξ

2
D
2

2

2
ϕ t
T ξ

                                                                    (12)

δ =            - β        +              ,
γr (z)

zz

2

2
ϕ t
T ξ

D
2

ϕtt
T ξ

2                                                                  (13)

we can solve this system of equations, obtaining the following results

   T(z, t) = F1(z) +               g (z)    2k(t - ωz) + f 1,s.c
k                                                 (14)

Z(z) = (s.c) ∫ g(z)dz + f 2,                                                                      (15)

ϕ(z, t) = -       ln(2k(t - ωz) + f 1),D
8β

                                                             (16)

where f 1  and  f 2  are integration constants, s. c and D. c are mapping complex quantities of the form

s. c =  s + iϵ
s2 + ϵ2   and  D. c = 

+ iβD
2

D
2

2 + β2
. These complex numbers are related to the nonlinear and dispersion 
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coefficients of the autonomous GL equation, respectively; also,  ω = k/8β (16β2 + D2)  and  κ = β 1
                     ,eff 4β

D2 + β2








and so we can obtain the transformation function  F1(z) 

F1(z) =                                       g(z)p(z).+1
k

4β 1
ω

ef f







s.c
D.c                                                        (17)

Therefore, we can express the function for the loss/gain with dependence on nonlinearity and dispersion in 
the form

γ(z) = s. c  g(z) -             , 3D2 k2

16βp(z)                                                                      (18)

so that we are able to obtain the integrability of the system.

2. exAct solutIon for cgl equAtIon of stAndArd coeffIcIents

There exist some exact solutions of the equation (3) (Akhmediev & Afanasjev, 1995; Soto-Crespo et al., 1997; 
Facao & Carvalho, 2015; Conte & Musette, 1995) and for our mapping method we can use any of these solutions. 
In this work, we make use only of the solution proposed by Soto-Crespo et al. (1997) for bright solitons with 
anomalous dispersion D = s = 1. This is because in the anomalous dispersion regime it is possible to study the 
main properties of the soliton-like solutions of equation (3) by applying the well-developed soliton perturbation 
theory of the NLS equation. There are two different solutions proposed by Soto-Crespo et al. (1997), one is for 
solitons with fixed amplitude and the other is for solitons with arbitrary amplitude. In both cases, the soliton 
solution has the form 

u(T, Z) = a(T)exp[i d ln[a(T)] - ωZ],                                                          (19)

where a(T) is a real function, and d and ω are real constants with values 

d± = 3(1 + 2εβD) ±    9(1 + 2εβD)2 + 8(ε - 2βD)2

2(ε - 2βD)                                             (20)

ω =                                   .δ(1 - d2 - 4βdD)
2(d - βD + βd2 D)                                                                      (21)

We also consider the special stability conditions as proposed by Soto-Crespo et al. (1997).

2. 1. The soliton with fixed amplitude

The solution for a(T) is in this case 

 a(T ) = CB sech (BT),                                                                          (22)

where

  B =  δ
βd2 + Dd - β

                                                                          (23)
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 C = 3d(1 + 4β2

2(2β - εD)
                                                                            (24)

and d is given by equation (20) after choosing the plus (minus) sign in front of the square root if D is negative 
(positive). The second value of  d does not lead to a physical solution (Akhmediev & Afanasjev, 1995; Akhmediev, 
Afanasjev, & Soto-Crespo, 1996), as the expression under the square root for C becomes negative.

Soto-Crespo et al. (1997) also provided the following condition of existence of the solution (22),

εs = β 
3   1 + 4β2 - D
     4 + 18β2                                                                         (25)

As this solution exists almost everywhere in the (ε, β) plane, we call it the general solution (Figure 1). The 
curve S itself is the line where this solution becomes singular, i.e., its amplitude BC tends to infinity, while the 
width 1/B vanishes.

2. 2. The solution with arbitrary amplitude

Another special solution proposed by Soto-Crespo et al. (1997) is obtained if we also impose the condition δ = 0. 
Then, the solution, valid only on the line (25), is 

a(T) = GF sech (GT),                                                                         (26)

where G  is an arbitrary positive parameter, and d, ω and F are given by 

d = 1 + β2 - D
2β                                                                               (27)

0.4

0.3

0.2

0.1

0                     2                     4                     6                     8                    10

D = 1

FIGURE 1
Range of existence of solution (22)

Nota: The curve S (25) in the plane (ε, β) where the solutions with fixed amplitudes (22) become singular, and where the classes of 
special solutions with arbitrary amplitude (26) exist. This plot applies for cubic and quintic cases. The corresponding one for the case of 

anomalous dispersion is also shown by the blue curve for comparison. Above the curve S, δ must be positive for solution (22) to exist, and 
negative below it. The red curve depicts S for D = + 1, similar to obtained by Soto-Crespo et al. (1997).
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ω =  -                                               G2 = -d                       G2(1 + 4β2)    1 + 4β2 - D
4β2







 1 + β2 - D

2β                                  (28)

F  =                                  =                                                                .








d   1 + β2 - D
2ε

1/2 





(2 + 9β2)   1 + β2     1 + β2 - D

2β2 (3   1 + β2 - D)

1/2








                            (29)

The solution (26) represents the arbitrary amplitude soliton. The reason for the existence of the arbitrary 
amplitude solutions is that, when δ = 0, the cubic CGL equation becomes invariant relative to the scaling trans-
formation u → Gu, T → GT, Z → G2 Z. Hence, if we know a particular solution of this equation, the whole 
family can be generated using this transformation. Notice that all parameters of solution (26) except G and the 
coefficient ε are expressed in terms of β.

3.  solutIon of the cgl wIth vArIAble coeffIcIents

We will now use a specific case for the CGL equation with variable coefficients employed in the work of Fang 
and Xiao (2006), to describe a fiber with inhomogeneities. They found solutions for chirped, bright and dark 
solitons. Here, we work with their dispersion parameter and solve their CGL equation by the mapping method.

First, we introduce their dispersion and nonlinearity parameters

p(z) = -     p0 [1 + α1sin(σz)]exp(-μ1z),1
2                                                        (30)

g(z) = g0[1 + α2sin(σz)]exp(-μ2z),                                                             (31)

 where pr ;0 and qr ;0 are ideal fiber parameter; α1 is a smal parameter that characterizes the amplitude of the 
fluctuations; μ1 is a small constant;  is related to the variation period of the fiber parameters. In our case, we only 
need the dispersion parameter and the frequency shift parameter γi(z) is set equal zero, so and we can solve the 
problem analytically.

Now, taking into account all parameters, we obtain the complete solution, with the T equation (14),  Z equation 
(15) and ϕ equation (16) for both cases, where from (17)

F 1 (z) =        +                         -     p0 g0 [1 + α2 sin(σz)]exp(-μ2z) [1 + α1sin(σz)]exp(-μ1z).








1
k

4v
ω

s. c
D. c

1
2     (32)

It is possible to define more solutions, one is for bright solitons with βδ > 0 and another for dark solitons 
when βδ < 0.

3. 1. The soliton solution for fixed amplitude

In accordance with the proposed solution by Soto-Crespo et al. (1997) our solution is 

ψ(t, z) = CB sech (BT )exp[i (d ln[a(T )] - ωZ - ϕ(t, z))],                                      (33)

which is displayed graphically in Figure 2.



E-ISSN: 2395-8782 Retos de la física no lineal

cienciaergosum.uaemex.mxe104     8|

Figure 2 shows the graphs for the soliton solution of the nonlinear CGL equation with variable coefficients with 
anomalous dispersion, i. e. the coefficient D = 1. We note that our solutions present similarities with the solutions 
reported by Soto-Crespo et al. (1997). The values of the parameters are the following: β = 0.25, δ = -0.1, α1 
= 0.05, α2 = 0.1, σ = 0.05, μ1 = μ2 = 0.01, p0 = -0.5, g0 = 0.3, and s = 1, likewise those of Soto-Crespo et al. 
(1997) and Fang, & Xiao (2006).

3. 2.  The soliton solution with arbitrary amplitude

On the other hand, we obtain the following soliton solution with arbitrary amplitude, 

ψ(t, z) = GF sech (GT )exp[i(d ln[a(T)] - ωZ - ϕ(t, z))],                                       (34)

with its graphic representation in the figure (3), where we have used the following values of the parameters: G 
= 1, β = 0.1, α1 = 0.05, α2 = 0.1, σ = 0.05, μ1 = μ2 = 0.01, p0 = -0.5, g0 = 0.3, and s = 1.

Examination of the obtained solution in equation (19) shows that it is scalable in the amplitude and the va-
riable T(z, t), whereas the scaling in the Z(z) variable produces only a change of the phase of the soliton solution, 
so essentially the solution (19) can be considered as scalable. The importance of the scaling properties lies in the 
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2

1

0

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0
t

z z

1
0.5

0 0       2        4       6        8      10

t

0    1    2    3    4    5    6    7    8    9   1 0

FIGURE 2
Non-autonomus soliton with fixed amplitude

Nota: a) Soliton solution with fixed amplitude for bright solitons obtained from (33). b) Contour plot.

FIGURE 3
Non-autonomus soliton with arbitrary amplitude

Note: a) Bright soliton of arbitrary amplitude obtained from (34). b) Contour plot.
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possibility to obtain a whole family of solutions once a particular solution is known, just by varying the scaling 
parameter. In our case, each member of the family of solutions will have a different phase. Physically, changes in 
the scaling parameter can be achieved by varying the power of the source (laser) of the pulses.

Furthermore, we can notice that under this transformation, the propagation function only depends on the 
nonlinearity, as expected, because the nonlinearity is a characteristic of the medium where the pulse is propaga-
ting.  Indeed, the function T(z, t) has a direct dependence on the nonlinearity of the medium, but also depends 
on the traveling variable and the dispersion of the medium as one can see from equation (14). This is what assures 
the management of solitons through the compensation of the dispersion and nonlinearity functions according 
to equation (18).

prospectIve

The mathematical treatment uses the simplified mapping of the He-Li method as a way to find solutions of 
nonlinear equations of variable coefficients, commonly used in nonlinear optics for modeling the propagation 
of solitons in nonlinear media.

The method can be implemented for other nonlinear equations different from the ones treated here, taking 
into account that it is only necessary to find the transformation equation that takes us to the mapping itself, where 
we can use all the solutions of autonomous nonlinear equations already known.

conclusIon

Using a modified He-Li mapping approach we have been able to obtain the appropriate conditions that assure 
the system integrability for the management of non-autonomous solitons in nonlinear media, such as, fiber optics 
or waveguides, for the nonlinear Ginzburg-Landau equation with variable coefficients. In addition, it is possible 
to use all known solutions of the autonomous Ginzburg-Landau equation, because, in our development we find 
a transformation function  that maps the GL equation of variable coefficients to the autonomous GL equation, 
as well as we can use the stability conditions of the GL equation presented in the literature.
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notes

[1] The Gordon-Haus jitter effect refers to the fact that the fluctuations of the central frequencies of the optical pulses are 
temporally coupled through the group velocity dispersion: a change of the central frequency is presented as a change of the 
group velocity dispersion, which affects the time coordinate of the pulse.
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We analyze the two-dimensional motion of a rigid body due to a constant torque generated by a force acting on the body parallel to the
surface on which the body moves extending an old note of Ferris-Prabhu [Am. J. Phys.38, 1356-1357 (1970)] and supplement it with a short
discussion of the jerking properties.
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1. Introduction

While there are recent surprising applications of Fresnel in-
tegrals, such as to rat whiskers [1] and orange peel [2], it is
surely much less known that fifty years ago Ferris-Prabhu [3]
discussed a two-dimensional motion of a rigid body in classi-
cal Newtonian mechanics as an example in which Fresnel in-
tegrals occur beyond their usual context of near-field optical
diffraction generated by slits and apertures [4–8]. Since the
paper of Ferris-Prabhu is a very short note and has also some
ambiguous points, we provide here a more detailed analysis
of the kinematical quantities of this interesting motion sup-
ported by their plots adding also a discussion of its jerked
properties.

2. Motion with velocity whose cartesian com-
ponents are Fresnel integrals

Let us consider a small rigid and compact object of massM
and moment of inertiaI on a frictionless surface defined by
the cartesian coordinatesx andy with the origin placed at the
center of mass of the object. We assume the object is initially
at rest and apply at timet = 0 a constant force,F , along the
positivex direction at the point(x, y) = (0,−d), whered is

some distance on they axis smaller than the size of the object
in that direction. During the course of motion, the line of ap-
plication of the force is maintained at the distanced for any
instantaneous angleθ made by the force with thex axis,i.e.,
the force as a vector does not change in the rotating cartesian
system defined by the axesx′ andy′ bound to the body, see
Fig. 1.

We are interested in the trajectory of the center of mass
of the object under these conditions. Choosing the center
of mass as a reference point for the motion is theoretically
very convenient because this planar motion is a superposition
of translational and rotational motions and for the center of
mass the translational motion is due to Newton’s second law,
and the rotational motion is due to the torque equation in their
standard form.

The torque equation for the motion, as depicted in Fig. 1
is

τ = Iθ̈ = Fd , (1)

whereI is the moment of inertia of the body, and the dot
stands for the time derivative. DenotingK = Fd/I and us-
ing zero initial conditions, we find the polar angleθ(t) =
(K/2)t2. We now use this quadratic angle to write the carte-
sian components of acceleration provided by Newton’s sec-
ond law
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FIGURE 1. The planar motion of a rigid object considered in this paper at the initial moment and two subsequent instants.

ẍ(t) =
F

M
cos

(
K

2
t2
)

,

ÿ(t) =
F

M
sin

(
K

2
t2
)

. (2)

By one integration and assuming zero integration constants,
we find the cartesian components of the velocity, expressed
in terms of the Fresnel integrals,

C(τ) =

τ∫

0

cos(πu2/2)du

and

S(τ) =

τ∫

0

sin(πu2/2)du,

whereτ =
√

(K/π) t [3]

FIGURE 2. The cartesian components of the velocity forK =
1, 2, 3 (red, green, and blue, respectively), and force and mass taken
as unity. The corresponding Argand plots (bottom left) and the
speedv(t) =

√
ẋ2 + ẏ2 (bottom right).
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√
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)
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π
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)
. (3)

Since both velocities are zero att = 0, it confirms that the
center of mass undergoes a planar movement as an instant
center of rotation. These components are plotted in Fig. 2 for
three values ofK, together with their renowned Argand plot
(the positive part of the clothoid/Cornu/Euler spiral [9]) and
the speedv(t) =

√
ẋ2 + ẏ2.

Integrating again with zero integration constants, the
cartesian components for the position are

x(t)=
F

M

√
π

K

[
t C

(√
K

π
t

)
− 1√

πK
sin

(
K

2
t2
)]

,

y(t)=
F

M

√
π

K

[
t S

(√
K

π
t

)

+
1√
πK

(
cos

(
K

2
t2
)
−1

)]
. (4)

SinceF/M is an overall scaling factor, we proceed here
by assumingF/M = 1, which does not change the an-
alytical behavior of the solutions. We plot the displace-
ments (4) in Fig. 3 together with the radial displacement
r(t) =

√
x2 + y2. The plots show a linear behavior that

sets in at already moderate instants of time with some super-
posed ripples which are smaller and almost disappearing at
increasingK. This is easy to understand by using the large
argument expansion of the Fresnel integrals which we write
in the form

C(t)∼1

2
sgn(t)+

1

πt
sin
(π
2
t2
)
∼1

2

(
1+t sinc

(π
2
t2
))

,

S(t)∼1

2
sgn(t)− 1

πt
cos
(π
2
t2
)
∼1

2

(
1+t sinc∗

(π
2
t2
))

, (5)
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FIGURE 3. Cartesian displacementsw1 ≡ x(t) (top left) andw2 ≡
y(t) for a rigid particle constrained to a plane under the action of a
constant force acting as described in the text forK = 1, 2, 3. The
position on the surface isr(t) =

√
x2 + y2, concerning to the ori-

gin at timet (middle left). The fluctuations in the direction of the
speed (black arrows) in the course of motion for the same values
of K (middle right and bottom). Both force and mass are taken as
unity.

for t À 1 and where the notation

sinc∗
(π
2
t2
)
= −cos(π2 t

2)
π
2 t

2
=

sin(π2 t
2 − π/2)
π
2 t

2

is introduced to emphasize the well-known sinc type ripples
in the plateau region of the Fresnel integrals considered as
switching functions. The linear rising in the amplitude of
the ripples in the large asymptotic Fresnel integrals (5) is
by far compensated by the natural damping of the sinc os-
cillations. In the case of the cartesian displacements (4), we
notice that the last oscillatory terms are bounded by their am-
plitude,1/K, and so their effect in the plots cannot be per-
ceived. In other words, the displacement plots are dominated
by the even functionst C and t S, which asymptotically in
the first quadrant are given by

t C(t) ∼ 1

2
t
(
1 + t sinc

(π
2
t2
))

,

t S(t) ∼ 1

2
t
(
1 + t sinc∗

(π
2
t2
))

, (6)

to which the diminishing effect of the factor
√

π/K should
be added. Using (6) in (4) for F/M = 1, one can see that the

graphs of the displacements are essentially the straight lines√
π/K t/2 with the superposed1 + t sinc and1 + t sinc∗

modulations quickly damping down.

3. Some jerk properties

We now point out some jerked properties of this kind of mo-
tion. The cartesian displacementsx andy present two cou-
pled jerks of the type

...
x = −K̃tÿ ,

...
y = K̃tẍ , (7)

whereK̃ = FK/M , as can be inferred from the derivatives
of (2), although the total acceleration is constant,a = F/M .
This is similar to the case of circular motion of arbitrary ra-
diusR and angular velocityω, where the cartesian jerks are
given by

...
x = −ωÿ ,
...
y = ωẍ , (8)

and the centripetal acceleration isac = ω2R.
It is interesting to find out the differential equation sat-

isfied by the jerks, whicha priory should be a third-order
one [10]. Writing the system (4) in the form

x(t) = tẋ− 1

K
ÿ ,

y(t) = tẏ +
1

K
ẍ− 1

K
, (9)

and using̈x from the second equation in the derivative of the
first one, we are led to the nonhomogeneous third-order linear
differential equation

...
w +K2t2ẇ −K2tw = Kt . (10)

This equation has the following linear independent solutions,

w1(t) = x(t) , w2(t) = y(t) , w3(t) =

√
π

K
t− 1

K
. (11)

The first two of them are jerked with intermingled jerks given
in (7) and are just the cartesian displacements given in (4)
and plotted in Fig. 3. The third linear independent solution is
a non jerked, degenerate solution since it is also a solution of
the simpler first-order linear equation

K2t2ẇ −K2tw = Kt . (12)

This solution is discarded because of the initial conditions of
the motion.

The importance of the third order differential equa-
tion resides in its usage as a (decoupled) definition of the
jerks which can be calculated from

...
w1 = K2t(w1 −

tẇ1) = −Kt sin(Kt2/2) and
...
w2 = K2t(w2 − tẇ2) =

Kt cos(Kt2/2), respectively.
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4. Conclusion

In the planar motion of a rigid body with cartesian veloc-
ity components expressed through the Fresnel integrals, the
speed tends quickly to a constant value affected by small sinc
ripples whose amplitudes are additionally damped by theK

parameter. Consequently, there is no surprise that also the
trajectory corresponds to a planar motion of almost uniform
velocity with only some small undulations. However, these
undulations are important as they reveal the jerked features
of the motion, that are determined by the third-order nonho-
mogeneous linear differential equation obtained in this paper.
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