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Resumen

El presente documento expone el desarrollo matemadtico a partir de una ecuacion analitica
en el campo de la 6ptica con la cual es posible realizar el estudio del fenémeno de difraccion
para los dos regimenes de difraccion existentes, los cuales son la difraccion de campo cer-
cano o regimen de Fresnel y la difraccién de campo lejano o regimen de Fraunhofer. Dicho
tratado se ejecuta dentro de la aproximacion paraxial mediante la teoria de la difraccion es-
calar. A diferencia de lo que se estudia en la literatura habitual concerniente a este campo de
la fisica, el andlisis que se presenta se realiza mediante la implementacién de un pardmetro
conocido como Numero de Fresnel, el cual a parte de favorecer al estudio del fenémeno de
la difraccion sin implicar el tipo de regimen en cuestion, también combina los parametros
esenciales que se establecen en cualquier situacion donde se presenta el fendmeno de difrac-

cion.

Como presentacion preliminar, se expone el desarrollo de los acontecimientos histdricos
que dieron lugar al descubrimiento del fendmeno de difraccion, asi como se desarrollaron
los principios fisicos tanto teoricos como experimentales para el estudio y comprension del
fenomeno de difraccion. De tal forma que se desarrolla una deduccién y simplificacién ma-
tematica a partir de ciertas consideraciones geométricas realizadas a partir de un disefio ex-
perimental basico para el estudio del fendmeno de difraccion. Concluyendo con la obtencion
de la conocida férmula de Fresnel-Kirchhoff. Ademds se detallan los diferentes parametros

concernientes al mismo estudio tanto tedrico como experimental de la difraccion.

Una parte importante en el estudio de la difraccién bajo el tratamiento con el nimero
de Fresnel es el uso de la gemotria de los dispositivos analizados, de seta manera se evi-
dencia la importancia de la geometria en el uso de las rejillas de difraccion para la creacion
de los patrones de difraccion, esto dentro del rango de la difraccion en el regimen de Fraun-
hofer. Inicialmente utilizamos dos geometrias basicas para su comprobacién, siendo una de
estas geometrias la rejilla rectangular, con sus diferentes estribaciones como lo son: la uni-

ca rendija, la doble rendija, la multiple rendija, la rejilla cuadrada. Y la segunda geometria



implementada es la rejilla circular, con sus estribaciones como la tnica rendija circular, la
doble rendija circular y la multiples rendijas circulares, obteniendo un andalisis similar al

obtenido en esta rama de la fisica, pero bajo un desarrollo novedoso.

Se muestra que el desarrollo y la simplificacién de la ecuacion de Fresnel-Kirchhoff en
la teoria de la difraccion escalar bajo la aproximacion paraxial, se puede generalizar imple-
mentando el Nimero de Fresnel como parametro principal de la ecuacién. Aunado a ello,
se obtiene como resultado las integrales de Fresnel en términos del mismo pardmetro del
Numero de Fresnel. Con todo ello es posible dar una nueva interpretacion al fendmeno de
difraccidn, tanto para el regimen cercano como lejano, solo ocupando el pardmetro mencio-
nado. Donde se generaliza el tratamiento para rejillas rectangulares, circulares (a través de
las funciones de Lommel descritas mediante este parametro)y rejillas triangulares, siendo

estas ultimas muy poco estudiadas.

Como reflejo del estudio y tratamiento realizado se emplea la ecuacién de Fresnel-
Kirchhoff parametrizada mediante el Nimero de Fresnel con el objetivo de detallar el es-
tudio completo del regimen de difraccién en el regimen de campo cercano donde este tipo
de andlisis se extiende a rejillas de tipo fractal, en especifico a estructuras de Cantor que nos
presentan aplicaciones muy interesantes en el drea de la colorimetria, particularmente en la
generacidon del color por medio de estructuras geométricas difractivas (Color estructural).
En este documento se presenta el analisis de la radiancia y la irradiancia de una rejilla de
Cantor de diferentes niveles, y con los resultados se calculan las coordenadas cromaéticas con
la finalidad de conocer que sistema de color y/o colores se obtienen mediante la geometria

del sistema.

De igual forma, la ecuacion de Fresnel utlizada, no sélo se pude ocupar para hacer una
descripcion de sistemas opticos, sino también, para hacer descricpciones de movimiento, co-
munmente utilizadas en movimiento rotacional, donde en este documento describimos una
generalizacion de movimiento de objetos, bajo el tratamiento de la matématica usada en las

integrales de Fresnel, de tal manera, que las interpretacion de las integrales de Fresnel me-



diante la espiral de Cornu, que se obtiene de las mismas nos dan un cambio en los momentos
de inercia de los objetos analizados en este tratamiento, ademds que se puede obtener un tra-
tamiento que se pude aplicar 6tra rama de la fisica, especialmente de particulas denominada

supersimetria, pero bajo un tratamiento de factorizacion.






Abstract

This document exposes the mathematical development form an analytical equation in the
field of optics with which is possible to carry out the study of the diffraction phenomenon for
the two existing diffraction regimes, which are the near field diffraction or Fresnel regime

and the far field diffraction or Fraunhofer regime.

This treatise is executed within the paraxial approximation by means of the scalar dif-
fraction theory. Unlike what is studied in the usual literature concerning this field of physics,
the analysis presented is carried out by implementing a parameter known as Number of Fres-
nel, which apart from favoring the study of the diffraction phenomenon without implying the
type of regime in question, also combines the essential parameters that are established in any

situation where the phenomenon of diffraction occurs.

As a preliminar presentation, the development of the historical events that gave rise to
the discovery of the diffraction phenomenon is exposed, as well as the development of the
physical principles, both theoretical and experiments for the study and understanding of the
diffraction phenomenon. In such a way that a mathematical deduction and simplification
is developed from certain geometric considerations made from a basic experimental design
for the study of the diffraction phenomenon. Concluding with obtaining the well-known
Fresnel-Kirchhoff formula. In addition, the different parameters concerning the same study,

both theoretical and experimental, of diffraction are detailed.

An important part in the study of the diffraction under the treatment with the Fresnel
number is the use of the geometry of the analyzed devices, in this way the importance of
the geometry is evidenced in the use of diffraction gratings for the creation of diffraction
patterns, this within the range of diffraction in the Fraunhofer regime. Initially we used two
basic geometries for its verification, one of these geometries being the rectangular grid, with

its different foothills such as: the single slit, the double slit, the m rultiple slit and the square



grid. And the second implemented geometry is the circular grid, with its foothills as the sin-
gle circular slit, the double circular slit and the multiple circular slits, obtaining an analysis

similar to that obtained in this branch of Physics, but under a novel development.

It is shown that the development and simplification of the Fresnel-Kirchhoff equation in
scalar diffraction theory under the paraxial approximation can be generalized by implemen-
ting the Fresnel Number as the main parameter of the equation. In addition to this, the Fresnel
integrals are obtained as an argument in terms of the same parameter of the Fresnel Number.
With all this it is possible to give a new interpretation to the diffraction phenomenon, both
for the near and far regime optical diffraction, only using the mentioned parameter. Where
the treatment is generalized for rectangular, circular grids (through the Lommel functions

described by this parameter) and triangular grids, the latter being very little studied.

As areflection of the study and treatment carried out, the Fresnel-Kirchhoff equation pa-
rameterized by the Fresnel Number is used with the aim of detailing the complete study of
the diffraction regime in the near field regime where this type of analysis extends to fractal-
type grids, specifically to Cantor structures that present us with very interesting applications
in the area of colorimetry, particularly in the generation of color by means of diffractive
geometric structures (structural color). In this document the analysis of the radiance and the
irradiance of a Cantor grid of different levels is presented, and with the results the chromatic
coordinates are calculated in order to know which color system and/or colors are obtained

by means of the geometry of the system.

In the same way, the Fresnel equation used, not only can be used to make a description
of optical systems, but also, to make descriptions of movement, commonly used in rotational
movement, where in this document we describe a generalization of movement of objects,
under the treatment of the mathematics used in the Fresnel integrals, in such a way that the
interpretation of the Fresnel integrals by means of the Cornu’s spiral, which is obtained from
them, gives us a change in the moments of inertia of the objects analyzed in this treatment, in

addition to obtaining a treatment that can be applied to another branch of physics, especially

7



of particles called supersymmetry, but under a factorization treatment.






Capitulo 1

Descripcion de la Teoria de Difraccion

Escalar

Si un objeto opaco se coloca entre una fuente de luz y una pantalla, en esta se observa que la
sombra que se proyecta del objeto esta lejos de ser nitida. Esta observacién contradice el hecho
de que la luz viaja en linea recta, tal como lo predice la dptica geométrica. Un andlisis mds de-
tallado cerca de los bordes revela que existe una formacién de franjas donde hay zonas de luz y

zonas de sombra que siguen la geométrica del objeto [2].

Este fendmeno le fué atribuido al caracter ondulatorio de la luz y fué observado por primera vez
en 1648 por el fisico y matemadtico italiano Francesco Maria Grimaldi (1618-1663), otorgandole
el nombre de difractio, que proviene del latin “dif-frangere (romperse en otras direcciones)” [3].
En 1665, Grimaldi publicé sus observaciones en Physico-Mathesis de lumine, coloribus, et iride,
alilsque annexis(que significa matemadticas fisicas sobre la luz, los colores y el arcoiris, y otros

anexos) [4].
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Figura 1.1: A laizquierda, rostro de Grimaldi en una estapilla de correo de la época. A la derecha, publicacién

de Grimaldi en Physico-Mathesis de lumine, cloribus, et iride, alilsque annexis.
1.1. Principio de Huygens

Christian Huygens (1629-1695), fue un cientifico holandés entusiasta por la teoria ondu-
latoria de la luz que fue propuesta por primera vez por Robert Hooke (1635-1703) [5]. Para
explicar el fenémeno de difraccion, Huygens propusé una construccion geométrica la cual

es conocida como el Principio de Huygens (HP) en la cudl se considera que:

Cada punto de un frente de onda actiia como una onda esférica secundaria que
se esparce en todas direcciones, y la envolvente de todas estas ondas secundarias

es un nuevo frente de onda. [0]

Esta consideracion implica que todos los puntos del frente de onda se pueden entender
como fuentes puntuales que crean un frente de onda secundario. En otras palabras el frente
de onda original puede ser ignorado y el frente de onda secundario por si mismo puede ser
considerado como una nueva fuente de frentes de ondas para todos los frentes de onda sub-

secuentes. [5]

El enunciado de este principio de Huygens no tiene una expresion matematica. Y no
seria hasta el afio 1818, que Augustin Jean Fresnel planteara una representacion matematica
a este principio [7]. No obstante, fue a través de la formulacion matematica de los campos
escalares realizada por Gustav Kirchhoff en 1882 y la formulacién matemaética de los cam-
pos vectoriales realizada por Stratton y Chu en 1939, donde la expresion matematica para

el principio de Huygens fue puesta en una base matemdtica sélida, donde Kirchhoff logré
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mostrar que las amplitudes y fases atribuidos a las fuentes secundarias de Huygens-Fresnel

eran una consecuencia légica de la naturaleza ondulatoria de la luz [5, 7].

Para verificar como el principio de Huygens explica el fendmeno de difraccion, consi-
dere un medio homogéneo donde se propaga un frente de onda esférico que se aproxima a
un obstaculo desde la izquierda a un tiempo ¢, y este obstdculo contiene una abertura que es
menor a la longitud de onda de la misma onda. Después de pasar por la abertura en un tiempo
t + At el frente de onda habrd dado lugar a pequefios frentes de onda esféricos, la suma de las
ondas secundarias producen un nuevo frente de onda, en el instante ¢ + Az, que coincide con
la envolvente de todos los pequefios frentes de onda y por tanto, serd una superficie esférica

concentrica con el frente de onda primario. [6—8]

Sin embargo, esta teoria tiene el defecto de no poder explicar por qué las ondas secunda-
rias se propagan en la direccion de la onda primaria y no hacia atras [6,9]. Esta dificultad fue
resuelta por Fresnel al demostrar mateméaticamente que las ondas en retroceso tienen energia

nula y, por tanto, asi se explica que las ondas primarias no se propaguen hacia atras.

Direccién de propagacion
de la onda

» Fuente primaria
5t

D

Onda plana Onda que pasan a través
incidente deuna abertura

Frente de onda esférica
Figura 1.2: Construccién geométrica del principio de Huygens. A la izquierda: Representacién de la difrac-
cién de una onda plana al pasar a través de una abertura. A la derecha: Representacion de las ondas secundarias

cuya envolvente funciona como fuente generadora.



1.2. Principio de Huygens-Fresnel

El fisico e ingeniero francés Augustin Fresnel (1788-1827), se di6 cuenta de que podia
extender el postulado de Huygens considerando que las ondas secundarias interfieren mu-
tuamente entre si. Esta combinacion entre la construccion de Huygens con el principio de

interferencia se le conoce como el Principio de Huygens-Fresnel [£].

Considere una fuente puntual Py, la cual genera una perturbacién que consideraremos una
onda esférica monocromatica de radio rp, con nimero de onda k = 27“, donde A es la longitud
de onda. La perturbacién de esta fuente puntual esta descrita por una variable compleja Uy
que es una amplitud compleja de la onda, conocida como perturbacion 6ptica [10]. Entonces

la perturbacion de la onda primaria en un punto cualquiera Q del frente de onda es

UO eikro

ro

U (rp) o< (1.1)

R P
Punto de
observacion

Frente de onda
esférico

Figura 1.3: Derivacién geométrica de la integral de Huygens-Fresnel.



Usando la teoria de Huygens y el principio de superposicion de ondas, la perturbacién
Optica en un punto de observacion P, se obtiene de la suma de las contribuciones de cada
uno de los puntos de la onda esférica de radio ro. Asi Fresnel encontr6 que cada una de
las contribuciones individuales de las ondas secundarias de la onda esférica se tienen que
multiplicar por una constante — }l;, y por un factor de inclinacién «(6), mejor conocido como
Factor de Oblicuidad que fue principalmente introducido por Kirchhoff. Esta consideracion
implica que las ondas secundarias oscilan a un cuarto de ciclo fuera de fase con respecto a
la onda primaria. Asi mismo se considera que ¥(0) tiene un valor maximo cuando 8 =0, y
K = 0 cuando 8 = m/2, donde 6 es el angulo entre la normal del frente de onda de la onda
primaria y la normal del frente de onda de la onda secundaria. Asi la perturbacién 6ptica en

un punto P [8, 10], debida a la contribucion de las ondas secundarias estd dada por

- ikr
Up = —U(ro)/seK(G)dS, (1.2)

donde § es la superficie de la esfera y r es la distancia entre Q y P. Después de varias con-
sideraciones realizadas por Fresnel, la deduccion del factor de oblicuidad emerge de manera
automadtica en la formulacion para la difraccion de Fresnel-Kirchhoff, tal como se expondra

en la seccion subsecuente. Asi la expresion para k(6), queda dada por

K(0) = = (14cosO) , (1.3)

0| =

en donde K efectivamente tiene un maximo en 6 = 0, como lo predice el principio de Huygens-

Fresnel. Sin embargo, ¥ no es igual a cero en 7, pero alcanza el cero cuando 6 = T.

En las secciones subsecuentes se presenta como se obtiene la expresion matematica de la
ecuacion (1.3), mediante la formula integral de Fresnel-Kirchhoff y el significado fisico del

factor de oblicuidad dentro del estudio del fendmeno de la difraccion.



1.3. Teoria de la difraccion escalar

A partir de la ecuacion de Helmholtz [9]

VZo(r) 4+ Ko(r) =0 (1.4)

donde @ representa una perturbacion 6ptica considerada como variable compleja dependien-
te de la posicién r. Y como es bien sabido la ecuaciéon de Helmholtz es una ecuacién de
onda que nos permite caracterizar el movimiento de una perturbacion optica en un medio

homogeneo (para k constante).

Para resolver la ecuacion (1.4), se utiliza el segundo teorema de Green [ | | ], considerando

que u = u(r) y v =v(r) son dos funciones escalares dependientes de la posicion r, entonces

/ /S (Wu—uvv)-as= [ [ /V (vW2u — uVv) dv (15)

donde Vu y Vv representa el gradiente de la funcién u y v respectivamente, dS es la diferen-

cial de drea y dV es una diferencial de volumen.

Recordando que u y v, son soluciones de la ecuacién de Helmholtz [9], entonces satisfa-

cen la condicion

Vu+ku = 0,

VZv+kv = 0,

entonces inmediatamente se sigue que:

//S(vVu—qu)~dS:O. (1.6)

Si u = u(r), una perturbacion éptica escalar no especifica [9], y si consideramos v =

i(kr+ot) .. L. . L.
¢ una funcidn de onda esférica, donde r es el radio de la onda esférica, tal como se

Vo

muestra en la Figura 1.4. Entonces existe una singularidad en el punto P cuando r = 0, de tal

6



modo que se delimita esta singularidad mediante una esfera de radio p menor a la de la esfera

r,esto es p < r. Con el fin de evitar esta singularidad, asi la ecuacién (1.3), se reescribe como

ikr ikr ikr ikr
//  Vu—uve dS—// Mou_ o 02dQ=0 (1.7
r r r or or r r—p

donde dQ es el elemento de dngulo sélido de la esfera centrada en Py p2dQ es el corres-

pondiente elemento de area.

Figura 1.4: Geometria de la superficie de integracién del teorema integral de Kirchhoff.

10 on.

Notemos que de la ecuacién (1.7), cuando p — 0 y factorizando el término vgpe
tonces la segunda integral se aproxima al valor de u en el punto P, al que se le nombra Up.

Obteniendo asi

ezkr elkr
// <—Vu—uV—) dS —4nUp = 0 (1.8)
r r

es decir,

1 kr ikr
Up—//(MVeeVu> ds . (1.9)
41 r r

Esta ecuacion se conoce como Teorema Integral de Kirchhoff [6] o Teorema de Helmholtz-
Kirchhoff a la difracciéon. Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), fué un fisico aleman que
contribuyo al entendimiento de los fundamentos en el estudio de la difraccion en Optica re-

solviendo cautelosamente la ecuacion de onda para proporcionar una base sélida al principio
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de Huygens [ 1 2], obteneniendo asi la ecuacion (1.9) la cual es la base de cualquier calculo de
difraccion escalar. A partir de esta ecuacion es posible modelar el fendmeno de propagaciéon
de la luz en una amplia gama de configuraciones, ya sea de manera analitica o usando méto-
dos numéricos. En resumen el origen de las teorfas de difraccion escalar parten del Teorema
de Green, en el cual se expresa una perturbacién 6ptica U en algin punto de observacion P

en términos de sus valores en la superficie del frente de onda [13].

1.4. Formula integral de Fresnel-Kirchhoff (FK)

Considerando el vector que va de la fuente S a un punto P; de la abertura a, 7 el vector
que va del punto P; de la abertura a un punto de observacién Py 7 un vector unitario normal

a la abertura a [14]. Tal como se muestra en la Figura (1.5).

Figura 1.5: Geometria para la formulacién del teorema integral de Fresnel-Kirchhoff.

ilkr —oot

. s . . ) .
Sustituyendo una perturbacioén Optica esférica u = ug en el teorema integral de

r/

Kirchhoff [2], la ecuacién (1.9) cambia a

—iot ikr! ikr ikr ikr'
Up = —20° // ¢ ve ¢ v% us. (1.10)
41 r r r r

ikr J eikr
vi = 2%
r or r ’
a ikr
— cos(ﬁ,?)ge?, (1.11)



Veikr’ _ ieikr’ ;/
v or
- Jd e
= cos(f,r )ar ak (1.12)

donde 7y ¥’ son vectores unitarios, (7, 7), es el angulo entre los vectores i y 7, y (7, ') es el

angulo entre los vectores 72y 7/, asi

eikr ikeikr eikr
V— = — — | cos(A, 7 1.13
e (1.13)
eikr’ l-keikr’ eikr’ -
v 5 = i cos(#,r’) , (1.14)

estas dos ultimas expresiones se sustituyen en la ecuacién (1.10), donde se obtiene que la

perturbacion Optica en el punto P, esta dada por

k’ ot k(r+r")
Up = — =% //  x(0)dS. (1.15)
abeifma rr
Donde k = =* es el niimero de onda, A es la longitud de la onda, u es la perturbacién 6pti-

cadela fuente, es la frecuencia de la onda. El factor «(8) = cos(#, 7) — cos(A, ) es el factor
de oblicuidad, que como se ha visto se ha obtenido de manera natural mediante esta formu-
lacion FK. Recordemos que la superficie de integracion se toma de la superficie de un frente
de onda esférico que pasa a través de una abertura, en este caso ¥ es constante y entonces el

angulo cos(A, ') = —1, entonces el factor de oblicuidad cambia a k(6) = cos(n, ) 4 1. [2,14]

La ecuacién (1.15), es conocida como la Foérmula Integral de Fresnel-Kirchhoff (FK)
siendo esta ecuacion el cimiento en el desarrollo de los resultados que se presentan en capitu-
los subsecuentes. Cabe recalcar que la teoria de la difraccion escalar es lo suficientemente
rigurosa para explicar la mayoria de los fenémenos relacionados a ella, prescindiendo del
caracter vectorial de los campos electromagnéticos de la luz. La clave de que la teoria esca-

lar funcione se debe a que se considera que las dimensiones de las aberturas son de mayor
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magnitud que la longitud de onda de la luz, y bajo esta condicién los efectos de polarizacién
del campo electromagnético se vuelven una informacion de la cual es posible excluir y, por

tanto, se puede prescindir del formalismo vectorial. [15]

1.5. Difraccion de Fraunhofer y Fresnel

Imaginemos un obstaculo con una abertura a iluminada por una fuente de onda en el
punto Py, y un plano de observacion P que es una pantalla paralela a a. Se proyecta sobre la

pantalla una imagen de la abertura, al que llamaremos patrén de difraccion.

Figura 1.6: Geometria para la formulacién del teorema integral de Fresnel-Kirchhoff.

De manera cualitativa diremos que se observa una Difraccion de Fraunhofer o de Cam-
po Lejano cuando las ondas incidentes y difractadas se consideran planas, es decir, tanto la
fuente Py como el punto de observacion P estan lo suficientemente alejadas de la abertura
a [2,9]. De manera andloga se considera Difraccion de Fresnel o Campo Cercano, cuando es
significativa la curvatura de las ondas incidentes y difractadas, esto es, el punto de observa-

cion P esta lo suficientemente cerca de la abertura a [2, 9].

En la Figura (1.7), se muestra de manera cualitativa la diferencia entre las regiones de

difraccion de campo cercano y de campo lejano mediante las representaciones graficas de
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la intensidad Optica para diferentes valores del Numero de Fresnel, él cual es un pardmetro
adimensional en los que se encuentran relacionados las variables experimentales z que es la
distancia entre la abertura o rendija y el plano de observacion, A que es la longitud de onda
de la fuente luminosa y a que representa el area de la abertura.

Plano de observacién

Plano de la en el campo cercano
Abertura
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Region de Fresnel

Figura 1.7: Patrén de difraccién de una tinica rendija para la region de Fresnel y de Fraunhofer, con diferentes

valores del nimero de Fresnel.

Para identificar de manera cuantitativa entre las dos regiones de difraccién, se hace uso

de los siguientes conceptos:

n Curvatura del frente de onda:

Considere el esquema de la Figura (1.8)

Abertura a

Figura 1.8: Geometria para obtener la curvatura del frente de onda para describir cuantitativamente los

regimenes de difraccion.
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Siendo S una fuente luminosa, d’ es la distancia de la fuente a la abertura perpendicu-
lar a la misma, /'’ es la altura entre el eje perpendicular d’ y un punto cualquiera de la
abertura, P es el punto de observacion, d es la distancia perpendicular entre la abertura
y el punto de observacion, A es la altura entre el eje perpendicular d y un punto cual-
quiera de la abertura, y finalmente a es el tamafo de la abertura. A partir de la Figura
(1.8), se ve que la variacién A de la cantidad r + 7 de un borde de la abertura al otro

esta dado por

A= \/d’2+ (W2 +a?)—d?+ N>+ \/d*+ (h*+a*) — Vd* + h?, (1.16)

usando la primera aproximacién de la expansion binomial de la raiz cuadrada

((1+x)1/2% 1+§),

la ecuacién (1.16) se cambia a la forma

h/+ 2 h+ 2 h/2 h2
d’(l+%)+d(l+< de) )—d’<1+2d,2)—d(l+ﬁ) NCRE)

desarrollando, simplificando y factorizando los términos de la ecuacién (1.17) se ob-

tiene

o h a2 /1 1
—t == =+=)+... 1.1
a(d,+d)+2(d,+d)+ ) (1.18)

donde el término cuadratico mide la curvatura del frente de onda, éste término debe
ser menor con respecto a la longitud de onda para que se considere difraccion en el

régimen de Fraunhofer [2], es decir

/1 1\
~(=+- A, 1.19
2<d’+d>a<< / (1.19)

por el contrario si la desigualdad se invierte se dice que se considera la difraccién en

el régimen de Fresnel [2], esto es
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1/1 1\ ,
| =4+-= . 1.2
2<a”+d>a > A (1.20)

Si se tiene una longitud de onda cualquiera A y si suponemos que d’ y d son lo su-
ficientemente grandes, es decir d’ — o y d — oo, esto implica que % —0y é — 0,
entonces no importa el tamano de la abertura a, la cantidad (% + é) a* — 0, y esto
serd siempre mucho menor que la longitud de onda A por muy pequeia que ésta sea,

satisfaciendose asi la difraccion de campo lejano o de Fraunhofer.

Por el contrario si suponemos que d’ y d son lo suficientemente pequefias, esto es
d —0yd— 0, entonces % — ooy % — oo, de igual manera no importa el tamafo
de la rendija la cantidad (% + %) a’> — oo y esto serd mucho mayor que la longitud
de onda A por muy grande que ésta sea, satisfaciendose asi la difracciéon de campo

cercano o de Fresnel.

Nuamero de Fresnel:

El nimero de Fresnel N, es un nimero adimensional, que depende del didmetro de
la abertura o rendija por la que atraviesa, el radio de curvatura de la fase del frente de
onda, y de la distancia entre la abertura o rendija y el punto de observacion [16]. Si

un haz es perfectamente colimado, tendrd un ndmero de Fresnel dado por la expresion

[16]

Nr =

h@iﬁ—ﬁzﬁ

A

(12
51 (1.21)

S

usando la primera aproximacion de la expansion binomial de la raiz cuadrada, el niime-

ro de Fresnel se simplifica por

Np = — (1.22)
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donde a es el tamaiio radial de la abertura por la que atraviesa el haz, d es la distancia
de la abertura al punto de observacion y A es la longitud de onda incidente. Notese que
el nimero de Fresnel es inversamente proporcional a la distancia d, esto es, cuando d
es grande, es decir el punto de observacion esté lo suficientemente alejado de la aber-
tura, el nimero de Fresnel N serd pequefio, y viceversa, cuando d es pequeiia, es decir
cuando la distancia entre la abertura y el punto de observacion esten cerca, el nimero

de Fresnel Nr sera grande.

Por ejemplo, si se tiene una abertura de 1 mm y se hace incidir un haz de He-Ne de
longitud de onda de 632,8 nm, y si d = 0,01 m entonces Nr = 158, esto quiere decir
que nos encontramos en un régimen de difraccién de campo cercano. Ahorasid =1m
entonces Ng = 1,58, lo que nos indica que entramos en una fase entre el régimen de
difraccion de campo cercano y campo lejano. Y si d = 10 m entonces Ng = 0,158,

implica que estamos totalmente en un régimen de difraccion de campo lejano.

En esencia si el nimero de Fresnel es mucho menor que 1 ( N < 1) se considera que
el régimen de difraccion es de campo lejano, pero si el nimero de Fresnel es mayor o
cercade 1 (N 2 1) se considera que régimen de difraccion es de campo cercano [ 16].

Esto es

< 1, entonces se considera campo lejano o régimen de Fraunhofer
Nr
21, entonces se considera campo cercano o régimen de Fresnel

Como dato curioso cabe mencionar que es posible encontrar el nimero de Fresnel a partir

de la ecuacion de curvatura del frente de onda, realizando las siguientes consideraciones:

. L, . . .y . . 2
= Sid = d’ entonces para el régimen de difraccién de campo lejano se tiene que a <l
es decir Nr < 1. De manera anéloga para el régimen de difraccién de campo cercano
2 . « e, ~ :
57 > 1, esto es Ng > 1. Cumpliendose la condicién de nimero de Fresnel descrita

anteriormente.
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. . ) 2 2 .
= Ahora si se considera que d’ — o, se tiene que 55 <2y 55> 2 para el caso de di-
fraccién de campo lejano y campo cercano respectivamente. Ahora si renombramos

Nr obtenemos que se cumple la condicion del numero de Fresnel descrita an-

_ a
v

teriormente.

» Ahora si d # d’, para difraccién de campo lejano tendriamos que

_a“ 22
N =3a <142 " T3g

Analogamente, para difraccién de campo cercano

N _a“>> 2 2
Fa = N 1+ _l—l—q

definiendo g = 1 + %, como un pardmetro que depende de la distancia que existe entre

la fuente y la abertura (d’) y la abertura y el punto de observacién (P).

1.6. Simplificacion de la integral FK para el régimen de di-
fraccion paraxial.

Hemos visto que en la teoria de difraccion escalar existen dos régimenes paraxiales, el
campo cercano y el campo lejano, donde las teorias de Fresnel y Fraunhofer son validas
respectivamente [2, | 7—19]. Como ya se ha visto la formulacién matematica de ambos regi-
menes se hace a través de la ecuacion de Helmholtz, cuya solucién se puede expresar en la

forma de la integral de Fresnel-Kirchhoff (FK),

k —IQ ol ( )
Up(x,y,2) = —— //1 (Y, 0)——ds (1.23)
(17()rl”(/l

rr’

donde Up(x,y,z) es la perturbacién dptica en el punto de observacion P, k = )L es el nimero
de onda, A es la longitud de onda, ® es la frecuencia de la onda, 7 es el tiempo, k(0) es el

factor de oblicuidad, Up(x’y’,0) es la perturbacién 6ptica inicial debido a la fuente, ' es la
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distancia que existe de la fuente a la abertura y r es la distancia que hay de la abertura al

punto de observacion.

Es posible simplificar la ecuacion (1.23), haciendo las siguientes consideraciones para el

régimen paraxial:

1. Por simplicidad se considera una iluminacién uniforme para las aberturas, lo que im-

plica que Up(x',y’,0) = 1.
2. Por otro lado, veamos que ¥ = /p’2 + h'2, donde p’ = \/x'2 +y2, entonces

r/ — /x/2 +y/2 + h/2

x2 2
+y
= W\/1+—F—
+ o
12 132
notemos que 4’ > x> +y'%, con lo que * hJ,rzy — 0, lo que implica que ¥ ~ /'. Esto

) . ok’ ok .
quiere decir, que el factor <~ = < es practicamente un valor constante y por ende

puede salir fuera de la integral.

3. Por dltimo, utilizando la primera aproximacion en la expansién binomial de la raiz

cuadrada en el factor r [17].

o= 2= -y

_ \/Zz (1+(x—x’)2;(y—y’)2) |

Z(1+(x—x')2+(y—y’)2) |

272

Q

entonces el factor ﬁfr se puede reescribir
) /2
eikr elk{ (H_ )}
(=22 (=)
T ()

i {Z N (x—x’>2+2<y—y'>2}

Q

e 27

(=2 +(—")2]
[z + % }

Q
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como se considera una aproximacién paraxial se tiene z* ~ = [(x — )% + (y —/)?]

o D ikr . o
[18], lo que implica que la variacién del factor %~ sobre la abertura proviene princi-

palmente de la parte exponencial ¢/, con lo que el factor % puede llevarse fuera de la

integral.

Aplicando las consideraciones anteriores a la ecuacién (1.23), la ecuacién integral de

Fresnel-Kirchhoff para cualquier geometria en la abertura queda expresada como

Up(x,y,2) ——1/ e*rds (1.24)
abertura

. o
erfl(x)telkr

usando k = 5%, y Cy = 22“—“—x(8), un término constante.

/
Aqui cabe sefialar que en la aproximacién binomial del término r ~ z + * +y _ oy

2 +ylz X +y Xy

Z

, la region de difraccion que incluye los tres primeros términos z 4+ ~—— , CO-

rresponde a la region de difraccion de campo lejano o de Fraunhofer. Mientras que la region

x> +y _xxX+yy + x24y?

que incluye los primeros 4 términos z + z 72

, corresponde a la regién de

difraccién de campo cercano o difraccioén de Fresnel. [17]
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Capitulo 2

Patrones de difraccion en el régimen de

Fraunhofer

En este capitulo se calcula la perturbacion Optica para algunas aberturas con geometrias basicas
como lo son la tnica rendija, la abertura rectangular y su caso particular la abertura cuadrada,
la doble rendija y finalmente para el caso de las multiples rendijas, usando el formalismo de la

teoria de la difraccion escalar.

Resulta evidente que el patrén de difraccion serd diferente dependiendo de la distancia a la que
se encuentre la pantalla de observacion de la abertura, en este sentido la difraccién de Fraunhofer
es la que se observa a una cierta distancia en la que la onda se puede considerar plana en algin

punto de observacién con respecto a la abertura difractante.

Joseph Von Fraunhofer (1787-1826) fue un astrénomo, 6ptico y fisico alemdn reconocido por
sus estudios en espectroscopia, realizando avances en el estudio de la difraccion de la luz. Al ser
hijo de un vidriero trabajé e inventd diversos instrumentos de medicién Optica, de entre ellos las

redes de difraccion, con el fin de detectar las lineas oscuras del espectro solar.

18



2.1. Unica Rendija

Un arreglo experimental usual para observar la difraccion de Fraunhofer consiste en que
una fuente de luz monocromadtica S que ilumina una abertura a. Se coloca un lente colimador
entre la fuente y la abertura, y a su vez una lente convergente entre la abertura y la pantalla
de observacion, tal como se muestra en la Figura (2.1). Este arreglo de lentes eliminard de

forma efectiva que los frentes de onda sean divergentes

Abertura a

Lente
Convergente

Colimador
‘ P

Figura 2.1: Disefio experimental para observar la difraccién de Fraunhofer.

Considere una rendija de largo b y ancho L, con la condicién L < b, tal como se muestra
en la Figura (2.2). Donde el elemento de drea dS = Ldy’, y ademas r = ro+ ) sin0, donde rg
es el valor de r cuando y' = 0, y 0 es el dngulo de la diferencia de camino Gptico entre rq y r,
tal como se muestra en la Figura (2.2). Asi la ecuacion (1.24) [2] cambia:

Up = _EC iy / e ek'sin8 gyt 2.1
2 Jop2 /

Resolviendo la integral por medio de cambio de variable u = iky’ sin, y rearreglando los

términos se obtiene

LC 4 1 iky sin® (b/2
Up — ikrg ( iky' sin© )
Po= iR <iksin6) ¢ o)
LC iy, 1 ( i1 kbsin® f'lkbsin6>
— ko () (gi3kbsin® _ =i} . 22
e <iksin6) ¢ ¢ 22)
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Figura 2.2: Geometria de una rendija tnica a la izquierda. Acercamiento para observar la diferencia de

camino 6ptico en una Unica rendija a la derecha.

Usando la identidad de Euler ¢/2%¢5in® — ¢og (%kb sin®) -+ isin (%kb sin®), entonces la

ecuacion (2.2) se simplifica como

. ,LbCU . b .
Up(0) = —i o7 sinc (Tsme), (2.3)

redefiniendo Cy = Ce’*"0 y recordando que k = 2% es el numero de onda y 0 es el dngulo
de difraccion. De aqui se sigue que la intensidad Optica en el plano de observacién dada por

Ip(8) = |Up(8)|? se expresa como:

2
Ip(8) = <L§U > sinc? <7;b sme) . (2.4)

2
Notemos que si 8 = 0 entonces Ip(0 =0) = I = (%) . Para normalizar la gréfica de

2
la intensidad 6ptica entonces se debe cumplir que (%) =1, estoes que Cy = %. Debido

a que la funcién seno es periodica, encontramos los valores de la intensidad 6ptica

suceden cuando conn=0,1,2,..., mientras que los valores maximos los encon-
. 2n+1)A ‘- .

tramos cuando sin6 = % conn=0,1,2,... Estos maximos y minimos se muestran en

la Figura (2.3).

20



12(6)
1.0

08
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04

sin(6)

Figura 2.3: Grifico de la intensidad 6ptica de una sola rendija en la regi6n de difraccién de Fraunhofer.

2.2. Abertura Rectangular y Cuadrada

I.!.ﬂ-

|
|

x| ——

vodo0de

Figura 2.4: Geometria para la difraccion de campo lejano de una abertura rectangular

Consideremos nuestro disefio geométrico una abertura rectangular de base a y altura b.
Procederemos a realizar el modelo matematico analogamente que para el caso de la tnica
rendija, donde consideramos el cambio de variable r = ro+x'sin¢ y s = s+’ sin@ y dS =

dx'dy’ el elemento de drea [20], entonces la ecuacién (1.24) cambia a

Up(9,8) = _KC ik itso / ta/2 ik sin® g/ / /2 ok sind gy
4n —a/2 ~b/2

_ KC ikre ks 1 1 ( ik sin¢ (a/2 ) ( iky' sin® (b/2 >
= an® ¢ \lksino ) \iksine ) \° Zap2) (€ Sop2) -
= —iab% sinc (n—; sin(|)> sinc (Jt_}f? sine) , (2.5)

donde Cyy = Ce'k"0¢/% es un término constante. Hay que sefialar que los dngulos ¢ y 6 que
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definen la direccion del haz difractado para el eje X' e y' respectivamente. Definiendo la

intensidad Optica para una abertura rectangular en el régimen de Fraunhofer como

o abCy 2 .2 (Ta . 2 Tb g
Ip(q),6)< o ) sinc (Tmnq)) sinc Tsme . (2.6)

Notemos que el valor maximo de Ip = Iy es cuando ¢ = 0 = 0, esto es Ip(¢ = 0,0 =
2
0) = (“b%) . Si se normaliza la ecuacion (2.6), entonces se debe cumplir la condiciéon que

Cy = al Los valores para la intensidad dptica se obtienen cuando Ip(¢,0) = 0, esto

(Y34

;-
es, sin (“—f sin¢) = 0 lo que implica que en el eje “x” y sin (“—f sine) =0, lo que

(Y]

implica ,eneleje “y’,conn=0,1,2,...ym=0,1,2,..., respectivamente. Mien-

.. . . ‘s . . 2n+1)A
tras que los valores maximos para la intensidad Optica se obtienen cuando sin¢ = ZntDA y

2a
. (2171+1>7L LT ] [ 3
sinf = ~=,~~, para el eje “x” e “y” respectivamente.

Por simplesa se presentan los valores minimos y maximos de la intensidad optica de la
abertura rectangular en la grafica de contorno de la Figura (2.4)(c). Mientras que en la Figu-
ra (2.5)(a) y (b), solamente se muestra la intensidad 6ptica de la abertura rectangular y una
ampliacion a las oscilaciones secundarias de dicha grafica. Que como se observa el maximo
del pico principal se ha normalizado a 1 pero el maximo del segundo pico se encuentra a

0,015 u.a.

Si consideramos a = b, por ende se tiene que ¢ = 0, entonces la intensidad 6ptica para

una abertura cuadrada cambia a

2a2Cy\° . 4 /ma |
Ip(¢)—< n ) sinc (Tsm(l)> : (2.7)

La intensidad obtenida por la ecuacion (2.7) muestra el perfil de irradiancia que describe
los valores y maximos de una abertura tnica cuadrada representada en la Figura
(2.5)donde la intensidad dptica esta elevada a la cuarta potencia generando un maximo cen-
tral (2.5(a)) que es mucho mayor que las perturbaciones secundarias (2.5(b)) las cuales son

simétricas en los extremos, a diferencia de la abertura rectangular indicada por la ecuacion
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(2.6) donde la intensidad Optica esta elevada al cuadrado para cada lado de la abertura, re-
presentada en la Figura (2.6), donde se observa el perfil de irradiancia similar al de la rejilla
cuadrada con un maximo central y pequefias perturbaciones laterales(2.6(a)), la diferencia es
que estas pertubaciones laterales muestran un ensanchamiento del tamafio lateral de la rejilla

para cada lado (2.6(c)), siendo simétricas en los extremos.

Ip(¢)
0.010

lp(9)

1.0 0.008

08

sin(¢)

sin(¢)

(a) Intensidad dptica de una abertura cuadrada (b) Ampliacién de las perturbaciones secundarias

en una abertura cuadrada

Figura 2.5: Representacion de la intensidad optica para una abertura cuadrada.
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0
sin(¢)

(a) Intensidad 6ptica de una abertura rec- (b) Ampliacién de las perturbaciones se-
tangular cundarias en la intensidad dptica para una
abertura rectangular

(c) Griéfica de contorno de una abertura rectangular

Figura 2.6: Representacion de la intensidad 6ptica para una abertura rectangular.
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2.3. Doble Rendija

Figura 2.7: Geometria para la difraccién de campo lejano de una doble rendija

Considere una abertura de difraccién que consista en dos rendijas paralelas, cada una de
ancho b y a una distancia de separacion s. Abordando el tratamiento matematico de manera
andloga como en el caso de la tnica rendija, partiremos del hecho de que r = rg +)’sin®,
la diferencia de camino 6ptico y dS = Ldy’, el elemento de drea. Usando la férmula integral
FK para la difraccion de Fraunhofer (1.24) [2], y resolviendo las integrales por medio de un

cambio de variable y utilizando la identidad de Euler se tiene

UP — _lg\/ eik(ro—l—y’sinO)Ldy/ ,
47 Jabertura

_ —i% o7 { / b b sin g/ / htb ok sin® dy/] 7
4T 0 h

KLC iy (1 < ikbsin® ikhsin®
oL , —1>(l sin 1), 2.8
: 47 ¢ iksin© ¢ ¢ * (25

. b Qi D i ikl G Th i ikl o il G .,
Sustltuyendo etkbsme — elkz smﬁetk2 sin© ikhsin® _ ezk2 smGezk2 sin© en la ecuacién (2.8),

ye
PLINPS X i

. . . _pix . .
usando las definiciones de sinx = 275 y cosx = “—5—, y considerando Cy = Ce'kro,

como pardmetro constante. Entonces la ecuacion (2.8) se simplifica de la siguiente manera
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kLC . 1 [ ik5sin® ik’ sin®
Up(6) = —i—Ce’krO( > ¢ ¢

1 [1+ ———
47 iky’ sin® + ’

p—ik5sin® ik sin®

KLC ikro( 1 > [ pik5sin® _ ,—ik3sin® ] [ ,ik}sin® 4 ,—ik3sin®
_l_

47 iky’ sin® e—ik% sin® e—ik% sin®
bLC, Th A . b . Th .
= —iTU ¢l $in0 pi%sind iy (T s1n9> cos (7 s1n9) , (2.9)

2, para una doble abertura se obtiene

2
L /
Ip(0) = <b fU> sinc? (n}iy sinG) cos? (n}; sin6> , (2.10)

2
Aqui el valor méximo Ip = Iy se obtiene cuando 6 = 0, esto es, Iy = (%) , S1 Se nor-

bLCy __
L=

Si calculamos la intensidad ptica Ip(0) = |Up(0)

maliza la expresion debe cumplir la condicién de que 1, por lo que, Cy = blL. Los
valores para la intensidad Optica por parte de la envolvente que se encuentra en
funcién del sinc? (“—f sin 6) se obtienen cuando Ip(0) = 0, esto es, cuando con

n=20,1,2,.... Asi mismo los valores maximos para la envolvente del sinc? suceden cuando

sm(G) _ (2}1;;71 A '

Por otro lado, los valores por parte de la expresién cos? (% sin 9) en la inten-
sidad 6ptica se obtienen con la condicion conm = 0,1,2,... Mientras que
los valores maximos se encuentran con la condicién sin(6) = “=.

Enla Figura (2.8)(a),(b) y (c), se muestran como varia las oscilaciones debido a la funcion
cos? dentro de la funcién sinc?, para diferentes valores de b y h que corresponden al tamaio

de la rendija y a la distancia de separacion respectivamente. Notemos que mientras mayor

sea el valor de i, mayor serd el nimero de oscilaciones dentro de la envolvente.
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— sin(6)

sin(6)

© b=05yh=1,5

Figura 2.8: Intensidades Gpticas para una doble abertura en el régimen de campo lejano, con diferentes

valoresde b y h.
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2.4. Miultiples Rendijas

= o

- ﬂhﬂ T

> {b: - v 8 :

* h \J - [

fa ——

» h \:I > \

- *b: - 6:

» h D - /

- Jb: : ’

- 0

]

N rendijas

4
e o R oz B
|

Ly sin8

Figura 2.9: Geometria para la difraccién de campo lejano de multiples rendijas

El estudio anterior se puede extender a un nimero de rendijas N, que sean idénticas y
paralelas entre si. Considere b el ancho de las rendijas a una separacion h. Procederemos de
manera similar que en el caso de la doble abertura, entonces el célculo de la perturbacion

Optica a partir de la integral FK se reescribe como
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kLC 1 b . h+b .
Up(O) = —i ikro / ikysin® / ikysin®
»() “an ¢ iksin® [Oe * A ¢

n 2hth eikysin® (N=Dh+b eikysine]
2%h (N—1)h ’
_ _ikif ikro iksline 'eikbsme_l] [1_}_eikhsin6+eik2hsin9+.”_i_eik(Nfl)hsinO ’
_ MG iy LT ibsine _ 1] 1 efNein®
4r iksin® L 1_eikhsm9 )
kN B sin
[ iklsin® 1— elszh -~
. kLC ikr 1 e"2 efszjsme
- an iksin® | ,—ik5sin® { JKhsine |7
B o e—ik%sine
. 1 . . 1 .
_ _l-kLCeikroei%kbsinﬂei(N—l)h sin (5kbsin®) sin(N3khsin®)
4r %kbsine sin (%khsin@) 7
. l .
_ _ikLCUei%kbsineei(N—l)h sinc (lkbsin ) SH‘I (lekht“ne)
4n sin (3khsin@)
. 1 .
_ _ikLCUei%kbsineei(Nfl)h sinc <lkbsin9) Sin (lek'hsme)
41 skhsin®

donde Cyy = Ce'*"0 es un término constante. De aqui es posible calcular la intensidad éptica

para una rejilla de multiples rendijas, expresada como

kLCy\* . 2(1 . >sin2 (N1khsin®)
Ip(0) = sinc” | ~kbsin0 . 2.11
»(6) < 4n > 2 sin (1khsin®) @

La ecuacién (2.11) se puede observar representada en perfiles de intensidad 6ptica en la
Figura (2.10), donde se muestran valores de los médximos y minimos para multiples aberturas
(colores azules internos en los graficas), comparados con la tnica abertura (color amarillo),
donde se puede observar que conforme se incrementa el nimero de la rejilla, el ancho de los

perfiles maximos se va disminuyendo.
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1p(8) 1p(6)
10 1.0

//\) /\\ sin(6) /\/J A sin(6)

() N=3 (b) N=4
Ip(6) 1p(6)
10 9
08 o8
08 08
| © | 0.4
il °j
sin(6) 1\""’ sin(6)
() N=5 () N=6

Figura 2.10: Intensidades 6pticas con multiples aberturas para N =3, N =4, N =5,y N = 6. Con el tamafio

de las rendijas de b = 0,5 y distancia de separaciéon & = 1,0.
2.5. Abertura Circular

Recordemos del capitulo anterior que la expresion para una perturbacion Optica en un
punto cualquiera P en la pantalla de observacion que surge de una abertura arbitraria en el

caso de campo lejano es:

X +) o +y3 ]

i er iot lkr k| g2
Up(x =
P( ) Z) Q}M 7'7”/ //bermra

. —iot ,ikr
Up(x,y,Z)Z—LUOe—,eK(G) g (7 7) / / g
2A bertura

rr

En el caso de una abertura circular, la geometria sugiere el siguiente cambio de coorde-

nadas tanto en el plano de la abertura como en el plano de observacion:
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Figura 2.11: Geometria para la difraccién de campo lejano de una abertura circular.

x' = pcosd x=gqcosd,

y =psin®  y=gsin®

Asi la ecuacidn a resolver para una abertura circular es:

C 2n zm
Up(p,0) = — =¥ / | e 0dpdo . 2.12)

De aqui se obtiene que fozne T8 cos(p-) )do = 21J, <27tqp> con Z—ﬁ € R. Donde Jj es la

funcién de Bessel de orden cero.

Asi la ecuacidn para la perturbacidn Optica para una abertura circular es:

iazC 2am
Up(z,q) = — quJ1< qu> . (2.13)

Por ende, resordemos que la intensidad Sptica esta dada como Ip(z,q) = |Up(z,q)|?, en-

tonces
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B iazCy . 2amng z
IP(z,q)——< 2 ) (Jl< ) )) : (2.14)

2.6. Fila de Muiltiples Aberturas Circulares

Figura 2.12: Geometria para la difraccién de una fila de aberturas circulares.

Para este andlisis emplearemos un método diferente para describir una perturbacion 6pti-
ca de una fila de multiples aberturas circulares. Se utilizard la funcién delta y una convolu-

cion.

Consideraremos el caso de una linea o fila de aerturas circulares igualmente espaciadas,

entonces la funcion de transmision se escribe como:

f(x,y) =} 8(x—na,y)+:y O(x,y)

n
donde & (x — na,y) representa la funcién delta en x = na, y = 0; y O(x,y) es la funcién de

transmision para una abertura circular, definida como:
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1, siy/x2+y*<a/2

0, cualquier otro caso

Np =

La transformada de Fourier de este conjunto de funciones delta con respecto a x es:

;8(u—h/a) ,

y la transformada de Fourier con respecto a y es la unidad. Por ello, la trasnformada de
Fourier en x e y, es un conjunto de lineas rectas paralelas al eje u y v, e igualmente espaciadas
en intervalos de a~! en la direccién u. Esta distribucién podr4 ser modulada al multiplicarse

por la transformada de Fourier O(x,y), siendo esta:

(%) h(mAv),

donde A es el didgmetro de las aberturas y U = (vVu? +12).

Esto nos proporciona un conjunto de lineas que varian con la intensidad como sugiere el
patron de difraccidon correspondiente, donde el ancho de la linea o fila ha sido utilizado como

la intensidad relativa.

Este tipo de andlisis tiene aplicacion en radioastronomia, en donde es usado para detectar
ondas de radio estrellas distantes, el dispositivo consiste en un interferémetro de radio en el
cual las lineas de interferencia se encuentran igualmente espaciadas en una antena paraboli-
ca y cada una de estas lineas suma una amplitud incidente sobre la abertura circular de la
antena. De aqui podemos ver mediante el teorema de reciprocidad que la amplitud resultante
obtenida sumando las amplitudes de todas las antenas coherentemente son exctamente las
mismas como la amplitud que se observaria de las estrellas remotas distantes, si las aberturas
de las antenas se iluminan a partir de una onda incidente. Asi como la onda de radio de las
estrellas se mueve a traves del cielo, la amplitud medida por el interferémetro corresponde a

una linea recta a traves del patron de difraccion resultante.
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Capitulo 3

Estudio de aberturas difractivas

mediante el numero de Fresnel

El nimero de Fresnel se usa explicitamente en las variables independientes (las coordenadas)
de la perturbacién 6ptica (amplitud de la luz difractada) en su expresion matematica en forma
de la integral de Fresnel-Kirchhoff y en la intensidad de la misma para definir y visualizar los
patrones de difraccién tanto en el régimen de campo cercano en los casos de las geometrias

estandar rectangulares, circulares y tridngulares de aberturas difractivas.

En el formalismo matematico de la difraccion escalar (Optica y también actstica) en
aberturas para la cual un esquema tipico de experimento se presenta en la Fig. 1 existen dos
regiones paraxiales, el campo cercano y el campo lejano con respecto a la abertura difrac-
tiva, donde las teorias de Fresnel y Fraunhofer son vélidas, respectivamente [2, | 7—19]. En
la mayoria de los libros de texto en Optica, la identificacion de las zonas de validez de los
dos regimenes esta relacionada con el ndmero de términos en la expansién binomial de una
raiz cuadrada, ver por ejemplo [|7]. Solamente en el libro de Goodman [ 18] se puede encon-
trar una discusion de la difraccén en abertura cuadrada en funcion del nimero de Fresnel,

definido como

A

Np = —.
F Az

En este contexto, el parametro Ny relaciona la longitud de onda A de la fuente luminosa,

la distancia z entre el plano de observacion y la abertura y el drea de la abertura A. Estos con-
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ceptos se conocen de antemano de manera empirica, y con ellos es posible definir los limites
de difraccién entre las dos regiones paraxiales de Fresnel (campo cercano) y Fraunhofer

(campo lejano) [2 1-24], mediante el criterio:

Nr <1 Fraunhofer (campo lejano)
Nr >1 Fresnel (campo cercano) .

La formulacion matematica tanto en el régimen de campo cercano como en el de campo
lejano se hace a través de la ecuacion de Helmholtz, cuya solucion se puede expresar en la
forma de la integral de Fresnel-Kirchhoff (FK) [2]
ik(r+7)

T as, 3.1)

rr!

ikefiu)t

4T

Urleyd) === [ x(®)Un(x5',0)
abertura

con la siguiente terminologia:
Up(x,y,z) es la perturbacion dptica en el punto de observacion P,
k es el ndmero de onda,
o es la frecuencia de la onda,
t es el tiempo,
K(0) es el factor de oblicuidad; a continuacion se considera incidencia normal del haz de la
fuente en la abertura k(0) = 1,
Up(¥',y',0) es la perturbacion Gptica inicial de la fuente,
' es la distancia de la fuente a la abertura,
r es la distancia de la abertura al punto de observacién P.
Es posible simplificar la integral (3.1), haciendo las siguientes consideraciones:
e Por simpleza se considera una iluminacién uniforme para la abertura, lo que implica
que Up(¥',y',0) = 1.
e Por otro lado, veamos que ' = \/m, donde p’ = \/W, entonces

2 2
= X2y = W 142 ;j/—zy K

x/2 +y/2
h/2

notemos que /' > x> +y'%, con lo que — 0, lo que implica que ' ~ /. Esto quiere

. ikr’ ikh' . .
decir, que el factor &~ ~ £~ es practicamente constante y por ende puede salir fuera de la
r h

integral.
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e Por ultimo, utilizando la aproximacién de primer orden en la expansion binomial de la

raiz cuadrada en el factor r [17]:

ro= \/z2+(x—x’)2+(y—y’)2

o o1 B
272 ’
entonces el factor err se puede reescribir

L )
r <1+( )2+2(y Y)? )
ok o [a=x)+ ()]

z <1+m> ’

Q

Q

272

como se considera una aproximacion paraxial se tiene 2> ~ 25 [(x—x')2 + (y —y)?] [18], lo

. . .. ikr . .
que implica que la variacién del factor “~ sobre la abertura proviene principalmente de la

parte exponencial ¢", con lo que el factor 1 ~ puede llevarse fuera de la integral.
Recordando que k = 2% = X’ y aplicando las consideraciones en la ecuacion (3.1), la

integral FK para cualquier geometria en la abertura queda expresada como

Un(ry2) = —igge ¥ [ eflom o s, (32)
abertura

—iot lkr

donde Cyy = es un término constante.

En las secciones subsecuentes, dentro del formalismo de teoria de difraccion escalar, se
incorpora el niimero de Fresnel Nr como parametro dentro del argumento en las soluciones
tanto de la perturbacién como de la intensidad 6ptica, en el andlisis de las aberturas difrac-
tivas rectangulares, triagulares y circulares mediante el uso de la ecuacion (3.2) extendiendo

los resultados de Goodman [ | 8] para la abertura cuadrada incluida como un caso particular.

La formula (3.2) para la perturbacion Optica proveniente de una abertura con geometria
arbitraria se va a usar en las secciones subsecuentes en los casos de las aberturas circular,

rectangular y tridngular usando como pardmetro el nimero de Fresnel .
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3.1. Desarrollo Matematico

3.1.1. Difracciéon de campo cercano para una abertura rectangular

Figura 3.1: Representacion gréfica de las variables involucradas en el plano de la abertura

rectangular presentes en la intensidad Optica.

A partir de la expresion (3.2) y considerando una abertura rectangular cuyo ancho y alto

son 2a y 2b respectivamente, se introduce el siguiente cambio de variable

Y N SN N,
u= kZ(x X),V— )\‘Z(y y)?

asf la integral FK se reescribe como

C 21 u2 T V2 in
Up(u,v) = —i—Ue’ZXZ/ eZuzdu/ e ay. (3.3)
4 u Vi

Las integrales en la ecuacion (3.3) se evaltiian en términos de las integrales de Fresnel que se

definen como

S 2 s a? s a?
/ e’%dq = / cos (i) dq+i/ sin (i) dq
0 0 2 0 2

= CF(S) +iSF(S) ,

por tanto, la perturbacion Optica queda expresada como

Up(u,v) = —ia—UeiZ{CZ{[ACF(u)] +i[ASF(u)]} x {[ACF (V)] +i[ASF(V)]} , (3.4)
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donde ACr(u) = Cp(up) —Cr(u1) y ASp(u) = Sp(u2) — Sp(u;) y similar para la variable

V.
En este punto, definimos el nimero de Fresnel como Ny = %’;, asi los limites de integracion
para (3.4) quedan expresados de la siguiente manera:

ur =+2Np (X+/%)  w=+2Nr (X—\/%) . 3.5)

vi = /2Np <Y+ g) vo = /2Np (Y—ﬁ) , (3.6)

considerando X = —=¢ Y = \/L? como variables de distancia normalizadas.
a

Vab

Por tanto, la intensidad I5°'(u,v) de la luz difractada para una abertura rectangular en

términos de N, queda descrita como

2

C
5 (u,v) = L {[ACH () +[ASr ()] } x {[ACFO)P + 85, 0)P} . 3:7)
Asi mismo a partir de la ecuacién (3.7), si consideramos vy = —oo y v = o0, se define

la intensidad dptica para una tnica rejilla como

Ch 2 2
1p(u) = =L { [ACK (W) + A8k ()} (3.8)
Si ademads se considera u; = —oo, se define la intensidad dptica para un borde recto, descrito
por
C? 172 177
Ip(u) = ?U [CF(Mz) + ﬂ + [SF(MZ) + 5] : (3.9)

Notemos que todas estas expresiones referentes a la abertura rectangular y a sus casos
particulares no son diferentes de las formulas estandar encontradas en los libros de texto que
no consideran explicitamente el pardmetro Nr. La ventaja de usarlo es de evidenciar los dos

regimenes de difraccion paraxial.
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(a) Ip(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16 x 10 um

(b) Ip(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16 x 13 um

(C) Ip(x,y) de la abertura cuadra-

dade 16 x 16 um
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ferente al caso (b)
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te al caso (b)

al caso (c)

Figura 3.2: Resultados para la abertura rectangular y sus casos particulares de abertura cua-

drada, unica rendija y borde recto para el caso en que Nr = 0,1

39



(a) Ip(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16 x 10 pm

(b) Ip(x,y) de la abertura rectan-

gular de 16 x 13 pum

(C) 1Ip(x,y) de la abertura cuadra-

dade 16 x 16 um

0.00004

~0.00004

0.00004

0.00002]

-000002

~0.00004

0.00004|

000002

-0.00002

~0.00004

-0.00004

-000002 0 0.00002

(d) Grifica de contorno de la
abertura rectangular 16 x 10 um

Ioix)
ol p

000004 -000002 0.00002 ﬂ,lJlJIJﬂxl

-000004 -000002 0 000002 0.00004

(e) Grifica de contorno de la

abertura rectangular 16 x 13 um

X
-000004 0.00004

-000002

0.00002

-000004 -000002 0 000002 0.00004

(f) Grifica de contorno de la
abertura cuadrada 16 x 16 um

Iote)
10

-0.00004  -0.00002 0.00002 U‘UUUUXI

(g) Ip(x) de la tnica rendija, re- (h) Ip(x) de la tnica rendija, re- (l) Ip(x) de la tnica rendija, refe-

ferente al caso (a)

ferente al caso (b)

rente al caso (c)
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Figura 3.3: Resultados para la abertura rectangular y sus casos particulares de abertura cua-

te al caso (b)

al caso (c)

drada, unica rendija y borde recto para el caso en que Nr = 1
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(a) Ip(x,y) de la abertura rectan- (b) Ip(x,y) de la abertura rectan- (C) Ip(x,y) de la abertura cuadra-

gular de 16 x 10 um gular de 16 x 13 um dade 16 x 16 um
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Figura 3.4: Resultados para la abertura rectangular y sus casos particulares de abertura cua-

te al caso (b)

al caso (c)

drada, Unica rendija y borde recto para el caso en que Nr = 10

3.1.2. Difracciéon de campo cercano para una abertura circular

Realizando un cambio de coordenadas de cartesianas a cilindricas [25] tal que 2a sea el

diametro de la abertura circular en la ecuacién (3.2)
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Figura 3.5: Representacion grafica de las variables involucradas en el plano de la abertura

circular presentes en la intensidad Optica.

x' =ap'cosC x=apcos{,
'=ap’sin(’  y=apsin(,

Z =2,

entonces el término cuadratico en el exponente de la integral (3.2) queda expresado en térmi-
nos de las nuevas variables como:

(x—2)+(—y)? =a*p*+a*p"? — 2a°pp’cos® , (3.10)

donde ® = { — {’, que es la diferencia entre los dngulos en el plano de observacion y en

el plano de la abertura. Sustituyendo la expresion (3.10) en (3.2), se obtiene:

; Cy 28, img202
Up™(p,0) = —iye' ' ™ x
S22 T 2N
f(;l j‘OZTCelMa P e zMZa pPp COS®d®p/dp/ . (311)
) ) ) . 2
En este caso, a diferencia de lo que se usa en la literatura [26], definimos Ny = 4’73—2’

como el nimero de Fresnel para una configuaracion simétrica de la fuente y del plano de

observacion con respecto al plano de la abertura. De tal manera, las variables adimensionales
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uy vde Lommel [27,28] se pueden escribir

2ka*  4Ama®
w o= TN (3.12)
z Az
2
yo— MR P NP (3.13)
za 9 ¢

donde @ = 2a es el diametro de la abertura.
Asi la perturbacién 6ptica queda expresada como

Np

_ p2 [ra 2w up'? o’ cos @
US™(u,v) = —i—Leiel 2 / / T e s @/ g (3.14)
0 JO

En esta forma, se puede hacer una conexion con las funciones de Bessel usando la relacion
integral basica [;™e~"P'*®4@ = 21Jy(vp’) con la condicién vp’ € R, siendo Jy la funcién
de Bessel de primera especie de orden cero. Ademas la perturbacién 6ptica en la ecuacion
(3.14) se puede escribir en términos de las funciones de Lommel L(u,v) y M(u,v) [25,29],

definidas como

L(u,v) = 2/0a p'Jo(vp') cos (gpQ) dp’, (3.15)
Auuﬂo::2[fpvmyd)mn(gpﬂ)dp’, (3.16)

donde
L(u,v) = amég)ljl(u, )%—Snég)bb(u,v), (3.17)
M) = 0 0 ) — 2 E g v) | (3.18)

donde U; y U, tienen el siguiente desarrollo en series alternantes de potencias negativas de p

JINFp/@)  J3(NFp/@) n J5(Nrp /@)

Q

Ul (NF7 p)

p p3 p> ’
Us(Nr.p) ~ Jz(Ngzp/(P)_J4<Ngf/¢)+-l6(N;6p/(P)_

Por tanto, la perturbacién y la intensidad dptica para una abertura circular quedan descri-

tas en términos de las funciones de Lommel como

i@ . 2
Up(Nr.p) = G e 4 &5 [L(NF.p) +iM(NF.p)] (3.19)
2
Ip(Nr,p) = (4 ) [L(Ne,p) + M2 (N )] - (3.20)
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El caso general de una configuracion experimental asimétrica no es mucho méds com-
plicado, solamente en la definicion de Nr se debe usar la media armoénica de las distancias
fuente - abertura y abertura - plano de observacion en lugar de z, pero en este articulo pre-

sentamos resultados solamente para el caso mas sencillo simétrico.
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(a) Ip(x,y) de la abertura circular Np = 0,1 (b) Ip(x,y) de la abertura circular (C) Ip(x,y) de la abertura circular
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Figura 3.6: Resultados para la abertura circular para el nimero de Fresnel Nr = 0,1,1,0,10

y Unica rendija
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3.1.3. Difraccion de campo cercano para abertura triangular

Figura 3.7: Representacion grafica de las variables involucradas en el plano de la abertura

tridngular presentes en la intensidad ptica.

Aplicando los limites de integraciion para una abertura triangular cuya base es 2a y
alto b [30], en la férmula integral de Fresnel-Kirchhoff, y haciendo el cambio de variable

u=(x—x) %Z yv=(y—y)y/ %Z Entonces la ecuacion (3.2) se reescribe como

Up(x,y,2) = —i&e’%ﬂZ Z/Qe%(x_xl)dx’ X —/x " e%(y_y/)zdyl ;
2z 0 0

Cu ;= 2 g2 V2 m o
= i—e'’ / e2"du p X /ezvdv ,
2 u vi

= L (G o) — G ()] + 18 (1) — S ()]}
><{[CF(Vz)—CF(Vl)]—I-i[SF(Vz)—SF(Vl)]} . (3.21)

En este punto se define el nimero de Fresnel como Ny = (M) <%) = % enton-

ces los limites de integracion quedan definidos como

uy = +/2NrX vi=+2NrY, (3.22)
w = \/2Ng (X— \/9 2= /2Np X (1 —tana) , (3.23)
con X = \/L;b yY = J%T)’ variables de distancia normalizada.

Por tanto, la intensidad Optica para una abertura tridngular queda definida como
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2
x {[Cr(va) = Cr(v1)]* +[SF(v2) = Sr(v1)]*} . (3.24)

2
Io(uy) = (C—U) (1 (12) — Cr (un) 2 + 1S (12) — S (1))
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(a) Ip(u,v) para una abertura (b) Ip(u,v) para una abertura (C) Ip(u,v) para una abertura

tridngular con Np = 0,1 tridngular con Np = 1 tridngular con Ng = 10

(d) Grifica de contorno para una (e) Grifica de contorno para una (f) Grifica de contorno para una

abertura tridngular con Np = 0,1  abertura tridngular con Np = 1 abertura tridngular con Np = 10
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abertura tridngular Ng = 0,1 abertura tridngular Ny = 1,0 abertura tridngular Np = 10

Figura 3.8: Patron de difraccion para una abertura tridngular y sus correspondientes graficas

de contorno para cada uno de los casos para N = 0,1, 1, 10.
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3.2. Resultados y Analisis

Las ecuaciones paramétricas de las intensidades Opticas para los casos de la abertura
rectangular y la abertura circular desarrolladas en la seccién anterior se pueden aplicar para
cualquier tamafio en la abertura. Con el proposito de visualizar los patrones de difraccion
en una aplicacion en el desarrollo de las aberturas difractivas, utilizaremos los datos para
las aberturas mostrados en los articulos [31, 32], en los que presentan el uso de aberturas

rectangulares y circulares para la deteccion de imégenes de celulas bioldgicas transparentes.

En las Fig. 3.2, 3.3, 3.4 en los incisos (c) y (f) de cada caso, se presentan los patrones de
difraccion para el caso de una abertura cuadrada y sus respectivas graficas de contorno para
cada caso en el que Nr = 0,1, 1, 10. Se observa que el patrén de difraccién para Nr = 0,1
es una funcién sinc?, tal como se espera para el régimen de difraccién de campo lejano. Por
otro lado, vemos que se generan deformaciones en forma de picos en el patron de difraccion,

siendo cada vez mds destacados para Ny = 10.

Mientras que en las Fig. 3.2, 3.3, 3.4, en los incisos (a), (b), (d) y (e), se muestran las
intensidades Opticas para una abertura rectangular, con sus respectivas graficas de contorno
para cada caso en el que Ng = 0,1, 1, 10. Analogamente al caso de la abertura cuadrada, se
observa que el patrén de difraccién para Ny = 0,1 es una funcién sinc?, tal como se espera
para el régimen de difraccion de campo lejano. También se observa que se generan deforma-
ciones en forma de picos, siendo cada vez mds destacados para Nr = 10. En este caso de la
abertura rectangular se considera un tamano de a = 1,2 umy » = 0,8 um [31, 32]. Notemos
también en el caso N = 1 una clara diferencia entre el patron de difraccion de la abertura
rectangular que presenta dos picos centrales y el patron de difraccion de la abertura cuadrada
que presenta uno solo debido al traslape de los dos picos centrales ya que la abertura tiene

todos los lados iguales.

En las Fig. 3.2, 3.3, 3.4, en los casos (g), (h), (1), se presentan los patrones de difraccion

para una unica rejilla en los que se considera de tamafio a = 1,2 um y » = 1000 yum. Y en los
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casos (j), (k), (1), se presenta el patrén de difraccion de un borde recto. En ambas situaciones
se analizan los casos para los que Nr = 0,1, 1, 10. Donde se observa una serie de oscilacio-
nes a partir del pico principal, siendo estos picos cada vez mds destacados entre mayor sea

el namero de Fresnel.

En la Fig. 3.6, se muestran los patrones de difraccion para el caso de la abertura circu-
lar con radio @ = 0,6 um [31, 32], analizando los mismos casos para el nimero de Fresnel
Nr =0,1, 1, 10. Notemos que para Ny = 0,1, se observa el patrén de difraccion de la funcidén
Bessel J?, propia de la difraccién de campo lejano. Mientras que para N = 1y Ng = 10, se
observa que la generacion de oscilaciones en el patron de difraccion crece conforme crece el

namero de Fresnel.

Dentro del esquema de abertura tridngular Fig. 3.8, existen pocas referencias que hablan
sobre el tratamiento de esta rendija, por lo que es de interes hacer un andlisis bajo el esquema
de nimero de Fresnel, donde se obtiene que el patron de difraccion en el eje x se desplaza
y en el eje y presenta un minimo en cero, esto es debido a que la intensidad obtenida bajo
esté tratamiento, presenta un valor de (1 —tana) en este mismo eje, también podemos notar
que el patrén es similiar al obtenido para una regilla rectangular, con la diferencia de un
incremento de intensidad dividido en dos maximos en el centro del sistema y ademads que se

hace mds pequefio el haz conforme aumenta el nimero de Fresnel.
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Capitulo 4

Difraccion optica en el régimen de campo

cercano en una rejilla estructurada

La implementacién de la difraccién de campo cercano es de gran utilidad en como parte del
analisis y descripcién de los fendmenos 6pticos que ocurren cuando la luz atraviesa espacios

que son comparables con algunas longitudes de onda, propias de la luz.

El estudiar la difracciéon de Fresnel para una rejilla bidimensional rectangular puede ayudar en
el anélisis de cdlculos de irradiancia para rejillas unidimensional con estructuras definidas como

son rejillas de Cantor, rejillas fractales o placas zonales.

Uno de los modelos propuestos para el desarrollo matematico de andlisis de rejillas es-
tructuradas es el método del cédlculo iterativo de las integrales de Fresnel que es descrito por
K.M. Abedim, et. al. [33], es posible calcular la irradiancia mediante la suma de las contribu-
ciones de todas las peturbaciones de varias aberturas rectangulares, extendiendo el resultado

a rejillas de contruccion fractal como es el conjunto de Cantor.

De igual manera este método de resolucidn permite usar en la solucién el nimero de

Fresnel como pardmetro en el calculo de la irradiancia.
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4.1. Fractal

El término fractal fue acuinado por Mandelbrot en 1975 de la palabra latina fractus cuyo
significado es fracturado o quebrado. En términos més simples, los fractales se refieren a los
modelos espaciales muy irregulares o fragmentados que no pueden ser descritos en términos

de la geometria euclidiana.

Algunos describen un fractal como un objeto geométrico en que se repite el mismo patron

a diferentes escalas y con diferente orientacion.

El cardcter fractal de una imagen puedes ser cuantificado por un parametro llamado la
dimension fractal D, este pardmetro cuantifica la relacion entre la escala fractal usada y los

modelos observados en diferentes aumentos, es decir, de su complejidad.

Este concepto forma parte de los resultados obtenidos entre 1875 y 1925 por brillantes
matematicos como son Besicovitch, Bolzano, Cantor, Haussdorf, Minkowski, Peano, von
Kock, Weierstrass, que contaron con las contribuciones posteriores de Pontriaguin y Sch-
nirelman (1932), Kolmogov y Tijomirov (1959-1961) y de Vilenkin, Lorenz y Lévy en los
afios 60 y 70. En la geometria euclidiana, la dimension es un concepto familiar descrito por

valores enteros de 0, 1, 2 y 3 para puntos, lineas, superficies y sélidos, respectivamente.

En este capitulo se describe la geometria fractal como un estudio de la difraccion Optica,

bajo el desarrollo de campo cercano usando el nimero de Fresnel como pardmetro principal.

4.2. Rejilla de Cantor

Algunas de las propiedades del campo de difraccion de Fresnel, se pueden producir por
rejillas de Cantor, donde se evalua la integral de Fresnel y se encuentra la distribucién de
intensidad sobre el eje ptico obtenida por la simetria de la periodicidad de las rendijas frac-

tales [34].
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Se puede asumir que los intervalos de las rendijas son de una unidad [0, 1] y de largo

como la estructura de Cantor sea generada con un iniciador.

Se debe de dividir la unidad en cortes de 3 [0,1/3], [1/3,2/3], [2/3,1] de la misma
longitud y posteriormente se deja abierta la parte de enmedio como se muestra la figura

(4.1), y se van generando niveles con el mismo procedimiento

i
S
7l
& il 1L

(a) Estructura Fractal (b) Rejilla de Cantor

Figura 4.1: Estructura Fractal y rejilla de difraccion de Cantor de 3 niveles, donde S es el

nivel de Cantor.

Los niveles de las barras de Cantor serviran como guia para construir las rejillas de di-

fraccion.

4.3. Irradiancia

Si consideramos una abertura rectangular, se obtiene que la irradiancia [ 8] en el plano

de observaion esta dada por:

Ip(u,v) = —%0 (ICr (u2) = Cr(ur)]* + [SF (u2) — S (u1)]?)

x ([Cr(v2) = Cr(v)* + [SF(v2) = Sr(v1)]?) (4.1)

donde Cr y SF son las integrales de Fresnel. Y ademas los limites de integracion uy, u,

V1 y v estan dados por:



u = —ﬁ(\ﬂNWH% uz—+f(\f Ny -5), 4.2)
v = —fz(\[Nl/erH), vz_+f(\[ V2 _m)y. 4.3)

En este punto se propone una generalizacion del niimero de Fresnel de un modo no des-
crito en la literatura como Ng = % para el caso de la rejilla rectangular, y ademas se denota
5= ;% yH= le como variables de distancia normalizadas [18]. Con A la longitud de onda,
% = ( ﬁ + %), a 'y b son el ancho y el alto de la abertura respectivamente, X y M son las coor-

denadas del punto P en el plano de observacion.

Figura 4.2: Planos de observacion y de la rendija en una rejilla de Cantor.

Para verificar que las ecuaciones anteriores (4.1,4.2,4.3) sean correctas se simplifica y
se compara los resultados con los casos ya conocidos en la literatura como para una rejilla
cuadrada considerando a = b [ 18], para una rejilla simple donde se considera u; — —oo y

up — +oo [9] y finalmente para un borde recto donde se considera vo — +-oo [9].

Y atn mds se generaliza para el caso de dos rejillas rectangulares [33], donde la irradian-

cia esta dada por:

Io(w,y) = —%" (ICr(u2) +Cr(u3) — Cr (1) — Cr(ua)]? + S (2) +Cr (u3)

—Sp (1) — Cr(us))?) x ([Cr(v2) —Cr(v1)]* + [SF(v2) — SF(v1)]?) ,(4.4)
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y cuyos limites de integracion son:

ul = \/§< g’—bN}/z— ) u3:—ﬁ(\/gN,i/2+ ) 4.5)

w0 = \/§< Ayl > u4:—\/§< a2 ) (4.6)

[x]
(x]

[x]
[x]

2b 2 F

3b 3b
vl = —V2 <\/;N}E/2+H> V2= \/§<\/;N}/2—H) : 4.7

Siguiendo la idea de [33] sumando las contribuciones de las perturbaciones para varias
aberturas rectangulares, se extiende el estudio a rejillas de difraccién con estructura fractal

como lo es el conjunto de Cantor. Cuya perturbacion 6ptica obedece a la ecuacion [34]:

Uplv) =Co || Uo(Lya)e s, (4.8)
abertura

donde Cy es una constante y Up(Ly,xy) es la perturbacion debido a la rejilla que para

este caso esta asociada a la funcién de Cantor:

N .
Ly=8" xy=) (‘;—S) , (4.9)

i=1
donde: N es el nivel maximo del conjunto de Cantor, S; es el nivel de Cantor, Ly es la

longitud de los segmentos de las barras de Cantor en el nivel N, xy representa las coordena-

das de los centros de los segmentos y d es el tamaiio de la rejilla de Cantor.
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4.4. Resultados y discusion de la distribucion de intensida-
des en difraccion de campo cercano mediante el nime-

ro de Fresnel

Se hace un andlisis de patrones de difraccién para una abertura rectangular, una doble

abertura rectangular y una abertura de Cantor, donde se modifica el nimero de Fresnel.

Mostrando a continuacion los patrones de irradiancia para una abertura rectangular con

diferentes valores para el nimero de Fresnel.

(a) Nr =1 (b) Nr =10

Figura 4.3: Gréficos de irradiancia para una abertura rectangular en difraccién de campo

cercano (a)Ng =1, (b) Np = 10.

Como es bien sabido, el patron de difraccidn se ensancha y muestra un incremento de
picos de intensidad conforme se aumenta el nimero de Fresnel para una unica rendija, de
manera que, al incrementar el nimero de rendijas el patrén de difraccion tiene un com-
portamiento muy peculiar que para valores cercanos al campo cercano es decir N = 1 se
comporta como unica rendija, pero con la caracteristica de que parte del pico central pierde
intensidad, pero generando dos picos de intensidad media, que a simple vista tienen una es-

tructura parecida al pico de intensidad inicial, véase en el caso (a) de la Figura(4.4).

De igual manera se observa en la figura(4.4(b)) que entre mayor sea el valor del nimero

de Fresnel la irradiancia del pico principal va desapareciendo y formando dos picos princi-
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(@) Np =1 (b) NP =10

Figura 4.4: Gréficos de irradiancia para una doble abertura rectangular en difraccion de cam-

po cercano (a)Ng = 1, (b) Nr = 10.

pales presentando una saturacion de intensidad en ambos, por lo que se pude concluir que la

forma y distribucion de los patrones de intensidad dependera del valor de Np.

Finalmente en las Figuras (4.5) y (4.6) se muestran la irradiancias de una rejilla de Cantor
para los niveles de N de 1 hasta 5 con un nimero de Fresnel Np = 1 y Ngp = 10. En los que
se observa una simetria fractal que depende del nivel de la funcién de Cantor, teniendo un
comportamiento similar a la rejilla rectangular. Ademads de observarse que entre mayor sea

el nivel de Cantor mayor seran las oscilaciones secundarias de la irradiancia.
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(@) N= (b) N=2 (c) N=3

d N=4 e) N=5

Figura 4.5: Gréficos de irradiancia para una rejilla de Cantor con una secuencia de 5 niveles

esdecir N =1,2,3,4,5 para Nr = 1.

4.5. Aplicacion Analisis colorimétrico para diferentes reji-
llas rectangulares mediante la teoria de difraccion es-

calar

El proceso de coloracion de una sustancia se debe a que una parte del espectro visible se
absorbe debido a las interacciones entre los fotones luminosos y los electrones del material,

los cuales son capaces de absorber energia y excitarse a diferentes longitudes de onda.

Este mecanismo de coloracion es con el que se generan los pigmentos. Para obtener un
pigmento especifico se estudia cudles compuestos quimicos reaccionan juntos y reproducen

el color. Los nombres técnicos de estas sustancias quimicas son croméforos y auxécromos.

Un ejemplo, es el pigmento de la clorofila que se encuentra en las plantas. [35]
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(d N=4 (e) N=5

Figura 4.6: Graficos de irradiancia para una rejilla de Cantor con una secuencia de 5 niveles

es decir N =1,2,3,4,5 para Nr = 10.

Otro mecanismo de generacion de color puede ser generado debido a procesos Opticos
como reflexion, dispersion y difraccidon de la luz [9] al interaccionar con la estructura y/o
geometria del objeto. Este tipo de mecanismo de coloracion se le conoce como color estruc-

tural. [36]

Existen una gran variedad de ejemplos bioldgicos de colores estructurales: Como las bri-
llantes alas azules de las mariposas Morpho, los colores iridiscentes de algunos escarabajos

y flores, el azul metdlico de la fruta pollia, entre otros. [37]

Los procesos Opticos usuales para la generacion de colores estructurales son: interfe-
rencia en peliculas delgadas, asi mismo interferencia en peliculas multicapa, dispersion de
Rayleigh y difraccién por medio de rejillas [1, 38, 39]. Siendo este dltimo proceso el que se

va a enfocar nuestro objeto de estudio.
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(b)

Figura 4.7: Diseio estructural de generacién de color por reflexion [ 1]

Para este caso existen dos conceptos primordiales que hay que calcular: La irradiancia y

la radiancia.

(8i,i) ) W

Irradiancia

Radiancia

(Be.dpe)

Figura 4.8: Descripcion gréfica de Radiancia e Irradiancia

La irradiancia E es la densidad de flujo por unidad de drea que es inicidente en un punto
especifico en una superficie especifica [40], expresada en Wm 2. Si se considera que un flujo

d® relativamente al elemento de superficie dA, la correspondiente irradiancia es:

o
- 9A

La radiancia L es el flujo por unidad que va emergiendo a partir de un punto especifico

E (4.10)

de una superficie especifica en lugar de ser incidente. En otras palabras, es el flujo radiante
por unidad de dngulo sélido en una direccion dada por unidad de 4rea proyectada en esa

direccion [40].
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_ d*®(8,9)
~ dwdAcos®

Estos conceptos se obtienen naturalmente a partir de la teoria de difraccion escalar. Es-

L(8,9) 4.11)

ta teoria describe una relacion entre la irradiancia de campo lejano E y la distribucion de

amplitud complejo U que emerge de la superficie de la abertura [36].

2

E(X,y)= L , (4.12)

x/ y/
- kzzz F{U(X,y)} (}\«_Z,}\«_Z)

donde A es la longitud de onda y x,y,z,x’,y’ son las componentes cartesianas del plano

de la rendija y el plano de observacion respectivamente. F representa la transformada de
Fourier, definida como:

oo .
F{U(x,y)} () = U (x,y)e” 2M0EHM) gxgy, (4.13)

donde U describe la modulacion de fase compleja de una onda plana incidente.

Como se sabe, estos atributos dependen en gran medida de la geometria de la rejilla
difractiva. Para nuestro caso modelaremos una rejilla rectangular, por lo que la radiancia
obtenida queda expresada de la siguiente manera [36]:

2
e do ] Ni iy (2TidoL "
e Sinc \ —— e
AN A

‘ (4.14)
n=0

con los parametros

d, es el espaciamiento entre las diferentes alturas

o = cos 0cos ¢, corresponde a uno de los cosenos directores

A es la longitud de onda

hy, es el perfil o funcidn correspondiente a cada altura

N, es el numero de pasos necesarios para abarcar el tamafo de la rejilla

donde los diferentes productos de esta expresion tienen una interpretacion fisica.
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= La expresion responsable por la forma es: C(at) = e ™%sinc (4¢). (Rectangular)

= H, = e~ *mihn /M describe el cambio de fase debido a las alturas de la estructura.

i 2 . .
= T,(a) = (¢2™4*/0)” modula el cambio de fase con un factor correspondiente a la

translacion de la estructura.

A partir del cdlculo de la radiancia es posible generar el espacio de color tricromético

XYZ mediante:

X = A L(A)F31 (M) dh 4.15)
y — A LOYT31 (W (4.16)
7 = A LO)z31 (M)A 4.17)

donde ¥31, y31 Y Z31 [4 1] son las funciones de igualacion de color necesarias para calcular
los valores triestimulo XYZ, que se encuentran expresadas en términos de la funcién de

Heaviside:

1

wi(A) = Z(xxlexp< 5 [(A— Bxi)S(k—Bxi,yxi,Sxi)]2> (4.18)
1

) = T exp (5 (=B~ Bk8,07) (4.19)
1

231(7\') = Zazlexp( E 7\’ BZ[)S(X_BZH’YZ[?SZ,')F) (4.20)

con S(x,y,z) = y(1 — H(x)) +zH (x), donde H es la funcién de Heaviside.
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Y finalmente a partir de aqui podemos calcular las coordenadas cromaticas (x,y)

X

- 421

o X1Y+Z (4.21)
Y

- 4.2

Y X+Y+Z (4.22)

1 = x+y+z (4.23)

Figura 4.9: Diagrama cromatico

4.5.1. Configuracion del sistema

Generar la rejilla

Calcular la radiancia de la rejilla
-10%< 6 <10°
Calcular las funciones de igualacién de color

del observador estandar CIE1931
X31, Y31, Z31.

Calcular los valores triestimulo
del espacio de color XYZ

0 000 m
Calcular las coordenadas cromaticas (xy).
E identificarlas en el diagrama cromatico.
(a) Metodologia (b) Configuracién del sistema

Figura 4.10: Diagrama Cromatico
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Para describir los procesos de anélisis y desarrollo seguiremos el diagrama de flujo de la

figura (4.10(a)). Y cuya configuracion del sistema esta representado por la figura (4.10(b)).
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4.6. Descripcion de una rendija plana y una rendija de Can-

tor

Primeramente se analiza una rejilla plana, donde se observa que el color generado se en-
cuentra en las coordenadas cromaticas (0,23,0,38), que representa un color situado entre el
cyan y el verde.. Lo cual nos indica que la rejilla no es totalmente plana, ya que de ser asi las

coordenadas debieron de corresponder al blanco localizada en (0,3,0,3).

Diagrama cromatico de la rejilla plana
0.9 T T T T T

08f 0

am.
07....&0
06

05

nm|

x 0.2321 V'

Y03803
041

altura

%“

“ﬁ | IIL J-

0.2

011

i ) i i i i ;
-500 0 500 0 01 02 03 04 05 06 07 08
longitud [nm] X

(a) Rejilla plana (b) Diagrama cromético de una rejilla plana

Figura 4.11: Analisis cromdtico de una rendija plana

Por otro lado, se generd una rejilla da Cantor de nivel 1, de dos maneras diferentes (Fi-
gura 4.12). En los que en ambos casos se observa que se genera el mismo color ubicado en
las coordenadas (0,3489,0,3654). Lo que nos hace suponer que esto se debe a que el espa-

ciamiento que existe entre los perfiles de altura es muy grande.

Y por ultimo, se analiza una rejilla de Cantor de nivel 2, como se muestra en (Figura

4.13). En el que se observan sus coordenadas cromaticas en (0,4,0,4).

De manera general una de las ventajas de utilizar la teoria de difraccion escalar para
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500 T T T T T T T T T 0 Diagrama cromatico de la rejilla de Cantor de nivel 1(b)

500 0 500

(a) Rejilla de Cantor de nivel 1(a) (b)

500 T T T Y Y T T T T
500 0 500 *
(c) Rejilla de Cantor de nivel 1(b) (d)

Figura 4.12: Rendija de Cantor Nivel 1

el calculo de coordenadas colorimétricas, es que existe mayor facilidad en la realizacion del
computo. Mds sin encambio una de las desventajas es que no se considera las propiedades del
material. Y como conclusion de este apartado se puede verificar que dependiendo del perfil
de las alturas y la geometria de la rendija rectangular, se aprecia la generacion de diferentes

colores, como era previsto.
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1000( Diagrama Cromatico de la rejilla de Cantor de nivel 2

500 — —

-500 0 500
(a) Rejilla de Cantor de nivel 2 (b)

Figura 4.13: Rendija de Cantor Nivel 2
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Capitulo 5

Movimiento bidimensional con las
integrales de Fresnel como componentes

de la velocidad

Existen diversas situaciones fuera del contexto de la éptica ondulatoria donde es posible encon-
trar las integrales de Fresnel, como lo son en los bigotes de las ratas o al pelar la cascara de una
naranja. [42,43] Pero hace 50 afos se di6 a conocer una peculiar aplicacion de las integrales de
Fresnel por el autor Albert V. Ferris-Prabhu [44], en el que discute el movimiento en dos dimen-
siones de un cuerpo rigido mediante la mecénica rotacional Newtoniana en el que se involucran

las integrales de Fresnel dentro de las ecuaciones de velocidad y posicién del objeto.

En este capitulo se hace un andlisis de ciertos detalles que se quedan ambiguos en la explicacién
dada por Prabhu y se ofrece una generalizacién matemadtica al calculo de las ecuaciones de

movimiento de la velocidad y la posicién con respecto al centro de masa del objeto rigido.

5.1. Antecedentes

Considere un objeto rigido y compacto de masa M con un momento de inercia /. El obje-
to se encuentra sobre una superficie sin friccion y esta superficie se encuentra definida por el
sistema de coordenadas cartesianas x e y, donde el origen del sistema coordenado cartesiano

coincide con el centro de masa del objeto. Se aplica una fuerza constante F' sobre el objeto,
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de forma paralela en direccién al eje x. A lo largo del trayecto del movimiento, la linea de
aplicacion de esta fuerza se mantiene constante a una distancia d, para cualquier posicion
instantdnea angular 6. Cabe mencionar que Ferris-Prabhu considera como condicién inicial
que el objeto comienza a partir del reposo, pero con el fin de presentar una generalizaciéon
al desarrollo matematico de las ecuaciones vamos a considerar que el objeto NO parte del
reposo, es decir que su posicion angular NO serd cero y su velocidad angular NO serd cero.
A partir de estas consideraciones se calcula la cinematica del centro de masa del objeto bajo

estas condiciones.

0=0 y

A
IR
R

(a) Rotacién de un objeto a un tiempo ¢ = 0 (b) Rotacién de un objeto a un tiempo t = ¢’ (C) Rotacién de un objeto a un tiempo t = 1"

a una posicién angular 6 =0 a una posicién angular 6 a una posicién angular 8"

Figura 5.1: Representacion del movimiento rotacional de un objeto rigido sobre una superficie bidi-

mensional sin friccion.

Utilizando la ecuacion de la segunda ley de Newton para el movimiento rotacional, el

torque del objeto que se ejemplifica en la Figura (5.1), se describe como

t1=I10=Fd, (5.1)

donde 8 es la segunda derivada temporal de la posicién angular del objeto. Consideremos k =
FTd un término constante, asi el dngulo polar es 6(7) = grz +Cit + >, donde C; representa
la posicién angular inicial 8g y C; representa la velocidad angular inicial @y del sistema.
A partir de esta euacion cuadrdtica se pueden escribir las componentes cartesianas de la

aceleracion mediante la segunda ley de Newton
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F K
(1) = 37 cos <§t2 +Oit +c2) : (5.2)

F . /x
§(t) = 3 sin (§t2+c1t+c2) , (5.3)

integrando se encuentran las componentes cartesianas de la velocidad

. - F /n Clz C|+xt . C12 Ci+xt
x(t)—M, . cos<C2—2K>Cp< NG >—s1n<C2—2K>SF< N )] . (54
YO N L P P Ci+xr\ | . c? Ci+xt
y(t) W K{cos <C22K>Sp< N )Jrsm <C22K>Cp< N ﬂ . (5.5)

integrando nuevamente, se encuentran las componentes cartesianas para la posicion

F o1 o ; LGN\ L (Ot . (. N\, [CHxt K, )

0o y N v T v ./ " =1 . - K2 y y

M {\/n((,l +Kt)cos <(,,z 2K> Cr < N > VT(Cy +Kt)sin <(_, 7 SF N VKsin (21 +C |r+(,3) . (5.6)
F 1 C? K 4K

<
%

J(Cr +xt)cos [ — L) s (50 4 r(Cy 4w sin (€ e, (G, Ew(lemfc) 5.7)
5 | V(G ) cc 2= 2 )5 T v 1 ‘ 2= 2 ) P\ aem Vkcos | 5 1 o) (6.

Notemos que las ecuaciones (5.6) y (5.7) se pueden reescribir como

wx(t) = (C1 +t)(t) = 5(1)

(5.8)
ky(t) = (C1+ k) (1) +£(0) (5.9)
Para desacoplar el sistema de ecuaciones, derivamos (5.8)
50 = =5 (0)
B C) +xt ’
se sustituye en ecuacion (5.9), con lo que se llega a
V(t) + (Cr +x1)?y(t) —x(Cy +xe)y(t) =0, (5.10)

para resolver (5.10), se hace el siguiente cambio de variable
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y1) = (Cr+xr)Cx(r)

y(it) = (Cr+xt)Gy(t) +Caxx(t) ,
¥(1) = (Cr+xr)C35(r) +2C3x(1)
V() = (C1+w)CX (1) +3C3xi (1)

sustituyendo en ecuacion (5.10) se obtiene

(C1+x0)% (1) +355(1) + (C1 + k1) >3 (1) =0,

haciendo otro cambio de variable

obteniendo asi

(C1 4t)i(r) 4 3x9(2) 4 (C + k1) v() =0 .

Para resolver (5.14) consideremos

1

v(t) = mm(f) ;

: 1 . 3K

W) = mm(f) - WW(I) )

" 1 ) 3k , 15%?
V() = mm(r) — mm(r) +

obteniendo asi

o(r) +

HCr )2

(4CH — 32 + 16C3Kkt +24C2%2 + 16C K31 4 4icr?)

4(C1 —‘y-l(l)2
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o(t) =0,

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)



cuya solucion es

] (C K IC' K,
o= —|c )7,((|7jz)z _ S (G5 ’ (5.17
*) C+xt { 4 2 ¢ )

A partir de aqui regresamos el cambio de variable (5.15), donde

C C C 5.18
V(l’) ( ] )2 |: q€ > e s ( )

que a su vez se regresa al integrar (5.13), obteniendo

o
"22(Cy + 1)

| T xS i (Cy+xx) i in C1 + Kt
IW\/;el“elZK {2C4 erfi (e ’4W +Cse v erfi e’4W 19)

y finalmente usando la ecuacién (5.11), se obtiene la solucién general de la ecuacién dife-

wt) = e R e

rencial de tercer orden (5.10), con la que se obtiene la posicion cartesiana generalizada del

centro de masa del objeto rigido

C?, 2 o~ K el
velt) = i75(Ci+w) { % Hr)e'((»ﬂf)' 2iCye A 4 O]
‘ 1
x -z (C t .t .z (C t
+ 2nKe's e 7 {26’4 erfi (e ’1( 1+K)> +Cse % erfi <614< 1+K)>}} .(5.20)
V2K V2K

Notemos que si se deriva la ecuacién (5.20), es posible encontrar la velocidad cartesiana
generalizada del centro de masa del objeto rigido. El movimiento cinemadtico rotacional de
este objeto rigido se visualiza en la grafica (5.2), donde se muestra que se recuperan el mismo

movimiento mostrado por Ferris [44].

5.2. Movimiento planar

En el desarrollo matematemético de la difraccion Optica mediante rejillas y aberturas

aparecen como elementos fundamentales las integrales de Fresnel, muchas veces en la forma
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Relyy(t)] Im[y,(t)]

| " (@)

0.2

@ -04}
O -06}
2= Imiyg ()]

Figura 5.2: A la izquierda se representa el grafico de la posicion cartesiana del centro de masa del

Re[y,(t)]

objeto rigido. Mientras que a la derecha se muestra la velocidad cartesiana del centro de masa del

objeto rigido, mostrado por Ferris-Prabhu a partir de la generalizacion matemaética realizada.

grafica de Argand que genera la espiral de Cornu.

A pesar de que estas integrales tienen una fuerte conexién con el campo de la éptica on-
dulatoria, aqui mostramos una aplicacion que fue sefialada por Ferris-Prabhu en 1970 [44]

para el caso del movimiento rotacional de un cuerpo rigido en mecénica clasica.

Sea un objeto rigido de masa M (con M # 0) y momento de inercia I (I # 0) sobre
una superficie sin friccién que se encuentra inicialmente en reposo, esto es 8(r =0) =0y
8(t = 0) = 0. Donde © = 6(¢) es la posicién angular de cualquier punto del objeto con res-
pecto a su centro de masa. Cabe sefialar que se prefiere que tanto las coordenadas del centro

de masa como el eje de rotacion del objeto coincidan en el origen del marco de referencia

del plano cartesiano.

Y sea F # 0 una fuerza de magnitud constante que actiia a una distancia d (d # 0) a partir
del centro de masa, tal como se muestra en la Figura 5.3. De tal manera que el movimiento

del objeto sera rotacional.
Para calcular la trayectoria de este objeto, usaremos la ecuacién fundamental del mo-
vimiento rotacional ecuacion(5.1). Donde usaremos K = FTd como una constante para sim-

pificar los calculos intermedios de este problema dinamico. Entonces la ecuacion (5.1) se
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y(t) y'(t) y(t)
“ x'(t)
t<t'
)
) x(t)
*
d
F
(a) Diagrama del cuerpo rigido a un (b) Diagrama del cuerpo rigido ro-
tiempo inicial t = 0 tado a un dngulo 6 a un tiempo ¢ < ¢/

Figura 5.3: Diagrama del planteamiento del problema del movimiento rotacional de un cuer-

po rigido a un tiempo ¢t = 0 y a un tiempo ¢ < t'.

convierte en una ecuacion diferencial lineal no homogénea de segundo orden 6(7) = K, con

solucion

0(r) = gzz : (5.21)

donde ya se han consideraron las condiciones iniciales.

Para encontrar las ecuaciones cartesianas de movimiento usaremos la segunda ley de

Newton

. F K,

) = — —t
X(t) cos(2 ),
. F . (K,

) = — —t
¥ Msm<2 )

integrando estas ecuaciones se obtiene las componentes cartesianas de la velocidad, las

cuales quedan en términos de las integrales de Fresnel

. _F /T K
. _F /T K
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Dado que ambas velocidades son cero en t = 0, se confirma que el centro de masa expe-

rimenta un movimiento plano como un instante en el centro de rotacion. Estos componentes

se trazan en la Fig.(5.4) para tres valores de K, junto con su renombrado diagrama de Argand

(la parte positiva de la espiral clotoide/Cornu Euler [45,46]) y la velocidad v(t) = /X% + y2.

()

y()

14 o
12
10 10
08 VW o8
06 ) 0.6
04 0.4
0.2 0.2
"2 4 6 8 mt 2 4 6 8 10
y(t)
12 t
v
10 )
08 15
06 10
04
53 05
570s0soa o

Figura 5.4: Componentes cartesianos de la velocidad para K = 1,2,3 (rojo, verde, azul, res-

pectivamente), y la fuerza y masa tomadas como 1. También se muestra la grafica de Argand

en la esquina izquierda y la velocidad en la esquina derecha v(t) = /X2 + y?

Integrando de nuevo con constantes de integracién cero, las componentes cartesianas

para la posicion son

F n-
= M\/E’C<

K
—t
T

>_

- GiEb()

Dado que F'/M es un factor de escala general, procedemos aqui suponiendo F /M = 1, 1o

1. (Kﬁ)_
sm | —
V4174 2

1 (K t2>
COS| —
vVTK 2

(5.24)

(5.25)

que no cambia el comportamiento analitico de las soluciones. Graficando el desplazamiento
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ecuaciones (5.36, 5.25) en la Fig. (5.5) junto con el desplazamiento radial r(t) = \/m
Las graficas muestran un comportamiento lineal que se establece en instantes de tiempo ya
moderados con algunos superponen ondas que son mas pequefas y casi desaparecen aumen-
tando K. Esto es facil de entender usando el gran crecimiento asintético del argumento de

las integrales de Fresnel que escribimos en la forma

1 1 1
C(t) ~ gsng(r)+ —sin (g#) ~ 3 (1-+1sinc (gtz ) (5.26)
1 1 1
S() = Fsng(t) + —cos (gtz) ~ (1++1sinc” (gzz)) . (5.27)

parat > 1y donde la notacion

sinc* <Et2> _ _COSE(%th) _ sin (%;tZZ_ %)
2t jt

se introduce para enfatizar las conocidas ondas de tipo sinc en la regién plana de las
integrales de Fresnel considerada como funciones de conmutacion. El aumento lineal en
la amplitud de las ondas en las grandes integrales asintéticas de Fresnel (5.26 y 5.27) es
compensado con incrementos de amortiguacion natural de las oscilaciones sinc. En el caso de
los desplazamientos cartesianos (5.36) y (5.25), nétese que los ultimos términos oscilatorios
estdn acotados por su amplitud, 1/K, por lo que su efecto en las gréficas no se puede percibir.

En otras palabras, las gréficas de desplazamiento estin dominadas por las funciones pares tC

y tS, que asintéticamente en el primer cuadrante estin dados por

tC(t)

Q

1
5 (1 +#sinc (gﬁ)) , (5.28)

£8(1) %r (1 +rsinc® (g#)) . (5.29)

Q

a la que se debe aplicar el efecto decreciente del factor \/m/K debe ser agregado. Usando
(5.28) y (5.29) en (5.36) y (5.25) para F/M = 1, uno puede ver que los graficos de los
desplazamientos son esencialmente las lineas rectas \/7/Kz/2 con la superposicion de 1+

t sinc y 1 +1 sinc* donde las modulaciones se amortiguan rapidamente.
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Figura 5.5: Desplazamientos cartesianos wy = x(t) (arriba a la izquierda) y wy = y(t) para
una particula rigida restringida a un plano bajo la accién de un fuerza constante que actua
como se describe en el texto para K = 1,2,3. La posicion en la superficie es r(t) = \/m,
concierne con respecto al origen en el tiempo ¢ (centro izquierda). Las fluctuaciones en la
direccion de la velocidad (flechas negras) en el curso del movimiento para los mismos valores

de K (centro derecha e inferior). Tanto la fuerza como la masa se toman como unidad.

5.2.1. Ecuaciones de movimiento para una esfera solida y una esfera

hueca.

Analizaremos dos casos para el objeto rigido, uno para una esfera sélida con momento
de inercia I = %MR2 y el otro caso para una esfera hueca con momento de inercia I = %MRZ,
recordando que M es la masa del objeto y R es el radio de la esfera. Para ambos casos consi-
deraremos una masa unitaria M = 1 y radio unitario R = 1 y ademds supondremos un torque

T =1y la distancia de aplicacion de la fuerzaen d = 1.

También se calculd la velocidad total para las posiciones angulares 8 =0, %, 7, §

21 mediante
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o - )R
D))

Md
asi mismo se calcula la longitud de arco s perteneciente a cada posicion angular, mediante

la ecuacion

o ldf@)  de@)
ST /\/ ac +’ i |9
b y/=wlt 20 ? vrlt . 20 ?
- /0 Md COS(VF) " Md m( _) 48,

Ejede

EJede“ y(t) rotacion Y(t)

rotacio

x(t)

(a) Esfera sélida con momento de (b) Esfera hueca con momento de

inercia I = %MR2 inercia I = %MR2

Figura 5.6: Diagrama del planteamiento del problema para la esfera sélida y para la esfera

hueca.
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0 | rad || SO | DO o ye) | L@ DO ] (e)
8| 0 | 0 | 000000000000 000|000 000|000
01|30 | E | 062011058063 081 0,14 ]|075 0,82
0| 45 | T || 0,74 | 0,19 088077 | 096 | 0,25 | 1,13 | 0,99
03| 60 | T || 081 |029|1,17]0487 | 105|038 | 1,51 | 1,12
04| 90 | Z | 0,87 |049 | 1,76 | 1,00 | 1,12 | 0,63 | 2,27 | 1,29
0s | 180 | m | 0,59 | 0,80 | 3,52 0,99 | 0,76 | 1,03 | 4,54 | 1,28
0 | 360 | 2m || 0,54 | 0,38 | 7,04 | 0,66 | 0,70 | 0,49 | 9,09 | 0,86

Tabla 5.1: Tabla de valores de las coordenadas cartesianas de las velocidades, su longitud de

arco y la velocidad total para cada posicién angular =0, £, 7, £, £, my 27 para una esfera

sOlida y una esfera hueca.

L _ T T T T
En el Cuadro 5.1 para cada una de las posiciones angulares 6 =0, ¢, 7, 3, 7, Ty 2%
se presentan sus correspondientes coordenadas cartesianas de las velocidades y su velocidad
total, asi como el célculo de la longitud de arco tanto para la esfera s6lida como para la esfera

hueca.

Mientras que en la Figura (5.7) se presenta la representacion gréfica o el plano Argand
de la trayectoria de las velocidades cartesianas para una vuelta o periodo de 27 y para dos

vueltas o un periodo de 47 en el caso de las dos esferas s6lida y hueca.

Por otro lado en la Figura (5.8) se muestra la trayectoria del centro de masa (y(6) vs x(0))
para una familia de soluciones para diferentes valores de A y B en un rango de [—10, 10] en

ambos casos de la esfera s6lida y hueca.

Comparacion entre esferas

Notemos que la espiral de la esfera hueca (color naranja) es de mayor tamafio en compa-

racion de la espiral de la esfera sé6lida (color verde) debido a que al aplicar una fuerza sobre
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Figura 5.7: Espiral a dos diferentes periodos donde los puntos representan el recorrido de

longitud de arco que se recorre a una posicién angular 6 =0, ¢, %, %, 7, 7.

el objeto hueco este generard un torque mayor al del objeto sélido, y por tanto tendrd un

momento de rotacion mayor.

Por otro lado, en la familia de curvas de la trayectoria del centro de masa en la esfera
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A=10 Az+5 A=0[ A=-5 A=-10 | \ A=10 A=5  A=0 A=-5 A=-10 |
8=10 B0 B=1D =10 B=10 | 810 8210  B=10 810 8=10 |

astol |\ Ass A=0 A=-5

Az+10 Az+5 [ a=0 Az-5
8=0 B=0 8=0 8=0

Az+10 A=+5  AsO Az-5 A=-10 | | [a=10 lA=S A=0 A=-5

(a) Trayectoria del centro de masa para una esfera (b) Trayectoria del centro de masa para una esfera
sélida. hueca.
Figura 5.8: Representacion grafica de las posiciones cartesianas para la esfera sélida y para

la esfera hueca.

hueca se encuentra un poco mas desplazada en comparacion a la familia de curvas de la es-

fera solida. Ya que la diferencia del momento de inercia entre los dos objetos es de 14—5.

Con lo que se puede concluir que entre mayor sea el momento de inercia del objeto mayor
serd su velocidad y por ende recorrerd una mayor longitud de arco en la espiral, y ademas
las familias de curvas en la trayectoria de masas se verdn desplazada (lo que sucede en este

caso con la esfera hueca).

5.3. Dinamica Rotacional usando la ecuacion de Riccati

Como hemos visto existen varias generalizaciones de la espiral de Cornu desde el punto
de vista de diferentes aplicaciones se puede encontrar en la literatura [47-50]. En esta sec-
cion presentamos una generalizacién paramétrica que también se puede considerar como una
deformacion de la espiral de Cornu. Esto se logra por medio de un pardmetro complejo que

aparece en la solucién general de la ecuacién de Riccati que corresponde a las integrales de
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Fresnel.

Notemos que las ecuaciones (5.24) y (5.25) se pueden reescribir en términos de la velo-

cidad y la aceleracion, tal como

1
x(1) = 1x(0) = 50) (5.30)
1
y(t) = 130+ 5(0) (5.31)
esto es
Lo ot
gitty—y=0,

1
—§—tx(t) +x=0
V-1t +x=0,

arreglando términos tenemos que el sistema de ecuaciones acoplado a resolver es

i+ Kti—Kx=0, (5.32)

j—Kty+Ky=0, (5.33)

para calcular la solucion se utiliza el método de factorizacién [D; — ¢2|[D; — ¢1]x(2) =
0 [51] para resolver para la ecuacién 5.32 y [D; — 04][D; — ¢3]y(t) = 0 [51] para resolver
para la ecuacién 5.33, donde ¢ (2), ¢2(¢), ¢3(¢) y ¢4(¢) actian como funciones auxiliares.

Obteniendo asi la ecuacion de Riccati asociada a las ecuaciones 5.32 y 5.33 respectivamente

01+ 07 +Kt0—K = 0, (5.34)

03 +03 —Kro3 +K = 0, (5.35)

proponiendo ¢; = u—ll +0p, Y03 = % +0,, y resolviendo por factor integrante e/ (~20=K1)d!

—20,+Kt)dt

y el para las ecuaciones 5.34 y 5.35 respectivamente, donde ¢,, y 0,, son solu-

ciones particulares conocidas que se obtienen del hecho de que
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d 1
on = Tinli=1,
d 1
¢P3 = Eln‘y‘:;v

entonces se obtiene que

d e \/TTK \/?
— J— — 2 — _ —_
(|)1 i {ln l‘Cl Cze C2 2 terf( 2t> } s
d K K
a1 1§
con C1, (3, C3 y C4 constantes de integracion. Asi finalmente se llega a que
K K
) =t—Ale 5 B et (/20 )] (5.36)
2 2
K K
y(t)=1—B [e§f2 — % t erfi (,/Er)] , (5.37)

con A y B constantes.

Por tanto llegamos a que las ecuaciones cartesianas del movimiento de rotacién en térmi-

nos del tiempo de un objeto rigido quedan expresadas de la siguiente manera:

) _ F m K
i) = M\/£C<\/;t>’ (5.38)
) _ F m K
¥r) = M\/;S <\/;t> (5.39)
x(t) = t—A e T 4 gterf<\/§t>] , (5.40)
y(t) = t—B et - %terﬁ <\/§t>]) (5.41)

notemos que es posible que las ecuaciones 5.38 - 5.41 pueden ser descritas en términos
de la posicién angular 6(7) = %tz, ademds del torque y del momento de inercia del objeto

K = FTd = 7, obteniendo asf
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dx(8) V=it 26
70 = M C( ;) , (5.42)
dy(®)  vmit 20
o —  Md S( n) ’ (5:43)
X(0) = 2791 —A [e_e VB erf (Vé)} , (5.44)
wo) = /2 _p [ee Vb erfi (Vé)} , (5.45)
T
en donde si 8 = 0, se tiene que
dx(0) dy(0)
o 0 e 0

lo que implica que la velocidad inicial serd nula ya que se inicia del reposo y las coorde-

nadas cartesianas iniciales son (—A, —B), esto es que podria ser cualquier punto del objeto

rigido.
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5.4. Jerk: algunas aplicaciones

En esta seccion sefialamos algunas propiedades de sacudidas o Jerk de este tipo de mo-

vimiento. Donde los desplazamientos cartesianos x € y que presentan dos jerks del tipo

¥ = —Kry,
Y = Kix, (5.46)
donde K = FK /M , como se puede inferir de las derivadas de (5.22) y (5.22), aunque la
aceleracion total es constante, a = F /M. Esto es similar al caso del movimiento circular de

radio arbitrario R y velocidad angular Q, donde las sacudidas o Jerks cartesianos son dada

por

Vo= Qi, (5.47)

y la aceleracion centripeta es a. = Q’R.

Es interesante encontrar la ecuacion diferencial que satisfacen los Jerks, que a priori

deberia ser de tercer orden [52]. Escribiendo el sistema (5.24) y (5.25) en la forma

1
R
x(t) d= ¥,

1 1
= y —X— - .4
y(t) ty+ Kx 2 (5.48)

y usando ¥ de la segunda ecuacién en la derivada de la primera, nos lleva a la ecuacién

diferencial lineal no homogénea de tercer orden

W+ K2t%W — K*tw = Kt (5.49)
Esta ecuacion tiene las siguientes soluciones lineales independientes,
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wi(t) = x(1),
)

wa(t) = y(t

wi(t) = \/gt—% ) (5.50)

Los primeros dos de ellos son Jerk con tirones entremezclados dados en (5.47) y son
solo los desplazamientos cartesianos dados en (5.24) y (5.25) y se representa en la Fig. (5.5).
La tercera solucion lineal independiente es una solucidén degenerada, no es un Jerk, ya que

también es una solucion de la ecuacion lineal de primer orden més simple

K*t% — K?tw = Kt (5.51)

Esta solucion se descarta debido a las condiciones iniciales de el movimiento.

La importancia de la ecuacion diferencial de tercer orden reside en su uso como una

definicion (desacoplada) de los Jerks que se pueden calcular de

Kt?
wi(t) = Kzt(wl—twl):—Ktsin<T>,

Kt?
wi(t) = K2t (wa—tws) = Kt cos (7>

respectivamente.
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5.5. Factorizacion de la ecuacion de Fresnel y una aproxi-
macion Supersimétrica

Una de las aplicaciones mds desarrolladas de la factorizacion desarrollada en la seccién
(5.3) es que se puede dar un tratamiento supersimétrico. Donde las soluciones de las ecua-
ciones (5.32) y (5.33) se podrian interpretar de la solucion en la que el pardmetro complejo

de Riccati. La forma factorizada A~A™v = 0 usando los operadores diferenciales dados por

1 d nz?
At = 8 tan
\/de—Ht\/E an —-,
1 d 2
A~ = %d—z—n\/han%, (5.52)

donde z = %, K =71?7? y v = x = —y. Procediendo como en la mecénica cudntica super-

simétrica, la ecuacidn pareja supersimétrica de (5.32) 6 (5.33) es

1
ATA Y=y — z\w + (7222 + D pars(z)) y =0 (5.53)

El término extra en (5.53) con respecto a (5.32) 6 (5.33) es dada por

3 T 7
Aparp(2) = —21°2% + iz Ttan % —27%7% tan? % (5.54)

es la distorsion de Darboux de (5.32) 6 (5.33), y se presenta en el primer grafico de la

Fig. (5.9).

Para saber a qué EDO lineal de segundo orden corresponde a las espirales de Cornu

deformadas, primero escribimos el general Solucion de Riccati en forma trigonométrica

T
ypl(z) = —nztan(—+(p),
0 = —¢° (5.55)

y simplemente sustituirlo en lugar de la solucidn particular de Riccati en la factorizacion

(5.53)
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a1 yzﬂy_
{dzz+\/2 =0 (5.56)

Se obtiene la ecuacion

_ I ~
V' =~V 4 (B2 + Lpars(2)) § = 0 (5.57)

con la distorsiéon de Darboux dependiendo paramétricamente en el cambio de fase @

3 2 2
Apars(z,9) = —21°2> + L7~ Ttan (% + (p) —27%7% tan? <n§ + (p) (5.58)
L

Para encontrar la solucién general de (5.57), hacemos A — y = ¢ entonces la ecuacién

homogénea A*¢ = 0 tiene solucién

~ ’]'CZZ
0(z:9) =brcos | —+¢ (5.59)
Resolviendo la ecuacién no homogénea A — J = ¢ podemos obtener la solucién general

de (5.57)

Jzb2F2biz+V2by [Cos 20C(v/22) — sin29S(v/22)
V(z,0) = - 5 (5.60)
4 cos (% + (p)

denotando

C(z:0) = /Ozcos (ns* +2¢) ds (5.61)

y eligiendo las constantes arbitrarias para que sean b; = 2, b, = 0, (5.60) toma la forma

compacta

7+C(z:0)
cos (7%2 +(p>

En la Fig. (5.9), mostramos varios casos de la paramétrica de distorsiones de Darboux

V(z.0) = V2 (5.62)

Aparp(z;9) de Cornu deformado espirales presentadas en la Fig. (5.10). Notamos que la
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envolvente negativa parabdlica es dada por el primer término en (5.58) junto con las sin-
gularidades debidas a los términos que contienen las tangentes para z distinto de cero. Las
singularidades en el origen se deben al término 1/z> excepto en los casos ¢ = £7/2 cuando

la contribucién dominante proviene de los términos cotangentes.

-1000

m
4

Bow(z9) Bow(z9)

ztiOJ zotj
L : | :
4 - 4
200 20
40 -400
0 600
50 800
-1000 1000

Figura 5.9: Distorsién de Darbux para varias fases

Los patrones de factorizacion discutidos aqui desentrafian el origen de Darboux de esta
deformacion, que es un contraparte de la misma construccion en cantidad supersimétrica en
mecdnica de giros, donde las familias paramétricas supersimétricas. Donde se han obtenido
potenciales isoespectrales con el propiedad de que todos los miembros de esas familias tie-
nen la mismo potencial de pareja supersimétrica [46, 53, 54]. El potencial inicial y su pareja
supersimétrica son reproducidos para valores extremos de los pardmetros. En el caso de la
espiral de Cornu, nuestra parametrizacion ha sido elegido de tal manera que cuando a 'y b son
cero, la supersimetria se obtiene ccon la espiral pareja, mientras que el estandar La espiral de
Cornu se obtiene cuando a — ooy b = 0. Esto es demostrado graficamente en la Fig. (5.11)
donde incluso para el valor bastante pequeio de a= 10 y b = 0, la espiral es muy cercano al

estandar como se conoce en los libros de texto [2].
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Una deformacién paramétrica de la espiral de Cornu ha sido introducida basado en el
uso de la correspondiente solucidén general de Riccati en lugar de la solucién particular.
Geométricamente, el origen de este tipo de deformacion se encuentra en los dos desplaza-
mientos independientes, a lo largo de los dos ejes ortogonales del plano en el que se traza la
espiral.

Estos desplazamientos pueden generar no s6lo la deformacion del enrredo de la espiral

sino también su rotacién global como se ve en las parcelas.

Figura 5.10: Espiral de Cornu para la ecuacion de Riccati correspondiente a las parejas su-
persimétricas: ecuacion (5.53) grafica central y ecuacién (5.57) para los demas casos de las

gréficas
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Figura 5.11: Pareja Supersimétric de espirales de Cornu
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

Esté documento de tesis se desarrollo como un estudio especifico de la difraccion dptica, tanto en
el determinado campo cercano como campo lejano, donde en los dos primeros capitulos se analizan
los aspectos importantes de este fendmeno 6ptico, mediante su descripcién matematica, desarrollando
una extencion de visualizaciéon usando el denominado nimero de Fresnel, aspecto poco usado en la

literatura conocida.

Continuando en este ambito, dentro del capitulo 3 y en el capitulo 5 se ha desarrollado una mode-
lacion matematica de dos situaciones diferentes, con aplicacion de las expresiones matematicas de la
teoria difractiva. Siendo que, en el capitulo 3 se hace la descripcién dentro del marco de dptica fisica,
donde se presenta el andlisis de aberturas difractivas haciendo uso de la teoria de la difraccion escalar
y el nimero de Fresnel. Mientras que en el capitulo 5, se hace referencia a la dindmica rotacional
newtoniana de un cuerpo rigido dentro del marco de la mecdnica cldsica y una pequefia extension al
marco de la mecénica cudntica superimétrica. A pesar de ser dos situaciones diferentes en ambas, se
utiliza una herramienta matematica en comun conocida como las integrales de Fresnel y por ende su
representacion Argand cuya gréfica es la espiral de Cornu. Esto es basado, en que es bien sabido que
tanto estas integrales de Fresnel como la espiral de Cornu sirven para describir el patrén de difrac-
cién en abertura de diversas geometrias con las descritas en este documento como los son aberturas
rectangulares y sus casos particulares como los son la abertura cuadrada, las rendijas y el borde recto.

Pero también la espiral de Cornu y las integrales de Fresnel muestran otra situacian donde es posible

91



emplear esta matematica que NO se encuentra dentro del drea de la Optica fisica, como es la mecénica
cléasica en el desarrollo de sistemas que llevan rotaciones. Mostrando que se han encontrado diferentes

interpretaciones fisicas y aplicaciones de las integrales de Fresnel y espiral de Cornu.

De manera particular en el capitulo 3, se ha expuesto un enfoque diferente a la teoria de difraccién
escalar para el estudio de aberturas mediante el Nimero de Fresnel. Donde la importancia del uso de
este concepto adimensional como pardmetro proporciona la ventaja de poder estudiar el patrén de
difraccién tanto del régimen de campo lejano como de campo cercano para aberturas con cualquier
geometria, matemadtica que surgé a partir del manejo de la férmula integral Fresnel-Kirchhoff para el
régimen de difraccion de Fresnel. Y a pesar de que el andlisis de las aberturas se ha realizado para
geometrias simples como lo son la abertura rectangular, la abertura circular y la abertura tridngular,
estas geometrias tienen aplicaciones importantes en el drea de la biologia, mediante el estudio y la

obtencién de imagenes de celulas bioldgicas transparentes a partir del fendmeno de la difraccién.

De igual forma, en el capitulo 4 se propone una extension de la teoria de difraccion escalar con
aplicacion en el desarrollo fractal pero bajo el tratamiento de nimero de Fresnel ademas que se anéli-
zo la estrutura fractal especial de una rendija de Cantor donde se da la interpretacion desde el punto
de vista fisico de la colorimetria, obteniendo como resultado que para diferentes geometrias y es-
tructuras en las rejillas de difraccion se genera una coloracién. Ademds de, observar que la ventaja
de utilizar la teoria de difraccion escalar para el cilculo de coordenadas colorimétricas presenta un
mayor desempefo debido a la facilidad en la realizacién del cémputo, pero también, se observa la
desventaja de que este tratamiento no considera las propiedades del material.Y sumado a estas obser-
vaciones se verifica que dependiendo del perfil de las alturas y la geometria de la rendija rectangular

y fractal, se aprecia la generacion de diferentes colores.

Como se ha mensionado anteriormente, la matematica utilizada en la difraccién Sptica, también
se puede aplicar en otras areas de la fisica como es la mecanica clasica de manera especifica en
la cinematica rotacional como se muestra en el capitulo 5, donde se presento una generalizacién
matemdtica de las integrales de Fresnel, aplicadas a esta rama, donde son tomadas las condiciones
iniciales de reposo para el movimiento mecdnico rotacional de un objeto rigido sobre una superficie
sin friccidn; tal que, bajo la descripcién matemaética utilizada se puede dar la interpretacion fisica

débido a la representacion en la grafica Argand de estas integrales, describiendo que esta, representa
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la derivada temporal de la posicioén cartesiana del centro de masa del objeto rigido, y ademas que
cuando la constante k = FTd adquiere el valor de m, nos muestra la espiral de Cornu, por lo que se

puede generar una espiral para cada posicion.

Siendo que en el andlisis de las propiedades mecanicas de rotacién, se observa que el movimiento
plano de un cuerpo rigido con componentes de velocidad cartesiana se pueden expresar a través de
las integrales de Fresnel, donde la la velocidad tiende rdpidamente a un valor constante afectado
por pequeiias oscilaciones de la funcién sinc cuyas amplitudes son amortiguadas adicionalmente por
el pardmetro K. En consecuencia, no es de extraflar que también la trayectoria corresponde a un
movimiento plano de casi uniforme velocidad con sélo algunas oscilaciones pequefias. Sin embargo,
estas ondulaciones son importantes ya que revelan las caracteristicas sacudidas de movimiento, que

estdn determinados por ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas obtenidas en este trabajo.

6.2. Perspectivas

Es posible extender el anélisis de las aberturas dentro del marco de la teoria de difraccién escalar
mediante el nimero de Fresnel implementando algunas otras geometrias como lo podrian ser las aber-
tura elipticas, la doble rendija o las multiples rendijas, lo que también nos lleva a casos fractales como
disefios de Fibonacci, y utilizarlos en estructuras de placas zonales. Ademds se pueden implementar
algunas propiedades fisicas de los materiales como lo serian los indice de refraccién de los objetos a

analizar mediante el fenémeno de difraccion y hacer una descripicidon colorimétrica més detallada.

Tal que al realizar el calculo de las coordenadas cromaticas rgb y su representacion en el espacio
de color RGB, se podrian calcular las curvas espectrales en el canal de color, buscando sistemas de

iridisencia.

También se pretende disefiar una metodologia inversa en la que se pueda describir de antemano
el tipo de geometria de la rejilla necesaria para generar un color deseado, y con ello crear los colores

primarios con base a la geometria de la estructura, posiblemente en el &mbito de los metaméteriales.

Por otro lado, en el estudio de la dindmica de rotacién se puede extender el andlisis en la parte

de la interpretacion fisica relacionando la longitud de arco de la espiral de Cornu con la posicion
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angular o el dngulo de rotacién del objeto rigido. También seria pertinente considerar que el objeto
tuviera un movimiento tridimensional, el cual podria tener aplicaciones significativas en el andlisis de

movimiento de satélites espaciales.

Por dltimo se podria hacer un desarrollo mds detallado de la estructura supersimétrica obtenida

bajo el tratamiento matematico para este &mbito rotacional.
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Abstract: In this article, a parametric deformation of the
Cornu spiral is introduced. The parameter is an integra-
tion constant which appears in the general solution of the
Riccati equation and is related to the Fresnel integrals. The
Argand plots of the deformed spirals are presented and a
supersymmetric (Darboux) structure of the deformation is
revealed through the factorization approach.

Keywords: Argand Plot; Cornu Spiral; Darboux Distortion;
General Solution; Riccati Equation.

1 Introduction

One of the most famous spirals with important scien-
tific and technological consequences is Euler’s spiral,
also known as Cornu’s spiral in optics, and also as the
clothoid, which means looking like Clotho, as proposed
by the noted geometer Cesaro in 1890. Schwartzman,
in his book “The Words of Mathematics” [1], mentions
that Clotho was the youngest of the three fates “moirai”
in ancient Greek mythology. The little sister Clotho was
responsible for spinning the thread of human life. Pre-
sumably, Cesaro was inspired by the resemblance of the
spiral to a spinning wheel. However, here we will call this
spiral as Cornu’s spiral as it was Cornu who first drew the
entire spiral with its two foci, while Euler drew only the
positive arm.

Perhaps, the simplest mathematical definition of
the Cornu spiral F is the Argand plane representation,
F=X+1iY, with X and Y as the two Fresnel integrals
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C(z):':[cos(;szjdszX, )
S(z)=.:[sin(gszdeEY, 2

which are parametrised by the arclength of the spiral s. In
optics, the square modulus |F|?is related to the intensity
of light at a given point in diffraction patterns.

On the other hand, geometrically, the Cornu spiral is
defined as the curve whose curvature increases linearly
with the arclength, which means the radius of curvature
p(t) times the arc length s(¢) is constant at each point of
the curve. This is represented by the Cesaro equation

CZ
p(t)= E
property is related to the Fresnel integrals for which

, with ¢ as any constant. The other important

1 11

C=T ; both slowly approach the point (2, 2] as S— oo
7T

in the first quadrant, and because both the functions

are odd, the curve spirals towards (—1, —lj in the third
quadrant [2]. 22

Its most immediate technological use is in the layout
of civil engineering works (roads, railways, pipelines
among others) as road transitions to join straight sections
with curved sections or to connect two circular sections
[3, 4]. This is one of its most important engineering appli-
cations, as the radius of curvature decreases inversely pro-
portional to the distance travelled on it, and this feature
allows the driver a smooth change of trajectory. Other
applications in which clothoids are considered useful are
for the controlled trajectories of robots [5], for the design
of roller coasters [6], and aesthetic shapes of industrial
products [7].

Various generalisations of the Cornu spiral from
the viewpoint of its different applications are found in
literature [8-11]. In this communication, we introduce a
parametric generalisation which can be also considered
as a deformation of the Cornu spiral. This is achieved
by means of a complex parameter which appears in
the general solution of the Riccati equation that corre-
sponds to the Fresnel integrals. In Section 2, we show
the reduction of the third-order ordinary differential
equation (ODE) satisfied by the Fresnel integrals as
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particular solutions to the corresponding Riccati equa-
tion, whose general solution is obtained explicitly. We
then write the solution of the third-order ODE based on
the general Riccati solution and present the Argand plots
of this solution. In Section 3, the similarity with super-
symmetric quantum mechanics is emphasized by means
of the factorization approach [12-16] which is applied to
the second-order linear ODE that comes into play in the
reduction process of Section 2.

2 From the Third-Order ODE to the
Riccati Equation and Back

We start with the known linear third-order ODE satisfied
by the Fresnel integrals [17]

ZW” —w”+7’2’w’ =0, 3
. . , . ’ d
which can be reduced by using w’(z) =v(z), with = & to
obtain
v Ly imzv-o. (4)

z

Letting z=_ we obtain the simple harmonic oscillator
3;/ + (;)2 v=0.

Thus, the solution to (4) is

v(z)=c, cos(jzzj+c2 sin[jzzj ,

©)

(6)

and by one integration the solution to (3) is

w(z)=c,C(2)+c,S(z)+w(0), @
where C(z) and S(z) are the Fresnel integrals given by (1)
and (2).

On the other hand, by using the logarithmic derivative
v'(2)

v(z)

y(z)= , (4) becomes the Riccati equation

(8)

y,+y2 :ly_nzzz
z

with particular solution

Y, (2)=inz.

©)

Asv(z)= cleJ ¢ "“, then a particular solution to (4) is

DE GRUYTER

vp(z)zcle2 , (10)
which can be also obtained from (6) by setting c,=ic..
Thus, the particular solution of (3) for w(0) =0 is

z

iﬁs2
wp(z) =clje 2 ds.
0

(1)

To construct the general solution of Riccati equation
(8) using any particular solution y, we let

1

= +—
¥(z)=y,(2) e 12)
where u satisfies the linear equation
1
u’+(—2y Juzl. (13)
z p
The solution of (13) is
+[ u(s)ds
u(z)= M (14)
u(z)
where u(z) is the integrating factor
u(z)= ze_ZJ nEE (15)
which gives the general solution
z
y,(2)=y () +— D )
v+ L u(s)ds

with y arbitrary constant.
We now use the particular solution given by (9) to
construct the linear equation in u which becomes

u’+(1—2inz)u =1. (17)
z
By using the integrating factor
u(z)=ze ™, (18)
the general solution of Riccati equation (8) is
yg(Z):ﬂZ 1+7Z . (19)
i+Qmy—i)e™
i(0+1
By redefining the constant y= i . ), (19) takes the
simpler form
y.(z)=inz (Gez—lj (20)
¢ fe'™ +1
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Notice that for the limiting cases of 6 —0, and
60— oo, yg(z)—>—inz, and yg(z)%iyrz, respectively. When

By one integration,

2 . b
6—1, and 6—-1, then yg(Z)%—nZtan(nzzj, and given by

(nzzj . w,(2)=R[(1+6)C(2) +i(-1+6)S(2)].
Yy(2) = mzcot| =~ | respectively. ¢

To find the general solution to (4), we use

[y, (e By writing the solution as
vg(z) =Re’*" toobtain

wg(z) =w,(2)+iw_(2)

1=z
2

vg(z) = R(eii?z + Ge' ) and letting #=a+ib, we obtain

assuming w(0)=0
using Euler’s formula, the deformed solution of (3) is

H.C. Rosu et al.: Riccati Parametric Deformations of the Cornu Spiral =—— 481

and

(22)

(23)
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Figure 1: Argand plots for the Riccati-deformed Cornu spirals for different values of a and b. The a=0, b=0 case at the center corresponds

to the supersymmetric partner equation (26), while all the other cases correspond to (30).
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W, (2)=RI[(a+1)C(z)-bS(2)], (24) Equation (4) can be written in the factorized form
w_(2)=R[bC(2)+(a-1)S(2)]. A-A*v=0 using the differential operators given by
., 1.d nz’
Comparing (7) with (23) and (24), one can see that we A= ﬁ&‘i_ 7‘\/; tan 7
managed to replace the superposition constants ¢, and c, 5 (25)
by the real and imaginary components of the parameters A = d1 —n\/; tan™>_.
entering the general Riccati solution. This is not a trivial de \/; 2
replacement because, as we will see next, one can dis-
entangle an underlying supersymmetric structure of the Proceeding as in supersymmetric quantum mechan-

solution expressed in this way. We present the Argand ics, the supersymmetric partner equation of (4) is
plots Y=w_(2), X=w_(z) in Figure 1 for various parameters 1
a and b. All figures except a=0, b=0 are scaled by the ATAW = ‘I’”—;‘P'+(ﬂ222 +A,,(2)¥=0. (26)

1
factor R=———.
Nak + b

The extra term in (26) with respect to (4) is given by

3 nz’ nz’
A (2)==27%2"+——-nmtan— 272 tan’ — (27
Darb( ) 422 2 2 ( )

3 Factorization of (4) and

Supersym metric Approach which is the Darboux distortion of (4), and is presented in
the first plot of Figure 2.
We will now demonstrate the supersymmetric features of To find out if the second-order linear ODE corresponds
the solution in which the complex Riccati parameter is to the deformed Cornu spirals, we first write the general
used. Riccati solution (20) in the trigonometric form
9=0 pest
ADarb (Z)
Do (7 9)
200
200
-4 -2 2 47 .z
-4 2 4
-200}
-400f
-600[
-800[
1000L
0=-4 o=
Bou (2 9) A (Z 9)
20 200
> 47
-200 [ ﬂ .
-400 [ .
-600 | {600 [
-800 | 4800 [
-1000 C —fo00 £

Figure 2: Darboux distortion of (4) for various phases ¢. The Darboux distortion of the supersymmetric partner of the Cornu spiral cor-
responds to ¢ =0. The other cases correspond to members of the parametric deformed family of spirals having the same supersymmetric
partner.
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PR | 1 I WL(2)

Figure 3: The Cornu supersymmetric partner spiral, a=0, b=0, from the center of Figure 1and the parametric Cornu spiral for a=10,
b=0 which is already very close to the standard Cornu spiral. Notice also that in the limit a — o the supersymmetric partner spiral is the
image of the standard spiral under real axis reflection.

nz’ + ¢) 0= lei‘ﬁ, (28) D(z;¢)=b, cos(ﬂzz2 + ¢). (32)

=—nzt
yg(z) nz an( 5 R

and simply substitute it instead of the particular Riccati

By solving the non-homogeneous equation AW = ®,
solution in the factorization (26) y solving non-1omogeneous equation

we obtain the general solution of (30)

{1 d y(Z)}{d 1 J'(Z)}~ Y
_Js +2£ 2P =0, (29)  W(z;9)=
Jzdz o dz ./ N
z z z z Jz b, +2blz+\/§bl[c052¢ C(22)-sin2¢ S(22)]

One obtains the equation 4 nz’ &)
cos( 5 + ¢)
oLy, (7’2 +A,,, (z;9)¥ =0, (30)
z Denoting
with the Darboux distortion depending parametrically on 2
the phase shift ¢ Clz;9)= Jcos(nsz +2¢)ds 34)
0

2
A, (z:9) =272 +32—ntan(m+¢J . .
ar 4z 2 and choosing the arbitrary constants to be b,=2, b,=0,

G (33) takes the compact form

2
—27%Z” tan’ (nzz + ¢J.
| . o Bz )=z 25D
To find the general solution to (30), we let AW =, COS(ﬂZ N ¢j (35)
thus the homogenous equation A*® =0 has the solution
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In Figure 2, we display various cases of parametric
Darboux distortions A (z;¢) of the deformed Cornu
spirals presented in Figure 1. We notice the negative para-
bolic envelope as given by the first term in (31) together
with the singularities due to the terms containing the
tangents for nonzero z. The singularities at the origin are
due to the 1/z? term except for the cases ¢ = + /2 when the
dominant contribution comes from the cotangent terms.
For these values of the phase, the Darboux distortion sim-
plifies to
A, (230)= iz _ a(sin nz? -24- 472%)

4z cosmz +1
A, (ztn)4)= iz N J'E(CO.S nz? :_r_lmzz)
4z sinmz” F1
3 a(sin nz’ —4mz?)

A (z;xm[2)=—-
Darb 42° cosmz’ —1

The factorization patterns discussed here unravel
the Darboux origin of this deformation, which is a coun-
terpart of the same construction in supersymmetric
quantum mechanics, where the parametric families of
supersymmetric isospectral potentials are obtained with
the property that all the members of those families have
the same supersymmetric partner potential [12, 13, 15].
The initial potential and its supersymmetric partners are
reproduced for extremal values of the parameters. In the
case of the Cornu spiral, our parametrization chosen is
such that when a and b are nought, the supersymmetric
partner spiral is obtained, whereas the standard Cornu
spiral is obtained when a — < and b=0. This is graphi-
cally demonstrated in Figure 3 where even for the rather
small values of a=10 and b=0, the spiral is very close to
the standard one as known from textbooks [2].

4 Conclusion

A parametric deformation of the Cornu spiral is intro-
duced based on the usage of the corresponding general
Riccati solution instead of the particular solution. Geo-
metrically, the origin of this kind of deformation lies in the

DE GRUYTER

two independent scales, a and b, along the two orthogo-
nal axes of the plane in which the spiral is plotted. These
scales can generate not only the deformation of the rolls of
the spiral, but also its global rotation as seen in the plots.
Foreseen applications are in the same range as those of
the standard Cornu spiral.

Acknowledgements: The third author acknowledges the
financial support of CONACyT through a doctoral fellow-
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ABSTRACT

We find and discuss the non-autonomous soliton solutions in the case of variable nonlinearity and dispersion implied by the Ginz-
burg-Landau equation with variable coefficients. In this work we obtain non-autonomous Ginzburg-Landau solitons from the stan-
dard autonomous Ginzburg-Landau soliton solutions using a simplified version of the He-Li mapping. We find soliton pulses of both
arbitrary and fixed amplitudes in terms of a function constrained by a single condition involving the nonlinearity and the dispersion
of the medium. This is important because it can be used as a tool for the parametric manipulation of these non-autonomous solitons.

KEYWORDS: nonlinear, Ginzburg-Landau Equation, Non-Autonomous Solitons.

RESUMEN

Se hallan y discuten soluciones de tipo solitones no auténomos en el caso de no linealidad y dispersién implicitas en la ecuacién de
Ginzburg-Landau con coeficientes variables. El principal objetivo del articulo es obtener de manera sistemdtica las soluciones de dicha
ecuacion mediante una versién simplificada del mapeo propuesto por He-Li a partir de las soluciones solitdnicas auténomas de la
ecuacion de Ginzburg-Landau estdndar de coeficientes constantes. Bajo este mapeo, se encuentran pulsos solitonicos de amplitudes
tanto fijas como arbitrarias que dependen de una funcidn que es restringida por una tnica condicién que involucra la no linealidad y
la dispersién del medio. Esté resultado es importante porque puede usarse como una herramienta para la manipulacién paramétrica
de solitones no auténomos.

PALABRAS CLAVE: no lineal, ecuacién de Ginzburg-Landau, solitones no auténomos.

INTRODUCTION

As it is well known, dispersion and dissipation are extremely important for soliton pulse propagation in nonli-
near media. These two processes are the main cause for the distortion and losses of the signal (Agrawal, 2001;
Hasegawa, & Matsumoto, 2003; Ablowitz, Prinari, & Trubatch, 2004), and have been studied since the end of
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1960’s, although it was not until 1980’s that people began to use amplifiers to compensate those losses (Hase-
gawa, & Matsumoto, 2003). In the amplification process, the silica doping of fibers is commonly used (Ablowitz,
Prinari, & Trubatch, 2004).

Theoretically, this kind of propagation is mainly described by the nonlinear Schrédinger equation (NLS), but
other equations can be used, such as the Sine-Gordon, Korteweg-de Vries, and Ginzburg-Landau equations that
can also describe this kind of soliton propagation (Agrawal, 2001; Hasegawa, & Matsumoto, 2003; Ablowitz,
Prinari, & Trubatch, 2004).

Nowadays, there are significant advances in the description of pulses in nonlinear media and the way they
can be manipulated. The NLS equation with variable coefficients, and its non-autonomous nonlinear dyna-
mical systems form (Malomed, 2006; He & Li, 2011; Pérez-Maldonado, & Rosu, 2015) are very important
in this context of variable dispersion and nonlinearity, which bring losses and gains during the propagation.
The manipulation of these pulses for optimal propagation is usually called “soliton management’, or also for
its specific use in optical devices as “dispersion management” (Malomed, 2006; Porsezian ez al., 2007; Cen-
turion et al., 2006).

In the case of non-autonomous models, the soliton management is defined by four parameters (Zhao, Luo,
& He, 2010): 2) amplitude (or width), b) frequency (or velocity), ¢) phase and &) time position. It is possible
to control the soliton dynamics with a careful selection of their functional form of these parameters.

In this paper, we work out an extension of the method of non-autonomous NLS management (Pérez-Maldona-
do, & Rosu, 2015) to the Ginzburg-Landau equation (GL), employing both fixed amplitudes and arbitrary ones.

Compared to NLS, the GL equation has smaller damped terms and considerably bigger nonlinear terms
(Malomed, 1991), and thus it governs the amplitude evolution of the dissipative waves in finite spatial neigh-
borhoods over instabilities close to the critical points of the singularities (Akhmediev & Ankiewicz, 2005).

1. THE NON AUTONOMOUS MODEL

Soliton interaction between NLS non-autonomous solitons has been studied in a systematic way by Serkin and
coworkers (Serkin, & Hasegawa, 2000; Serkin, & Belyaeva, 2001; Serkin & Hasegawa, 2002; Serkin, Hasegawa,
& Belyaeva, 2004) who have been the pioneers in the discussion of the non-autonomous solitons (Serkin, Hase-
gawa, & Belyaeva, 2007). They proved that the non-autonomous solitons can propagate within nonlinear media
when their amplitude and velocity are controlled (Serkin, Hasegawa, & Belyaeva, 2007).

The NLS equation governing the propagation of an optical soliton through an optical material with engineered
dispersion and nonlinearity is

. Ow(z, t 2wz t .
: Wéi : f@ %"’g@)lt//@,t}lz Wz, H + iy2)y = 0. (1)

where f(z) and g(z) are the dispersion and nonlinearity management, respectively, and (z) = ;.45 + V> With
Vioss > 0, the constant loss parameter of the fiber, and y < 0 is the Raman gain parameter. If the functions f(z),
g(z), and y(z) are complex functions, then equation (1) is known as the complex nonlinear Ginzburg-Landau
equation (CGL) (Fang & Xiao, 2006).

We now apply the He-Li mapping (He & Li, 2011) of transforming the NLS equation with variable coeflicients
(NLS-CV) to a standard NLS equation of constant coefhicients to the case of pulse propagation in doped fiber
amplifiers for which the one-dimensional cubic CGL equation (Agrawal, 1991)

2
PV (o @+ iy @) S+ (4, )+ gy () Wy = i, @)+ iy @) )
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is considered as a good model. Here y(z, ) is the field envelope function, ¢ is the retarded time and z the
propagation distance, p, measures the wave dispersion, p; the spectral filtering (p; < 0) of the amplifier, which
is important because it suppresses the Gordon-Haus jitter of the soliton central frequency;[!] g, and ¢; > 0
represent the nonlinear coefficient and the nonlinear gain/absorption processes, respectively. We noticed that
the nonlinear gain helps to suppress the growth of radiative background (linear mode) which always affects
the propagation of nonlinear stationary pulses in real fiber links; y,.and y; are the linear gain and the frequency
shift, respectively (Fewo ez al., 2005). The parameters p,, pj, 4,» 4;» ¥;» and y; are real functions depending on
the propagation coordinate. In many cases, this type of model is used for dispersion-managed solitons (DMS)
(Biswas, 2002; Hasegawa, 2000) in transmission lines employing a periodic map, such that each period is built
up by two types of fibers of generally different lengths and opposite group velocity dispersion (Turitsyn ez 4/,
2003; Turitsyn, 1998; Turitsyn ez al., 1999). On the other hand, a too strong dispersion management could lead
to system performances even worse than the conventional soliton systems (Hirooka, Nakada, & Hasegawa, 2000).

Previously, some exact solutions were obtained by other methods. For example, the stability of chirped bright
and dark soliton-like solutions of the cubic CGL equation with variable coefficients has been investigated in
(Fang, & Xiao, 2006), but here we will use a modified He-Li mapping (He & Li, 2011; Pérez-Maldonado, &
Rosu, 2015).

1. 1. AUTONOMOUS MAPPING OF THE NON-AUTONOMOUS SOLITONS IN AMPLIFIED DISSIPATIVE FIBERS

Firstly, we should look for the integrability of the equation (2) by finding a direct relationship with the standard
GL equation (Akhmediev & Afanasjev, 1995; Soto-Crespo ez al., 1997) (without quintic term), given by

i +[2 l] 2t (s — ie)|lw]2w = idy, (3)

where yis the envelope of the optical field, and z and # are the propagation distance and retarded time, respec-
tively. The parameters in (3) are all real parameters, namely, d stands for linear gain or loss, f for spectral filtering,
and ¢ for nonlinear gain. The parameters D and s may only take the values +1, i.e., when D = 1 the dispersion is
anomalous and when D = —1 the dispersion is normal, and s = 1 or s = —1 stands for positive or negative Kerr
effect (Facao & Carvalho, 2015), respectively. The proposed ansatz is similar to the Talanov ansatz ( Talanov, 1970),

w(t, 2) = u(T, Z)e79(t: 2), (4)

where the phase function describes the instability (Hasegawa, & Matsumoto, 2003). With 7= 7{(z, ) and Z
= Z(z), the central task is to determine the specific expressions for p,, p;, ¢,- 4j V> Vi > T, and Z by requesting
u(T, Z) to satisfy the standard autonomous GL equation (3). It is important to mention that for rare-carth
doped optical fibers, which are normally used by people for pulse amplification with retarded time 7=t — ;%=
(Agrawal, 1991), where 8 ]eﬁ is related to the effective group velocity, we have a T-dependent Z. Therefore, by
derivating the ansatz (4) and taking into account that Oy/0t = y, and Oy/0z = y,, we obtain

i, + [%— iﬁj urp+ (s — ie)ulPu+ (k1 + ikp)up+ (k3 + ika)u = idu, (5)
Z
from where one can see the following relationships between the parameters p,.(2) :% T_Z2 pi(2) = — T_Z2 ,
q,2) = SZ,, qi(z)= —¢Z,yy,(2)= 0Z,, with ! !
DT y
=2 Tg _opdt ©)
2 T3 T,
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o= —Z — _po 7
2= ,B_Q_Tt T (7)
4. by D 97 3
SEZ T T e )
2 D ¢
5:ﬂ_2_Tt -5 —lLT%. 9)

When k1 = k» = k3 = 0, we have the standard cubic CGL equation (3). For the complete description, we
need to solve the latter equations to find the specific functional form of each of the mentioned terms.

Taking 7= t—ﬁfffz

o,
= o dr €
or di e
= : d Bi T:
and substituting into (9)
D Iy ¢
k1=7ﬁ—2ﬂ72, (10)
¢
off
BT Te 4
_ ¢z ¢y D ¢ %
k3—;—ﬂ7?—7T—§, (12)
5o Vr(Z)_ﬂqf_erQ Py (13)
= ZZ T§ 2 ?2_)
¢
we can solve this system of equations, obtaining the following results
T, )= Fie) + 5 {g@ 2k = w2) + /1, (14)
Z(z) = (s.0) [ g2)dz + f2, (15)
D
¢z, 1) =~ M InQ2k(t — wz) + f1), (16)
where f1 and f2 are integration constants, 5. ¢ and D. ¢ are mapping complex quantities of the form

D .
. = +ip
s.c=—S2+—l€Z and D.c= 2

DY These complex numbers are related to the nonlinear and dispersion
s+ € % + B2
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coefficients of the autonomous GL equation, respectively; also, @ = k/88 (1642 + D2) and k = f3 fﬁ | (1)24—_{3ﬁ2j ,

and so we can obtain the transformation function F1(z)

45 fff

(6]

j jls):_i Vg@)p(2). (17)

Fi(2) = (% +

Therefore, we can express the function for the loss/gain with dependence on nonlinearity and dispersion in
the form

3D? k2
16fp(z)°

so that we are able to obtain the integrability of the system.

N z)=s.c g(2) - (18)

2. EXACT SOLUTION FOR CGL EQUATION OF STANDARD COEFFICIENTS

There exist some exact solutions of the equation (3) (Akhmediev & Afanasjev, 1995; Soto-Crespo ¢t al., 1997;
Facao & Carvalho, 2015; Conte & Musette, 1995) and for our mapping method we can use any of these solutions.
In this work, we make use only of the solution proposed by Soto-Crespo ez al. (1997) for bright solitons with
anomalous dispersion D = s = 1. This is because in the anomalous dispersion regime it is possible to study the
main properties of the soliton-like solutions of equation (3) by applying the well-developed soliton perturbation
theory of the NLS equation. There are two different solutions proposed by Soto-Crespo ez al. (1997), one is for
solitons with fixed amplitude and the other is for solitons with arbitrary amplitude. In both cases, the soliton
solution has the form

w(T, 2) = a(Dexpli d In[a(T)] - wZ], (19)

where a(7) is a real function, and d and @ are real constants with values

3(1 + 2¢BD) + 9(1 + 26BD)2 + 8(¢ — 23D)?

A = 2(c— 2D) (20)
(1 — d? - 4BdD)
“="2d-pD+ BdZD) (1)
W also consider the special stability conditions as proposed by Soto-Crespo ez al. (1997).
2. 1. The soliton with fixed amplitude
The solution for a(7) is in this case
a(T) = CB sech (BT), (22)
where
0
[ 23
B J pd?+ Dd — B (23)
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_|3d(1+4p
= 12er-w) .

and d is given by equation (20) after choosing the plus (minus) sign in front of the square root if D is negative
(positive). The second value of d does notlead to a physical solution (Akhmediev & Afanasjev, 1995; Akhmediev,
Afanasjev, & Soto-Crespo, 1996), as the expression under the square root for C becomes negative.

Soto-Crespo et al. (1997) also provided the following condition of existence of the solution (22),

(1747~ D

e =p 4+ 1882 (25)

e
04 -
03}
02}
0.1

0 2 4 6 8 10 ﬂ

FIGURE 1

Range of existence of solution (22)

Nota: The curve § (25) in the plane (g, f) where the solutions with fixed amplitudes (22) become singular, and where the classes of
special solutions with arbitrary amplitude (26) exist. This plot applies for cubic and quintic cases. The corresponding one for the case of
anomalous dispersion is also shown by the blue curve for comparison. Above the curve S, d must be positive for solution (22) to exist, and
negative below it. The red curve depicts S for D = + 1, similar to obtained by Soto-Crespo ez al. (1997).

As this solution exists almost everywhere in the (¢, §) plane, we call it the general solution (Figure 1). The

curve S itself is the line where this solution becomes singular, i.e., its amplitude BC tends to infinity, while the
width 1/B vanishes.

2. 2. The solution with arbitrary amplitude

Another special solution proposed by Soto-Crespo ez /. (1997) is obtained if we also impose the condition J = 0.
Then, the solution, valid only on the line (25), is

a(T) = GF sech (GT), (26)
where G is an arbitrary positive parameter, and d, @ and F are given by

_J1+pB%2-D
d_—zﬂ (27)
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- (1+452)[4ﬁ12+ 2-D) 5, —J“/;;—D 2 (28)

F= = . (29)

(@7~ )" {(2+9ﬁ2)J1+ﬁ2 ([1+ 2 - )"
2 28231+ p2 - D)

The solution (26) represents the arbitrary amplitude soliton. The reason for the existence of the arbitrary
amplitude solutions is that, when d = 0, the cubic CGL equation becomes invariant relative to the scaling trans-
formation u = Gu, T — GT, Z — G2 Z. Hence, if we know a particular solution of this equation, the whole
family can be generated using this transformation. Notice that all parameters of solution (26) except G and the
cocflicient € are expressed in terms of f.

3. SoLuTioN oF THE CGL WITH VARIABLE COEFFICIENTS

We will now use a specific case for the CGL equation with variable coefficients employed in the work of Fang

and Xiao (2006), to describe a fiber with inhomogeneities. They found solutions for chirped, bright and dark

solitons. Here, we work with their dispersion parameter and solve their CGL equation by the mapping method.
First, we introduce their dispersion and nonlinearity parameters

PE) = =3 po [1+ wrsin(oz)lexp(-12), (30)
g(z) = gol1 + azsin(oz)]exp(—u22), (31)

where p;-.0 and g;.( are ideal fiber parameter; o is a smal parameter that characterizes the amplitude of the
fluctuations; u1 is a small constant; is related to the variation period of the fiber parameters. In our case, we only
need the dispersion parameter and the frequency shift parameter ;(z) is set equal zero, so and we can solve the
problem analytically.

Now, taking into account all parameters, we obtain the complete solution, with the T'equation (14), Z equation

(15) and ¢ equation (16) for both cases, where from (17)

Fi(2)= & + i)—v] | ls)cc j —%po 8o [1+ o2 sin(oz)]exp(-u22) [1 + ajsin(oz)]exp(-u12). (32)

It is possible to define more solutions, one is for bright solitons with 6 > 0 and another for dark solitons
when 0 < 0.
3. 1. The soliton solution for fixed amplitude
In accordance with the proposed solution by Soto-Crespo ez al. (1997) our solution is

w(t, z) = CB sech (BT)expli (d In[a(T)] — wZ — ¢(t, 2))], (33)

which is displayed graphically in Figure 2.

cienciaergosum.uaemex.mx el04 | 7
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FIGURE 2

Non-autonomus soliton with fixed amplitude
Nota: ) Soliton solution with fixed amplitude for bright solitons obtained from (33). &) Contour plot.

Figure 2 shows the graphs for the soliton solution of the nonlinear CGL equation with variable coefhicients with
anomalous dispersion, i. e. the coefficient D = 1. We note that our solutions present similarities with the solutions
reported by Soto-Crespo ez al. (1997). The values of the parameters are the following: f = 0.25, 0 = —0.1, a1
=0.05, a2 = 0.1, 06 = 0.05, 41 = up = 0.01, po = 0.5, go = 0.3, and s = 1, likewise those of Soto-Crespo ez al.
(1997) and Fang, & Xiao (2006).

3. 2. The soliton solution with arbitrary amplitude
On the other hand, we obtain the following soliton solution with arbitrary amplitude,
w(t, z) = GF sech (GT)exp[i(d In[a(T)] — wZ — #(1, 2))], (34)

with its graphic representation in the figure (3), where we have used the following values of the parameters: G
=1,8=0.1, a1 =005, a = 0.1,0= 0.05, ] = 2 = 0.01, po = —0.5, g = 0.3, and s = 1.

40+

01 2 3 4 5 6 7 8 910

FIGURE 3

Non-autonomus soliton with arbitrary amplitude
Note: 2) Bright soliton of arbitrary amplitude obtained from (34). 4) Contour plot.

Examination of the obtained solution in equation (19) shows that it is scalable in the amplitude and the va-
riable 7(z, #), whereas the scaling in the Z(z) variable produces only a change of the phase of the soliton solution,
so essentially the solution (19) can be considered as scalable. The importance of the scaling properties lies in the

e104| 8 cienciaergosum.uaemex.mx
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possibility to obtain a whole family of solutions once a particular solution is known, just by varying the scaling
parameter. In our case, each member of the family of solutions will have a different phase. Physically, changes in
the scaling parameter can be achieved by varying the power of the source (laser) of the pulses.

Furthermore, we can notice that under this transformation, the propagation function only depends on the
nonlinearity, as expected, because the nonlinearity is a characteristic of the medium where the pulse is propaga-
ting. Indeed, the function 71z, #) has a direct dependence on the nonlinearity of the medium, but also depends
on the traveling variable and the dispersion of the medium as one can see from equation (14). This is what assures
the management of solitons through the compensation of the dispersion and nonlinearity functions according
to equation (18).

PROSPECTIVE

The mathematical treatment uses the simplified mapping of the He-Li method as a way to find solutions of
nonlinear equations of variable coefficients, commonly used in nonlinear optics for modeling the propagation
of solitons in nonlinear media.

The method can be implemented for other nonlinear equations different from the ones treated here, taking
into account that it is only necessary to find the transformation equation that takes us to the mappingitself, where
we can use all the solutions of autonomous nonlinear equations already known.

CONCLUSION

Using a modified He-Li mapping approach we have been able to obtain the appropriate conditions that assure
the system integrability for the management of non-autonomous solitons in nonlinear media, such as, fiber optics
or waveguides, for the nonlinear Ginzburg-Landau equation with variable coeficients. In addition, it is possible
to use all known solutions of the autonomous Ginzburg-Landau equation, because, in our development we find
a transformation function that maps the GL equation of variable coefficients to the autonomous GL equation,
as well as we can use the stability conditions of the GL equation presented in the literature.
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We analyze the two-dimensional motion of a rigid body due to a constant torque generated by a force acting on the body parallel to the
surface on which the body moves extending an old note of Ferris-Prabhu [Am. J.38h¥856-1357 (1970)] and supplement it with a short
discussion of the jerking properties.
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1. Introduction some distance on theaxis smaller than the size of the object
in that direction. During the course of motion, the line of ap-
While there are recent surprising applications of Fresnel inplication of the force is maintained at the distankfor any
tegrals, such as to rat whiskers [1] and orange peel [2], it isnstantaneous angtemade by the force with the axis, i.e.,
surely much less known that fifty years ago Ferris-Prabhu [3the force as a vector does not change in the rotating cartesian
discussed a two-dimensional motion of a rlgld bOdy in C|aSSi-5ystem defined by the axe$ andy/ bound to the body, see
cal Newtonian mechanics as an example in which Fresnel ingjg. 1.
tegrals occur beyond their usual context of near-field optical We are interested in the trajectory of the center of mass
diffraction generated by slits and apertures [4-8]. Since thgf the object under these conditions. Choosing the center
paper of Ferris-Prabhu is a very short note and has also songg mass as a reference point for the motion is theoretically
ambiguous points, we provide here a more detailed analysigery convenient because this planar motion is a superposition
of the kinematical quantities of this interesting motion sup-of translational and rotational motions and for the center of
ported by their plots adding also a discussion of its jerkednass the translational motion is due to Newton’s second law,
properties. and the rotational motion is due to the torque equation in their
standard form.

2. Motion with velocity whose cartesian com- . The torque equation for the motion, as depicted in Fig. 1

ponents are Fresnel integrals r=1=Fd, 1)

Let us consider a small rigid and compact object of melss where is the moment of inertia of the body, and the dot
and moment of inertid on a frictionless surface defined by stands for the time derivative. Denotidg = Fd/I and us-

the cartesian coordinatesandy with the origin placed atthe ing zero initial conditions, we find the polar anglét) =
center of mass of the object. We assume the object is initially K /2)¢2. We now use this quadratic angle to write the carte-
at rest and apply at time= 0 a constant forcel’, along the  sian components of acceleration provided by Newton’s sec-
positivex direction at the poinfz,y) = (0, —d), wheredis  ond law
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t=0 t=t'>0 t=t'">t'

FIGURE 1. The planar motion of a rigid object considered in this paper at the initial moment and two subsequent instants.
F |n K
b(t) = — 4/ — —t
(1) M,/Kc<\/ﬂ )
F |r K
F K 9(t) =7/ =S|V =t - @)

By one integration and assuming zero integration constantsiNce both velocities are zero &at= 0, it confirms that the
we find the cartesian components of the velocity, expressefentér of mass undergoes a planar movement as an instant

in terms of the Fresnel integrals,

T

Cr) = / cos(mu? /2)du

0

and

T

S(r) = [ sin(mu?/2)du,
/
wherer = /(K /m)t [3]

center of rotation. These components are plotted in Fig. 2 for
three values of<, together with their renowned Argand plot
(the positive part of the clothoid/Cornu/Euler spiral [9]) and
the speed (t) = /22 + y2.

Integrating again with zero integration constants, the
cartesian components for the position are

x(t):%\/g [tC (@t) —\/% sin (%:2)] ,

(t)—F T
N=\ K

1<t 1.2 1 ( (K
1.2 2
1.0 + cos | —t ) —1) . (4)

08 08 vk 2

06 0.6

g-;‘ 8‘2* SinceF/M is an overall scaling factor, we proceed here

' 1 by assumingF’/M = 1, which does not change the an-

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10 . h . .

() alytical behavior of the solutions. We plot the displace-
- ments &) in Fig. 3 together with the radial displacement
1'0 v(t) r(t) = v/z?+y2. The plots show a linear behavior that
0'8 15 sets in at already moderate instants of time with some super-
0'6 posed ripples which are smaller and almost disappearing at
0'4 10 increasingK . This is easy to understand by using the large
0'2 05 argument expansion of the Fresnel integrals which we write

. () ¢ in the form

020406081.01.214 ' 2 4 6 8 10
) ) 1 1 . /7, . T o

FIGURE 2. The cartesian components of the velocity figr = C(t)N—sgn(t)—l—E sin (515 ) ~ (1+t sinc (§t )) ,

1,2, 3 (red, green, and blue, respectively), and force and mass taken
as unity. The corresponding Argand plots (bottom left) and theS(t)legn(t)—i oS (Et2> ~
speedv(t) = /22 + y2 (bottom right). 2 mt 2

RO = N

(1+t sinc* (thD . (5)
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(t graphs of the displacements are essentially the straight lines

\/7/K t/2 with the superposed + ¢sinc and 1 + ¢sinc*

M.zsmooaé

We now point out some jerked properties of this kind of mo-

y(® ; . :
° tion. The cartesian displacement@andy present two cou-

)
/ modulations quickly damping down.
/ 3. Some jerk properties
2 4 6 8 10t
. pled jerks of the type
r(t)
10
8 3 =~
/ T = —Ktjj,
6 2
4 1 v = Kti 7)
2
e O x(Y) whereK = FK/M, as can be inferred from the derivatives
y(t) y(t) of (2), although the total acceleration is constant: F/M.
S This is similar to the case of circular motion of arbitrary ra-
4 / 4 dius R and angular velocitw, where the cartesian jerks are
/ given by
3 / 3
2 // 9 r=—-wy,
4 e
) / ] Y =w, (8)
obat”. x(®) o ” x(t) and the centripetal acceleratiomis= w?R.
1 2 3 4 5

It is interesting to find out the differential equation sat-
FIGURE 3. Cartesian displacements = x(t) (top left) andws = isfied by the jerks, whicla priory should be a third-order

y(t) for a rigid particle constrained to a plane under the action of aone [10]. Writing the systen¥j in the form
constant force acting as described in the textAoe 1,2, 3. The

position on the surface i§t) = /2 + y?2, concerning to the ori- x(t) = ti — iy ’
gin at timet (middle left). The fluctuations in the direction of the K
speed (black arrows) in the course of motion for the same values . 1.
of K (middle right and bottom). Both force and mass are taken as y(t) =ty + 'R 9)
unity. . L L

Y _ and usingt from the second equation in the derivative of the

for¢ > 1 and where the notation first one, we are led to the nonhomogeneous third-order linear

. (WtQ) cos(th) sin(th —7/2) differential equation
sinc” | — = - =
o2 o2 W+ K220 — K?tw = Kt . (10)

is introduced to emphasize the well-known sinc type ripplesThis equation has the following linear independent solutions,
in the plateau region of the Fresnel integrals considered as

switching functions. The linear rising in the amplitude of , (#) = z(¢) | wa(t) = y(t), ws(t) = /T t_i . (11)
the ripples in the large asymptotic Fresnel integrélsié K K

by far compensated by the natural damping of the sinc osthe first two of them are jerked with intermingled jerks given
cillations. In the case of the cartesian displacemefjisfe  in (7) and are just the cartesian displacements giver)n (

notice that the last oscillatory terms are bounded by their amand plotted in Fig. 3. The third linear independent solution is

plitude, 1/K’, and so their effect in the plots cannot be per-a non jerked, degenerate solution since it is also a solution of
ceived. In other words, the displacement plots are dominateghe simpler first-order linear equation

by the even functiongC' andt .S, which asymptotically in

the first quadrant are given by K?t%0) — K*tw = Kt . (12)
1 . s This solution is discarded because of the initial conditions of
tC(t) ~ it (1 + tsinc (§t2)) , the motion.
1 - The importance of the third order differential equa-
tS(t) ~ 5t (1 + tsinc” (5152)) ; (6)  tion resides in its usage as a (decoupled) definition of the
jerks which can be calculated frorv; = K?2t(w; —
to which the diminishing effect of the factay'r/K should  tuw;) = —Ktsin(Kt?/2) andwy = K?t(wy — i) =

be added. Usinggj in (4) for F/M = 1, one can see thatthe Kt cos(Kt?/2), respectively.
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4. Conclusion parameter. Consequently, there is no surprise that also the
trajectory corresponds to a planar motion of almost uniform
In the planar motion of a rigid body with cartesian veloc- velocity with only some small undulations. However, these
ity components expressed through the Fresnel integrals, théndulations are important as they reveal the jerked features
speed tends quickly to a constant value affected by small sinef the motion, that are determined by the third-order nonho-
ripples whose amplitudes are additionally damped byfkhe mogeneous linear differential equation obtained in this paper.
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