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Resumen

Los avances tecnoldgicos de las ultimas décadas, han traido consigo significativas apor-
taciones en las dreas de la teoria de control y los sistemas dindmicos. Cada vez mds es
notorio el interés de aprovechar las ventajas que ofrecen los sistemas digitales para realizar
control sobre varios tipos de sistemas de naturaleza analdgica, empleados en los campos de
la medicina, el espacio, la ingenieria, etc. La aplicacién de controladores digitales a siste-
mas descritos por modelos de tiempo continuo, es decir, sistemas analdgicos, resulta en una
forma de sistema hibrido, con elementos discretos y continuos en el tiempo. Una forma de
disefar controladores implementados en sistemas digitales, es el llamado redisefio digital.
El redisefo digital es un método que permite derivar un controlador digital a partir de un
controlador analdgico ya existente; el objetivo de esto, es permitir que los estados del sis-
tema controlado digitalmente, se aproximen lo mds cercanamente posible, a los estados del
sistema controlado de forma analdgica en los instantes de muestreo.

En este documento se estudia el problema de residefio digital para un tipo particular de
sistemas no lineales, conocidos como sistemas lineales por partes. Se propone una solucién
para el problema de redisefio para los casos de regulaciéon a un punto de equilibrio y de
seguimiento de los estados de una referencia variante en el tiempo. Ademads de lo anterior,
se muestra una forma de obtener un control digital por redisefio que contiene la dindmica
del sistema entre muestras. Como resultado de esta investigacion, se obtiene un método pa-
ra derivar controladores digitales para sistemas analdgicos, que permite la coincidencia de
estados en cada instante de muestreo, considerando o no el comportamiento entre muestras.
Los controladores obtenidos resolverdn los problemas de regulacion y seguimiento de refe-
rencias. La metodologia propuesta es aplicada al control de un sistema lineal por partes, de
naturaleza cadtica, conocido como el sistema de Chua.
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Abstract

Technological advances in recent decades have brought significant contributions in the
areas of control theory and dynamical systems. It is increasingly notorious the interest to take
advantage of the features offered by digital systems to perform control over multiple types
of systems of analog nature, employed in the fields of medicine, space, engineering, etc..
The application of digital controllers to systems described by continuous-time models, that
is, analog systems, results in a form of hybrid system, with discrete and continuous elements
in time. One way to design controllers implemented in digital systems is the so-called digital
redesign. Digital redesign is a method of deriving a digital controller from an existing analog
controller; the objective of this, is to allow the states of the digitally controlled system to
approximate as closely as possible the states of the analog-controlled system at the sampling
times.

In this document, the digital redesign problem for a particular type of nonlinear sys-
tems, known as piece-wise linear systems, is studied. A solution to the redesign problem is
proposed for the cases of regulation to an equilibrium point and tracking of the states of a
time-varying reference. In addition to the above, a way to obtain a digital control redesign
containing the system dynamics between samples is shown. As a result of this research, a
method is obtained to derive digital controllers for analog systems, which allows the mat-
ching of states at each sampling time, considering or not the behavior between samples. The
obtained controllers will solve the problems of regulation and reference tracking. The pro-
posed methodology is applied to the control of a piece-wise linear system, of chaotic nature,
known as Chua’s system.
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Capitulo 1

Introduccion

El evidente desarrollo tecnolégico de los dltimos afos ha propuesto un avance en los te-
mas de control, derivado de ello, el uso de muchas herramientas en diversos tipos de sistemas
industriales, clinicos, militares, entre otros. Desde que los dispositivos digitales surgieron,
los sistemas de control de esta naturaleza son preferidos sobre los analégicos, con el fin de
aprovechar las ventajas que las computadoras de este tipo nos brindan, entre ellas, las altas
velocidades de procesamiento, la facilidad de implementacion y su versatilidad [Rafee et al.,
1997, Guo et al., 2000b]. El uso de estos dispositivos electronicos en sistemas descritos por
modelos en tiempo continuo da paso a lo que se conoce como sistemas hibridos [Shieh et al.,
1998]. Es bien sabido que las conversiones analdgico/digital estdn bien descritas para sis-
temas lineales, por lo que problemas como el de regulacion, y seguimiento de referencias,
estan ampliamente cubiertos desde el punto de vista del control analégico. Sin embargo, para
los sistemas no lineales, resulta imperativo realizar algunas extensiones en las que se deben
tener consideraciones como por el ejemplo, el tamaifio del periodo de muestreo, de aqui que,
muchas veces resulte imposible aplicar control digital [Guo et al., 2000b].

Para efectos de andlisis de los sistemas compuestos, es necesario realizar conversiones de
analdgico a digital, de manera que se puedan establecer estrategias de control para estas re-
presentaciones. Una manera de proponer un control es mediante el redisefio digital, que se
describe como el proceso de convertir un controlador analégico a uno equivalente digital,
pretendiendo que los estados del sistema hibrido coincidan con los estados del sistema con-
trolado analdgicamente en cada instante de muestreo [Shieh and Wang, 1996, Shieh et al.,
1989]. En la investigacion se propone aplicar redisefio digital para sistemas lineales por par-
tes a los cuales se les puede encontrar un disefio lineal por seccién, que cumplan con ciertas
propiedades deseables como estabilidad y menor error posible. Una primera aproximacién
al redisefio digital es no considerar el comportamiento del sistema entre muestras, es decir,
solo garantizar coincidencia en los instantes de muestreo. Aunque esta aproximacion brinda
buenos resultados, es necesario proponer otra forma de obtener nuevas ganancias, de modo
que el controlador considere también el comportamiento entre muestras del sistema, lo cual
se puede lograr empleando las cuadraturas de Chebyshev entre puntos de muestreo.

Algunos inconvenientes derivados de la implementacion de controladores digitales, estdn
relacionados con el periodo de muestreo, por lo que el comportamiento entre muestras pue-



de resultar en un problema de disefio [Zhang et al., 2009, Li et al., 2003]. Con un periodo de
muestreo muy pequeilo, el costo computacional aumenta, lo que se refleja en elevacion del
consumo energético y de costos, afiadiendo que muchas veces estos controladores resultan
imposibles de realizar. Por otro lado, con periodos de muestreo grandes, el sistema podria
presentar inestabilidad y mal desempeino [Guo et al., 2000b, Jianxiong et al., 1996,Guo et al.,
2000a]. Dado lo anterior, es facil concluir que el control digital tiene buen efecto sobre el
sistema controlado siempre y cuando el periodo de muestreo sea pequeiio.

En este trabajo se establece un método para encontrar realizaciones de controladores di-
gitales para sistemas analdgicos con alguna aproximacioén lineal, basados en controladores
analdgicos previamente disefiados. La necesidad de resolver los problemas de regulacion y
seguimiento, resulta imperativa en orden de proponer metodologias para la aplicacién de la
tecnologia digital. Con la metodologia propuesta, los tiempos de muestreo pueden ser re-
lativamente grandes sin que el sistema presente inestabilidad. Particularmente, a modo de
ilustracién del desarrollo de estas metodologias, se aborda el problema de redisefio digital
aplicado a un sistema cadtico, de caracteristicas no lineales por naturaleza, que puede ser
representado como un sistema lineal por partes. Para este tipo de sistema, se usa el redisefio
para estabilizar al sistema a uno de sus puntos de equilibrio, o para realizar el seguimiento
de una referencia variante en el tiempo cuando se conoce la dindmica de la misma. Para cada
uno de los casos anteriores, se logra un buen desempefio del controlador, atin para cuando el
periodo de muestreo es relativamente grande.

El problema de control de sistemas analdgicos mediante controladores implementados en
dispositivos digitales, hizo necesario derivar formas de realizar conversiones A/D y D/A de
manera exitosa, que derivo en los métodos de conversion de modelos continuos a discretos
y viceversa. Shieh [Shieh et al., 1979, Shieh et al., 1980] realiz6 gran aporte a la solucién
de este problema, mostrando un método basado en series geométricas para las conversiones
A/D. Con el objetivo de sacar provecho de estos avances, se planted aplicar estos controles
digitales a sistemas continuos, lo que deriv6 en lo que conocemos como sistemas hibridos.
Con esto, vino el problema de ;Cémo realizar un control digital basdndose en la existencia
de un control analégico que satisface algun criterio de disefio?, la cual dio lugar a lo que
conocemos como redisefio digital.

La idea de disefiar un control digital a partir de uno analégico, de forma que los estados
del sistema controlado digitalmente coincidan con los estados del sistema controlado anal6-
gicamente, en cada instante de muestreo, fue presentada por Kuo [Kuo, 1980]. A partir de
ahi, diferentes métodos de redisefio han sido propuestos. Algunos basados en estrategias de
retroalimentacion de estados como [Kennedy and Evans, 1990]; basados en transformacion
bilineal (TBG) [Zhang et al., 2009]; otros, derivados a partir del control 6ptimo [Shieh et al.,
1989, Shieh et al., 1991, Rafee et al., 1997], incluso de tipo modulacién de ancho de pulso
(PWM por sus siglas en inglés) [Shieh and Wang, 1996]. Aunque los dispositivos digitales
proporcionan, entre otras, ventajas como confiabilidad, versatilidad, velocidad de procesa-
miento, también pueden resultar dificiles de implementar debido problemas asociados al
comportamiento entre muestras del sistema y los tamafios del tiempo de muestreo. En casos
en que los tiempos de muestreo deban ser muy pequeios, los costos operativos aumentan,
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incluso, existen casos en los que es imposible de implementar; por estos motivos, las téc-
nicas de redisefio digital, salvo unos pocos casos, han sido poco estudiadas en sistemas no
lineales en relacion a lo que lo han sido para sistemas lineales [Guo et al., 2000b, Guo et al.,
2000a]. Uno de estos sistemas, es el conocido sistema cadtico de Chua. El sistema de Chua
fue descrito por primera vez por Leon Chua en 1984, quién lo derivé del circuito mds sim-
ple que posee dindmicas y caracteristicas propias de sistemas de tipo cadtico: sensibilidad
a condiciones iniciales, presencia de varios tipos de bifurcaciones, y existencia de 6rbitas
periddicas [Chua, 1992, Wu, 1987]. Este circuito nace en una época en la que el control de
sistemas caodticos y sistemas no lineales era de gran interés. Trabajos como los de [Chen and
Dong, 1993b] y [Chen and Dong, 1993c] fueron enfocados al control analdgico de este tipo
de sistemas, entre los que se encuentra el ya mencionado sistema cadtico de Chua. Deriva-
do de esto, la primera idea para el control del sistema de Chua fue basada en un control en
tiempo continuo; esta idea fue desarrollada y extendida ampliamente. La idea de emplear
controladores de datos muestreados, fue sugerida por [Yang and Chua, 1998]. A mediados
de la década de 1990, autores como Shieh [Shieh and Wang, 1996] y Dedieu [Dedieu and
Ogorzalek, 1994], desarrollaron métodos para el control del sistema caédtico de Chua a tra-
vés de controladores digitales, proporcionando buenos resultados considerando un tiempo de
muestreo suficientemente pequefio. El mismo Shieh posteriormente, plante6 el uso del redi-
sefo digital para sistemas hibridos que involucraran incertidumbres, lo que abri6 las puertas
a la aplicacion de esta metodologia al control robusto [Shieh et al., 1996]. Resultados mds
recientes, particularmente en la década de los 2000, permiten la obtencion de controladores
digitales para este sistema con buen desempeio, integrando periodos de muestreo relativa-
mente mds grandes, incluso desarrollando metodologias para contemplar el comportamiento
del sistema entre muestras [Guo et al., 2000b]. En ese mismo afio, Shieh y Guo propusieron
la aplicacion del redisefio digital para la obtencién de controladores predictivos, aplicindolo
a un sistema cadtico para obtener seguimiento de una 6rbita incrustada en su region de atrac-
cién [Guo et al., 2000a]. En 2005 Canelon aplicé el redisefio digital a la aproximacion de
un control basado en redes neuronales, para controlar un sistema cadtico en tiempo continuo
cuya dindmica es desconocida [Canelon et al., 2005]. La implementacion de controladores
digitales también ha resuelto problemas de sincronizacion, problema que ha cobrado especial
relevancia en los ultimos 20 afios. [Hua et al., 2015] usaron control digital para la sincroni-
zacion de sistemas cadticos tipo Lur’e considerando retardos entre dos sistemas idénticos.
Mis adelante, [Lu et al., 2018] emplearon este tipo de controladores para sincronizar redes
neuronales cuyo control presenta muestreos no uniformes y pérdidas de informacién. Ade-
mas de esto, [Yuan et al., 2018] usaron control basado en datos muestreados para sincronizar
un tipo de red neuronal basada en memresistores. Involucrando teoria de grafos, [Cui et al.,
2019] lograron el consenso entre diferentes sistemas multiagentes, empleando la idea de un
"grafo promedio”, introducido por un protocolo basado en datos muestreados. Problemas
mads complejos como el de control de redes de sistemas dindmicos, también han sido trata-
dos con control digital. [Sun et al., 2019] lograron realizar rechazo activo de perturbaciones
basados en eventos, para una red de sistemas, usando un controlador digital que consideraba
perturbaciones e incertidumbres en el modelo de la red; mientras que [Amini et al., 2021]
emplearon datos muestreados para realizar control basado en eventos, a redes de sistemas
dindmicos en la presencia de lo que denomina "Denial of Service" (DoS).



1.1. Planteamiento del problema

A partir de lo discutido anteriormente, es preciso preguntarnos ;Cémo es la implemen-
tacion de controladores digitales en sistemas analdgicos en el caso de sistemas lineales por
partes?. Es bien sabido que los controladores digitales tienen una base en el dominio del
tiempo discreto; una sefial digital es una sefial en tiempo continuo que ha sido muestreada
cada cierto tiempo 7T, y retenida de alguna manera, lo que usualmente resulta en una sefial
rectangular. Derivado de esto, el sistema hibrido resultante, tiene su estabilidad sujeta al ta-
mafio del periodo de muestreo 7', es decir, el sistema tiende a presentar inestabilidad para
periodos muy grandes; aunque la estabilidad de sistemas hibridos es un tema de interés, no
es el objetivo de esta investigacion tratarlo. Mds detalles sobre los problemas de implemen-
tacion, pueden encontrarse en [Jianxiong et al., 1996].

Una opcidn para controlar digitalmente un sistema analégico (en tiempo continuo), es dise-
far un controlador analdgico, y emplear estas ganancias para la version digital. El problema
de lo anterior radica en que con estas ganancias, no se garantiza un buen desempeio, donde
el mejor desempefio posible proporcionado por el control digital, es el obtenido del control
analdgico. Lo anterior nos lleva a formular la siguiente pregunta, y la cual es el problema a re-
solver: ;Como disenar un controlador digital con ganancias adecuadas, a partir de un control
analdgico bien disefiado, tal que los estados del sistema controlado digitalmente coincidan
con los estados del sistema controlado analégicamente en cada instante de muestreo?. Adi-
cionalmente, teniendo en cuenta que los controladores digitales presentan una desventaja, y
es que el comportamiento entre muestreos es indeterminado, también plantemos la pregunta:
(Como redisenar el control digital en base a las ganancias del control analégico, de modo
que el comportamiento entre muestras sea considerado en el rediseio?. Estas dos preguntas
son la base de la presente investigacion, y serdn estudiadas en este documento.

Para responder la primer pregunta, consideremos el sistema lineal, continuo, e invariante
en el tiempo, expresado en forma de espacio de estados, el cual estd controlado analdgica-
mente por i(t):

e (t) = Axc(t) + Bi(t)
Ye(t) = Cxc(t)

donde x.(¢) € R" como el vector de estados, i(r) € R™ el vector de entradas, A € R"™", B €
R™™ C € RP*" como las matrices de estados, entradas y salidas. Todas con las dimensiones
adecuadas respectivamente. y.(r) € R? es el vector de salida; n,m,p € N como el niimero
de estados, entradas y salidas. Este primer problema, se divide en dos casos: regulacién a un
punto de equilibrio, y seguimiento de referencias. Debido a lo anterior, el control i(z) serd
planteado de acuerdo al objetivo de control. Asumiremos al par (A, B) controlable.

(1.1)

Regulacion analégica

En el caso de regulacién a un punto de equilibrio de (1.1), el controlador analégico para
este sistema es:

i(t) = uz(t) = —Kz(xc(t) — X) (1.2)
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donde K; € R™*" es la matriz de realimentacion de estados y X € R” es un punto de operacion
del sistema en tiempo continuo, en adelante, llamado punto de equilibrio. Cerrando el lazo
del sistema (1.1) con el control recién definido, obtenemos:

¢e(t) = (A — BK:)ec(t) (1.3)

donde e, (1) = x.(t) — x es el vector de error respecto del punto de equilibrio.

Seguimiento analégico

Consideremos ahora el caso en el que se desee realizar seguimiento de una referencia
variante en el tiempo. Para lo anterior definamos el control analégico:

i(t) = u.(t) = —Kexe(t) + Ecr(t) (1.4)

donde K, € R™*" es la matriz de realimentacion de estados y E, € R™* es la matriz de
prealimentacion de los estados de la referencia r(¢) € R™. El lazo cerrado de (1.1) con el
controlador analégico (1.4) queda:

ie(t) = (A — BK)x(t) + BE.r(7) (1.5)

Consideremos que el controlador analégico u,(¢) ha sido bien disefiado; para esta investiga-
cién nos aseguraremos de utilizar un Regulador Lineal Cuadrdtico (LQR por sus siglas en
inglés) para el caso de regulacion, y un Seguidor Lineal Cuadrdtico (LQT por sus siglas en
inglés) para el caso de seguimiento. Lo anterior con el fin de elegir un controlador analégico
que garantice un buen desempefio basado en algun criterio establecido por disefio, y mostrar
que las ganancias Kz, K. y E. no necesariamente funcionan para el caso en que el controlador
es de naturaleza digital; recordemos que el periodo de muestreo no aparece en i(z).

Definamos ahora un nuevo sistema en tiempo continuo (analégico), lineal, e invariante en
el tiempo, controlado de manera digital por u(z):

Xq(t) = Axy(t) + Bu(r)
yalt) = Cxy(1) (10

donde A, B, C son exactamente las mismas matrices que (1.1), x;(¢) € R" es el vector de esta-
dos en tiempo continuo del sistema, u(z) € R™ es el vector de entrada, y y,; () € R? el vector
de salida. Igual que en el caso del sistema controlado anal6gicamente, plantearemos los dos
casos para cuando el control es de naturaleza digital, es decir, regulacion y seguimiento de
referencias.

Regulacion digital
En el caso de regulacion, el controlador digital estd dado por:
u(t) =ug(t) = —K;j(x4(kT) —X) (1.7)

para kT <t < kT +T; K; € R™*" es la matriz de realimentacién de estados, xq(kT) € R"
es el vector de estados en tiempo discreto del sistema, y ¥ € R" es un punto de equilibrio de
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(1.6). Cerrando el lazo del sistema (1.6) con el control digital (1.7), obtenemos la dindmica
en tiempo continuo del sistema hibrido:

éd(t) :Aed(t)—BKared(kT) (1.8)

donde e;(t) = x4(t) — x es el vector de error en tiempo continuo respecto al punto de equili-
brio de (1.6), y e4(kT) = x4(kT) — X es el error en tiempo discreto respecto del mismo punto
de equilibrio .

Seguimiento digital

Por otro lado, cuando el objetivo de control sea seguimiento de referencias, el control
digital a considerar es descrito como:

Lt(l) = l/td(l) = —ded(kT) —f—Edr(kT) (1.9)

con kT <t <kT +T, K; € R™" es la matriz de realimentacion de estados, E; € R™*" es
la matriz de prealimentacion de los estados de la entrada en tiempo discreto r(k7') € R™. El
sistema (1.6) en lazo cerrado con (1.9), da como resultado al sistema hibrido:

Xd(l‘) = Axd(t) — Bded(kT) +BEdr(kT) (1.10)

Hasta aqui, se han descrito los problemas de regulacion a punto de equilibrio y seguimiento
de referencias para el sistema analdgico (1.1), empleando un controlador analégico i(z) y
un controlador digital u(¢). Lo anterior con la finalidad de plantear formalmente la primer
pregunta de investigacion. El control analégico es disefiado de modo que proporcione un
desempefio aceptable en el lazo cerrado, sin embargo, esto no garantiza que sus ganancias
sean adecuadas para el caso en el que el control sea discreto. De lo anterior, la necesidad de
plantear un control digital cuyas ganancias si sean las adecuadas.

Lo anterior, estd relacionado con la primera pregunta de investigacion mostrada en el princi-
pio de la presente seccion. Dado asi, y en resumen, se plantea obtener un controlador digital
uy(t) a partir del controlador analégico i(¢) de manera que para el caso de regulacion, los
estados e4(t) y e.(t) de los sistemas (1.8)-(1.3) coincidan en cada instante de muestreo k7',
mientras que para el caso de seguimiento, los estados x;(¢) y x.(¢) de los sistemas (1.10)-
(1.5) coincidan en cada instante de muestreo k7. Lo anterior puede escribirse, para cada
caso, como:

Regulacion

ed(t)’z:kT:eCU)L:kT (1.11a)
Seguimiento

Xa(0)], e = xe(1)] iz (1.11b)

En relacién a la segunda pregunta, consideremos el modelo discreto del sistema analdgico
(1.5), que incluye el comportamiento entre muestras:

xe(KT +nT,) = G x (kT ) + H. ™ r(kT)

(1.12)
Ye(kT) = Cx.(kT)
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donde G, = G.(A.,T) y H. = H.(A¢,B,T) son funciones a determinar a través de algin
método de discretizacién. T € R™ es el periodo de muestreo, k € N, T, = % es el muestreo
rdpido (intermuestreo), con n = 0,1,2,...,N un punto entre muestras, y N € Ny el nimero
de puntos en el que se divide la muestra. Se propone encontrar un control como (1.9) que
considere los N puntos entre muestras, de forma que se garantice (1.11b).

kT kT+T  f kT NTa=kT+T~ ¢

(a) Comportamiento sin intermuestreo (b) Comportamiento con intermuestreo

Figura 1.1: Puntos entre muestras.

En la Figura 1.1, se observa graficamente el concepto de intermuestreo. Usualmente al
realizar el muestreo de una sefal continua en el tiempo, este se hace cada T tiempo, al
que se le denomina periodo de muestreo; entre cada muestreo existe informacién que se
pierde al no ser considerada. Para solucionar este problema, se considera ahora dividir el
tiempo entre muestras en N partes, de modo que entre mas puntos se tengan entre muestras,
mads informacion se recupera; mds adn, si hacemos N — oo, habremos reconstruido toda la
sefal en tiempo continuo. Esta estrategia es la que se empleard para responder a la segunda
pregunta de investigacion, y con la que lograremos obtener un controlador que considere el
comportamiento intermuestral, esto, a través de las cuadraturas Chebyshev.

1.2. Descripcion de la tesis

1.2.1. Objetivo general

El objetivo general del trabajo de tesis es obtener un controlador digital para un sistema
analdgico lineal o lineal por partes, a través del redisefio digital, para los casos de regulacion
y seguimiento de referencias, de modo que se garantice el objetivo de control.

1.2.2. Objetivos especificos

Para lograr el objetivo general, se derivan los siguientes objetivos particulares:

1. Derivar un controlador digital (para un sistema anal6gico) con ganancias adecuadas a
partir del disefio de un controlador anal6gico, de modo que los estados del sistema con-
trolado digitalmente coincidan con los estados del sistema controlado analégicamente;
esto para los casos de regulacion y seguimiento de referencias.
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2. Disefiar un controlador digital mediante redisefio, que contenga la informacién del
comportamiento entre muestras, de modo que los estados del sistema hibrido coincidan
con los estados del sistema analdgico en cada instante de muestreo.

1.2.3. Hipotesis

La hipdétesis de trabajo puede ser planteada en base a los objetivos derivados por las
preguntas de investigacion, con lo cual se contemplan dos casos. El primero, es el caso de
regulacidn, es decir, cuando se desee estabilizar el sistema a uno de sus puntos de equilibrio;
el segundo, es el caso en el que se desee realizar seguimiento de los estados de una referen-
cia variante en el tiempo, esto asumiendo que tenemos acceso a ellos. Para ambos casos se
plantea utilizar un controlador analégico de tipo LQR para regulacion, y de tipo LQT para
seguimiento. La implementacion de este tipo de control garantiza un buen desempefio (en
este caso, un error acotado) del controlador analégico, en relacién a cada uno de los obje-
tivos de control; la eleccion de este tipo de control analdgico se realiza teniendo en cuenta
que, a partir del mismo, se obtendran las ganancias redisefiadas del control digital. Para el
caso en el que el sistema sea conmutado, es necesario realizar consideraciones especiales
que permitan resolver el problema como de horizonte de tiempo infinito, lo que derivara en
ganancias estdticas para el control analégico.

Para la primera pregunta, mediante el método de discretizacion directa desarrollado en [Le-
wis, 1992], se obtendran modelos discretos equivalentes con los que se realizard el redisefio
que garantiza coincidencia de los estados en cada instante de muestreo, esto sin considerar
comportamiento intermuestral. Para el segundo objetivo, se propone emplear cuadraturas de
Chebyshev para aproximar la integral de convolucién que surge en el proceso de discretiza-
cién del modelo hibrido del sistema controlado digitalmente. Lo anterior permite aproximar
el comportamiento del sistema a un nimero infinito de datos entre cada muestreo, por lo que
se considera viable para obtener el comportamiento entre muestras. Cabe destacar que, las
cuadraturas de Chebyshev se podrin aplicar inicamente al caso de seguimiento de referen-
cias, debido a que en el caso de regulacién no existe integral de convolucién que se pueda
aproximar mediante este método.

Utilizando las aproximaciones mencionadas, se desarrolla una propuesta de disefio de contro-
ladores implementados en dispositivos digitales para los casos de regulacién y seguimiento
de referencias. Los resultados obtenidos se ilustrardn con el sistema caético de Chua, un
sistema lineal a trozos.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se mostrardn algunos preliminares necesarios para la solucion del pro-
blema planteado. Resulta pertinente definir a qué nos referimos con conversién A/D 'y por
qué es necesaria; veremos que por medio de la conversion, se puede plantear el problema
de redisefio digital. Debido a la naturaleza continua de la planta, y digital del controlador,
obtendremos un sistema hibrido, por lo que también se explicard. En el ejemplo se emplea
el sistema de Chua, un sistema no lineal, con representacion lineal por partes, lo que deriva
en un sistema conmutado. En cuanto a los objetivos de control (regulacién y seguimiento),
se derivan los controles LQR y LQT que se usaran a lo largo de la investigacion.

2.1. Conversion continuo a discreto

El uso de ecuaciones diferenciales para representar a los sistemas dindmicos ha sido y
es un tema de amplio estudio; como resultado, nos encontramos con diversas teorias como
la teoria de control. Debido a los avances tecnolégicos, se derivaron un sinfin de preguntas,
entre ellas, ;como aprovechar las ventajas de la electronica?. La teoria del control en espa-
cio de estados, basicamente responde esta interrogante, sin embargo, la motivacién principal
siempre fue usar los dispositivos analdgicos para describir o controlar los modelos descritos
por las ecuaciones diferenciales, ya que el funcionamiento de éstos estd dado en el dominio
del tiempo continuo ¢ € R>o. Muchas teorias dentro del control en espacio de estados tienen
aplicacion dentro de lo analdgico, no obstante, con la aparicion de las computadoras y dis-
positivos digitales, se hizo necesario determinar alguna manera de representar en modelos
discretos, la dindmica de los modelos en tiempo continuo. Como resultado de lo anterior, se
plantea el problema de conversién de modelos analégicos a modelos digitales, o 1o que ex-
presado en términos de dominio temporal, convertir modelos en tiempo continuo, a modelos
en tiempo discreto.

Segtn lo anterior, el problema de conversion continuo a discreto puede plantearse de la
siguiente forma: Dado el sistema en espacio de estados en tiempo continuo
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encontrar un modelo en tiempo discreto de la forma:

x(kT +T) = Gx(kT )+ Hu(kT)

y(kT) = Cx(kT) >2)

con G=G(A,T)y H=H(A,B,T), de manera que describa la dindmica del sistema en tiem-
po continuo en cada muestra k € N, con 7' € R>( como el periodo de muestreo. Existen
diversos métodos para encontrar representaciones discretas de modelos en tiempo continuo,
entre los mds usados se encuentran algunos que emplean series geométricas, métodos de
truncamiento y transformaciones bilineales [Shieh et al., 1979, Shieh et al., 1980, Zhang
et al., 2009]. No obstante, uno de los métodos con mas trascendencia a la hora de discreti-
zar, y el empleado en esta investigacion, es el método de discretizacion directa, desarrollado
en [Lewis, 1992]. Con este método particularmente, para que la conversion tenga sentido, se
debe considerar a u(z) en (2.1), como una accién de control constante durante el periodo de
muestreo. Existen dos formas de conseguir lo que se plantea. La primera, es que provenga de
alguna fuente en la que ya se haya realizado muestreo, por lo que u(t) = u(kT), de manera
que esté definido solo en los instantes de muestreo k7. A menudo, esta discretizacion de la
sefal de control, es obtenida al aplicar la delta de Dirac (impulso en tiempo discreto) a la
funcién en tiempo continuo u(z). La segunda opcidn, es considerar a u(t) como una sefial
digital, para lo cual no solo ha debido ser muestreada, sino retenida de alguna manera, usual-
mente por un retenedor de orden cero (ZOH por sus siglas en inglés), es decir, u(t) = u(kT)
para kT <t < kT +T. Esta segunda posibilidad abre paso para el estudio del control digital
para sistemas en tiempo continuo; este tipo de sistemas compuestos se conocen como siste-
mas hibridos [Shieh et al., 1998], los cuales serd detallados a posteriori en el documento.

— | Sampler|—> (] —> | zoh |—>

Figura 2.1: Conversion A/D.

A continuacion, se explicard el método de discretizacion directa con el cual se obtiene un
modelo discreto de la forma (2.2), a partir del modelo continuo (2.1). El método se empleara
para encontrar los modelos discretos equivalentes para cada sistema, los cuales son requeri-
dos para resolver el problema de redisefio.

Para discretizar (2.1), se multiplican ambos lados por e ~4’:
dx(t
e_At% = e VAx(r) +e M Bu(r)

e_Atd);—(tt) —e YAx(t) = e Bu(t)
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integrando ambos lados desde 7y a #, queda:

t —AA t
/ A2 ) g3 = [ e 4 Bu(a)a
Io dA )

Para que el método tenga sentido, se debe considerar a u(¢) como una funcién constante en
el intervalo de integracion, por lo que en su lugar, tendremos un control u(kT), con T € R
como el periodo de muestreo con el que ha sido muestreado, k = 1,2,.... Con lo anterior,

ObtenemOS: /l MCZA — te_AlBu(kT)dA
W dh i
td(e M x(1)) Y AT

1
ey = / e M Badu(kT)

o 0

t
e M x(t) — e Mox(1y) = / e M BAAu(kT)

Io

t
e Mx(t) = e x(1g) + | e *BdAu(kT)

fo
t
x(1) = eA)x(10) + | "M BdAu(kT)
To

ahora considerando to = kT yt =kT +T:

kT+T A
x(kT +T) = e*Dx(kT) + AT HT=2) BgAu(kT)
kT

realizando el cambio de variables T = A — kT, queda:
T
x(kT +T) = A Dx(kT) + / ATV Bdtu(kT)
0
cambiando de nuevo A = T — 7, resulta:
T
x(kT +T) = e x(kT) + / e "Bdtu(kT)
0
pero

T T
| etBar=ea 1B,
0

T
/ e'"Bdt = (e’ —1,.,)A"'B
0
asi, finalmente se obtiene:

x(kT +T) = Gx(kT) + Hu(kT) (2.3)
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donde:
G=ell

(2.4)
H=("T—1,,)A"'B

son las funciones que describen la dindmica discreta del sistema continuo (2.1). A (2.3) se le
conoce como el modelo discreto equivalente de (2.1).

La solucién al problema de conversiones continuo-discreto, abre paso al problema de con-
trol digital. Existen varias formas de disefiar un control digital, una de ellas es disefiar un
control en el dominio discreto para un modelo discreto equivalente del sistema en tiempo
continuo. Otra salida es disefiar un control en tiempo continuo para un sistema de la misma
naturaleza, y luego discretizarlo [Keller and Anderson, 1992, Zhang et al., 2009, Kennedy
and Evans, 1990, Shieh et al., 1998]. No obstante a lo anterior, encontramos algunos pro-
blemas para cada caso; en el primer caso el periodo de muestreo suele ser un problema, ya
que si es muy grande, el sistema puede presentar inestabilidad; mientras que para el segundo
caso, no se garantiza que exista buen desempefio del controlador para lograr el objetivo de
control, ya que las ganancias del controlador anal6gico pueden no ser las adecuadas para su
representacion digital. Una forma practica en la que es posible solucionar estos problemas,
es considerar una tercera manera de disefiar el control, llamada rediserio digital.

2.1.1. Rediseno digital

El redisefio digital es una manera de obtener un control digital a partir de un control
analégico bien disefiado, con el fin de que los estados del sistema controlado digitalmente,
coincidan con los estados del sistema controlado de manera analégica en cada instante de
muestreo k7 [Guo et al., 2000b, Jianxiong et al., 1996]. La diferencia de este método en
relacién los mostrados en [Shieh et al., 1979, Shieh et al., 1980, Zhang et al., 2009], radica
en la derivacidn de las ganancias. En el redisefio por coincidencia de estados, se emplea la
discretizacion directa mencionada en la seccion 2.1, pero esta vez se considera a u(z) como
una sefial rectangular, es decir, una sefial digital [Shieh et al., 1980].

El proceso para realizar el redisefio digital se puede formular como:

1. Disefiar un controlador en tiempo continuo (analégico) para el sistema en tiempo con-
tinuo.

2. Encontrar un modelo discreto para el sistema en lazo cerrado con el control anal6gico
xc (kT +T).

3. Plantear el sistema hibrido (sistema analdégico, control digital) con las ganancias ade-
cuadas

4. Encontrar el modelo discreto del sistema controlado digitalmente x; (k7T + T)

5. Determinar las nuevas ganancias permitiendo e; = e, en cada instante de muestreo T
para el caso de regulacion, y x; = x. para el caso de seguimiento de referencias.
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Todo lo anterior es concerniente al redisefio digital sin comportamiento entre muestras, es de-
cir, lo relacionado con la primer pregunta de investigacion. Para el caso en el que se desee un
redisefio que considere comportamiento intermuestral, se debe proceder de la misma forma
que antes, pero esta vez, en el modelo discreto (resultado de la conversion continuo a discre-
to) aparecerdn los puntos intermuestrales. En ese modelo se debe aplicar lo que se conoce
como cuadraturas de Chebyshev. Una cuadratura de Chebyshev es un método de integracion
numérica que permite aproximar integrales en tiempo continuo cuya forma es w(1)f(1).
Para ilustrar la idea de la cuadratura de Chebyshev, supongamos que se plantea calcular la
integral definida de f(A) en el intervalo [a,b] :

= / ") F(AVdA 2.5)

donde w(x) es una funcién de peso, a definir, existente en el intervalo. La anterior integral se
puede aproximar asi:

N
I=~W Y f(An) (2.6)
n=0

donde f(An) es el valor de la funcién en cada particién n del intervalo [a,b], por lo que

In=a-+ w, n=0,1,2,...,N. Ademds, W es un factor de peso definido como:

1 b
W= / w(L)dA 2.7

Esta cuadratura de Chebyshev nos permitird aproximar la integral de convolucion que resulta
del proceso de discretizacion del lazo cerrado del sistema controlado analégicamente para el
caso de seguimiento (1.5). En secciones posteriores, se seleccionard la funcién de peso w(A)
para lograr obtener el redisefio que considera comportamiento intermuestral.

2.2. Sistema hibrido

La implementacion de sistemas de control de datos muestreados (control digital), aplica-
dos a sistemas descritos por modelos continuos, estd definida como sistema hibrido [Shieh
etal., 1998]. Aunque una definicion mds global es la que involucra a sistemas con interaccion
de dindmicas continuas y discretas [Liberzon, 2003].

Control digital

Referencia I |
I A/D Ley de D/A | Sistema
Muestreador Control Retenedor | Analo:gico
I

Figura 2.2: Diagrama de un sistema hibrido de control.
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Para poder concebir este tipo de sistemas, es necesario la implementacién de convertidores
A/Dy D/A segiin sea el caso, debido a la naturaleza digital del control. Una representacion
muy general de lo que es un sistema hibrido estd dada por la Figura 2.2 [Fadali and Visioli,
2013]. Es claro que el problema de control digital a partir de un control analégico involucra
conversiones del tipo A/D (analégico a digital), por lo que resulta conveniente considerar a
una sefial analégica como una funcién en tiempo continuo, mientras que a una sefial digi-
tal rectangular, como una funcién continua a trozos; aunque las diferencias son sutiles, los
efectos de su naturaleza sobre los sistemas pueden resultar sustancialmente diferentes. Desde
esta perspectiva, podemos afirmar que las conversiones A/D son consecuencia directa de las
conversiones continuo a discreto explicadas en la seccién 2.1 [Shieh et al., 1980]. La sefial
analdgica (funcién en tiempo continuo) pasa por un elemento que se denomina muestreador,
lo que resulta en una funcién en diferencias o muestras; lo anterior, es "basicamente” una
conversion continuo a discreto. Luego, esa sefial muestreada, se introduce en un retenedor,
y se produce una funcién continua a trozos, particularmente una sefial rectangular o digital.
Asi, podemos ver al muestreador como el elemento conversor A/D y al retenedor como el
D/A.

Existe una amplia gama de sistemas que involucran dindmicas continuas y discretas. Entre
estos, centramos particular atencion en aquellos sistemas en los que algunos eventos discre-
tos tienen incidencia en la dindmica del sistema hibrido, donde estos eventos pueden estar
relacionados al tiempo, o los estados. Estos sistemas se conocen como sistemas conmutados,
y pueden ser derivados de los sistemas hibridos siempre y cuando se consideren, ademads de
la dindmica continua, los posibles patrones de conmutacion generados por el comportamien-
to de la parte discreta [Liberzon, 2003]. Un tipo de sistema conmutado clésico, se puede
encontrar en sistemas cuya dindmica puede ser descrita como lineal por partes (PWL por
sus siglas en inglés), donde a menudo las conmutaciones estdn regidas por alguna ley de
conmutacion.

2.2.1. Sistema lineal por partes

En este trabajo de investigacion, nos concentramos en un tipo particular de sistemas di-
namicos que pueden describirse como una familia de sistemas indexados, donde cada uno
de los elementos de esa familia es un subsistema de naturaleza lineal (como el caso de los
sistemas PWL) o no lineal, continuo en el tiempo o discreto. A este tipo de sistemas se les
puede clasificar como sistemas conmutados, debido a que el espacio de estados R”, estd divi-
dido en un ndmero de sistemas continuos en cada regién de operacion, los cuales conmutan
de acuerdo a alguna regla conocida como condicion de conmutacion [Liberzon and Morse,
1999, Andrey V. Savkin, 2002]. Esta condicion puede servir para la clasificacion de los sis-
temas conmutados, de hecho, una buena clasificacion podria darse por dos caracteristicas: el
tipo de conmutacién (por estados o por tiempo), y la autonomia del sistema (si es auténomo,
0 no auténomo) [Liberzon, 2003, Araghi et al., 2013]. Particularmente en este trabajo, se
muestra especial interés en los sistemas con conmutaciones arbitrarias dependientes de los
estados, cuya naturaleza sea lineal y su solucién continua en el tiempo para todo R”.

Cuando todos los subsistemas que componen a la familia son lineales, a esta familia se le
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denomina sistema lineal por partes. Consideremos al conjunto de sistemas lineales
filx) = x(t) = Aix(1) (2.8)

coni€ 2, Q= {1,2, 3. q} como el conjunto de partes del sistema lineal conmutado, con
g=p+1,donde p € N, p < « es el nimero de superficies de conmutacion; x(t) € R" el
vector de estados del sistema lineal y A; € R™*" es la matriz del sistema de cada subsistema
de . Una "buena'"visualizacién de como se representan las conmutaciones dependientes de
los estados se puede observar a continuacion.

X1 Yl e X,
1
1
7N
fax) 1
1
1
1
1 >t
Al 1 Ap+1
1
1

X2

Figura 2.3: Conmutaciones dependientes de los estados.

En la Figura 2.3, Y representa la k-ésima superficie de conmutacion del sistema PWL,
donde k =1,2,.., p. fi(x) es la dindmica continua del sistema en la i-ésima porcion A; de R".
En esta investigacion se consideran superficies de conmutacién que no generen saltos en la
dindmica del sistema de una parte del espacio R" a otra, ya que esto implicaria dindmicas
discontinuas. En lugar de lo anterior, se consideran superficies de conmutacion que den paso
a cruces de una parte del sistema conmutado a otra contigua, permitiendo soluciones conti-
nuas, de forma que el campo vectorial de sistema conmutado sea continuo. Una caracteristica
deseable de estos sistemas conmutados, es la estabilidad, la cual ha sido estudiada prestando
especial atencion en los efectos de conmutacién, siendo estas arbitrarias o no. En este traba-
Jo, se considerardn conmutaciones arbitrarias dependientes de los estados del sistema PWL
controlado analdgicamente.

2.2.2. Estabilidad asintética para sistemas con conmutaciones arbitra-
rias

Un problema clésico para los sistemas conmutados, es el de encontrar condiciones que
garanticen la estabilidad asintdtica del sistema (2.8), sujeto a conmutaciones arbitrarias.
Usualmente cuando poseemos como objeto de estudio a sistemas lineales sin conmutacion,
basta con determinar una funcién de Lyapunov radialmente desacotada que cumpla con las
caracteristicas ya conocidas; por lo que resultaria natural pensar que, si garantizamos la
existencia de una funcion de Lyapunov para cada i € €2, el sistema conmutado serd asin-
téticamente estable. No obstante a lo anterior, la estabilidad asintética de todos y cada uno
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de los subsistemas, no garantiza la estabilidad asintética del sistema conmutado [Liberzon,
2003].

La idea de tener una funcion artificial que describa la energia en un sistema sin conmu-
taciones (Funcién de Lyapunov), puede extenderse a los sistemas conmutados de la forma
(2.8). Una buena manera de obtener la estabilidad asint6tica para un sistema conmutado, es
garantizar que la energia a través de la solucién de todos los subsistemas decrecen de la mis-
ma forma, y como una funcién de Lyapunov realiza precisamente esto, entonces es suficiente
contar con la misma funcién de Lyapunov V (x) : R” — R para todos los subsistemas de la
familia ; a la anterior, se le conoce como funcion comiin de Lyapunov. Dado lo anterior, y
considerando al origen de cada subsistema i € 2 como punto de equilibrio asintéticamente
estable, se puede formular el siguiente teorema [Narendra and Balakrishnan, 1994, Liberzon,
2003].

Teorema 1. Si todos los subsistemas de la familia (2.8) comparten una funcion comiin de
Lyapunov radialmente desacotada, entonces el sistema conmutado es globalmente unifor-
memente asintoticamente estable [Liberzon, 2003].

En general, el término uniformemente, denota uniformidad en relacién a las conmuta-
ciones cuando éstas son dependientes del tiempo; sin embargo cuando las conmutaciones
dependen de los estados (como en el caso de esta investigacion), se pierde la uniformidad.
Aln con lo anterior, el teorema (1) tiene validez para cuando las conmutaciones son estado-
dependientes. En el caso en el que no sea posible encontrar una funcién comin de Lyapunov,
es suficiente con encontrar una funciéon de Lyapunov para cada parte del sistema conmuta-
do [Liberzon, 2003].

Plantear condiciones para la existencia de una funcién comin de Lyapunov, determinar para
qué tipo de sefiales se puede garantizar la estabilidad asintética, y construir reglas de con-
mutacion que garanticen la estabilidad del sistema, son otros problemas relacionados a los
sistemas conmutados, que no seran tratados en esta investigacion, pero detalles sobre esto,
pueden ser encontrados en [Liberzon and Morse, 1999, Orlov, 2009, Agrachev et al., 2010].

2.3. Regulador lineal cuadratico con ganancias estaticas

Aunque existen diversos tipos de LQR, el que implica retroalimentacién de estados brin-
da, en general, mds ventajas en cuanto a regulacidn, sensibilidad, etc, por lo que es el més
empleado. El caso general de este tipo de LQR, trae consigo ganancias de Kalman variantes
en el tiempo, ya que se basa en un problema de horizonte de tiempo finito. No obstante a
lo anterior, emplear este tipo de controladores puede resultar complicado debido al esfuer-
zo computacional, ya que es necesario calcular las ganancias en tiempo real [Lewis, 1992].
Debido a lo anterior, en esta investigacién se ha optado por emplear el LQR derivado del
problema de horizonte de tiempo infinito, minimizando el funcional de costo en el intervalo
[to,0), 1o que conlleva a un problema de control Gptimo, que a su vez resulta en un control
con ganancias invariantes en el tiempo [Shieh et al., 1991]. No obstante a lo anterior, prime-
ro se derivard el LQR donde ¢ € [fg,#/], con ty,t; € R, y luego se definird el caso de tiempo
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infinito.

Consideremos el sistema en tiempo continuo y en espacio de estados:
x(t) = Ax(t) + Bu(r) (2.9)

donde x(7) € R" es el vector de estados del sistema, u(t) € R™ el vector de entradas con m
el nimero de entradas. A, B matrices de los tamafios adecuados, y el par (A, B) controlable.
Definamos el control analégico por retroalimentacion de estados:

u(t) = —Kx(r) (2.10)

con K € R™*" que minimiza el funcional de costo:

J =Y (x(tr),tr)+ % tlf [H(x,u,t) — A(t) "x(t)] dt (.11)
donde: .
T(X(l‘f),lf) = Ex(tf)TS(tf)x(tf) (2.12)

es el término de costo final, con S(t7) € R"*", luego:
H(x,u,1) = x(t) " Qx(t) +u(r) "Ru(r) + A(t) " (Ax(¢) + Bu(t)) (2.13)

como el Hamiltoniano para el sistema LTI (2.9) como restriccién; con Q > 0 € R*" y
R > 0 € R™ como matrices de ponderacién; A € R" es un multiplicador de Lagrange
indeterminado, ademds, u(t) como en (2.10). Para encontrar solucién al problema de mini-
mizacion del funcional de costo, es necesario definir las ecuaciones de estado y coestado:

JH

x(r) = 7= Ax(t)+ Bu(t) (2.14a)
: JH
—A() === AT (1) + 0x(1) (2.14b)
y la condicion estacionaria:
0= 8 _ Ru(t) + BT A(z) (2.14¢)
du
resolviendo (2.14c) para u(z):
u(t)=—R'BTA(t) (2.15)

La ecuacidén de estados (2.14a) es resuelta hacia adelante en el tiempo, desde un estado en
un tiempo inicial 7y, hasta un tiempo final 7. No obstante, la ecuacién de coestados (2.14b)
es resuelta hacia atras en el tiempo, desde un valor final de tiempo 77 hacia un tiempo inicial
to, por lo que el sistema en lazo cerrado:

%(t) = Ax(t) —BR"'BTA(r)
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no puede resolverse, en otras palabras, el control u(f) no podria implementarse. Dado lo
anterior, se define la relacién que se mantiene para para todo ¢ € [fg,/]:

A(t) = P(1)x(t) (2.16)

con P(t) € R por determinar. Asi, el control que estaba descrito en funcién de la variable
de coestado A(7), ahora queda en funcién del estado x(7):

u(t) = —R BT P(t)x(r) = —K(t)x(1) (2.17)
con K(t) = R~'BTP(t); con el control u(t), el sistema (2.9) en lazo cerrado, resulta:
%(t) = Ax(t) — BR'B"P(t)x(r) (2.18)

Entonces (2.10) es el control que minimiza el funcional de costo, pero éste depende de P(r),
el cual se determina como sigue. Derivando (2.16) con respecto al tiempo, se obtiene:

A(r) = P(t)x(r) 4+ P(t)i(z) (2.19)

reemplazando (2.18), queda:

>
=
I
v
=
=
=
+
~
=<
RS
=
=
|
~
=<
~
%
*4
=
=

)
P(1)Ax(t) — P(t)BR™'B" P(1)x(¢)
P(1)Ax(t) — P(t)BR™'B" P(1)x(¢)
P(1)Ax(t) — P(t)BR™'B" P(1)x(¢)
+Q—P(1)BR'B"P(1))x(¢)

lo anterior se cumple para todos los estados x(¢) con t € [t,7f), por lo que la expresién

resulta:
—P(t)=A"P(t) + P(t)A+Q— P(t)BR"'B" P(¢) (2.20)

El anterior es el caso de horizonte de tiempo finito, la variacién de P(r) en el tiempo, es
la responsable de obtener ganancias variantes en el tiempo; no obstante, nuestro interés es
obtener ganancias invariantes en el tiempo, por lo que la integraciéon del funcional debe
tomarse en el intervalo [fo, ). Asi, el funcional de costo a minimizar, teniendo en cuenta el
intervalo de tiempo infinito, es:

(o)

J= [ [x(t)"Ox(t) +u(t) " Ru(t)]dt (2.21)

Ty

Dado lo anterior, usaremos el valor de la matriz K () cuando esta alcanza su estado estacio-
nario, es decir K, = K [Lewis, 1992, Ebrahimzadeh et al., 2017].
Asumiendo para (2.20) una solucién tal que P(z) = 0, queda:

0=A"P+PA+Q—PBR 'B'P (2.22)
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La dependencia en el tiempo de P desaparece, puesto que P es la solucién de la ecuacion
algebraica matricial de Riccati (2.22) cuando se encuentra en estado estacionario. De esta
forma, el control 6ptimo que minimiza el funcional de costo con el problema de horizonte
de tiempo infinito (2.11) es:

u(t) = —Kx(t) (2.23)

donde K = R™'BT P. En esta investigacion, particularmente se propone realizar regulacion
del sistema, por lo que resulta conveniente minimizar el error del sistema respecto a uno de
sus puntos de equilibrio. En la seccién (3.1.1) se desarrolla este caso, donde planteamiento
del controlador se dard con la finalidad de reducir un funcional de costo en funcién de los es-
tados del sistema y de los estados a los que quisiéramos que nuestro sistema se aproximara en
el tiempo. Los estados deseados estaran dados por las coordenadas de un punto de equilibrio
del mismo sistema, por lo que estarfamos hablando del caso de regulacién, o estabilizacion
a un punto de equilibrio.

2.4. Seguidor lineal cuadratico con ganancias estaticas

Ya vimos en la seccion anterior, como se deriva el LQR para horizonte de tiempo in-
finito. La solucién mostrada puede aplicarse a problemas de regulacion, particularmente, a
estabilizacién a puntos de equilibrio. Esta vez, sin embargo, el problema a abordar es el de
seguimiento de los estados de una referencia r(t) € R". A continuacién se derivard el LQT
para el problema de tracking con referencias variantes en el tiempo, que es una version ex-
tendida del LQR. Como en la seccién anterior, consideremos el caso en el que el intervalo
de optimizacién es [to, ] es decir, el LQT como un problema de horizonte de tiempo finito.

Considerando el mismo sistema (2.9), definamos el control en tiempo continuo:
u(t) = —Kx(t)+Er(t) (2.24)

que minimiza al funcional de costo:

J = o(x(t),tp) + / e, 1)t (2.25)
donde:
W(x,u,t) = H(x,u,t) — A(t) " %(t) (2.26a)
y
H(x, u,t) = %{[x(t) — ()] TQlx(t) — (1)) +u(r>TRu(t)} + A1) T (Ax(t) + Bu(r)) (2.26b)

como el Hamiltoniano del funcional del costo, donde A(¢) € R” es el multiplicador de La-
grange a determinar, también denominado vector de coestados. Ademads:

0(xt7).17) = 3 1x(ty) — r(tp)] Sla(ey) (o) 27)
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como el costo terminal, donde x(z7) y r(¢r) son los valores de los estados del sistema y los
estados de la referencia en el tiempo final ¢¢. Consideremos en (2.24), K € R™" y E €
R™*™ como las matrices de realimentacion de estados, y prealimentacion de la referencia,
respectivamente; ambas con los tamafios adecuados. Definamos:

A(t) = P(1)x(r) — (1) (2.28)

donde o(f) € R" es una funcién auxiliar a determinar [Barbieri and Alba-Flores, 1998,
Ebrahimzadeh et al., 2017]. Definimos las ecuaciones de estados, coestados y de condicién
estacionaria respectivamente:

x(t) = 20 = Ax(t) + Bu(t) (2.29a)
—A(t) =ATA(t) + Ox(r) (2.29b)
0= ail(l;) = Ru(t)+B" A(t) (2.29¢)

Resolviendo (2.29¢) para u(t), obtenemos:
u(t)=—R BT A(t)
pero reemplazando (2.28), resulta:
u(t)=—-R'B"P(t)x(t)+ R 'B" (1) (2.30)
por lo que el sistema en tiempo continuo (2.9) en lazo cerrado con (2.30) resulta:
%(t) = Ax(t) —BR'BP(t)x(1)+BR 'B" o (1) (2.31)

Ahora, derivando (2.28), obtenemos:

Reemplazando (2.31):

A(t) = P(t)x(t) + P(1)(Ax(t) — BR'B" P(t)x(t) + BR 'B" 6 (1)) — (1) (2.32)
Igualando (2.29b) y (2.32), resulta:
ATA(0) 4+ Q(x(r) — r(t)) = P(t)x(r) + P(t)(Ax(t) = BR 'BT P(t)x(t) + BR 'B" 6 (1)) — 6 (1)
para finalmente llegar a:

—P(t)x(t) =(ATP(t) + P(t)A+Q — P(t)BR"'BT P(t))x(t)

(2.33)
+(Pt)BR'—AT)o(t) — Or(t) - 6(t)
Lo anterior se mantiene para todo x(t) € R", ¢ € [tg,f], lo que implica:
—P(t)=A"P(t) + P(t)A+Q— P(t)BR"'B" P() (2.34)
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la anterior se conoce como la ecuacion diferencial matricial de Riccati. Por otro lado queda:
~6(t)= (AT —P(t)BR"'B")o (1) — 0r(t) (2.35)

Desde aqui, es posible derivar el LQT para el horizonte de tiempo finito, donde el término
de costo terminal cobra relevancia, sin embargo, nuestro interés se encuentra en el problema
de horizonte de tiempo infinito. En el caso en el que ¢ € [fg, ), se define el nuevo funcional
de costo a minimizar por (2.24):

J= /tm {[x(t) — ()] " QLx(t) — r(t)] +u(t) " Ru(t) }dt (2.36)

En este caso, observamos que la matriz de costo terminal desaparece. Ademas de esto, con-
sideramos el uso de la matriz en estado estacionario de P(f) denominada como Py = P,
por lo que la ganancia de realimentacion de estados también serd la obtenida en su estado
estacionario Ky; = K. Lo anterior se puede afirmar puesto que consideramos existe una P
que ocasione que P(¢) se desvanezca en el tiempo. Por lo que (2.34) resulta la ecuacion
algebraica matricial de Riccati:

0=A'"P+PA+Q—PBR 'B'P (2.37)

con P € R™" como su solucién. Por otro lado, otro término que se desvanece en el tiempo
es G (t), por lo que, sin necesidad de integrar, obtenemos a la funcién auxiliar o (¢) de (2.35)
como:

o(t)=—[(A" —PBR'B")|"'0r(r)

pero con R una matriz simétrica, y P simétrica por ser solucion de la ecuacion algebraica ma-
tricial de Riccati, es facil verificar que (AT — PBR™!B") = (A— BK) ", por lo que finalmente
obtenemos:

o(t) = [(A—BK)']"'or(r) (2.38)

Con la funcién auxiliar definida, y con P en lugar de P(t), definimos el control éptimo para
seguimiento de los estados de la referencia r(¢), como:

u(t) = —Kx(t)+Er(t) (2.39)

donde:
K=R'B'P (2.40a)
E=—-R'B"[(A-BK)"| !0 (2.40b)

son las matrices de realimentacion y prealimentacion definidas anteriormente.

2.5. Sistema caotico de Chua

Consideremos el sistema caético de Chua, que es el circuito mds simple, que produce
dinamicas cadticas [Chua, 1992]; contiene el nimero minimo de elementos almacenadores
de energia para producir este tipo de dindmicas, ademds de contar con el elemento no li-
neal conocido como diodo de chua, por lo que en general, es de naturaleza no lineal [Wu,
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1987, Chen and Dong, 1993c, Chen and Dong, 1993a]. El circuito de Chua presenta diversas
caracteristicas particulares, como por ejemplo dindmica de las bifurcaciones, y sensibilidad
a las condiciones iniciales (lo que se traduce en caos, debido a la naturaleza no lineal), lo que
implica la existencia de Orbitas periddicas [Matsumoto, 1986].

La dindmica del circuito de Chua puede describirse por el sistema de ecuaciones diferen-
ciales:

Vel <t> = Ci,l [S(VCZ - Vcl) - f(vcl)}
bea(t) = Ci2 [S(ver — vea) — it] (2.41)
l:L(t) = —%vcz

con la funcién que describe a la corriente iy del diodo de Chua como:

f(Vcl) :62Vc1 "‘%(61 _52)(|Vcl+§|_|vcl _6’)

donde v, y v.2 son los voltajes en los capacitores C| y C; respectivamente, e iy, es la corriente
en el inductor L; ademés S = 1/R con R como el resistor; 3172 > ( son pendientes, mientras
que & es el voltaje de ruptura del diodo.

R

G :E Ve L i €l === Vel [] ia=f

Figura 2.4: Circuito de Chua.

El sistema (2.41), puede ser llevado a una expresion sin dimensiones en términos de variables
de estado:

X1 =a(—xi+x— f(x1))

Xop =X —Xp+Xx3 (2.42)

X3 =—Px
donde x1 = v.1 /€, x2 = v /&, x3 = ir/(ES), a = C,/C1 y B = 1/(LS) = C,R?/L; con
ig como la corriente del resistor. La funcion f(x;), que describe el comportamiento de la
corriente en el diodo de chua, puede ahora definirse como la funcién por partes:
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Vel

f(VL‘l)

&

Figura 2.5: Corriente en el diodo de Chua.

moxl(t)+m1 —my Xl(t) >1
flx1) =< mx(t) X1 ()] <1 (2.43)

moxy(t) —my+mg x1(t) < —1

con mg = RO, y m; = RO;. Derivado de que la funcién f(x;) se puede escribir como en
(2.43) (una funcidn lineal por partes), el sistema (2.42) puede escribirse como una familia de
subsistemas lineales que conmutan, es decir, en un sistema conmutado (definido en la seccion
2.2.1), cuyas conmutaciones dependen del estado x;. Escribiendo en forma de espacio de
estamos tenemos:
x(t) = A,-x(t) + B;V;
y(t)=Cix(t) parai=1,2,3

donde x(¢) = [x1(t);x2(¢); x3(¢)] € R3. Con las matrices A; y B;:

(2.44)

—(X(l—l—mo) o O] —a(m1—m0) 0 0
Al = 1 -1 1|, B = 0 1 0|, vi=[1,0,0]"
I 0 B 0 I 0 01
[—a(1+m;) a O] [1 0 0
Ay = 1 ~1 1|, Bo=10 1 0, v, =1[0,0,0" (245)
I 0 B 0 0 0 1
—o(l+my) o O] [o(my —mp) 0 0O
Az = 1 —1 1|, B3= 0 1 0|, w=I[1,0,0"
I 0 —B 0] 0 01

con C; = Ii3,Vi,donde i = 1 sixc(¢) > 1,i=2si |x1(t)| < 1,ei=3six.(t) < —1[Guo
et al., 2000b]. Para obtener determinados comportamientos del sistema de Chua, es necesario
recurrir a los pardmetros; en otras palabras, dependiendo de cémo se seleccionen, el sistema
presentard comportamiento cadtico o no. En el capitulo 5 se proponen valores para estos
pardmetros, y asi obtener el comportamiento cadtico, y una solucién periddica de periodo 1
(ciclo limite). Se ha mostrado que es posible controlar los estados del sistema de Chua hasta
un ciclo limite ubicado fuera de la regién de atraccion del mismo. Esto mediante el uso de
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controladores basados en retroalimentacién de estados en tiempo continuo, lo que se traduce
a controladores de tipo anal6gico [Chen and Dong, 1993b, Chen and Dong, 2002]. Veremos
mas adelante como es posible realizar control analdgico para lograr resolver dos problemas
puntuales en esta investigacion: regulacién a un punto de equilibrio, y seguimiento de refe-
rencias. Y mds aun, como se plantea la implementacién de controladores de tipo digital para
ambos objetivos de control.

Toda la informacion contenida en la presente seccion, servird de soporte para el planteamien-
to de las solucion al problema de redisefio digital con y sin intermuestreo. En el siguiente
Capitulo se deriva el control 6ptimo analdgico para los casos de regulacién y seguimiento
de referencias, el que serd el punto de partida para el problema del redisefio de las ganancias
del controlador.
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Capitulo 3

Diseno del Control en Tiempo Continuo

Consideremos el sistema lineal conmutado continuamente conectado:
Xc(t) = Aixc(t) + B;v;

ye(t) =Cixe(t), i=1,2,...,q @D
donde x.(t) = [xc1(t), ... ,xen(t)]T € R" es el vector de estados; v; € R™ es el vector de
entradas propio del sistema; y.(¢) € R? es el vector de salidas; A; € R"*", no singular, es la
matriz del sistema de la i-ésima parte A; del sistema conmutado; B; € R"*™, no singular (solo
para seguimiento con intermuestreo), es la i-ésima matriz de entrada; C; € RP*" es la i-ésima
matriz de salida, la cual serd tomada como C; = I,x,, Vi en esta investigacion. Como i € Q =
{1,2,...,q}, consideremos el caso de en el que g = 1, en tal caso, solo habrd un sistema, por lo
que no existirdn conmutaciones; mientras que si 1 < g < oo, el sistema (3.1) serd un sistema
conmutado conformado por g subsistemas conectados continuamente en el tiempo, cuya
conmutacién dependerd de los estados de x.(¢). Para la controlabilidad del sistema analégico
conmutado, es suficiente con que al menos un par (A;,B;) sea controlable [Klamka et al.,
2013]. No obstante, asumiremos a todos los pares mencionados como controlables. Para el
caso en el que no existan conmutaciones, es decir, ¢ = 1, el criterio de controlabilidad se
reduce al tradicional de Kalman.

3.1. Estabilizacion a un punto de equilibrio

Consideremos el caso en el que se busca estabilizar el sistema (3.1) a uno de sus puntos
de equilibrio % = [£1x, %ok, ... ,%u] > con k € {1,2,...,q} como el nimero de puntos de
equilibrio del sistema conmutado. Siendo:

X = —Ak_lBka 3.2)

En este caso, el sistema estard controlado por un controlador analégico de estado completo
de la forma:
uEi(t):_KEief(t)v i= 1727--~761 (33)

donde ez(1) = x.(t) — Xy es el error respecto al punto de equilibrio de nuestro interés, ug;(t) €
R™ es el vector de control, y Kz € R™*" es la matriz de realimentacion de estados. El sistema
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en tiempo continuo, considerando la accién de control (3.3) estd dado por:

Xe(t) = Aixc(t) + B;vi+ Biug(t)

ye(t) =Cix.(t), i=1,2,...,q -4
Cerrando el lazo del sistema definido arriba, con el controlador analégico, se obtiene:
X(t) = (Ai — BiKz)ex(t), i=1,2,...q (3.5)
Ahora, como Xj es un punto fijo, la derivada del error es:
éx(t) = %(1) (3.6)
reemplazando en (3.5) resulta:
éx(t) = Agex(t), i=1,2,..,q (3.7)

donde Az = A; — B;K;. El controlador analégico (3.3) puede ser empleado cuando se cumpla
k =i, es decir, cuando el sistema se encuentre en la i-ésima parte en la que esta el punto de
equilibrio al que se desea estabilizar el sistema. Cuando el caso es k # i, entonces usamos el
siguiente controlador, cuyas ganancias Kz son las mismas que (3.3) para cada i:

ugi(t) = —Kgex(t) —B A —vi, i=1,2,...,q (3.8)

donde las matrices A;, B; son no singulares Vi. Si cerramos el lazo entre el sistema (3.4) y el
controlador analégico (3.8), obtenemos el sistema (3.7).

Existen diversas maneras de disefiar la matriz de realimentacion Kz para cada parte del
sistema; una buena opcién es emplear control tipo LQR. Tengamos en cuenta que, para los
objetivos de la tesis, solo debemos disefiar un buen controlador analégico para derivar luego
un buen control digital.

3.1.1. Aplicacion del regulador lineal cuadratico a un sistema PWL

Se empleara un controlador tipo LQR subdptimo en base a los estados del sistema y el
punto de equilibrio al que se quiere estabilizar al sistema, es decir, el error. En el caso en el
que el sistema no presente conmutaciones, no habran consideraciones especiales; mientras
que para el caso en el que si existan conmutaciones, consideraremos lo que a continuacion.

El funcional de costo que deriva en el LQR 6ptimo para el sistema conmutado (3.7) es:

q —_—
Jreal — Z a)i(t>J/i (39)
i=1

donde ;(¢) € {0,1} es la condicién de conmutacién que depende del tiempo; J/; es el fun-
cional de costo para cada parte del sistema conmutado, coni= 1,2,....,qg [Wuet al., 2019].
Con el funcional de costo, en horizonte de tiempo finito J';, para cada i definido como:

- 1 [ - — _ )
Ti=3 | (ex(t) Qex(e) +2uci(r) " Sieslt) + ui(e) Rus(t))dr, i=12...q  (3.10)
0
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donde [to,7/] es el intervalo de integracién; Q > 0 € R"™*" simétrica, § > 0 € R"*" y R >
0 € R™™ simétrica, son matrices de ponderacion. En esta investigacion no se consideran las
conmutaciones dependientes del tiempo, ya que eso conllevaria al célculo del tiempo 6ptimo
de conmutacién, la condicién 6ptima de conmutacidn, y la solucion del LQR en horizonte
de tiempo finito. No obstante, en lugar de minimizar el funcional 6ptimo (3.9), se plantea
minimizar el funcional en horizonte de tiempo infinito para cada i-esima parte del sistema
conmutado. Para lo anterior, consideremos el funcional de costo para el sistema conmutado
(3.7):

q
T=YJ (3.11)
i=1

donde J; es el funcional de costo a resolver para cada seccién A; de R”, el cual estd dado por:

J,:/w (ex(t)TQex(t)+u5,~(t)TRua~(t)> dt, i=1,2,...q (3.12)

0i

con Q >0y R > 0 como arriba, donde fy; € R>¢ es el tiempo inicial en cada conmutacion.
Consideremos el control analégico (3.3) que estabiliza al sistema a un punto de equilibrio:

Ltgl'(l) = —Kgl’ex(l)

que minimiza al funcional de costo (3.12) para cada i.

Resolviendo el LQR, como se muestra en la seccidn 2.3, se obtiene:
Ki=R'Bi'P, i=1.2,..4q (3.13)

como la ganancia de realimentacion de estados del sistema para cada i, donde P, es la solucién
de la ecuacidn algebraica matricial de Riccati:

Ai' P+ PA;—PBR 'B,'P+CT0Ci=0, i=12,..4q (3.14)

Cada una de estas ganancias de realimentacion, haran que Az sea estable, es decir, que sus
valores propios tengan parte real negativa.

Minimizar (3.12) para cada i, resulta mas “costoso” que minimizar (3.9), por lo que en tér-
minos de costo:
Jrear < J (3.15)

por lo que el control obtenido de minimizar J, es subdptimo. Cuando el sistema no presente
conmutaciones, el control obtenido serd dptimo.

3.1.2. [Estabilidad del sistema conmutado analégico a un punto de equi-
librio
Como se menciond anteriormente, cuando g € {1} el sistema no presentard algidn tipo de

conmutacion, por lo que el anélisis de estabilidad del sistema de error, el cual no tiene entra-
das, puede realizarse a través del método directo de Lyapunov. Por el otro lado, si 1 < g < oo,
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el sistema en tiempo continuo (3.4) se define como un sistema conmutado. La estabilidad
para sistemas conmutados sin entrada tiene un requerimiento adicional en relacidén a los sis-
temas no conmutados. La estabilidad asintética puede definirse empleando lo que se conoce
como una funcion comiin de Lyapunov, que es una funcién de Lyapunov que se comparte
para las i partes del sistema conmutado [Liberzon and Morse, 1999, Liberzon, 2003]. Dado
lo anterior, para el caso en el que (3.7) conmute, se debe cumplir que exista una funcién
comin de Lyapunov V (ez(f)) : R” — R Vi, radialmente desacotada, tal que:

1. V(0) =0,V(ex) > 0,Vez #0
2. V(ez) <0,Vez € R?
Consideremos como candidata a funcién comtn de Lyapunov a:
V(e:) = ez Pex (3.16)

con P € R™" como una matriz simétrica definida positiva. Derivando a lo largo de las tra-
yectorias de (3.7):
V(@f) = é;—lsef +€jTF)éf

V(es) = ((Aj — BiKz)ez) | Pez+ ez P(A; — BiKz)ex
obteniendo finalmente:
Viez) =ex (ALP+PAz)es, i=12,..4q (3.17)

con Az = A; — B;K5. Para garantizar la segunda condicidn, la matriz (Ag]3 + 13A5,~) debe ser
simétrica definida negativa, ya que tanto V(ez(t)) como V(ez(t)) son formas cuadraticas.
Para lo anterior definimos la ecuacién de Lyapunov:

ALP+PA: < —elys, i=1.2,...q (3.18)

con € >0 € R, e [,,x, la matriz identidad en R"*". Seleccionando € y resolviendo la ecua-
cién, se obtiene P. Bajo estas condiciones, se cumplen los requerimientos para que el origen
de (3.7) sea un punto de equilibrio asintéticamente estable, por lo que se garantiza la estabi-
lizacién del sistema controlado analégicamente.

3.2. Seguimiento de referencias variantes en el tiempo

En esta seccion se considera resolver el problema de seguimiento para un sistema lineal
por partes controlado analégicamente. El seguimiento se propone para referencias variantes
en el tiempo, para lo cual se agregard una etapa de prealimentacion de la misma al controla-
dor. El diagrama del sistema de control se observa en la Figura 3.1. Para esta investigacion,
en particular, consideraremos que tenemos acceso a la dindmica explicita de la referencia, lo
cual serd util para el andlisis de estabilidad del sistema controlado anal6gicamente.
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xe(t) e(t)
O B 5e(t) = Axe(r) + Buc(r) c F

K.

Figura 3.1: Sistema analdgico de control para seguimiento de referencia.

Definamos el control analégico para seguimiento de referencias:

ue(t) = —Keixc(t) + E;L(t) —vi, i=1,2,...q (3.19)
El sistema analégico conmutado (3.1), considerando el controlador (3.19), queda:

Xe(t) = Aixc(t) + Bivi+ Bjuci(t), i=1,2,...,q (3.20)

con I'(¢t) € R" como el vector de estados de la referencia a seguir. Cerrando el lazo entre el
sistema (3.20) y el control analégico (3.19), se obtiene:

Xc(l) :Acixc(l)—l—BiEa‘F(t), 1= 1,2,...,q (3.21)

donde AC,' = Ai — B,'Kci.

Definamos la referencia variante en el tiempo, cuya dindmica es explicita y estd dada por:

(1) = Ar;L(t) + Br;v;
= . / (3.22)
rt)=CiI'(t), j=12,..,9
con I'(t) = [Ty (), ... ,[(2)]" es el vector de estados de la referencia; v; € R™ es el vec-
tor de entradas; r(t) € R” es el vector de salidas; Ar; € R"", Br; € R""™, Cr; € RP*",
con las matrices del sistema, de entrada y salida, respectivamente. En este caso, como bus-
camos seguimiento en los estados de la referencia, definimos Crj = I,x,, Vj. En (3.22),
j€{1,2,....q4'},con ¢’ €N, ¢’ < o0 como el nimero de sistemas conectados continuamente
en el tiempo que componen al sistema de referencia. Igual que en el caso del sistema de con-
trol (3.1), si j € {1} el sistema de la referencia serd un sistema sin conmutaciones; mientras
que, si 1 < j < ¢/, la referencia estard representada por un sistema conmutado de ¢’ partes.

3.2.1. Aplicacion del seguidor lineal cuadratico a un sistema PWL

Para el disefio de las ganancias de realimentacién K.; y E.; se emplea un control tipo
LQT subdptimo. Considerando el caso en el que g > 1, es decir, en el que el sistema conmu-
te entre partes y que las conmutaciones dependan de los estados, haremos una consideracion
adicional para el LQT. En este caso, se resolverd el LQT como un problema de horizonte de
tiempo infinito, con lo que las ganancias obtenidas K,; y E.; para el control analdgico (3.19)
serdn estaticas, es decir, invariantes en el tiempo.
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Comenzamos considerando el funcional de costo para el LQT 6ptimo del sistema conmuta-

do:
q

Jreal =Y, @i(1)J] (3.23)
i=1
donde, igual que en el LQR, w;(7) € {0, 1} es el vector de conmutacién, coni=1,2,...,q. El
funcional de costo en horizonte de tiempo finito para cada i de (3.21) es:

J,lff

i~ 7~
2 Ji

(ec(t) " Qec(t) +2uci(t) " Siec(t) +uci(t) ' Ruci(t))dt, i=1,2,....q (3.24)

donde e (1) = x.(t) —T'(t); Q € R >0y R € R™™ > (, son matrices simétricas de pon-
deracién, S > 0 € R™*", Como mencionamos en el caso del LQR conmutado, minimizar
(3.23) resulta particularmente complejo; en su lugar, proponemos minimizar el funcional de
costo para el sistema conmutado (3.21):

J=YJ (3.25)

i=1

donde J; es el funcional de costo para cada parte del sistema conmutado (3.21) como:
Ji= / (ec(t)TQeC(t) + uci(t)TRuci(t)) dt, i=1,2,...q (3.26)
foi

que es minimizado por el control analégico (3.19). En (3.26) se debe considerar p = m.
Ademds, las matrices Q € R"" >0y R € R™ > (, como arriba. De resolver el LQR,
como se muestra en la seccidn 2.4, se obtienen las ganancias para cada parte del sistema

conmutado:

K;=R'B'P
- (3.27)
E;=-R'B'(A;") 0. i=12,.4

donde P; es la solucidn a la ecuacion algebraica matricial de Riccati para cada parte del
sistema conmutado:

Ai'P+PA —PBR'B'P+0=0, i=12,.4¢ (3.28)
En funcién del costo, es cierto que:
Jreal < J (3.29)

por lo que el controlador obtenido en el caso conmutado es suboptimo, y en el caso sin
conmutaciones, sera optimo.

3.2.2. [Estabilidad del sistema conmutado con dinamica explicita de la
referencia

Es de particular interés corroborar la estabilidad del sistema de error respecto a la refe-

rencia, es decir, si el error se mantiene acotado a lo largo del tiempo. Este andlisis se puede

realizar cuando se conoce la dindmica del sistema de referencia, de lo contrario, la idea de
analizar el error pierde sentido.
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Asumiendo que tenemos acceso a los estados del sistema, definamos e, (1) = x.(¢) —I'(¢)
como el error respecto de la referencia. La dindmica del error es:

éc(t) = xc(t) —T(¢) (3.30)
reemplazando (3.21) y (3.22) en (3.30), obtenemos
éelt) = (Aixe(t) — BiKeixe(t) + BiET () — (Ar;T(t) + Bryv;)
pero x.(t) = e.(t) +I'(¢), entonces:
éc(t) = [Ai(ec(r) +T'(1)) = BiKeiec(t) +T(t)) + BiEaL(t)] — [Ar;T'(1) + Br;vj]

éc(t) = Aciec(t) + (A; — BiKci + BiEci — Arj)I'(t) — Br;v;

finalmente se obtiene:
éc(t) =Aqec(t)+p(t), i=1,2,...,q; )= l,2,...,q’ (3.31)

con p(t) = (AA; j — B;AT;)I'(t) — Br;jV;, como la entrada del sistema de error respecto de la
referencia, donde AA; j = A; —Ar; y AT; = K.; — E.;. Notemos para el sistema conmutado de
error (3.31), las conmutaciones se daran entre g * ¢ partes.

El caso general del sistema de seguimiento, es un sistema conmutado, que tiene una en-
trada en cada parte, por lo que un andlisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov no es
definitivo. Dado lo anterior, la estabilidad del sistema (3.31) se analizara en el sentido BIBO.
Para esto, primero se debe garantizar la estabilidad del sistema conmutado de error cuando
no hay entrada, es decir p(z) = 0 V¢, para lo cual, como se mostré en la seccion 3.1.2, es
necesario mostrar la existencia de una funcién comiin de Lyapunov P : R” — R para todas
las partes. Una vez mostrada la estabilidad del sistema conmutado sin entrada, se procede a
mostrar la BIBO estabilidad [Chen, 1999].

Para el caso de seguimiento, consideraremos que la referencia I'(¢) estd acotada para to-
do tiempo; en consecuencia, obtendremos que la entrada p(z) del sistema de error (3.31) es
también acotada para todo #, esto es:

pt) <N <eo, V>0 (3.32)

con .4 = max{./4; ;}, esto debido a que A.;, B, Eci,Ar j»Brj,V; son constantes y estdn aco-
tadas Vr. Para la estabilidad BIBO es necesario mostrar que para una entrada p(¢) acotada
Vt, obtendremos:

lec(t)|| < A < oo (3.33)

donde ||-|| es la norma euclidiana del vector; ademds, .# € R es una cota Vz. La solucién
del sistema conmutado de error (3.31) es [Liberzon, 2003, Orlov, 2009]:
t
ec(t) = ec(tg)eti =) 1 [ A=) p(T)dt (3.34)

Io
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la cual, por linealidad, se puede escribir como:

ec(t) — ecna[(t) +ecf0r(t> (3.35)
donde: B
ecnal(t) = ec(tO)e cilt=to)
LA (3.36)
ector(t) = / '~ p(1)dt
fo
son la respuesta natural y forzada del sistema, respectivamente.
Para la respuesta natural:
eenar(t) = ec(ty) el =) (3.37)

se garantiza estabilidad asintética cuando ¢ —ty — oo, tal como se muestra en la seccién 3.1.2.
No obstante, y debido a las conmutaciones, ¢ — ty — oo puede no cumplirse en general. Ain
con lo anterior, y teniendo en cuenta que A.; estable Vi,z, tenemos que para cada conmuta-
cion, la condicién inicial e.(y) se mantiene acotada, por lo que:

lecnar(t)|| < ¥ < oo (3.38)

Por otro lado, para el término de la respuesta forzada del sistema, se procede a mostrar BIBO
estabilidad:

t
eefor(t) = / eAil=%) o (7)d (3.39)

Io

t
leaur ] =|| [ p(e) oz
1
tO
< [l p(x)] dx
L
< [l lp(e)] ax
0

t
< [ et D de
Iy

obteniendo finalmente:

t
leqorlt) | <A [ €9 de (340
fo

Hemos mostrado que A; es estable para todo i, asf, eeil=7) eg convergente a cero sif — T es

positivo, por lo que el término integral es acotado V¢, por tanto:
t
leqerlt) | < [ e dz
0
AW
donde # = méax{#;}, #; € RT. Por lo que, en general:

lec()|| <% + N W (3.41)
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definiendo .#Z = % + V"W, queda:
lec(t)|| < .4

Por lo que el sistema conmutado de error (3.31) es BIBO estable si se cumple con el criterio
de la seccion 3.1.2 y lareferencia I'(¢) es acotada V¢ > 0. Un enfoque diferente para el anélisis
de la BIBO estabilidad del sistema conmutado, puede encontrarse en [Chen and Sun, 2017].

33



Capitulo 4

Control Digital

En el capitulo anterior se derivé un control analdgico para los casos de estabilizacién
a un punto de equilibrio y seguimiento de referencias. Ahora planteamos la necesidad de
construir un controlador digital. Consideraremos al control digital como un controlador que
ha sido muestreado cada T tiempo, y luego, retenido por un ZOH, el cual serd tomado como
ideal. Una manera de disefiar controladores digitales es emplear el modelo de un controlador
analdgico ya existente, de forma que se obtengan ganancias adecuadas, ya que las ganancias
del control anal6gico no garantizan, en general, que el sistema cumpla con el objetivo de con-
trol, incluso, llegando a provocar inestabilidad. Dado esto, se busca aproximar la dindmica
del sistema controlado digitalmente a la dindmica del sistema controlado anal6gicamente por
un controlador que proporcione buen desempefio en el sistema de interés. Para lo anterior, se
empleara redisefio digital. El proceso de obtener un control digital a partir de un controlador
analégico, de modo que los estados del sistema controlado digitalmente coincidan en cada
instante de muestreo con los estados del sistema controlado de manera analdgica, se conoce
como rediseiio digital. Aplicar un controlador digital a un sistema analdgico deriva en lo
que conocemos como sistema hibrido, tal como se explicé en la seccion (2.2), por lo que en
adelante nos referiremos a este sistema de esta forma.

Control Digital

Continuo [ Analégico Discreto / Datos muestreados Digital

| |
| ua(t) ud(kT¢ ualt) |
| LY |
! N LT L t!
| T 1 T |

________ N - - - - - - =W - - - - — — — - X— — o Sistema Anal6gico
7(t) + ug(t)y -7 ug(kT) -~ ug(t) -7~ | . xa(t) ya(t)
E4 ZOH x4(t) = Axy(t) + Buy(t) C
= T KT <t <kT+T

Ky

Figura 4.1: Sistema hibrido de control para el caso de seguimiento de referencia.

Para realizar el redisefio, emplearemos la discretizaciéon directa mostrada en [Lewis,
1992], la cual emplea la solucién a cada parte del sistema controlado en tiempo continuo,
en caso de ser un sistema conmutado; y la solucién del sistema, en caso de no tener con-
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mutaciones. Con el fin de que se cumpla el objetivo de la coincidencia de los estados en
cada instante de muestreo k7', es necesario encontrar un modelo discreto para los sistemas
hibrido y anal6gico, esto debido a que el modelo discreto de ambos es una aproximacion al
comportamiento en cada instante de tiempo. El redisefio digital emplea estas aproximaciones
como estrategia para obtener las nuevas ganancias. A continuacidn, plantearemos el sistema
hibrido para los casos de estabilizacion a un punto de equilibrio X, k = 1,2, ..., g del sistema
analégico (3.1), y de seguimiento de referencias variantes en el tiempo.

4.1. Modelos de los sistemas hibridos de control

Consideremos el sistema analdgico en tiempo continuo, invariante en el tiempo, y en
general, lineal por partes:

Xd(f) = A,'xd(l‘) —f-Bl'Vi(l‘)

va(t) =Cixyq(t), i=1,2,....q
donde x,(t) es el vector de estados del sistema, V;(¢) es el vector de entradas propio del
sistema, e y,(¢) es el vector de salida, todos con los tamafios adecuados. Ademads, las matrices
A;, Bj, G, y los vectores v; son exactamente los mismos que los dados en (3.1) para cada i.

A continuacién derivaremos los modelos hibridos de los casos en los que se aplica control
digital para regulacion a punto de equilibrio y seguimiento de referencias.

4.1

4.1.1. Sistema hibrido para estabilizacion a punto de equilibrio

El sistema analdgico (4.1) considerando la accion del control digital, queda:

Xq(t) =Aixg(t) +Bivi+Biug(t), i=1,2,..,q 4.2)

donde el control digital con ganancias adecuadas, esta dado por:
ug(t) = —Kgiex(kT), i=1,2,...q (4.3)
conkT <t <kT+T,keN, T € RT como periodo de muestreo, donde e, (r) = x,4(t) — X es
el error en tiempo continuo del sistema respecto del punto de equilibrio & = —Ax~'By vy, ¥

ex(kT) = x4(kT) — X es el error muestreado. Considerando a %y, el lazo cerrado de (4.2) con
(4.3) resulta en el sistema hibrido:

Xq(t) = Aiex(t) — BiKgiex(kT), i=1,2,....q (4.4)
Como X es un punto de equilibrio para todo k, la dindmica del error queda:
éx(t) = Ajer(t) — BiKyiex(KT), i=1,2,....q 4.5)

Los sistemas (4.4) y (4.5) son equivalentes, y contienen la dindmica del sistema analdgico
cuando es controlado digitalmente para ser estabilizado a uno de los puntos de equilibrio de
(3.1). El control (4.3) es empleado cuando k = i, es decir, cuando es aplicado en la i-ésima
parte del sistema en la que se encuentra el punto de equilibrio al que se busca estabilizar al
sistema. Cuando esto no ocurre asi, es decir k # i, consideremos emplear el controlador:

uz(t) = —Kgiex(kT) — B 'Aigy —vi, i=1,2,....q (4.6)

Emplear el controlador (4.6) en el sistema (4.2), resulta en el sistema hibrido (4.5).
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4.1.2. Sistema hibrido para seguimiento de referencia

Tomando el sistema analégico (4.1) y considerando la accion de control para seguimiento
de referencias variantes en el tiempo, obtenemos:

xd(t):Aixd(t)+Bivi+Biudi<t)7 i:172;"'7q 4.7)
donde el control digital con ganancias adecuadas para seguimiento es:
ugi(t) = —Kaixa(kT) + Eq;U(kT) —v;,  i=1,2,....q (4.8)

donde kT <t < kT +T. Cerrando el lazo entre el sistema analdgico (4.7) y el controlador
digital (4.8), obtenemos el sistema hibrido:

Xd(t) = Aixd(t) — Bin,-xd (kT) —f—B,’EdiF(kT), I= 1,2, ey (49)

4.2. Rediseno Digital

Los modelos (4.5) y (4.9) son los modelos de los sistemas analdgicos controlados di-
gitalmente, la obtencidn de estos modelos no es el problema a resolver en el redisefo. El
problema a resolver es el de la derivacion de las ganancias K7, para el problema de regula-
cién a un punto de equilibrio, K;; y Eg4; para el problema de seguimiento de referencias, a
partir de las ganancias del controlador analdgico. Para lograr el redisefio digital que garan-
tiza coincidencia de estados en cada instante de muestreo 7', es necesario recurrir al método
de discretizacion directa mostrado en la seccidén (2.1), con el cual se derivardn los mode-
los discretos de los sistemas controlados analogicamente y digitalmente, para cada caso. A
continuacion la discretizacion para los modelos mencionados y la aplicacién del redisefio
digital.

4.2.1. Rediseiio para estabilizacion a punto de equilibrio

Para el redisefio del controlador analdgico, que busca estabilizar al sistema (3.7) a un
punto de equilibrio de (3.1), es preciso discretizar los modelos (3.7) y (4.5).

Para la discretizacion directa del modelo analégico (3.7), multiplicamos a ambos lados del
mismo por e~
g d(ex(t))

7A_[
= cl ACi (7
dt ¢ eslt)

(

e—AL—.,-td(ef(t)) _ e_AE"tAcie;(t) -0
dt
d(e A ex(1))
dt
Integrando de ambos lados desde # a z, obtenemos:

td(eAateg(1)) iy
dA = 0dA
/to dA Iy

=0
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e_AEi’e;(t) — e_AEitoex(l()) =0
e_Af'"’e,;(t) = e_A‘_'i’Oex(to)
ex(t) = eAc‘i(Z*ZO)ej(to)

Tomando tg = kT yt =kT +T:
ex(kT +T) = el g (kT)

Lo que finalmente se escribe como:

ex(kT +T) = Geiex(kT), i=1,2,...q (4.10)

con G,; = e4aT . El anterior, es el modelo discreto del sistema controlado analdgicamente
respecto al punto de equilibrio .

Ahora aplicamos el mismo método de discretizacion para el sistema hibrido (4.5). Mul-
tiplicamos en ambos lados por e 47

eAit@ — eiAltAlex(l‘) — eiAltBle'lex(kT)

eA"’—d<e;t(t)) —e*A"tA,-ex(t) = —e*A"tBiKJiex(kT)
d(e ey (1))
dt
integrando por ambos lados de 7y a t:

t —Aid t
/ de""ei(1)) di — _/ e 2 BiK 1ex(kT) dA
Iy dA Io

= —e YBiK e, (kT)

t !
e e (A)| = —/ e’A"AB,-Kd-iex(kT) dA
I

0

Ty

t

Io

t
e—Aizex(t) — efA"tOex(to) _/ e’AiABin-iex(kT) dA
fo

t
ex(r) = M0 (1) — / eV BK e (KT) dA
Io

pero recordemos que e,(kT') = cte para todo A € [f,t¢] debido al retenedor de orden cero
(ZOH), por lo que:
t

ex(r) = M0 e (1) — / el ~MB; dAK e (KT)

Iy
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considerando to = kT y t = kT + T, queda:

kT+T N
ex(kKT +T) = eMT e (kT) — / A KTHT=2) B, d)K ;e (kT)
kT
reescribiendo
ex(kT + T) = Giex(kT) —I:Il'Kd‘l-ex(kT)
finalmente:
ex(kT+T) = (Gi—FIiKJi)ex(kT), i=1,2,....q “4.11)
donde
G_,’ = eAiT
4.12)

- - 1 _

H,‘:(Gl‘—Ian)A,' Bl', 1= 1,2,...,6]
Una vez obtenidos los modelos discretos del sistema controlado analégicamente y el contro-
lado digitalmente se procede a aplicar el redisefio digital. Nuestro objetivo de control para
este caso es lograr que los estados del sistema (4.5) coincidan con los estados de (3.7) en ca-
da instante de muestreo, es decir x4 () ‘ g = Xe(t) | g7 10 que, como vimos, es equivalente
aex(t) |t:kT = ex(t) |t:kT. Para lo anterior, permitiendo ey (kT +T) = ex(kT + T ), se obtiene:

(Gi — Hin‘l-)ex(kT) = Gciex(kT)
donde para que lograr e, (kT) = ez(kT'), se debe cumplir:
(Gi — HiKj;) = G

de donde se obtiene el redisefio de las ganancias para el controlador digital. Resolviendo para
K d_"

it

K;=H'(Gi—Gu) (4.13)

parai=1,..,q.

4.2.2. Rediseio para seguimiento de referencias variantes en el tiempo

Como en el caso de estabilizacion a un punto de equilibrio, ahora se aplicard la discre-
tizacion directa para los sistemas controlado analégicamente (3.21) y digitalmente (4.9), de
manera que se aplique el redisefio digital y se cumpla x;(7) ‘ g = Xe(t) = | T

Para este caso, consideraremos la referencia I'(¢) en el sistema analdgicamente controla-
do (3.21), como una entrada continua a trozos, es decir I'(1) =T'(kT), kT <t <kT +T, esto,
como se explicé en la seccién (2.1), es necesario para que la discretizacion tenga sentido.
Aplicando la discretizacidn al sistema controlado analégicamente:

Ld(xe(t —Aci —Aci
eAmt% = e ACltAcl‘xc(t) +e ACltBiECiF(kT)

e (r)

et e A Ayx (1) = e A BET(KT)
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d(e Ad'x.(1))
dt
integrando por ambos lados de 7y a t:

= e A BET(KT)

¢ —AgiA t
/ dle " xA) 45 — ['eArBE T (KT) di
0 dA fo

ety ()|

!
_ / e ArB.ED(KT) dA.

fo 1o

t
e el x (1) — e Aailx (1o) = / e A BE,T(KT) dA

To

t
e_A”'txc (1) = e_A""lO)CC (to) + e_A""’lBiEc,-F(kT) dA
fo
Como la referencia I'(-) se mantiene constante en todo el intervalo de integracion:

t
e Ay (1) = e Ailx (19) + | e At B; dAE,T(KT)

To

3
xe(t) = et =0)x (10) + [ e~ B; dALE.T(KT)

1o

considerando to = kT y t = kT + T, queda:
kT+T A
xe(kT +T) = e x.(kT) + / AT+ T=A) B, 4AET(KT)
kT
reescribiendo:

xe(kT +T) = Geixe(KT) + HiE,T(kT), i=1,2,...q

donde:

Gei = eACiT

H. = (Gci _Inxn)AciilBi; = 1,2,---,q

(4.14)

(4.15)

Una vez obtenido el modelo discreto para sistema controlado analégicamente, se procede
a encontrar el modelo discreto del sistema hibrido (4.9), para lo cual procederemos como

anteriormente. Multiplicamos a ambos lados del mismo por e 4

dx,(t
e M x:ilt( ) _ e " Apxy(t) — e N BiKyixy (kT) + e 4" BE,T(kT)
dx,(t A ; '
e x;zlt( )_ e ' Apxy(t) = e M BiKyxa(KT) + e " B,E4T(kT)
d —A;t t
eTxd() = —e N'BiKyixy(kT) + e ' B,E4 T (kT)

integrando por ambos lados desde 7 a ¢:

t 7A,'A A‘ t !
[ g~ [ e A Bk () dd [ €N BELTT) d
% dA fo 10
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t t !
e Mty (1)| =— / e Y BiKxg(kT) dA + | e A B,E;T(KT) dA

Iy o o

t
e Ailxy(t) —e Ay (1) = _/ e “*BiKyxg(kT) dA+ | e “*BiE,T(KT) dA

To To

t

¢ t
e Ay (1) = e i, (1) — / e M BiKyixy(KT) dA + | e *BiEgT(KT) dA

To To

1 1
xd(t) = eAi(zitO)xd(l()) —/ eA"(ti/l)Binixd(kT) dA —|—/ eA"(ti/l)B,’EdiF(kT) dA

) fo

pero x,(kT) y T'(kT) son constantes en todo el intervalo de integracién, por lo que:

t t
xq(t) = eAi(l_lO)Xd(lo) — / eAi(t_l)B,' dAKgixy(kT) + eAi(t_l)B,' dAE,T(KT)

o Io

tomando tg = kT yt =kT +T:

kT+T kT+T
xg(kKT +T) = e xy(kT) — / MK THT=2) B, AN K yixg(KT) + / AN KTHT=A) B gL E 4T (KT)
kT kT
reescribiendo:
X4 (kT + T) = Gixy (kT) — H;K;ix, (kT) —f—Hl’EdiF(kT)
finalmente:
xg(kT +T) = (G; — HiKy;)x4(kT) + H;E4;I'(kT) (4.16)
donde:
Gi= eAiT
“4.17)

Hi — (Gl —Ian)Al’_lBi7 1= 172’ N

La ecuacion (4.16) contiene la dindmica discreta del sistema controlado de forma digital.
Una vez obtenidos los modelos discretos para los sistemas (3.21) y (4.9), se puede realizar
el redisefio de las ganancias. El objetivo en este caso es x4 (1)] g = Xe(?) | 7> bara lo cual
permitiremos que x;(kT +T) = x.(kT + T), asi obtenemos:

(Gi — HiKgi)xq(kT) + HiEqiT(kT) = Geixe(KT) + HeiEei (KT
Con la misma referencia I'(kT') para ambos modelos, se cumple x;(kT) = x.(kT) si:

Gi—HK;i = G¢;
HiEdi - HciEci

de donde se pueden obtener las nuevas ganancias para el control digital. Resolviendo para
K4 y E4i, el rediseio queda:

Ky = Hf1 (Gi - Gci)

» | (4.18)
E4ji=H; H.E.;, i=1,2,..,q
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Como resultado de la aplicacion del redisefio digital, se obtuvieron las ganancias adecua-
das para los objetivos de control. Para regulacién a un punto de equilibrio, el controlador
digital (4.5) queda con las ganancias obtenidas en (4.13); mientras que en el caso de segui-
miento de referencias variantes en el tiempo, el controlador (4.8) tiene como ganancias de
realimentacion y prealimentacion las encontradas en (4.18). En ambos casos, se garantiza un
mejor desempeiio del control digital, cuando tiene las ganancias obtenidas por redisefio, que
cuando tiene las ganancias obtenidas para el controlador analégico.

4.3. Rediseiio digital para seguimiento con comportamien-
to entre muestreos

En la seccion anterior se realizé el rediseno digital a través del método de discretiza-
cion directa mostrado en [Lewis, 1992], el cual no contempla el comportamiento del sistema
entre muestreos. A continuacion, se plantea realizar el redisefio digital considerando el com-
portamiento entre muestras del sistema controlado digitalmente, para lo cual se empleardn
cuadraturas de Chebyshev mostradas en la seccién (2.1.1). Lo anterior solo se aplicaré al ca-
so en el que se busque seguimiento de referencia, debido que la integral que se reconstruye
con las cuadraturas es una integral de convolucidn, la cual no estd presente en el caso de
regulacién a un punto de equilibrio.

Consideremos, para el modelo discreto (4.14) del sistema controlado analégicamente (3.21),
el caso de muestreo rapido, es decir, el caso en el que podamos reconstruir N muestras entre
muestras:

xe(kT +0T;) = G Wx (kT) + H;WE.T(kT), i=1,2,...q (4.19)

donde 7, = T /N, con N € N como el nimero de puntos en los que se divide el espacio entre
muestras, y n = 1,2, ... N. Definiendo ademas:
G (n) — eAciTn n — eAcinTn
o = () 1 (4.20)
Hci(n) — (Gci(n) _Inxn)Aci_ Bi7 = 1727 e q
El modelo en tiempo continuo del sistema controlado de manera analdgica (3.21) puede
reescribirse como:

xc(l‘) :Aixc(t)—BiKcixc(l‘)—i—BiEciF(l), i=1,2,....q 4.21)
Aplicando la discretizacion directa mostrada anteriormente, obtenemos el siguiente modelo
discreto:

kT+T
xe(kT +T) = Gixe(kT) — / AN KTHT=) B K x(A)dA + HEL(KT), i=1.2,....q
kT
(4.22)

con G;, H; como en (4.17). El término de la integral de convolucién se puede aproximar
mediante la cuadratura de Chebyshev [Shieh et al., 1998]. Consideremos:

a

b N
/ e KBk ix(A)dA ~ WK Y x (kT +nT,), i=12,...q (4.23)
n=0
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donde: | b
= — AiKT+T=2) p.d ) [ =1,2,... 4.24
N+ 1 l € 1 ) l 34 ( )

es el factor de ponderacion. Sabemos de (4.17) que:
b
/ AT+ T-A)g 13
a

por lo que el lado izquierdo de (4.23) queda:

N N
WK Y xo(kT +nT,) = ——HiK,; Y xc(kT +nT) (4.25)
n=0 N+1 n=0

reemplazando (4.19) en el lado derecho de (4.25), queda:

1

1
NI HKC,ZGC, xc(kT)+—HKC,ZHC, VET(kT)

HKC,ZxC kT +nT,) = N1

+1

asi, por transitividad:

by, _ 1 1 N
/ ANiKTHT=) Bk ix (A)dA ~ ~ K Z Gei ™. (kKT) + N HiKe Y H™E.T(kT)
a + =0 + n=0

(4.26)
reemplazando (4.26) en (4.22) obtenemos finalmente:

1 N 1 N
X (kT + T) = (Gl - N—HHiKci Z Gci(n)>xc(kT) +Hi <In><n - 1Kci Z Hci(n)>ECiF(kT)
n=0 n=0

N+
(4.27)
Ahora, para fines del redisefio, permitamos que la dindmica discreta del sistema hibrido
(4.16) coincidan con la del sistema controlado analégicamente con el muestreo entre mues-
tras (4.27), es decir xy (kT +T) = x.(kT +T):

1 N
(Gi — HiKy;)xa(kT) + HiE4D(KT) = (Gi -NT 1H,KC, Y G )xc(kT)

n=0
N
o Hi{n = Kot Y He™ ) Eal (KT)
n=0
con I'(kT') igual en ambos sistemas, para lograr x,(f)| iy = Xe(?) } 7> S€ debe cumplir:
1 N

Gi— HiKqi = (Gi - N—HH,-KC,-HZ:OGci<“>>, i=1,2,...9 (4.282)

U N SR Sy
HiEg; = Hi( Inxn K. Z H,; Eei, 1= 1727 ceq (4.28b)

N+1 7 =

Ahora, (4.28a) y (4.28b), es decir, el redisefio de las ganancias, contienen la informacion de
las N muestras entre muestras. Consideremos como ideal, el caso en el que podamos dividir
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el muestreo en infinitas partes, es decir, cuando N — oo. Lo anterior se resolvera para las dos
partes de (4.28), obteniendo el redisefio de ganancias de realimentacién y prealimentacion
para el control digital (4.8).
Para (4.28a) tenemos:

1 N

Kui = N—_HKcingchi(n), i=1,2,....q (4.29)

por propiedades de sumatorias:

N
Z Gci(n) = [(Gci(]) _Inxn)_] (Gci(N) _In><n> + Gci(N)]

n=0
pero Gci(N) = G, por lo que:
Kdi - LKci[(Gci(l) _Inxn)_] (Gci _Inxn) + Gci]
N+1

Ahora, evaluando el limite cuando N — oo:

1 _
Kiy = Jim =Kl (G = ) ™ (Ger = ) + G

. [N+1 AT)? =
:KCil\llinoo [T <ACiT—|— ( ;N) +)] (Gei — Inxn)

obteniendo finalmente el redisefio para las ganancias de realimentacion:

Kdi = Kci(AciT)_l (Gci _In><n>7 = 1727 - q (430)

Por otro lado, para (4.28b) tenemos:
1 N
Eq4i = (Imxm_N—_HKcinZ::OHci(n))Eci; = 1,2,---,q (431)

reemplazando H.;™ de (4.20):

1 N _
Edi - <Im><m - N——HKCi Z (Gci(n) _In><n>Aci 1Bi)Eci
n=0
1 N N |
Edi = (Inxn - N—_I_chi|: Z Gci(n) - Inxn}Aci_ Bi>Eci

n=0 n=0
por propiedades de las sumatorias:

N
Im><m — (N+ 1)In><n
n=0
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N
Ed‘:(lmx’" N+1 [ZG N+1)”X”}A“"_13">EC"
n=0
N 1
n=0
e O N N B B N R e

evaluando el limite cuando N — oo:

N

1 N 1
Egi=Eei+ [— lim Koy ) Ga™ + lim —— K+ lim KC,}AC,-_IB,-Eci

N—oo N+ 1 = +1 N—oo N 4+

1 N
Egi = E¢i [— lim ——K.; Y Gy Kci]AcleiEci
¢ i oK "

N—oo n—0

reemplazando (4.29), queda:
Egi=Eci+ (Kei — Kgi)Aci 'BiEei,  i=1.2,....q (4.32)

Asi, (4.30) y (4.32) se obtuvieron mediante el redisefio considerando el comportamiento
entre muestras, resultan como alternativa a las ganancias obtenidas por el redisefo sin inter-
muestreo (4.18), el cual no tiene la ventaja, en general, de considerar comportamiento entre
muestras.

A lo largo del capitulo, se mostré la aplicaciéon del método de discretizacion directa a los
sistemas analdgicos correspondientes a estabilizacion a punto de equilibrio y seguimiento de
referencias variantes en el tiempo. Esta discretizacion es fundamental para el redisefio de las
ganancias de los controladores analdgicos. El primer redisefio realizado, no contempla in-
formacidn entre muestreos, un problema natural relacionado con los controladores digitales.
No obstante, mediante cuadraturas de Chebyshev, se logré derivar un controlador digital que
si considere el comportamiento intermuestral. A continuacidn, se aplicaran los resultados al
conocido sistema cadtico de Chua, el cual puede ser descrito como un lineal por partes, cuyas
conmutaciones dependen de los estados. Se disefiard el LQR y el LQT analégicos para cada
objetivo de control. Con estas ganancias, se aplicara el redisefio digital recientemente visto,
y se derivaran las ganancias adecuadas. El efecto de los controladores analégicos y digitales,
podran visualizarse a través de simulaciones.
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Capitulo 5

Rediseno Digital Aplicado al Circuito de
Chua

En este capitulo se aplicard el redisefio digital al circuito de Chua, partiendo desde el
disefio del controlador analégico subdptimo para estabilizacion a punto de equilibrio y se-
guimiento de referencias. Se ha optado por este sistema ya que aunque es no lineal en general,
se puede llevar a una representacion lineal a trozos [Jianxiong et al., 1996]. Lo que aqui se
sigue, puede ser aplicado a cualquier sistema lineal, lineal a trozos o incluso, no lineal que
pueda ser linealizado de alguna manera. Cabe recalcar que el objetivo de esta investigacion
no radica en linealizar sistemas, sino en implementar el redisefio digital en sistemas que po-
sean una representacion lineal.

Como vimos en la seccidn (2.5), el sistema de Chua puede reescribirse en forma de espacio
de estados como:
Xc(l‘) = Aixc(t) + B;v;

ye(t) = Cix(t), i=1,2,3 (5.1

donde x.(t) = [x.1(7); xc2(2); xe3(7)], y ¢ = 3; ademds, las matrices A; y B; son [Guo et al.,
2000b]:

[—a(1+my) a O —oa(my—my) 0 0

Al = 1 -1 1|, By= 0 1 0], cuando x.(t) > 1.
0 —B 0 0 01
[—o(14+m;) o O] [1 0 0

Ay = 1 -1 1|, By=10 1 0], cuando |x.1 (1) < 1.
0 —B 0] 0 0 1
_—(X(1+m0) o O] _(X(ml —mo) 0 0

Ay = 1 -1 1|, Bz= 0 1 0|, cuandox.(t) <—1.
0 ~B 0] 0 0 1

(5.2)
C; = L33 para todo i, con v; = [1,0,0] T, v2 = [0,0,0] " y v3 = [1,0,0]". Con los pardmetros
a=10, B =14.87, my = —0.68 y m; = —1.27, el sistema (5.1) tiene el comportamiento
cadtico mostrado en la Figura 5.1:
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Sistema caético de Chua Estados del sistema caético
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(a) Chua Cadtico (b) Estados del Sistema Cadtico vs ¢

Figura 5.1: Sistema Cadtico de Chua.

A continuacion, se realizaré el disefio analégico de dos controladores; el primero estabi-
liza al sistema (5.1) a uno de sus puntos de equilibrio %, k € {1,2,3}, y el segundo permite
el seguimiento de referencias variantes en el tiempo. Como se menciond anteriormente, el
disefio de éstos, se hard en base a un LQR y LQT subdptimos, empleando los resultados de
las secciones 3.1.1 y 3.2.1 respectivamente. Para todas las simulaciones mostradas en la pre-
sente seccion, se emple6 el integrador de paso fijo ode4 de MATLAB ®, basado en el método
clasico de cuarto orden de Runge-Kutta, con un tiempo de integracion de t;,; = 0.001s.

5.1. Control analégico

Nuestro primer objetivo es estabilizar el sistema (5.1) a alguno de sus puntos de equilibrio
Xx = [1x, Fox, %3¢] | parak € {1,2,3}. Para encontrar a los puntos de equilibrio, procedemos
resolviendo x.(¢) = 0, por lo que obtenemos, como en (3.2):

o= —Ar By, ke {1,2,3} (5.3)
Empleando los valores de A;, B; y v;, obtenemos el punto de equilibrio para cada caso, asi:
%) =[—1.8438, 0, 1.8438]"
% =1[0,0,0]" (5.4)
%3 =[1.8438, 0, —1.8438]"

5.1.1. Estabilizacion a un punto de equilibrio
Consideremos el controlador anal6gico dado por:
Ugi (l) = —Ka' (XE<I) — )zk) (55)

coni=1,23yke{1,2,3},donde K € R3*3 es la matriz de realimentacién de estados para
cada parte del sistema conmutado. El sistema de Chua considerando la accién de control es:

X(t) = Aixc(t) + B;ivi+ Biugi(t), i=1,2,3 (5.6)
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Definimos el error ex(t) = x.(¢) — X. De la ecuacién anterior, Kz es la matriz que representa
la ganancia de realimentacién para cada i-ésima parte del sistema conmutado, la cual serda
obtenida més adelante para i = 1,2, 3. El sistema de error respecto a cada punto de equilibrio
Xj €s:

éx(t) = xc(1) (5.7)
Cerrando el lazo del sistema (5.6) con el control definido en (5.5), tenemos:
éx(t) = (A; — BiKi)ex(t) (5.8)
lo que es equivalente a:
xc(t) = (A; — BiKzi)xc(t) — (A; — BiKz) ¢ (5.9

i=1,2,3,ke{1,2,3}. El origen de (5.8) es el punto de equilibrio al que se busca estabilizar
el sistema de error mediante el disefio de las ganancias Kz, esto garantiza que el sistema
controlado analdgicamente en lazo cerrado (5.9) se estabilice al punto de equilibrio deseado.
Para obtener las ganancias Kz, i = 1,2,3, usaremos la ecuacion (3.13), derivada de la aplica-
cién del LQR a un sistema conmutado lineal por partes. Resolviendo la ecuacidn algebraica
matricial de Riccati (3.14) para cadai,con R =15,3y 0 =2 X 103 % I3 .3 obtenemos:

[44.1893  2.2898 —0.0715
Kz = | 0.3881 45.4592 —6.7351
| —0.0121 —6.7351 44.0586

[47.2739  5.6139  0.4093
Kz =|5.6139 46.2787 —6.6478 (5.10)
| 04093  —6.6478 44.0720

[-44.1893 —2.2898 0.0715
K = | 03881 454592 —6.7351
| —0.0121  —6.7351 44.0586

Debido a que (5.1) es un sistema conmutado, la estabilidad del punto de equilibrio Xy, se debe
comprobar usando una funcién comtn de Lyapunov V : R? — R radialmente desacotada, que
para todas las partes lineales del sistema conmutado cumpla que:

1. V(O) = O,V(ex) > 0,Vex 7é 0
2. V(e,g) < O,V€j € R3
de modo que el origen de (5.8) es asintéticamente estable [Liberzon, 2003, Liberzon and

Morse, 1999].

Obviando por simplicidad la dependencia del tiempo en ex(?), la funcién candidata comin

es:
V(ex) = ex ' Pe; (5.11)

con P una matriz simétrica positiva definida. Derivando la funcién candidata a lo largo de las
trayectorias de (5.8), obtenemos:

V(ef) = é;Pef + €ijéj
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V(es) = ((Ai — BiKz)es) ' Pex+ex' P(A; — BiKzi)es
Vez) = ez (ALP+PAg)ex (5.12)

con Ag; = A; — BiKz;, para i = 1,2,3. Ahora, para obtener V;(ez) < 0, la matriz ALP + PA;;
debe ser negativa definida para cada i, o lo que es equivalente:

ALP+PAg < —el3y3 (5.13)

Seleccionando € = 1, encontramos que con

05 0 O
P=]0 05 0 (5.14)
0 O 05

la ecuacién con la funcién candidata si cumple las condiciones para ser una funcién de Lya-
punov comun, por lo que existe al menos una funcién comun para las 3 partes del sistema,
que cumpla con las condiciones que garantizan la estabilidad asintética de (5.8). Asi, se
muestra que el disefno del controlador propuesto para el sistema conmutado de error, lo vuel-
ve asintticamente estable al origen.

Se simulé el sistema en lazo cerrado (5.9), con las ganancias (5.10); para lo anterior, se
tomaron condiciones iniciales x.(0) = [~0.1 —0.1 —0.1] " para los estados del sistema. Para
esta simulacion, en los primeros 100 instantes, el control no esté siendo aplicado. Luego, a
partir de alli, se aplica con las ganancias Kz;, i = 1,2,3 disefiadas.

Sistema de Chua controlado analégicamente Estados del sistema
T T T T
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. . .
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<
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XV 1o %49 i

(a) Sistema de Chua Controlado en t=100 (b) Estados del Sistema Controlado vs ¢

Figura 5.2: Sistema de Chua controlado analégicamente para estabilizacion a 5.

En la Figura 5.2 se puede observar el comportamiento del sistema de Chua. En (a) el siste-
ma es cadtico hasta r < 100, a partir de ahi, el sistema converge al origen. En (b) observamos
lo mismo, pero desde los estados del sistema controlado. Planteemos ahora la necesidad de
llevar al sistema a un punto de equilibrio diferente del origen, esto es x # 0, para lo cual,
basta con modificar %, k € {1,2,3} en el controlador analégico (5.5). De (5.4), tomemos
X3 = [1.8438, 0, —1.8438]T. En simulacién, obtenemos:
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Sistema de Chua controlado analégicamente Estados del sistema controlado

(a) Sistema de Chua Controlado en t=100 (b) Estados del Sistema Controlado vs ¢

Figura 5.3: Sistema de Chua controlado anal6gicamente para estabilizacién a X3.

Habiendo disefiado el control analégico para regulaciéon a un punto de equilibrio del
sistema de Chua, en la siguiente seccion se realiza el disefio del controlador analdgico para
lograr seguimiento de los estados de una referencia variante en el tiempo. Para lo anterior, se
disefiard un LQT para cada parte del sistema conmutado.

5.1.2. Seguimiento de referencia con dinamica explicita

Considere ahora, como la referencia a seguir, al sistema también lineal por partes:

() = Ar;I(t) + Br;V; , para j = 1,2,3.

- 5.15
21) = C;T(r) .13)
conI'(t) = [[1(2);T2(2); T5(2)], y ¢ = 3; ademas:
_—(Xr(l —i—m,o) o 0] ——OCr (mrl —m,o) 0 0
Ar = 1 —1 1| ,Br1 = 0 1 0|, cuandoI} (l) > 1.
0 —B, 0] I 0 0 1
[—a, (1+my) o O] 1 0 0
A = 1 -1 1|,Bp=10 1 0f, cuando ‘Fl (t)‘ <1.
0 —B, 0] 0 0 1
-—Otr (1 —|—er) o 0] -Otr (mrl - mr()) 00
Ars = 1 -1 1 ,Brz = 0 1 0 , cuando I' (I) < -1
0 ~B, 0 0 0 1

En (5.15), Cj = I3 Vj, por lo tanto, nos referiremos al vector de salida del sistema
de referencia z(t) € R? como I'(¢). Definimos v, = [1,0,0]", ¥, = [0,0,0] ", ¥3 = [1,0,0] ";
mientras que los pardmetros de la referencia son o, = 8.85591, B, =15, myo =—8/7, m,; =
—5/7. Simulando la referencia, con condiciones iniciales I'(0) = [~0.6 — 0.6 —0.6]T, ob-
tenemos:
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Sistema de Referencia dos de la referencia
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(a) Ultimos 50 instantes del Sistema Referencia (b) Estados de la Referencia

Figura 5.4: Sistema de Referencia.

Encontramos que, con las condiciones iniciales dadas, la referencia se mantiene acotada
para todo tiempo. Formando el vector de valores mdximos que toma cada componente de la
misma, obtenemos 'z = [2.0400, 0.7036, 3.8216]T, por lo que numéricamente, encontra-
mos la cota de (5.15) como:

|IT(2)]| < 4.3888 (5.16)

Definamos ahora el controlador analégico para realizar seguimiento de los estados de la
referencia (5.15):

l/lci(l‘) = —Kcixc(l‘)—f—EciF(l) -v;, i=1,2,3 (5.17)

donde K,; € R3*3, E.; € R3*3 son las matrices de realimentacién de estados, y prealimenta-

cién de los estados de la referencia I'(z), respectivamente. El sistema analdgico (5.1) consi-
derando la accién de control queda:

Xc(t) :Aixc(t)+B,-v,-+B,~uci(t), i=1,2,3 (5.18)
por lo que el sistema para seguimiento (5.18) en lazo cerrado con el controlador analégico
(5.17), resulta:

Xo(t) = Acixc(t) + BiE;L(¢), i=1,2,3 (5.19)
donde A.; = A; — B;K,; es la matriz del sistema en lazo cerrado para cada parte del sistema
conmutado. Propuesto el controlador (5.17) en tiempo continuo con ganancias de realimenta-
cién K,; y prealimentacion E;, i = 1,2,3, usamos la ecuacion (3.27) para obtener los valores

de las mismas para cada parte del sistema analégico conmutado. Tomando Q = 2 x 103 x /3,3
y R = L343, se resuelve la ecuacion algebraica matricial de Riccati (3.28) para cada parte del
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sistema (5.19), obteniendo como ganancias:

[44.1893 2.2898 —0.0715
K. = | 0.3881 45.4592 —6.7351
|—0.0121 —6.7351 44.0586
[47.2739 5.6139  0.4093
Ko = | 5.6139 462787 —6.6478 (5.20a)
| 0.4093 —6.6478 44.0720
[—44.1893 —2.2898 0.0715
Ks=| 03881 454592 —6.7351
| —0.0121 —6.7351 44.0586
y _ i}
447033 0.5732 —0.0935
E. = |—0.5676 41.7573 —7.7101
| —0.0271 73320  44.0403 |
[44.4451 —4.2751 0.3848 |
En, = | 4.0721 40.6715 —7.6256 (5.20b)
| 0.2938  7.0974  44.0534 |
[—44.7033 —0.5732 0.0935
Es= | —0.5676 41.7573 —7.7101
| —0.0271  7.3320  44.0403

Con los valores K.; para i = 1,2,3 obtenidos con el control LQT subdptimo, es facil
verificar que las matrices A.; tienen los siguientes eigenvalores:

eig(A] — B1K.1) = 100 x {—2.6391,—0.4526 4+ 0.0784i}
eig(Ay — ByK) = {—44.8038,—0.4526 +0.0784i}
eig(As — B3K.3) = 100 x {—2.6391, —0.4526 +0.0784i}

por lo que que A.; es estable Vi. Planteado el sistema en lazo cerrado, controlado anal6-
gicamente para seguimiento de referencias, mostramos interés en verificar que el error de
seguimiento de la referencia e.(t) = x.(¢) — I'(t) se mantenga acotado para todo ¢, es decir,
lec(t)| < M < oo para lo cual, es necesario mostrar la BIBO estabilidad como en la seccion
(3.2.2). Para lo anterior, se establece el sistema de error de seguimiento como:

éc(t) = xe(1) — (1) (5.21)
desarrollando con x,(f) = e.(t) + I'(¢):
éc(t) = Apxe(t) + Biv; + Biui(t) — [Ar;T(1) + Br; )]
éc(t) = Aixc(t) — BiKcixc(t) + BiE.I'(t) — Ar,I'(t) — Br; v,
éc(t) = Aciec(t) +p (1) (5:22)

donde p(l) = (AAW' —Bl‘ATl’)F(l‘) —Brj\_/j, AAL'J = Al' _AFj y ATl = Kci — Eci’ para i,j =
1,2,3. Es fécil notar que, en este caso, numéricamente hablando, las ganancias del control
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analdgico para regulacion (5.5), son las mismas ganancias de realimentacion del controlador
analdgico para seguimiento (5.17), por lo que las matrices A.; son las mismas para cada i
en ambos casos. De lo anterior, y derivado de la existencia de la funcion comiin de Lyapu-
nov (5.14), podemos asegurar que el sistema de error de seguimiento analégico (5.22) es
asintoticamente estable cuando p(z) = 0, Vz. Con lo anterior, y como la referencia I'(¢) estd
acotada para todo tiempo (entonces p(t) es acotada para todo tiempo), podemos afirmar que
el sistema conmutado de error de seguimiento presenta estabilidad en el sentido BIBO.

Simulando el sistema (5.19) para t = 200, y el controlador (5.17) con las ganancias (5.20a)-
(5.20b) aplicado en ¢ > 100, resulta:

Sistema de Chua controlado analégicamente Estados x (t) v r(t)

: M“ il w Y Wﬂu"\’ i W i Wu ”‘W‘” i W\
L ”\“u”\f\WW\» \f‘u%‘”‘”u“u Wu\f\M\f\MW =i
_ Mwmw VAT ¢
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(t)

250

x (0
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X a0 (t)
o
xcz(t) ST,(0)
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0
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X O, a4 2

150 200 250

(a) Sistema controlado vs la referencia (b) Estados x.(t) vs I'(r)

Figura 5.5: Sistema controlado anal6gicamente para seguimiento vs referencia.
Obteniendo los estados de este sistema en el tiempo, queda:

Error de segmmlento respeclo dela referenma
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Figura 5.6: Estados del sistema de error e (t) vs t.

Una buena forma de obtener numéricamente una cota para el sistema controlado, es con-
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siderar un vector que contenga los valores maximos que toma cada componente de (5.22),
es decir e.pmgx = [0.3237, 0.6614, 2.1862] ", por lo que una cota del sistema conmutado de
error es:

llec ()] <2.3069 (5.23)

Como vimos en la presente seccion, se logré disefiar un par de controladores analégicos
para el sistema anal6gico conmutado (5.1). El primero de ellos, garantiza estabilizacion a
un punto de equilibrio del mismo sistema; mientras que el otro garantiza seguimiento de
referencias, con un error de seguimiento acotado. En ambos casos, el controlador analégico
tuvo un buen desempeiio, por lo que establecemos que es un buen control analégico, el primer
requerimiento para realizar el redisefio digital de las ganancias. En la siguiente seccién, se
aplica redisefio digital a los controladores analégicos obtenidos.

5.2. Implementacion digital de los controladores disefiados

Hasta la seccion anterior, el controlador aplicado al sistema cadtico tanto para estabilizar
a un punto de equilibrio X, como para el seguimiento de la referencia I'(¢), son de naturaleza
andloga, es decir, su accién es continua en el tiempo. En esta seccion se derivard la forma
discreta de ambos controladores a partir de su forma continua; esto, a través de la conversion
directa mostrada en la seccién 2.1, con la finalidad de establecer un controlador digital para
cada caso.

5.2.1. Estabilizacion a un punto de equilibrio

Planteamos ahora estabilizar el sistema analdgico:
xq(t) =Aixg(t) +Bivi+Biug(t), i=1,2,3 (5.24)
a un punto de equilibrio X; de (5.1), con el control digital:
ug(t) = —Kei(xg(kT) — %), i=1,2,3 (5.25)

kT <t < kT +T,donde T € RT es el periodo de muestreo, y k = 1,2,.... Para (5.24), A;,
B; y v; son exactamente las mismas que en (5.2), mientras que para el control, las matrices
de realimentacién Kz son las mismas de (5.10), es decir, que el controlador digital (5.25)
es resultado de muestrear y retener al controlador analdgico (5.5), sin cambiar las ganan-
cias. Cerrando el lazo del sistema en tiempo continuo (5.24) con el control digital (5.25),
obtenemos el sistema hibrido:

Xd(l‘) = A,-xd(t) —B,’Kgixd(kT) + B;v; + BiKzix,, i=1,2,3 (5.26)

Mediante simulaciones, se observd que para tiempos de muestreo menores a 7 = 0.04s el
sistema hibrido tiene un comportamiento aceptable, sin embargo, para 7 > 0.04s el siste-
ma tiende a inestabilizarse. Dado lo anterior, simulamos el sistema hibrido (5.26), para un
periodo de muestreo de T = 0.04s, y % = [0,0,0] ", obteniendo:
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Sistema de Chua controlado digitalmente

10220 Estados del sistema hibrido vs sistema
T T T
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X1 () vs X4 (t)
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Xgo(0) -1 X44(®) t

(a) Chua controlado Digitalmente por uj;(¢) sin (b) Estados xz(1) vs x;(1)
redisefio

Figura 5.7: Sistema controlado digitalmente sin redisefio para regulacion.

Se simularon 20 segundos, aplicando el control digital en # = 10.0s. Se puede observar
coémo para T = 0.04s, los estados del sistema hibrido x;(¢) no convergen a la coordenada
correspondiente del punto de equilibrio %, = [0, O,O]T, de hecho, el sistema se inestabiliza;
mientras que los estados del sistema controlado en tiempo continuo x.(¢) si convergen, lo
que implica, que el controlador digital con ganancias sin redisefio (5.25) no proporciona
buen desempefio para lograr la estabilizacion. Dado lo anterior, se plantea obtener nuevas
ganancias que garanticen el objetivo de control a partir del redisefio digital, por lo que ahora
definimos el control digital con nuevas ganancias como:

ud_i(t) = _Kd_l(xd_(kT) _Xk)a = 17273 (5.27)
por lo que el sistema hibrido con el nuevo controlador, resulta:
Xd(t) :A,‘xd(l‘) —Bin-l-xd(kT) —f-BiVl'—l—Bin'ifk, 1= 1,2,3 (5.28)

A continuacion, resolveremos el problema de redisefio digital para derivar las ganancias K 7,
i = 1,2,3, que garanticen estabilizacién al punto de equilibrio. Para lo anterior, usaremos
el resultado de la seccion 4.2.1. Evaluando (4.13), con los valores conocidos de A;, B; para
i=1,2,3,y T =0.04s, obtenemos las ganancias redisefiadas:

[3.9778  0.9641  0.0499
K; = | 04752 20.6916 —0.6903
| —0.0497 —7.1857 20.5023

[22.3394  5.0944  0.2289
Kp; = | 1.3319  20.8936 —0.6542 (5.29)
| 0.1225  —7.1378 20.5128

[-3.9778 —0.9641 —0.0499
K= 04752 6916 —0.6903
| —0.0497 —7.1857 20.5023
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Para la simulacién del sistema hibrido con controlador redisefiado, se emplearon las mismas
condiciones que en el caso sin redisefo, un periodo de muestreo 7 = 0.04s para estabilizar a
Xy = [O,O,O]T, con 20 segundos de simulacidn, y el controlador (5.27) con ganancias (5.29)
aplicado para r > 10.0s:

Sistema de Chua controlado digitalmente _ Es‘lados del sislerna hibrido vs s‘istema
5ot X ()
2 of X1 | |
0 5 10 15 20 25
t
= 05 ; 5
] [0
Beosp ‘ ‘ ]
0 5 10 15 20 25
t
= 5
3 *eat
; 0 *gat) |
xo 5 L
0 5 10 15 20 25
t
(a) Chua controlado Digitalmente por u,(¢) con (b) Estados xz(¢) vs x;(¢)

redisefno

Figura 5.8: Sistema controlado digitalmente con redisefio para regulacion.

Es claro que el redisefio de las ganancias analdgicas, deriva en un buen desempefio del
controlador digital (5.27), con el cual se logra la coincidencia de estados entre el sistema
analdgico (5.9) y el sistema hibrido (5.28). Graficando la accién de control, obtenemos:

Controlador analdgico vs digital
T T T

10 10.1 10.2 10.3 10.4 10.5 10.6

10 101 10.2 10.3 10.4 10.5 10.6
t
= of T —
3 ya ugs(t)
> -20F / @ b
2 a0l Ugs(® | |
=, 60| .
3
S 8o | | | | | |
10 10.1 10.2 10.3 10.4 10.5 10.6

t

Figura 5.9: Estados de los controladores analdgico y digital para regulacion.

Podemos observar que el control digital emplea menos magnitud para lograr la regula-
cion, que el control analdgico. Si miramos los valores en el instante 0 de la aplicacion, es
decir, en t = 10, tenemos:
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e | Jua©)] | |ue(0)/ua(0)]
|Ltc] (0)’ =25.03 |ud1(0)] = 343 \uc1(0)| ~ 7.29|ud1(0)]
|u62(0)] = 8.99 |ud2(0)| = 8.95 ‘MC2(0)| ~ 100|Md2(0)|
|uc3(0)] =70.53 | Jug3(0)| = 32.10 | [uc3(0)| ~ 2.19[uq3(0)|

Cuadro 5.1: Valores de los controladores analdgico y digital para regulacién

por lo que problemas asociados a la magnitud de sefales, como el de saturacion, es alta-
mente evitable para los dispositivos digitales, particularmente, esto se cumple en la presente
implementacion.

5.2.2. Seguimiento

El caso de la seccidn anterior plantea el problema de estabilizacién de un sistema ana-
l6gico a una referencia invariante en el tiempo, particularmente, a un punto de equilibrio iy
del sistema caodtico (5.1); esto, a través de un controlador digital. En esta seccion buscamos
realizar seguimiento de una referencia variante en el tiempo I'(), igualmente con un contro-
lador digital.

Definamos ahora al sistema analégico, controlado digitalmente para seguimiento de los es-
tados de la referencia I'(¢):

Xd(l) :Aixd(t) —I—B,-V,'+B,~ud,-(t), 1= 1,2,3 (530)

donde A;, B;, v; son exactamente las mismas que (5.2). Consideremos entonces al controla-
dor analégico que ha sido muestreado idealmente cada 7 instantes, y luego pasado por un
retenedor de orden cero ZOH, es decir, el control digital:

ugi(t) = —Keixg(kT) + EoT(KT) —vi,  i=1,2,3 (5.31)

conkT <t <kT+T,k€Z",donde K; y E,; son las ganancias obtenidas para el controlador
analdgico (5.17). Aplicando el controlador digital al sistema analégico (5.30), obtenemos el
sistema hibrido en lazo cerrado:

Xd(t) = Aixd(t) — B,‘Kcixd(kT) —I—BiECiF(kT), i=1,2,3 (5.32)
donde K,; y E.; son las ganancias dadas en (5.20a) y (5.20b) respectivamente.

o uai(t)  ugi(kT)  uai(t) x4(1) ya(t)

— E - T zoh xq(t) = Aixg(t) + Biug;(t) C;

Kci

Figura 5.10: Sistema hibrido conmutado para seguimiento.
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Simulando el sistema hibrido (5.32) 10 instantes de tiempo, con el control digital (5.31)
aplicado en t = 4s, y con un periodo de muestreo 7 = 0.01s, obtenemos:

Sistema de Chua controlado digitalmente Estados del sistema hibrido vs sistema
T T T T

(a) Chua controlado digitalmente sin redisefio (b) Estados x.() vs x4(t)

Figura 5.11: Sistema controlado digitalmente sin redisefio para seguimiento.

En la Figura 5.11, se puede observar que el controlador digital (5.31) con las ganancias
del sistema analdgico, no proporciona un buen desempefio. En (b) observamos una compa-
rativa entre los estados del sistema controlado andlogamente (5.19), y los estados del sistema
controlado digitalmente (5.32). En el estado x4 (¢) se observan oscilaciones pronunciadas
debido a las conmutaciones. Para x;,(¢) no se observan estas oscilaciones, pero si se logran

ver algunos rizos. Comparando los estados del sistema hibrido respecto de los estados de la
referencia:

Estados x d(t) vs [(t)

xm(l vs I'1(t)
o
el

xdz(t) Vs I'2(1)

xds(t) Vs I'3(t)
o
g
|

Figura 5.12: Estados del sistema hibrido x;(z) vs I'(¢).

podemos verificar que no se cumple el objetivo de seguimiento. Observando lo anterior,
planteamos la necesidad de redisenar las ganancias del controlador; por lo que definimos el
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control digital con nuevas y adecuadas ganancias como:
l/td,'(t) = —Kdixd(kT) +Ed,-F(kT) -v, i=1,2,3 (5.33)

Por lo que cerrando el lazo del sistema analdgico (5.30) con el nuevo controlador digital
(5.33), obtenemos el sistema hibrido:

Xd(t) = A,'xd(t) - Binixd(kT) —I—BiEd,'F(kT), i=1,2,3 (5.34)

Para obtener las nuevas ganancias de controlador (5.33) para cada i, es preciso usar el re-
sultado de la seccion (4.2.2) en la que resolvi6 el problema de redisefio para seguimiento de
referencia, en sistemas conmutados. Con las matrices A;, B; como al inicio del capitulo, K;
y E.; como en (5.20), y un periodo de muestreo de 7' = 0.01s, resolvemos la ecuacion (4.18)
para cada i, obteniendo las ganancias adecuadas por redisefio:

[15.4524  1.5317  0.0316
K;1 =] 0.3750 36.5189 —4.1183
| —0.0177 —6.9199 35.4645

[38.1021  5.3683  0.3982
Kpp» = 137550 37.1118 —4.0475 (5.35a)
| 0.3550 —6.8389 35.4774

[—15.4524 —1.5317 —0.0316
K;=| 03750 36.5189 —4.1183
| —0.0177 —6.9199 35.4645

[15.9843  —0.1329  0.0236
Es1 = |—0.5897 33.7222 —5.0985
| —0.0286  7.1621  35.4503

[35.3125 —4.3844 0.3782
Ep = | 23215 32.7969 —-5.0297 (5.35b)
| 0.2461  6.9295  35.4630

[—15.9843 0.1329 —0.0236
E;3 = | —0.5897 33.7222 —5.0985
| —0.0286 7.1621 35.4503

Usando las mismas condiciones que en el caso sin redisefio, realizamos las simulaciones con
10 instantes de tiempo, con el control redisefiado aplicado en ¢ = 4s, esto, para un periodo
de muestreo 7' = 0.01s:
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Sistema de Chua controlado digitalmente Estados del sistema hibrido vs sistema 6gil
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(a) Chua controlado digitalmente con redisefio (b) Estados x.(t) vs x4(?)

Figura 5.13: Sistema controlado digitalmente con 7' = 0.01s para seguimiento.

Aplicando las ganancias obtenidas por redisefio al controlador digital, se logra un mejor
desempefio en relacion al controlador digital con ganancias sin redisefio, logrando la coinci-
dencia de los estados de los sistemas controlado analdgicamente x.(¢) y x4(t), lo que resulta
en un buen seguimiento de la referencia I'(¢) por parte del sistema hibrido (5.34), tal y co-
mo se observa en la Figura 5.14. Graficando los estados del sistema hibrido controlado con
redisefio x,(¢) respecto a la referencia I'(¢), queda:

Estados x(t) vs I(t) Error de

S AN ANAN ] A
2 0F / \ / \ / A / N0 | 3;2* ‘f’ \ ya R
NN N N T ] SNV
0 2 4 6 8 10 12 OO 2 4 6 8 10 12
t t
1 . T T T T
= Xolt) ()
PN ANE=] z
-'0 2‘ 4‘! é é 1‘0 12 6 8 1‘0 12
t t
= 5 T T T T T T T T T T
= ) 5 7\ e ] |
ARV TAVERIVA
%o 2 . s s 10 2 % . T e s T e 2
t t
(a) Estados del sistema hibrido x4(¢) vs T'(¢) (b) Estados del error de seguimiento e, ()

Figura 5.14: Estados del sistema hibrido vs referencia, y error de seguimiento 7 = 0.01s.

Donde la cota calculada numéricamente, es:
lec(r)|] <3.9256 (5.36)

Por otro lado, y aprovechando las ventajas de la simulacién, mostramos particular interés
en verificar la magnitud de la accién de control analdgico en relacién a la del controlador
digital. Observando las magnitudes de ambos controladores en el primer instante de aplica-
cidn, en este caso t = 4s, obtenemos la siguiente tabla donde | - | es el valor absoluto de cada
componente del vector:
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|uc(0)| |ua(0)| |uc(0)/ua(0)]
|ucl( )’ = 92.19 |ud1(0)] = 73.96 ‘ud (0)| =~ 1.24|ud1(0)]
lue2(0)] = 20.87 | |ug2(0)| = 12.34 | |u(0)| ~ 1.69|ug2(0)]
|MC3<0>| =135.97 |ud3(0)| =110.42 |uc3( )| ~ 123|ud3(0)|

Cuadro 5.2: Valores de los controladores analdgico y digital para seguimiento 7 = 0.01s

En el caso de regulacién, los controladores no conmutan entre secciones, debido a que
las acciones de control analdgico y digital, son lo suficientemente rdpidas como para estabi-
lizar al sistema analdgico, y ocasionan que los estados del sistema controlado se mantengan
en una solo una parte, por lo que la accién de control se mantiene en una parte del sistema
conmutado. No obstante, en el caso de seguimiento de referencias, el sistema si conmuta
cuando las acciones de control (analdgico y digital) son aplicadas, esto, se debe a la referen-
cia. Por lo anterior, entonces definimos a los controladores que se muestran en la tabla (5.2)
y la Figura 5.15 como:

uc(t) = Ul U2+ U3 = [ucl(t>7 uc2(t)> uc3<t)]T

-
ua(t) = uaqr +uan +ugs = [ua1(t), ua(t), ugs(t)]

por lo que en este caso, para efectos de visualizacién, vemos a u.(t) y uy(t) como las ac-

ciones de control para todo el sistema, por lo que los subindices 1,2,3 en los vectores no

representan una parte del sistema conmutado, sino las componentes de los vectores de con-

trol. Graficando los controladores:

Controlador ogico vs digital Ci ogico vs digital
T T T T T T T = T T T T T

4 4.02 4.04 4.06 4.08 4.1 4.12 4.14 4.16 4.18 4.2

00| |
Ugp(t) |

— L L L L L L L L L
4 4.02 4.04 4.06 4.08 4.1 4.12 4.14 4.16 4.18 4.2 4 5 6 7 8 9 10 1

U] |
ug® | |

5

= 0

as(‘) 2 5
1 = -10

5

L L L L L L L L L E|
4 4.02 4.04 4.06 4.08 4.1 412 4.14 4.16 4.18 4 5 6 7 8 9 10 11
t t

(a) Primeros instantes del controlador uy(t) (b) Controlador hasta t = 10s

Figura 5.15: Estados de los controladores analdgico y digital para seguimiento 7 = 0.01s.

Como en el caso de regulacion, la accion de control analégico es mayor en magnitud que
la del controlador digital.

Un periodo de muestreo 7" = 0.01s es relativamente bajo. Proponemos un periodo de mues-
treo 20 veces mds grande, es decir T = 0.2s, para evaluar el comportamiento del sistema bajo

60



la accion de control. Para lo anterior, obtenemos el redisefio de las ganancias como antes:

[ 0.6326
0.4306
| —0.2463

[ 6.6356
0.5283
| —0.2476

[—0.6326
0.4306
| —0.2463

[ 1.1734
—0.5641
| —0.2419

[ 3.9725
~0.5302
| —0.3347

(—1.1734
—0.5641
| —0.2419

0.7298
4.4336
—7.1902

5.2788
4.4354
—7.1804

—0.7298
4.4336
—7.1902

—0.8665
4.8834
6.9051

—4.1107
4.6871
6.6287

0.8665
4.8834
6.9051

0.0282]
0.4830
4.7505

0.1668]
0.4825
4.7507 |

—0.0282]
0.4830
4.7505

0.0272 ]
—0.5141
47517 |

0.1627 |
—0.5147
4.7518 |

—0.0272
—0.5141
47517

(5.37a)

(5.37b)

Las Figuras 5.16 y 5.17 son el resultado de las simulaciones para cuando el periodo de
muestreo es 20 veces mdas grande que el caso inicial. Es claro que existe un error mas grande
entre los estados del sistema hibrido en relacion a los estados del sistema controlado de forma
analdgica. Dicho error se debe a que el control digital recibe nueva informacion acerca de los
estados del sistema y de los estados de la referencia, de manera menos frecuente. En el caso
de T' = 0.01s este error es minimo ya que es una tasa de muestreo relativamente pequefia.

Sistema de Chua controlado digitalmente

X /(1)

(a) Chua controlado digitalmente con redisefio

-1

-3

X4y (O (t)

Estados del sistema hibrido vs sistema analégico
N I §

‘ \\ / \ /, \\

\\// \// ‘

%0
x|

\/" ]

(b) Estados x.(t) vs x4(?)

Figura 5.16: Sistema controlado digitalmente con 7 = 0.2s para seguimiento.
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Los estados del sistema respecto a los estados de la referencia:

Estados Xy (t) vs I(t)

/N

ot /

o 0f / X £ \ / \
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o |
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K [0
2 oL \ \\/ O |4
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x L L L L L

2 4 6 8 10

q /\ f\ /\

gt
— 0
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(a) Estados del sistema hibrido x4(¢) vs ['(¢)

Error de imi Pt dela
4 T T T T T
a
t/; 2 / \ /\ 4
/ \/ /N
0 . Y .
0 2 4 6 8 10 12

(b) Estados del error de seguimiento e (t)

Figura 5.17: Estados del sistema hibrido vs referencia, y error de seguimiento 7" = 0.2s.

En (b) se observa el error de seguimiento del sistema hibrido (5.34) cuando las ganancias
por rediseno son (5.37) para un periodo de muestreo de 0.2s. A partir de que se aplica el
controlador digital en t = 4s, el error de seguimiento decrece, lo cual indica que el control
presenta buen desempefio. Encontrando una cota numéricamente para el error, como en la

seccion 5.1.2, tenemos:

lec(t)|] < 4.1366 (5.38)

Mientras que para los controladores, tenemos:

Controlador 6gico vs digital
T T T T T

5 80ft

> a0t

't

I

T
ug M |7
u. (1|

4 4.05 4.1 4.15 4.2 4.25 4.3 4.35

IS

445

U (t)

ug® |

L L L L L L L
4 4.05 4.1 4.15 4.2 4.25 4.3 4.35

2

»
g
&

Ugg(l)
ugs® |

. . . . . . .
4 405 41 415 42 425 43 435

IS

-

.
4.45

(a) Primeros instantes del controlador uy(7)

Ci ogico vs digital
T T T T

(b) Controlador hasta t = 10s

Figura 5.18: Estados de los controladores analdgico y digital para seguimiento 7' = 0.2s.

Es facil notar que el valor de la cota del error para este caso (5.38) es mayor que la del
caso cuando T = 0.01 (5.36), lo cual resulta 16gico. Recordemos que a priori, entre mas
pequefio es el tamafio del muestreo del controlador digital, mds semejante serd la accién de

62



control respecto a la del control analégico, que como establecimos al principio del documen-
to, es el mejor desempeiio que el control digital puede lograr. Y la comparativa de valores
iniciales en los controladores:

|uc(0)] | |ua (0

~—~
~—

| |uc(0)/ua(0)|

luc1(0)] = 92.19 | |ug1(0)| = 6.98 | |uc1(0)] = 13.20]uy1(0)]
ue2(0)| = 20.87 | |ugn(0)| = 0.13 | |uea(0)| = 160.53|ugn(0))]
lue3(0)] = 135.97 | |ug3(0)] = 13.25 | |uz(0)| ~ 10.26]ug3(0)]

Cuadro 5.3: Valores de los controladores analégico y digital para seguimiento 7 = 0.2s

5.2.3. Comportamiento entre muestras

En la seccidn anterior, se determinaron las ganancias para el sistema hibrido (5.34), de
tal manera que sus estados coincidan con los estados del sistema controlado de forma ana-
l16gica (5.19), en cada instante de muestreo k7. Este redisefio fue concebido sin considerar
el comportamiento entre muestras. En la presente, se usardn los resultados de la seccion 4.3,
donde se derivan las ganancias redisefiadas para el controlador digital (5.33), de forma que
el mismo contenga la informacion del sistema entre muestreos. A continuacion se calculan
las nuevas ganancias para cuando 7 = 0.01s y T = 0.2s.

Resolviendo las ecuaciones (4.30) y (4.32) parai = 1,2,3, y considerando A;, B;, K.; y E;
como antes en esta seccion, obtenemos las ganancias por redisefio que consideran compor-
tamiento intermuestral del sistema hibrido para 7' = 0.01s:

[15.5503  1.5114  0.0377
K; = | 0.1939  36.5272 —4.1347
|—0.0133 —6.7143 35.4073

[38.0356  5.2247  0.4365
K= | 3.7435 37.1255 —4.0646 (5.39a)
| 0.3964 —6.6283  35.4207

[—15.5503 —1.5114 —0.0377
K;3=| 01939  36.5272 —4.1347
| —0.0133  —6.7143 35.4073

[16.0821 —0.1510 0.0296
E; = |—0.7706 33.7295 —-5.1149
| —0.0239  7.3469  35.3933

[35.2479 —4.5074  0.4165
Epp = {23099 32.8088 —5.0469 (5.39b)
| 0.2851  7.1105  35.4064

[—16.0821 0.1510 —0.0296
Es;3 = | —0.7706  33.7295 —-5.1149
| —0.0239  7.3469 35.3933
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Simulando para 10 segundos, con el controlador aplicado en t > 0.4s:

Sistema de Chua controlado digitalmente

Estados del sistema hibrido vs sistema
T 74 —

= T,
51 \ X1 |1
2 OF ]\ \ / ‘ X0 |7
Z a0 \ \ ]
4 G2
< .
0 2 4 6 8 10 12
5 t
) =, osf N ]
o x% Xgo(t)
=0 2 o X2 |
€ =
x° ]
2 Xu 05 L
0 2 4 6 8 10 12
t
-4 = 5 T
1 E Xea )
2 2 0 *g® | |
0 3
< 5 |
0 2 4 6 8 10 12

X4 (O, 13

(a) Chua controlado digitalmente por u,(t) (b) Estados x.(z) vs x4(t)

Figura 5.19: Sistema controlado digitalmente con 7" = 0.01s para seguimiento (Chebyshev).

En la Figura 5.19, observamos que el comportamiento del sistema con el redisefio basa-
do en cuadraturas de Chebyshev, es basicamente el mismo comportamiento que el sistema
controlado con el redisefio sin comportamiento entre muestras mostrado en la Figura 5.13;
esto debido a que el tiempo de muestreo es pequefio.

Estados x 4(t) vs T (1)

Error de P! dela

- ‘ ‘ ‘ : : :
A A ANt b A o]
2 0\/ \// / / ro (1 = ot \ i
SN A NN T | \/
=l ] 1 N4 NN /\ \
5 ‘ ‘ ] ] ‘ . ‘ VAAVARVARVARVARY4

0 2 4 6 8 10 12 0 6 8 10 12

t

= 1 T T T T T
2 ot \ "0 , ~
3 4 ™\ / ™ /’/\ //\ /'/\\ /
& | | | | VARAVARRVARNVERA!

0 2 4 6 8 12 4 6 8 10 12

t

5 T T
= 5[ ]
=~ /\ /\ /\ Xgglt _ ‘ )
2 4 \ /’ \ / / FH % \ e
= o | N\ \ /o
3 \/ /\ “/ \ A / \/‘\ /\ /\ /\ /\
< g ] ol VY OV VN VLY \/(

0 2 4 6 8 10 12 0 4 8 10 12

(a) Estados del sistema hibrido x4(¢) vs I'(¢)

t

(b) Estados del error de seguimiento e.(t)

Figura 5.20: Estados del sistema hibrido vs referencia, y error de seguimiento 7 = 0.01s

(Chebyshev).

donde una cota obtenida numéricamente es:

lee()]] < 3.9662

En cuanto a las acciones de control, tenemos:
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|uc(0)] | [4a(0)] | [ue(0)/ua(0)]

]ucl( )‘ 92.19 ]udl( )‘ = 73.75 |uc1(())\ ~ 1.25’1/!0}1 (O)‘
|l/l62(0)| = 20.87 |1/ld2(0)‘ 12.37 |u62(0)\ =~ 1.68]ud2(0)|
|uc3(0)] = 135.97 | |ug3(0)] = 110.22 | |uc3(0)| ~ 1.23]ug3(0)]

Cuadro 5.4: Valores de los controladores analdgico y digital para seguimiento 7 = 0.01s
(Chebyshev)

Ci 6gico vs digital Controlador ogico vs digital
T T T T T T T T T T T
01 (1)

”m(‘) 1

E 1 T T = T T T
4 4.02 4.04 4.08 4.08 4.1 412 414 416 4.18
t

! L L L L L L
4 4.02 4.04 4.06 4.08 4.1 4.12 4.14 418 418

t

(V)
43(t)

= T T
=

s° s0F

2 >

2 )z

= 100 /

4 4.02 4.04 4.06 4.08 4.1 4.12 4.14 416 418
t

(a) Primeros instantes del controlador u,(t) (b) Controlador hasta r = 10s

Figura 5.21: Estados de los controladores analégico y digital para seguimiento 7 = 0.01s.

Comparando los valores de la Tabla (5.4) con los de la Tabla (5.2) notamos que es practi-
camente el mismo conjunto de valores, por lo que inferimos que la accion de control digital
con ganancias obtenidas por cuadraturas de Chebyshev, proporciona casi el mismo desem-
pefio sobre el sistema hibrido (5.34), que el controlador digital con ganancias sin comporta-
miento intermuestral. Lo que explica por qué las dindmicas mostradas en la Figura 5.19 y la
Figura 5.13 son tan similares. Lo anterior se debe a que el periodo de muestreo es pequefio.
Veremos a continuacion, que para periodos de muestreo mds grandes, esto no se cumple.

Consideremos ahora un periodo de muestreo de 7' = 0.2s. Las ganancias para el controlador
digital que consideran comportamiento intermuestral del sistema hibrido, son:

[ 0.8376  0.1777 0.0311
K;1 =1 0.0187 4.8750 0.0911
| —0.0036 —1.5518 4.7275

[5.1927 1.0441  0.1790
Kgp = 10.1230 4.8897 0.0927 (5.41a)
10.1585 —1.5116 4.7362

[—0.8376 —0.1777 —0.0311
K;3 =1 0.0187 4.8750  0.0911
| —0.0036 —1.5518 4.7275
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[ 1.3778 —1.3626  0.0297 |
E;1 = [-0.9752 5.2797 —0.9053
| 0.0055 11.9736  4.7311 |

(25825 —7.7424  0.1738 ]
E;=|—0.9387 5.0828 —0.9039 (5.41b)
| 0.0066 11.5074  4.7395 |

[-1.3778 1.3626 —0.0297
Es;3 = [—0.9752 5.2797 —0.9053
| 0.0055 11.9736 4.7311

Simulando para 10 segundos y el controlador digital aplicado en ¢t > 0.4s, queda:

Sistema de Chua controlado digitalmente - ar Estados del fistema hibr‘ido vs sislerpa 6i : _
3 R / \ /N Yo
g 0 NN N /AN Rl
=, W \ \U
0 2 4 6 8 10 12
t
08 i A N\ 20
2 of R\ A\ x|
=3 \ / ///
x° 05 . . / Vi
0 2 4 6 8 10 12
t
= 5
3 Xea)
2 o x|
< ‘ / \/ \/
’ 2 ) ) 2 . 8 12
X505t -1 Xy (0T (1) H
(a) Chua controlado Digitalmente por uy(t) (b) Estados x.(z) vs x4(t)

Figura 5.22: Sistema controlado digitalmente con 7" = 0.2s para seguimiento (Chebyshev).

Graficando los estados del sistema hibrido respecto de los estados de la referencia:

Estados x(t) vs () Error de
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(a) Estados del sistema hibrido x4 (¢) vs I'(¢) (b) Estados del error de seguimiento e, ()

Figura 5.23: Estados del sistema hibrido vs referencia, y error de seguimiento 7 = 0.2s
(Chebyshev).
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Con una cota de error:
lec(t)| < 4.1412 (5.42)

Con T = 0.2s5 el desempeiio del sistema se deteriora. Esto va en relacion a lo mencionado
anteriormente, para periodos de muestreo muy grandes, el controlador pierde informacion de
los estados del sistema y de los estados de la referencia, sin embargo, al igual que el caso de
la Figura 5.16, el sistema es estable. La cota de error para este caso (5.42), no difiere mucho
la cota (5.38).

Para los controladores:

C 6gico vs digital Controlador ogico vs digital
T T T T T ; T T T T T

= 8ol

C‘(t) vsuy, ()
5
uc'(t) vs ud'(t)

u
o
l
|

L I i T —r
4 4.05 4.1 4.15 4.2 4.25 4.3 4.35 4.4 4.45 4.5

ucz(t) Vs udz(()

ucz(t) Vs udz(l)

i L L L L L L L
4 4.05 4.1 4.15 4.2 4.25 43 4.35 4.4 4.45 45

Vs udg(t)

£ -100f

ucs(() vs “da(t)

L L L L L L L L L
4 4.05 4.1 4.15 4.2 4.25 43 4.35 4.4 4.45 45
t

(a) Primeros instantes del controlador u,(t) (b) Controlador hasta r = 10s

Figura 5.24: Estados de los controladores analdgico y digital para seguimiento. 7 = 0.2s

|uc(0)] | |uq(0)] | |uc(0)/uaq(0)]
uc1 (0)| = 92.19 | |ug1(0)| = 4.76 | |uc1(0)] = 19.36[uq1(0)]
uc2(0)] = 20.87 | [ug2(0)| = 0.41 | u2(0)| ~ 50.90]uyn(0)]
lue3(0)] = 135.97 | |ug3(0)| =13.76 | |us3(0)| =  9.88|uy3(0)]

Cuadro 5.5: Valores de los controladores analdgico y digital para seguimiento 7 = 0.2s
(Chebyshev)

Habiendo realizado las simulaciones, podemos afirmar que el desempefio logrado por el
controlador digital, cuyas ganancias fueron obtenidas empleando cuadraturas de Chebyshev,
proporciona buen desempefio. No obstante, vimos que las cotas de error del redisefio con
cuadraturas de Chebyshev, son mds altas que las cotas del redisefio sin comportamiento in-
termuestral, lo que nos lleva a cuestionarnos si realmente obtener el comportamiento entre
muestras del sistema, es una ventaja. Por otro lado, y en relacién a las acciones de control,
se pudo verificar que en magnitud, en el instante inicial de aplicacion del controlador, el
analdgico tuvo valores més altos que el digital.

De esto, se presume que tiene mds importancia el tamafio del periodo de muestreo del
controlador, que la informacién en si del sistema, esto se deja para un plan a futuro.
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Mostramos que los controladores digitales funciona para periodos de muestreo largos,
lo que resulta en una forma diferente de obtener nuevas ganancias en base a las del control
analdgico.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta investigacion se mostr6 que utilizando el método de discretizacién directa mos-
trado en [Lewis, 1992], es posible realizar de manera exitosa el redisefio digital de un con-
trolador analégico bien disefiado, particularmente, en este caso, un tipo de control subopti-
mo por retroalimentacion de estados, para los casos de regulaciéon a punto de equilibrio y
seguimiento de los estados de referencias variantes en el tiempo, para sistemas lineales con-
mutados continuamente conectados, cuyo nimero de entradas es igual al nimero de estados,
y nimero de salidas. Aunque se presume ideal obtener un controlador éptimo analégico, se
optd6 por usar un control subéptimo, debido a la complejidad que conlleva resolver el LQR y
el LQT como un problema de horizonte de tiempo finito; no obstante, consideramos adecua-
do el planteamiento de la investigacion utilizando ganancias invariantes en el tiempo para el
controlador analégico. Con estas ganancias analdgicas suboptimas, se analiz6 la estabilidad
del sistema analégico controlado analégicamente. Usando algunos resultados obtenidos en
la literatura, se establecié que para el caso de regulacion, el sistema conmutado analégico
de error, serd asint6ticamente estable al origen, si se verifica la existencia de una funcién
comun de Lyapunov para todas las partes del sistema; con esto se garantiza estabilizacion al
punto de equilibro deseado del sistema analégico. Por otro lado, para el caso de seguimiento
analdgico, se mostré que el sistema conmutado de error presenta BIBO estabilidad si se veri-
fica la existencia de una funcién comiin de Lyapunov para todas las partes, cuando no existe
entrada, y ademads de esto, cuando la referencia del sistema estd acotada para todo tiempo;
de cumplirse estas dos condiciones, el sistema controlado analdgicamente para seguimiento,
sera BIBO estable.

Planteando la necesidad de emplear dispositivos digitales, se realizé una primera propuesta
de redisefio que no considera el comportamiento del sistema entre instantes de muestreo; la
unica restriccion para lograr este redisefio, es la existencia de la inversa de las matrices A y
A, para todas las partes del sistema analégico conmutado. Dado que este primer redisefio no
considera comportamiento intermuestral, se sugirié emplear cuadraturas de Chebyshev para
aproximar la integral de convolucidn resultante en la discretizacién del modelo en tiempo
continuo; lo que dio paso a una manera diferente de realizar el redisefio digital. Este método
se derivo para el caso de seguimiento, ya que en el caso de regulacion no existe una integral
de convolucioén.
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En el ejemplo se implementd un sistema cadtico, particularmente el generado por el bien
conocido circuito de Chua. El circuito de Chua proporciona una dindmica que puede ser des-
crita como un sistema lineal a trozos (conmutado). Se aplicaron el LQR y el LQT subdptimos
de forma analdgica, obteniendo buenos resultados en la minimizacion del indice cuadratico
de desempeiio (para ambos casos) para cada parte del sistema conmutado. Luego, aplicando
redisefio digital, y redisefo digital con comportamiento entre muestras, se logré el objeti-
vo de control con buen desempefio. Se realizaron comparaciones en el comportamiento del
sistema controlado digitalmente, teniendo en cuenta el tamafio del periodo de muestreo, ase-
gurando que incluso para tiempos relativamente grandes de muestreo, el sistema cumple el
objetivo. En cuanto al tipo de redisefio, aunque tener la informacién intermuestral del sistema
parezca ser una ventaja respecto a no considerarla en el control, las simulaciones sugieren
que, en general, esto no es asi; no obstante, al obtener un desempeiio similar al control sin
cuadraturas de Chebyshev, el método para obtener controladores digitales que contengan es-
ta informacion, resulta como una buena alternativa para realizar el redisefio digital.

El planteamiento mostrado estd formulado, en general, para sistemas lineales, lineales a tro-
zos (con los pedazos continuamente conectados en el tiempo) y sistemas no lineales con
aproximaciones lineales en forma de realizacion, por lo que la aplicacion de este trabajo
es extensa. Ademds de lo anterior, por simplicidad, en esta investigacion se tomaron a la
matrices de salida del sistema conmutado de referencia, y del sistema analdgico, como la
identidad; sin embargo, es posible extender el analisis al caso general cuando C, Cr# I,
para lo cual, resultan restricciones un poco diferentes.

6.1. Trabajo a Futuro

1. Debido a que los controladores analdgicos propuestos para el control del sistema ana-
l6gico conmutado, son de naturaleza subdptima (y las ganancias son estdticas), se
propone aplicar control éptimo con ganancias variables en el tiempo, y verificar el
desempefio en relacion a las ganancias estaticas.

2. Al considerar el comportamiento intermuestral del sistema, es natural pensar que el
desempefio del controlador debe ser mejor que cuando no tiene esta informacion. De-
bido a que vimos en las simulaciones que para este caso, esto no se cumple, podemos
concluir que esto no es cierto en general. Como trabajo a futuro, queda analizar si es
mads importante el periodo de muestreo del controlador, o la cantidad de informacién
que recibe el controlador sobre el sistema.

3. En relacion a los controladores, vimos en el Capitulo (5), que en la mayoria de casos,
la accién de control analégica, superé en magnitud a la del control digital, en el primer
instante de aplicacion. Debido a esto, se plantea verificar qué tipo de control conviene
emplear en términos energéticos, para sistemas conmutados.
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