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Resumen

Los avances tecnológicos de las últimas décadas, han traido consigo significativas apor-
taciones en las áreas de la teoría de control y los sistemas dinámicos. Cada vez más es
notorio el interés de aprovechar las ventajas que ofrecen los sistemas digitales para realizar
control sobre varios tipos de sistemas de naturaleza analógica, empleados en los campos de
la medicina, el espacio, la ingeniería, etc. La aplicación de controladores digitales a siste-
mas descritos por modelos de tiempo continuo, es decir, sistemas analógicos, resulta en una
forma de sistema híbrido, con elementos discretos y continuos en el tiempo. Una forma de
diseñar controladores implementados en sistemas digitales, es el llamado rediseño digital.
El rediseño digital es un método que permite derivar un controlador digital a partir de un
controlador analógico ya existente; el objetivo de esto, es permitir que los estados del sis-
tema controlado digitalmente, se aproximen lo más cercanamente posible, a los estados del
sistema controlado de forma analógica en los instantes de muestreo.

En este documento se estudia el problema de resideño digital para un tipo particular de
sistemas no lineales, conocidos como sistemas lineales por partes. Se propone una solución
para el problema de rediseño para los casos de regulación a un punto de equilibrio y de
seguimiento de los estados de una referencia variante en el tiempo. Además de lo anterior,
se muestra una forma de obtener un control digital por rediseño que contiene la dinámica
del sistema entre muestras. Como resultado de esta investigación, se obtiene un método pa-
ra derivar controladores digitales para sistemas analógicos, que permite la coincidencia de
estados en cada instante de muestreo, considerando o no el comportamiento entre muestras.
Los controladores obtenidos resolverán los problemas de regulación y seguimiento de refe-
rencias. La metodología propuesta es aplicada al control de un sistema lineal por partes, de
naturaleza caótica, conocido como el sistema de Chua.
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Abstract

Technological advances in recent decades have brought significant contributions in the
areas of control theory and dynamical systems. It is increasingly notorious the interest to take
advantage of the features offered by digital systems to perform control over multiple types
of systems of analog nature, employed in the fields of medicine, space, engineering, etc..
The application of digital controllers to systems described by continuous-time models, that
is, analog systems, results in a form of hybrid system, with discrete and continuous elements
in time. One way to design controllers implemented in digital systems is the so-called digital
redesign. Digital redesign is a method of deriving a digital controller from an existing analog
controller; the objective of this, is to allow the states of the digitally controlled system to
approximate as closely as possible the states of the analog-controlled system at the sampling
times.

In this document, the digital redesign problem for a particular type of nonlinear sys-
tems, known as piece-wise linear systems, is studied. A solution to the redesign problem is
proposed for the cases of regulation to an equilibrium point and tracking of the states of a
time-varying reference. In addition to the above, a way to obtain a digital control redesign
containing the system dynamics between samples is shown. As a result of this research, a
method is obtained to derive digital controllers for analog systems, which allows the mat-
ching of states at each sampling time, considering or not the behavior between samples. The
obtained controllers will solve the problems of regulation and reference tracking. The pro-
posed methodology is applied to the control of a piece-wise linear system, of chaotic nature,
known as Chua’s system.
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Capítulo 1

Introducción

El evidente desarrollo tecnológico de los últimos años ha propuesto un avance en los te-
mas de control, derivado de ello, el uso de muchas herramientas en diversos tipos de sistemas
industriales, clínicos, militares, entre otros. Desde que los dispositivos digitales surgieron,
los sistemas de control de esta naturaleza son preferidos sobre los analógicos, con el fin de
aprovechar las ventajas que las computadoras de este tipo nos brindan, entre ellas, las altas
velocidades de procesamiento, la facilidad de implementación y su versatilidad [Rafee et al.,
1997, Guo et al., 2000b]. El uso de estos dispositivos electrónicos en sistemas descritos por
modelos en tiempo continuo da paso a lo que se conoce como sistemas híbridos [Shieh et al.,
1998]. Es bien sabido que las conversiones analógico/digital están bien descritas para sis-
temas lineales, por lo que problemas como el de regulación, y seguimiento de referencias,
están ampliamente cubiertos desde el punto de vista del control analógico. Sin embargo, para
los sistemas no lineales, resulta imperativo realizar algunas extensiones en las que se deben
tener consideraciones como por el ejemplo, el tamaño del periodo de muestreo, de aquí que,
muchas veces resulte imposible aplicar control digital [Guo et al., 2000b].

Para efectos de análisis de los sistemas compuestos, es necesario realizar conversiones de
analógico a digital, de manera que se puedan establecer estrategias de control para estas re-
presentaciones. Una manera de proponer un control es mediante el rediseño digital, que se
describe como el proceso de convertir un controlador analógico a uno equivalente digital,
pretendiendo que los estados del sistema híbrido coincidan con los estados del sistema con-
trolado analógicamente en cada instante de muestreo [Shieh and Wang, 1996, Shieh et al.,
1989]. En la investigación se propone aplicar rediseño digital para sistemas lineales por par-
tes a los cuales se les puede encontrar un diseño lineal por sección, que cumplan con ciertas
propiedades deseables como estabilidad y menor error posible. Una primera aproximación
al rediseño digital es no considerar el comportamiento del sistema entre muestras, es decir,
solo garantizar coincidencia en los instantes de muestreo. Aunque esta aproximación brinda
buenos resultados, es necesario proponer otra forma de obtener nuevas ganancias, de modo
que el controlador considere también el comportamiento entre muestras del sistema, lo cual
se puede lograr empleando las cuadraturas de Chebyshev entre puntos de muestreo.

Algunos inconvenientes derivados de la implementación de controladores digitales, están
relacionados con el periodo de muestreo, por lo que el comportamiento entre muestras pue-
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de resultar en un problema de diseño [Zhang et al., 2009, Li et al., 2003]. Con un periodo de
muestreo muy pequeño, el costo computacional aumenta, lo que se refleja en elevación del
consumo energético y de costos, añadiendo que muchas veces estos controladores resultan
imposibles de realizar. Por otro lado, con periodos de muestreo grandes, el sistema podría
presentar inestabilidad y mal desempeño [Guo et al., 2000b,Jianxiong et al., 1996,Guo et al.,
2000a]. Dado lo anterior, es fácil concluir que el control digital tiene buen efecto sobre el
sistema controlado siempre y cuando el periodo de muestreo sea pequeño.

En este trabajo se establece un método para encontrar realizaciones de controladores di-
gitales para sistemas analógicos con alguna aproximación lineal, basados en controladores
analógicos previamente diseñados. La necesidad de resolver los problemas de regulación y
seguimiento, resulta imperativa en orden de proponer metodologías para la aplicación de la
tecnología digital. Con la metodología propuesta, los tiempos de muestreo pueden ser re-
lativamente grandes sin que el sistema presente inestabilidad. Particularmente, a modo de
ilustración del desarrollo de estas metodologías, se aborda el problema de rediseño digital
aplicado a un sistema caótico, de características no lineales por naturaleza, que puede ser
representado como un sistema lineal por partes. Para este tipo de sistema, se usa el rediseño
para estabilizar al sistema a uno de sus puntos de equilibrio, o para realizar el seguimiento
de una referencia variante en el tiempo cuando se conoce la dinámica de la misma. Para cada
uno de los casos anteriores, se logra un buen desempeño del controlador, aún para cuando el
periodo de muestreo es relativamente grande.

El problema de control de sistemas analógicos mediante controladores implementados en
dispositivos digitales, hizo necesario derivar formas de realizar conversiones A/D y D/A de
manera exitosa, que derivó en los métodos de conversión de modelos continuos a discretos
y viceversa. Shieh [Shieh et al., 1979, Shieh et al., 1980] realizó gran aporte a la solución
de este problema, mostrando un método basado en series geométricas para las conversiones
A/D. Con el objetivo de sacar provecho de estos avances, se planteó aplicar estos controles
digitales a sistemas continuos, lo que derivó en lo que conocemos como sistemas híbridos.
Con esto, vino el problema de ¿Cómo realizar un control digital basándose en la existencia
de un control analógico que satisface algún criterio de diseño?, la cual dio lugar a lo que
conocemos como rediseño digital.

La idea de diseñar un control digital a partir de uno analógico, de forma que los estados
del sistema controlado digitalmente coincidan con los estados del sistema controlado analó-
gicamente, en cada instante de muestreo, fue presentada por Kuo [Kuo, 1980]. A partir de
ahí, diferentes métodos de rediseño han sido propuestos. Algunos basados en estrategias de
retroalimentación de estados como [Kennedy and Evans, 1990]; basados en transformación
bilineal (TBG) [Zhang et al., 2009]; otros, derivados a partir del control óptimo [Shieh et al.,
1989, Shieh et al., 1991, Rafee et al., 1997], incluso de tipo modulación de ancho de pulso
(PWM por sus siglas en inglés) [Shieh and Wang, 1996]. Aunque los dispositivos digitales
proporcionan, entre otras, ventajas como confiabilidad, versatilidad, velocidad de procesa-
miento, también pueden resultar difíciles de implementar debido problemas asociados al
comportamiento entre muestras del sistema y los tamaños del tiempo de muestreo. En casos
en que los tiempos de muestreo deban ser muy pequeños, los costos operativos aumentan,
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incluso, existen casos en los que es imposible de implementar; por estos motivos, las téc-
nicas de rediseño digital, salvo unos pocos casos, han sido poco estudiadas en sistemas no
lineales en relación a lo que lo han sido para sistemas lineales [Guo et al., 2000b, Guo et al.,
2000a]. Uno de estos sistemas, es el conocido sistema caótico de Chua. El sistema de Chua
fue descrito por primera vez por Leon Chua en 1984, quién lo derivó del circuito más sim-
ple que posee dinámicas y características propias de sistemas de tipo caótico: sensibilidad
a condiciones iniciales, presencia de varios tipos de bifurcaciones, y existencia de órbitas
periódicas [Chua, 1992, Wu, 1987]. Este circuito nace en una época en la que el control de
sistemas caóticos y sistemas no lineales era de gran interés. Trabajos como los de [Chen and
Dong, 1993b] y [Chen and Dong, 1993c] fueron enfocados al control analógico de este tipo
de sistemas, entre los que se encuentra el ya mencionado sistema caótico de Chua. Deriva-
do de esto, la primera idea para el control del sistema de Chua fue basada en un control en
tiempo continuo; esta idea fue desarrollada y extendida ampliamente. La idea de emplear
controladores de datos muestreados, fue sugerida por [Yang and Chua, 1998]. A mediados
de la década de 1990, autores como Shieh [Shieh and Wang, 1996] y Dedieu [Dedieu and
Ogorzalek, 1994], desarrollaron métodos para el control del sistema caótico de Chua a tra-
vés de controladores digitales, proporcionando buenos resultados considerando un tiempo de
muestreo suficientemente pequeño. El mismo Shieh posteriormente, planteó el uso del redi-
seño digital para sistemas híbridos que involucraran incertidumbres, lo que abrió las puertas
a la aplicación de esta metodología al control robusto [Shieh et al., 1996]. Resultados más
recientes, particularmente en la década de los 2000, permiten la obtención de controladores
digitales para este sistema con buen desempeño, integrando periodos de muestreo relativa-
mente más grandes, incluso desarrollando metodologías para contemplar el comportamiento
del sistema entre muestras [Guo et al., 2000b]. En ese mismo año, Shieh y Guo propusieron
la aplicación del rediseño digital para la obtención de controladores predictivos, aplicándolo
a un sistema caótico para obtener seguimiento de una órbita incrustada en su región de atrac-
ción [Guo et al., 2000a]. En 2005 Canelon aplicó el rediseño digital a la aproximación de
un control basado en redes neuronales, para controlar un sistema caótico en tiempo continuo
cuya dinámica es desconocida [Canelon et al., 2005]. La implementación de controladores
digitales también ha resuelto problemas de sincronización, problema que ha cobrado especial
relevancia en los últimos 20 años. [Hua et al., 2015] usaron control digital para la sincroni-
zación de sistemas caóticos tipo Lur’e considerando retardos entre dos sistemas idénticos.
Más adelante, [Lu et al., 2018] emplearon este tipo de controladores para sincronizar redes
neuronales cuyo control presenta muestreos no uniformes y pérdidas de información. Ade-
más de esto, [Yuan et al., 2018] usaron control basado en datos muestreados para sincronizar
un tipo de red neuronal basada en memresistores. Involucrando teoría de grafos, [Cui et al.,
2019] lograron el consenso entre diferentes sistemas multiagentes, empleando la idea de un
"grafo promedio", introducido por un protocolo basado en datos muestreados. Problemas
más complejos como el de control de redes de sistemas dinámicos, también han sido trata-
dos con control digital. [Sun et al., 2019] lograron realizar rechazo activo de perturbaciones
basados en eventos, para una red de sistemas, usando un controlador digital que consideraba
perturbaciones e incertidumbres en el modelo de la red; mientras que [Amini et al., 2021]
emplearon datos muestreados para realizar control basado en eventos, a redes de sistemas
dinámicos en la presencia de lo que denomina "Denial of Service" (DoS).
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1.1. Planteamiento del problema

A partir de lo discutido anteriormente, es preciso preguntarnos ¿Cómo es la implemen-
tación de controladores digitales en sistemas analógicos en el caso de sistemas lineales por
partes?. Es bien sabido que los controladores digitales tienen una base en el dominio del
tiempo discreto; una señal digital es una señal en tiempo continuo que ha sido muestreada
cada cierto tiempo T , y retenida de alguna manera, lo que usualmente resulta en una señal
rectangular. Derivado de esto, el sistema híbrido resultante, tiene su estabilidad sujeta al ta-
maño del periodo de muestreo T , es decir, el sistema tiende a presentar inestabilidad para
periodos muy grandes; aunque la estabilidad de sistemas híbridos es un tema de interés, no
es el objetivo de esta investigación tratarlo. Más detalles sobre los problemas de implemen-
tación, pueden encontrarse en [Jianxiong et al., 1996].

Una opción para controlar digitalmente un sistema analógico (en tiempo continuo), es dise-
ñar un controlador analógico, y emplear estas ganancias para la versión digital. El problema
de lo anterior radica en que con estas ganancias, no se garantiza un buen desempeño, donde
el mejor desempeño posible proporcionado por el control digital, es el obtenido del control
analógico. Lo anterior nos lleva a formular la siguiente pregunta, y la cual es el problema a re-
solver: ¿Cómo diseñar un controlador digital con ganancias adecuadas, a partir de un control
analógico bien diseñado, tal que los estados del sistema controlado digitalmente coincidan
con los estados del sistema controlado analógicamente en cada instante de muestreo?. Adi-
cionalmente, teniendo en cuenta que los controladores digitales presentan una desventaja, y
es que el comportamiento entre muestreos es indeterminado, también plantemos la pregunta:
¿Cómo rediseñar el control digital en base a las ganancias del control analógico, de modo
que el comportamiento entre muestras sea considerado en el rediseño?. Estas dos preguntas
son la base de la presente investigación, y serán estudiadas en este documento.

Para responder la primer pregunta, consideremos el sistema lineal, continuo, e invariante
en el tiempo, expresado en forma de espacio de estados, el cual está controlado analógica-
mente por ū(t):

ẋc(t) = Axc(t)+Bū(t)
yc(t) =Cxc(t)

(1.1)

donde xc(t) ∈ Rn como el vector de estados, ū(t) ∈ Rm el vector de entradas, A ∈ Rn×n, B ∈
Rn×m, C ∈Rp×n como las matrices de estados, entradas y salidas. Todas con las dimensiones
adecuadas respectivamente. yc(t) ∈ Rp es el vector de salida; n,m, p ∈ N como el número
de estados, entradas y salidas. Este primer problema, se divide en dos casos: regulación a un
punto de equilibrio, y seguimiento de referencias. Debido a lo anterior, el control ū(t) será
planteado de acuerdo al objetivo de control. Asumiremos al par (A,B) controlable.

Regulación analógica

En el caso de regulación a un punto de equilibrio de (1.1), el controlador analógico para
este sistema es:

ū(t) = uc̄(t) =−Kc̄(xc(t)− x̄) (1.2)
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donde Kc̄ ∈Rm×n es la matriz de realimentación de estados y x̄∈Rn es un punto de operación
del sistema en tiempo continuo, en adelante, llamado punto de equilibrio. Cerrando el lazo
del sistema (1.1) con el control recién definido, obtenemos:

ėc(t) = (A−BKc̄)ec(t) (1.3)

donde ec(t) = xc(t)− x̄ es el vector de error respecto del punto de equilibrio.

Seguimiento analógico

Consideremos ahora el caso en el que se desee realizar seguimiento de una referencia
variante en el tiempo. Para lo anterior definamos el control analógico:

ū(t) = uc(t) =−Kcxc(t)+Ecr(t) (1.4)

donde Kc ∈ Rm×n es la matriz de realimentación de estados y Ec ∈ Rm×m es la matriz de
prealimentación de los estados de la referencia r(t) ∈ Rm. El lazo cerrado de (1.1) con el
controlador analógico (1.4) queda:

ẋc(t) = (A−BKc)xc(t)+BEcr(t) (1.5)

Consideremos que el controlador analógico uc(t) ha sido bien diseñado; para esta investiga-
ción nos aseguraremos de utilizar un Regulador Lineal Cuadrático (LQR por sus siglas en
inglés) para el caso de regulación, y un Seguidor Lineal Cuadrático (LQT por sus siglas en
inglés) para el caso de seguimiento. Lo anterior con el fin de elegir un controlador analógico
que garantice un buen desempeño basado en algún criterio establecido por diseño, y mostrar
que las ganancias Kc̄, Kc y Ec no necesariamente funcionan para el caso en que el controlador
es de naturaleza digital; recordemos que el periodo de muestreo no aparece en ū(t).

Definamos ahora un nuevo sistema en tiempo continuo (analógico), lineal, e invariante en
el tiempo, controlado de manera digital por u(t):

ẋd(t) = Axd(t)+Bu(t)
yd(t) =Cxd(t)

(1.6)

donde A,B,C son exactamente las mismas matrices que (1.1), xd(t)∈Rn es el vector de esta-
dos en tiempo continuo del sistema, u(t) ∈Rm es el vector de entrada, y yd(t) ∈Rp el vector
de salida. Igual que en el caso del sistema controlado analógicamente, plantearemos los dos
casos para cuando el control es de naturaleza digital, es decir, regulación y seguimiento de
referencias.

Regulación digital

En el caso de regulación, el controlador digital está dado por:

u(t) = ud̄(t) =−Kd̄(xd(kT )− x̄) (1.7)

para kT < t ≤ kT +T ; Kd̄ ∈ Rm×n es la matriz de realimentación de estados, xd(kT ) ∈ Rn

es el vector de estados en tiempo discreto del sistema, y x̄ ∈ Rn es un punto de equilibrio de
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(1.6). Cerrando el lazo del sistema (1.6) con el control digital (1.7), obtenemos la dinámica
en tiempo continuo del sistema híbrido:

ėd(t) = Aed(t)−BKd̄ed(kT ) (1.8)

donde ed(t) = xd(t)− x̄ es el vector de error en tiempo continuo respecto al punto de equili-
brio de (1.6), y ed(kT ) = xd(kT )− x̄ es el error en tiempo discreto respecto del mismo punto
de equilibrio x̄.

Seguimiento digital

Por otro lado, cuando el objetivo de control sea seguimiento de referencias, el control
digital a considerar es descrito como:

u(t) = ud(t) =−Kdxd(kT )+Edr(kT ) (1.9)

con kT < t ≤ kT +T , Kd ∈ Rm×n es la matriz de realimentación de estados, Ed ∈ Rm×m es
la matriz de prealimentación de los estados de la entrada en tiempo discreto r(kT ) ∈ Rm. El
sistema (1.6) en lazo cerrado con (1.9), da como resultado al sistema híbrido:

ẋd(t) = Axd(t)−BKdxd(kT )+BEdr(kT ) (1.10)

Hasta aquí, se han descrito los problemas de regulación a punto de equilibrio y seguimiento
de referencias para el sistema analógico (1.1), empleando un controlador analógico ū(t) y
un controlador digital u(t). Lo anterior con la finalidad de plantear formalmente la primer
pregunta de investigación. El control analógico es diseñado de modo que proporcione un
desempeño aceptable en el lazo cerrado, sin embargo, esto no garantiza que sus ganancias
sean adecuadas para el caso en el que el control sea discreto. De lo anterior, la necesidad de
plantear un control digital cuyas ganancias sí sean las adecuadas.

Lo anterior, está relacionado con la primera pregunta de investigación mostrada en el princi-
pio de la presente sección. Dado así, y en resumen, se plantea obtener un controlador digital
ud(t) a partir del controlador analógico ū(t) de manera que para el caso de regulación, los
estados ed(t) y ec(t) de los sistemas (1.8)-(1.3) coincidan en cada instante de muestreo kT ;
mientras que para el caso de seguimiento, los estados xd(t) y xc(t) de los sistemas (1.10)-
(1.5) coincidan en cada instante de muestreo kT . Lo anterior puede escribirse, para cada
caso, como:

Regulación

ed(t)
∣∣
t=kT = ec(t)

∣∣
t=kT (1.11a)

Seguimiento

xd(t)
∣∣
t=kT = xc(t)

∣∣
t=kT (1.11b)

En relación a la segunda pregunta, consideremos el modelo discreto del sistema analógico
(1.5), que incluye el comportamiento entre muestras:

xc(kT +nTn) = Gc
(n)xc(kT )+Hc

(n)r(kT )
yc(kT ) =Cxc(kT )

(1.12)
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donde Gc = Gc(Ac,T ) y Hc = Hc(Ac,B,T ) son funciones a determinar a través de algún
método de discretización. T ∈ R+ es el periodo de muestreo, k ∈ N, Tn =

T
N es el muestreo

rápido (intermuestreo), con n = 0,1,2, ...,N un punto entre muestras, y N ∈ N0 el número
de puntos en el que se divide la muestra. Se propone encontrar un control como (1.9) que
considere los N puntos entre muestras, de forma que se garantice (1.11b).

kT+TkT

(a) Comportamiento sin intermuestreo

kT nTn=kT+T

(1)
(2)

(...)
(N-1)

(N)

(1)

(0)

(b) Comportamiento con intermuestreo

Figura 1.1: Puntos entre muestras.

En la Figura 1.1, se observa gráficamente el concepto de intermuestreo. Usualmente al
realizar el muestreo de una señal continua en el tiempo, este se hace cada T tiempo, al
que se le denomina periodo de muestreo; entre cada muestreo existe información que se
pierde al no ser considerada. Para solucionar este problema, se considera ahora dividir el
tiempo entre muestras en N partes, de modo que entre más puntos se tengan entre muestras,
más información se recupera; más aún, si hacemos N → ∞, habremos reconstruido toda la
señal en tiempo continuo. Esta estrategia es la que se empleará para responder a la segunda
pregunta de investigación, y con la que lograremos obtener un controlador que considere el
comportamiento intermuestral, esto, a través de las cuadraturas Chebyshev.

1.2. Descripción de la tesis

1.2.1. Objetivo general

El objetivo general del trabajo de tesis es obtener un controlador digital para un sistema
analógico lineal o lineal por partes, a través del rediseño digital, para los casos de regulación
y seguimiento de referencias, de modo que se garantice el objetivo de control.

1.2.2. Objetivos específicos

Para lograr el objetivo general, se derivan los siguientes objetivos particulares:

1. Derivar un controlador digital (para un sistema analógico) con ganancias adecuadas a
partir del diseño de un controlador analógico, de modo que los estados del sistema con-
trolado digitalmente coincidan con los estados del sistema controlado analógicamente;
esto para los casos de regulación y seguimiento de referencias.
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2. Diseñar un controlador digital mediante rediseño, que contenga la información del
comportamiento entre muestras, de modo que los estados del sistema híbrido coincidan
con los estados del sistema analógico en cada instante de muestreo.

1.2.3. Hipótesis
La hipótesis de trabajo puede ser planteada en base a los objetivos derivados por las

preguntas de investigación, con lo cual se contemplan dos casos. El primero, es el caso de
regulación, es decir, cuando se desee estabilizar el sistema a uno de sus puntos de equilibrio;
el segundo, es el caso en el que se desee realizar seguimiento de los estados de una referen-
cia variante en el tiempo, esto asumiendo que tenemos acceso a ellos. Para ambos casos se
plantea utilizar un controlador analógico de tipo LQR para regulación, y de tipo LQT para
seguimiento. La implementación de este tipo de control garantiza un buen desempeño (en
este caso, un error acotado) del controlador analógico, en relación a cada uno de los obje-
tivos de control; la elección de este tipo de control analógico se realiza teniendo en cuenta
que, a partir del mismo, se obtendrán las ganancias rediseñadas del control digital. Para el
caso en el que el sistema sea conmutado, es necesario realizar consideraciones especiales
que permitan resolver el problema como de horizonte de tiempo infinito, lo que derivará en
ganancias estáticas para el control analógico.

Para la primera pregunta, mediante el método de discretización directa desarrollado en [Le-
wis, 1992], se obtendrán modelos discretos equivalentes con los que se realizará el rediseño
que garantiza coincidencia de los estados en cada instante de muestreo, esto sin considerar
comportamiento intermuestral. Para el segundo objetivo, se propone emplear cuadraturas de
Chebyshev para aproximar la integral de convolución que surge en el proceso de discretiza-
ción del modelo híbrido del sistema controlado digitalmente. Lo anterior permite aproximar
el comportamiento del sistema a un número infinito de datos entre cada muestreo, por lo que
se considera viable para obtener el comportamiento entre muestras. Cabe destacar que, las
cuadraturas de Chebyshev se podrán aplicar únicamente al caso de seguimiento de referen-
cias, debido a que en el caso de regulación no existe integral de convolución que se pueda
aproximar mediante este método.

Utilizando las aproximaciones mencionadas, se desarrolla una propuesta de diseño de contro-
ladores implementados en dispositivos digitales para los casos de regulación y seguimiento
de referencias. Los resultados obtenidos se ilustrarán con el sistema caótico de Chua, un
sistema lineal a trozos.
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo se mostrarán algunos preliminares necesarios para la solución del pro-
blema planteado. Resulta pertinente definir a qué nos referimos con conversión A/D y por
qué es necesaria; veremos que por medio de la conversión, se puede plantear el problema
de rediseño digital. Debido a la naturaleza continua de la planta, y digital del controlador,
obtendremos un sistema híbrido, por lo que también se explicará. En el ejemplo se emplea
el sistema de Chua, un sistema no lineal, con representación lineal por partes, lo que deriva
en un sistema conmutado. En cuanto a los objetivos de control (regulación y seguimiento),
se derivan los controles LQR y LQT que se usarán a lo largo de la investigación.

2.1. Conversión continuo a discreto

El uso de ecuaciones diferenciales para representar a los sistemas dinámicos ha sido y
es un tema de amplio estudio; como resultado, nos encontramos con diversas teorías como
la teoría de control. Debido a los avances tecnológicos, se derivaron un sinfín de preguntas,
entre ellas, ¿cómo aprovechar las ventajas de la electrónica?. La teoría del control en espa-
cio de estados, básicamente responde esta interrogante, sin embargo, la motivación principal
siempre fue usar los dispositivos analógicos para describir o controlar los modelos descritos
por las ecuaciones diferenciales, ya que el funcionamiento de éstos está dado en el dominio
del tiempo continuo t ∈R≥0. Muchas teorías dentro del control en espacio de estados tienen
aplicación dentro de lo analógico, no obstante, con la aparición de las computadoras y dis-
positivos digitales, se hizo necesario determinar alguna manera de representar en modelos
discretos, la dinámica de los modelos en tiempo continuo. Como resultado de lo anterior, se
plantea el problema de conversión de modelos analógicos a modelos digitales, o lo que ex-
presado en términos de dominio temporal, convertir modelos en tiempo continuo, a modelos
en tiempo discreto.

Según lo anterior, el problema de conversión continuo a discreto puede plantearse de la
siguiente forma: Dado el sistema en espacio de estados en tiempo continuo

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)
y(t) =Cx(t)

(2.1)
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encontrar un modelo en tiempo discreto de la forma:

x(kT +T ) = Gx(kT )+Hu(kT )
y(kT ) =Cx(kT )

(2.2)

con G = G(A,T ) y H = H(A,B,T ), de manera que describa la dinámica del sistema en tiem-
po continuo en cada muestra k ∈ N, con T ∈ R≥0 como el periodo de muestreo. Existen
diversos métodos para encontrar representaciones discretas de modelos en tiempo continuo,
entre los más usados se encuentran algunos que emplean series geométricas, métodos de
truncamiento y transformaciones bilineales [Shieh et al., 1979, Shieh et al., 1980, Zhang
et al., 2009]. No obstante, uno de los métodos con más trascendencia a la hora de discreti-
zar, y el empleado en esta investigación, es el método de discretización directa, desarrollado
en [Lewis, 1992]. Con este método particularmente, para que la conversión tenga sentido, se
debe considerar a u(t) en (2.1), como una acción de control constante durante el periodo de
muestreo. Existen dos formas de conseguir lo que se plantea. La primera, es que provenga de
alguna fuente en la que ya se haya realizado muestreo, por lo que u(t) = u(kT ), de manera
que esté definido solo en los instantes de muestreo kT . A menudo, esta discretización de la
señal de control, es obtenida al aplicar la delta de Dirac (impulso en tiempo discreto) a la
función en tiempo continuo u(t). La segunda opción, es considerar a u(t) como una señal
digital, para lo cual no solo ha debido ser muestreada, sino retenida de alguna manera, usual-
mente por un retenedor de orden cero (ZOH por sus siglas en inglés), es decir, u(t) = u(kT )
para kT < t ≤ kT +T . Esta segunda posibilidad abre paso para el estudio del control digital
para sistemas en tiempo continuo; este tipo de sistemas compuestos se conocen como siste-
mas híbridos [Shieh et al., 1998], los cuales será detallados a posteriori en el documento.

t k

x(t) x(k)

t

x(t)

zohSampler

Figura 2.1: Conversión A/D.

A continuación, se explicará el método de discretización directa con el cual se obtiene un
modelo discreto de la forma (2.2), a partir del modelo continuo (2.1). El método se empleará
para encontrar los modelos discretos equivalentes para cada sistema, los cuales son requeri-
dos para resolver el problema de rediseño.

Para discretizar (2.1), se multiplican ambos lados por e−At :

e−At dx(t)
dt

= e−AtAx(t)+ e−AtBu(t)

e−At dx(t)
dt

− e−AtAx(t) = e−AtBu(t)
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d(e−Atx(t))
dt

= e−AtBu(t)

integrando ambos lados desde t0 a t, queda:∫ t

t0

d(e−Aλ x(λ ))
dλ

dλ =
∫ t

t0
e−Aλ Bu(λ )dλ

Para que el método tenga sentido, se debe considerar a u(t) como una función constante en
el intervalo de integración, por lo que en su lugar, tendremos un control u(kT ), con T ∈ R
como el periodo de muestreo con el que ha sido muestreado, k = 1,2, .... Con lo anterior,
obtenemos: ∫ t

t0

d(e−Aλ x(λ ))
dλ

dλ =
∫ t

t0
e−Aλ Bu(kT )dλ

∫ t

t0

d(e−Aλ x(λ ))
dλ

dλ =
∫ t

t0
e−Aλ Bdλu(kT )

e−Aλ x(λ )
∣∣t
t0
=

∫ t

t0
e−Aλ Bdλu(kT )

e−Atx(t)− e−At0x(t0) =
∫ t

t0
e−Aλ Bdλu(kT )

e−Atx(t) = e−At0x(t0)+
∫ t

t0
e−Aλ Bdλu(kT )

x(t) = eA(t−t0)x(t0)+
∫ t

t0
eA(t−λ )Bdλu(kT )

ahora considerando t0 = kT y t = kT +T :

x(kT +T ) = eA(T )x(kT )+
∫ kT+T

kT
eA(kT+T−λ )Bdλu(kT )

realizando el cambio de variables τ = λ − kT , queda:

x(kT +T ) = eA(T )x(kT )+
∫ T

0
eA(T−τ)Bdτu(kT )

cambiando de nuevo λ = T − τ , resulta:

x(kT +T ) = eAT x(kT )+
∫ T

0
eAτBdτu(kT )

pero ∫ T

0
eAτBdτ = eAτA−1B

∣∣T
0∫ T

0
eAτBdτ = (eAT − In×n)A−1B

así, finalmente se obtiene:

x(kT +T ) = Gx(kT )+Hu(kT ) (2.3)
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donde:
G = eAT

H = (eAT − In×n)A−1B
(2.4)

son las funciones que describen la dinámica discreta del sistema continuo (2.1). A (2.3) se le
conoce como el modelo discreto equivalente de (2.1).

La solución al problema de conversiones continuo-discreto, abre paso al problema de con-
trol digital. Existen varias formas de diseñar un control digital, una de ellas es diseñar un
control en el dominio discreto para un modelo discreto equivalente del sistema en tiempo
continuo. Otra salida es diseñar un control en tiempo continuo para un sistema de la misma
naturaleza, y luego discretizarlo [Keller and Anderson, 1992, Zhang et al., 2009, Kennedy
and Evans, 1990, Shieh et al., 1998]. No obstante a lo anterior, encontramos algunos pro-
blemas para cada caso; en el primer caso el periodo de muestreo suele ser un problema, ya
que si es muy grande, el sistema puede presentar inestabilidad; mientras que para el segundo
caso, no se garantiza que exista buen desempeño del controlador para lograr el objetivo de
control, ya que las ganancias del controlador analógico pueden no ser las adecuadas para su
representación digital. Una forma práctica en la que es posible solucionar estos problemas,
es considerar una tercera manera de diseñar el control, llamada rediseño digital.

2.1.1. Rediseño digital

El rediseño digital es una manera de obtener un control digital a partir de un control
analógico bien diseñado, con el fin de que los estados del sistema controlado digitalmente,
coincidan con los estados del sistema controlado de manera analógica en cada instante de
muestreo kT [Guo et al., 2000b, Jianxiong et al., 1996]. La diferencia de este método en
relación los mostrados en [Shieh et al., 1979, Shieh et al., 1980, Zhang et al., 2009], radica
en la derivación de las ganancias. En el rediseño por coincidencia de estados, se emplea la
discretización directa mencionada en la sección 2.1, pero esta vez se considera a u(t) como
una señal rectangular, es decir, una señal digital [Shieh et al., 1980].

El proceso para realizar el rediseño digital se puede formular como:

1. Diseñar un controlador en tiempo continuo (analógico) para el sistema en tiempo con-
tinuo.

2. Encontrar un modelo discreto para el sistema en lazo cerrado con el control analógico
xc(kT +T ).

3. Plantear el sistema híbrido (sistema analógico, control digital) con las ganancias ade-
cuadas

4. Encontrar el modelo discreto del sistema controlado digitalmente xd(kT +T )

5. Determinar las nuevas ganancias permitiendo ed = ec en cada instante de muestreo T
para el caso de regulación, y xd = xc para el caso de seguimiento de referencias.
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Todo lo anterior es concerniente al rediseño digital sin comportamiento entre muestras, es de-
cir, lo relacionado con la primer pregunta de investigación. Para el caso en el que se desee un
rediseño que considere comportamiento intermuestral, se debe proceder de la misma forma
que antes, pero esta vez, en el modelo discreto (resultado de la conversión continuo a discre-
to) aparecerán los puntos intermuestrales. En ese modelo se debe aplicar lo que se conoce
como cuadraturas de Chebyshev. Una cuadratura de Chebyshev es un método de integración
numérica que permite aproximar integrales en tiempo continuo cuya forma es w(λ ) f (λ ).
Para ilustrar la idea de la cuadratura de Chebyshev, supongamos que se plantea calcular la
integral definida de f (λ ) en el intervalo [a,b] :

I =
∫ b

a
w(λ ) f (λ )dλ (2.5)

donde w(x) es una función de peso, a definir, existente en el intervalo. La anterior integral se
puede aproximar así:

I ≈W
N

∑
n=0

f (λn) (2.6)

donde f (λn) es el valor de la función en cada partición n del intervalo [a,b], por lo que
λn = a+ n(b−a)

N , n = 0,1,2, ...,N. Además, W es un factor de peso definido como:

W =
1

N+1

∫ b

a
w(λ )dλ (2.7)

Esta cuadratura de Chebyshev nos permitirá aproximar la integral de convolución que resulta
del proceso de discretización del lazo cerrado del sistema controlado analógicamente para el
caso de seguimiento (1.5). En secciones posteriores, se seleccionará la función de peso w(λ )
para lograr obtener el rediseño que considera comportamiento intermuestral.

2.2. Sistema híbrido

La implementación de sistemas de control de datos muestreados (control digital), aplica-
dos a sistemas descritos por modelos continuos, está definida como sistema híbrido [Shieh
et al., 1998]. Aunque una definición más global es la que involucra a sistemas con interacción
de dinámicas continuas y discretas [Liberzon, 2003].

A/D
Muestreador

D/A
Retenedor

Sistema
Analogico

Ley de
Control

Re f erencia
Control digital

´

Figura 2.2: Diagrama de un sistema híbrido de control.
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Para poder concebir este tipo de sistemas, es necesario la implementación de convertidores
A/D y D/A según sea el caso, debido a la naturaleza digital del control. Una representación
muy general de lo que es un sistema híbrido está dada por la Figura 2.2 [Fadali and Visioli,
2013]. Es claro que el problema de control digital a partir de un control analógico involucra
conversiones del tipo A/D (analógico a digital), por lo que resulta conveniente considerar a
una señal analógica como una función en tiempo continuo, mientras que a una señal digi-
tal rectangular, como una función continua a trozos; aunque las diferencias son sutiles, los
efectos de su naturaleza sobre los sistemas pueden resultar sustancialmente diferentes. Desde
esta perspectiva, podemos afirmar que las conversiones A/D son consecuencia directa de las
conversiones continuo a discreto explicadas en la sección 2.1 [Shieh et al., 1980]. La señal
analógica (función en tiempo continuo) pasa por un elemento que se denomina muestreador,
lo que resulta en una función en diferencias o muestras; lo anterior, es "básicamente" una
conversión continuo a discreto. Luego, esa señal muestreada, se introduce en un retenedor,
y se produce una función continua a trozos, particularmente una señal rectangular o digital.
Así, podemos ver al muestreador como el elemento conversor A/D y al retenedor como el
D/A.

Existe una amplia gama de sistemas que involucran dinámicas continuas y discretas. Entre
estos, centramos particular atención en aquellos sistemas en los que algunos eventos discre-
tos tienen incidencia en la dinámica del sistema híbrido, donde estos eventos pueden estar
relacionados al tiempo, o los estados. Estos sistemas se conocen como sistemas conmutados,
y pueden ser derivados de los sistemas híbridos siempre y cuando se consideren, además de
la dinámica continua, los posibles patrones de conmutación generados por el comportamien-
to de la parte discreta [Liberzon, 2003]. Un tipo de sistema conmutado clásico, se puede
encontrar en sistemas cuya dinámica puede ser descrita como lineal por partes (PWL por
sus siglas en inglés), donde a menudo las conmutaciones están regidas por alguna ley de
conmutación.

2.2.1. Sistema lineal por partes

En este trabajo de investigación, nos concentramos en un tipo particular de sistemas di-
námicos que pueden describirse como una familia de sistemas indexados, donde cada uno
de los elementos de esa familia es un subsistema de naturaleza lineal (como el caso de los
sistemas PWL) o no lineal, continuo en el tiempo o discreto. A este tipo de sistemas se les
puede clasificar como sistemas conmutados, debido a que el espacio de estados Rn, está divi-
dido en un número de sistemas continuos en cada región de operación, los cuales conmutan
de acuerdo a alguna regla conocida como condición de conmutación [Liberzon and Morse,
1999, Andrey V. Savkin, 2002]. Esta condición puede servir para la clasificación de los sis-
temas conmutados, de hecho, una buena clasificación podría darse por dos características: el
tipo de conmutación (por estados o por tiempo), y la autonomía del sistema (si es autónomo,
o no autónomo) [Liberzon, 2003, Araghi et al., 2013]. Particularmente en este trabajo, se
muestra especial interés en los sistemas con conmutaciones arbitrarias dependientes de los
estados, cuya naturaleza sea lineal y su solución continua en el tiempo para todo Rn.

Cuando todos los subsistemas que componen a la familia son lineales, a esta familia se le
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denomina sistema lineal por partes. Consideremos al conjunto de sistemas lineales

fi(x) = ẋ(t) = Aix(t) (2.8)

con i ∈ Ω , Ω =
{

1,2,3, ...,q
}

como el conjunto de partes del sistema lineal conmutado, con
q = p+ 1, donde p ∈ N, p < ∞ es el número de superficies de conmutación; x(t) ∈ Rn el
vector de estados del sistema lineal y Ai ∈ Rn×n es la matriz del sistema de cada subsistema
de Ω . Una "buena"visualización de cómo se representan las conmutaciones dependientes de
los estados se puede observar a continuación.

Figura 2.3: Conmutaciones dependientes de los estados.

En la Figura 2.3, ϒk representa la k-ésima superficie de conmutación del sistema PWL,
donde k = 1,2, .., p. fi(x) es la dinámica continua del sistema en la i-ésima porción ∆i de Rn.
En esta investigación se consideran superficies de conmutación que no generen saltos en la
dinámica del sistema de una parte del espacio Rn a otra, ya que esto implicaría dinámicas
discontinuas. En lugar de lo anterior, se consideran superficies de conmutación que den paso
a cruces de una parte del sistema conmutado a otra contigua, permitiendo soluciones conti-
nuas, de forma que el campo vectorial de sistema conmutado sea continuo. Una característica
deseable de estos sistemas conmutados, es la estabilidad, la cual ha sido estudiada prestando
especial atención en los efectos de conmutación, siendo estas arbitrarias o no. En este traba-
jo, se considerarán conmutaciones arbitrarias dependientes de los estados del sistema PWL
controlado analógicamente.

2.2.2. Estabilidad asintótica para sistemas con conmutaciones arbitra-
rias

Un problema clásico para los sistemas conmutados, es el de encontrar condiciones que
garanticen la estabilidad asintótica del sistema (2.8), sujeto a conmutaciones arbitrarias.
Usualmente cuando poseemos como objeto de estudio a sistemas lineales sin conmutación,
basta con determinar una función de Lyapunov radialmente desacotada que cumpla con las
características ya conocidas; por lo que resultaría natural pensar que, si garantizamos la
existencia de una función de Lyapunov para cada i ∈ Ω , el sistema conmutado será asin-
tóticamente estable. No obstante a lo anterior, la estabilidad asintótica de todos y cada uno
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de los subsistemas, no garantiza la estabilidad asintótica del sistema conmutado [Liberzon,
2003].

La idea de tener una función artificial que describa la energía en un sistema sin conmu-
taciones (Función de Lyapunov), puede extenderse a los sistemas conmutados de la forma
(2.8). Una buena manera de obtener la estabilidad asintótica para un sistema conmutado, es
garantizar que la energía a través de la solución de todos los subsistemas decrecen de la mis-
ma forma, y como una función de Lyapunov realiza precisamente esto, entonces es suficiente
contar con la misma función de Lyapunov V (x) : Rn → R para todos los subsistemas de la
familia Ω ; a la anterior, se le conoce como función común de Lyapunov. Dado lo anterior, y
considerando al origen de cada subsistema i ∈ Ω como punto de equilibrio asintóticamente
estable, se puede formular el siguiente teorema [Narendra and Balakrishnan, 1994,Liberzon,
2003].

Teorema 1. Si todos los subsistemas de la familia (2.8) comparten una función común de
Lyapunov radialmente desacotada, entonces el sistema conmutado es globalmente unifor-
memente asintóticamente estable [Liberzon, 2003].

En general, el término uniformemente, denota uniformidad en relación a las conmuta-
ciones cuando éstas son dependientes del tiempo; sin embargo cuando las conmutaciones
dependen de los estados (como en el caso de esta investigación), se pierde la uniformidad.
Aún con lo anterior, el teorema (1) tiene validez para cuando las conmutaciones son estado-
dependientes. En el caso en el que no sea posible encontrar una función común de Lyapunov,
es suficiente con encontrar una función de Lyapunov para cada parte del sistema conmuta-
do [Liberzon, 2003].

Plantear condiciones para la existencia de una función común de Lyapunov, determinar para
qué tipo de señales se puede garantizar la estabilidad asintótica, y construir reglas de con-
mutación que garanticen la estabilidad del sistema, son otros problemas relacionados a los
sistemas conmutados, que no serán tratados en esta investigación, pero detalles sobre esto,
pueden ser encontrados en [Liberzon and Morse, 1999, Orlov, 2009, Agrachev et al., 2010].

2.3. Regulador lineal cuadrático con ganancias estáticas

Aunque existen diversos tipos de LQR, el que implica retroalimentación de estados brin-
da, en general, más ventajas en cuanto a regulación, sensibilidad, etc, por lo que es el más
empleado. El caso general de este tipo de LQR, trae consigo ganancias de Kalman variantes
en el tiempo, ya que se basa en un problema de horizonte de tiempo finito. No obstante a
lo anterior, emplear este tipo de controladores puede resultar complicado debido al esfuer-
zo computacional, ya que es necesario calcular las ganancias en tiempo real [Lewis, 1992].
Debido a lo anterior, en esta investigación se ha optado por emplear el LQR derivado del
problema de horizonte de tiempo infinito, minimizando el funcional de costo en el intervalo
[t0,∞), lo que conlleva a un problema de control óptimo, que a su vez resulta en un control
con ganancias invariantes en el tiempo [Shieh et al., 1991]. No obstante a lo anterior, prime-
ro se derivará el LQR donde t ∈ [t0, t f ], con t0, t f ∈ R, y luego se definirá el caso de tiempo
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infinito.

Consideremos el sistema en tiempo continuo y en espacio de estados:

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) (2.9)

donde x(t) ∈ Rn es el vector de estados del sistema, u(t) ∈ Rm el vector de entradas con m
el número de entradas. A,B matrices de los tamaños adecuados, y el par (A,B) controlable.
Definamos el control analógico por retroalimentación de estados:

u(t) =−Kx(t) (2.10)

con K ∈ Rm×n, que minimiza el funcional de costo:

J′ = ϒ(x(t f ), t f )+
1
2

∫ t f

t0

[
H(x,u, t)−λ (t)⊤ẋ(t)

]
dt (2.11)

donde:
ϒ(x(t f ), t f ) =

1
2

x(t f )
⊤S(t f )x(t f ) (2.12)

es el término de costo final, con S(t f ) ∈ Rn×n, luego:

H(x,u, t) = x(t)⊤Qx(t)+u(t)⊤Ru(t)+λ (t)⊤(Ax(t)+Bu(t)) (2.13)

como el Hamiltoniano para el sistema LTI (2.9) como restricción; con Q ≥ 0 ∈ Rn×n y
R > 0 ∈ Rm×m como matrices de ponderación; λ ∈ Rn es un multiplicador de Lagrange
indeterminado, además, u(t) como en (2.10). Para encontrar solución al problema de mini-
mización del funcional de costo, es necesario definir las ecuaciones de estado y coestado:

ẋ(t) =
∂H
∂λ

= Ax(t)+Bu(t) (2.14a)

−λ̇ (t) =
∂H
∂x

= A⊤
λ (t)+Qx(t) (2.14b)

y la condición estacionaria:

0 =
∂H
∂u

= Ru(t)+B⊤
λ (t) (2.14c)

resolviendo (2.14c) para u(t):
u(t) =−R−1B⊤

λ (t) (2.15)

La ecuación de estados (2.14a) es resuelta hacia adelante en el tiempo, desde un estado en
un tiempo inicial t0, hasta un tiempo final t f . No obstante, la ecuación de coestados (2.14b)
es resuelta hacia atrás en el tiempo, desde un valor final de tiempo t f hacia un tiempo inicial
t0, por lo que el sistema en lazo cerrado:

ẋ(t) = Ax(t)−BR−1B⊤
λ (t)
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no puede resolverse, en otras palabras, el control u(t) no podría implementarse. Dado lo
anterior, se define la relación que se mantiene para para todo t ∈ [t0, t f ]:

λ (t) = P(t)x(t) (2.16)

con P(t) ∈Rn×n por determinar. Así, el control que estaba descrito en función de la variable
de coestado λ (t), ahora queda en función del estado x(t):

u(t) =−R−1B⊤P(t)x(t) =−K(t)x(t) (2.17)

con K(t) = R−1B⊤P(t); con el control u(t), el sistema (2.9) en lazo cerrado, resulta:

ẋ(t) = Ax(t)−BR−1B⊤P(t)x(t) (2.18)

Entonces (2.10) es el control que minimiza el funcional de costo, pero éste depende de P(t),
el cual se determina como sigue. Derivando (2.16) con respecto al tiempo, se obtiene:

λ̇ (t) = Ṗ(t)x(t)+P(t)ẋ(t) (2.19)

reemplazando (2.18), queda:

λ̇ (t) = Ṗ(t)x(t)+P(t)(Ax(t)−BR−1B⊤P(t)x(t))

λ̇ (t) = Ṗ(t)x(t)+P(t)Ax(t)−P(t)BR−1B⊤P(t)x(t)

−A⊤
λ (t)−Qx(t) = Ṗ(t)x(t)+P(t)Ax(t)−P(t)BR−1B⊤P(t)x(t)

−A⊤P(t)x(t)−Qx(t) = Ṗ(t)x(t)+P(t)Ax(t)−P(t)BR−1B⊤P(t)x(t)

−A⊤P(t)x(t) = Qx(t)+ Ṗ(t)x(t)+P(t)Ax(t)−P(t)BR−1B⊤P(t)x(t)

−Ṗ(t)x(t) = A⊤P(t)x(t)+Qx(t)+P(t)Ax(t)−P(t)BR−1B⊤P(t)x(t)

−Ṗ(t)x(t) = (A⊤P(t)+P(t)A+Q−P(t)BR−1B⊤P(t))x(t)

lo anterior se cumple para todos los estados x(t) con t ∈ [t0, t f ), por lo que la expresión
resulta:

−Ṗ(t) = A⊤P(t)+P(t)A+Q−P(t)BR−1B⊤P(t) (2.20)

El anterior es el caso de horizonte de tiempo finito, la variación de P(t) en el tiempo, es
la responsable de obtener ganancias variantes en el tiempo; no obstante, nuestro interés es
obtener ganancias invariantes en el tiempo, por lo que la integración del funcional debe
tomarse en el intervalo [t0,∞). Así, el funcional de costo a minimizar, teniendo en cuenta el
intervalo de tiempo infinito, es:

J =
∫

∞

t0

[
x(t)⊤Qx(t)+u(t)⊤Ru(t)

]
dt (2.21)

Dado lo anterior, usaremos el valor de la matriz K(t) cuando esta alcanza su estado estacio-
nario, es decir Kss = K [Lewis, 1992, Ebrahimzadeh et al., 2017].
Asumiendo para (2.20) una solución tal que Ṗ(t) = 0, queda:

0 = A⊤P+PA+Q−PBR−1B⊤P (2.22)
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La dependencia en el tiempo de P desaparece, puesto que P es la solución de la ecuación
algebraica matricial de Riccati (2.22) cuando se encuentra en estado estacionario. De esta
forma, el control óptimo que minimiza el funcional de costo con el problema de horizonte
de tiempo infinito (2.11) es:

u(t) =−Kx(t) (2.23)

donde K = R−1B⊤P. En esta investigación, particularmente se propone realizar regulación
del sistema, por lo que resulta conveniente minimizar el error del sistema respecto a uno de
sus puntos de equilibrio. En la sección (3.1.1) se desarrolla este caso, donde planteamiento
del controlador se dará con la finalidad de reducir un funcional de costo en función de los es-
tados del sistema y de los estados a los que quisiéramos que nuestro sistema se aproximara en
el tiempo. Los estados deseados estarán dados por las coordenadas de un punto de equilibrio
del mismo sistema, por lo que estaríamos hablando del caso de regulación, o estabilización
a un punto de equilibrio.

2.4. Seguidor lineal cuadrático con ganancias estáticas

Ya vimos en la sección anterior, cómo se deriva el LQR para horizonte de tiempo in-
finito. La solución mostrada puede aplicarse a problemas de regulación, particularmente, a
estabilización a puntos de equilibrio. Esta vez, sin embargo, el problema a abordar es el de
seguimiento de los estados de una referencia r(t) ∈ Rn. A continuación se derivará el LQT
para el problema de tracking con referencias variantes en el tiempo, que es una versión ex-
tendida del LQR. Como en la sección anterior, consideremos el caso en el que el intervalo
de optimización es [t0, t f ] es decir, el LQT como un problema de horizonte de tiempo finito.

Considerando el mismo sistema (2.9), definamos el control en tiempo continuo:

u(t) =−Kx(t)+Er(t) (2.24)

que minimiza al funcional de costo:

J′ = φ(x(t), t f )+
∫ t f

t0
Ψ(x,u, t)dt (2.25)

donde:
Ψ(x,u, t) =H(x,u, t)−λ (t)⊤ẋ(t) (2.26a)

y

H(x,u, t) =
1
2

{
[x(t)− r(t)]⊤Q[x(t)− r(t)]+u(t)⊤Ru(t)

}
+λ (t)⊤(Ax(t)+Bu(t)) (2.26b)

como el Hamiltoniano del funcional del costo, donde λ (t) ∈ Rn es el multiplicador de La-
grange a determinar, también denominado vector de coestados. Además:

φ(x(t f ), t f ) =
1
2
[x(t f )− r(t f )]

⊤S[x(t f )− r(t f )] (2.27)
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como el costo terminal, donde x(t f ) y r(t f ) son los valores de los estados del sistema y los
estados de la referencia en el tiempo final t f . Consideremos en (2.24), K ∈ Rm×n y E ∈
Rm×m como las matrices de realimentación de estados, y prealimentación de la referencia,
respectivamente; ambas con los tamaños adecuados. Definamos:

λ (t) = P(t)x(t)−σ(t) (2.28)

donde σ(t) ∈ Rn es una función auxiliar a determinar [Barbieri and Alba-Flores, 1998,
Ebrahimzadeh et al., 2017]. Definimos las ecuaciones de estados, coestados y de condición
estacionaria respectivamente:

ẋ(t) =
∂H

∂λ (t)
= Ax(t)+Bu(t) (2.29a)

−λ̇ (t) = A⊤
λ (t)+Qx(t) (2.29b)

0 =
∂Ψ

∂u(t)
= Ru(t)+B⊤

λ (t) (2.29c)

Resolviendo (2.29c) para u(t), obtenemos:

u(t) =−R−1B⊤
λ (t)

pero reemplazando (2.28), resulta:

u(t) =−R−1B⊤P(t)x(t)+R−1B⊤
σ(t) (2.30)

por lo que el sistema en tiempo continuo (2.9) en lazo cerrado con (2.30) resulta:

ẋ(t) = Ax(t)−BR−1B⊤P(t)x(t)+BR−1B⊤
σ(t) (2.31)

Ahora, derivando (2.28), obtenemos:

λ̇ (t) = Ṗ(t)x(t)+P(t)ẋ(t)− σ̇(t)

Reemplazando (2.31):

λ̇ (t) = Ṗ(t)x(t)+P(t)(Ax(t)−BR−1B⊤P(t)x(t)+BR−1B⊤
σ(t))− σ̇(t) (2.32)

Igualando (2.29b) y (2.32), resulta:

A⊤
λ (t)+Q(x(t)− r(t)) = Ṗ(t)x(t)+P(t)(Ax(t)−BR−1B⊤P(t)x(t)+BR−1B⊤

σ(t))− σ̇(t)

para finalmente llegar a:

−Ṗ(t)x(t) =
(
A⊤P(t)+P(t)A+Q−P(t)BR−1B⊤P(t)

)
x(t)

+
(
P(t)BR−1 −A⊤)

σ(t)−Qr(t)− σ̇(t)
(2.33)

Lo anterior se mantiene para todo x(t) ∈ Rn, t ∈ [t0, t f ], lo que implica:

−Ṗ(t) = A⊤P(t)+P(t)A+Q−P(t)BR−1B⊤P(t) (2.34)
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la anterior se conoce como la ecuación diferencial matricial de Riccati. Por otro lado queda:

−σ̇(t) =
(
A⊤−P(t)BR−1B⊤)

σ(t)−Qr(t) (2.35)

Desde aquí, es posible derivar el LQT para el horizonte de tiempo finito, donde el término
de costo terminal cobra relevancia, sin embargo, nuestro interés se encuentra en el problema
de horizonte de tiempo infinito. En el caso en el que t ∈ [t0,∞), se define el nuevo funcional
de costo a minimizar por (2.24):

J =
∫

∞

t0

{
[x(t)− r(t)]⊤Q[x(t)− r(t)]+u(t)⊤Ru(t)

}
dt (2.36)

En este caso, observamos que la matriz de costo terminal desaparece. Además de esto, con-
sideramos el uso de la matriz en estado estacionario de P(t) denominada como Pss = P,
por lo que la ganancia de realimentación de estados también será la obtenida en su estado
estacionario Kss = K. Lo anterior se puede afirmar puesto que consideramos existe una Pss
que ocasione que Ṗ(t) se desvanezca en el tiempo. Por lo que (2.34) resulta la ecuación
algebraica matricial de Riccati:

0 = A⊤P+PA+Q−PBR−1B⊤P (2.37)

con P ∈ Rn×n como su solución. Por otro lado, otro término que se desvanece en el tiempo
es σ̇(t), por lo que, sin necesidad de integrar, obtenemos a la función auxiliar σ(t) de (2.35)
como:

σ(t) =−[(A⊤−PBR−1B⊤)]−1Qr(t)

pero con R una matriz simétrica, y P simétrica por ser solución de la ecuación algebraica ma-
tricial de Riccati, es fácil verificar que (A⊤−PBR−1B⊤) = (A−BK)⊤, por lo que finalmente
obtenemos:

σ(t) = [(A−BK)⊤]−1Qr(t) (2.38)

Con la función auxiliar definida, y con P en lugar de P(t), definimos el control óptimo para
seguimiento de los estados de la referencia r(t), como:

u(t) =−Kx(t)+Er(t) (2.39)

donde:
K = R−1B⊤P (2.40a)

E =−R−1B⊤[(A−BK)⊤]−1Q (2.40b)

son las matrices de realimentación y prealimentación definidas anteriormente.

2.5. Sistema caótico de Chua

Consideremos el sistema caótico de Chua, que es el circuito más simple, que produce
dinámicas caóticas [Chua, 1992]; contiene el número mínimo de elementos almacenadores
de energía para producir este tipo de dinámicas, además de contar con el elemento no li-
neal conocido como diodo de chua, por lo que en general, es de naturaleza no lineal [Wu,
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1987,Chen and Dong, 1993c,Chen and Dong, 1993a]. El circuito de Chua presenta diversas
características particulares, como por ejemplo dinámica de las bifurcaciones, y sensibilidad
a las condiciones iniciales (lo que se traduce en caos, debido a la naturaleza no lineal), lo que
implica la existencia de órbitas periódicas [Matsumoto, 1986].

La dinámica del circuito de Chua puede describirse por el sistema de ecuaciones diferen-
ciales:

v̇c1(t) =
1

C1

[
S(vc2 − vc1)− f (vc1)

]
v̇c2(t) =

1
C2

[
S(vc1 − vc2)− iL

]
i̇L(t) =−1

L
vc2

(2.41)

con la función que describe a la corriente id del diodo de Chua como:

f (vc1) = δ2vc1 +
1
2
(
δ1 −δ2

)(
|vc1 +ξ |− |vc1 −ξ |

)
donde vc1 y vc2 son los voltajes en los capacitores C1 y C2 respectivamente, e iL es la corriente
en el inductor L; además S = 1/R con R como el resistor; δ1,2 > 0 son pendientes, mientras
que ξ es el voltaje de ruptura del diodo.

C1C2 L

R

iL vc1vc2 id = f

Diodo
de Chua

+ +
- -

Figura 2.4: Circuito de Chua.

El sistema (2.41), puede ser llevado a una expresión sin dimensiones en términos de variables
de estado:

ẋ1 = α
(
− x1 + x2 − f (x1)

)
ẋ2 = x1 − x2 + x3

ẋ3 =−βx2

(2.42)

donde x1 = vc1/ξ , x2 = vc2/ξ , x3 = iR/(ξ S), α = C2/C1 y β = 1/(LS) = C2R2/L; con
iR como la corriente del resistor. La función f (x1), que describe el comportamiento de la
corriente en el diodo de chua, puede ahora definirse como la función por partes:
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f (vc1)

−ξ ξ

δ2

δ1

δ2

vc1

id

0

Figura 2.5: Corriente en el diodo de Chua.

f (x1) =


m0x1(t)+m1 −m0 x1(t)≥ 1

m1x1(t) |x1(t)| ≤ 1

m0x1(t)−m1 +m0 x1(t)≤−1

(2.43)

con m0 = Rδ2 y m1 = Rδ1. Derivado de que la función f (x1) se puede escribir como en
(2.43) (una función lineal por partes), el sistema (2.42) puede escribirse como una familia de
subsistemas lineales que conmutan, es decir, en un sistema conmutado (definido en la sección
2.2.1), cuyas conmutaciones dependen del estado x1. Escribiendo en forma de espacio de
estamos tenemos:

ẋ(t) = Aix(t)+Biνi

y(t) =Cix(t) para i = 1,2,3
(2.44)

donde x(t) = [x1(t);x2(t);x3(t)] ∈ R3. Con las matrices Ai y Bi:

A1 =

−α(1+m0) α 0
1 −1 1
0 −β 0

 , B1 =

−α(m1 −m0) 0 0
0 1 0
0 0 1

 , ν1 = [1, 0, 0]⊤

A2 =

−α(1+m1) α 0
1 −1 1
0 −β 0

 , B2 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , ν2 = [0, 0, 0]⊤

A3 =

−α(1+m0) α 0
1 −1 1
0 −β 0

 , B3 =

α(m1 −m0) 0 0
0 1 0
0 0 1

 , ν3 = [1, 0, 0]⊤

(2.45)

con Ci = I3×3,∀i, donde i = 1 si xc1(t)> 1, i = 2 si |xc1(t)| ≤ 1, e i = 3 si xc1(t)<−1 [Guo
et al., 2000b]. Para obtener determinados comportamientos del sistema de Chua, es necesario
recurrir a los parámetros; en otras palabras, dependiendo de cómo se seleccionen, el sistema
presentará comportamiento caótico o no. En el capítulo 5 se proponen valores para estos
parámetros, y así obtener el comportamiento caótico, y una solución periódica de periodo 1
(ciclo límite). Se ha mostrado que es posible controlar los estados del sistema de Chua hasta
un ciclo límite ubicado fuera de la región de atracción del mismo. Esto mediante el uso de
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controladores basados en retroalimentación de estados en tiempo continuo, lo que se traduce
a controladores de tipo analógico [Chen and Dong, 1993b, Chen and Dong, 2002]. Veremos
más adelante cómo es posible realizar control analógico para lograr resolver dos problemas
puntuales en esta investigación: regulación a un punto de equilibrio, y seguimiento de refe-
rencias. Y más aún, cómo se plantea la implementación de controladores de tipo digital para
ambos objetivos de control.

Toda la información contenida en la presente sección, servirá de soporte para el planteamien-
to de las solución al problema de rediseño digital con y sin intermuestreo. En el siguiente
Capítulo se deriva el control óptimo analógico para los casos de regulación y seguimiento
de referencias, el que será el punto de partida para el problema del rediseño de las ganancias
del controlador.
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Capítulo 3

Diseño del Control en Tiempo Continuo

Consideremos el sistema lineal conmutado continuamente conectado:

ẋc(t) = Aixc(t)+Biνi

yc(t) =Cixc(t), i = 1,2, ...,q
(3.1)

donde xc(t) = [xc1(t), ... ,xcn(t)]⊤ ∈ Rn es el vector de estados; νi ∈ Rm es el vector de
entradas propio del sistema; yc(t) ∈ Rp es el vector de salidas; Ai ∈ Rn×n, no singular, es la
matriz del sistema de la i-ésima parte ∆i del sistema conmutado; Bi ∈Rn×m, no singular (solo
para seguimiento con intermuestreo), es la i-ésima matriz de entrada; Ci ∈Rp×n es la i-ésima
matriz de salida, la cual será tomada como Ci = Ip×n,∀i en esta investigación. Como i ∈ Ω =
{1,2, ...,q}, consideremos el caso de en el que q= 1, en tal caso, solo habrá un sistema, por lo
que no existirán conmutaciones; mientras que si 1 < q < ∞, el sistema (3.1) será un sistema
conmutado conformado por q subsistemas conectados continuamente en el tiempo, cuya
conmutación dependerá de los estados de xc(t). Para la controlabilidad del sistema analógico
conmutado, es suficiente con que al menos un par (Ai,Bi) sea controlable [Klamka et al.,
2013]. No obstante, asumiremos a todos los pares mencionados como controlables. Para el
caso en el que no existan conmutaciones, es decir, q = 1, el criterio de controlabilidad se
reduce al tradicional de Kalman.

3.1. Estabilización a un punto de equilibrio

Consideremos el caso en el que se busca estabilizar el sistema (3.1) a uno de sus puntos
de equilibrio x̄k = [x̄1k, x̄2k, ... , x̄nk]

⊤, con k ∈ {1,2, ...,q} como el número de puntos de
equilibrio del sistema conmutado. Siendo:

x̄k =−Ak
−1Bkνk (3.2)

En este caso, el sistema estará controlado por un controlador analógico de estado completo
de la forma:

uc̄i(t) =−Kc̄iex̄(t), i = 1,2, ...,q (3.3)

donde ex̄(t) = xc(t)− x̄k es el error respecto al punto de equilibrio de nuestro interés, uc̄i(t)∈
Rm es el vector de control, y Kc̄i ∈Rm×n es la matriz de realimentación de estados. El sistema
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en tiempo continuo, considerando la acción de control (3.3) está dado por:

ẋc(t) = Aixc(t)+Biνi +Biuc̄i(t)
yc(t) =Cixc(t), i = 1,2, ...,q

(3.4)

Cerrando el lazo del sistema definido arriba, con el controlador analógico, se obtiene:

ẋc(t) = (Ai −BiKc̄i)ex̄(t), i = 1,2, ...,q (3.5)

Ahora, como x̄k es un punto fijo, la derivada del error es:

ėx̄(t) = ẋc(t) (3.6)

reemplazando en (3.5) resulta:

ėx̄(t) = Ac̄iex̄(t), i = 1,2, ...,q (3.7)

donde Ac̄i = Ai−BiKc̄i. El controlador analógico (3.3) puede ser empleado cuando se cumpla
k = i, es decir, cuando el sistema se encuentre en la i-ésima parte en la que está el punto de
equilibrio al que se desea estabilizar el sistema. Cuando el caso es k ̸= i, entonces usamos el
siguiente controlador, cuyas ganancias Kc̄i son las mismas que (3.3) para cada i:

uc̄i(t) =−Kc̄iex̄(t)−Bi
−1Aix̄k −νi, i = 1,2, ...,q (3.8)

donde las matrices Ai, Bi son no singulares ∀i. Si cerramos el lazo entre el sistema (3.4) y el
controlador analógico (3.8), obtenemos el sistema (3.7).

Existen diversas maneras de diseñar la matriz de realimentación Kc̄i para cada parte del
sistema; una buena opción es emplear control tipo LQR. Tengamos en cuenta que, para los
objetivos de la tesis, solo debemos diseñar un buen controlador analógico para derivar luego
un buen control digital.

3.1.1. Aplicación del regulador lineal cuadrático a un sistema PWL
Se empleará un controlador tipo LQR subóptimo en base a los estados del sistema y el

punto de equilibrio al que se quiere estabilizar al sistema, es decir, el error. En el caso en el
que el sistema no presente conmutaciones, no habrán consideraciones especiales; mientras
que para el caso en el que sí existan conmutaciones, consideraremos lo que a continuación.

El funcional de costo que deriva en el LQR óptimo para el sistema conmutado (3.7) es:

J̄real =
q

∑
i=1

ωi(t)J̄′i (3.9)

donde ωi(t) ∈ {0,1} es la condición de conmutación que depende del tiempo; J̄′i es el fun-
cional de costo para cada parte del sistema conmutado, con i = 1,2, ...,q [Wu et al., 2019].
Con el funcional de costo, en horizonte de tiempo finito J̄′i, para cada i definido como:

J̄′i =
1
2

∫ t f

t0

(
ex̄(t)⊤Q̄ex̄(t)+2uc̄i(t)⊤S̄iex̄(t)+uc̄i(t)⊤R̄uc̄i(t)

)
dt, i = 1,2, ...,q (3.10)
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donde [t0, t f ] es el intervalo de integración; Q̄ ≥ 0 ∈ Rn×n simétrica, S̄ ≥ 0 ∈ Rm×n y R̄ >
0 ∈Rm×m simétrica, son matrices de ponderación. En esta investigación no se consideran las
conmutaciones dependientes del tiempo, ya que eso conllevaría al cálculo del tiempo óptimo
de conmutación, la condición óptima de conmutación, y la solución del LQR en horizonte
de tiempo finito. No obstante, en lugar de minimizar el funcional óptimo (3.9), se plantea
minimizar el funcional en horizonte de tiempo infinito para cada i-esima parte del sistema
conmutado. Para lo anterior, consideremos el funcional de costo para el sistema conmutado
(3.7):

J̄ =
q

∑
i=1

J̄i (3.11)

donde J̄i es el funcional de costo a resolver para cada sección ∆i de Rn, el cual está dado por:

J̄i =
∫

∞

t0i

(
ex̄(t)⊤Q̄ex̄(t)+uc̄i(t)⊤R̄uc̄i(t)

)
dt, i = 1,2, ...,q (3.12)

con Q̄ ≥ 0 y R̄ > 0 como arriba, donde t0i ∈ R≥0 es el tiempo inicial en cada conmutación.
Consideremos el control analógico (3.3) que estabiliza al sistema a un punto de equilibrio:

uc̄i(t) =−Kc̄iex̄(t)

que minimiza al funcional de costo (3.12) para cada i.

Resolviendo el LQR, como se muestra en la sección 2.3, se obtiene:

Kc̄i = R̄−1Bi
⊤P̄i, i = 1,2, ...,q (3.13)

como la ganancia de realimentación de estados del sistema para cada i, donde P̄i es la solución
de la ecuación algebraica matricial de Riccati:

Aci
⊤P̄i + P̄iAci − P̄iBiR̄−1Bi

⊤P̄i +Ci
⊤Q̄Ci = 0, i = 1,2, ...,q (3.14)

Cada una de estas ganancias de realimentación, harán que Ac̄i sea estable, es decir, que sus
valores propios tengan parte real negativa.

Minimizar (3.12) para cada i, resulta más ”costoso” que minimizar (3.9), por lo que en tér-
minos de costo:

J̄real < J̄ (3.15)

por lo que el control obtenido de minimizar J̄, es subóptimo. Cuando el sistema no presente
conmutaciones, el control obtenido será óptimo.

3.1.2. Estabilidad del sistema conmutado analógico a un punto de equi-
librio

Como se mencionó anteriormente, cuando q ∈ {1} el sistema no presentará algún tipo de
conmutación, por lo que el análisis de estabilidad del sistema de error, el cual no tiene entra-
das, puede realizarse a través del método directo de Lyapunov. Por el otro lado, si 1 < q < ∞,
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el sistema en tiempo continuo (3.4) se define como un sistema conmutado. La estabilidad
para sistemas conmutados sin entrada tiene un requerimiento adicional en relación a los sis-
temas no conmutados. La estabilidad asintótica puede definirse empleando lo que se conoce
como una función común de Lyapunov, que es una función de Lyapunov que se comparte
para las i partes del sistema conmutado [Liberzon and Morse, 1999, Liberzon, 2003]. Dado
lo anterior, para el caso en el que (3.7) conmute, se debe cumplir que exista una función
común de Lyapunov V (ex̄(t)) : Rn → R ∀i, radialmente desacotada, tal que:

1. V (0) = 0,V (ex̄)> 0,∀ex̄ ̸= 0

2. V̇ (ex̄)< 0,∀ex̄ ∈ R3

Consideremos como candidata a función común de Lyapunov a:

V (ex̄) = ex̄
⊤P̃ex̄ (3.16)

con P̃ ∈ Rn×n como una matriz simétrica definida positiva. Derivando a lo largo de las tra-
yectorias de (3.7):

V̇ (ex̄) = ė⊤x̄ P̃ex̄ + ex̄
⊤P̃ėx̄

V̇ (ex̄) = ((Ai −BiKc̄i)ex̄)
⊤P̃ex̄ + ex̄

⊤P̃(Ai −BiKc̄i)ex̄

obteniendo finalmente:

V̇ (ex̄) = ex̄
⊤(A⊤

c̄iP̃+ P̃Ac̄i)ex̄, i = 1,2, ..,q (3.17)

con Ac̄i = Ai −BiKc̄i. Para garantizar la segunda condición, la matriz (A⊤
c̄iP̃+ P̃Ac̄i) debe ser

simétrica definida negativa, ya que tanto V (ex̄(t)) como V̇ (ex̄(t)) son formas cuadráticas.
Para lo anterior definimos la ecuación de Lyapunov:

A⊤
c̄iP̃+ P̃Ac̄i <−εI3×3, i = 1,2, ...,q (3.18)

con ε > 0 ∈ R, e In×n la matriz identidad en Rn×n. Seleccionando ε y resolviendo la ecua-
ción, se obtiene P̃. Bajo estas condiciones, se cumplen los requerimientos para que el origen
de (3.7) sea un punto de equilibrio asintóticamente estable, por lo que se garantiza la estabi-
lización del sistema controlado analógicamente.

3.2. Seguimiento de referencias variantes en el tiempo

En esta sección se considera resolver el problema de seguimiento para un sistema lineal
por partes controlado analógicamente. El seguimiento se propone para referencias variantes
en el tiempo, para lo cual se agregará una etapa de prealimentación de la misma al controla-
dor. El diagrama del sistema de control se observa en la Figura 3.1. Para esta investigación,
en particular, consideraremos que tenemos acceso a la dinámica explícita de la referencia, lo
cual será útil para el análisis de estabilidad del sistema controlado analógicamente.
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Ec ẋc(t) = Axc(t)+Buc(t) C

Kc

uc(t) xc(t)Γ(t)

−

+ yc(t)

Figura 3.1: Sistema analógico de control para seguimiento de referencia.

Definamos el control analógico para seguimiento de referencias:

uci(t) =−Kcixc(t)+EciΓ(t)−νi, i = 1,2, ...,q (3.19)

El sistema analógico conmutado (3.1), considerando el controlador (3.19), queda:

ẋc(t) = Aixc(t)+Biνi +Biuci(t), i = 1,2, ...,q (3.20)

con Γ(t) ∈ Rn como el vector de estados de la referencia a seguir. Cerrando el lazo entre el
sistema (3.20) y el control analógico (3.19), se obtiene:

ẋc(t) = Acixc(t)+BiEciΓ(t), i = 1,2, ...,q (3.21)

donde Aci = Ai −BiKci.

Definamos la referencia variante en el tiempo, cuya dinámica es explícita y está dada por:

Γ̇(t) = AΓ jΓ(t)+BΓ jν̄ j

r(t) = C̄ jΓ(t), j = 1,2, ...,q′
(3.22)

con Γ(t) = [Γ1(t), ... ,Γn(t)]⊤ es el vector de estados de la referencia; ν̄ j ∈ Rm es el vec-
tor de entradas; r(t) ∈ Rp es el vector de salidas; AΓ j ∈ Rn×n, BΓ j ∈ Rn×m, CΓ j ∈ Rp×n,
con las matrices del sistema, de entrada y salida, respectivamente. En este caso, como bus-
camos seguimiento en los estados de la referencia, definimos CΓ j = Ip×n, ∀ j. En (3.22),
j ∈ {1,2, ...,q′}, con q′ ∈ N, q′ < ∞ como el número de sistemas conectados continuamente
en el tiempo que componen al sistema de referencia. Igual que en el caso del sistema de con-
trol (3.1), si j ∈ {1} el sistema de la referencia será un sistema sin conmutaciones; mientras
que, si 1 < j ≤ q′, la referencia estará representada por un sistema conmutado de q′ partes.

3.2.1. Aplicación del seguidor lineal cuadrático a un sistema PWL
Para el diseño de las ganancias de realimentación Kci y Eci se emplea un control tipo

LQT subóptimo. Considerando el caso en el que q > 1, es decir, en el que el sistema conmu-
te entre partes y que las conmutaciones dependan de los estados, haremos una consideración
adicional para el LQT. En este caso, se resolverá el LQT como un problema de horizonte de
tiempo infinito, con lo que las ganancias obtenidas Kci y Eci para el control analógico (3.19)
serán estáticas, es decir, invariantes en el tiempo.
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Comenzamos considerando el funcional de costo para el LQT óptimo del sistema conmuta-
do:

Jreal =
q

∑
i=1

ωi(t)J′i (3.23)

donde, igual que en el LQR, ωi(t) ∈ {0,1} es el vector de conmutación, con i = 1,2, ...,q. El
funcional de costo en horizonte de tiempo finito para cada i de (3.21) es:

J′i =
1
2

∫ t f

t0

(
ec(t)⊤Qec(t)+2uci(t)⊤Siec(t)+uci(t)⊤Ruci(t)

)
dt, i = 1,2, ...,q (3.24)

donde ec(t) = xc(t)−Γ(t); Q ∈ Rn×n ≥ 0 y R ∈ Rm×m > 0, son matrices simétricas de pon-
deración, S ≥ 0 ∈ Rm×n. Como mencionamos en el caso del LQR conmutado, minimizar
(3.23) resulta particularmente complejo; en su lugar, proponemos minimizar el funcional de
costo para el sistema conmutado (3.21):

J =
q

∑
i=1

Ji (3.25)

donde Ji es el funcional de costo para cada parte del sistema conmutado (3.21) como:

Ji =
∫

∞

t0i

(
ec(t)⊤Qec(t)+uci(t)⊤Ruci(t)

)
dt, i = 1,2, ...,q (3.26)

que es minimizado por el control analógico (3.19). En (3.26) se debe considerar p = m.
Además, las matrices Q ∈ Rn×n ≥ 0 y R ∈ Rm×m > 0, como arriba. De resolver el LQR,
como se muestra en la sección 2.4, se obtienen las ganancias para cada parte del sistema
conmutado:

Kci = R−1Bi
⊤Pi

Eci =−R−1Bi
⊤(A−1

ci )
⊤

Q, i = 1,2, ...,q
(3.27)

donde Pi es la solución a la ecuación algebraica matricial de Riccati para cada parte del
sistema conmutado:

Ai
⊤Pi +PiAi −PiBiR−1Bi

⊤Pi +Q = 0, i = 1,2, ...,q (3.28)

En función del costo, es cierto que:
Jreal < J (3.29)

por lo que el controlador obtenido en el caso conmutado es subóptimo, y en el caso sin
conmutaciones, será óptimo.

3.2.2. Estabilidad del sistema conmutado con dinámica explícita de la
referencia

Es de particular interés corroborar la estabilidad del sistema de error respecto a la refe-
rencia, es decir, si el error se mantiene acotado a lo largo del tiempo. Este análisis se puede
realizar cuando se conoce la dinámica del sistema de referencia, de lo contrario, la idea de
analizar el error pierde sentido.
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Asumiendo que tenemos acceso a los estados del sistema, definamos ec(t) = xc(t)−Γ(t)
como el error respecto de la referencia. La dinámica del error es:

ėc(t) = ẋc(t)− Γ̇(t) (3.30)

reemplazando (3.21) y (3.22) en (3.30), obtenemos

ėc(t) = (Aixc(t)−BiKcixc(t)+BiEciΓ(t))− (AΓ jΓ(t)+BΓ jν j)

pero xc(t) = ec(t)+Γ(t), entonces:

ėc(t) = [Ai(ec(t)+Γ(t))−BiKci(ec(t)+Γ(t))+BiEciΓ(t)]− [AΓ jΓ(t)+BΓ jν j]

ėc(t) = Aciec(t)+(Ai −BiKci +BiEci −AΓ j)Γ(t)−BΓ jν j

finalmente se obtiene:

ėc(t) = Aciec(t)+ρ(t), i = 1,2, ...,q; j = 1,2, ...,q′ (3.31)

con ρ(t) = (∆Ai, j −Bi∆Ti)Γ(t)−BΓ jν̄ j, como la entrada del sistema de error respecto de la
referencia, donde ∆Ai, j = Ai−AΓ j y ∆Ti = Kci−Eci. Notemos para el sistema conmutado de
error (3.31), las conmutaciones se darán entre q∗q′ partes.

El caso general del sistema de seguimiento, es un sistema conmutado, que tiene una en-
trada en cada parte, por lo que un análisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov no es
definitivo. Dado lo anterior, la estabilidad del sistema (3.31) se analizará en el sentido BIBO.
Para esto, primero se debe garantizar la estabilidad del sistema conmutado de error cuando
no hay entrada, es decir ρ(t) = 0 ∀t, para lo cual, como se mostró en la sección 3.1.2, es
necesario mostrar la existencia de una función común de Lyapunov P̂ : Rn → R para todas
las partes. Una vez mostrada la estabilidad del sistema conmutado sin entrada, se procede a
mostrar la BIBO estabilidad [Chen, 1999].

Para el caso de seguimiento, consideraremos que la referencia Γ(t) está acotada para to-
do tiempo; en consecuencia, obtendremos que la entrada ρ(t) del sistema de error (3.31) es
también acotada para todo t, esto es:

ρ(t)≤ N < ∞, ∀t ≥ 0 (3.32)

con N = máx{Ni, j}, esto debido a que Aci,Bi,Eci,AΓ j,BΓ j,ν j son constantes y están aco-
tadas ∀t. Para la estabilidad BIBO es necesario mostrar que para una entrada ρ(t) acotada
∀t, obtendremos:

∥ec(t)∥ ≤ M < ∞ (3.33)

donde ∥·∥ es la norma euclidiana del vector; además, M ∈ R+ es una cota ∀t. La solución
del sistema conmutado de error (3.31) es [Liberzon, 2003, Orlov, 2009]:

ec(t) = ec(t0)eAci(t−t0)+
∫ t

t0
eAci(t−τ)

ρ(τ)dτ (3.34)
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la cual, por linealidad, se puede escribir como:

ec(t) = ecnat(t)+ ecfor(t) (3.35)

donde:
ecnat(t) = ec(t0)eAci(t−t0)

ecfor(t) =
∫ t

t0
eAci(t−τ)

ρ(τ)dτ
(3.36)

son la respuesta natural y forzada del sistema, respectivamente.

Para la respuesta natural:
ecnat(t) = ec(t0)eAci(t−t0) (3.37)

se garantiza estabilidad asintótica cuando t−t0 →∞, tal como se muestra en la sección 3.1.2.
No obstante, y debido a las conmutaciones, t − t0 → ∞ puede no cumplirse en general. Aún
con lo anterior, y teniendo en cuenta que Aci estable ∀i, t, tenemos que para cada conmuta-
ción, la condición inicial ec(t0) se mantiene acotada, por lo que:

∥ecnat(t)∥ ≤ Y < ∞ (3.38)

Por otro lado, para el término de la respuesta forzada del sistema, se procede a mostrar BIBO
estabilidad:

ecfor(t) =
∫ t

t0
eAci(t−τ)

ρ(τ)dτ (3.39)

∥ecfor(t)∥=
∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

t0
eAci(t−τ)

ρ(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫ t

t0
∥eAci(t−τ)

ρ(τ)∥ dτ

≤
∫ t

t0
∥eAci(t−τ)∥∥ρ(τ)∥ dτ

≤
∫ t

t0
∥eAci(t−τ)∥N dτ

obteniendo finalmente:
∥ecfor(t)∥ ≤ N

∫ t

t0
∥eAci(t−τ)∥ dτ (3.40)

Hemos mostrado que Aci es estable para todo i, así, eAci(t−τ) es convergente a cero si t − τ es
positivo, por lo que el término integral es acotado ∀t, por tanto:

∥ecfor(t)∥ ≤ N
∫ t

t0
∥eAci(t−τ)∥ dτ

≤ N W

donde W = máx{Wi},Wi ∈ R+. Por lo que, en general:

∥ec(t)∥ ≤ Y +N W (3.41)
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definiendo M = Y +N W , queda:

∥ec(t)∥ ≤ M

Por lo que el sistema conmutado de error (3.31) es BIBO estable si se cumple con el criterio
de la sección 3.1.2 y la referencia Γ(t) es acotada ∀t ≥ 0. Un enfoque diferente para el análisis
de la BIBO estabilidad del sistema conmutado, puede encontrarse en [Chen and Sun, 2017].
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Capítulo 4

Control Digital

En el capítulo anterior se derivó un control analógico para los casos de estabilización
a un punto de equilibrio y seguimiento de referencias. Ahora planteamos la necesidad de
construir un controlador digital. Consideraremos al control digital como un controlador que
ha sido muestreado cada T tiempo, y luego, retenido por un ZOH, el cual será tomado como
ideal. Una manera de diseñar controladores digitales es emplear el modelo de un controlador
analógico ya existente, de forma que se obtengan ganancias adecuadas, ya que las ganancias
del control analógico no garantizan, en general, que el sistema cumpla con el objetivo de con-
trol, incluso, llegando a provocar inestabilidad. Dado esto, se busca aproximar la dinámica
del sistema controlado digitalmente a la dinámica del sistema controlado analógicamente por
un controlador que proporcione buen desempeño en el sistema de interés. Para lo anterior, se
empleará rediseño digital. El proceso de obtener un control digital a partir de un controlador
analógico, de modo que los estados del sistema controlado digitalmente coincidan en cada
instante de muestreo con los estados del sistema controlado de manera analógica, se conoce
como rediseño digital. Aplicar un controlador digital a un sistema analógico deriva en lo
que conocemos como sistema híbrido, tal como se explicó en la sección (2.2), por lo que en
adelante nos referiremos a este sistema de esta forma.

tTt

Figura 4.1: Sistema híbrido de control para el caso de seguimiento de referencia.

Para realizar el rediseño, emplearemos la discretización directa mostrada en [Lewis,
1992], la cual emplea la solución a cada parte del sistema controlado en tiempo continuo,
en caso de ser un sistema conmutado; y la solución del sistema, en caso de no tener con-
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mutaciones. Con el fin de que se cumpla el objetivo de la coincidencia de los estados en
cada instante de muestreo kT , es necesario encontrar un modelo discreto para los sistemas
híbrido y analógico, esto debido a que el modelo discreto de ambos es una aproximación al
comportamiento en cada instante de tiempo. El rediseño digital emplea estas aproximaciones
como estrategia para obtener las nuevas ganancias. A continuación, plantearemos el sistema
híbrido para los casos de estabilización a un punto de equilibrio x̄k, k = 1,2, ...,q del sistema
analógico (3.1), y de seguimiento de referencias variantes en el tiempo.

4.1. Modelos de los sistemas híbridos de control

Consideremos el sistema analógico en tiempo continuo, invariante en el tiempo, y en
general, lineal por partes:

ẋd(t) = Aixd(t)+Biνi(t)
yd(t) =Cixd(t), i = 1,2, ...,q

(4.1)

donde xd(t) es el vector de estados del sistema, νi(t) es el vector de entradas propio del
sistema, e yd(t) es el vector de salida, todos con los tamaños adecuados. Además, las matrices
Ai, Bi, Ci, y los vectores νi son exactamente los mismos que los dados en (3.1) para cada i.
A continuación derivaremos los modelos híbridos de los casos en los que se aplica control
digital para regulación a punto de equilibrio y seguimiento de referencias.

4.1.1. Sistema híbrido para estabilización a punto de equilibrio
El sistema analógico (4.1) considerando la acción del control digital, queda:

ẋd(t) = Aixd(t)+Biνi +Biud̄i(t), i = 1,2, ...,q (4.2)

donde el control digital con ganancias adecuadas, está dado por:

ud̄i(t) =−Kdiex(kT ), i = 1,2, ...,q (4.3)

con kT < t ≤ kT +T , k ∈N, T ∈R+ como periodo de muestreo, donde ex(t) = xd(t)− x̄k es
el error en tiempo continuo del sistema respecto del punto de equilibrio x̄k =−Ak

−1Bkνk, y
ex(kT ) = xd(kT )− x̄k es el error muestreado. Considerando a x̄k, el lazo cerrado de (4.2) con
(4.3) resulta en el sistema híbrido:

ẋd(t) = Aiex(t)−BiKdiex(kT ), i = 1,2, ...,q (4.4)

Como x̄k es un punto de equilibrio para todo k, la dinámica del error queda:

ėx(t) = Aiex(t)−BiKdiex(kT ), i = 1,2, ...,q (4.5)

Los sistemas (4.4) y (4.5) son equivalentes, y contienen la dinámica del sistema analógico
cuando es controlado digitalmente para ser estabilizado a uno de los puntos de equilibrio de
(3.1). El control (4.3) es empleado cuando k = i, es decir, cuando es aplicado en la i-ésima
parte del sistema en la que se encuentra el punto de equilibrio al que se busca estabilizar al
sistema. Cuando esto no ocurre así, es decir k ̸= i, consideremos emplear el controlador:

ud̄i(t) =−Kdiex(kT )−Bi
−1Aix̄k −νi, i = 1,2, ...,q (4.6)

Emplear el controlador (4.6) en el sistema (4.2), resulta en el sistema híbrido (4.5).
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4.1.2. Sistema híbrido para seguimiento de referencia
Tomando el sistema analógico (4.1) y considerando la acción de control para seguimiento

de referencias variantes en el tiempo, obtenemos:

ẋd(t) = Aixd(t)+Biνi +Biudi(t), i = 1,2, ...,q (4.7)

donde el control digital con ganancias adecuadas para seguimiento es:

udi(t) =−Kdixd(kT )+EdiΓ(kT )−νi, i = 1,2, ...,q (4.8)

donde kT < t ≤ kT +T . Cerrando el lazo entre el sistema analógico (4.7) y el controlador
digital (4.8), obtenemos el sistema híbrido:

ẋd(t) = Aixd(t)−BiKdixd(kT )+BiEdiΓ(kT ), i = 1,2, ...,q (4.9)

4.2. Rediseño Digital

Los modelos (4.5) y (4.9) son los modelos de los sistemas analógicos controlados di-
gitalmente, la obtención de estos modelos no es el problema a resolver en el rediseño. El
problema a resolver es el de la derivación de las ganancias Kd̄i, para el problema de regula-
ción a un punto de equilibrio, Kdi y Edi para el problema de seguimiento de referencias, a
partir de las ganancias del controlador analógico. Para lograr el rediseño digital que garan-
tiza coincidencia de estados en cada instante de muestreo T , es necesario recurrir al método
de discretización directa mostrado en la sección (2.1), con el cual se derivarán los mode-
los discretos de los sistemas controlados analógicamente y digitalmente, para cada caso. A
continuación la discretización para los modelos mencionados y la aplicación del rediseño
digital.

4.2.1. Rediseño para estabilización a punto de equilibrio
Para el rediseño del controlador analógico, que busca estabilizar al sistema (3.7) a un

punto de equilibrio de (3.1), es preciso discretizar los modelos (3.7) y (4.5).

Para la discretización directa del modelo analógico (3.7), multiplicamos a ambos lados del
mismo por e−Ac̄it :

e−Ac̄it d(ex̄(t))
dt

= e−Ac̄itAciex̄(t)

e−Ac̄it d(ex̄(t))
dt

− e−Ac̄itAciex̄(t) = 0

d(e−Ac̄itex̄(t))
dt

= 0

Integrando de ambos lados desde t0 a t, obtenemos:∫ t

t0

d(e−Ac̄iλ ex̄(λ ))

dλ
dλ =

∫ t f

t0
0 dλ
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e−Ac̄iλ ex̄(λ )
∣∣∣t
t0
= 0

e−Ac̄itex̄(t)− e−Ac̄it0ex̄(t0) = 0

e−Ac̄itex̄(t) = e−Ac̄it0ex̄(t0)

ex̄(t) = eAc̄i(t−t0)ex̄(t0)

Tomando t0 = kT y t = kT +T :

ex̄(kT +T ) = eAc̄iT ex̄(kT )

Lo que finalmente se escribe como:

ex̄(kT +T ) = Ḡciex̄(kT ), i = 1,2, ...,q (4.10)

con Ḡci = eAc̄iT . El anterior, es el modelo discreto del sistema controlado analógicamente
respecto al punto de equilibrio x̄k.

Ahora aplicamos el mismo método de discretización para el sistema híbrido (4.5). Mul-
tiplicamos en ambos lados por e−Ait :

e−Ait d(ex(t))
dt

= e−AitAiex(t)− e−AitBiKd̄iex(kT )

e−Ait d(ex(t))
dt

− e−AitAiex(t) =−e−AitBiKd̄iex(kT )

d(e−Aitex(t))
dt

=−e−AitBiKd̄iex(kT )

integrando por ambos lados de t0 a t:∫ t

t0

d(e−Aiλ ex(λ ))

dλ
dλ =−

∫ t

t0
e−Aiλ BiKd̄iex(kT ) dλ

e−Aiλ ex(λ )
∣∣∣t
t0
=−

∫ t

t0
e−Aiλ BiKd̄iex(kT ) dλ

e−Aitex(t)− e−Ait0ex(t0) =−
∫ t

t0
e−Aiλ BiKd̄iex(kT ) dλ

e−Aitex(t) = e−Ait0ex(t0)−
∫ t

t0
e−Aiλ BiKd̄iex(kT ) dλ

ex(t) = eAi(t−t0)ex(t0)−
∫ t

t0
eAi(t−λ )BiKd̄iex(kT ) dλ

pero recordemos que ex(kT ) = cte para todo λ ∈ [t0, t f ] debido al retenedor de orden cero
(ZOH), por lo que:

ex(t) = eAi(t−t0)ex(t0)−
∫ t

t0
eAi(t−λ )Bi dλKd̄iex(kT )
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considerando t0 = kT y t = kT +T , queda:

ex(kT +T ) = eAiT ex(kT )−
∫ kT+T

kT
eAi(kT+T−λ )Bi dλKd̄iex(kT )

reescribiendo
ex(kT +T ) = Ḡiex(kT )− H̄iKd̄iex(kT )

finalmente:
ex(kT +T ) = (Ḡi − H̄iKd̄i)ex(kT ), i = 1,2, ...,q (4.11)

donde
Ḡi = eAiT

H̄i = (Ḡi − In×n)Ai
−1Bi, i = 1,2, ...,q

(4.12)

Una vez obtenidos los modelos discretos del sistema controlado analógicamente y el contro-
lado digitalmente se procede a aplicar el rediseño digital. Nuestro objetivo de control para
este caso es lograr que los estados del sistema (4.5) coincidan con los estados de (3.7) en ca-
da instante de muestreo, es decir xd(t)

∣∣
t=kT = xc(t)

∣∣
t=kT lo que, como vimos, es equivalente

a ex(t)
∣∣
t=kT = ex̄(t)

∣∣
t=kT . Para lo anterior, permitiendo ex(kT +T ) = ex̄(kT +T ), se obtiene:

(Ḡi − H̄iKd̄i)ex(kT ) = Ḡciex̄(kT )

donde para que lograr ex(kT ) = ex̄(kT ), se debe cumplir:

(Ḡi − H̄iKd̄i) = Ḡci

de donde se obtiene el rediseño de las ganancias para el controlador digital. Resolviendo para
Kd̄i:

Kd̄i = H̄−1
i (Ḡi − Ḡci) (4.13)

para i = 1, ..,q.

4.2.2. Rediseño para seguimiento de referencias variantes en el tiempo
Como en el caso de estabilización a un punto de equilibrio, ahora se aplicará la discre-

tización directa para los sistemas controlado analógicamente (3.21) y digitalmente (4.9), de
manera que se aplique el rediseño digital y se cumpla xd(t)

∣∣
t=kT = xc(t) =

∣∣
t=kT .

Para este caso, consideraremos la referencia Γ(t) en el sistema analógicamente controla-
do (3.21), como una entrada continua a trozos, es decir Γ(t) = Γ(kT ), kT < t ≤ kT +T , esto,
como se explicó en la sección (2.1), es necesario para que la discretización tenga sentido.
Aplicando la discretización al sistema controlado analógicamente:

e−Acit d(xc(t))
dt

= e−AcitAcixc(t)+ e−AcitBiEciΓ(kT )

e−Acit d(xc(t))
dt

− e−AcitAcixc(t) = e−AcitBiEciΓ(kT )
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d(e−Acitxc(t))
dt

= e−AcitBiEciΓ(kT )

integrando por ambos lados de t0 a t:∫ t

t0

d(e−Aciλ xc(λ ))

dλ
dλ =

∫ t

t0
e−Aciλ BiEciΓ(kT ) dλ

e−Aciλ xc(λ )
∣∣∣t
t0
=

∫ t

t0
e−Aciλ BiEciΓ(kT ) dλ

e−Acitxc(t)− e−Acit0xc(t0) =
∫ t

t0
e−Aciλ BiEciΓ(kT ) dλ

e−Acitxc(t) = e−Acit0xc(t0)+
∫ t

t0
e−Aciλ BiEciΓ(kT ) dλ

Como la referencia Γ(·) se mantiene constante en todo el intervalo de integración:

e−Acitxc(t) = e−Acit0xc(t0)+
∫ t

t0
e−Aciλ Bi dλEciΓ(kT )

xc(t) = eAci(t−t0)xc(t0)+
∫ t

t0
eAci(t−λ )Bi dλEciΓ(kT )

considerando t0 = kT y t = kT +T , queda:

xc(kT +T ) = eAciT xc(kT )+
∫ kT+T

kT
eAci(kT+T−λ )Bi dλEciΓ(kT )

reescribiendo:

xc(kT +T ) = Gcixc(kT )+HciEciΓ(kT ), i = 1,2, ...,q (4.14)

donde:
Gci = eAciT

Hci = (Gci − In×n)Aci
−1Bi, i = 1,2, ...,q

(4.15)

Una vez obtenido el modelo discreto para sistema controlado analógicamente, se procede
a encontrar el modelo discreto del sistema híbrido (4.9), para lo cual procederemos como
anteriormente. Multiplicamos a ambos lados del mismo por e−Ait :

e−Ait dxd(t)
dt

= e−AitAixd(t)− e−AitBiKdixd(kT )+ e−AitBiEdiΓ(kT )

e−Ait dxd(t)
dt

− e−AitAixd(t) = e−AitBiKdixd(kT )+ e−AitBiEdiΓ(kT )

de−Aitxd(t)
dt

=−e−AitBiKdixd(kT )+ e−AitBiEdiΓ(kT )

integrando por ambos lados desde t0 a t:∫ t

t0

de−Aiλ xd(λ )

dλ
dλ =−

∫ t

t0
e−Aiλ BiKdixd(kT ) dλ +

∫ t

t0
e−Aiλ BiEdiΓ(kT ) dλ
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e−Aiλ xd(λ )
∣∣∣t
t0
=−

∫ t

t0
e−Aiλ BiKdixd(kT ) dλ +

∫ t

t0
e−Aiλ BiEdiΓ(kT ) dλ

e−Aitxd(t)− e−Ait0xd(t0) =−
∫ t

t0
e−Aiλ BiKdixd(kT ) dλ +

∫ t

t0
e−Aiλ BiEdiΓ(kT ) dλ

e−Aitxd(t) = e−Ait0xd(t0)−
∫ t

t0
e−Aiλ BiKdixd(kT ) dλ +

∫ t

t0
e−Aiλ BiEdiΓ(kT ) dλ

xd(t) = eAi(t−t0)xd(t0)−
∫ t

t0
eAi(t−λ )BiKdixd(kT ) dλ +

∫ t

t0
eAi(t−λ )BiEdiΓ(kT ) dλ

pero xd(kT ) y Γ(kT ) son constantes en todo el intervalo de integración, por lo que:

xd(t) = eAi(t−t0)xd(t0)−
∫ t

t0
eAi(t−λ )Bi dλKdixd(kT )+

∫ t

t0
eAi(t−λ )Bi dλEdiΓ(kT )

tomando t0 = kT y t = kT +T :

xd(kT +T )= eAiT xd(kT )−
∫ kT+T

kT
eAi(kT+T−λ )Bi dλKdixd(kT )+

∫ kT+T

kT
eAi(kT+T−λ )Bi dλEdiΓ(kT )

reescribiendo:

xd(kT +T ) = Gixd(kT )−HiKdixd(kT )+HiEdiΓ(kT )

finalmente:
xd(kT +T ) = (Gi −HiKdi)xd(kT )+HiEdiΓ(kT ) (4.16)

donde:
Gi = eAiT

Hi = (Gi − In×n)Ai
−1Bi, i = 1,2, ...,q

(4.17)

La ecuación (4.16) contiene la dinámica discreta del sistema controlado de forma digital.
Una vez obtenidos los modelos discretos para los sistemas (3.21) y (4.9), se puede realizar
el rediseño de las ganancias. El objetivo en este caso es xd(t)

∣∣
t=kT = xc(t)

∣∣
t=kT , para lo cual

permitiremos que xd(kT +T ) = xc(kT +T ), así obtenemos:

(Gi −HiKdi)xd(kT )+HiEdiΓ(kT ) = Gcixc(kT )+HciEciΓ(kT )

Con la misma referencia Γ(kT ) para ambos modelos, se cumple xd(kT ) = xc(kT ) si:

Gi −HiKdi = Gci

HiEdi = HciEci

de donde se pueden obtener las nuevas ganancias para el control digital. Resolviendo para
Kdi y Edi, el rediseño queda:

Kdi = Hi
−1(Gi −Gci)

Edi = Hi
−1HciEci, i = 1,2, ...,q

(4.18)
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Como resultado de la aplicación del rediseño digital, se obtuvieron las ganancias adecua-
das para los objetivos de control. Para regulación a un punto de equilibrio, el controlador
digital (4.5) queda con las ganancias obtenidas en (4.13); mientras que en el caso de segui-
miento de referencias variantes en el tiempo, el controlador (4.8) tiene como ganancias de
realimentación y prealimentación las encontradas en (4.18). En ambos casos, se garantiza un
mejor desempeño del control digital, cuando tiene las ganancias obtenidas por rediseño, que
cuando tiene las ganancias obtenidas para el controlador analógico.

4.3. Rediseño digital para seguimiento con comportamien-
to entre muestreos

En la sección anterior se realizó el rediseño digital a través del método de discretiza-
ción directa mostrado en [Lewis, 1992], el cual no contempla el comportamiento del sistema
entre muestreos. A continuación, se plantea realizar el rediseño digital considerando el com-
portamiento entre muestras del sistema controlado digitalmente, para lo cual se emplearán
cuadraturas de Chebyshev mostradas en la sección (2.1.1). Lo anterior solo se aplicará al ca-
so en el que se busque seguimiento de referencia, debido que la integral que se reconstruye
con las cuadraturas es una integral de convolución, la cual no está presente en el caso de
regulación a un punto de equilibrio.

Consideremos, para el modelo discreto (4.14) del sistema controlado analógicamente (3.21),
el caso de muestreo rápido, es decir, el caso en el que podamos reconstruir N muestras entre
muestras:

xc(kT +nTn) = Gci
(n)xc(kT )+Hci

(n)EciΓ(kT ), i = 1,2, ...,q (4.19)

donde Tn = T/N, con N ∈N como el número de puntos en los que se divide el espacio entre
muestras, y n = 1,2, ... N. Definiendo además:

Gci
(n) = (eAciTn)n = eAcinTn

Hci
(n) = (Gci

(n)− In×n)Aci
−1Bi, i = 1,2, ...,q

(4.20)

El modelo en tiempo continuo del sistema controlado de manera analógica (3.21) puede
reescribirse como:

ẋc(t) = Aixc(t)−BiKcixc(t)+BiEciΓ(t), i = 1,2, ...,q (4.21)

Aplicando la discretización directa mostrada anteriormente, obtenemos el siguiente modelo
discreto:

xc(kT +T ) = Gixc(kT )−
∫ kT+T

kT
eAi(kT+T−λ )BiKcixc(λ )dλ +HiEciΓ(kT ), i = 1,2, ...,q

(4.22)
con Gi, Hi como en (4.17). El término de la integral de convolución se puede aproximar
mediante la cuadratura de Chebyshev [Shieh et al., 1998]. Consideremos:∫ b

a
eAi(kT+T−λ )BiKcixc(λ )dλ ≈WKci

N

∑
n=0

xc(kT +nTn), i = 1,2, ...,q (4.23)
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donde:

W =
1

N+1

∫ b

a
eAi(kT+T−λ )Bidλ , i = 1,2, ...,q (4.24)

es el factor de ponderación. Sabemos de (4.17) que:∫ b

a
eAi(kT+T−λ )Bidλ = Hi

por lo que el lado izquierdo de (4.23) queda:

WKci

N

∑
n=0

xc(kT +nTn) =
1

N+1
HiKci

N

∑
n=0

xc(kT +nTn) (4.25)

reemplazando (4.19) en el lado derecho de (4.25), queda:

1
N+1

HiKci

N

∑
n=0

xc(kT +nTn)=
1

N+1
HiKci

N

∑
n=0

Gci
(n)xc(kT )+

1
N+1

HiKci

N

∑
n=0

Hci
(n)EciΓ(kT )

así, por transitividad:∫ b

a
eAi(kT+T−λ )BiKcixc(λ )dλ ≈ 1

N+1
HiKci

N

∑
n=0

Gci
(n)xc(kT )+

1
N+1

HiKci

N

∑
n=0

Hci
(n)EciΓ(kT )

(4.26)
reemplazando (4.26) en (4.22) obtenemos finalmente:

xc(kT +T )=
(

Gi−
1

N+1
HiKci

N

∑
n=0

Gci
(n)

)
xc(kT )+Hi

(
In×n−

1
N+1

Kci

N

∑
n=0

Hci
(n)

)
EciΓ(kT )

(4.27)
Ahora, para fines del rediseño, permitamos que la dinámica discreta del sistema híbrido
(4.16) coincidan con la del sistema controlado analógicamente con el muestreo entre mues-
tras (4.27), es decir xd(kT +T ) = xc(kT +T ):

(Gi −HiKdi)xd(kT )+HiEdiΓ(kT ) =
(

Gi −
1

N+1
HiKci

N

∑
n=0

Gci
(n)

)
xc(kT )

+Hi

(
Im×m − 1

N+1
Kci

N

∑
n=0

Hci
(n)

)
EciΓ(kT )

con Γ(kT ) igual en ambos sistemas, para lograr xd(t)
∣∣
t=kT = xc(t)

∣∣
t=kT , se debe cumplir:

Gi −HiKdi =
(

Gi −
1

N+1
HiKci

N

∑
n=0

Gci
(n)

)
, i = 1,2, ...,q (4.28a)

HiEdi = Hi

(
In×n −

1
N+1

Kci

N

∑
n=0

Hci
(n)

)
Eci, i = 1,2, ...,q (4.28b)

Ahora, (4.28a) y (4.28b), es decir, el rediseño de las ganancias, contienen la información de
las N muestras entre muestras. Consideremos como ideal, el caso en el que podamos dividir
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el muestreo en infinitas partes, es decir, cuando N → ∞. Lo anterior se resolverá para las dos
partes de (4.28), obteniendo el rediseño de ganancias de realimentación y prealimentación
para el control digital (4.8).

Para (4.28a) tenemos:

Kdi =
1

N+1
Kci

N

∑
n=0

Gci
(n), i = 1,2, ...,q (4.29)

por propiedades de sumatorias:

N

∑
n=0

Gci
(n) = [(Gci

(1)− In×n)
−1(Gci

(N)− In×n)+Gci
(N)]

pero Gci
(N) = Gci, por lo que:

Kdi =
1

N+1
Kci[(Gci

(1)− In×n)
−1(Gci − In×n)+Gci]

Ahora, evaluando el límite cuando N → ∞:

Kdi = lı́m
N→∞

1
N+1

Kci[(Gci
(1)− In×n)

−1(Gci − In×n)+Gci]

= Kci lı́m
N→∞

[N+1
N

(
AciT +

(AciT )2

2!N
+ ...

)]−1
(Gci − In×n)

obteniendo finalmente el rediseño para las ganancias de realimentación:

Kdi = Kci(AciT )−1(Gci − In×n), i = 1,2, ...,q (4.30)

Por otro lado, para (4.28b) tenemos:

Edi =
(

Im×m − 1
N+1

Kci

N

∑
n=0

Hci
(n)

)
Eci, i = 1,2, ...,q (4.31)

reemplazando Hci
(n) de (4.20):

Edi =
(

Im×m − 1
N+1

Kci

N

∑
n=0

(Gci
(n)− In×n)Aci

−1Bi

)
Eci

Edi =
(

In×n −
1

N+1
Kci

[ N

∑
n=0

Gci
(n)−

N

∑
n=0

In×n

]
Aci

−1Bi

)
Eci

por propiedades de las sumatorias:

N

∑
n=0

Im×m = (N+1)In×n
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así:

Edi =
(

Im×m − 1
N+1

Kci

[ N

∑
n=0

Gci
(n)− (N+1)In×n

]
Aci

−1Bi

)
Eci

Edi = Eci −
1

N+1
Kci

[ N

∑
n=0

Gci
(n)− (N+1)In×n

]
Aci

−1BiEci

Edi = Eci +
[
− 1

N+1
Kci

N

∑
n=0

Gci
(n)− N

N+1
Kci +

1
N+1

Kci

]
Aci

−1BiEci

evaluando el límite cuando N → ∞:

Edi = Eci +
[
− lı́m

N→∞

1
N+1

Kci

N

∑
n=0

Gci
(n)+ lı́m

N→∞

N
N+1

Kci + lı́m
N→∞

1
N+1

Kci

]
Aci

−1BiEci

Edi = Eci +
[
− lı́m

N→∞

1
N+1

Kci

N

∑
n=0

Gci
(n)+Kci

]
Aci

−1BiEci

reemplazando (4.29), queda:

Edi = Eci +(Kci −Kdi)Aci
−1BiEci, i = 1,2, ...,q (4.32)

Así, (4.30) y (4.32) se obtuvieron mediante el rediseño considerando el comportamiento
entre muestras, resultan como alternativa a las ganancias obtenidas por el rediseño sin inter-
muestreo (4.18), el cual no tiene la ventaja, en general, de considerar comportamiento entre
muestras.

A lo largo del capítulo, se mostró la aplicación del método de discretización directa a los
sistemas analógicos correspondientes a estabilización a punto de equilibrio y seguimiento de
referencias variantes en el tiempo. Esta discretización es fundamental para el rediseño de las
ganancias de los controladores analógicos. El primer rediseño realizado, no contempla in-
formación entre muestreos, un problema natural relacionado con los controladores digitales.
No obstante, mediante cuadraturas de Chebyshev, se logró derivar un controlador digital que
sí considere el comportamiento intermuestral. A continuación, se aplicarán los resultados al
conocido sistema caótico de Chua, el cual puede ser descrito como un lineal por partes, cuyas
conmutaciones dependen de los estados. Se diseñará el LQR y el LQT analógicos para cada
objetivo de control. Con estas ganancias, se aplicará el rediseño digital recientemente visto,
y se derivarán las ganancias adecuadas. El efecto de los controladores analógicos y digitales,
podrán visualizarse a través de simulaciones.
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Capítulo 5

Rediseño Digital Aplicado al Circuito de
Chua

En este capítulo se aplicará el rediseño digital al circuito de Chua, partiendo desde el
diseño del controlador analógico subóptimo para estabilización a punto de equilibrio y se-
guimiento de referencias. Se ha optado por este sistema ya que aunque es no lineal en general,
se puede llevar a una representación lineal a trozos [Jianxiong et al., 1996]. Lo que aquí se
sigue, puede ser aplicado a cualquier sistema lineal, lineal a trozos o incluso, no lineal que
pueda ser linealizado de alguna manera. Cabe recalcar que el objetivo de esta investigación
no radica en linealizar sistemas, sino en implementar el rediseño digital en sistemas que po-
sean una representación lineal.

Como vimos en la sección (2.5), el sistema de Chua puede reescribirse en forma de espacio
de estados como:

ẋc(t) = Aixc(t)+Biνi

yc(t) =Cixc(t), i = 1,2,3
(5.1)

donde xc(t) = [xc1(t); xc2(t); xc3(t)], y q = 3; además, las matrices Ai y Bi son [Guo et al.,
2000b]:

A1 =

−α(1+m0) α 0
1 −1 1
0 −β 0

 , B1 =

−α(m1 −m0) 0 0
0 1 0
0 0 1

 , cuando xc1(t)> 1.

A2 =

−α(1+m1) α 0
1 −1 1
0 −β 0

 , B2 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , cuando |xc1(t)| ≤ 1.

A3 =

−α(1+m0) α 0
1 −1 1
0 −β 0

 , B3 =

α(m1 −m0) 0 0
0 1 0
0 0 1

 , cuando xc1(t)<−1.

(5.2)
Ci = I3x3 para todo i, con ν1 = [1,0,0]⊤, ν2 = [0,0,0]⊤ y ν3 = [1,0,0]⊤. Con los parámetros
α = 10, β = 14.87, m0 = −0.68 y m1 = −1.27, el sistema (5.1) tiene el comportamiento
caótico mostrado en la Figura 5.1:
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(a) Chua Caótico

0 50 100 150 200 250

t

-2

0

2

x
c
1
(t

)

Estados del sistema caótico

x
c1

(t)

0 50 100 150 200 250

t

-1

0

1

x
c
2
(t

)

x
c2

(t)

0 50 100 150 200 250

t

-5

0

5

x
c
3
(t

)

x
c3

(t)

(b) Estados del Sistema Caótico vs t

Figura 5.1: Sistema Caótico de Chua.

A continuación, se realizará el diseño analógico de dos controladores; el primero estabi-
liza al sistema (5.1) a uno de sus puntos de equilibrio x̄k, k ∈ {1,2,3}, y el segundo permite
el seguimiento de referencias variantes en el tiempo. Como se mencionó anteriormente, el
diseño de éstos, se hará en base a un LQR y LQT subóptimos, empleando los resultados de
las secciones 3.1.1 y 3.2.1 respectivamente. Para todas las simulaciones mostradas en la pre-
sente sección, se empleó el integrador de paso fijo ode4 de MATLAB ®, basado en el método
clásico de cuarto orden de Runge-Kutta, con un tiempo de integración de tint = 0.001s.

5.1. Control analógico

Nuestro primer objetivo es estabilizar el sistema (5.1) a alguno de sus puntos de equilibrio
x̄k = [x̄1k, x̄2k, x̄3k]

⊤ para k ∈ {1,2,3}. Para encontrar a los puntos de equilibrio, procedemos
resolviendo ẋc(t) = 0, por lo que obtenemos, como en (3.2):

x̄k =−Ak
−1Bkνk, k ∈ {1,2,3} (5.3)

Empleando los valores de Ai, Bi y νi, obtenemos el punto de equilibrio para cada caso, así:

x̄1 = [−1.8438, 0, 1.8438]⊤

x̄2 = [0, 0, 0]⊤

x̄3 = [1.8438, 0, −1.8438]⊤
(5.4)

5.1.1. Estabilización a un punto de equilibrio
Consideremos el controlador analógico dado por:

uc̄i(t) =−Kc̄i(xc̄(t)− x̄k) (5.5)

con i= 1,2,3 y k ∈ {1,2,3}, donde Kc̄i ∈R3×3 es la matriz de realimentación de estados para
cada parte del sistema conmutado. El sistema de Chua considerando la acción de control es:

ẋc(t) = Aixc(t)+Biνi +Biuc̄i(t), i = 1,2,3 (5.6)
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Definimos el error ex̄(t) = xc(t)− x̄k. De la ecuación anterior, Kc̄i es la matriz que representa
la ganancia de realimentación para cada i-ésima parte del sistema conmutado, la cual será
obtenida más adelante para i = 1,2,3. El sistema de error respecto a cada punto de equilibrio
x̄k es:

ėx̄(t) = ẋc(t) (5.7)

Cerrando el lazo del sistema (5.6) con el control definido en (5.5), tenemos:

ėx̄(t) = (Ai −BiKc̄i)ex̄(t) (5.8)

lo que es equivalente a:

ẋc(t) = (Ai −BiKc̄i)xc(t)− (Ai −BiKc̄i)x̄k (5.9)

i = 1,2,3, k ∈ {1,2,3}. El origen de (5.8) es el punto de equilibrio al que se busca estabilizar
el sistema de error mediante el diseño de las ganancias Kc̄i, esto garantiza que el sistema
controlado analógicamente en lazo cerrado (5.9) se estabilice al punto de equilibrio deseado.
Para obtener las ganancias Kc̄i, i = 1,2,3, usaremos la ecuación (3.13), derivada de la aplica-
ción del LQR a un sistema conmutado lineal por partes. Resolviendo la ecuación algebraica
matricial de Riccati (3.14) para cada i, con R̄ = I3×3 y Q̄ = 2×103 ∗ I3×3 obtenemos:

Kc̄1 =

44.1893 2.2898 −0.0715
0.3881 45.4592 −6.7351
−0.0121 −6.7351 44.0586


Kc̄2 =

47.2739 5.6139 0.4093
5.6139 46.2787 −6.6478
0.4093 −6.6478 44.0720


Kc̄3 =

−44.1893 −2.2898 0.0715
0.3881 45.4592 −6.7351
−0.0121 −6.7351 44.0586


(5.10)

Debido a que (5.1) es un sistema conmutado, la estabilidad del punto de equilibrio x̄k, se debe
comprobar usando una función común de Lyapunov V :R3 →R radialmente desacotada, que
para todas las partes lineales del sistema conmutado cumpla que:

1. V (0) = 0,V (ex̄)> 0,∀ex̄ ̸= 0

2. V̇ (ex̄)< 0,∀ex̄ ∈ R3

de modo que el origen de (5.8) es asintóticamente estable [Liberzon, 2003, Liberzon and
Morse, 1999].

Obviando por simplicidad la dependencia del tiempo en ex̄(t), la función candidata común
es:

V (ex̄) = ex̄
⊤P̄ex̄ (5.11)

con P una matriz simétrica positiva definida. Derivando la función candidata a lo largo de las
trayectorias de (5.8), obtenemos:

V̇ (ex̄) = ė⊤x̄ P̄ex̄ + ex̄
⊤P̄ėx̄
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V̇ (ex̄) = ((Ai −BiKc̄i)ex̄)
⊤P̄ex̄ + ex̄

⊤P̄(Ai −BiKc̄i)ex̄

V̇ (ex̄) = ex̄
⊤(A⊤

c̄iP̄+ P̄Ac̄i)ex̄ (5.12)

con Ac̄i = Ai −BiKc̄i, para i = 1,2,3. Ahora, para obtener V̇i(ex̄) < 0, la matriz A⊤
c̄iP̄+ P̄Ac̄i

debe ser negativa definida para cada i, o lo que es equivalente:

A⊤
c̄iP̄+ P̄Ac̄i <−εI3×3 (5.13)

Seleccionando ε = 1, encontramos que con

P̄ =

0.5 0 0
0 0.5 0
0 0 0.5

 (5.14)

la ecuación con la función candidata sí cumple las condiciones para ser una función de Lya-
punov común, por lo que existe al menos una función común para las 3 partes del sistema,
que cumpla con las condiciones que garantizan la estabilidad asintótica de (5.8). Así, se
muestra que el diseño del controlador propuesto para el sistema conmutado de error, lo vuel-
ve asintóticamente estable al origen.

Se simuló el sistema en lazo cerrado (5.9), con las ganancias (5.10); para lo anterior, se
tomaron condiciones iniciales xc(0) = [−0.1−0.1−0.1]⊤ para los estados del sistema. Para
esta simulación, en los primeros 100 instantes, el control no está siendo aplicado. Luego, a
partir de allí, se aplica con las ganancias Kc̄i, i = 1,2,3 diseñadas.

(a) Sistema de Chua Controlado en t=100
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(b) Estados del Sistema Controlado vs t

Figura 5.2: Sistema de Chua controlado analógicamente para estabilización a x̄2.

En la Figura 5.2 se puede observar el comportamiento del sistema de Chua. En (a) el siste-
ma es caótico hasta t < 100, a partir de ahí, el sistema converge al origen. En (b) observamos
lo mismo, pero desde los estados del sistema controlado. Planteemos ahora la necesidad de
llevar al sistema a un punto de equilibrio diferente del origen, esto es x̄ ̸= 0, para lo cual,
basta con modificar x̄k, k ∈ {1,2,3} en el controlador analógico (5.5). De (5.4), tomemos
x̄3 = [1.8438, 0, −1.8438]⊤. En simulación, obtenemos:
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(a) Sistema de Chua Controlado en t=100
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(b) Estados del Sistema Controlado vs t

Figura 5.3: Sistema de Chua controlado analógicamente para estabilización a x̄3.

Habiendo diseñado el control analógico para regulación a un punto de equilibrio del
sistema de Chua, en la siguiente sección se realiza el diseño del controlador analógico para
lograr seguimiento de los estados de una referencia variante en el tiempo. Para lo anterior, se
diseñará un LQT para cada parte del sistema conmutado.

5.1.2. Seguimiento de referencia con dinámica explícita

Considere ahora, como la referencia a seguir, al sistema también lineal por partes:

Γ̇(t) = AΓ jΓ(t)+BΓ jν̄ j , para j = 1,2,3.
z(t) = C̄ jΓ(t)

(5.15)

con Γ(t) = [Γ1(t);Γ2(t);Γ3(t)], y q′ = 3; además:

AΓ1 =

−αr (1+mr0) αr 0
1 −1 1
0 −βr 0

 ,BΓ1 =

−αr (mr1 −mr0) 0 0
0 1 0
0 0 1

 , cuando Γ1(t)> 1.

AΓ2 =

−αr (1+mr1) αr 0
1 −1 1
0 −βr 0

 ,BΓ2 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , cuando |Γ1(t)| ≤ 1.

AΓ3 =

−αr (1+mr0) αr 0
1 −1 1
0 −βr 0

 ,BΓ3 =

αr (mr1 −mr0) 0 0
0 1 0
0 0 1

 , cuando Γ1(t)<−1

En (5.15), C̄ j = I3x3 ∀ j, por lo tanto, nos referiremos al vector de salida del sistema
de referencia z(t) ∈ R3 como Γ(t). Definimos ν̄1 = [1,0,0]⊤, ν̄2 = [0,0,0]⊤, ν̄3 = [1,0,0]⊤;
mientras que los parámetros de la referencia son αr = 8.85591, βr = 15, mr0 =−8/7, mr1 =
−5/7. Simulando la referencia, con condiciones iniciales Γ(0) = [−0.6 −0.6 −0.6]⊤, ob-
tenemos:

49



(a) Últimos 50 instantes del Sistema Referencia
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Figura 5.4: Sistema de Referencia.

Encontramos que, con las condiciones iniciales dadas, la referencia se mantiene acotada
para todo tiempo. Formando el vector de valores máximos que toma cada componente de la
misma, obtenemos Γmáx = [2.0400, 0.7036, 3.8216]⊤, por lo que numéricamente, encontra-
mos la cota de (5.15) como:

∥Γ(t)∥ ≤ 4.3888 (5.16)

Definamos ahora el controlador analógico para realizar seguimiento de los estados de la
referencia (5.15):

uci(t) =−Kcixc(t)+EciΓ(t)−νi, i = 1,2,3 (5.17)

donde Kci ∈ R3×3, Eci ∈ R3×3 son las matrices de realimentación de estados, y prealimenta-
ción de los estados de la referencia Γ(t), respectivamente. El sistema analógico (5.1) consi-
derando la acción de control queda:

ẋc(t) = Aixc(t)+Biνi +Biuci(t), i = 1,2,3 (5.18)

por lo que el sistema para seguimiento (5.18) en lazo cerrado con el controlador analógico
(5.17), resulta:

ẋc(t) = Acixc(t)+BiEciΓ(t), i = 1,2,3 (5.19)

donde Aci = Ai −BiKci es la matriz del sistema en lazo cerrado para cada parte del sistema
conmutado. Propuesto el controlador (5.17) en tiempo continuo con ganancias de realimenta-
ción Kci y prealimentación Eci, i = 1,2,3, usamos la ecuación (3.27) para obtener los valores
de las mismas para cada parte del sistema analógico conmutado. Tomando Q = 2×103∗ I3×3
y R = I3×3, se resuelve la ecuación algebraica matricial de Riccati (3.28) para cada parte del
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sistema (5.19), obteniendo como ganancias:

Kc1 =

44.1893 2.2898 −0.0715
0.3881 45.4592 −6.7351
−0.0121 −6.7351 44.0586


Kc2 =

47.2739 5.6139 0.4093
5.6139 46.2787 −6.6478
0.4093 −6.6478 44.0720


Kc3 =

−44.1893 −2.2898 0.0715
0.3881 45.4592 −6.7351
−0.0121 −6.7351 44.0586


(5.20a)

y

Ec1 =

44.7033 0.5732 −0.0935
−0.5676 41.7573 −7.7101
−0.0271 7.3320 44.0403


Ec2 =

44.4451 −4.2751 0.3848
4.0721 40.6715 −7.6256
0.2938 7.0974 44.0534


Ec3 =

−44.7033 −0.5732 0.0935
−0.5676 41.7573 −7.7101
−0.0271 7.3320 44.0403


(5.20b)

Con los valores Kci para i = 1,2,3 obtenidos con el control LQT subóptimo, es fácil
verificar que las matrices Aci tienen los siguientes eigenvalores:

eig(A1 −B1Kc1) = 100×{−2.6391,−0.4526±0.0784i}
eig(A2 −B2Kc2) = {−44.8038,−0.4526±0.0784i}
eig(A3 −B3Kc3) = 100×{−2.6391,−0.4526±0.0784i}

por lo que que Aci es estable ∀i. Planteado el sistema en lazo cerrado, controlado analó-
gicamente para seguimiento de referencias, mostramos interés en verificar que el error de
seguimiento de la referencia ec(t) = xc(t)−Γ(t) se mantenga acotado para todo t, es decir,
|ec(t)| ≤ M < ∞; para lo cual, es necesario mostrar la BIBO estabilidad como en la sección
(3.2.2). Para lo anterior, se establece el sistema de error de seguimiento como:

ėc(t) = ẋc(t)− Γ̇(t) (5.21)

desarrollando con xc(t) = ec(t)+Γ(t):

ėc(t) = Aixc(t)+Biνi +Biui(t)− [AΓ jΓ(t)+BΓ jν̄ j]

ėc(t) = Aixc(t)−BiKcixc(t)+BiEciΓ(t)−AΓ jΓ(t)−BΓ jν̄ j

ėc(t) = Aciec(t)+ρ(t) (5.22)

donde ρ(t) = (∆Ai, j −Bi∆Ti)Γ(t)−BΓ jν̄ j, ∆Ai, j = Ai −AΓ j y ∆Ti = Kci −Eci, para i, j =
1,2,3. Es fácil notar que, en este caso, numéricamente hablando, las ganancias del control
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analógico para regulación (5.5), son las mismas ganancias de realimentación del controlador
analógico para seguimiento (5.17), por lo que las matrices Aci son las mismas para cada i
en ambos casos. De lo anterior, y derivado de la existencia de la función común de Lyapu-
nov (5.14), podemos asegurar que el sistema de error de seguimiento analógico (5.22) es
asintóticamente estable cuando ρ(t) = 0, ∀t. Con lo anterior, y como la referencia Γ(t) está
acotada para todo tiempo (entonces ρ(t) es acotada para todo tiempo), podemos afirmar que
el sistema conmutado de error de seguimiento presenta estabilidad en el sentido BIBO.

Simulando el sistema (5.19) para t = 200, y el controlador (5.17) con las ganancias (5.20a)-
(5.20b) aplicado en t ≥ 100, resulta:

(a) Sistema controlado vs la referencia (b) Estados xc(t) vs Γ(t)

Figura 5.5: Sistema controlado analógicamente para seguimiento vs referencia.

Obteniendo los estados de este sistema en el tiempo, queda:
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Figura 5.6: Estados del sistema de error ec(t) vs t.

Una buena forma de obtener numéricamente una cota para el sistema controlado, es con-
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siderar un vector que contenga los valores máximos que toma cada componente de (5.22),
es decir ecmáx = [0.3237, 0.6614, 2.1862]⊤, por lo que una cota del sistema conmutado de
error es:

∥ec(t)∥ ≤ 2.3069 (5.23)

Como vimos en la presente sección, se logró diseñar un par de controladores analógicos
para el sistema analógico conmutado (5.1). El primero de ellos, garantiza estabilización a
un punto de equilibrio del mismo sistema; mientras que el otro garantiza seguimiento de
referencias, con un error de seguimiento acotado. En ambos casos, el controlador analógico
tuvo un buen desempeño, por lo que establecemos que es un buen control analógico, el primer
requerimiento para realizar el rediseño digital de las ganancias. En la siguiente sección, se
aplica rediseño digital a los controladores analógicos obtenidos.

5.2. Implementación digital de los controladores diseñados

Hasta la sección anterior, el controlador aplicado al sistema caótico tanto para estabilizar
a un punto de equilibrio x̄k, como para el seguimiento de la referencia Γ(t), son de naturaleza
análoga, es decir, su acción es continua en el tiempo. En esta sección se derivará la forma
discreta de ambos controladores a partir de su forma continua; esto, a través de la conversión
directa mostrada en la sección 2.1, con la finalidad de establecer un controlador digital para
cada caso.

5.2.1. Estabilización a un punto de equilibrio
Planteamos ahora estabilizar el sistema analógico:

ẋd(t) = Aixd(t)+Biνi +Biud̄i(t), i = 1,2,3 (5.24)

a un punto de equilibrio x̄k de (5.1), con el control digital:

ud̄i(t) =−Kc̄i
(
xd(kT )− x̄k

)
, i = 1,2,3 (5.25)

kT ≤ t < kT +T , donde T ∈ R+ es el periodo de muestreo, y k = 1,2, .... Para (5.24), Ai,
Bi y νi son exactamente las mismas que en (5.2), mientras que para el control, las matrices
de realimentación Kc̄i son las mismas de (5.10), es decir, que el controlador digital (5.25)
es resultado de muestrear y retener al controlador analógico (5.5), sin cambiar las ganan-
cias. Cerrando el lazo del sistema en tiempo continuo (5.24) con el control digital (5.25),
obtenemos el sistema híbrido:

ẋd(t) = Aixd(t)−BiKc̄ixd(kT )+Biνi +BiKc̄ix̄k, i = 1,2,3 (5.26)

Mediante simulaciones, se observó que para tiempos de muestreo menores a T = 0.04s el
sistema híbrido tiene un comportamiento aceptable, sin embargo, para T ≥ 0.04s el siste-
ma tiende a inestabilizarse. Dado lo anterior, simulamos el sistema híbrido (5.26), para un
periodo de muestreo de T = 0.04s, y x̄2 = [0,0,0]⊤, obteniendo:
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(a) Chua controlado Digitalmente por ud̄i(t) sin
rediseño
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(b) Estados xc̄(t) vs xd̄(t)

Figura 5.7: Sistema controlado digitalmente sin rediseño para regulación.

Se simularon 20 segundos, aplicando el control digital en t = 10.0s. Se puede observar
cómo para T = 0.04s, los estados del sistema híbrido xd(t) no convergen a la coordenada
correspondiente del punto de equilibrio x̄2 = [0,0,0]⊤, de hecho, el sistema se inestabiliza;
mientras que los estados del sistema controlado en tiempo continuo xc(t) sí convergen, lo
que implica, que el controlador digital con ganancias sin rediseño (5.25) no proporciona
buen desempeño para lograr la estabilización. Dado lo anterior, se plantea obtener nuevas
ganancias que garanticen el objetivo de control a partir del rediseño digital, por lo que ahora
definimos el control digital con nuevas ganancias como:

ud̄i(t) =−Kd̄i(xd̄(kT )− x̄k), i = 1,2,3 (5.27)

por lo que el sistema híbrido con el nuevo controlador, resulta:

ẋd(t) = Aixd(t)−BiKd̄ixd(kT )+Biνi +BiKd̄ix̄k, i = 1,2,3 (5.28)

A continuación, resolveremos el problema de rediseño digital para derivar las ganancias Kd̄i,
i = 1,2,3, que garanticen estabilización al punto de equilibrio. Para lo anterior, usaremos
el resultado de la sección 4.2.1. Evaluando (4.13), con los valores conocidos de Ai, Bi para
i = 1,2,3, y T = 0.04s, obtenemos las ganancias rediseñadas:

Kd̄1 =

 3.9778 0.9641 0.0499
0.4752 20.6916 −0.6903
−0.0497 −7.1857 20.5023


Kd̄2 =

22.3394 5.0944 0.2289
1.3319 20.8936 −0.6542
0.1225 −7.1378 20.5128


Kd̄3 =

−3.9778 −0.9641 −0.0499
0.4752 .6916 −0.6903
−0.0497 −7.1857 20.5023


(5.29)
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Para la simulación del sistema híbrido con controlador rediseñado, se emplearon las mismas
condiciones que en el caso sin rediseño, un periodo de muestreo T = 0.04s para estabilizar a
x̄2 = [0,0,0]⊤, con 20 segundos de simulación, y el controlador (5.27) con ganancias (5.29)
aplicado para t ≥ 10.0s:

(a) Chua controlado Digitalmente por ud̄i(t) con
rediseño
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Figura 5.8: Sistema controlado digitalmente con rediseño para regulación.

Es claro que el rediseño de las ganancias analógicas, deriva en un buen desempeño del
controlador digital (5.27), con el cual se logra la coincidencia de estados entre el sistema
analógico (5.9) y el sistema híbrido (5.28). Graficando la acción de control, obtenemos:
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Figura 5.9: Estados de los controladores analógico y digital para regulación.

Podemos observar que el control digital emplea menos magnitud para lograr la regula-
ción, que el control analógico. Si miramos los valores en el instante 0 de la aplicación, es
decir, en t = 10, tenemos:
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|uc(0)| |ud(0)| |uc(0)/ud(0)|
|uc1(0)|= 25.03 |ud1(0)|= 3.43 |uc1(0)| ≈ 7.29|ud1(0)|
|uc2(0)|= 8.99 |ud2(0)|= 8.95 |uc2(0)| ≈ 1.00|ud2(0)|
|uc3(0)|= 70.53 |ud3(0)|= 32.10 |uc3(0)| ≈ 2.19|ud3(0)|

Cuadro 5.1: Valores de los controladores analógico y digital para regulación

por lo que problemas asociados a la magnitud de señales, como el de saturación, es alta-
mente evitable para los dispositivos digitales, particularmente, esto se cumple en la presente
implementación.

5.2.2. Seguimiento
El caso de la sección anterior plantea el problema de estabilización de un sistema ana-

lógico a una referencia invariante en el tiempo, particularmente, a un punto de equilibrio x̄k
del sistema caótico (5.1); esto, a través de un controlador digital. En esta sección buscamos
realizar seguimiento de una referencia variante en el tiempo Γ(t), igualmente con un contro-
lador digital.

Definamos ahora al sistema analógico, controlado digitalmente para seguimiento de los es-
tados de la referencia Γ(t):

ẋd(t) = Aixd(t)+Biνi +Biudi(t), i = 1,2,3 (5.30)

donde Ai, Bi, νi son exactamente las mismas que (5.2). Consideremos entonces al controla-
dor analógico que ha sido muestreado idealmente cada T instantes, y luego pasado por un
retenedor de orden cero ZOH, es decir, el control digital:

udi(t) =−Kcixd(kT )+EciΓ(kT )−νi, i = 1,2,3 (5.31)

con kT < t ≤ kT +T , k ∈Z+, donde Kci y Eci son las ganancias obtenidas para el controlador
analógico (5.17). Aplicando el controlador digital al sistema analógico (5.30), obtenemos el
sistema híbrido en lazo cerrado:

ẋd(t) = Aixd(t)−BiKcixd(kT )+BiEciΓ(kT ), i = 1,2,3 (5.32)

donde Kci y Eci son las ganancias dadas en (5.20a) y (5.20b) respectivamente.

Eci ẋd(t) = Aixd(t)+Biudi(t) Ci

Kci

yd(t)Γ(t) udi(t) xd(t)

-

+

T

udi(t)

zoh

udi(kT )

Figura 5.10: Sistema híbrido conmutado para seguimiento.
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Simulando el sistema híbrido (5.32) 10 instantes de tiempo, con el control digital (5.31)
aplicado en t = 4s, y con un periodo de muestreo T = 0.01s, obtenemos:

(a) Chua controlado digitalmente sin rediseño
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Figura 5.11: Sistema controlado digitalmente sin rediseño para seguimiento.

En la Figura 5.11, se puede observar que el controlador digital (5.31) con las ganancias
del sistema analógico, no proporciona un buen desempeño. En (b) observamos una compa-
rativa entre los estados del sistema controlado análogamente (5.19), y los estados del sistema
controlado digitalmente (5.32). En el estado xd1(t) se observan oscilaciones pronunciadas
debido a las conmutaciones. Para xd2(t) no se observan estas oscilaciones, pero sí se logran
ver algunos rizos. Comparando los estados del sistema híbrido respecto de los estados de la
referencia:
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Figura 5.12: Estados del sistema híbrido xd(t) vs Γ(t).

podemos verificar que no se cumple el objetivo de seguimiento. Observando lo anterior,
planteamos la necesidad de rediseñar las ganancias del controlador; por lo que definimos el
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control digital con nuevas y adecuadas ganancias como:

udi(t) =−Kdixd(kT )+EdiΓ(kT )−νi, i = 1,2,3 (5.33)

Por lo que cerrando el lazo del sistema analógico (5.30) con el nuevo controlador digital
(5.33), obtenemos el sistema híbrido:

ẋd(t) = Aixd(t)−BiKdixd(kT )+BiEdiΓ(kT ), i = 1,2,3 (5.34)

Para obtener las nuevas ganancias de controlador (5.33) para cada i, es preciso usar el re-
sultado de la sección (4.2.2) en la que resolvió el problema de rediseño para seguimiento de
referencia, en sistemas conmutados. Con las matrices Ai, Bi como al inicio del capítulo, Kci
y Eci como en (5.20), y un periodo de muestreo de T = 0.01s, resolvemos la ecuación (4.18)
para cada i, obteniendo las ganancias adecuadas por rediseño:

Kd1 =

15.4524 1.5317 0.0316
0.3750 36.5189 −4.1183
−0.0177 −6.9199 35.4645


Kd2 =

38.1021 5.3683 0.3982
3.7550 37.1118 −4.0475
0.3550 −6.8389 35.4774


Kd3 =

−15.4524 −1.5317 −0.0316
0.3750 36.5189 −4.1183
−0.0177 −6.9199 35.4645


(5.35a)

y

Ed1 =

15.9843 −0.1329 0.0236
−0.5897 33.7222 −5.0985
−0.0286 7.1621 35.4503


Ed2 =

35.3125 −4.3844 0.3782
2.3215 32.7969 −5.0297
0.2461 6.9295 35.4630


Ed3 =

−15.9843 0.1329 −0.0236
−0.5897 33.7222 −5.0985
−0.0286 7.1621 35.4503


(5.35b)

Usando las mismas condiciones que en el caso sin rediseño, realizamos las simulaciones con
10 instantes de tiempo, con el control rediseñado aplicado en t = 4s, esto, para un periodo
de muestreo T = 0.01s:
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(a) Chua controlado digitalmente con rediseño
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(b) Estados xc(t) vs xd(t)

Figura 5.13: Sistema controlado digitalmente con T = 0.01s para seguimiento.

Aplicando las ganancias obtenidas por rediseño al controlador digital, se logra un mejor
desempeño en relación al controlador digital con ganancias sin rediseño, logrando la coinci-
dencia de los estados de los sistemas controlado analógicamente xc(t) y xd(t), lo que resulta
en un buen seguimiento de la referencia Γ(t) por parte del sistema híbrido (5.34), tal y co-
mo se observa en la Figura 5.14. Graficando los estados del sistema híbrido controlado con
rediseño xd(t) respecto a la referencia Γ(t), queda:
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(a) Estados del sistema híbrido xd(t) vs Γ(t)
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Figura 5.14: Estados del sistema híbrido vs referencia, y error de seguimiento T = 0.01s.

Donde la cota calculada numéricamente, es:

∥ec(t)∥ ≤ 3.9256 (5.36)

Por otro lado, y aprovechando las ventajas de la simulación, mostramos particular interés
en verificar la magnitud de la acción de control analógico en relación a la del controlador
digital. Observando las magnitudes de ambos controladores en el primer instante de aplica-
ción, en este caso t = 4s, obtenemos la siguiente tabla donde | · | es el valor absoluto de cada
componente del vector:
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|uc(0)| |ud(0)| |uc(0)/ud(0)|
|uc1(0)|= 92.19 |ud1(0)|= 73.96 |uc1(0)| ≈ 1.24|ud1(0)|
|uc2(0)|= 20.87 |ud2(0)|= 12.34 |uc2(0)| ≈ 1.69|ud2(0)|
|uc3(0)|= 135.97 |ud3(0)|= 110.42 |uc3(0)| ≈ 1.23|ud3(0)|

Cuadro 5.2: Valores de los controladores analógico y digital para seguimiento T = 0.01s

En el caso de regulación, los controladores no conmutan entre secciones, debido a que
las acciones de control analógico y digital, son lo suficientemente rápidas como para estabi-
lizar al sistema analógico, y ocasionan que los estados del sistema controlado se mantengan
en una solo una parte, por lo que la acción de control se mantiene en una parte del sistema
conmutado. No obstante, en el caso de seguimiento de referencias, el sistema sí conmuta
cuando las acciones de control (analógico y digital) son aplicadas, esto, se debe a la referen-
cia. Por lo anterior, entonces definimos a los controladores que se muestran en la tabla (5.2)
y la Figura 5.15 como:

uc(t) = uc1 +uc2 +uc3 = [uc1(t), uc2(t), uc3(t)]⊤

ud(t) = ud1 +ud2 +ud3 = [ud1(t), ud2(t), ud3(t)]⊤

por lo que en este caso, para efectos de visualización, vemos a uc(t) y ud(t) como las ac-
ciones de control para todo el sistema, por lo que los subíndices 1,2,3 en los vectores no
representan una parte del sistema conmutado, sino las componentes de los vectores de con-
trol. Graficando los controladores:
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Figura 5.15: Estados de los controladores analógico y digital para seguimiento T = 0.01s.

Como en el caso de regulación, la acción de control analógico es mayor en magnitud que
la del controlador digital.

Un periodo de muestreo T = 0.01s es relativamente bajo. Proponemos un periodo de mues-
treo 20 veces más grande, es decir T = 0.2s, para evaluar el comportamiento del sistema bajo
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la acción de control. Para lo anterior, obtenemos el rediseño de las ganancias como antes:

Kd1 =

 0.6326 0.7298 0.0282
0.4306 4.4336 0.4830
−0.2463 −7.1902 4.7505


Kd2 =

 6.6356 5.2788 0.1668
0.5283 4.4354 0.4825
−0.2476 −7.1804 4.7507


Kd3 =

−0.6326 −0.7298 −0.0282
0.4306 4.4336 0.4830
−0.2463 −7.1902 4.7505


(5.37a)

y

Ed1 =

 1.1734 −0.8665 0.0272
−0.5641 4.8834 −0.5141
−0.2419 6.9051 4.7517


Ed2 =

 3.9725 −4.1107 0.1627
−0.5302 4.6871 −0.5147
−0.3347 6.6287 4.7518


Ed3 =

−1.1734 0.8665 −0.0272
−0.5641 4.8834 −0.5141
−0.2419 6.9051 4.7517


(5.37b)

Las Figuras 5.16 y 5.17 son el resultado de las simulaciones para cuando el periodo de
muestreo es 20 veces más grande que el caso inicial. Es claro que existe un error más grande
entre los estados del sistema híbrido en relación a los estados del sistema controlado de forma
analógica. Dicho error se debe a que el control digital recibe nueva información acerca de los
estados del sistema y de los estados de la referencia, de manera menos frecuente. En el caso
de T = 0.01s este error es mínimo ya que es una tasa de muestreo relativamente pequeña.

(a) Chua controlado digitalmente con rediseño
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Figura 5.16: Sistema controlado digitalmente con T = 0.2s para seguimiento.
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Los estados del sistema respecto a los estados de la referencia:
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(a) Estados del sistema híbrido xd(t) vs Γ(t)
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Figura 5.17: Estados del sistema híbrido vs referencia, y error de seguimiento T = 0.2s.

En (b) se observa el error de seguimiento del sistema híbrido (5.34) cuando las ganancias
por rediseño son (5.37) para un periodo de muestreo de 0.2s. A partir de que se aplica el
controlador digital en t = 4s, el error de seguimiento decrece, lo cual indica que el control
presenta buen desempeño. Encontrando una cota numéricamente para el error, como en la
sección 5.1.2, tenemos:

∥ec(t)∥ ≤ 4.1366 (5.38)

Mientras que para los controladores, tenemos:
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Figura 5.18: Estados de los controladores analógico y digital para seguimiento T = 0.2s.

Es fácil notar que el valor de la cota del error para este caso (5.38) es mayor que la del
caso cuando T = 0.01 (5.36), lo cual resulta lógico. Recordemos que a priori, entre más
pequeño es el tamaño del muestreo del controlador digital, más semejante será la acción de
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control respecto a la del control analógico, que como establecimos al principio del documen-
to, es el mejor desempeño que el control digital puede lograr. Y la comparativa de valores
iniciales en los controladores:

|uc(0)| |ud(0)| |uc(0)/ud(0)|
|uc1(0)|= 92.19 |ud1(0)|= 6.98 |uc1(0)| ≈ 13.20|ud1(0)|
|uc2(0)|= 20.87 |ud2(0)|= 0.13 |uc2(0)| ≈ 160.53|ud2(0)|
|uc3(0)|= 135.97 |ud3(0)|= 13.25 |uc3(0)| ≈ 10.26|ud3(0)|

Cuadro 5.3: Valores de los controladores analógico y digital para seguimiento T = 0.2s

5.2.3. Comportamiento entre muestras
En la sección anterior, se determinaron las ganancias para el sistema híbrido (5.34), de

tal manera que sus estados coincidan con los estados del sistema controlado de forma ana-
lógica (5.19), en cada instante de muestreo kT . Este rediseño fue concebido sin considerar
el comportamiento entre muestras. En la presente, se usarán los resultados de la sección 4.3,
donde se derivan las ganancias rediseñadas para el controlador digital (5.33), de forma que
el mismo contenga la información del sistema entre muestreos. A continuación se calculan
las nuevas ganancias para cuando T = 0.01s y T = 0.2s.

Resolviendo las ecuaciones (4.30) y (4.32) para i = 1,2,3, y considerando Ai, Bi, Kci y Eci
como antes en esta sección, obtenemos las ganancias por rediseño que consideran compor-
tamiento intermuestral del sistema híbrido para T = 0.01s:

Kd1 =

15.5503 1.5114 0.0377
0.1939 36.5272 −4.1347
−0.0133 −6.7143 35.4073


Kd2 =

38.0356 5.2247 0.4365
3.7435 37.1255 −4.0646
0.3964 −6.6283 35.4207


Kd3 =

−15.5503 −1.5114 −0.0377
0.1939 36.5272 −4.1347
−0.0133 −6.7143 35.4073


(5.39a)

y

Ed1 =

16.0821 −0.1510 0.0296
−0.7706 33.7295 −5.1149
−0.0239 7.3469 35.3933


Ed2 =

35.2479 −4.5074 0.4165
2.3099 32.8088 −5.0469
0.2851 7.1105 35.4064


Ed3 =

−16.0821 0.1510 −0.0296
−0.7706 33.7295 −5.1149
−0.0239 7.3469 35.3933


(5.39b)
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Simulando para 10 segundos, con el controlador aplicado en t ≥ 0.4s:

(a) Chua controlado digitalmente por ud(t)
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Figura 5.19: Sistema controlado digitalmente con T = 0.01s para seguimiento (Chebyshev).

En la Figura 5.19, observamos que el comportamiento del sistema con el rediseño basa-
do en cuadraturas de Chebyshev, es básicamente el mismo comportamiento que el sistema
controlado con el rediseño sin comportamiento entre muestras mostrado en la Figura 5.13;
esto debido a que el tiempo de muestreo es pequeño.
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Figura 5.20: Estados del sistema híbrido vs referencia, y error de seguimiento T = 0.01s
(Chebyshev).

donde una cota obtenida numéricamente es:

∥ec(t)∥ ≤ 3.9662 (5.40)

En cuanto a las acciones de control, tenemos:
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|uc(0)| |ud(0)| |uc(0)/ud(0)|
|uc1(0)|= 92.19 |ud1(0)|= 73.75 |uc1(0)| ≈ 1.25|ud1(0)|
|uc2(0)|= 20.87 |ud2(0)|= 12.37 |uc2(0)| ≈ 1.68|ud2(0)|
|uc3(0)|= 135.97 |ud3(0)|= 110.22 |uc3(0)| ≈ 1.23|ud3(0)|

Cuadro 5.4: Valores de los controladores analógico y digital para seguimiento T = 0.01s
(Chebyshev)
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Figura 5.21: Estados de los controladores analógico y digital para seguimiento T = 0.01s.

Comparando los valores de la Tabla (5.4) con los de la Tabla (5.2) notamos que es prácti-
camente el mismo conjunto de valores, por lo que inferimos que la acción de control digital
con ganancias obtenidas por cuadraturas de Chebyshev, proporciona casi el mismo desem-
peño sobre el sistema híbrido (5.34), que el controlador digital con ganancias sin comporta-
miento intermuestral. Lo que explica por qué las dinámicas mostradas en la Figura 5.19 y la
Figura 5.13 son tan similares. Lo anterior se debe a que el periodo de muestreo es pequeño.
Veremos a continuación, que para periodos de muestreo más grandes, esto no se cumple.

Consideremos ahora un periodo de muestreo de T = 0.2s. Las ganancias para el controlador
digital que consideran comportamiento intermuestral del sistema híbrido, son:

Kd1 =

 0.8376 0.1777 0.0311
0.0187 4.8750 0.0911
−0.0036 −1.5518 4.7275


Kd2 =

5.1927 1.0441 0.1790
0.1230 4.8897 0.0927
0.1585 −1.5116 4.7362


Kd3 =

−0.8376 −0.1777 −0.0311
0.0187 4.8750 0.0911
−0.0036 −1.5518 4.7275


(5.41a)
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y

Ed1 =

 1.3778 −1.3626 0.0297
−0.9752 5.2797 −0.9053
0.0055 11.9736 4.7311


Ed2 =

 2.5825 −7.7424 0.1738
−0.9387 5.0828 −0.9039
0.0066 11.5074 4.7395


Ed3 =

−1.3778 1.3626 −0.0297
−0.9752 5.2797 −0.9053
0.0055 11.9736 4.7311


(5.41b)

Simulando para 10 segundos y el controlador digital aplicado en t ≥ 0.4s, queda:

(a) Chua controlado Digitalmente por ud(t)
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Figura 5.22: Sistema controlado digitalmente con T = 0.2s para seguimiento (Chebyshev).

Graficando los estados del sistema híbrido respecto de los estados de la referencia:
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Figura 5.23: Estados del sistema híbrido vs referencia, y error de seguimiento T = 0.2s
(Chebyshev).
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Con una cota de error:
∥ec(t)∥ ≤ 4.1412 (5.42)

Con T = 0.2s el desempeño del sistema se deteriora. Esto va en relación a lo mencionado
anteriormente, para periodos de muestreo muy grandes, el controlador pierde información de
los estados del sistema y de los estados de la referencia, sin embargo, al igual que el caso de
la Figura 5.16, el sistema es estable. La cota de error para este caso (5.42), no difiere mucho
la cota (5.38).

Para los controladores:
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Figura 5.24: Estados de los controladores analógico y digital para seguimiento. T = 0.2s

|uc(0)| |ud(0)| |uc(0)/ud(0)|
|uc1(0)|= 92.19 |ud1(0)|= 4.76 |uc1(0)| ≈ 19.36|ud1(0)|
|uc2(0)|= 20.87 |ud2(0)|= 0.41 |uc2(0)| ≈ 50.90|ud2(0)|
|uc3(0)|= 135.97 |ud3(0)|= 13.76 |uc3(0)| ≈ 9.88|ud3(0)|

Cuadro 5.5: Valores de los controladores analógico y digital para seguimiento T = 0.2s
(Chebyshev)

Habiendo realizado las simulaciones, podemos afirmar que el desempeño logrado por el
controlador digital, cuyas ganancias fueron obtenidas empleando cuadraturas de Chebyshev,
proporciona buen desempeño. No obstante, vimos que las cotas de error del rediseño con
cuadraturas de Chebyshev, son más altas que las cotas del rediseño sin comportamiento in-
termuestral, lo que nos lleva a cuestionarnos si realmente obtener el comportamiento entre
muestras del sistema, es una ventaja. Por otro lado, y en relación a las acciones de control,
se pudo verificar que en magnitud, en el instante inicial de aplicación del controlador, el
analógico tuvo valores más altos que el digital.

De esto, se presume que tiene más importancia el tamaño del periodo de muestreo del
controlador, que la información en sí del sistema, esto se deja para un plan a futuro.
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Mostramos que los controladores digitales funciona para periodos de muestreo largos,
lo que resulta en una forma diferente de obtener nuevas ganancias en base a las del control
analógico.
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Capítulo 6

Conclusiones

En esta investigación se mostró que utilizando el método de discretización directa mos-
trado en [Lewis, 1992], es posible realizar de manera exitosa el rediseño digital de un con-
trolador analógico bien diseñado, particularmente, en este caso, un tipo de control subópti-
mo por retroalimentación de estados, para los casos de regulación a punto de equilibrio y
seguimiento de los estados de referencias variantes en el tiempo, para sistemas lineales con-
mutados continuamente conectados, cuyo número de entradas es igual al número de estados,
y número de salidas. Aunque se presume ideal obtener un controlador óptimo analógico, se
optó por usar un control subóptimo, debido a la complejidad que conlleva resolver el LQR y
el LQT como un problema de horizonte de tiempo finito; no obstante, consideramos adecua-
do el planteamiento de la investigación utilizando ganancias invariantes en el tiempo para el
controlador analógico. Con estas ganancias analógicas subóptimas, se analizó la estabilidad
del sistema analógico controlado analógicamente. Usando algunos resultados obtenidos en
la literatura, se estableció que para el caso de regulación, el sistema conmutado analógico
de error, será asintóticamente estable al origen, si se verifica la existencia de una función
común de Lyapunov para todas las partes del sistema; con esto se garantiza estabilización al
punto de equilibro deseado del sistema analógico. Por otro lado, para el caso de seguimiento
analógico, se mostró que el sistema conmutado de error presenta BIBO estabilidad si se veri-
fica la existencia de una función común de Lyapunov para todas las partes, cuando no existe
entrada, y además de esto, cuando la referencia del sistema está acotada para todo tiempo;
de cumplirse estas dos condiciones, el sistema controlado analógicamente para seguimiento,
sera BIBO estable.

Planteando la necesidad de emplear dispositivos digitales, se realizó una primera propuesta
de rediseño que no considera el comportamiento del sistema entre instantes de muestreo; la
única restricción para lograr este rediseño, es la existencia de la inversa de las matrices A y
Ac para todas las partes del sistema analógico conmutado. Dado que este primer rediseño no
considera comportamiento intermuestral, se sugirió emplear cuadraturas de Chebyshev para
aproximar la integral de convolución resultante en la discretización del modelo en tiempo
continuo; lo que dio paso a una manera diferente de realizar el rediseño digital. Este método
se derivó para el caso de seguimiento, ya que en el caso de regulación no existe una integral
de convolución.
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En el ejemplo se implementó un sistema caótico, particularmente el generado por el bien
conocido circuito de Chua. El circuito de Chua proporciona una dinámica que puede ser des-
crita como un sistema lineal a trozos (conmutado). Se aplicaron el LQR y el LQT subóptimos
de forma analógica, obteniendo buenos resultados en la minimización del índice cuadrático
de desempeño (para ambos casos) para cada parte del sistema conmutado. Luego, aplicando
rediseño digital, y rediseño digital con comportamiento entre muestras, se logró el objeti-
vo de control con buen desempeño. Se realizaron comparaciones en el comportamiento del
sistema controlado digitalmente, teniendo en cuenta el tamaño del periodo de muestreo, ase-
gurando que incluso para tiempos relativamente grandes de muestreo, el sistema cumple el
objetivo. En cuanto al tipo de rediseño, aunque tener la información intermuestral del sistema
parezca ser una ventaja respecto a no considerarla en el control, las simulaciones sugieren
que, en general, esto no es así; no obstante, al obtener un desempeño similar al control sin
cuadraturas de Chebyshev, el método para obtener controladores digitales que contengan es-
ta información, resulta como una buena alternativa para realizar el rediseño digital.

El planteamiento mostrado está formulado, en general, para sistemas lineales, lineales a tro-
zos (con los pedazos continuamente conectados en el tiempo) y sistemas no lineales con
aproximaciones lineales en forma de realización, por lo que la aplicación de este trabajo
es extensa. Además de lo anterior, por simplicidad, en esta investigación se tomaron a la
matrices de salida del sistema conmutado de referencia, y del sistema analógico, como la
identidad; sin embargo, es posible extender el análisis al caso general cuando C, CΓ ̸= In×n,
para lo cual, resultan restricciones un poco diferentes.

6.1. Trabajo a Futuro

1. Debido a que los controladores analógicos propuestos para el control del sistema ana-
lógico conmutado, son de naturaleza subóptima (y las ganancias son estáticas), se
propone aplicar control óptimo con ganancias variables en el tiempo, y verificar el
desempeño en relación a las ganancias estáticas.

2. Al considerar el comportamiento intermuestral del sistema, es natural pensar que el
desempeño del controlador debe ser mejor que cuando no tiene esta información. De-
bido a que vimos en las simulaciones que para este caso, esto no se cumple, podemos
concluir que esto no es cierto en general. Como trabajo a futuro, queda analizar si es
más importante el periodo de muestreo del controlador, o la cantidad de información
que recibe el controlador sobre el sistema.

3. En relación a los controladores, vimos en el Capítulo (5), que en la mayoría de casos,
la acción de control analógica, superó en magnitud a la del control digital, en el primer
instante de aplicación. Debido a esto, se plantea verificar qué tipo de control conviene
emplear en términos energéticos, para sistemas conmutados.
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