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Resumen

En este trabajo se presenta un criterio de disefio de ganancias de un controlador homogéneo
para un sistema de segundo orden, presentado en dos casos, retroalimentacion de estados
para el caso nominal y retroalimentacion de salida para el caso perturbado. Para el caso no
perturbado, el controlador homogéneo en lazo cerrado con el sistema estabiliza el origen en
tiempo finito y el criterio de disefio de ganancias desarrollado permite garantizar la condicion
de oscilacion o no oscilacion de las trayectorias del sistema. EIl criterio estd basado en
teoria similar a la de los sistemas lineales, particularmente de sistemas de segundo orden,
donde existe una relacion entre las ganancias del controlador, llamada discriminante. En el
caso perturbado, basicamente se inserta el controlador homogéneo dentro de un esquema de
control homogéneo no lineal por retroalimentacion de salida que utiliza un observador de
orden extendido con un estado adicional para identificar las perturbaciones y cancelarlas a
través del control, este observador estima los estados del sistema y la perturbacién en tiempo
finito. Al usar este esquema con el controlador homogéneo se demuestra que el sistema
de control perturbado recupera en tiempo finito el mismo tipo de comportamiento que se
establece en el caso de control no perturbado.



Abstract

This work presents a gain design criterion of a homogeneous controller for a second-order
system, which is presented in two cases: state feedback for the nominal case, and output-
feedback for the disturbed case. For the undisturbed case, the homogeneous controller in
closed-loop with the system stabilizes the origin in finite time. For such a case, we develop a
gain design criterion, which allows us to ensure an oscillatory or non-oscillatory convergence
of the system’s trajectories. The criterion is based on a similar theory to that for the linear
systems, which uses a relation between the gains of the system known as discriminant. In
the disturbed case the homogeneous controller is included in an output-feedback control
scheme that uses an extended order sliding mode observer whose additional state is used to
identify the disturbance and cancel it out through the control signal, this observer estimates
the states of the system and the disturbance in finite time. So, by using this scheme with the
homogeneous controller it is proven that it is recovered in finite time the type of convergence
behavior designed for the undisturbed case.
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Notacion

* R Conjunto de los niimeros reales

» R”" Espacio cartesiano n-dimensional
* N Conjunto de los numeros naturales
* Royg={xeR:x>0}

* Ryo={xecR:x>0}

* C? Conjunto de funciones p veces continuamente diferenciables.

[-|P =sign(-)|-|P, donde sign, es la funcién signo. Por ejemplo, [x|® = sign(x), [x]' =
x,y [x]? = x*sign(x).






Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas homogéneos son una clase amplia de sistemas no lineales que contienen sub-
clases interesantes para la ingenieria de control automatico, por ejemplo, los sistemas linea-
les, los sistemas polindmicos homogéneos, asi como diversos algoritmos de control basados
en modos deslizantes.

Cabe mencionar que existen en la literatura varios resultados acerca del disefio de contro-
ladores y funciones de Lyapunov para sistemas homogéneos [6], [20], [24], [28], [L1], [21],
donde se exhiben buenas caracteristicas para el disefio y andlisis de los algoritmos derivadas
de la homogeneidad.

Algunas de las propiedades mas interesantes de los sistemas homogéneos son las que se
mencionan a continuacion:

* si un sistema homogéneo tiene en el origen un punto de equilibrio asintdticamente
estable esto implica que el origen es globalmente asintdticamente estable;

* el tipo de convergencia al origen estd asociado con el grado de homogeneidad v € R, a
decir, si v > 0 entonces el origen es racionalmente estable, si v = 0 entonces el origen
es r-exponencialmente estable, y si v < 0 entonces el origen es estable en tiempo finito

(51, (1.

Otra caracteristica importante de estos sistemas es que se pueden establecer propiedades de
robustez en funcion del grado de homogeneidad, por ejemplo, cuando el origen del sistema
es asintOticamente estable y el grado de homogeneidad es negativo esto permite garantizar
Estabilidad Entrada-Estados (ISS, por sus siglas en inglés) [4].

Otra propiedad relevante de los sistemas homogéneos es la existencia de funciones de Lya-
punov homogéneas que pueden ayudar a simplificar enormemente el anélisis de estabilidad.
Como ejemplo, se puede mencionar el trabajo en [9] donde se disefia una ley de control ho-
mogénea que estabiliza al origen de una cadena de integradores de orden arbitrario, lo cual
se demuestra a través de funciones de Lyapunov homogéneas.

Una de las propiedades mas importantes en los sistemas de control automético es la robustez.
Por ejemplo, uno de los objetivos del control automético es dotar al sistema de la capacidad
de reducir los efectos de las perturbaciones. En la teoria de los sistemas de control, existen
varias técnicas para mejorar las propiedades de robustez de una dindmica controlada, por
ejemplo, las técnicas de control H. [33]], los métodos de rechazo activo de perturbaciones
[L5]], el control por modos deslizantes [31], y el método de redisefio de Lyapunov [16].



El control por modos deslizantes [31],[[17] es efectivo para tratar el problema de control en
presencia de perturbaciones, sin embargo, una desventaja en la implementacion de estos con-
troladores es que cuando la sefial de control es discontinua se produce el efecto llamado chat-
tering, no obstante, este problema se modera cuando en el algoritmo por modos deslizantes
la senal de control no es discontinua [30]].

Dentro del marco de control por modos deslizantes, debido a las buenas caracteristicas que
presentan los sistemas homogéneos, se ha buscado disefiar estos algoritmos con base en la
homogeneidad. Por ejemplo, en [20] se presenta un diseio homogéneo donde se demues-
tra que las propiedades de homogeneidad producen caracteristicas visiblemente importantes
para una nueva familia de controladores por modos deslizantes de alto orden, aportando las
caracteristicas de robustez, combinadas con las ventajas que ofrece la homogeneidad.

Otra técnica de control robusto, relevante para el presente trabajo de tesis, es la de recha-
zo activo de perturbaciones. Dentro de esta técnica se encuentra el método conocido como
Control Basado en Observador de la Perturbacion (DOBC, por sus siglas en inglés) [8]] que
consiste en estimar la perturbacién y compensarla a través del control. Por ejemplo, en [13]
se presenta un esquema DOBC lineal que emplea un observador de alta ganancia de orden
extendido, otro ejemplo de esta técnica se presenta en [27], en donde se propone una idea
mas elaborada que consiste en un esquema de control no lineal homogéneo por salida (que
utiliza un observador de orden extendido basado en el diferenciador por modos deslizantes
exacto y robusto[19]) para una clase de sistemas no lineales. Es importante mencionar que
en [[13] el control no es capaz de estimar las perturbaciones exactamente, sin embargo, el
esquema propuesto en [27] estima exactamente y en tiempo finito los estados del sistema y
las perturbaciones. Dicho esquema permite que la parte estatica del controlador se pueda
elegir libremente de entre una clase de controladores homogéneos, cuyo tnico requisito es
que, en el caso nominal con realimentacion de estados, el origen del sistema en lazo cerrado
sea asintéticamente estable. Asi, este esquema por retroalimentacién de salida garantiza
estabilidad asintética del origen, y las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito a
pesar de las perturbaciones.

Por otro lado, otro de los aspectos mds importantes para disefiar adecuadamente las ganancias
de un controlador es el desempeio del sistema. Por ejemplo, hablando especificamente de
los sistemas lineales de segundo orden, un criterio importante en el ajuste de ganancias para
lograr un desempefio deseado es el tipo de comportamiento transitorio del sistema: subamor-
tiguado, criticamente amortiguado y sobreamortiguado. Para ese caso, tal comportamiento
se puede especificar facilmente. Desafortunadamente, para los sistemas homogéneos no li-
neales, existe poca bibliografia en la que presente algun criterio de ganancias con el cual se
garantice un comportamiento transitorio del sistema. Ahora, obtener algun criterio de este
tipo se complica més cuando se tiene que disefiar el controlador con informacién limitada
del sistema (por ejemplo, cuando se requiere hacer control por retroalimentacién de salida),
y mds ain cuando el sistema se enfrenta a perturbaciones.

Por lo mencionado anteriormente en el presente trabajo se considera el esquema propuesto en
[27], 1a idea que se presenta es utilizar dicho esquema que permita lidiar con la perturbacion,
permitiendo concentrarse en el disefio del controlador homogéneo para el caso nominal.

El objetivo general de este trabajo es presentar un método sistematico de disefo de ganancias
el cual permita determinar el comportamiento transitorio del sistema para un integrador sim-
ple y un doble integrador tanto en el caso nominal como en el perturbado. Las contribuciones
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de esta tesis son las siguientes.

* Se desarrolla un método, que, en el caso nominal presenta la manera de disefiar las
ganancias que garanticen la condicidn de oscilacion o no oscilacién de las trayectorias
del sistema.

* Ademads se demuestra que, utilizando el esquema de control por retroalimentacion de
salida, el tipo de comportamiento del disefio nominal es recuperado en tiempo finito
para el caso de control del sistema perturbado.

Organizacion de la tesis

El contenido de este trabajo se organiza como sigue. En el Capitulo [2|se presentan algunas
definiciones y resultados requeridos para el desarrollo de los capitulos posteriores. En el
Capitulo [3] se describe y explica el esquema de control por retroalimentacién de salida que
se considera, de igual manera, se describe el planteamiento del problema de esta tesis. En
los Capitulos E] y E] se encuentran las contribuciones de esta tesis, a decir, se describen las
metodologias utilizadas para el disefio de ganancias para un sistema de primer y segundo
orden respectivamente. En estos capitulos también se presentan los resultados en simulacién
para verificar el funcionamiento del método propuesto. Por dltimo, en el Capitulo [ se
establecen las conclusiones del presente trabajo y posibles desarrollos futuros.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se describen la teoria y los resultados que son necesarios para el desarrollo
del presente trabajo. La primera seccidn presenta la definiciéon de homogeneidad pondera-
da, en la siguiente seccidon se mencionan definiciones y resultados relevantes con respecto
a estabilidad, convergencia y existencia de funciones de Lyapunov homogéneas en sistemas
homogéneos, enseguida se presentan ejemplos alusivos a la teoria revisada de estos sistemas.
Finalmente se presenta el criterio de disefio de ganancias de un sistema lineal de segundo
orden, mostrando la relacién que existe entre el tipo de respuesta transitoria y la existencia
de conjuntos invariantes del sistema.

2.1 Homogeneidad ponderada

La homogeneidad es una propiedad de escalamiento de funciones y campos vectoriales.
Bésicamente se puede describir intuitivamente como la equivalencia entre multiplicar el ar-
gumento de la funcién por un factor y multiplicar la imagen de la funcién original por ese
factor. Por ejemplo, podemos mencionar que los sistemas lineales son una clase de sistemas
homogéneos cuyo grado de homogeneidad es v = 0.

A continuacion se define formalmente la homogeneidad ponderada siguiendo el trabajo de

[L].

Definicion 1. Sea un conjunto de coordenadas (xi,...,x,) en R", sea r = (ry,...,ry) una
n—ada de reales positivos.

* La familia de dilataciones de un pardmetro 8., asociada con r estd definida por
Oc(x) == (e"xy,...,€"xy), Vx=(x1,..,x,) €R", Ve>0,
a los niimeros ri, i € {1,2,...,n} se les denomina pesos de homogeneidad.
* Una funcionV : R" — R es 8"- homogénea de grado m € R si
V(d(x))=¢€"V(x) VxeR" Ve>D0.
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* Un campo vectorial f =Y fi% se dice que es &"- homogéneo de gradov € R si la
componente f; es 8- homogénea de grado v + r; para cada i, esto es

fi(8h(x)) =e"ifi(x) VxeR" Ve>0.

Si el campo vectorial de un sistema es 8- homogéneo de grado v, se dice que el sistema es
d"- homogéneo de grado v.

2.2 Funciones de Lyapunov homogéneas

Para estudiar la estabilidad de sistemas no lineales, el Método directo de Lyapunov permite
determinar si el origen del sistema es estable, asi, a continuacién se revisan resultados y
definiciones importantes que permiten estudiar propiedades dindmicas o de tipo de conver-
gencia al origen, por ejemplo la estabilidad en tiempo finito.

Para la definicion de estabilidad asintética en el sentido de Lyapunov se puede consultar, por
ejemplo, [1, Cap. 3].

Teorema 1 ([22]). Considere el sistema

x=f(x) 2.1

donde f: D — R? es un mapeo continuo de un dominio D C R? que contiene al origen,
con f(0) = 0. Si existe una funcién continua definida positiva V : D — R tal que V (x) es
semidefinida negativa, entonces el origen x = 0 es estable, mds aun, si'V es definida negativa,
entonces x = 0 es un punto de equilibrio asintoticamente estable.

El resultado anterior, permite asegurar estabilidad asintética en el origen para sistemas cuyos
campos son continuos pero no necesariamente Lipschitz continuos.

Para desarrollos posteriores es necesario recordar la siguiente definicién de conjunto positi-
vamente invariante,

Definicion 2 ([32]). Considere (2.1) con x(t) denotando una solucion del sistema. Entonces,
un conjunto M C R? se llama conjunto positivamente invariante respecto a [2.1) si

x(to) eM =x(t) eM Yt >tg € Ryp.

Observe que un conjunto positivamente invariante se puede ver como una generalizacion de
un conjunto invariante, es decir, todo conjunto invariante es también positivamente invarian-
te.

Teorema 2 ([22]). Considere el sistema (2Z.1), con f € C [R*,R?]. Asuma que existe una
funcién definida positiva y radialmente no acotada V : R* — R, tal que V < 0 para toda
x € R?, suponga que el origen x = 0 es el tinico subconjunto invariante del conjunto

Z={xeR*:V =0},

entonces el equilibrio x = 0 es asintéticamente estable.



Observacion 1. El Teorema 2| es una generalizacion del Teorema de invarianza de LaSalle
a campos continuos.

El siguiente resultado es de relevancia ya que garantiza la existencia de funciones de Lya-
punov homogéneas para cualquier sistema homogéneo continuo cuyo origen es asintdtica-
mente estable. Ademads, es importante mencionar que gracias a la existencia de estas fun-
ciones homogéneas, el andlisis de estabilidad puede resultar mds sencillo.

Teorema 3 ([1]). Sea el sistema (2.1)), donde f es un campo vectorial continuo en R" tal que
su origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable. Asuma que f es 8" - homogéneo
de grado Vv para algunos pesos de homogeneidad r = (ry,...,r,), ri € Rso. Entonces para
cualquier p € N—{0} y cualquier m > p - max;{r;} existe una funcion de Lyapunov que es
0"~ homogénea de grado m y de clase CP.

La siguiente definicion se introduce para describir un tipo de convergencia de las trayectorias
de un sistema cuyo origen es asintdticamente estable.

Definicion 3 ([1]). El origen de (2.1) es estable en tiempo finito si se cumple lo siguiente:
es estable en el sentido de Lyapunov y existen una vecindad del origen abierta U y una
funcion T : U — R>¢ (llamada funcion de tiempo de establecimiento) tales que para cada
x € U\ {0}, la solucion x(t,xo) del sistema estd definida en [0,T (xo)), x(t,x9) € U\ {0}
vVt €10,T(xp)), y limtﬁT(XO)X(t,xo) =0.

Note que el dominio de la funcién de tiempo de asentamiento se puede extender a todo U
definiendo 7'(0) = 0. El siguiente corolario (que es una consecuencia directa del Teorema 3)
requiere que se recuerde lo siguiente: la norma &"-homogénea es un mapeo x —|| x || . ,, dado
por

N

1
x|l p= lell’l 5, VxeR", Vp>1.

Corolario 1 ([1l]). Sea f un campo vectorial continuo y & -homogéneo con grado de homo-
||1.p una norma &"- homogénea, entonces

o Siv >0, existen My, My > 0 tales que, V't > 0,

My(1+ [ x(0) 1, )75 || %(0) lrp<ll %(0) [l5p< Ma(1+ || x(0) [[¥, £)7¥ 1| X(0) ||

* Siv=0, existen My, My,D > 0 tal que, ¥Vt > 0,

Myexp(=D1) || x(0) [|p <[l x(z) [|r.p< Maexp(=D1) || x(0) || -

* Siv <O, el origen es estable en tiempo finito.

Este resultado nos permite saber el tipo de convergencia de un sistema &"- homogéneo cuyo
origen es asintoticamente estable basandonos unicamente en su grado de homogeneidad.
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2.3 Ejemplos de sistemas homogéneos

En esta seccion se presentan ejemplos ilustrativos relacionados con la teoria revisada ante-
riormente.

Ejemplo 1. Como primer ejemplo se presentan los distintos tipos de convergencia al origen,
una vez que se garantiza estabilidad asintotica, dependiendo del grado de homogeneidad v,
para eso, se exponen distintos casos. Considere el sistema

x1 = —ki[x1|*+x2 ki,ka € R5p

Xy = —kz[xljb. (22)

Lo que se pretende hacer es determinar el valor del exponente a, tal que el sistema (2.2) sea
homogéneo de distinto grado de homogeneidad v, para los siguientes casos

Casol: v=0, b=1;

Caso2: v=—1, b=0;
Caso3: v=-1, b:%;
Caso 4: v=2, b:%.

Al realizar la dilacion homogénea del argumento del campo vectorial de (2.2)), se obtiene lo
siguiente

- | €&k [x1 %4 €2x)
f(8(x)) = _gbn ko [xljb

Para encontrar los pesos de homogeneidad r > y los exponentes a,b, de acuerdo con la
Definicion|l} se obtienen de manera general las siguientes igualdades

ary, = rn=vV-+rn

bri = Vi (23)

Para el Caso 1, al substituir los valores correspondientes, se utiliza (2.3)) de donde se obtiene
r1 = ry, esto indica que existe un pardmetro libre, por ejemplo, si se elige r =1, 1]T entonces
a = 1. En este caso el sistema (2.2) queda de la forma

X1 = —kixi+x

X2 = —kyxi. (2.4)

Para el Caso 2, de 2:3) se obtienen los siguientes valores: a = 3, r = [2,1]". El sistema
(2.2) queda de la forma

1
X1 = —ki|x1]24x
' 1 1 I_ ]J() 2 (25)
X = —ka[x1]".
Este sistema dindmico es conocido como algoritmo Super—Twisting [l/8)], observe que este
sistema es discontinuo con grado de homogeneidad v = —1 con los pesos de homogeneidad

r=2,1]".
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Figura 2.1: Simulacién del sistema (2.2)), Caso 1, v =1

Para el Caso 3, se obtienen de (2.3) que r = [3,2]T ya= % De esta manera el sistema (2.2))
queda de la forma

X1 = —ki[x]
X = —kafxi]

T (2.6)

W= W

Para el iltimo caso, se obtienen los pesos de homogeneidad r = [8,10]" y el exponente
a= %. Ast, el sistema queda de la forma

)

x1 = —ki[x1]% +x

2.7
X2 = —kax1]2. @7

DJL o

Al simular los distintos casos del sistema resulta sencillo visualizar y comprobar el Coro-
lario|ll En la Figura podemos observar que se presenta una simulacion del caso v =0
el cual corresponde al sistema lineal y por lo tanto su convergencia es exponencial.
Para la Figura[2.2] se expone el caso v < 0 en donde las trayectorias del sistema ([2.6) lle-
gan al origen en tiempo finito. En la Figura 2.3} la convergencia es racional, es decir, las
trayectorias no llegan exactamente al cero cuando el grado de homogeneidad es v > 0.

Ejemplo 2. En este ejemplo muestra un sistema & - homogéneo con estabilidad en tiempo
finito, para el cual se puede calcular el tiempo exacto de convergencia al origen. También
se muestran otros casos cuyo tipo de convergencia cambia dependiendo del valor de una
potencia p.

Considere el sistema escalar

X1 = —a’VXIJp, a,pc R>07

es importante resaltar que el comportamiento dindmico del sistema depende del valor de la
potencia p. Es por esto que analizaremos distintos casos del valor de p.
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1. Caso p € (0,1). Para cualquier condicion inicial xo, la solucion del sistema estd dado
por

x(t,x0) = sign(xo) ([xo|' ” —a(1— p)t) 77,

de donde es claro que el equilibrio x = 0 es alcanzado en tiempo finito, a decir, el
tiempo de convergencia estd dado por

[xo|! P

T(xp) = —F——.

—a(p—1)

2. Caso p = 1. El sistema se vuelve lineal, por consiguiente, la solucion ahora estd dada
por

x(t,x0) = xpe~ .

Asti, el origen del sistema es exponencialmente estable.

3. Caso p > 1. La solucion del sistema estd dada por

—1

x(t,x0) = sign(xo) (Jxo|' 7 +a(p—1)1)7 7,
de donde se puede ver que para cualquier xg # 0, (t,x0) — 0 cuando t — oo.

Al analizar los tres distintos casos de p se observa lo siguiente: cuando p € (0,1) las trayec-
torias del sistema convergen en tiempo finito, cuando p = 1 el sistema se vuelve lineal por lo
tanto su convergencia es exponencial, en el caso cuando p > 1 la convergencia es racional,
verificando asi lo establecido en el Corolario

Ejemplo 3. En este ejemplo se verifica un caso estdandar que muestra la existencia de una
funcion de Lyapunov homogénea para un sistema homogéneo. Considere el sistema d -
homogéneo

X1 = —x1+x

X3 = =X
donde el inico punto de equilibrio es el origen. Ahora se propone una funcion candidata de
Lyapunov, V : R?> = R dada por

b 1
Vix)= Ex% —ax1xy + Ex% b>0,a>0.

Con el proposito de verificar que V es definida positiva, procedemos a encontrar una condicion
suficiente sobre los coeficientes a 'y b. Esto se realiza usando la desigualdad de Young (vea,
por ejemplo, [23)]) en el término cruzado ax\x;. Asi, se concluye que V es definida positiva
bajo la condicion a* < b. Ahora, la derivada de V a lo largo de las trayectorias del sistema
estd dada por

V = bxi(—x1 +x2) — axp(—x1 +x2) —axy(—x1) +x2(—x1)
reescribiendo la derivada se obtiene

V=—(b—a)x}—ax3+ (b+a—1)xx.
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Observe que fijando a+b = 1 se obtiene V = —(1 — 2a)x% — ax%. Para que V sea definida
negativa, es necesario que 2a < 1. Por lo tanto, las condiciones suficientes sobre a'y b para
que V sea una funcion de Lyapunov para el sistema son

a2<b, b=1—a, 2a<l,
las cuales se satisfacen siempre que
b=1—-a, a<l1)2.

Ejemplo 4. Este ejemplo exhibe la existencia de una funcion de Lyapunov homogénea en
un caso menos estandar que el del ejemplo anterior, esto es, para un sistema polinémico
d"-homogéneo cuyo origen es asintéticamente estable. Considere el sistema polinomial [[I]

X = —x? +X2, Xp= —x? (2.8)

note que el sistema es homogéneo de grado v =2, con pesos de homogeneidad r = [1,3]T.
En [|] se propone la funcién V : R? — R dada por
1 6 1 2
Vix) = =x7+ =x5.
(1) = g2+ 3
Esta funcion polinomial que es 8" -homogénea es de grado m = 6 es una funcion de Lyapunov
homogénea para (2.8), pero no es estricta, es decir, V es solo semidefinida negativa. Sin
embargo, en [20l] se propone la siguiente funcion
1

Vix)= gx? —owy [x2 ]

Wl

+ x% aeR

| =

donde V es una funcion de Lyapunov para el sistema. Es importante mencionar que esta
funcion también es 8"-homogénea pero ademds es estricta para o. > (%) 8. Cabe resaltar que
V se construye a partir de V, observe que V es una funcién polinémica, sin embargo, V ya
no lo es. En [26] se demostré que no existe una funcion de Lyapunov que sea polinomica y
estricta, es por esto que V es una funcion estricta pero ya no es polinomica. En la Figura
se presenta la grdfica de un ejemplo de la funcion V.

2.4 Criterio de diseno de ganancias para sistemas lineales

En esta seccion se presenta el caso de los sistemas lineales de segundo orden, en particular el
sistema doble integrador controlado, en el cual se analiza la respuesta transitoria de manera
especifica. Considere el sistema de segundo orden

X1 = x

o _ 2.9)

donde i es la entrada de control dada por

U= —kixy —kyxy ki, ky € Ry,

11



V()

Figura 2.4: V(x) = %x? —x1[x2] 3 + %x%

El tipo de comportamiento transitorio del lazo cerrado va a depender del valor que tomen las
ganancias k; y k; del controlador. La forma vectorial de (2.9) en lazo cerrado con #, es

sl [0 1 ][
L‘Cz} B {_kl —kz} |:X2:| ) (2.10)

Como se menciond antes, la respuesta transitoria del sistema depende de como sean ajustadas
las ganancias del controlador, habiendo tres tipos de respuesta: subamortiguada, criticamente
amortiguada y sobreamortiguada. A continuacion se presenta el procedimiento que se utiliza
para disefiar las ganancias tal que se garantice alguno de estos tipos de respuesta.

El polinomio caracteristico de la matriz de estados del sistema (2.10)) es el siguiente

P(A) =A> +hkoh+ky

del cual se obtienen los valores propios

Mop=———— Q=k3—dk

note que el discriminante € es el parametro que puede ser utilizado para clasificar la respues-
ta transitoria del sistema, tal como subamortiguada, criticamente amortiguada y sobreamor-
tiguada. Dicho lo anterior, enseguida se describen los distintos casos que se presentan de-
pendiendo del signo de Q.

1. Q > 0. Observe que este caso coincide con la respuesta subamortiguada del sistema.
Los valores propios son Ay = —a+by Ay = —a—b, donde a = % yb= %\/ﬁ Dado
que los valores propios son reales, se generan los siguientes vectores propios denotados
por V. = [vi,v2] " € R%,i=1,2, donde ¢ € R — {0} es un pardmetro libre

c c
Vi = [—a+bc] » V= [—a—bc] ' 211
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Por el andlisis anterior y como es bien sabido los vectores propios generan a los sub-
espacios propios del sistema, los cuales tienen la forma

A= xeR =0} w=-2€R, i=1,.2. (2.12)
V1

Es importante recordar el hecho de que los subespacios propios constituyen conjuntos
invariantes del sistema lineal.

2. Q =0. Note que este caso coincide con el comportamiento transitorio del sistema
conocido como criticamente amortiguado. En este caso los valores propios son iguales,
dados por Aj > = %kz Ya que los valores propios son reales y ademds repetidos, sus
vectores propios correspondientes estan dados por

C
Vi, = [ o ] . (2.13)
De acuerdo con (2.12)), se genera solo un subespacio propio, y por lo tanto existe solo
un conjunto invariante del sistema.

3. Q < 0. Este caso coincide a su vez con la respuesta sobreamortiguada del sistema.
Los valores propios del sistema son A; = —a+ jb 'y Ay = —a — jb. En vista de que
los valores propios son complejos, sus vectores propios correspondientes también son
complejos, en este caso no se generan subespacios propios reales por lo que se sabe
que no existen conjuntos invariantes lineales del sistema.

De lo discutido en los puntos anteriores se puede observar que hay una conexion intrinseca
entre la existencia de invariantes del sistema y la respuesta transitoria, a decir:

* en el caso donde existen conjuntos invariantes reales del sistema, las soluciones del
sistema no son oscilatorias;

* si no existen conjuntos invariantes reales, entonces las soluciones del sistema son 0s-
cilatorias.

Cabe mencionar que un sistema lineal satisface dos propiedades, la propiedad de homogenei-
dad y la de aditividad. Una clase mas general, a la que pertenecen los sistemas lineales, es la
clase de sistemas homogéneos que a su vez (preservando la propiedad de homogeneidad) son
en general sistemas no lineales. Tomando en cuenta esto, en algunos trabajos presentes en
la literatura, se ha buscado desarrollar teoria y procedimientos (para el andlisis y disefio de
sistemas homogéneos) andlogos a los establecidos para los sistemas lineales. Este trabajo de
tesis va en esa direccion, en particular, en lo concerniente al disefio de ganancias que garan-
tice algun tipo de comportamiento transitorio de las trayectorias de sistemas homogéneos.
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Capitulo 3

Esquema de control homogéneo por
retroalimentacion de la salida

Este capitulo esta integrado por la descripcidn del esquema de control por retroalimentacion
de salida que se considera en el presente trabajo. De igual forma se introduce un ejemplo de
simulacidn para clarificar el funcionamiento de dicho esquema. Por tltimo, en la Seccién
se presenta el objetivo principal y el planteamiento del problema de esta tesis que serd re-
suelto en los Capitulos ]y

3.1 Esquema por retroalimentacion de salida

En esta seccion se expone un esquema de control homogéneo por retroalimentacion de la sali-
da para una clase de sistemas no lineales. La parte dindmica del controlador es un observador
de orden extendido basado en el diferenciador exacto y robusto (que es un diferenciador por
modos deslizantes [[19]]). Este observador estima en tiempo finito a los estados del sistema, el
estado adicional ayuda a identificar las perturbaciones del sistema (también en tiempo finito).
La parte estatica del control puede seleccionarse de entre una amplia clase de controladores
homogéneos.

El sistema considerado en esta seccidn es de la forma

X1 = X
X» = u+9d 3.1
y = X

donde x = [x1,x;] " € R? es el estado, u € R es la entrada de control, y(¢) € R es la salida y
d(t) € R es una perturbacion cuya derivada es acotada.

El objetivo del control es estabilizar en tiempo finito el origen del sistema (3.1])
a pesar de la perturbacion 8(t), usando solo la salida y como informacion para

el controlador.

Como se dijo antes, debido a las ventajas que ofrece la propiedad de la homogeneidad en
los sistemas dindmicos y en vista de que existen en la literatura varios resultados acerca
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del disefio de controladores homogéneos, resulta interesante considerar controladores ho-
mogéneos (que denotaremos como ug). Por ejemplo, en [9] se proporciona una clase de
controladores homogéneos para sistemas de orden arbitrario, un caso particular de esta clase
para el sistema esta dado por

Lt()(x) = —0 HXQJ% +0€1X1J%

Observe que esta ley de control constituye una funcién 8"-homogénea de grado s = 1 con
pesos de homogeneidad r = [3,2]". En [9] se describe un método para la seleccién de las
ganancias 0] y Oy que garantizan que el origen del lazo cerrado de este controlador con el
sistema X1 = x, X2 = ug es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Otro ejemplo es el siguiente. En [/] se propone el controlador

o) = —fa) 4 = [+ S

Observe que nuevamente esta ley de control es una funcién & -homogénea de grado s = 1
con pesos de homogeneidad r = [3, 2] T,
Un tercer ejemplo de controladores homogéneos es el siguiente [[14]], [6], [25], [3]]

uo(x) = —ki [x1)3 ko [x22

donde ki, k; € R-(. Igualmente, este controlador es una funcién 8 -homogénea de grado
s = 1 con pesos de homogeneidad r = [3,2] "

Dicho lo anterior, se puede asumir que se conoce un controlador homogéneo u tal que el
sistema en lazo cerrado

X] = X

. 3.2

X2 = up(x) (3-2)
es 8-homogéneo de grado v = —1 con pesos de homogeneidad r = [3,2]" y ademds su

origen es asintOticamente estable.
Observe que, de esta forma, el origen de (3.1)) en lazo cerrado con el controlador ideal

u=up(x)—9

es asintGticamente estable ya que el controlador cancela exactamente la perturbacion 9, y
debido a esto se recupera el lazo cerrado con el controlador u( en su forma nominal. Ahora,
note que al tener informacién limitada del estado x y al no conocer a la perturbacion 9, este
controlador es imposible de implementar. De esta manera, siendo la sefial de salida y (y la
sefial de control u) la unica medida disponible, si se quisiera implementar o aproximar el
controlador ideal se requiere estimar la perturbacion y el estado. Con este fin se considera el
siguiente esquema de control por retroalimentacion de la salida

w="yuo(y '%) -5 (3.3)
1 §IA< fxl—x1J3 + %
b o= %/2 [£1—x1 |3 +yuo(y ' %) (34)
- —7123 (%] —x1J0



donde las variables £ = [£1,%]" € R?, SeR constituyen el estado del observador. Los
parametros Y € R-g y ki, i=1,2,3 son las ganancias del observador que deben disefiarse
tales que x = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente estable de en lazo cerrado con
el esquema de control (3.3)), (3.4). Para elegir estas ganancias se puede seguir, por ejemplo,
el método descrito en [10].

Observe que (3.4) constituye la parte dindmica del esquema el cual es un observador que
hace las tareas de estimacion tanto de los estados como de la perturbacién. Por otro lado
(3.3) trata de compensar la perturbacién § a través del término S y por lo tanto recuperar la
dinamica nominal con el controlador uy. De esta forma, si se estiman exactamente tanto el
estado como la perturbacion, entonces se garantiza estabilidad en tiempo finito del origen,
justo como se establece en el siguiente resultado descrito en [27].

Teorema 4. Considere el sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador de retroali-
mentacion de salida (3.3)), (3.4) con las siguientes suposiciones:

* la funcion ugy es Holder continua;
* ug es una funcion homogénea y el lazo cerrado
X1 =x2, Xp=up 3.5)
es un sistema homogéneo de grado v = —1 con pesos de homogenidad r = [3,2]";
* el origen de (3.5)) es un punto de equilibrio asintdticamente estable;

* la perturbacion § es tal que |5(t)| < A para toda t € Rq y una constante conocida
Ac R>0.

Entonces, para cualquier A € R>, existe Y* € R~ tal que para toda y > y* el origen del
sistema (3.1)) es estable en tiempo finito.

Asi, este esquema de control garantiza estabilidad asintética del origen, ademas, el grado de
homogeneidad negativo garantiza que la convergencia al origen sea en tiempo finito. Por lo
tanto, el controlador ((3.3) con el observador (3.4) garantiza estabilidad del origen de (3.1)
en tiempo finito a pesar de la perturbacion, lo que permite afirmar que cumple el objetivo de
control planteado.

A continuacién, se muestra con un ejemplo el funcionamiento del esquema de control por
retroalimentacion de salida (3.3)), (3.4).

Ejemplo 5. Considere el sistema perturbado de segundo orden

X1 = x2
X = u+9d (3.6)
El esquema de control propuesto (no lineal homogéneo) esta dado por
u = Yuol(yflﬁ)—s i
X o= =Pkl —x]i+ 5
5 24 1 | (3.7)
X = —Yika[® —x1]3 +yuo(y %)
o = —Yks[& —x1)°



Parametros
Y ki | ka| ki | ko | k3 S
313 151217 1.1] 1+cos(2r)

Tabla 3.1: Valores de las ganancias, Yy perturbacion

—3
3+ ----Estimacion 8 b

Tiempo

Figura 3.1: Perturbacién estimada

para el cual se utiliza el controlador

W=

uo(x) = —ki [x1]3 —ka[x2) 2

y considere los valores de la tabla[3.]]

En las Figuras[3.2] [3.3] se observa que los estados del observador convergen a los estados
originales y ambos convergen al origen en tiempo finito. En la Figura[3.1] se observa que el
estado extendido del observador identifica exactamente la perturbacion d en tiempo finito.

Algunas de las ventajas que proporciona el esquema de control descrito son las siguientes,

* El error de observacién converge al origen en tiempo finito, entonces hay una esti-

macion exacta de la perturbacion y por lo tanto una compensacion exacta de la per-
tubacion.

* Se tienen las propiedades de robustez heredadas de la homogeneidad [4].
» Existe flexibilidad en la eleccion del controlador u.

» Se permite disefiar las ganancias del controlador up de forma independiente de las
ganancias del observador.

Finalmente, es importante subrayar que este esquema de control por salida permite recuperar
en tiempo finito el sistema de control nominal.
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Figura 3.2: Estado xj y su estimacién
4 T T
—X2
B --- Estimacion X, 7
2+ =t
o1 > 3 4 _s s 1 8 s 1o

Tiempo

Figura 3.3: Estado x; y su estimacién
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De acuerdo con la bibliografia existen métodos de disefio de controladores homogéneos
tal que se garantice estabilidad en tiempo finito, sin embargo, de manera general no existe
literatura sobre alguna metodologia sistematica para poder llegar a un criterio de disefo
de ganancias del controlador homogéneo, en donde el sistema en lazo cerrado con dicho
controlador ademds de ser estable en tiempo finito, proporcione algun tipo de informacion
sobre el comportamiento transitorio, similar a los sistemas lineales de segundo orden. Si-
guiendo esa idea, en el presente trabajo se busca poder garantizar la condicién de oscilacion
0 no oscilacion para las trayectorias del sistema no lineal considerado.

3.2 Planteamiento del problema de esta tesis

Con lo discutido anteriormente, a continuacion, se presenta el problema a resolver en el
presente trabajo.

Considere el sistema (3.1). El objetivo de esta tesis es: obtener un cri-
terio de disefno de ganancias de un controlador homogéneo, el cual per-
mita garantizar la condicion de oscilacion o no oscilacion de las trayec-
torias del sistema, estudiando dos casos, el nominal y el perturbado.
Para el caso nominal se considera el controlador homogéneo

1

uo(x) = —ki[x1]3 — ko [x2] 2,

con ky,ky € R, mientras que para el caso perturbado se considera el
controlador escalado

Yo (v~ ') = —y3 ki [£1]3 ko[22,

con Y € R-o y donde £ es el estado del observador dado por (3.4).

Antes de describir la solucion del problema planteado se analizaré el caso de un integrador
simple en el Capitulo 4} estudiando los sistemas de control nominal y perturbado, ya que nos
servird de guia para introducir algunas ideas que sé€ desarrollardn en el Capitulo [5| para el
sistema de segundo orden.
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Capitulo 4

Analisis de estabilidad y diseno de
ganancias para un sistema de primer
orden

En este capitulo se describe el andlisis de un controlador homogéneo para un integrador
simple. Se estudian el sistema nominal y el sistema perturbado. En la Seccion 4.2| se expone
el analisis de estabilidad y en la Seccion 4.3|se estudia el tipo de comportamiento transitorio
del sistema para el caso nominal. En la Seccion 4.4 se presentan el andlisis y los resultados
del caso perturbado, utilizando el esquema de control por retroalimentacion de salida descrito
en el Capitulo [3| particularizado para el sistema de primer orden.

4.1 Sistema de control nominal

Considere el siguiente sistema de primer orden
xX=u, 4.1)

observe que es el caso nominal, esto es, sin la presencia de perturbaciones. Como se es-
tableci6 en la descripcion del problema de control en la Seccién (3.1 se requiere un contro-
lador homogéneo u = ug tal que el origen del sistema sea asintoticamente estable con
convergencia en tiempo finito al origen, por esta razon se considera el controlador ug de la
forma siguiente

u=up(x) = —k[x| %, keR, 4.2)

donde k es la ganancia del controlador a ser disefiada en este capitulo. Note que, al hacer
la dilaciéon homogénea del campo vectorial, por la Definicion [} (4.1)) en lazo cerrado con
[#.2) es un sistema & -homogéneo de grado v = —1 con peso de homogeneidad » = 2. Es
importante mencionar que la homogeneidad del sistema es una caracteristica necesaria para
poder implementar el esquema de control homogéneo por retroalimentacion de la salida.
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4.2 Analisis de estabilidad

Para el andlisis de estabilidad (vea por ejemplo [25], [3]) del sistema (&.1) en lazo cerrado
con (4.2)), se propone la funcién cuadrética de Lyapunov V : R — R, cuya regla de corre-

spondencia es
1,
Vix) = 7% 4.3)
la cual es una funcién &"- homogénea de grado m = 2 con el peso de homogeneidad r = 1.
Se procede a verificar que (4.3)) es una funcion de Lyapunov estricta lo cual es suficiente para
asegurar estabilidad asint6tica del origen. Para esto V tiene que ser definida positiva, lo que
claramente se satisface. Ahora, la derivada de V alo largo de las trayectorias del sistema esta

dada por

V= —klx|2, (4.4)
esta funcion tiene que ser definida negativa, esto se satisface si y solo si k € Ryg. Por lo
tanto, para k > 0, V es una funcién de Lyapunov 8"-homogénea estricta y ademas gracias
a que el grado de homogeneidad del sistema es negativo, de acuerdo con el resultado del
Corolario[I] se concluye que la convergencia de las soluciones del sistema al origen x = 0 es
en tiempo finito. Con este andlisis se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 5. Considere el sistema (@.1)) en lazo cerrado con (.2). Para toda k € R~ el
origen x = 0 del sistema es estable en tiempo finito.

4.3 Analisis del comportamiento transitorio del sistema

En esta seccidn se explica el comportamiento transitorio del sistema controlado, a decir, el
sistema (4.1)) en lazo cerrado con (4.2) s6lo puede tener un tipo de comportamiento el cual
es monotonamente decreciente si las condiciones iniciales son positivas y mondtonamente
creciente para condiciones iniciales negativas. Este tipo de comportamiento se puede ver
claramente de la solucidn del sistema, la cual esta explicita en el Ejemplo

Teorema 6. Considere el sistema en lazo cerrado con (4.2). Entonces para cualquier
k € R~ y para cualquier condicién inicial xy € R, la norma |x(t)| de la solucion del sistema
es mondtonamente decreciente.

Demostracion. Para esta prueba, basta con exhibir la solucion que tiene el sistema (@.1). En
el Ejemplo[2|se desarrolla la solucién de este sistema de forma general, la cual estd dada por

. 1 2
x() =4 signto) (ol =41)" 1<, 4.5)
0 1> Ty,

de donde es claro que la expresion |xo|% — %t decrece monoténamente en ¢ hasta que el valor
de x = 0 es alcanzado (en tiempo finito), y el tiempo de convergencia de cualquier estado
inicial xg a x = 0 estd dado por

0 k :
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Figura 4.1: Comportamiento monétono con distinto valor de k y xg

En la Figura[d.T|se observa que al simular el sistema (4.1)) en lazo cerrado con (4.2) para dis-
tintas condiciones iniciales y distintos valores de k, se obtiene el comportamiento monétono,
ya sea creciente o decreciente.

Corolario 2. Considere el sistema (4.1)) en lazo cerrado con el controlador

o=

_ 1a
u="puo(y"'x) = —y2k[x]2, (4.6)
las afirmaciones del Teorema 6 son vdlidas para cualesquier IAC,Y > 0.

Demostracion. Note que la estructura de la solucién (4.3)) del sistema con el controlador sin
escalar no cambia en comparacion con la solucién del sistema con el controlador escalado,
ya que solo se substituye el pardmetro k por y% k, por lo tanto el comportamiento transitorio
del sistema no se ve afectado, lo inico que se modifica es el tiempo de convergencia que
ahora esta dado por

2|0
X0 — T~ -

Y2k

V]

4.4 Sistema de control perturbado

Hasta el momento, el criterio de disefio del controlador 1 ha estado limitado al caso nominal
y no se ha tratado el caso perturbado. Con la finalidad de obtener resultados favorables para el
sistema en presencia de perturbaciones, se hace uso del esquema de control por retroalimen-
tacion de salida descrito en el Capitulo 3|que, de acuerdo con el Teorema[d] puede asegurar la
estabilidad en tiempo finito del origen del sistema a pesar de la presencia de perturbaciones.
Sin embargo, el esquema de control por salida no garantiza algin tipo de comportamiento
transitorio del sistema. Es por esto que el objetivo en esta seccion es verificar el tipo de
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comportamiento transitorio del sistema de primer orden ante presencia de perturbaciones
con un esquema de control por realimentacion de la salida.
Considere el siguiente sistema escalar con perturbacion

X=u+9, y=ux, 4.7

donde §(¢) es la perturbacién cuya derivada es una funcién acotada y y es la salida del
sistema. Para este caso el esquema de control por retroalimentacion de salida (3.3)), (3.4), se
construye de la siguiente manera

Yuo(y~ %) — 8

u
£ = —vhile—x]? +yu(y %) (4.8)
§ = —vyky[£—x|°

considerando a up como en (#.2). A partir del Teorema [4] y del Teorema [6] se obtiene el
siguiente resultado.

Corolario 3. Considere (4.7) en lazo cerrado con &.8)) con x(t;x0) denotando la solucion de
para la condicion inicial xo. Para toda xo € R existe un tiempo finito T, € R a partir
del cual:

* x(t;x0) tiene un comportamiento mondtonamente decreciente si x(Ty,;x9) > 0;

* x(t;x0) tiene un comportamiento mondétonamente creciente si x(Tyy;x0) < O.

Demostracion. La funcion Txo define el tiempo de convergencia del observador, es decir, es
el tiempo que tarda el error de observacion en converger a cero. Asi, habiendo el observador
estimado exactamente los estados y la perturbacion, la parte estatica del controlador iguala
al controlador escalado del caso nominal. Finalmente, de acuerdo al Corolario @, se recupera
el mismo tipo de comportamiento del caso nominal. [

A continuacion se presentan ejemplos de simulacion del caso de control perturbado en el que
se muestra el comportamiento del sistema.

Ejemplo 6. Para simular el sistema en lazo cerrado con (&.8)) se consideran los val-
ores de la Tabla Para este ejemplo se consideran las condiciones iniciales: x(0) = 3,
£(0)=0y 8(0) = 0. En la Figura se observa que el estado del observador converge
al estado original y ambos convergen a cero en tiempo finito, también se observa que un
poco antes del segundo 1 se recupera el comportamiento monotonamente decreciente. En la
Figurad.3|podemos observar que el estado extendido del observador identifica exactamente

la perturbacion O en tiempo finito.

Para el siguiente ejemplo se consideran las mismas condiciones iniciales del Ejemplo [f] pero
ahora con distintos valores de yy 0.

Ejemplo 7. En este ejemplo se presenta la simulacion del sistema, ahora considerando los
valores de la Tabla En la Figura[d.4] se observa que el estado del observador converge
al estado original y ambos convergen a cero en tiempo finito. En la Figura podemos
observar que el estado extendido del observador identifica exactamente la perturbacion &
en tiempo finito.
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Parametros
Y k ki | ko o
2| 1.5]10 | 8 | cos(2t)

Tabla 4.1: Ganancias, Yy perturbacién

T
—x
--- Estimacién de x

Tiempo

Figura 4.2: Estado original x y estado observado X

Tiempo

Figura 4.3: Seiial de perturbacidn y su estimacion o

Parametros
k ki | ko )

I
5| 15|12 17| gsin(10r)

Tabla 4.2: Ganancias del observador, Yy perturbacion
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=X

---Estimacidn de x

0 1 2 3 4 5 6
Tiempo

Figura 4.4: Estado original x y estado observado X

5 T
A —
4 : ‘.| -=-Estimacion 9 7
A |
o
R
OW/V\/WVW\W
4 ‘I‘.,':
\I‘,
2 | ! | | | L | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tiempo

Figura 4.5: Seiial de perturbacién y su estimacién &
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Al revisar los ejemplos es notable observar que al elegir el pardmetro 7y suficientemente
grande y elegir las ganancias del observador adecuadas, el sistema se estabiliza en tiempo
finito mas rapido.

Conclusiones del capitulo

En este capitulo se considerd un sistema de primer orden y un controlador homogéneo u
que, para el caso nominal, el andlisis de estabilidad verifica que cualquier ganancia k € R+
garantiza estabilidad asintotica del origen. Tal controlador en lazo cerrado genera cam-
pos vectoriales 8"-homogéneos de grado negativo, lo cual permite asegurar convergencia
en tiempo finito de las trayectorias del sistema al origen. De igual forma, se presenté que
el sistema nominal solo tiene un tipo de comportamiento transitorio, el cual es mon6tono
creciente o decreciente dependiendo de las condiciones iniciales. Para el caso perturbado,
se hace uso del esquema de control presentado en [27] y se mostré que se recupera en un
tiempo finito el mismo comportamiento transitorio que el sistema de control nominal.
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Capitulo 5

Analisis de estabilidad y diseno de
ganancias para un sistema de segundo
orden

En este capitulo se describe el resultado principal del presente trabajo, para un sistema de
segundo orden. Como principal punto, la Seccion [5.2] contiene el andlisis de estabilidad del
sistema de control nominal. En la Seccion [5.3]se presenta el criterio de disefio de las ganan-
cias del controlador para el sistema de control nominal. Finalmente, en la Seccién se
extienden los resultados obtenidos al caso del sistema perturbado con control por retroali-
mentacion de la salida.

5.1 Sistema de control nominal

Considere el sistema dinamico (3.1)) para el caso no perturbado, es decir

X1 = x

o= u S.D
donde x = [x1,x2] " € R? es el estado y u(x) € R es la entrada de control dada por
1 1
u(x) =uo(x) = —ki[x1]3 —ka[x2]2, ki,kp €R (5.2)

k1 son las ganancias del controlador u a ser disefiadas en este capitulo. Por otro lado, note
que, al hacer la dilacién homogénea del campo vectorial y de acuerdo con la Definicion [T}
el sistema (5.1) en lazo cerrado con el controlador es 8"-homogéneo con grado de
homogeneidad v = —1 y con pesos de homogeneidad r = [3,2] .

5.2 Analisis de estabilidad

Para el andlisis de estabilidad (vea por ejemplo [25]], [3] ) del sistema (5.1]) en lazo cerrado
con (5.2) se propone la funcién candidata de Lyapunov V : R?> — R, dada por
3

|
Vix)= Zkl ey |3 + Ex%’ k1 € R>o. (5.3)
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Utilizando la definiciéon de homogeneidad en funciones, se puede ver que V' es una funcién
0"-homogénea de grado m = 4 con los mismos pesos de homogeneidad del sistema en lazo
cerrado. Note que para poder garantizar estabilidad asintdtica en el origen es necesario que
la funcién V sea definida positiva y V definida negativa, claramente se aprecia que V es una
funcién definida positiva si y solo si k; > 0. Por otra parte, su derivada a lo largo de las
trayectorias del sistema es

V = kix; %xz —k1xq %xz — k2|x2|% ) (5.4)

reduciendo términos en esta expresion, se obtiene lo siguiente
. 3
V= —kz‘Xz’ 2.

Observe que con k > 0, V es una funcién semidefinida negativa (V = 0 para x, = 0 inde-
pendientemente del valor de x;). Es importante mencionar que V también es semidefinida
negativa en el caso en donde k; = 0, sin embargo, no lo consideramos debido a que en ese
caso las trayectorias del sistema oscilan sostenidamente (no convergen al origen). Por lo
tanto, se toma en cuenta sélo el caso en donde k» € R+ .
De acuerdo con el método directo de Lyapunov se puede concluir solamente que el origen
de (5.1I) es estable. Para poder hacer uso del Teorema [2| con el cual se puede asegurar
estabilidad asintética del origen, considere al conjunto de todos los valores de x tales que
V =0, esto es

Z={xeR*:V=0}.

Al asumir que una trayectoria del sistema estd en esta region Z y permanece ahi significa que
=0 y X=0 (5.5)

lo cual implica que x; = 0. Se verifica asi que {x = 0} es el tinico subconjunto invariante del
conjunto Z y, de acuerdo al Teorema [2] esto permite concluir que el origen de en lazo
cerrado con es asintéticamente estable.

Ahora, ya que el grado de homogeneidad del sistema es negativo, de acuerdo con el resultado
del Corolario [I] se concluye que el origen x = 0 del sistema es estable en tiempo finito. El
andlisis anterior es la demostracion del siguiente resultado.

Teorema 7. Considere el sistema (5.1) en lazo cerrado con (5.2). Para toda k1, ko € R~ el
origen x = 0 del sistema es estable en tiempo finito.

5.3 Ciriterio de diseno de las ganancias

En sistemas de control automdtico es de gran importancia el comportamiento transitorio
del sistema. Por ejemplo, resulta relevante saber si las soluciones del sistema convergen al
equilibrio de forma oscilatoria o no oscilatoria. Es por esto que en esta seccion se estudia
la manera de como garantizar el tipo de comportamiento transitorio para el sistema (5.1]) en
lazo cerrado con el controlador (5.2).

Por otro lado, es claro que de manera general no se pueden calcular las soluciones explicitas
de los sistemas no lineales las cuales pudieran aportar algin tipo de informacién sobre su
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comportamiento transitorio. Sin embargo, el sistema que se considera en el presente trabajo
es un sistema homogéneo, entonces, partiendo de la idea de que los sistemas homogéneos
comparten con los sistemas lineales muchas de las propiedades que son ttiles en el analisis,
el camino a seguir es de acuerdo a la Seccion|2.4|en la cual se mostr6 que el tipo de compor-
tamiento transitorio del sistema se puede determinar a través del estudio de la existencia de
conjuntos invariantes. Con esta informacién en mente, se procede a verificar (para el caso
no lineal) si existen superficies positivamente invariantes que, en caso de existir, puedan
garantizar el comportamiento que toman las trayectorias del sistema.

Asi, el procedimiento a seguir consiste basicamente en lo siguiente:

* proponer un conjunto que describa una superficie homogénea;

* verificar bajo que condiciones se determina que la superficie propuesta es un conjunto
positivamente invariante del sistema;

* apartir de éstas condiciones de existencia, conformar el criterio de disefo de ganancias
con el cual se garantice la condicion de oscilacion o no oscilacion de las trayectorias
del sistema.

5.3.1 Superficies positivamente invariantes

De acuerdo al procedimiento descrito en la seccidn anterior, primeramente es necesario pro-
poner alguna superficie homogénea. Asi, en este caso se definen especificamente los conjun-
tos S; dados por

Si={xeR?:xm =[x |3} icRsy, weR. (5.6)

La idea de que la existencia de conjuntos invariantes ayuda a determinar el tipo de com-
portamiento transitorio se ejemplifica en la Figura [5.1] Note que si existe alguna superfi-
cie positivamente invariante como la mostrada en la Figura [5.1], entonces por definicién las
trayectorias del sistema no las pueden atravesar o cortar, por lo tanto, se puede afirmar que
en este caso las trayectorias no oscilan.

A continuacion, se presenta uno de los principales resultados de esta tesis, en el cudl se
describen las condiciones para determinar cuando los conjuntos S; constituyen superficies
invariantes del sistema y cuando no.

Teorema 8. Considere el sistema (5.1) en lazo cerrado con (5.2), el conjunto S; dado por
(5.6), y la constante A como sigue

92

AZ?

k5 —2%13,  ki,ko € Rug. (5.7)

1. Si A > 0 entonces existen 0.1 y Oy reales, tales que S; son superficies positivamente
invariantes del sistema.

2. Si A =0 entonces existen 0.y = O reales, tales que S; es superficie positivamente
invariante del sistema.
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— Superficie
—Trayectorias
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Figura 5.1: Superficie invariante

3. Si A <0 entonces no existen 0.; y 0 reales, tales que S; sean superficies positivamente
invariantes del sistema.

Demostracion. A partir de (5.6) defina

s(x) =x —OLDQJ%,

note que
2
s(x) =0 x =alx 3. (5.8)

Debido a que s(x) = 0 describe al conjunto , la idea de la demostracion es verificar que
si s(xp) es igual a cero, entonces, s(x) también es igual a cero a lo largo de las trayectorias
del sistema. Para esto, tomamos la derivada de s a lo largo de las trayectorias del sistema, la
cual estd dada por

1 02 _1
§=[—ki[x1]3 —ka[x2]|2] — §OC‘X1| 3x7.

Ahora, substituyendo en esta expresion la condicién (5.8)), se obtiene

2
S0 =~k ) —kaf o) 2 x5 = S0 )3,

: o 1
factorizando el término [x; |3 obtenemos

2 1 1
S|s:0 = (—50(.2—](2(0@2 —k1> fxlj 3.

Note que §|s—0 =0 Vx; #0 &

2
—§a2—k2[o¢ﬁ—k1:o,

expresion que a su vez es equivalente a
3 3
a2+§k2(oq%+§k1 = 0. (5.9)
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Abhora, realizando el siguiente cambio de variable [o > =)\de 1i se obtiene
3 3
P(A) =2+ Skak+ Sk =0.

Observe que la ecuacion tendrd soluciones reales siempre que P(A) tenga raices reales.
De esta forma, podemos asegurar que existen o; y O reales, tales que S; son superficies
positivamente invariantes, siempre que P(A) tenga raices reales. Ahora, la existencia de
raices reales de P(A) depende del valor de A, como se establece en el Lema |1| (el cual se
describe mas abajo). Con esto se concluye la demostracion. O]

Lema 1. Sean el polinomio
P(A) =A%+ %kz)\,—l— %kl ki, ks € R, (5.10)
y la constante A como en ([5.7).
1. Si A > 0, entonces el polinomio tiene 2 raices reales distintas.
2. Si A =0, entonces el polinomio tiene 2 raices reales iguales.

3. Si A <0, entonces el polinomio no tiene raices reales.

Demostracion. La primera etapa de la demostracion del lema se hace utilizando el método de
Ferrari para resolver ecuaciones de cuarto grado (vea, por ejemplo, [[12]]). Con este método
se obtienen las raices de P(A) las cuales son

1 -
Moo= S|(—vP)+VR,
1 -
M o= S|(-vB) - VR,
1 -
Moo= 5| (V) + VR,
1 -
M= 5|V - VR,
donde R| =R, = —% —y,R3 =Ry = 3—\/]‘% —y, y donde y es alguna raiz de la ecuacién cibica
resolvente dada por
9
y} —6kiy—~k3 = 0. (5.11)

4
Debido a que cualquier raiz y funciona para el método, tomaremos la raiz real positiva méas
pequedia (abajo se verifica que siempre existe). Primero observe que (al ser y > 0) Ry <0,
por lo que las raices A; > no son reales, por lo tanto, solo se considerardn A3 4 en los siguientes
desarrollos.
De acuerdo al método de Cardano para resolver ecuaciones cubicas (vea, por ejemplo, [12]),
primero se define lo siguiente

9
pi=—6k, q:= —Zk§, (5.12)

note que p, g < 0.
Posteriormente se describen las soluciones de la ecuacion resolvente que dependen del signo
de A, a decir, como se establece a continuacion.
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1. A > 0. La ecuacidn resolvente posee una solucion real dada por

y=u+v, u:f/—g%—\/x, v=y —%—\/K,

que claramente es positiva.

2. A= 0. La ecuacion resolvente tiene dos soluciones reales, una simple y una doble

dadas por
3 -3
T ST — (5.13)
P 2p

note que las raices y; » siempre son negativas pero yo siempre es positiva.

3. A < 0. La ecuacion resolvente posee tres raices reales dadas por

0+ 2km
V=2 —gcos( 3 ),

con k =0,1,2 y el dngulo 8 € (0,7) que estd determinado a través de la siguiente

ecuacion cos(0) = %. De (53.7) y de (5.12) se tiene que
302
p q
S 5.14
27 * 4 ( )

Asi, A < 0 implica que 0 < % < 1,yestoasuvezque6 € (0,/2). De aqui es
—(p
claro que, en este caso, la tnica raiz positiva es yy.
La idea de la demostracion es verificar que el signo de R := R3 = R4 en (3.11)) coincide con
el signo de A. Para esto, analizaremos el comportamiento de la raiz positiva de la ecuaciéon
cubica resolvente (5.1T).
Primero note que si A = 0, entonces se obtienen las siguientes relaciones

273> = —4p°, 9%s =2k} (5.15)

donde denotamos p = p|a—0, § = q|a—0, con p 'y g como en (5.12).

Ahora, denotaremos a la raiz positiva como y = f(gq,A), es decir, consideraremos a y como
una funcién que depende del valor A. Asi, considerando las raices positivas de la ecuaciéon
resolvente, y (5.15), definimos la funcién f : R? — R con regla de correspondencia

Q/—%+\/Z+{/—%—\/K, A>0
flg,0) =4 2V =4/2, A=0 (5.16)

2\/\3/q4—2—Acos(g), A<O

A continuacion, se verificard que, fijando ¢, la funcion f es continua en A = 0, es decir,
verificaremos el siguiente limite

iiglof(q,A) = f(q,0).

Para esto procederemos a verificar los limites laterales.
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* Caso: A > 0. Note que claramente de (5.17) se obtiene lo siguiente

P

* Caso: A < 0. Sabemos que cos(8) = %, equivalentemente, —q/2 = /—(p/3)3 cos(0).
—(p

Sustituyendo esta igualdad en (5.14)) claramente se deduce la siguiente relacion
3
A= (2) sin2(0),

de esta relacion se observa que si A — 0 entonces 6 — 0 6 6 — m. Sin embargo,
sabemos que 0 € (0,7/2) y por lo tanto ® — 0. Asi, de (5.17)) tenemos que

61
1 , \/ = ,/——
Agl(f)lifq 4

Claramente, los dos limites laterales existen y coinciden con f(g,0), por lo tanto la funcién
f es continua en A = 0. Ahora substituyendo el valor de y en R cuando A = 0, y usando

(5.12) se obtiene
_ 3k2 9 3 /_i] -0
\/2¢/—1 2
2
por lo que R =0 cuando A = 0.

Observe que para concluir con la prueba del lema, es suficiente verificar que el signo de
R34 en coincide con el signo de A (puesto que de ello depende que A3 y A4 sean o
no sean reales). Observe también que A se puede ver como una funcién en p, g, ademas es
homogénea de grado m = 6 con pesos [2,3]. Considere la siguiente esfera homogénea

Se={lp,q]" €R*:V(p,q) =c},

donde V(p,q) = |p|> + ¢ y c una constante real positiva (note que en S, p = —(c —¢*)3).
Considerando que podemos estudiar algunas propiedades de funciones homogéneas en es-
feras homogéneas, definimos la siguiente funcién que corresponde a A restringuida a la esfera
S¢, es decir

A(g) = Als, = Bg* — 3—63 g€ (—¢c,0)

2,73
donde B = 22;;2 .

Lo que queremos es verificar si el signo de A coincide con el signo de R, por lo tanto, también

podemos analizar el signo de R en S.. Observe que R =0 < 3ky = y% Sy= (3k2)%, es por
eso que definimos la siguiente funcidn, (tenga en cuenta que y = f(g,A))

WIN

R(ki,k2) = (3k2)3 — f(g,A),
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de esta forma el signo de R tiene el mismo signo que R, ahora reescribiendo a R en términos
de p y g se obtiene

1

- 2 1
R(p,q) =23(—q)3 — f(q,A(p,q)),
ahora definimos
2

R(q) = Rls, =25 (—q)5 — f(@,A(p,))ls., € (—/c,0),

note que f(q,A(p,q))|s. = f(g,A), con esta observacion se obtiene la siguiente funcion

R(q)=23(~q)" — f(q), q€(—c,0),

donde f(q) = f(q,A(p,q))|s,. Por lo tanto el signo de R coincide con el signo de R. Asi,
nuestro problema se reduce a verificar si el signo de A(g) y el signo de R(q) coinciden. Lo
que sabemos de A es el dominio segtin su signo, es decir

* DA>O: (_\/Ea_ ﬁ)

* Dxo= (_\/ ﬁao)'

Y debido al analisis de continuidad que se hizo para f (g,A) ya sabemos que R = 0, cuando
A =0, por lo tanto, tenemos que

29/ ~4/2— /-4 +VA- /-4 VA, A>0
0, A=0 (5.17)
—Acos(g), A <0

R(q) =

2

A

2 3

|

Para verificar en los casos restantes que A y R tienen el mismo signo, se analizard mediante
una verificaciéon nimerica IE En la Figura se ilustra que la funcién R(q) es una funcién
decreciente en el intervalo (—+/c,0) utilizando ¢ = 64, en la cual R(g) es positiva cuando
A(q) es positiva, de igual manera cuando R(g) es negativa, A(g) también es negativa.

]

I'A pesar de que es una verificacién nimerica, este resultado se implica por el Teorema 7 de [29].
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Figura 5.2: Grafica de R(q), para los distintos casos de A(q).

5.3.2 Tipos de comportamiento transitorio

Ahora que ya tenemos el criterio de seleccion de ganancias que permite determinar la exis-
tencia de conjuntos invariantes del sistema, estableceremos sus implicaciones en el tipo de
comportamiento transitorio de las soluciones del sistema.

Corolario 4. Considere el sistema (5.1)) en lazo cerrado con (5.2) y la constante A como en

©.7).
* Si A >0, entonces el comportamiento transitorio del sistema no es oscilatorio.
* Si A <0, entonces el comportamiento transitorio del sistema es oscilatorio.

Demostracion. Para A > 0. El comportamiento transitorio del sistema no es oscilatorio ya
que en este caso existen superficies positivamente invariantes de la forma S; como en (5.6) y
debido a la Definicién (1} las trayectorias no pueden atravesar estos conjuntos S;.

Para el caso A < 0. Se procede a revisar y evaluar el campo vectorial, para eso se analizan las
trayectorias por cuadrantes. Observe que este analisis se puede reducir a solo dos cuadrantes
gracias a que el campo vectorial es simétrico respecto al origen. Asi, sin pérdida de gener-
alidad, tomaremos los cuadrantes / y IV. Suponga que la trayectoria inicia en el cuadrante
I, se analiza por componentes del campo vectorial para saber la direccion de la trayectoria,
note que el primer componente toma el valor de x; que es positivo, lo que indica que se de-
splaza a la derecha en esta direccion, mientras que la segunda componente toma el valor de
—ky fxlj% —ky [xzﬁ que es negativo y entonces apunta hacia abajo en esta direccién (hacia
el cuadrante /V). Cuando la primera componente se aproxima a cero, la segunda compo-
nente tiende a el valor de —kj [x; | 5 el cual no puede ser cero porque la primera componente
siempre apunta hacia la derecha. Sabemos que la trayectoria no puede divergir en este caso
y por lo tanto entra el cuadrante IV

. . 5 3
Ahora, en el cuadrante IV, se procede a verificar que el conjunto § = {x € R? : [x2]2 =
[0 ] 2x1 } es atractivo para cualquier a € R para cualquier condicién inicial en el conjunto
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Casos | Valores de k1 y k2 Valores de k1 y k> Superficie
A>0 |k =2,k =4 o =0.03676,0 =3.17 | Sj2=x1 + 0 2[x2)2
A=0 |k =1,k =1.58560 o =op = 1.3505 S1 :X1+06172[XZJ%
A<O |k =3k=2 No son reales No existe

Tabla 5.1: Distintos casos de la constante A

{x € R?:xy > o[x1 | %} Para esto se propone la funcion
W= (5.18)

donde §(x) = [xzj% — [ou] 2x1. Lo que se quiere es verificar que §§ < 0 (vea por ejemplo
[34], [2], [31]]). Observe que §(x) = 0 describe al conjunto S. Tomando la derivada de W a
lo largo de las trayectorias del sistema, se obtiene

W =255

. 3 3
W =235 <_§k1 |_)C1J % |)C2|% — Ekzxz — |_OCJ %XQ)

Abhora, considerando §(x) = (xzﬁ — o] 3x1 >0 y que x; > O se obtiene

W <25 (~Shnfo) - Jana— ol )

)

. 3 3
W < 25(51(1 n Ekz(oq% +oc2> x|

D=

[o]
W< 2\/W ((XZ—F%]Q[OLJ; —}—%kl) |x2\ (O:Jé

Esto demuestra que el conjunto S es localmente atractivo y, ademads, que las trayectorias lo
atraviesan en tiempo finito

Por lo tanto, podemos decir que la trayectoria se desplaza al cuadrante /71, ahora, por la
simetria del campo pasa lo mismo que en el cuadrante /, al pasar al cuadrante // sucede lo
mismo que en el cuadrante /V, completando el ciclo (vea la Figura [5.3). Por homogenei-
dad podemos asegurar el comportamiento oscilatorio. Observe que a pesar de converger en
tiempo finito al origen, la trayectoria oscilard un infinito de ciclos hasta llegar al origen (esto
se conoce como fendmeno de Zendn). L]

A manera de ilustracion, enseguida se presenta un ejemplo sobre el resultado del Teorema [§]

Ejemplo 8. En este ejemplo se presenta el comportamiento del sistema en lazo cerrado
con (5.2) con distintos valores en las ganancias tales que se den los tres casos del signo de
A, los cuales determinan la existencia o no de superficies positivamente invariantes. En la
Tabla se describen los casos de la constante A.

En la Figura[5.4] se puede apreciar el plano fase del sistema para el caso A > 0, con la exis-
tencia de 2 superficies positivamente invariantes por lo cual el comportamiento transitorio
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Figura 5.3: Trayectoria para el sistema (5.1) en lazo cerrado con (3.2)), para A < 0
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Figura 5.4: A > 0, dos superficies invariantes

no es oscilatorio; en la Figura se observa que existe solo una superficie positivamente
invariante, ya que 0.1 = Oy para A = 0, nuevamente, el transitorio del sistema no es os-
cilatorio; por iltimo, en la Figura[5.6| se presenta el caso A < 0 en el cual se muestra que
no existen superficies invariantes, por lo cual el comportamiento transitorio del sistema es
oscilatorio.

5.3.3 Escalamiento de ganancias

A continuacion, se presenta un teorema en el que se muestra que los resultados del Teo-
rema [§]se mantienen a pesar de que se escalen las ganancias del controlador (5.2) de manera
especifica, a decir, el escalamiento es como en el que se realiza en el esquema de control por
retroalimentaci6n de salida descrito en el Capitulo 3

Teorema 9. Considere el sistema (5.1)) con el controlador
_ 2 1 1 1
u="quo(y"'x) = —y3ki[x1]3 =2 ka[x2 2 (5.19)
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con S; y A como en el Teorema|S| Lo siguiente se satisface para toda "y > 0.

* Si A > 0 entonces existen 0l y Oy reales tales que S; son superficies positivamente
invariantes del sistema.

* Si A =0 entonces existen 0. = Q. reales tales que S; es superficie positivamente in-
variante del sistema.

* Si A < 0 entonces no existen 01 y Oy reales tales que S; son superficies positivamente
invariantes del sistema.

Demostracion. Para el sistema (5.1)) en lazo cerrado con (5.19), se tiene que el discriminante
estd dado por

_ 92_ _
A:@@_f@

donde k| = y%kl y ko = y% k>. Substituyendo k; y k» en la constante A se obtiene

A= Pk -2,
y al factorizar y* se obtiene
A:f(é@—?ﬁ)
y como resultado nos queda lo siguiente
A=A (5.20)

Donde A corresponde al sistema (5.1) en lazo cerrado con (5.2), note que el signo de A
coincide con el signo de A. Por lo tanto el tipo de comportamiento transitorio del sistema se
mantiene independientemente del valor del pardmetro Y en ambos sistemas. ]

Observacion 2. Note que si Y= 1 en (5.19), se recupera el controlador (5.2).
A continuacién, se presenta un ejemplo ilustrativo del resultado del Teorema 9]

Ejemplo 9. Considere el sistema (5.1)) en lazo cerrado con (5.19), en este ejemplo se toman
los valores de las ganancias k; =2y ko = 4, note que con estos valores A < 0, entonces es
el caso de comportamiento oscilatorio.

En la Figura se utiliza el valor de 'y = 0.3 y el comportamiento es oscilatorio. En la
Figural5.8) se utiliza Y= 6 el comportamiento transitorio del sistema no se modifica, y sigue
siendo oscilatorio. Por lo que se verifica que el valor de Y no afecta el comportamiento del
sistema, siempre y cuando Y € R~.

Con esto se concluye el analisis del caso nominal. En la siguiente seccion se tratara el caso
con perturbaciones y retroalimentacion de salida.
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5.4 Sistema de control perturbado

Hasta el momento, el criterio de disefio de ganancias del controlador up ha estado limitado
al sistema de control nominal y no se ha tratado el caso perturbado. Con la finalidad de
obtener resultados favorables para el sistema en presencia de perturbaciones, se hace uso
del esquema de control por retroalimentacion de salida descrito en el Capitulo |3l Recuerde
que de acuerdo con el Teorema[]dicho esquema de control asegura la estabilidad en tiempo
finito del origen del sistema en presencia de perturbaciones. Sin embargo, el esquema no
garantiza el tipo de comportamiento transitorio del sistema. Es por esto que el objetivo en
esta seccion es mostrar que el tipo de transitorio del sistema (3.1 en lazo cerrado con el
esquema de retroalimentacion por salida se puede garantizar utilizando los desarrollos de la
seccion anterior.

Considere el sistema (3.1) y el esquema de control (3.3)), (3.4) que es de la forma

u Yo (Y~'%) — &

X vy [£ —xlj-%—i—)?z

N o L (521)
X o= —vkeffi—x )5 +u(v %)

S = —Y]€3 X1 —x1JO

Eligiendo la ley de control ug = —kj[x; | Sk [x2] 2 el controlador (5.21) queda como sigue

2 A 1 1 ~ L&
—Y3ki[£1]3 —v2ka[£2]2 =B

1 A 2
—Y3ky |—xA1 —)C]J§ + X
Yhalt—x ]} vk 41—kl
= —Yk3[% —x1]°

(5.22)

u
X
£
&

A continuacion, se presentan los resultados que se obtienen del sistema perturbado (3.1]) en
lazo cerrado con (5.22).

Corolario 5. Considere el sistema de control nominal conformado por en lazo cerrado
con (3.2), y el sistema de control perturbado conformado por (3.1)) en lazo cerrado con
(5.22). Suponga que las ganancias ky y ky son las mismas en ambos sistemas. Para cualquier
condicién inicial x(0) € R? del sistema perturbado, existe un tiempo finito YA"X(O) a partir
del cual el tipo de comportamiento transitorio del sistema perturbado es igual al tipo de
comportamiento del sistema nominal.

Demostracion. f’x(o) es el tiempo finito que tarda el error de observacion en converger a cero,
en el cual, se estima exactamente la perturbacién que el controlador compensa exactamente.
Como en este tiempo también se recuperan exactamente los estados del sistema, entonces el
controlador u es equivalente al controlador (5.19), y por el Teorema[9]se puede asegurar que
se recupera el comportamiento del sistema nominal. [

A continuacion se presentan ejemplos de simulacion que ilustran lo establecido en el Coro-
lario
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Parametros
Yl ki |ka| ki | ko | k3 S
5/2 | 43157 1.1]sin(r)

Tabla 5.2: Valores de las ganancias, Yy 0

—3
=-=-Estimacion &

Tiempo

Figura 5.9: Perturbacion estimada

Ejemplo 10. En este ejemplo se presenta la simulacion del sistema perturbado (3.1)) en lazo
cerrado con (5.22), en la cual se utilizan las condiciones iniciales: x1(0) = 3, x2(0) = 3,
£1(0) =0, £(0) =0y §(0) = 0. De igual forma se consideran los pardmetros descritos
en la Tabla Para la simulacion se utiliza el método de Euler explicito con paso de
integracion de 1 ms. Observe que estas ganancias de este ejemplo satisfacen A > 0 (vea
el Teorema |8} por lo tanto, existen superficies positivamente invariantes con las cuales se
garantiza que el sistema nominal no oscila).

En las Figuras y se puede ver que los estados del observador convergen al estado
original y ambos a su vez convergen a cero en tiempo finito, un poco después del segundo 1
recupera el tipo de respuesta del caso nominal. En la Figura podemos observar que el
estado extendido del observador identifica exactamente la perturbacion & en tiempo finito.

Para el siguiente ejemplo se consideran las mismas condiciones iniciales que el ejemplo
anterior, solo se considera diferente perturbacion y distinto valor del pardmetro 7.

Ejemplo 11. Para este ejemplo se consideran los valores de la Tabla

En la Figura podemos observar que el estado extendido del observador identifica exac-
tamente la perturbacion & en tiempo finito, en las Figuras y se puede ver que los
estados del observador convergen al estado original y ambos a su vez convergen a cero en
tiempo finito, un poco antes del segundo 1 recupera el tipo de respuesta del caso nominal.
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Figura 5.11: Estado x, y su estimacion

Parametros
Yl ki |ka| ki | ko | k3 S
6|2 |4 31|57 1.1] cos(2r)

Tabla 5.3: Ganancias, Yy 0
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Figura 5.12: Perturbacién estimada
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Figura 5.13: Estado x; y su estimacion
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Conclusiones del capitulo

Para el sistema de control nominal

* Se tienen 2 tipos de comportamiento transitorio del sistema, los cuales estdn relaciona-
dos con el criterio de disefio de las ganancias kj y k2, que pueden ser oscilatorio o no
oscilatorio.

* Al proponer un conjunto que describe alguna superficie, se procede a verificar si la
superficie existe, el hecho de que exista o no, implica la restriccion para verificar el
comportamiento del sistema, del cual se obtiene un polinomio, por lo tanto, se puede
afirmar que el sistema homogéneo estudiado posee una ecuacion caracteristica tal y
como pasa en los sistemas lineales.

Para el sistema de control perturbado

* El esquema de control del caso perturbado presenta que a partir de un tiempo finito se
recupera el tipo de comportamiento del caso de control nominal sin tener que redisefiar
las ganancias del controlador ug.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

Conclusiones

Algunas de las conclusiones del trabajo desarrollado en esta tesis, en particular de los resul-
tados obtenidos en el Capitulo|5} se enuncian a continuacién.

* En este trabajo se muestra que el criterio de disefio de ganancias de un controlador
homogéneo se puede obtener mediante las ideas de la teoria de los sistemas lineales
de segundo orden. Ya que se exhibe que el comportamiento transitorio de un sistema
no lineal puede ser determinado por la relacién entre las ganancias k; y k2, como
en los sistemas lineales. También es importante mencionar que el comportamiento
del sistema depende de cdmo sean las raices de un polinomio, es claro que al menos
en el sistema presentado en este trabajo las similitudes con los sistemas lineales son
notables.

* Con el ajuste de valores de las ganancias k; y k> en la constante A se garantiza la
condicion de oscilacidn o no oscilacion de las trayectorias del sistema.

* Para el sistema de control perturbado con el esquema de retroalimentacién por salida
el error de observacion converge a cero en tiempo finito, que es el mismo tiempo que
permite recuperar el comportamiento transitorio del caso nominal.

Trabajo a futuro

A continuacion se mencionan algunas de las posibles direcciones en las que se puede con-
tinuar el trabajo desarrollado en esta tesis.

* Ampliar el método de criterio de disefio de ganancias para sistemas de orden mayor a
2.

* Para el caso de primer orden en lazo cerrado con el esquema de control por retroa-
limentacion de salida, el orden cambia, por lo tanto, encontrar una manera para sin-
tonizar el observador con el cual se pueda garantizar la condicion de oscilacion o no
oscilacion de las trayectorias del sistema.
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* Calcular algin indice de desempeio para el sistema no lineal de segundo orden, por
ejemplo, el tiempo de levantamiento, al menos en el caso de control nominal, se podria
lograr obteniendo el tiempo exacto de convergencia al origen del sistema.
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