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las herramientas necesarias para seguir en este camino.
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positivo y animarme en este camino.

Al Centro Nacional de Supercómputo (CNS), por su infraestructura ya que sin ella no se
hubiera logrado esta investigación.

XI
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2.12. Elasticidad, propiedades mecánicas y anisotropı́a . . . . . . . . . . . . . . 27
2.13. Propiedades vibracionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.14. Celda de Yunque de Diamante (DAC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.15. Transiciones estructurales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.16. Compuestos ABO4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.17. Detalles computacionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3. Molibdatos AMoO4 43
3.1. Descripción de los molibdatos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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4.4. Propiedades elásticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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7.5. Anisotropı́a elástica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
7.6. Propiedades vibracionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

8. Estabilidad de la fase II del FeVO4 120
8.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
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3.5. Propiedades mecánicas de los molibdatos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.6. Frecuencias de los fonones de los molibdatos . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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5.4. Constantes elásticas de los pertecnetatos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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2.2. Dimensionalidad en materiales y diagrama de flujo de autoconsistencia. . . 24
2.3. Representación los puntos crı́ticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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2.7. Curvas de Volumen-Energı́a y Presión-Entalpı́a . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.8. Diagrama de Bastide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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Resumen

En esta tesis doctoral se hizo un estudio teórico basado en cálculos de primeros principios
de la estabilidad de compuestos ABO4 a presión ambiente y/o bajo condiciones extremas de
presión. Por una aparte, el trabajo de investigación se enfoca en realizar una caracterización
sistemática de la estructura cristalina y de propiedades electrónicas, elásticas, vibracionales
y mecánicas de compuestos ABO4 (wolframatos AWO4, molibdatos AMoO4, pertecnetatos
ATcO4 y perrenatos AReO4) con estructura tipo scheelita a presión ambiente. Como resulta-
do, se presenta la relación entre las propiedades estudiadas, a partir de lo cual los resultados
muestran que existen tendencias marcadas en las distintas propiedades como función del ra-
dio iónico de los cationes A y B. Por otra parte, se caracterizaron las mismas propiedades
mencionadas para el CdMoO4 y el FeVO4-II bajo presión. En el primer caso, se analizó
la transición de fase inducida por presión scheelita–fergusonita, la cual ha sido motivo de
controversias en la literatura. Nuestros resultados aportan información valiosa para entender
el comportamiento del CdMoO4 bajo presión, determinando la presión de transición y la
evolución de las propiedades que describen la transición de segundo orden observada. En el
segundo caso, el trabajo se enfoca en determinar la estabilidad de la estructura tipo CrVO4
del FeVO4, de la cual se conoce muy poca información en la literatura. A partir de nuestro es-
tudio, se determinó que la estructura tipo CrVO4 es elástica y dinámicamente estable. Mien-
tras que, los resultados de las propiedades elásticas y mecánicas bajo presión, sugieren que
el FeVO4-II podrı́a experimentar la transición de fase de primer orden CrVO4–wolframita,
tal como sucede en el CrVO4, InVO4 y TlVO4.



Abstract

In this doctoral thesis, a theoretical study was made based on first-principles calcula-
tions of the stability of ABO4 compounds at ambient pressure and/or under extreme pressure
conditions. On the one hand, the research work focuses on carrying out a systematic cha-
racterization of the crystalline structure and the electronic, elastic, vibrational, and mechani-
cal properties of ABO4 compounds (tungstates AWO4, molybdates AMoO4, pertechnetates
ATcO4 and perrhenates AReO4) with a scheelite-type structure at ambient pressure. As a
result, the relationship between the properties studied is presented, from which the results
show that there are marked trends in the different properties as a function of the ionic radius
of the cations A and B. On the other hand, the same properties mentioned were characterized
for CdMoO4 and FeVO4-II under pressure. In the first case, the phase transition induced by
scheelite–fergusonite pressure was analyzed, which has been controversial in the literature.
Our results provide valuable information to understand the behavior of CdMoO4 under pres-
sure, determining the transition pressure and the evolution of the properties that describe the
observed second-order transition. In the second case, the work focuses on determining the
stability of the CrVO4-type structure of FeVO4, about which very little information is known
in the literature. From our study, it was determined that the CrVO4-type structure is elastic
and dynamically stable. Whereas, the results of the elastic and mechanical properties under
pressure suggest that FeVO4-II could experience the first-order phase transition CrVO4-type
–wolframite, as it happens in CrVO4, InVO4, and TlVO4.



Capı́tulo 1

Introducción

En las últimas dos décadas ha incrementado el interés por estudiar a los compuestos
ABO4, debido a su importancia en áreas tales como la ciencia de materiales, quı́mica y fı́sica
[1], entre otras. Estos óxidos ternarios se conforman por dos cationes y un anión. Debido a
algunos parámetros fı́sicos y quı́micos como tamaño del radio iónico de los cationes, natura-
leza atómica de los mismos y la forma en que los cationes se enlacen con el anión, conforman
un gran número de familias con distintas propiedades y aplicaciones. Por lo tanto, hay una
gran cantidad de estudios dedicados a caracterizar la estructura cristalina [2] y las propieda-
des electrónicas [3], elásticas [4], mecánicas [5], térmicas [6] y vibracionales [7]. Esta tesis
se centra en el estudio teórico de la estabilidad de compuestos ABO4 a condiciones ambiente
y bajo presión. En este trabajo se han estudiado tres tipos de estructuras: la tipo scheelita, la
tipo CrVO4 y la tipo fergusonita.

Para la estructura tipo scheelita se presentan 4 familias que son: molibdatos AMoO4, wol-
framatos AWO4 (A = Cd, Ca, Eu, Sr, Pb, Ba, Ra), pertecnetatos ATcO4 y perrenatos AReO4
(A = Na, Ag, K, Tl, Rb, Cs). Las dos primeras familias han sido ampliamente estudiadas
experimentalmente a condiciones ambiente y bajo condiciones extremas de presión y tem-
peratura. Ası́ mismo, los cálculos de primeros principios, basados en la teorı́a del funcional
de la densidad, han demostrado ser una herramienta poderosa para estudiar, describir, pre-
decir y analizar las propiedades de estos compuestos a diferentes condiciones de presión y
temperatura. Sin embargo, algunos compuestos de la familia de los molibdatos (RaMoO4 y
EuMoO4) y wolframatos (RaWO4) no han sido tan estudiados tanto teórica como experimen-
talmente. A la fecha solo se han reportado algunos parámetros cristalográficos [8], debido a
la naturaleza radioactiva del Ra en el RaMoO4 y en el RaWO4. Mientras que del EuMoO4
solo se ha reportado la secuencia de transición [9] y sus propiedades luminiscentes [10]. Por
otro lado, para los pertecnetatos y los perrenatos tampoco se ha reportado mucho, ni se ha
determinado su estabilidad a condiciones ambiente o bajo presión. Lo cual abre una ven-
tana de oportunidad para estudiar estos compuestos ABO4 desde el punto de vista teórico.
De este conjunto de scheelitas se estudiaron los parámetros estructurales y las propiedades
electrónicas, elásticas, mecánicas y vibracionales con la finalidad de determinar su estabi-
lidad y analizar el comportamiento de las propiedades como función del radio iónico del
catión A.

Es bien sabido que muchas familias de scheelitas experimentan una transición de fase
reversible de la estructura tetragonal tipo scheelita a la estructura monoclı́nica tipo ferguso-
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nita. La fase de alta presión es una estructura distorsionada y comprimida de la fase de baja
presión. De forma general, se ha reportado que esta transición ocurre en un rango de presión
aproximado de 5.5 a 12.5 GPa para la familia de los molibdatos AMoO4 [9, 11] y wolfra-
matos AWO4 [11], la cual tiene una relación con la presión de transición y con el tamaño
del radio iónico del catión A. Se ha observado que conforme aumenta el tamaño del radio
iónico del catión A el empaquetamiento del sistema disminuye, provocando que el sistema
se vuelva más propenso a la deformación cortante [9, 11]. Nuestros resultados en el estudio
del CdMoO4 son importantes, ya que aportan información sobre la secuencia de transición
de este compuesto bajo presión. Además, se pudo determinar como ocurre la transición en el
cristal y analizar la evolución de las propiedades estudiadas con la presión.

El FeVO4 presenta un gran polimorfismo [12–14], siendo la fase II la menos estudiada.
Se ha reportado en la literatura que esta fase se puede sintetizar mediante el método hidro-
termal [15] y también puede obtenerse sometiendo el FeVO4-I a presión [13]. Una de las
principales motivaciones para el estudio de esta fase, es que en la literatura solo se habian
reportado sus parámetros estructurales y algunas de sus propiedades magnéticas, de lo cual
se concluye que el sistema presenta una configuración antiferromagnética, que fue consi-
derada en este trabajo. Un reto importante fue entender el comportamiento de compuestos
isoestructurales como el CrVO4 [16], InVO4 [17] y TlVO4 [18] para entender lo que sucede
en el FeVO4-II.

La presente tesis se divide en 9 capı́tulos, en el siguiente capı́tulo se describe la teorı́a
fundamental, formalismos matemáticos y fı́sicos de la teorı́a del funcional de la densidad,
además de los fundamentos de la metodologı́a utilizada para la caracterización de las propie-
dades electrónicas, elásticas, mecánicas y vibracionales. En este capı́tulo también se descri-
ben los compuestos ABO4 y las 3 estructuras estudiadas en este trabajo. Del Cap. 3 al Cap.
6 se presentan, analizan y discuten los resultados obtenidos de la optimización estructural,
propiedades electrónicas, elásticas, mecánicas y vibracionales para las familias de los molib-
datos AMoO4 (Cap. 3), los wolframatos AWO4 (Cap. 4), los pertecnetatos ATcO4 (Cap. 5) y
los perrenatos AReO4 (Cap. 6). En el Cap. 7 se muestra el estudio del CdMoO4 bajo presión
y se determina la transición de fase scheelita ⇒ fergusonita respecto a la presión. En Cap. 8
se describe el polimorfismo del FeVO4 y los resultados obtenidos al someter la fase II bajo
presión. En estos dos últimos capı́tulos se presenta una caracterización similar a la realizada
en las scheelitas como función de la presión. Para finalizar, en el Cap. 9 se presentan las
conclusiones generales y perspectivas de la investigación.

1.1. Objetivos
Objetivo general:
Estudiar el comportamiento de algunas propiedades fı́sicas y quı́micas de compuestos

ABO4 a presión ambiente y/o bajo presión, mediante cálculos de primeros principios utili-
zando el código VASP, para determinar la estabilidad elástica y dinámica de los mismos, ası́
como entender la relación existente entre las diversas propiedades estudiadas como función
de los radios iónicos de los cationes y/o de la presión.

Objetivos especı́ficos:

Realizar una caracterización sistemática de la estructura cristalina, propiedades electróni-
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cas, elásticas, vibracionales y mecánicas de wolframatos AWO4, molibdatos AMoO4,
pertecnetatos ATcO4 y perrenatos AReO4 con estructura tipo scheelita a presión am-
biente mediante cálculos de primeros principios para determinar su estabilidad y en-
contrar tendencias como función del tamaño del radio iónico de los cationes.

Analizar las curvas de volumen-energı́a, obtenidas de los cálculos de primeros prin-
cipios, mediante el método de la tangente común para determinar la presión a la cual
ocurre la transición de fase scheelita ⇒ fergusonita en el CdMoO4.

Analizar las propiedades elásticas y vibracionales de las fases scheelita y fergusonita
del CdMoO4 como función de la presión, utilizando los criterios de estabilidad de cada
fase para determinar la estabilidad elástica y dinámica de ambas como función de la
presión.

Analizar los parámetros estructurales y las propiedades electrónicas, elásticas y vibra-
cionales de la fase FeVO4-II (estructura tipo CrVO4) a presión cero y bajo presión
para determinar la estabilidad elástica y dinámica de esta fase y para entender el com-
portamiento del material bajo presión.
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Capı́tulo 2

Fundamentos teóricos y antecedentes

2.1. Visión general de la teorı́a del funcional de la densidad
Un sólido cristalino es un sistema formado por núcleos organizados de acuerdo a una

simetrı́a especı́fica y un conjunto de electrones que se distribuye alrededor de los núcleos.
El estudio de este tipo de sistemas puede realizarse utilizando una solución aproximada a
la ecuación de Schrödinger, sin embargo, esta es una tarea realmente difı́cil, pero necesaria,
debido a que la mecánica clásica no es suficiente para describir, estudiar y analizar muchas
de las propiedades de los sólidos a esta escala. Tı́picamente, para el estudio de estos sis-
temas, se emplea la Teorı́a del Funcional de la Densidad (DFT, por sus siglas en inglés,
Density Functional Theory) que es actualmente una aproximación exitosa y prometedora pa-
ra la ciencia computacional para estudiar la estructura electrónica de la materia. Se aplica
en átomos, moléculas y sólidos, ası́ como en núcleos y fluidos cuánticos y clásicos. En su
formulación original, la DFT proporciona las propiedades del estado fundamental de un sis-
tema, mientras que la densidad de electrones juega un papel fundamental. La quı́mica y la
fı́sica son áreas donde se aplica la DFT para obtener información de la estructura molecular
y la cristalina, ası́ mismo, las propiedades electrónicas, elásticas, vibracionales y magnéticas,
por mencionar algunas.

La DFT proporciona un enfoque alternativo al método de Hartree-Fock con la finalidad
de aproximar la energı́a del estado fundamental de un sistema. Aunque la DFT considera las
funciones de onda de los electrones, su principal intensión no es calcular dichas funciones
de onda, sino la energı́a total del sistema y la densidad electrónica asociada a ese estado,
a partir de la cual se puede obtener la función del sistema en cuestión. Esta teorı́a se ori-
ginó en 1927, propuesta por Thomas y Fermi [19] y extendida posteriormente por Dirac,
pero no fue hasta los años sesenta que la teorı́a fue reformulada para ser entendida como lo
hacemos ahora, gracias a los teoremas de Hohenberg y Kohn [20]. Ellos demostraron que
la densidad electrónica de las partı́culas en el estado fundamental, en un sistema cuántico
de muchos cuerpos, puede considerarse como una variable fı́sica fundamental, es decir, que
todas las propiedades de ese sistema pueden ser calculadas como función de la densidad
electrónica del estado fundamental. Además, en 1965 Mermin [21] enriqueció los argumen-
tos de Hohenberg-Kohn a conjuntos canónicos y gran canónicos de temperatura finita. Sin
embargo, esta parte no ha sido muy utilizada. Posteriormente, el trabajo de Kohn y Sham
[22] reformulo la DFT. Ellos proponen un sistema auxiliar y aislado de electrones no inter-
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actuantes, que sirven para describir el comportamiento del sistema completo, esto mediante
la resolución de un hamiltoniano separable. Un término imprescindible en el hamiltoniano es
la energı́a de intercambio y correlación, que también fue incluida por Kohn y Sham. La DFT
permite entonces, reemplazar la función de onda, problema que se multiplica de acuerdo al
número de electrones del sistema, y que además depende de su posición en el espacio, por el
análisis de la densidad electrónica. En este capı́tulo se presentan de forma más extendida las
bases teóricas de la DFT.

2.2. Hamiltoniano de muchos cuerpos
Un único electrón puede ser descrito por una función de onda Ψ(r) y la posible orienta-

ción de su espı́n. Si el electrón no presenta interacciones con otros electrones o partı́culas, la
función de onda de ese electrón asociada con su nivel de energı́a (E) satisface la ecuación de
Schrödinger independiente del tiempo:

− ℏ2

2m
∇

2(r)+V̂ (r)Ψ(r) = EΨ(r) (2.1)

Cuando se tiene un problema que involucra más de una partı́cula que interactúa, la Ec. 2.1 ya
no es suficiente para describir ese nuevo sistema de muchos cuerpos. La descripción de las
propiedades de la materia a partir de métodos teóricos basados en ecuaciones fundamentales,
nos lleva al hamiltoniano de un sistema de muchos cuerpos. El cual describe a un sólido
que esta formado por Ne número de electrones y NI número de núcleos que interactúan y
satisfacen la siguiente ecuación:

Ĥ = T̂e + T̂I +V̂ee +V̂eI +V̂II (2.2)

y cada sumando desarrollado es:

Ĥ =− ℏ2

2me
∑

i
∇

2
i −∑

I

ℏ2

2MI
∇

2
I +

1
2 ∑

i̸= j

e2

|ri − r j|
+

1
2 ∑

I ̸=J

ZIZJe2

|RI −RJ|
+∑

i
I

ZIe2

|ri −RI|
(2.3)

De la Ec. 2.3, los términos que involucran a los electrones se denotan con subı́ndices en
minúsculas y los núcleos con carga ZI y la masa MI , se denotan con subı́ndices en mayúscu-
las. De izquierda a derecha cada término representa la energı́a cinética de los electrones y
los núcleos, la energı́a potencial de interacción electrón-electrón, núcleo-núcleo y electrón-
núcleo, respectivamente. Uno de los desafı́os más grandes es desarrollar métodos que puedan
tratar los efectos de las interacciones electrón-electrón con alta precisión para poder predecir
la diversa gama de fenómenos que presenta la materia a partir de la Ec. 2.3.

La solución de la ecuación de Schrödinger (Ec. 2.1), describirı́a todas las caracterı́sticas y
propiedades del sólido, sin embargo, es imposible debido a todos los términos de interacción
que involucra el hamiltoniano de muchos cuerpos y que se multiplican de acuerdo al número
de partı́culas que se deseen estudiar.

En este sentido, la aproximación de Born-Oppenheimer [23] permite la primera reduc-
ción del hamiltoniano. Está aproximación considera el desacoplamiento de los movimientos
electrónico-nuclear partiendo del hecho de que los núcleos son significativamente masivos
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en comparación con los electrones y considerando que ambos se someten a fuerzas de mis-
ma magnitud, los electrones perciben a los núcleos como estáticos, mientras, que los núcleos
perciben a los electrones como una nube cargada negativamente, que se distribuye de forma
homogénea al rededor de ellos y que siempre busca estar en equilibrio. De acuerdo a esto, la
función de onda del sistema se describe ahora como producto de dos funciones de onda, una
asociada a los electrones y otra a los núcleos, Ψ(r, R) = Ψe(r)ΨI(R), dentro de esta aproxi-
mación Ψe(r) ≡ Ψe (r1, r2, r3,...rN). Si tomamos la ecuación simplificada del hamiltoniano
(Ec. 2.2), se reescribirı́a como:

[T̂e +V̂ee +V̂eI(R)+V̂II(R)]Ψe(r) = Ee(R)Ψe(r) (2.4)

En esta ecuación, R ≡ (R1, R2, R3,..., RN) y son parámetros fijos, provocando un potencial
efectivo que afecta al movimiento de los electrones, ya que es evidente, que las funciones
de onda de los electrones dependen también de las posiciones de los núcleos. Entonces, la
función de onda de los núcleos ΨI(R) se puede calcular resolviendo:

[T̂I +Ee(R)]ΨI(R) = EΨI(R) (2.5)

Donde el término Ee(R) aparece como un potencial que afecta el movimiento de los núcleos.
Sin embargo, esta ecuación normalmente no se resuelve, por la consideración de Born-
Oppenheimer, al fijar las posiciones nucleares. Ası́ tras aplicar la aproximación adiabática,
el hamiltoniano de muchos cuerpos se simplifica, al considerar un problema de un sistema
de electrones con interacciones entre sı́ que se encuentran sometidos a un potencial externo.

2.3. Teoremas de Hohenberg-Khon
Aunque existieron aproximaciones que intentaron simplificar términos del hamiltoniano

de muchos cuerpos, con la finalidad de que su solución fuera posible, este sigue siendo im-
posible de resolver. La dificultad de este radica en que la función de onda de los electrones
depende de 3N variables en el espacio, que tienden a multiplicarse con el aumento del núme-
ro de electrones. A partir de esto, el enfoque de Hohenberg y Kohn (HK) es formular la
teorı́a del funcional de la densidad como una teorı́a exacta de los sistemas de muchos cuer-
pos. La formulación se puede aplicar a cualquier sistema de partı́culas que interactúan en un
potencial externo V̂ext(r), incluido cualquier problema de electrones y núcleos fijos.

Esta nueva formulación establece de forma general, que todas las propiedades del sistema
en su estado fundamental dependen de la densidad electrónica. Además, que solo depende
de 3 coordenadas en el espacio. La base de la DFT la colocan Hohenberg y Kohn [20],
establecen que, para un sistema con Ne que interactúan, el hamiltoniano es:

Ĥ = T̂ +V̂ee +
N

∑
i=1

V̂ext(r) (2.6)

Donde, la densidad electrónica [n](r) se puede obtener de una función de onda multielectróni-
ca y antisimétrica. De acuerdo con la aproximación de Hartree-Fock Ψ(r) serı́a:

[n](ri) = N
∫

dr1

∫
dr2

∫
dr3...

∫
dri−1

∫
dri+1...

∫
drN |Ψ(r1,r2,r3, ...rN)|2 (2.7)
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De acuerdo a esto, Hohenberg y Kohn postulan dos teoremas que se describen a continua-
ción:

Teorema I: Para cualquier sistema de partı́culas que interactúan en un potencial ex-
terno V̂ext(r), el potencial V̂ext(r) se encuentra determinado únicamente, excepto por
una constante, que es la densidad electrónica del estado fundamental [n0](r).

Teorema II: Se puede definir un funcional universal para la energı́a E([n]) en función
de la densidad electrónica [n](r), válido para cualquier potencial externo V̂ext(r). Para
cualquier V̂ext(r) particular, la energı́a exacta del estado fundamental del sistema es el
valor mı́nimo global de este funcional, y la densidad electrónica [n](r) que minimiza
el funcional es la densidad electrónica exacta del estado fundamental [n0](r), de este
modo, el funcional de E([n]) se define como:

E[n] = F [n]+
∫

V̂ext(r)[n](r)dr (2.8)

Al minimizar la Ec. 2.8 se obtiene la densidad electrónica del estado fundamental [n0] y la
energı́a del estado fundamental E0. El funcional de la densidad F[n] involucra la energı́a
cinética y de interacción entre los electrones, se le llama universal por el hecho de ser inde-
pendiente del potencial externo. Las demostraciones de los teoremas de Hohenberg y Kohn
se hacen en los siguientes corolarios:

Corolario I: Dado que el hamiltoniano está completamente determinado, excepto por
un cambio constante de la energı́a, se sigue que las funciones de onda de muchos
cuerpos para todos los estados fundamentales y excitados, están determinadas. Por
lo tanto, todas las propiedades del sistema están completamente determinadas por la
densidad del estado fundamental [n0](r).

Corolario II: El funcional E([n]) por sı́ solo es suficiente para determinar la energı́a
y la densidad exacta del estado fundamental. En general, los estados excitados de los
electrones deben determinarse por otros medios. No obstante, el trabajo de Mermin
[21] muestra que las propiedades de equilibrio térmico, como el calor especı́fico, están
determinadas directamente por el funcional de energı́a libre de la densidad.

2.4. Ecuaciones de de Kohn-Sham
De acuerdo a la Sec. 2.3, Hohenberg y Kohn cambiaron la forma de abordar el problema

de un sistema de muchos cuerpos, en el que se busca la densidad electrónica tridimensional
que minimice E[n](r). Sin embargo, la forma exacta del funcional de Hohenberg y Kohn
FHK[n](r) no se conoce de manera exacta. La aportación de Kohn y Sham (KS) [22] fue
aproximar el funcional universal F[n](r) a la forma más exacta posible. Para esto, ellos defi-
nen el problema de N partı́culas que son interactuantes y que se encuentran con una acción
sobre ellas de un potencial externo V̂ext(r), considerando un nuevo sistema ficticio de partı́cu-
las aisladas, que representan al sistema original y que obedecen a la acción de un potencial
efectivo V̂e f f (r) diferente, pero que conserva la misma densidad de carga [n](r) del sistema
real de referencia.
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De esta forma, el sistema debe estar representado por el determinante de Slater, ya que
al ser electrones se debe obedecer a la antisimetrı́a de la función de onda como propiedad
fundamental, representando a los orbitales como φi. Además, consideraron que la forma más
exacta de aproximar el funcional universal es mediante el establecimiento del hamiltoniano
separable. Entonces, la energı́a cinética corresponde a la suma de las energı́as cinéticas indi-
viduales (T̂s) y se representa ası́:

T̂s =
N

∑
i

∫
drφ

∗
i (r)

(
− ℏ2

2m
∇

2
)

φi(i) (2.9)

y la densidad electrónica, como la suma de las densidades orbitales ([ns](r)) es:

[ns](r) =
N

∑
i

ρi(r) =
N

∑
i=1

φ
∗
i (r)φi(r) (2.10)

Con esto, el funcional universal aproximado de Kohn-Sham es:

FKS[n](r) = T̂ [n](r)+V̂ee[n](r) = T̂s[n](r)+ Ĵ[n](r)+Exc[n](r) (2.11)

Donde, el termino Ĵ[n](r) representa la interacción electrón-electrón, en el cual, la interac-
ción coulómbica es la principal:

Ĵ[n](r) =
1
2

∫ ∫
drdr′

[n](r)[n](r′)
|r− r′|

(2.12)

Y el funcional de intercambio y correlación (Exc[n](r)) es:

Exc[n](r) = T̂ [n](r)− T̂s[n](r)+V̂ee[n](r)− Ĵ[n](r) (2.13)

Los orbitales de Kohn y Sham, son considerados aquellos que satisfacen las ecuaciones de
los mismos: (

ℏ2

2m
∇

2 +V̂e f f (r)
)

φi(r) = Eiφi(r) (2.14)

Estos proporcionan la energı́a del estado fundamental. Entonces, el potencial de KS V̂e f f (r)
incluye los efectos de la interacción entre los electrones, adicionando la de intercambio y
correlación. Además, incluye los efectos del potencial externo de confinamiento, por ejemplo
las fuerzas de atracción del núcleo sobre la nube de electrones V̂ext(r). El formalismo del
potencial de KS se define como la derivada del funcional:

ˆVe f f (r) =
∆Ĵ[n](r)
∆[n](r)

+
∆Exc[n](r)

∆[n](r)
+V̂ext(r) =

∫
dr′

[n](r′)
|r− r′|

+
∆Exc[n](r)

∆[n](r)
+V̂ext(r) (2.15)

De forma general, los efectos de la interacción del sistema de referencia deben ser representa-
dos para el sistema no interactuante equivalente. Las ecuaciones de Kohn y Sham resultantes
se resuelven de forma iterativa y autoconsistente en un calculo tı́pico de primeros principios.
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2.5. El funcional de correlación e intercambio
La interacción electrón-electrón dentro del hamiltoniano trae consigo algunos inconve-

nientes, el más importante es causado por razones naturales, es decir, los electrones tienden a
repelerse entre sı́ al tener carga negativa. La función de onda de un sistema multielectrónico
debe ser antisimétrica bajo el intercambio de los electrones cualquiera, ya que los electrones
son fermiones. La antisimetrı́a de la función de onda produce una separación espacial entre
los electrones de un mismo espı́n. Por lo tanto, reduce la energı́a de Coulomb del sistema,
a esta reducción en la energı́a del sistema se le llama energı́a de intercambio (Ex). Con la
reducción de la energı́a de intercambio aumenta la energı́a cinética en el sistema, esto se
conoce como energı́a de correlación (Ec).

La gran ventaja del enfoque de Kohn y Sham es la construcción de un sistema auxiliar,
que se describe mediante ecuaciones separables para partı́culas independientes, con las mis-
mas problemáticas del sistema completo de muchos cuerpos. Sin embargo, en el sistema
ficticio el gran problema se concentra en la energı́a de intercambio y correlación (Exc[n]),
que es un funcional de la densidad electrónica. Las ecuaciones de KS son la formulación
cuasi-exacta para conocer las propiedades del estado fundamental del sistema de muchas
partı́culas que interactúan. Sin embargo, la función exacta de Exc[n] es muy compleja y hasta
ahora no es posible obtenerla de forma exacta. La comunidad cientı́fica ha desarrollado al-
gunas aproximaciones para el funcional de intercambio y correlación que han sido exitosas,
las cuales se describen a continuación.

En el formalismo de Kohn y Sham, las únicas cantidades necesarias son la energı́a cinéti-
ca de las partı́culas independientes, la energı́a de Hartree y la energı́a de intercambio y co-
rrelación como función de la densidad. Para realizar un cálculo autoconsiste basado en DFT,
se necesita una fórmula para el funcional. Para comprender el trasfondo que se utiliza para
crear un funcional, es indispensable comprender los aspectos más importantes de la energı́a
de intercambio y correlación. Entonces, Exc puede expresarse de la siguiente manera:

Exc[n] =
∫

dr[n](r)Exc([n],(r)) (2.16)

En donde Exc([n], (r)), es la energı́a por electrón en el punto r, la cual depende de la den-
sidad [n] en alguna vecindad del punto (r). Por simplicidad, se considera que los sistemas
tienen un espı́n igual. Ya que la energı́a de Hartree incluye las interacciones de Coulomb pro-
medio, la energı́a potencial de interacción por electrón Exc([n], (r)) involucra la función de
probabilidad conjunta para cada par de electrones restando el término de Hartree y existe un
término análogo para la correlación. De modo que la energı́a de interacción de intercambio
y correlación puede escribirse de la siguiente forma:

Exc([n],(r)) =
1
2

∫
d3r′

nxc(r,r′)
|r− r′|

(2.17)

Donde nxc(r, r′) es el hueco de correlación e intercambio alrededor de un electrón en el
punto r. A continuación se describirán las aproximaciones más importantes y más usadas en
cálculos de primeros principios para describir a la energı́a de intercambio y correlación.

Aproximación de la densidad local, (LDA, por sus siglas en inglés, Local Density
Approximation) : Kohn y Sham señalan que los sólidos pueden considerarse como cercanos
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al lı́mite del gas de electrones homogéneos [22]. En este lı́mite, se sabe que los efectos de
intercambio y correlación son de carácter local, en donde Exc es simplemente una integral
en todo el espacio y que la densidad de Exc en cada punto es la misma que en el gas de
electrones homogéneo y puede describirse como:

Exc−LDA([n↑], [n↓]) =
∫

d3rn(r)Exc−hom([n↑](r), [n↓](r))

=
∫

d3rn(r)[Ex−hom([n↑](r), [n↓](r))+Ec−hom([n↑](r), [n↓](r))] (2.18)

En esta aproximación la única información que se necesita es la energı́a de correlación e
intercambio del gas homogéneo, en función de la densidad. Para un gas de electrones ho-
mogéneo, se reportan resultados analı́ticos exactos en el lı́mite de la alta densidad y re-
sultados de cálculos Monte Carlo para densidades bajas, de tal forma que existen muchas
expresiones que combinan ambos extremos para dar la forma del término [24].

Aproximación del gradiente generalizado, (GGA, por sus siglas en inglés, Genera-
lized Gradient Approximation): para mejorar la LDA, es fundamental incluir términos que
consideren que la densidad del medio no es homogénea. Esto es lo que hacen las diferentes
formas de GGA, en las que se incluye la dependencia de la energı́a de intercambio y correla-
ción con la densidad y el gradiente de la densidad (|∇[n]|). Por lo que está aproximación es
semi-local, ya que considera en cada punto el valor de la densidad y sus gradientes. En esta
aproximación se incluye una componente con el gradiente de la densidad que se expresa de
la siguiente manera:

Exc−GGA,([n↑], [n↓]) =
∫

d3rn(r)Exc([n↑], [n↓], |∇[n↑]|, |∇[n↓]|, ...)

≡
∫

d3r[n](r)Ex−hom[n]Fxc([n↑], [n↓], |∇[n↑]|, |∇[n↓]|, ...) (2.19)

Donde Fxc es adimensional y Ex−hom es la energı́a de intercambio del gas no polarizado. La
corrección del gradiente generalizado es la forma más simple de mejorar la LDA para des-
cribir sistemas no homogéneos. Dentro de esta aproximación se obtienen mejores resultados
para las energı́as de enlace de las moléculas [25]. Algunos de los funcionales GGA más
empleados son: Lee-Yang-Parr (LYP) [26], Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE) [27], Perdew-
Burke-Ernzerhof (PBEsol) [25], Perdew-Wang 91 (PW91) [28], por mencionar algunos. En
este trabajo se utilizó la aproximación del gradiente generalizado (GGA) en el formalismo
de Perdew-Burke-Ernzerhof (PBEsol).

2.6. Teorema de Bloch
Una propiedad de todos los sólidos cristalinos es que tienen simetrı́a traslacional a lo

largo de los vectores de la red ai, donde i = 1, 2, 3. Esto significa que el potencial que actúa
sobre las funciones de onda electrónicas (V̂ext) es periódico con respecto a los sitios de la red
de Bravais (RB), los cuales se definen por:

V̂ext = V̂ext(r+RB); RB =
3

∑
i=1

niai,ni ∈ Z (2.20)
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El problema que surge, es que los electrones en un sólido son muchos y el número se incre-
menta con el aumento de átomos del sólido, además de que el hamiltoniano del sólido no
contiene solo los potenciales de un electrón que describa la interacción de los electrones res-
pecto a la masa de los núcleos, sino también se considera la interacción electrón-electrón. Y
el elegir el potencial efectivo que describa mejor al sistema es muy complicado de conseguir.

Lo que se esperarı́a de un potencial en un sólido, es que represente los potenciales atómi-
cos individuales a medida que se acerca al núcleo y que este se estreche en la región intersti-
cial (entre iones). Esto lleva de nuevo a la Ec. 2.1 la solución a un solo electrón y considerar
la periodicidad según la Ec. 2.20. Entonces, la ecuación de Schrödinger del electrón es una
suposición, donde el potencial es cero y es el ejemplo más simple de un potencial periódico.
Ahora, abordando el problema desde los electrones independientes, cada uno obedece a la
ecuación de Schrödinger para un electrón con un potencial periódico, a estos también se les
llama electrones de Bloch.

Sı́ se considera un cristal con determinada simetrı́a y un solo electrón moviéndose en un
potencial efectivo, los autovalores de Ψe(r) del hamiltoniano de un electrón pueden elegirse
para que tome la forma de una onda plana multiplicada por una función con la periodicidad
de la red de Bravais, se tiene que considerar que cada Ψe(r) se asocia un vector de onda k
[29].

El vector de onda k es arbitrario y caracteriza a la función de onda, Ψe(r), ahora puede
reescribirse como Ψn,k(r) y la energı́a Ee por Enk, por lo tanto:

Ψn,k(r) = eikrun,k(r); un,k(r+RB) = un,k(r) (2.21)

Los números cuánticos que caracterizan las soluciones del problema son el ı́ndice de la banda
(n) y el momento cristalino k. Si se considera que el sistema es perfecto e infinito, formado
por M = M1M2M3 celdas, entonces se pueden aplicar las condiciones periódicas de contorno
de Born-von y Karman [30] de la siguiente manera:

Ψn,k(r+Miai) = Ψn,k(r); i = 1,2,3 (2.22)

La Ec. 2.22 y la Ec. 2.21 implican que:

k =
3

∑
i=1

mi

Mi
bi; mi ∈ Z; bia j = 2πδi j (2.23)

Los vectores bi son los generadores de la red recı́proca. En el cristal hay tantos valores
distintos de k como celdas primitivas que lo conformen. Ya que el número de celdas en el
cristal es infinito, la separación entre los k es muy reducida y forman una continuidad casi
completa. Es común limitar los valores posibles de los momentos cristalinos a la primera
Zona de Brillouin o la llamada zona irreducible, que contiene los valores de k los cuales no
se asocian por los vectores de la red recı́proca G. Los vectores son G ·RB = 2πm, m∈ Z, de
forma que la Ec. 2.21, que describe las funciones de onda de Bloch, no es afectada si se usa
k+G, en lugar de únicamente k. Escribiendo la función de onda de Bloch en la Ec. 2.1 se
tiene: (

− ℏ2

2m
(−i∇+ k)2 +V̂e f f

)
un,k = En,kun,k (2.24)
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Es decir, para cada valor del momento cristalino k se tiene que resolver una ecuación para
las funciones un,k, cuyas soluciones se diferencian por el ı́ndice de la banda. Una banda por
lo tanto se identifica por un valor del ı́ndice n estático y un valor variable de k.

2.7. Puntos k
Los vectores de onda k del electrón son puntos en el espacio recı́proco y se definen dentro

de la primera zona de Brillouin, la cual es el conjunto de puntos más cercano al origen en el
espacio recı́proco, que cualquier otro punto de la misma red recı́proca. Los vectores de onda
k se escriben como:

k = k1G1 + k2G2 + k3G3 (2.25)

Donde k y G son números enteros a partir de los vectores primitivos de la red convencional
[31] y se desarrollan de la siguiente manera:

G1 = 2π
a2 ·a3

a1 · (a2 ·a3)
; G2 = 2π

a3 ·a1

a1 · (a2 ·a3)
; G3 = 2π

a1 ·a2

a1 · (a2 ·a3)
(2.26)

Los anteriores son los vectores primitivos de la red recı́proca. El volumen de la primera zona
de Brillouin (VBZ) y el volumen de la celda primitiva en el espacio se define por la cons-
trucción de Wigner-Seitz (VWS): VBZ = (2π)3/VWS. Si sustituimos la Ec. 2.21 en la Ec. 2.14,
se encuentra un conjunto nuevo de ecuaciones para cada k. Donde cada electrón ocupa un
estado electrónico con vector de onda definido k. De tal forma que el problema de un número
infinito de electrones en un sólido se convierte en un número finito de bandas electrónicas
para un número determinado de puntos k, esto dentro de la celda unidad recı́proca.

Dado que las funciones de onda electrónicas en zonas reducidas del espacio recı́proco
en torno a un punto k son casi idénticas, entonces, estás se pueden representar mediante la
función de onda asociada a ese punto k en especı́fico. Con esto, solo se necesita un número
finito de puntos k para representar el estado fundamental de los sólidos.

Uno de los métodos más utilizados para realizar el muestreo de puntos k en la primera
zona de Brillouin, en un cálculo de primeros principios, es el Monkhorst-Pack [32]. Para
implementar este método, lo único que se necesita es especificar cuántos puntos k se utili-
zarán en cada región del espacio recı́proco, el cual depende de la simetrı́a del cristal. Para un
cálculo con celdas que tengan la misma longitud a lo largo de cada vector de la red recı́pro-
ca, se debe usar el mismo número de puntos k en cada dirección. Si la simetrı́a del cristal es
diferente en cada dirección, entonces el número de puntos k cambia.

2.8. Conjunto de Ondas planas
Las ondas planas son especialmente apropiadas para los cristales periódicos, donde brin-

dan una comprensión intuitiva y algoritmos simples para cálculos prácticos. Los métodos
basados en grids en el espacio real son los más apropiados para sistemas finitos y prevale-
cen en muchos campos de la ciencia y la ingenierı́a; VASP es un código que utiliza base de
ondas planas para este propósito. Utilizando la aproximación de intercambio y correlación
y haciendo uso del teorema de Bloch, es posible resolver la ecuación de Kohn y Sham. Sin
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embargo, si se quiere resolver esta ecuación numéricamente, los orbitales de Kohn y Sham
deben ser expandidos a una serie de bases definidas. La base de ondas planas (PW, por sus
siglas en inglés, Plane-Waves) es la forma más sencilla de hacerlo.

Estas son funciones matemáticas relativamente simples, no se encuentran centradas en
los átomos y forman un conjunto completo. Las ondas planas son sencillas de controlar,
mediante un único parámetro, que es la energı́a de corte. La utilización de una base de ondas
planas presenta algunas ventajas como:

Métodos eficientes que usan transformadas rápidas de Fourier (FFT).

Es relativamente fácil controlar la convergencia del conjunto base, mediante la energı́a
de corte.

No hay cabida a muchos errores, por la superposición del conjunto base.

El conjunto base de ondas planas es totalmente independiente de la topologı́a del sis-
tema.

Entonces, la función de onda electrónica de un sistema periódico se puede representar como
una suma de ondas planas dela siguiente manera:

Ψi = eik·rui(r) (2.27)

Donde, eik·r, representa una onda plana con vector de onda k y ui(r) corresponde a una
función de onda periódica que tiende a repetirse de una celda unitaria a otra, para expandir
esta función se utiliza un conjunto discreto de ondas planas:

ui(r) =
1√
V ∑

G
Ci,GeiG·r (2.28)

Donde, V es el volumen de la celda unitaria, G son los vectores de la red reciproca. Si se
sustituye la Ec. 2.28 en la Ec. 2.27, la función de onda electrónica de Kohn y Sham puede
escribirse con ondas planas como:

Ψe(r) = Ψn,k(r) =
1√
V ∑

G
ei(k+G)rCn,k(G) (2.29)

Donde, k es un vector de la primera zona de Brillouin y n es el ı́ndice de la banda. Y si
reemplazamos la Ec. 2.29 en la ecuación de Kohn y Sham 2.14, entonces obtenemos un
conjunto de ecuaciones matriciales en el espacio reciproco de la siguiente manera:

∑
G′
−1

2
|k+G|2∆G,G′ + ˆVe f f (G,G′)cn,k(G′) = En,kcn,k(G) (2.30)

Donde, 1
2 |k+G|2 se limita por un valor máximo de la energı́a cinética, llamado energı́a de

corte Ecut :
1
2
|k+G|2 ≤ Ecut (2.31)

Con un valor adecuado de energı́a de corte se puede tener control y mejorar el número de
ondas planas empleadas en la expansión.
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Figura 2.1: Representación de la región atómica (zona I) e intersticial (zona II) en un sólido,
rc es el radio en la región atómica.

Ondas planas aumentadas

Este método establece que cerca del núcleo atómico el potencial y sus funciones de onda
son parecidas a las de un átomo, pueden variar, pero son aproximadas siempre a esferas.
Mientras que, entre los átomos el potencial es constante y las funciones de onda son ondas
planas. De acuerdo a esto, el espacio en un sistema puede dividirse en dos regiones: la pri-
mera zona corresponde a las esferas atómicas no traslapadas y la segunda que presenta la
zona intersticial entre las esferas, ver Fig. 2.1.

Los estados en el exterior de la esfera se les denomina estados de valencia y los estados
que se encuentran dentro de la esfera se les llama estados del core. Las zonas deben ser trata-
das de forma distinta, es por eso que se usan diferentes bases para representarlas. Se utilizan
soluciones radiales de la ecuación de Schrödinger dentro de las esferas que no deben de estar
traslapadas y, ondas planas en la región intersticial. Entonces, una onda plana aumentada en
la zona I, se define como:

φ(r) = ∑
lm

AlmUl(r)Ylm(r); r ∈ (2.32)

Y para la zona II como:

φ(r) =
1√
V ∑

G
CGei(G+k)·r; r ∈ (2.33)

Donde V es el volumen de la celda unitaria, G es un vector de la red recı́proca, k es el vector
de onda de la primera zona de Brillouin, CG y Alm son los coeficientes de expansión, Ylm son
los armónicos esféricos y, por último, Ul(r) es la solución de la ecuación radial:

[
−d2

dr2 +
l(l +1)

r2 +V (r)−El]rUl(r) = 0 (2.34)

El principal objetivo de estas funciones fue mostrar que las ondas planas son las solu-
ciones de la ecuación de Schödinger en un potencial constante, mientras que las funciones
radiales son soluciones en un potencial esférico, siempre que El sea igual al eigenvalor. La
Ec. 2.32 y la Ec. 2.33 no garantizan que esta representación sea continua en el lı́mite esféri-
co. Por eso, es necesario considerar limitaciones. En el método PAW, esto se hace definiendo
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los coeficientes Alm en término de CG, mediante la representación en armónicos esféricos de
las ondas planas. El coeficiente para componente lm se iguala justo en el lı́mite radial de tal
modo que:

Aml =
4πil√
VUl(r)

∑
G

CGJl(|k+G|)Y ∗
lm(k+G) (2.35)

Donde, el origen es el centro de la esfera y hasta el lı́mite, es decir, el radio r, ver Fig. 2.1.
Con esto, los coeficientes Alm se encuentran establecidos por los coeficientes de la onda plana
(CG) y los parámetros de energı́a (El), los cuales son los coeficientes variacionales en este
método.

2.9. Pseudopotenciales

Las propiedades de los materiales dependen en un principio de la forma en que sus áto-
mos se enlacen, y lo que ocurre alrededor de ellos, donde solo los electrones de las capas
atómicas más externas (electrones de valencia) juegan un papel fundamental. Por otro lado,
los electrones de las capas más internas o cercanas al núcleo (electrones del núcleo o core)
cuyas funciones de onda se encuentran en torno a los núcleos atómicos y exhiben rápidas os-
cilaciones, podrı́an no considerarse, al no intervenir en la formación de los enlaces. La forma
de no considerarlos es congelarlos al igual que el núcleo. Al no tomar en cuenta los estados
del core, se puede despreciar el requisito de que las funciones de onda de los electrones de
valencia sean ortogonales a ellos y por consiguiente esas funciones de onda pueden ser más
suaves. Ası́ se hacen pseudopotenciales que proveen la interacción core-valencia y producen
pseudofunciones de ondas suaves.

Actualmente existen dos tipos de pseudopotenciales para los cálculos ab-initio: los con-
servadores de la norma establecidos por Haman, Schlütter y Chiang [33] y los ultrasuaves
formalizados por Vanderbilt y Bloch [34]. También el método de proyector de ondas aumen-
tadas (PAW, por sus siglas en inglés, Projector-Augmented Wave) [35]. A continuación se
describirán de forma breve cada una de las formas de los pseudopotenciales.

Los primeros potenciales que se pudieron abordar fueron los que conservan la norma
(Norm-preserving Pseudopotentials) [33]. Se nombraron ası́, ya que estos tienen la misma
norma en el interior del núcleo que en los potenciales reales. Es decir, proporciona una solu-
ción a la ecuación de Schödinger que integra la misma carga que la solución para todos los
electrónes. De forma general, estos pseudopotenciales funcionan bien para todos los elemen-
tos, excepto para los del primer periodo de la tabla periódica y para los metales de transición
con orbitales 3d.

Para corregir las deficiencias de los pseudopotenciales que conservan la norma [34], se
crearon los llamados potenciales ultrasuaves (Ultrasoft Pseudopotentials), actualmente son
muy usados. Cuando eliminan la condición de la conservación de la norma, ya que, se ob-
tienen pseudofunciones de onda que no se encuentran normalizados. Su principal ventaja es
que permite emplear energı́as de corte menores. En comparación con los pseudopotenciales
anteriores, estos producen mejores resultados de los estados electrónicos.

Posterior a los pseudopotenciales ultrasuaves, Bloch propuso el método de PAW [35], el
cual combina los métodos de ondas planas aumentadas y los pseudopotenciales ultrasuaves.
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Lo cual permite solucionar problemas de costos computacionales y describe de una mejor
forma la interacción electrón-núcleo.

2.10. Código VASP
Vienna Ab initio Simulation Package (VASP, por sus siglas en inglés), es un código uti-

lizado en el modelado a escala atómia [36]. VASP calcula una solución aproximada para
la ecuación de Schrödinger de muchos cuerpos, ya sea dentro de la teorı́a funcional de la
densidad (DFT), resolviendo las ecuaciones de Kohn-Sham, o dentro de la aproximación
de Hartree-Fock (HF), resolviendo las ecuaciones de Roothaan. También, se implementan
funcionales hı́bridos que combinan el enfoque de Hartree-Fock con la teorı́a funcional de la
densidad. Además, los métodos de funciones de Green (cuasipartı́culas GW y ACFDT-RPA)
y la teorı́a de perturbaciones de muchos cuerpos (Moller-Plesset de segundo orden) están
habilitadas en VASP [37].

En VASP, los orbitales de un electrón, la densidad de carga electrónica y el potencial lo-
cal se expresan en conjuntos básicos de ondas planas. Las interacciones entre los electrones y
los iones se describen utilizando, en nuestro caso, el método PAW. Para determinar el estado
fundamental electrónico. VASP hace uso de técnicas eficientes de diagonalización de matriz
iterativa, como el método de minimización residual con inversión directa del subespacio ite-
rativo o algoritmos de Davidson bloqueados. Estos están acoplados a esquemas de mezcla
de densidad de Broyden y Pulay altamente eficientes para acelerar el ciclo de autoconsisten-
cia. VASP permite estudiar sistemas en cero dimensiones, como clústers, en una dimensión
como nanotubos o nanocables, en dos dimensiones como láminas y superficies, o materiales
en tres dimensiones como los cristales se presentan en este trabajo, ver Fig. 2.2 (a).

Para ilustrar el proceso tı́pico de un cálculo autoconsistente, en la Fig. 2.2 (b) se presenta
el diagrama de flujo que se sigue en un cálculo [38]. Este comienza con una densidad inicial,
se crea el potencial de Kohn-Sham, se resuelven las ecuaciones del hamiltoniano separable
de Kohn-Sham, se obtiene una nueva densidad y el ciclo se repite hasta alcanzar los crite-
rios de convergencia. Cuando el sistema converge se obtiene la energı́a del sistema y más
información sobre esa nueva configuración.

2.11. Estructura electrónica
Como ya se mencionó anteriormente, tanto en los sólidos como en los átomos que

los conforman, los electrones desempeñan un papel clave, mientras que en los átomos las
energı́as de los electrones se encuentran confinadas a niveles discretos, en los sólidos se ex-
tienden en bandas de energı́a. Estas bandas proporcionan los fundamentos para la discusión
de conducción en los materiales. Sommerfield [40] postuló que los electrones en los metales
se encuentran en una disposición cuántica en la que los niveles de baja energı́a accesibles
para los electrones se encuentran casi completamente ocupados. Posteriormente, Bloch [41]
y Brillouin [42] aplicaron este principio en la teorı́a de bandas para los enlaces sólidos.

De acuerdo con esta teorı́a, todo átomo tiene un número finito de electrones de valencia
con los cuales pueden unirse a los átomos vecinos. Por ello se requiere un amplio reparto de
electrones entre los átomos individuales. Este se consigue por la superposición de orbitales
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(a) (b)

Figura 2.2: (a) Ejemplificación de materiales que se pueden estudiar con VASP (0D, 1D, 2D
y 3D) [39] y (b) diagrama de flujo de un cálculo autoconsistente [38].

atómicos de energı́a equivalente con los átomos adyacentes. La superposición va recorriendo
toda la muestra del material, formando orbitales que se extienden por todo el sólido, en lugar
de pertenecer a átomos en especı́fico. A cada uno de estos orbitales se asocia un nivel de
energı́a diferente, debido a que los orbitales atómicos de los que proceden conservaban a su
vez distintos niveles de energı́a. De acuerdo a la teorı́a de bandas, los grupos de electrones
ocupan bandas, las cuales se construyen por conjuntos de orbitales. Esto significa que los
niveles de energı́a originales para los electrones se modifican de cierta forma.

Cada banda tiene un rango de valores de energı́a, mismos que deben tener los electrones
para ser parte de esa banda. En algunos materiales se dan interrupciones de energı́a entre las
bandas, ya que los electrones no poseen ciertos valores de energı́as. En semiconductores, la
banda de mayor energı́a se llama banda de conducción (BC) y esta no se encuentra llena de
electrones. La banda anterior a esta, se le llama banda de valencia (BV), y contiene todos los
electrones del último nivel energético del átomo, estos son los que participan en los enlaces
para la formación de sólidos. Cuando un electrón situado en la BV adquiere energı́a, este
puede pasar a la banda superior que es BC. Una vez que el electrón se ubica en BC tiene la
capacidad para transportar energı́a a otros sitios fuera de su átomo de origen; pero en este
intento pierde la energı́a que adquirió y desciende nuevamente a la banda de energı́a inferior
o BV. Entre la BV y BC existe una brecha, la cual se denomina banda prohibida. La cual
representa una barrera para los electrones, para que los electrones no pasen directamente de
la BV a la BC, a menos que tengan energı́a suficiente para poder superar esta barrera.

A partir de la teorı́a de bandas de energı́a se ha intentado dar una explicación al compor-
tamiento de diferentes materiales ante una corriente eléctrica. De ahı́ surge una clasificación
de los materiales en tres importantes grupos: conductores, aislantes y semiconductores.

Densidad de estados

Una forma de visualizar los resultados de la estructura de bandas es considerando la
densidad de estados (DOS, por sus siglas en inglés, Density Of States) con energı́a (E). La
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DOS (D) para una banda n se define como:

Dn(E) =
∫ dk

4π3 ∆(E −En(k)) (2.36)

Donde En(k) describe la dispersión de una banda dada y la integral se determina sobre la
primera zona de Brillouin. La densidad de estados total, se obtiene por la suma sobre todas
bandas. La integral de la DOS desde menos infinito hasta el nivel de Fermi da un número
total de electrones en la celda unitaria. En un sistema de espı́n polarizado (Por ejemplo en
esta tesis el EuMoO4, el EuWO4 y la fase II del FeVO4), la DOS es separable, para los
electrones con espı́n arriba o (estados up) y espı́n abajo (estados down). La suma de ambos
produce la DOS total y su diferencia se le llama densidad de estados de espı́n.

La DOS es una aplicación matemática que es útil en la integración con respecto a la
energı́a de los electrones y es utilizada como un análisis visual rápido de la estructura
electrónica. El estudio de la DOS permite entender cambios en la estructura electrónica pro-
vocados por factores externos como la presión. Una de las formas numéricas para evaluar la
DOS es un barrido Gaussiano de los niveles de energı́a de cada banda, este método es satis-
factorio aún cuando el número de puntos k es pequeño, aunque esto compromete los detalles
de la DOS, ya que en algunas ocasiones los resultados tienden a verse como lı́neas duras.
Otros métodos más exactos se basan en la interpolación lineal o cuadrática de las energı́as
de banda entre los puntos de referencia en la primera zona de Brillouin.

Teorı́a Cuántica de Átomos en Moléculas

La Teorı́a Cuántica de Átomos en Moléculas (QTAIM, por sus siglas en inglés, Quantum
Theory of Atoms In Molecules), fue desarrollada por Richard F. W. Bader [43–45] y se
fundamenta en observables cuánticos, como la densidad de electrones ρ(r). La topologı́a
de ρ(r) se encuentra dominada por fuerzas atractivas de los núcleos que le confieren una
caracterı́stica principal: un máximo local, el cual se encuentra en cada núcleo atómico.

Una consecuencia del dominio de los máximos nucleares en la distribución de ρ(r) es la
asociación de un átomo con una región del espacio cuyos lı́mites se encuentran determinados
por el equilibrio en las fuerzas que los demás núcleos vecinos ejercen sobre los electrones.
Dentro de la topologı́a de ρ(r), se define como punto crı́tico (CP, por sus siglas en inglés,
CriticalPoint) en ρ(r) un punto en el espacio en el que se anulan las primeras derivadas de
ρ(r), de acuerdo a la Fig. 2.3 todos los puntos en color azul, negro y verde son CP. Entonces
en un CP se debe cumplir lo siguiente:

∇ρ = i⃗
dρ

dx
+ j⃗

dρ

dy
+ k⃗

dρ

dz
= 0⃗ (2.37)

Donde el vector cero significa que cada derivada individual en el operador ∇ del gradiente
es cero y no solo la suma. El gradiente de una función escalar como ρ(r) en un punto del
espacio es un vector que apunta en la dirección en la que ρ(r) presenta la mayor tasa de
incremento y que tiene una magnitud igual a la tasa de incremento en esa dirección.

Los puntos crı́ticos se clasifican según su rango (ω) y firma (σ) y están simbolizados por
(ω, σ). El rango es el número de curvaturas distintas de cero de ρ en el punto crı́tico. Un CP
que tiene ω < 3 es matemáticamente inestable y desaparecerá bajo pequeñas perturbaciones
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Figura 2.3: Representación del gradiente de la densidad de carga en lineas continuas. Los
puntos crı́ticos de enlace (BCP), puntos crı́ticos de los núcleos (NCP) y puntos crı́ticos de
jaula (CCP) se representan con puntos de color negro, azul y verde, respectivamente.

de la densidad causadas por el movimiento nuclear. La presencia de tal CP (con un rango
inferior a tres) indica un cambio en la topologı́a de la densidad y, por lo tanto, un cambio
en la estructura molecular. Por esta razón, los puntos crı́ticos con ω < 3 generalmente no se
encuentran en las distribuciones de carga de equilibrio y uno casi siempre encuentra los CP
cuando ω = 3. La firma es la suma algebraica de los signos de las curvaturas, es decir, cada
una de las tres curvaturas contribuye con ±1 dependiendo de si es una curvatura positiva
o negativa. De acuerdo a lo anterior hay cuatro tipos de puntos crı́ticos estables que tienen
valores propios distintos de cero (ver Fig. 2.3):

(3, –3) En este punto hay tres curvaturas negativas donde ρ es un máximo local. Se le
llama Punto Crı́tico Nuclear (NCP, por sus siglas en inglés, Nuclear Critical Point).

(3, –1) En este punto hay dos curvaturas negativas, donde ρ es un máximo en el plano
definido por los valores propios correspondientes, pero es un mı́nimo a lo largo del
tercer eje, que es perpendicular a este plano. Se le llama Punto Crı́tico de Enlace (BCP,
por sus siglas en inglés, Bond Critical Point).

(3, +1) En este punto hay dos curvaturas positivas, donde ρ es mı́nimo en el plano
definido por los vectores propios correspondientes y un máximo a lo largo del tercer
eje que es perpendicular a este plano. Se le llama Punto Crı́tico de Anillo (RCP, por sus
siglas en inglés, Ring Critical Point), es el que tı́picamente se observarı́a en el centro
de un anillo de benceno.

(3, +3) En este punto tres curvaturas son positivas, donde ρ es un mı́nimo local. Se le
llama Punto Crı́tico de Jaula (CCP, por sus siglas en inglés, Cage Critical Point).

El problema del tamaño finito de los núcleos atómicos en los cálculos de quı́mica cuántica,
da como resultado cúspides en el potencial y en la densidad electrónica en la posición de los
núcleos. Debido a esto, las derivadas de la densidad electrónica en la posición de un núcleo
atómico no están definidos y, por lo tanto, de forma matemática, esta posición no es un
verdadero punto crı́tico. Sin embargo, los máximos nucleares se comportan topológicamente
como puntos crı́ticos.
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El Laplaciano de ρ(r)

Se puede discriminar entre un mı́nimo local, un máximo local o un punto de silla consi-
derando las segundas derivadas, los elementos del tensor ∇∇ρ, presentan nueve derivadas de
ρ(r) que se pueden ordenar en la matriz Hessiana. Esta se puede diagonalizar porque es real
y simétrica. La diagonalización de la matriz Hessiana A(rc) es equivalente a una rotación del
sistema de coordenadas r(x, y, z) → r(x′, y′, z′) superponiendo los nuevos ejes x′, y′, z′ con
los ejes principales de la curvatura del PC. La rotación del sistema de coordenadas se logra
a través de una transformación unitaria r′ = rU, donde U es la matriz unitaria construida a
partir del conjunto de tres ecuaciones de valores propios Aui = λiui (i = 1, 2, 3), donde ui
representa el vector propio (eigenvector) en U. Una transformación similar U−1 AU = Λ, la
transformación de la Hessiana en su forma diagonal, puede escribirse como:

Λ =


∂2ρ

∂x′2 0 0

0 ∂2ρ

∂y′2 0

0 0 ∂2ρ

∂z′2


r′=rc

=

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 (2.38)

Donde λ1, λ2 y λ3 son las curvaturas de la densidad con respecto a los ejes principales x′,
y′, z′. La traza es una propiedad de suma importancia que proporciona la Hessiana, esta se
conoce como el Laplaciano de la densidad (∇2 ρ(r)), donde x = x′, y = y′ y z = z′ viene dada
por:

∇
2
ρ(r) =

∂2ρ(r)
∂x2 +

∂2ρ(r)
∂y2 +

∂2ρ(r)
∂z2 = λ1 +λ2 +λ3 (2.39)

Debido a que el laplaciano es la segunda derivada, el signo de este, indica regiones de con-
centración o dispersión de carga electrónica local, respecto a la vecindad inmediata. Por lo
tanto cuando ∇2ρ > 0, la densidad de carga se empobrece localmente y se dispersa en rela-
ción con su distribución promedio, mientras que, ∇2ρ < 0 la densidad de carga se encuentra
concentrada localmente, fuertemente unida y comprimida en relación con su distribución
promedio. De acuerdo a esto, los átomos enlazados covalentemente tienen cargas de enla-
ce concentradas en la región entre sus núcleos (∇2ρ < 0), mientras que átomos enlazados
iónicamente tienen cargas de enlace dispersas en la región entre sus núcleos (∇2ρ > 0).

Elipticidad en el enlace

La elipticidad (ε) da una medida de la acumulación preferencial de la densidad de carga
en un plano dado, que contiene la ruta de enlace y matemáticamente se define como: ε =
λ1/λ2 −1;(|λ1| ≥ |λ2|). Sı́ λ1 = λ2, entonces ε = 0 y el enlace es cilindricamente simétrico.
Ası́, ε es una medida de la anisotropı́a de la densidad de carga en el enlace.

2.12. Elasticidad, propiedades mecánicas y anisotropı́a
La ley de Hooke, es el principio fı́sico que describe el comportamiento elástico de los

sólidos. Esta ley establece que el desplazamiento o la deformación que sufre un material será
directamente proporcional a la fuerza aplicada. Es decir, a mayor fuerza aplicada mayor será
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la deformación [46], para sólidos elásticos nos dice que la deformación, en el caso más ge-
neral, se describe mediante un tensor de deformaciones. Mientras que los esfuerzos internos
deben ser representados por un tensor de tensiones [46]. Estos dos están relacionados por
ecuaciones lineales conocidas como las ecuaciones de Hooke generalizadas o ecuaciones de
Lamé-Hooke. Las cuales caracterizan el comportamiento de un sólido en la zona elástica. La
relación de tensión–deformación se puede expresar de la siguiente manera en la notación de
Voigt [47]: 

σxx
σyy
σzz
σyz
σzx
σxy

=


c11 c12 c13 c14 c15 c16
c21 c22 c23 c24 c25 c26
c31 c32 c33 c34 c35 c36
c41 c42 c43 c44 c45 c46
c51 c52 c53 c54 c55 c56
c61 c62 c63 c64 c65 c66




εxx
εyy
εzz
εyz
εzx
εxy

 (2.40)

Las abreviaturas en la notación de Voigt se realizan de la siguiente manera: de forma ascen-
dente 11 −→ 1, 22 −→ 2, 33−→ 3, 23, 32 −→ 4, 13, 31 −→ 5 y 12, 21 −→ 6. Los números
son denotados por xx, yy, zz, yz, zx y xy son los componentes de los tensores de tensión y
deformación de dos rangos en un sistema de coordenadas ortonormales.

El número de constantes elásticas independientes que se asocie para representar el com-
portamiento elástico de un sistema cristalino depende de la simetrı́a del mismo. Para un
sistema cristalino cúbico, por ejemplo, solo se necesitarán tres constantes elásticas indepen-
dientes para representar su comportamiento elástico, mientras que, para el sistema triclı́nico
se necesitan 21 constantes elásticas. Ası́ pues, en la Tabla 2.1 se presenta el sistema crista-
lino, el grupo puntual (PG, por sus siglas en inglés, Punctual Group), grupo espacial (SG,
por sus siglas en inglés, Space Group), el número de constantes elásticas (ci j) y un ejemplo
de compuesto que cristalice en ese sistema.

A continuación se describen los 4 tipos de constantes elásticas de acuerdo al tipo de
deformación que representen:

Tipo compresión longitudinal: miden la resistencia a la deformación en la misma
dirección en la que se les aplica el esfuerzo, de forma general representan la deforma-
ción dentro del cristal en los ejes principales. De acuerdo a la Fig. 2.4 (a), c11 mide la
resistencia a la deformación en x cuando se aplica un esfuerzo en ese mismo eje.

Tipo expansión transversal: miden la resistencia a la deformación en una dirección
perpendicular a la que se aplica el esfuerzo. Según la Fig. 2.4 (b), se representa la c12,
donde se mide la deformación en y, cuando se aplica un esfuerzo en x.

Tipo cortante: este tipo de constantes cuantifican la resistencia a la deformación en
distintos planos del cristal, cuando se aplica un esfuerzo sobre el mismo plano. De
acuerdo a la Fig. 2.4 (c), la c44 mide la resistencia a la deformación cortante en el
plano (011), cuando se aplica un esfuerzo en el mismo.

Tipo mezcladas: estas constantes son una mezcla de las tres anteriores, ya que tienen
una componente de compresión longitudinal y cortante, por ejemplo la c15, mide la
deformación cortante en el plano (101) cuando se aplica un esfuerzo en la dirección
[100].
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Tabla 2.1: Relación entre el sistema cristalino y el número de ci j. Se incluye el sistema
cristalino, grupo puntual (PG), grupo espacial (SG) y el número de constantes elásticas in-
dependientes (ci j) asociadas y los compuestos que presentan el sistema cristalino descrito.

Sistema cristalino PG SG No. de CE compuesto

Triclı́nico 1, 1̄ 1-2 21 AlVO4

Monoclı́nico m, 2, 2
m 3-15 13 CdWO4

Ortorrómbico 222, mm2, 2
m

2
m

2
m 16-74 9 InVO4

Tetragonal I 422, 4mm, 42m, 4
m

2
m

2
m 89-142 6 ZrSiO4

Tetragonal II 4,4, 4
m 75-88 7 CaMoO4

Trigonal I 32, 3m, 3 2
m 149-167 6 α-Al2O3

Trigonal II 3, 3̄ 143-148 7 CaMgC2O6

Hexagonal 622, 6mm, 6̄2m, 6
m

2
m

2
m , 6, 6̄, 6

m 168-194 5 BeO
Cúbico 432, 4̄3m, 4

m 3̄ 2
m , 23, 2

m 3̄ 195-230 3 MgO

x

y
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c11
x

y

F
u
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Figura 2.4: Representación de los tipos de constantes elásticas en los cristales: (a) compre-
sión longitudinal (c11), (b) expansión transversal (c12) y (c) cortante (c44). F denota la fuerza,
u la deformación longitudinal y θu la deformación angular.

Los sistemas cristalinos que adoptan los compuestos estudiados durante esta investi-
gación (tetragonal, ortorrómbico y monoclı́nico) se describen a continuación, ası́ como el
conjunto de constantes elásticas asociadas a cada cristal y sus correspondientes criterios de
estabilidad.

Scheelitas: La scheelita cristaliza en una estructura tetragonal tipo II con un grupo espa-
cial No. 88, al cual se asocian 7 constantes elásticas independientes, de acuerdo con la Tabla
2.1. Sus constantes de tipo compresión longitudinal son: c11 = c22 y c33, las de tipo expansión
transversal son: c12 y c13, las de tipo cortante son: c44 y c66 y la tipo mezclada es la c16 [47].
Los criterios de estabilidad necesarios y suficientes que debe cumplir la estructura tetrago-
nal II para ser elásticamente estables según Born [48] son: c11 > |c12|, 2c2

13 < c33(c11+c12),
c44 > 0, 2c2

16 < c66(c11−c12) aplicados cuando el cristal se encuentra a condiciones ambien-
te y cuando el sistema es sometido a presión [49] son: c11 − c12 > 0, c44 +σ/2 > 0, c66 > 0
y (c33 +σ)(c11 + c12)−2(c13 −σ/2)2 > 0, donde, σ es el tensor de tensión.

Estructura tipo CrVO4: Las estructura tipo CrVO4 cristaliza en un sistema ortorrómbi-
co con un grupo espacial No. 63, al cual se asocian 9 constantes elásticas independien-
tes, de acuerdo con la Tabla 2.1. Sus constantes de tipo compresión longitudinal son: c11,
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c22 y c33, las de tipo expansión transversal son: c12, c13 y c23 y las de tipo cortante son
: c44, c55 y c66 [47]. Los criterios de estabilidad necesarios y suficientes que debe cum-
plir la estructura ortorrómbico para ser elásticamente estable según Born [48] a 0 GPa son:
c1 = c11 + c22 − 2c12 > 0, c2 = c11 + c33 − 2c13 > 0 y c3 = c22 + c33 − 2c23 > 0. Cuando
el sistema es sometido a cargas, los criterios de estabilidad de Born [49] son de la siguiente
manera: cp1 = c11 +2c12 +P > 0, cp2 = c44 −P > 0 y cp3 = c11 − c12 −2P > 0.

Fergusonita: Las estructura tipo fergusonita cristaliza en un sistema cristalino monoclı́ni-
co con grupo espacial No. 15, a la cual se asocian 13 constantes elásticas independientes, de
acuerdo con la Tabla. 2.1. Sus constantes de tipo compresión longitudinal son: c11, c22 y
c33, las de tipo expansión transversal son: c12 y c13, c23, las de tipo cortante son: c44, c55
y c66 y de las de tipo mezcladas son: c15, c16, c25 y c35 [47]. Los criterios de estabilidad
necesarios y suficientes que debe cumplir la estructura monoclı́nica para ser elásticamen-
te estable según Born [48] bajo presión son: c11 > 0, c22 > 0, c33 > 0, c44 > 0, c55 > 0,
c66 > 0, c11 + c22 + c33 + 2(c12 + c13 + c23) > 0, (c33c55 − c2

35) > 0, (c44c66 − c2
46) > 0,

(c22 + c33 −2c23)> 0 y c22(c33c55 − c2
35)+2c23c25c35 − c2

23c55 − c2
25c33 > 0.

Propiedades mecánicas

La matriz de constantes elásticas son utilizadas para obtener algunas propiedades mecáni-
cas. En nuestro caso, se obtuvieron mediante el programa VASPKIT [50], el cual requiere
solo el archivo de salida del cálculo de las constantes elásticas para obtener las propiedades
mecánicas. VASPKIT tiene implementadas las ecuaciones basadas en el método de Voigt
[51], que supone que la deformación es uniforme en toda la estructura, mientras que el méto-
do de Reuss [52] toma el esfuerzo de forma uniforme. Y el método de Hill [53] que hace
un promedio de ambas aproximaciones. El módulo de compresibilidad (BV) y cortante (GV)
por el método de Voigt se calculan como:

9BV = (c11 + c22 + c33)+2(c12 + c23 + c13)

15GV = (c11 + c22 + c33)− (c12 + c23 + c13)+3(c44 + c55 + c66) (2.41)

Mientras que en el método de Reuss el módulo de compresibilidad BR y el módulo cortante
GR se obtienen de la siguiente manera:

B−1
R = (s11 + s22 + s33)+2(s12 + s23 + s13)

15G−1
R = 4(s11 + s22 + s33)−4(s12 + s23 + s13)+3(s44 + s55 + s66) (2.42)

El promedio de Hill para el módulo de compresibilidad (B) y el módulo cortante (G) se
muestran a continuación:

B =
BV +BR

2
; G =

GV +GR

2
(2.43)

El módulo de Young y la relación de Poisson [54] se calculan con las siguientes expresiones:

E =
9BG

3B+G
; ν =

3B−2G
6B+2G

(2.44)

También se calculó la relación de Pugh que define la ductilidad o fragilidad de un mate-
rial [55] (B/G). Si B/G toma valores por debajo de 1.75 los materiales pueden considerarse
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frágiles, mientras que aquellos mayores al valor crı́tico se consideran dúctiles por naturaleza.
Mientras que, el calculo de la dureza Vickers (HV) se hizo con la aproximación de Tian [56]
que es:

HV = 0,92k1,137G0,708;(k = G/B) (2.45)

Anisotropı́a elástica

La anisotropı́a elástica se produce cuando las fuerzas aplicadas, en un área determinada
de un material, se propagan a través del material con velocidades diferentes y en direccio-
nes distintas. La anisotropı́a elástica se presenta si existe una alineación preferencial de los
elementos estructurales del material, al tener este comportamiento se deben considerar las
contribuciones por dirección en el material para poder cuantificar con precisión el alcance
de la anisotropı́a. Para analizar la anisotropı́a se han hecho diversas propuestas, dentro de las
cuales destaca la realizada por Ranganathan [57]:

AU = 5
GV

GR
+

BV

BR
−6 ≥ 0 (2.46)

También, se puede calcular el porcentaje de la anisotropı́a elástica para el módulo de com-
presibilidad AB y para el módulo cortante AG de la siguiente manera:

AB =
BV −BR

BV +BR
; AG =

GV −GR

GV +GR
(2.47)

Para los materiales isotrópicos, los ı́ndices calculados (AU , AB y AG) deberán ser iguales a
cero, mientras que cualquier desviación de cero está relacionado con la existencia de aniso-
tropı́a en las propiedades mecánicas. Ası́ mismo, cuanto mayor es el valor de AU mayor es
la anisotropı́a.

Los factores anisotrópicos cortantes (A1, A2 y A3), proporcionan una medida del grado de
anisotropı́a en el enlace entre átomos en los planos más importantes. El factor anisotrópico
de corte para el plano (100), entre las direcciones [011] y [010] se calcula con la siguiente
expresión:

A1 =
4c44

(c11 + c33)−2c13
(2.48)

El factor anisotrópico de corte para el plano (010), entre las direcciones [101] y [001] se
representa como:

A2 =
4c55

(c22 + c33)−2c23
(2.49)

Y por último, el factor anisotrópico de corte para el plano (001), entre las direcciones [110]
y [010] se representa como:

A3 =
4c66

(c11 + c22)−2c12
(2.50)

Para una estructura tipo scheelita solo se mide el factor anisotrópico cortante A2 y A3. Mien-
tras que, para la estructura ortorrómbica y monoclı́nica a ̸= b ̸= c, por lo que se miden los
tres factores.
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2.13. Propiedades vibracionales
Cuando los átomos se disponen formando un cristal, se colocan en la posición de mı́nima

energı́a. Lo que significa que cada átomo se encuentra en un mı́nimo del potencial formado
por el resto de los átomos que constituyen el cristal. Por otro lado, es bien sabido que en
cualquier sistema fı́sico, al sufrir un desplazamiento de su posición de equilibrio, su movi-
miento puede aproximarse al de un oscilador lineal. De acuerdo a esto, se puede considerar
al cristal como un conjunto de átomos unidos mediante muelles ideales. Por lo tanto, clási-
camente el sistema se puede ver como osciladores acoplados que presentan modos normales
de oscilación con frecuencias caracterı́sticas y en el cual se puede producir una propagación
de ondas [58].

Desde el punto de vista cuántico, estos modos dan lugar al concepto de fonones, que,
de forma general, se denominan como los cuantos de energı́a vibracional. La velocidad con
la cual se propaguen las ondas en el cristal dependerá de la dirección de propagación. Si
la vibración se produce en esa misma dirección, serán longitudinales, mientras que si son
perpendiculares a la dirección serán ondas transversales.

El estudio del comportamiento de estas ondas en el cristal, de forma especı́fica la relación
de dispersión ω(k) entre las frecuencias y su número de onda, es fundamental para explicar
algunas propiedades como la dependencia del calor especı́fico de los cristales respecto a la
temperatura, ası́ como algunos fenómenos ópticos y de conductividad eléctrica.

Una onda de red (fonón) en una red periódica está caracterizada por su frecuencia ω(q,
s), donde q es el vector de onda y s es una etiqueta que denota la polarización (un modo
longitudinal y dos transversales) y las ramas de los fonones (acústico y óptico). Ahora bien,
un criterio general de estabilidad en la aproximación harmónica y sin una carga externa,
establece que ω2(q, s) > 0 para todo q y s. A menudo se presenta una inestabilidad solo
para pequeños valores de q, es decir, para fonones de longitud de onda grande. Lo cual se
conoce como una inestabilidad elástica. De hecho, se ha sugerido que si la red es estable a
grandes longitudes de onda, es muy probable que también sea estable a longitudes de onda
cortas.[49] Sin embargo, desde el punto de vista teórico, es preciso realizar el cálculo de
los fonones para todo q (toda la zona de Brillouin), para poder determinar si el sistema
es dinámicamente estable. Es importante mencionar que la mayor parte de los resultados
experimentales del espectro vibracional de un cristal se enfocan en el punto Γ mediante
caracterización Raman o infrarrojo. Mientras que el estudio de otros puntos de la zona de
Brillouin son menos estudiados debido al costo y complejidad de los estudios, como lo puede
ser mediante dispersión inelástica de neutrones. Por otro lado, la densidad de estados de
fonones (PDOS), se define de forma similar a la densidad de estados de las propiedades
electrónicas. Entonces puede denotarse con D(ω) y D(ω) dω es el número total de modos
normales con frecuencias en un rango entre ω y ω + dω, divido por el volumen del cristal.

Previo al cálculo de los fonones es importante saber cuáles con los modos vibracionales
del respectivo cristal de acuerdo al grupo espacial y las posiciones de Wyckoff. Ası́, de acuer-
do a teorı́a de grupos, el grupo espacial de la estructura scheelita, tipo CrVO4 y fergusonita,
se tiene la siguiente representación en el punto Γ

Estructura tipo scheelita: hay 13 modos Raman en el punto Γ = ν1(Ag), ν2(Ag),
ν2(Bg), ν3(Bg), ν3(Eg), ν4(Bg), ν4(Eg), R(Ag), R(Eg), 2T (Bg), 2T (Eg). Hay 11 modos
IR para el punto Γ y se representan: Γ = ν2(Au), ν3(Au), ν3(Eu), ν4(Au), ν4(Eu), R(Eu),
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T (Au), T (Eu). Y hay 3 modos silenciosos para el punto Γ y se representan: Γ = R(Bu),
ν2(Bu) y ν1(Bu).

Estructura tipo CrVO4: hay 15 modos Raman en el punto Γ = T (B3g), T (B1g),
R(B1g), T (Ag), R(B2g), ν4(B3g), ν2(B2g), ν4(B1g), ν4(Ag), ν4(B3g), ν3(B1g), ν3(Ag),
ν1(Ag), ν3(B3g). Hay 15 los modos IR para el punto Γ y se representan: Γ = 2T (B1u),
R(B3u), 2ν2(B2u), ν4(B3u), T (B3u), 2ν4(B2u), R(B1u), ν4(B1u), ν3(B3u), 2ν3(B2u), ν3(B1u).
Por ultimo, hay 3 modos silenciosos para el punto Γ y se representan: Γ = T (Au),
2ν2(Au).

Estructura monoclı́nica tipo fergusonita: hay 18 modos Raman en el punto Γ =
2T (Ag), 4T (Bg), 4ν1(Ag), 3ν3(Bg), 2ν3(Ag), 2ν4(Bg), ν2(Bg). Hay 15 modos IR para
el punto Γ y se representan: Γ = 4T (Bu), T (Au), 3ν3(Au), 2ν4(Au), 2ν4(Au), ν2(Au),
ν3(Bu), ν1(Bu).

Los modos A y B no son degenerados, mientras que los modos E son doblemente degene-
rados. Los subı́ndices g y u representan pares e impares, respectivamente, e indican paridad
bajo inversión en cristales centrosimétricos. Un Au y un Eu corresponden a modos acústicos
de frecuencia cero en el punto Γ, el resto son modos ópticos. Además, T (traslación) y R
(rotación) son modos externos, que involucran los movimientos de los poliedros BO4 contra
el catión A, estos modos son de frecuencias más bajas para los compuestos ABO4. Mientras
que los modos internos de los poliedros BO4 son: ν1 (estiramiento simétrico), ν2 (flexión
asimétrica), ν3 (estiramiento asimétrico) y ν4 (flexión simétrica). En los modos internos,
los átomos de O vibran contra los cationes B, estos modos ocupan las zonas de frecuencias
media y alta de los espectros de fonones de compuestos ABO4.

2.14. Celda de Yunque de Diamante (DAC)

Las celdas de yunque de diamante (DAC, por sus siglas en inglés, Diamond Anvil Cell),
fueron desarrolladas por Jamieson, Lawson, Nachtrieb y Weir en 1959 [59]. El principio del
funcionamiento radica en aplicar una fuerza a una superficie pequeña, creando una presión
que aumenta al reducir el área de contacto. La generación de altas presiones se encuentra
limitada por la deformación y eventual fractura del material que se analiza. Una de las prin-
cipales ventajas de la DAC es que debido a la alta dureza del diamante puede generar y
soportar presiones muy altas, pero incluso los diamantes de alta calidad se romperán bajo
cargas suficientemente altas [60].

La investigación de los materiales a altas presiones ha dependido fundamentalmente de
la evolución de las celdas de alta presión, ya que son, por excelencia, los artefactos utilizados
para esta tarea. Las DACs son los dispositivos más utilizados en estudios a altas presiones, ya
que se pueden alcanzar presiones del orden de Mbar. Siendo relativamente fáciles y seguras
de usar, lo que permite realizar mediciones de diversas propiedades, ası́ como su evolución
respecto a la presión y temperatura [60]. De acuerdo a la Fig. 2.5 (a), la celda de yunque
de diamante es un dispositivo relativamente pequeño, en comparación con unas manos de
tamaño promedio, lo cual indica que su acomodo en un laboratorio es relativamente sencillo.
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(a) (b) (c)

(d)

Figura 2.5: Celda de Yunque de Diamante esquema general: (a) Comparación en tamaño, (b)
yunques de diamantes, (c) juntas, que contiene muestra, rubı́, PTM y (d) vista superior de la
cámara de muestra de una celda de yunque de diamante [61].

Existen diferentes arreglos internos para la DAC, y casi todos los laboratorios dedicados
a experimentos de alta presión tienen sus propias especificaciones de acuerdo a sus necesi-
dades, según el tipo de materiales que se analicen y las condiciones de experimentación. Sin
embargo, deben contener 4 componentes principales, que son:

Dispositivo generador de fuerza: puede utilizarse un brazo de palanca, una tuerca de
husillo o presión neumática o hidráulica. En todos los casos la fuerza es aplicada a las
bases de los dos yunques de diamante.

Yunques de diamante: el diamante se usa por dos razones principales, la primera es
que es el monocristal más duro por excelencia y es transparente para la radiación elec-
tromagnética en un amplio rango. Según el experimento, se utilizan diferentes tipos de
diamantes con diferentes cortes y purezas.

Juntas o portamuestras: los diamantes opuestos están separados por una lámina del-
gada, llamada junta. La cual brinda protección segura para los diamantes y evita el
contacto directo, la junta contiene la cámara de presión en la que se lleva a cabo el
experimento. Su función principal es contener la muestra, el medio transmisor de pre-
sión (PTM, por sus siglas en inglés, Pressure Transmitting Medium) y el rubı́ que se
utiliza como patrón de referencia, ya que su comportamiento respecto a la presión es
bien conocido.

Medio transmisor de presión: este transforma la tensión uniaxial que se aplica a los
diamantes en presión sobre la muestra. El objetivo es tener condiciones hidrostáticas
dentro de la cámara de muestra. Por lo tanto, se utilizan diferentes medios de presión
que pueden ser sólidos, lı́quidos o gaseosos. Uno de los PTM más utilizados es una
mezcla metanol-etanol con una proporción 4:1 [62] el cual mantiene la hidrostaticidad
hasta ≈10 GPa. Para rangos de presión por encima de los 70 GPa funciona óptima-
mente el H2 [63], mientras que el helio es hidrostático hasta 30 GPa [63].

Debido a su simplicidad, el arreglo de la DAC no ha cambiado en muchos años. La celda
de yunque de diamante puede ser utilizada para la caracterización de materiales con campos
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magnéticos, infrarrojo (absorción), ultravioleta visible (absorción y fluorescencia), luz visi-
ble (absorción, reflexión, dispersión Raman y dispersión de Brilouin), rayos X (difracción,
fluorescencia, absorción, dispersión inelástica, Raman, Mössbauer), gamma (Mössbauer y
radiactividad), sonido (interferencia ultrasónica) y fenómenos eléctricos [64].

2.15. Transiciones estructurales

Las transiciones de fase en los materiales son fenómenos provocados la mayorı́a de las
veces por factores externos como presión y temperatura. Se ha observado que las transicio-
nes de fase pueden manifestarse por la aparición de nuevas propiedades en el material, como
ferromagnetismo y superconductividad. Las transiciones de fase no siempre son inducidas
por la modificación de los arreglos atómicos sino, en el caso del ferromagnetismo y la su-
perconductividad, por la modificación de las propiedades electrónicas, sin necesidad de un
cambio fı́sico aparente.

La transición de fase se anuncia cuando la fase se vuelve inestable en las condiciones
termodinámicas dadas, las cuales se describen con variables intensivas como la presión (P)
y la temperatura (T ) o extensivas como la entalpı́a (H) y la energı́a (E). Estos potenciales se
expresan mediante variables de estado extensivas e intensivas, que caracterizan al sistema.
La elección de las variables para estudiarlo y actuar sobre el mismo determina el potencial.
Sı́ se trabaja con variables como T y V (volumen), es necesario utilizar la energı́a libre (F).
Por otro lado el sistema podrá investigarse utilizando la energı́a libre (G), también llamada
función de Gibbs si el sistema se describe con variables como P y T .

En termodinámica, es posible mostrar que una fase estable corresponde al mı́nimo de los
potenciales F y G, entonces se tiene el criterio de estabilidad que es: ∆U +P∆V −T ∆S ≥
0. Donde ∆U , ∆V y ∆S son variaciones de la energı́a interna (U), volumen y entropı́a (S)
desde el equilibrio, a este criterio de estabilidad se le llama de Gibbs-Duhem. Entonces de
la ecuación anterior se puede deducir que una fase es estable si se caracteriza por un mı́nimo
de potenciales F con T y V constante, G con T y P constante, H con S y P constantes, U con
S y V constantes y por un máximo de entropı́a con U y V constantes.

El fı́sico P. Ehrenfest [66] propuso una clasificación de transiciones de fase basadas en
los potenciales termodinámicos y son las siguientes:

Clasificación de transiciones estructurales

Transición de primer orden: están acompañadas por discontinuidades de cantida-
des termodinámicas como la entropı́a y la densidad, ellas mismas asociadas con las
primeras derivadas de los potenciales termodinámicos.

S =

(
∂G
∂T

)
P

; V =

(
∂G
∂P

)
T

; H =
∂(G/T )
∂(1/T )

(2.51)

En la transición de fase, estas cantidades correspondientes a las derivadas de primer or-
den del potencial G son discontinuas (el calor latente está asociado a la discontinuidad
de la entropı́a), ver Fig. 2.6.
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Figura 2.6: Representación de transiciones de fase. (a) Transiciones de primer orden. Los
potenciales G son continuos en la transición, pero las primeras derivadas, el volumen (V ) y
entropı́a (S) son discontinuas. (b) Transiciones de segundo orden, las primeras derivdas de G
son continuas, pero algunas segundas derivas como el Cp, tienden a infinito [65].

Transición de segundo orden: En las transiciones de segundo orden, los potenciales
termodinámicos y sus derivadas de primer orden son continuas, mientras que algunas
de las segundas derivadas con respecto a las variables de estado se reducen a cero o se
aproximan al infinito asintóticamente en el punto de transición. Por ejemplo:

Cp

T
=−

(
∂2G
∂T 2

)
P
=

(
∂S
∂T

)
P

;
κTV

T
=−

(
∂2G
∂P2

)
T
=

(
∂V
∂P

)
T

(2.52)

Donde Cp y κT son el calor especı́fico a presión constante y la compresibilidad a
temperatura constante. En estas transiciones, se pasa continuamente de una fase a otra.

La representación de las dos categorı́as de transiciones de fase se presentan en la Fig. 2.6.

Determinación de una transición de fase

Se puede determinar la presión de transición al calcular las curvas de volumen-energı́a
E(V ) y utilizar el método de la tangente común. Donde, la pendiente de la recta tangente
es la presión de transición entre las dos fases. Para ilustrar lo anterior de forma más clara
se discutirá un ejemplo sencillo. En la Fig. 2.7 se muestran curvas esquemáticas de energı́a-
volumen, E(V ), y de entalpı́a-presión, H(P), de cuatro fases de algún material. Esta figura
ilustra la representación de datos tı́picos de salida de una serie de cálculos de distintas fases,
y de cómo pueden ser analizadas para obtener las presiones de transición [67]. Las fases I y
II tienen entalpı́as iguales en los puntos EI(VI) y EII(VII), respectivamente, donde la tangente
común toca las curvas de volumen-energı́a mostradas en la Fig. 2.7 (a). El valor negativo de
la pendiente de la tangente común da la presión de transición (Pt) es igual a:

36



Figura 2.7: Curvas de volumen-energı́a y presión-entalpı́a de 4 supuestos materiales [67].

Pt

(
I
II

)
=−

(
EII −EI

VII −VI

)
(2.53)

En la Fig. 2.7 (b), se han graficado las relaciones P-H, donde las dos curvas H(P) de las fases
I y II se cruzan en la presión Pt(I/II) [67]. En la Fig. 2.7 (c) se ha sustraı́do el valor de las
entalpı́a de la fase I para tomarla como referencia, ya que solo la diferencia en entalpı́a es
relevante. Encontramos que las fases iii y iv no son estables en ningún rango de presión. Sin
embargo, la entalpı́a de la fase iii es bastante cercana a aquellas de las fases I y II cerca de
Pt(I/II) y puede ser concebible que efectos de temperatura podrı́an hacer que la fase iii fuera
estable en un intervalo alrededor de esta presión. Incluso, si la fase iii es inestable, es posible
que la transición I ⇒ iii pueda ser observada a presiones un poco más grandes si la transición
I ⇒ II fuera suprimida por una barrera de energı́a grande. De forma inversa, una transición
II ⇒ iii podrı́a ser favorable al disminuir la presión de la fase II, si la transición II ⇒ I fuera
impedida. De tal forma, que la fase iii podrı́a existir solo como una fase metaestable [67].

2.16. Compuestos ABO4

Los compuestos ABO4 son óxidos ternarios formados por dos cationes y un anión. El
anión puede ser flúor u oxı́geno, en nuestro caso, solo se estudiaron compuestos que tienen
como anión el oxı́geno. De forma general, el sistema cristalino que adopta cada compues-
to está determinado por el tamaño del radio iónico de los cationes (rA y rB), la naturaleza
atómica de los mismos y la forma en la que los cationes (A o B) se enlacen con el anión.
Debido a la gran diversidad de cationes que existen los compuestos ABO4 muestran un gran
polimorfismo a condiciones ambiente. Dentro de las estructuras más relevantes están las es-
tructuras tipo scheelita [68], monacita [69], wolframita [70], zircón [71], la tipo CrVO4 [16]
y la triclı́nica tipo AlVO4 [13]. Las cuales han sido organizados de forma sistemática en el
diagrama de Bastide respecto a las relaciones de aspecto de los cationes con el anión [72],
ver Fig. 2.8.

De forma especı́fica, el tamaño del radio iónico de los cationes presenta una gran in-
fluencia en la eficiencia de empaquetamiento del cristal. Por ejemplo, se ha reportado en la
literatura que el poliedro formado por el catión A unido a los oxı́genos (AOn) es significa-
tivamente más grande que el tetraedro (BOn) y más anisotrópico, por lo que las direcciones
que presentan una mayor anisotropı́a son las que involucran a las cadenas de poliedros AOn,
mientras que, las direcciones más resistentes son las que involucran a los poliedros BOn. Esto
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se ha observado en algunas familias de scheelitas de molibdatos AMoO4 [73], wolframatos
AWO4 [74] y pertecnetatos ATcO4 [75], pero también en otro tipo de estructuras como la
tipo CrVO4 [76] y fergusonita [9].

La naturaleza atómica de los cationes juega un papel fundamental en las propiedades
electrónicas [77], elásticas [78] y mecánicas [75] de los compuestos. Cuando el catión A o
B son metales alcalinos, metales alcalinotérreos, metales de transición, elementos de bloque
p, tierras raras, lantánidos, actı́nidos, esto determina la configuración electrónica, princi-
palmente los electrones involucrados en la capa de valencia determinan el tipo de enlace,
iónico, covalente, covalente polar, metálico [79, 80]. Y con esto cambian significativamente
las dimensiones y la distribución de la densidad de carga en los enlaces y en la estructura.
Ambos puntos tienen consecuencias importantes en la anisotropı́a elástica del sistema. Au-
nado a estos, los compuestos ABO4, pueden presentan compuestos con tendencias marcadas
si se tienen familias que tengan similares electrones de valencia, esto al tener como catión
A uno que pertenezca al mismo grupo en la tabla periódica, pueden presentar tendencias en
aspectos cristalográficos [75], propiedades electrónicas [81], elásticas [82], mecánicas [83]
y vibracionales [70].

Diagrama de Bastide

Debido a la gran diversidad de compuestos ABO4, Bastide propuso una manera sistemáti-
ca para organizar, agrupar y representar como estos compuestos cristalizan. Esta herramienta
es el diagrama de Bastide [84]. Esté es una representación grafica en dos dimensiones, donde
sus ejes x y y representan las relaciones de aspecto de los cationes con el anión, rA/rX y rB/rX ,
respectivamente, ver Fig. 2.8. La primera consideración de ordenamiento son los radios ióni-
cos de Shannon [85], estos provienen de medidas experimentales realizadas en diferentes
compuestos y estructuras, estos varı́an con respecto a otro parámetro muy importante que es
el número de coordinación.

El diagrama de Bastide se encuentra dividido por zonas o dominios, estos se delimitan
considerando los siguientes parámetros: el tamaño de los cationes y el número de coordina-
ción, que se representa entre corchetes ([A:B]), ver Fig. 2.8. Cuando algunos de los dominios
no se pueden definir de manera exacta se tiende a realizar un estudio de casos especiales o
especı́ficos, como por ejemplo el FeWO4, que de acuerdo al diagrama de Bastide, adopta
una estructura monoclı́nica, tipo wolframita, sin embargo, los valores de las relaciones de
aspecto se encuentran en los lı́mites para poder serlo.

Otra aplicación importante del diagrama de Bastide es la predicción de las secuencias
de transición de los compuestos ABO4 bajo presión. El primer comportamiento ideal de
los compuestos ABO4 bajo presión es la regla al “Noreste”(NE). Esta regla nos dice que el
camino o el recorrido que tendrán que seguir los compuestos al transitar de un dominio a
otro bajo presión deberı́a ser siguiendo la dirección al noreste en el diagrama, tal y como se
muestra en la Fig. 2.8 con lı́neas sólidas en color negro y rojo para algunos fosfatos APO4.
Sin embargo, no siempre ocurre de esta forma.

A continuación se describirán las caracterı́sticas cristalográficas de cada uno de los tipos
de estructuras que se estudiaron en esta tesis.

38



Figura 2.8: Diagrama de Bastide reportado por Pereira en 2019 [72].

Estructura tipo scheelita

Presenta un sistema cristalino tetragonal centrado en el cuerpo, SG I41/a, No. 88 Z=4,
ver Fig. 2.9 (a). Las posiciones de Wyckoff no equivalentes (WP) son: para el catión A 4b
(0, 0.25, 0.625), para el catión B 4a (0, 0.25, 0.125) y para el O 16 f (x, y, z). Internamente,
la estructura se conforma por cadenas de dodecaedros distorsionados (AO8) que comparten
bordes a lo largo de la dirección [001] con otros AO8 y tetraedros (BO4), mientras que los
BO4 dominan el plano (110). Dentro de la estructura, el catión A tiene una coordinación de 8
y presenta dos distancias de enlace no equivalentes (dA−O1 < dA−O2), mientras que el catión
B tiene una coordinación de 4, y una sola distancia de enlace no equivalente (dB−O1) como
se puede observar en la Fig. 2.9 (b).

Las scheelitas dominan la zona central del diagrama de Bastide debido al rango de ta-
maño de los radios iónicos de los cationes con rA (0.83 a 174 pm) y rB (0.37 a 0.42 pm). En
la Fig. 2.9 (c), se presenta el universo de scheelitas que se planteó al principio de doctora-
do, considerando dos condicionales para incluirlas en este compendio de compuestos. Que
cristalizaran a condición ambiente de presión y temperatura en esta estructura y que fueran
compuestos que transitarán a esta estructura y que su transición fuera irreversible, es decir,
que si se llegaba a la fase scheelita por altas presiones, al despresurizar el sistema, la fase
scheelita se conservara, como el caso del CaSeO4 [86].

Estructura tipo fergusonita

Presenta un sistema cristalino monoclı́nico centrado en el cuerpo con SG I2/a, No. 15, Z
= 4, ver Fig. 2.10 (a). Sus WP no equivalentes son: para el catión A 4e (0, 0.37470, 1/4), para
el catión B 4e (0, 0.87667, 1/4) para el caso de los O existen dos posiciones 8 f (0.75808,

39



Figura 2.9: (a) Estructura tipo scheelita y (b) área central del diagrama de Bastide.

0.03260, 0.33233) y 8g (0.32859, 0.28332, 0.32036), respectivamente.

La estructura fergusonita es una versión distorsionada de la fase scheelita obtenida por
altas presiones y provocada por una pequeña distorsión de las coordenadas internas de la
estructura. Lo cual provoca una distorsión poliedral en BO4 y en el ángulo β. Debido a esto,
internamente su arreglo poliedral es muy similar al presentado en la estructura tipo scheelita.
El catión A tiene una coordinación de 8 y presenta dos distancias de enlace no equivalentes
(dA−O1 y dA−O2), mientras que el catión B tiene una coordinación de 4 y también presenta
dos distancias de enlace distintas (dB−O1 y dB−O2). Para ambos poliedros (dM−O1 < dM−O2)
donde M = A y B como se puede observar en la Fig. 2.10 (a).

Estructura tipo CrVO4

Tiene un sistema cristalino ortorrómbico con SG Cmcm, No. 63, Z = 4, ver en la Fig.
2.10 (b). Sus WP no equivalentes son: para el catión A ocupa la 4a (0, 0, 0), para el catión
B ocupa 4c (0, y, 0.25) y para los O ocupa 8 f (0, y , z) y 8g (x, y, 0.25). Internamente, la
estructura consiste en poliedros distorsionados de AO6 que comparten bordes a lo largo de
la dirección [001]. Las cadenas de AO6 están enlazadas entre sı́ por medio de los tetraedros
distorsionados BO4, mientras que los tetraedros BO4 permanecen aislados entre sı́, como
puede verse en la Fig. 2.10 (b).

Hay dos distancias interatómicas no equivalentes en los AO6, la distancia apical (dA−O1)
y la distancia ecuatorial (dA−O2), ver Fig. 2.10 (b). En los tetraedros BO4, hay dos distancias
interatómicas distintas (dB−O1 y dB−O2). En ambos poliedros, la distancia interatómica res-
pectiva dM−O2 es mayor que dM−O1 . Dentro de los poliedros, hay ángulos importantes para
mencionar que son relevantes para los cambios estructurales de los poliedros bajo presión. El
ángulo α se forma entre el plano ecuatorial del octaedro AO6 y el enlace polar. Mientras que
el ángulo β (γ) está entre las dos distancias interatómicas dB−O1 (dB−O2) de los tetraedros.
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Figura 2.10: (a) Estructura tipo fergusonita y (b) CrVO4.

2.17. Detalles computacionales

Los cálculos de energı́a total se realizaron en el marco de la teorı́a funcional de la den-
sidad [87] y el método de onda aumentada por proyector (PAW) [35, 88] implementado en
el paquete de simulación VASP [36]. Utilizamos una energı́a de corte de onda plana de 520
eV para garantizar una alta precisión en nuestros cálculos. La energı́a de correlación e in-
tercambio se describió dentro de la aproximación de gradiente generalizado (GGA) en la
formulación de Perdew-Burke-Ernzerhof para sólidos [89].

El volumen de equilibrio (V0), correspondiente al mı́nimo de energı́a en la curva V −E,
ocurre cuando la presión es menor o igual a ±0.03 GPa. Los resultados de la estructura
cristalina se analizaron con el programa VESTA [90]. Para los cálculos de las scheelitas y
el FeVO4-II se realizó un barrido de aproximadamente -6 a 10 GPa, mientras que para el
CdMoO4 se estudió en un rango de -10 a 20 GPa aproximadamente. Para obtener el módulo
de bulto y la derivada del módulo de bulto con la presión se utilizó el paquete VASPKIT [91]
considerando la ecuación de estados (EOS) de Birch-Murnaghan de tercer orden [37].

El esquema de Monkhorst-Pack se empleó para las integraciones de la zona de Brillouin
(BZ) [32] con una malla 4×4×2 (estructura tetragonal), 4×2×4 (estructura monoclı́nica) y
4×3×3 (estructura ortorrómbica). En la configuración de equilibrio, las fuerzas son inferio-
res a 0,3 meV/Å por átomo en cada dirección cartesiana. Los resultados con mayor precisión
sobre las fuerzas son necesarios para los cálculos de la matriz dinámica utilizando el enfoque
de constante de fuerza directa [92]. Esto nos permite identificar la representación irreducible
en BZ y el carácter de los modos vibracionales en el centro de la zona (punto Γ).

La estructura de bandas y la densidad de estados (DOS) fueron calculadas utilizando la
estructura primitiva. Para la estructura de bandas se utilizaron 30 puntos k entre cada punto
especial de la zona de Brillouin, mientras que para la DOS se utilizó una malla de Monkhorst-
Pack de 12×12×12. Calculamos la densidad electrónica con una grid refinada cuatro veces
la grid utilizada en la optimización estructural para ser analizada dentro de los fundamentos
de la Teorı́a Cuántica de Átomos en Moléculas (QTAIM) [93]. Para obtener la información
de los puntos crı́ticos de enlace (BCP) se usó el código CRITIC [94, 95].

Calculamos las constantes elásticas con una malla del doble de puntos k para el cálculo
autoconsistente, de acuerdo a estudios de convergencia realizados. Consideramos un lı́mite
de energı́a de corte de onda plana de 570 eV y un parámetro POTIM de 0.016. El tensor
elástico se determina realizando seis distorsiones finitas de la red y derivando las constantes
elásticas de la relación tensión-esfuerzo [96].
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Los fonones se calcularon utilizando el programa PHONON [92], con el cual se obtiene
de forma directa la simetrı́a de cada modo. Además, se puede determinar el espectro de
fonones en toda la zona de Brillouin y la densidad de estados de fonones. El PHONON se
utiliza en conjunto con el programa VASP, de tal manera que la obtención de los fonones
sigue siendo bajo condiciones de cálculos de primeros principios. Para lo cual se utilizan los
parámetros estructurales obtenidos en los cálculos de minimización de energı́a. El cálculo
de fonones en el punto Γ se realiza con la celda convencional. Mientras que, el cálculo en
toda la zona de Brillouin se realiza con una supercelda de al menos 2×2×2 veces la celda
unitaria.
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Capı́tulo 3

Molibdatos AMoO4

3.1. Descripción de los molibdatos

Los molibdatos AMoO4 son una de las familias más estudiadas de los compuestos ABO4,
debido a que se han utilizado en aplicaciones importantes como detectores criogénicos [97],
materiales luminiscentes [78], materiales centelladores [82], en fibra óptica [98], host para
láseres [99], deflectores acústicos-ópticos [100], conductores de iones, como catalizadores
[97], materiales fluorescentes [2] y en aplicaciones en el campo de la geofı́sica [11], por
mencionar algunas.

Los molibdatos ABO4 cristalizan en una estructura tipo scheelita, por lo cual se sitúan
en la zona central del diagrama de Bastide [1], siempre y cuando el tamaño del radio iónico
del catión A (rA) esté en un rango de 83 a 174 pm y el tamaño del radio iónico del catión
B (rB) tenga valores entre 37 y 42 pm. En esta familia rA = 110 (Cd), 112 (Ca), 125 (Eu),
126 (Sr), 129 (Pb), 142 (Ba), 148 (Ra) pm y rB = 41 pm (Mo), por lo que se esperarı́a que
estos compuestos sean estables en la fase scheelita a condiciones ambiente. Sin embargo,
aún no se ha determinado la estabilidad elástica y dinámica de algunos de estos compuestos,
tal es el caso del RaMoO4, del que solo han reportado algunos parámetros cristalográficos
[8]. Siendo que la principal limitante experimental en el estudio de este compuesto es la na-
turaleza radiactiva del Ra. Otro compuesto que no ha sido muy explorado es el EuMoO4, ya
que solo se ha estudiado bajo presión para terminar la secuencia de transición [9], además de
algunos estudios de propiedades luminiscentes [10], pero en ninguno de estos se determina
la estabilidad de esta fase a condiciones ambiente o bajo presión.

De acuerdo a lo anterior, en este capı́tulo se estudian los parámetros cristalográficos,
propiedades electrónicas, elásticas, mecánicas y vibracionales de los molibdatos AMoO4 a
presión ambiente, con la finalidad de determinar la estabilidad elástica y dinámica de todas
las scheelitas de esta familia. Además, se presenta un análisis del comportamiento de las
propiedades estudiadas para encontrar tendencias como función del tamaño del radio iónico
de los cationes.
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Tabla 3.1: Parámetros estructurales de los compuestos AMoO4: a y c son los parámetros de
red, V es el volumen, WP es la posición de Wyckoff del O, B es el módulo de compresibi-
lidad y B′ es la derivada de B con respecto a la presión. Los resultados para este trabajo se
identifican con el sı́mbolo ⋆.

A a c c/a V WP B B′ Ref.

(Å) (Å) (Å) (Å3) x y z (GPa)

Cd 5.1730 11.1172 2.14 297.50 0.16042 0.00581 0.21348 110.8 5.3 ⋆
5.1540 11.1810 2.16 297.00 112 9 [9]

Ca 5.2175 11.3212 2.16 308.20 0.15407 0.00555 0.21147 80.8 5.0 ⋆
5.2220 11.4250 2.18 311.60 0.14900 0.00690 0.20890 81.5 4 [101]

Eu 5.3840 11.8705 2.20 344.10 0.14362 0.01125 0.20835 70.9 5.3 ⋆
5.3870 11.8810 2.20 344.70 71.0 4.0 [9]

Sr 5.4020 11.9458 2.21 348.60 0.14129 0.01173 0.20789 70.6 9.2 ⋆
5.3940 12.0190 2.22 349.70 0.14000 0.00200 0.19900 71 4.2 [1]

Pb 5.4373 11.9836 2.20 354.30 0.14361 0.01459 0.20779 72.5 4.0 ⋆
5.4240 12.0960 2.23 355.80 69 6 [100]

Ba 5.6063 12.7261 2.26 400.00 0.12383 0.01640 0.20339 62.3 4.2 ⋆
5.5800 12.8200 2.29 399.16 0.11460 0.00650 0.20010 56 4 [102]

Ra 5.6760 13.0517 2.29 420.50 0.11605 0.01654 0.20166 57.2 4.5 ⋆
5.6500 13.2300 2.34 422.33 [8]

3.2. Parámetros estructurales

Los parámetros estructurales de los compuestos ABO4 con estructura tipo scheelita se
obtuvieron realizando cálculos de minimización de la energı́a a los sistemas para diferen-
tes volúmenes en un rango de presión de -5 a 12 GPa, aproximadamente, permitiendo que
los parámetros de red y las coordenadas internas se relajarán en cada volumen. Las cur-
vas de volumen-energı́a obtenidas se ajustaron con la ecuación de estado de tercer orden de
Birch-Murnaghan [37] para obtener el módulo de compresibilidad y su derivada respecto a
la presión.

En la Tabla 3.1, se presentan los parámetros estructurales de forma ascendente respecto a
rA de los molibdatos AMoO4 y se enlistan los parámetros de red (a y c), la relación c/a que se
reporta tı́picamente, la posición de Wyckoff (WP) del oxı́geno, el módulo de compresibilidad
(B) y la derivada del módulo de compresibilidad respecto a la presión (B′). Observamos que
existe un buen acuerdo entre los resultados reportados experimentalmente y los nuestros,
siendo la mayor diferencia de ≈1% para V , mientras que la diferencia de los parámetros
de red es inferior al 1% para todos los molibdatos ABO4. Por otro lado, para B la mayor
diferencia se encontró en los resultados del PbMoO4, menor al 10% si se compara con la Ref.
[100], lo cual está dentro del error aceptable en la literatura. La discrepancia que hay entre
los resultados de este trabajo, con los reportados experimentalmente proviene del funcional
de correlación e intercambio utilizado. Mientras que LDA subestima los resultados de V
respecto a los reportados experimentalmente, lo cual deriva en un mejor empaquetamiento
en el cristal y en consecuencia un valor alto en sus propiedades mecánicas [73, 103], PBEsol
tiende a presentar resultados en V más cercanos a los reportados experimentalmente [73],
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Figura 3.1: Parámetros cristalográficos para los molibdatos respecto a rA: (a) volumen de
equilibrio (V ), (b) parámetro de red a, (c) parámetro de red c y (d) módulo de compresibilidad
(B).

Tabla 3.2: Distancias interatómicas dentro de los poliedros AO8 y MoO4: dA−O1 y dA−O2 son
las distancias del catión A al oxı́geno, dMo−O es la distancia del Mo al oxı́geno y ∆d es el
parámetro de distorsión poliedral para AO8. Los resultados para este trabajo se identifican
con el sı́mbolo ⋆.

A dA−O1 dA−O2 dMo−O ∆d Ref. A dA−O1 dA−O2 dMo−O ∆d Ref.
(Å) (Å) (Å) (E-3) (Å) (Å) (Å) (E-3)

Cd 2.3799 2.4093 1.8033 1.08 ⋆ Pb 2.5874 2.6095 1.7979 0.75 ⋆
2.3736 2.4656 1.7466 [104] 2.6077 2.6321 1.7738 [2]

Ca 2.4190 2.4448 1.7976 1.06 ⋆ Ba 2.7354 2.7701 1.7867 1.11 ⋆
2.4469 2.4772 1.7767 [105] 2.7240 2.7450 1.7780 [102]

Eu 2.5475 2.5767 1.7970 1.00 ⋆ Ra 2.8002 2.8354 1.7864 1.10 ⋆
2.5746 2.5802 1.8397 [9]

Sr 2.5625 2.5951 1.7944 1.11 ⋆
2.5780 2.5830 1.6980 [1]

lo cual proporciona un menor error en, por ejemplo, B, sin embargo, hay otros factores que
influencian los resultados experimentales de B, uno de ellos es el medio transmisor de presión
adecuado, ver Sec. 2.14.

En la Fig. 3.1 se presenta el volumen, parámetros de red y el módulo de compresibilidad
en función de rA. De forma general, el volumen representa el comportamiento de los demás
parámetros cristalográficos. Este tiene una tendencia creciente conforme aumenta rA, debido
al aumento de los parámetros de red a y c. Siendo que el parámetro de red c aumenta signifi-
cativamente más respecto a rA, aproximadamente un 17% en comparación con el parámetro
de red a, sı́ se comparan los valores del CdMoO4 y del RaMoO4, que son los compuestos con
rA más pequeño y más grande, respectivamente. Mientras que, el módulo de compresibilidad
muestra un comportamiento decreciente en función de rA, debido a que el factor de empa-
quetamiento disminuye conforme aumenta rA. Esto se discutirá en detalle en las siguientes
secciones.
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poliedral en el dodecaedro (∆d) de los molibdatos como función de rA.

En la Tabla. 3.2 se presentan las distancias interatómicas no equivalentes dentro del dode-
caedro distorsionado (dA−O1 y dA−O2), la distancia dentro del tetraedro (dMo−O), el parámetro
de distorsión poliedral (∆d) y resultados experimentales reportados en la literatura. En la Fig.
3.2 se han graficado las distancias interatómicas en el dodecaedro y tetraedro, ası́ como los
volúmenes poliedrales respecto a rA. De acuerdo a la Fig. 3.2 (a) y (b), el comportamiento
de dA−O1 y dA−O2 en el dodecaedro AO8 y de VAO8 es similar al observado en el parámetro
de red c y en V . Entonces, el comportamiento en el volumen, se debe a la organización de
las cadenas de dodecaedros distorsionados AO8 que se encuentran distribuidas en el cristal
de forma paralela al eje z, ver descripción de la estructura tipo scheelita en la Sec. 2.16. Por
lo que, al incrementar el valor de las distancias interatómicas en el dodecaedro y el volumen
del mismo respecto a rA, aumenta el parámetro de red c y en consecuencia el volumen del
cristal. Mientras que, las distancias en el tetraedro son casi invariantes respecto a rA, ver Fig.
3.2 (c).

Por último, el parámetro de distorsión poliedral toma valores muy pequeños, en el caso
de las scheelitas isoelectrónicas observamos que la tendencia en ∆d es ligeramente creciente,
lo que indica que conforme incrementa rA las distancias interatómicas tienden a ser más
cercanas entre sı́. Por otro lado, el PbMoO4 y el EuMoO4 tienen un cambio de tendencia
evidente, sin embargo, es irrelevante la pequeña diferencia entre ellos. Observamos que los
molibdatos de metales alcalinotérreos: CaMoO4, SrMoO4, BaMoO4 y RaMoO4 siguen una
tendencia lineal creciente en los parámetros estructurales respecto a rA, mientras que los
otros compuestos se desvı́an ligeramente de la linealidad, lo que deriva de la diferencia en
los electrones de valencia.

3.3. Estructura electrónica

Se ha reportado en la literatura que algunos compuestos con estructura tipo scheelita
se comportan como semiconductores [106]. Donde la influencia de la naturaleza atómica
del catión A se relaciona directamente con el valor y tipo de brecha electrónica (Eg). La
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alcalinotérreos. La lı́nea discontinua roja corresponde al nivel de Fermi.

cual tiende a ser más grande y directa en compuestos que presentan contribuciones s y p
del catión A y del O, respectivamente, en el máximo de la banda de valencia (MBV) y
contribuciones de los estados d y p del catión B y del O, respectivamente, en el mı́nimo de
la banda de conducción (MBC). Por otro lado, la Eg es pequeña e indirecta en compuestos
que presentan contribuciones de los orbitales p, d y f del catión A y estados p del O, en el
MBV y contribuciones de los orbitales d y p del catión B y del O, respectivamente, en el
MBC [107], tal como se verá en los resultados obtenidos en esta sección.

En la Fig. 3.3 se presenta la estructura de bandas y la densidad de estados (DOS) para
los molibdatos AMoO4 isoelectrónicos. El MBV y el MBC se sitúan en el punto Γ, es decir,
presentan una brecha electrónica directa, consistente con lo reportado en la literatura [97].
Lo cual nos asegura que los resultados de la estructura electrónica para el RaMoO4 son
confiables. La estructura de bandas muestra que la contribución que predomina en el MBV
son los estados 2p del O, mientras que en el MBC son las contribuciones 4d del Mo. Por otro
lado, los estados s de los cationes A, tienen una contribución muy pequeña en el MBV y en
el MBC, lo cual provoca que la brecha electrónica sea directa de acuerdo a lo reportado en la
literatura [81], este comportamiento se ha observado en las scheelitas isoelectrónicas de otras
familias como se verá en los siguientes capı́tulos. De acuerdo a la DOS, podemos ver que
hay una fuerte contribución de los estados 2p del O por debajo del nivel de Fermi y hasta -3
eV, las contribuciones 4d del Mo aparecen notoriamente hasta -4.5 eV para el CaMoO4. Este
comportamiento se presenta en todas las scheelitas isoelectrónicas, sin embargo el rango de
las contribuciones sufre un ligero corrimiento a la izquierda conforme aumenta rA. También
la intensidad de la DOS incrementa conforme aumenta el rA, ya que conforme aumenta rA la
densidad electrónica de A es mayor.
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En la Fig. 3.4 (a), (b) y (c) se muestra la estructura de bandas y la DOS para el CdMoO4,
el PbMoO4 y el EuMoO4, respectivamente. Para el CdMoO4 la brecha electrónica es directa,
esto es consistente con lo reportado en la literatura por Monteseguro [79]. En este caso,
de acuerdo a la estructura de bandas, el MBV y el MBC están ocupados por los mismos
suborbitales que los molibdatos isoelectrónicos. Sin embargo, la contribución de los estados
4d del Cd son significativamente más grandes que la participación de los estados s de los
cationes isoelectrónicos, lo cual se ve reflejado en la ionicidad de los enlaces Cd-O, lo cual
se discutirá más adelante.

El PbMoO4, presenta una brecha electrónica indirecta del punto ∆ al punto Σ, los cuales
se sitúan entre los puntos Γ-X y Z-Γ, respectivamente, ver Fig. 3.4 (b). La estructura de
bandas muestra que en el MBV hay contribuciones de los orbitales 6s del Pb y 2p del O,
mientras que, en el MBC hay contribuciones de los estados 4d del Mo y estados por encima
del MBC presentan una fuerte contribución de los estados 6p del Pb. La fuerte participación
de los estados s y p del Pb y O, respectivamente, en el MBV y los estados p y d del Pb
y del Mo, respectivamente, en el MBC, provoca que la brecha electrónica sea indirecta, de
a cuerdo a lo que se ha reportado en la literatura para PbWO4 [80, 108, 109], que es un
compuesto isoestructural e isoelectrónico con PbMoO4.

En cuanto al EuMoO4, este compuesto fue calculado considerando las diferentes confi-
guraciones magnéticas, nuestros resultados mostraron que la configuración de menor energı́a
se obtiene cuando se considera un acoplamiento ferromagnético entre los átomos de Eu. Re-
visando la literatura, se encontró que este comportamiento se observa también en el EuO
[110]. De acuerdo a la Fig. 3.4 (c), cerca del nivel de Fermi se encuentran localizadas las
bandas para los estados del Eu, mostrando una brecha electrónica indirecta del punto ∆ al
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Tabla 3.3: Resultados obtenidos del análisis QTAIM de los molibdatos: dA−O1 y dA−O2

(dA−BCPn) son las distancias interatómicas dentro del dodecaedro AO8 (de A a BCPn), εBCPn

es la elipticidad en BCPn y ∇2ρBCPn es el Laplaciano en BCPn.

A dA−O1 dA−BCP1 εBCP1 ∇2ρBCP1 dA−O2 dA−BCP2 εBCP2 ∇2ρBCP2

(Å) (Å) (a.u.) (Å) (Å) (a.u.)

Cd 2.3798 1.2385 0.0334 0.1761 2.4093 1.2526 0.0144 0.1617
Ca 2.4248 1.2171 0.0452 0.1488 2.4545 1.2294 0.0431 0.1341
Eu 2.5472 1.3638 0.0120 0.1399 2.5766 1.3774 0.0555 0.1303
Sr 2.5621 1.3409 0.0233 0.1229 2.5947 1.3552 0.0127 0.1171
Pb 2.5874 1.3856 0.0208 0.1096 2.6094 1.3964 0.0032 0.1039
Ba 2.7353 1.4932 0.0348 0.0993 2.7701 1.5095 0.0557 0.0927
Ra 2.8001 1.5506 0.0152 0.0926 2.8354 1.5669 0.0492 0.0863

punto Γ para los estados de espı́n up, donde el punto ∆ se ubica entre los puntos Γ y X.
Mientras que hay una brecha directa del punto Γ al punto Γ para los estados de espı́n down.
La DOS muestra una fuerte contribución de los estados 2p del O en un rango de energı́a de
-2 eV a -4.5 eV por debajo del nivel de Fermi. Además, se puede observar que después de
-3 eV existe una hibridación fuerte entre el O y el Mo, similar a lo observado en el EuWO4
[68].

Los valores obtenidos para la brecha electrónica en este trabajo son: 2.19, 3.08, 3.33,
3.43, 2.55, 3.88 y 3.92 eV para CdMoO4, CaMoO4, EuMoO4, SrMoO4, PbMoO4, BaMoO4
y RaMoO4, respectivamente. Nuestros resultados son cercanos a los reportados experimen-
talmente 2.4, 3.41, 3.72, 2.59, 3.88 eV para el CdMoO4 [111], el CaMoO4 [80], el SrMoO4
[112], el PbMoO4 [80] y el BaMoO4 [98], respectivamente, ver Fig. 3.5. Es evidente que Eg
presenta una tendencia creciente respecto a rA en las scheelitas isoelectrónicas. En contraste,
en los demás compuestos Eg toma valores por debajo de linealidad. Esto nos muestra que la
ocupación del catión A en el MBV y en el MBC tiene una fuerte influencia en el tipo y valor
de la brecha electrónica.

Para complementar los resultados de la estructura electrónica se analizó la densidad de
carga de acuerdo al método QTAIM. De a cuerdo a este análisis se obtuvieron los resultados
presentados en la Tabla 3.3, que contiene los valores de las distancias de enlace no equiva-
lentes (dA−O1 y dA−O2) en el dodecaedro AO8, las distancias del catión A al BCPn (dA−BCPn),
la elipticidad en el BCP (εBCPn) y el Laplaciano en BCP (∇2ρBCPn). La Tabla 3.3 muestra

49



120 140
r

A
 (pm)

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

d
A

-B
C

P n

 (
Å

)

Cd

Ca

Sr

Pb

Ba

Ra

Eu

(a)

BCP1

BCP2

120 140
r

A 
 (pm)

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

∇
2
ρ

B
C

P
n

 (
a.

u
.)

Cd

Sr

Pb

Ba
Ra

Ca

Eu

BCP
1

BCP
2

Figura 3.6: Distancias del catión A al BCP (dA−BCPn) y Laplaciano obtenido en el BCP
(∇2ρBCPn) de los molibdatos respecto a rA.

que la distancia dA−BCP2 es mayor que la distancia dA−BCP1 , misma tendencia presentada en
las dA−O1 y dA−O2 . También, las distancias dA−BCPn indican que los BCP dentro del AO8
se posicionan más cerca del catión A que del O, y estas distancias aumentan con respecto a
rA, siendo el RaMoO4 el compuesto con los valores de dA−BCPn más grandes. De acuerdo al
análisis de la elipticidad, la anisotropı́a en los enlaces es pequeña y presenta la misma ten-
dencia del Laplaciano. Por último los valores obtenidos para el ∇2ρBCPn indican que todos
los enlaces A-O son iónicos.

En la Fig. 3.6 (a) se presentan las distancias dA−BCPn . Observamos que las distancias
dA−BCPn tienen un comportamiento creciente respecto a rA, y representan la misma tenden-
cia de las distancias interatómicas en AO8, ver la Fig. 3.2 (a), lo cual indica que se puede
describir la estructura cristalina de los sistemas mediante el análisis de la densidad de carga.
Según la Fig. 3.6 (b) el ∇2ρBCPn disminuye respecto a rA, la reducción del Laplaciano indica
que los enlaces A-O se vuelven más débiles conforme aumenta rA. Los valores promedio
obtenidos para CaMoO4 (0.14 a.u.), EuMoO4 (0.13 a.u.) y SrMoO4 (0.12 a.u.) se encuentran
entre los reportados para el PbMoO4 y CdMoO4 (≈0.11 - 0.15 a.u.) [79]. Mientras que los
resultados para BaMoO4 y RaMoO4 son similares al valor reportado por Monteseguro [79]
para BaMoO4. El decremento del Laplaciano puede explicarse, en términos de la electrone-
gatividad y la forma en la que esta propiedad se comporta en la tabla periódica. El valor de
∇2ρBCPn decrece para compuestos con un catión A isoelectrónico, tal como decrece el valor
de la electronegatividad. Mientras que, para el CdMoO4, EuMoO4 y PbMoO4 pertenecen a
diferentes periodos, siendo el de mayor electronegatividad el Cd, en el enlace Cd-O.

3.4. Propiedades elásticas

Las constantes elásticas para los molibdatos AMoO4 se presentan en la Tabla 3.4. Los
resultados obtenidos cumplen con los criterios de estabilidad elástica de la Sec. 2.12. En
general, para estos compuestos, se reporta en la literatura que el funcional LDA tiende a so-
brestimar el valor de las constantes elásticas [73, 78, 113], en comparación con los resultados
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Tabla 3.4: Constantes elásticas cij (en GPa) de los molibdatos. Los resultados para este tra-
bajo se identifican con el sı́mbolo ⋆.

A c11 c12 c13 c16 c33 c44 c66 Ref.

Cd 152.50 83.03 79.36 11.10 133.84 17.36 27.30 ⋆
Ca 143.60 65.05 49.57 15.50 126.25 32.96 40.22 ⋆

144.00 65.00 45.00 14.00 126.00 36.90 46.10 [114]
Eu 119.17 60.00 43.70 13.53 101.27 32.69 43.82 ⋆
Sr 119.22 61.74 46.27 13.11 103.86 33.86 43.42 ⋆

119.00 62.00 48.00 12.00 104.00 34.90 42.00 [114]
Pb 112.31 69.17 53.06 12.65 94.43 25.50 40.66 ⋆

109.00 68.00 53.00 14.00 92.00 26.70 33.70 [114]
Ba 95.31 56.86 44.44 10.73 83.43 27.50 34.07 ⋆
Ra 87.84 54.40 44.59 10.35 77.38 24.81 29.69 ⋆

obtenidos con el funcional PBEsol. La Tabla 3.4 muestra que las constantes elásticas calcu-
ladas para CaMoO4, SrMoO4 y BaMoO4 se encuentran en buen acuerdo con los resultados
experimentales. En la Fig. 3.7 se presentan las cij respecto a rA. Encontramos que c11 > c33,
lo cual indica que hay una mayor resistencia a la deformación longitudinal a lo largo del eje
x (y), en comparación con el eje z, consistente con lo observado en el análisis estructural y
el Laplaciano en los BCPn. En este sentido el RaMoO4 es el sistema menos empaquetado y
con el menor valor de Laplaciano en sus BCPn, por lo que el valor de sus constantes elásticas
de tipo compresión longitudinal son evidentemente menores en comparación con las de los
otros molibdatos.

Para las constantes de expansión transversal, se observa que c12 > c13, lo que significa
que la dirección más propensa a la deformación transversal es la [001], en especial para
el RaMoO4, tomando valores de 54.4 (c12) y 44.6 (c13) GPa, respectivamente. Siendo el
RaMoO4 el compuesto con los valores de las constantes elásticas de este tipo más bajas. Lo
cual también se relaciona con el empaquetamiento del cristal y la ionicidad en el enlace A-O.
Por otro lado, el CdMoO4 y el PbMoO4 tienen los valores más altos en este tipo de constantes
elásticas. En el caso del CdMoO4, c12 (83.03 GPa) y c13 (79.36 GPa) toman valores muy
cercanos si se compara con todos los demás compuestos, lo cual indica que el CdMoO4
podrı́a deformarse transversalmente de forma casi homogénea si se aplicara un esfuerzo en
la dirección [100]. Mientras que, el PbMoO4 presenta una brecha mayor entre c12 (69.17
GPa) y c13 (53. 06 GPa), lo que significa que aunque el PbMoO4 presente valores superiores
para este tipo de constantes, apenas por debajo de las presentadas en el CdMoO4, la dirección
más proclive a esta deformación es la [001] al igual que todos los demás compuestos, ver
Fig. 3.7. El comportamiento anterior en el PbMoO4 se relaciona cristalográficamente con la
reducción de las distancias interatómicas en el dodecaedro PbO8.

La constante c16 es la que presenta los valores más bajos de todas las constantes elásti-
cas, por debajo de 15.50 GPa, lo cual indica que el plano (110) para estos cristales es muy
propenso a la deformación cortante si se aplica un esfuerzo en eje x (y). El comportamiento
de esta constante es muy importante, ya que se relaciona con la deformación del ángulo β en
el cristal, mismo que se deforma al ocurrir la transición de la fase scheelita a la fergusonita
bajo presión.
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La constante elástica de tipo cortante c66 es mayor que c44 para todos los molibdatos. Lo
que indica que para esta familia el plano (011) es más proclive a fallar por esfuerzo cortante.
Este plano involucra al eje z, el cual es significativamente más sensible a la deformación
longitudinal y transversal en comparación con el eje x o y. En la Fig. 3.7 se observa que c44
presenta un ligero comportamiento creciente. Sin embargo, el EuMoO4 y el SrMoO4 se salen
de la tendencia, aumentando inesperadamente. En el caso del EuMoO4 este comportamien-
to es provocado por el incremento de la ionicidad en el enlace Eu-O, por otro lado, para el
SrMoO4 el aumento de esta constante se debe al comportamiento estructural. Mientras que
la c66 presenta un decremento respecto a rA. Sin embargo, para el CdMoO4 y el CaMoO4 se
observa un decremento pronunciado, el cual se asocia con el comportamiento de dA−On . La
Fig. 3.7 muestra que las cij tienden a decrecer conforme aumenta rA, a excepción de la cons-
tante c44, esta tendencia es más notoria en las scheelitas isoelectrónicas. El comportamiento
de las constantes elásticas se verá plasmado en los valores obtenidos para las propiedades
mecánicas y los factores anisotrópicos cortantes, como lo veremos a continuación.

3.5. Propiedades mecánicas

Las propiedades mecánicas fueron calculadas a partir de las constantes elásticas siguien-
do el procedimiento previamente descrito en la Sec. 2.12. En la Tabla 3.5 se presenta el
módulo de compresibilidad (B), módulo cortante (G), módulo de Young (E), coeficiente de
Poisson (ν), relación de Pugh (B/G) y dureza de Vickers (HV) para los molibdatos ABO4.
Después de comparar algunas de las propiedades mecánicas (B, G y E) para el CaMoO4 [4]
y el SrMoO4 [115] con el valor experimental de cada referencia, encontramos que existe un
buen acuerdo con los resultados de este trabajo.

En la Fig. 3.8 se han graficado los resultados de las propiedades mecánicas en función
rA. De acuerdo a la Fig. 3.8 (a), se observa un buen acuerdo con los resultados obtenidos
para B por ambos métodos y nos permite usar esta metodologı́a para estudiar al RaMoO4.
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Tabla 3.5: Propiedades mecánicas de los molibdatos: módulo de compresibilidad (B), módulo
cortante (G), módulo de Young (E), relación de Poisson (ν), relación de Pugh (B/G) y dureza
Vickers (HV). ν y B/G son adimensionales, los demás valores tienen unidades de GPa. Los
resultados para este trabajo se identifican con el sı́mbolo ⋆.

A BV BR B GV GR G E ν B/G HV Ref

Cd 102.49 101.89 102.19 25.54 22.43 23.99 66.75 0.39 4.25 2.49 ⋆
Ca 82.42 81.51 81.97 37.84 34.93 36.39 95.10 0.30 2.25 3.33 ⋆

81.10 39.80 102.60 [4]
Eu 70.49 69.23 69.86 34.45 31.74 33.09 85.75 0.29 2.11 3.46 ⋆
Sr 72.31 71.28 71.80 34.55 31.85 33.20 86.31 0.29 2.16 3.29 ⋆

81.79 29.43 78.85 [115]
Pb 74.40 72.77 73.59 27.91 24.50 26.21 70.29 0.34 2.80 1.03 ⋆
Ba 63.05 62.14 62.59 26.30 23.24 24.77 65.66 0.32 2.52 1.42 ⋆
Ra 60.02 59.25 59.64 23.16 19.91 21.53 57.67 0.33 2.77 0.65 ⋆

Los molibdatos toman valores para B en un rango de 102 a 59.64 GPa para el CdMoO4 y
el RaMoO4, respectivamente, superiores a los valores presentados para otras familias como
pertecnetatos [74] y perrenatos [116]. Los molibdatos de metales alcalinotérreos presentan
una tendencia decreciente lineal en B respecto a rA, mismo comportamiento presentado en las
constantes elásticas de tipo compresión longitudinal y expansión transversal. En contraste,
B aumenta de forma inesperada para el CdMoO4 y el PbMoO4. Debido a que el CdMoO4
toma los valores más altos para cij de tipo compresión longitudinal y expansión transversal,
mientras que el PbMoO4 toma valores apenas por debajo del CdMoO4, lo cual se plasma en
el comportamiento de B. Como era de esperar, el valor y tendencia de B se relaciona con el
comportamiento estructural y la ionicidad del enlace A-O [117].

La Fig. 3.8 (b) muestra que G disminuye con el aumento de rA, para los molibdatos
isoelectrónicos, tal como se observa en las constantes de tipo cortante. El valor de G para
CdMoO4 es muy bajo debido a la disminución de c44 y c66 respecto a los valores de otros
compuestos, por ejemplo CaMoO4. Por otro lado, el PbMoO4 presenta un valor para G bajo,
apenas por encima del presentado en el BaMoO4, lo cual se asocia también con el valor de
las cij de tipo cortante, en especial c44. El módulo de Young presenta un comportamiento
similar al observado para G, esto es por la relación natural que existe en la fórmula para
calcularlo, donde involucra a B y G, ver Ec. 2.44.

El coeficiente de Poisson (ν) toma un valor que está dentro del rango tı́pico en materiales
cerámicos de ≈0.25–0.35 [54]. Por otra parte, ν se relaciona con la naturaleza iónica o co-
valente de los enlaces (A–O, B–O). Los materiales enlazados con enlaces covalentes tienen
valores de ≈0.1 [118], mientras que los materiales iónicos toman valores alrededor de 0.25
[77]. De a cuerdo a los valores obtenidos para ν, de 0.29 a 0.39, las scheelitas de esta fami-
lia son materiales cerámicos y los enlaces presentados en la estructura son iónicos, lo cual
es consistente con lo observado en las propiedades electrónicas al analizar el Laplaciano en
BCPn.

La fragilidad o ductilidad es una de las propiedades mecánicas más importantes, ya que se
relaciona ı́ntimamente con la deformación compresiva reversible y la capacidad que presenta
un material a resistir la fractura. Un material puede considerarse dúctil si la relación de
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Pugh es mayor a 1.75 [77], pero si es menor a este valor, es considerado frágil. Para estos
compuestos se obtuvieron valores por encima de 2.1, eso quiere decir que los materiales son
dúctiles, en especial el CdMoO4, mientras que para el EuMoO4 y el SrMoO4 la relación de
Pugh toma valores bajos, en comparación con otros molibdatos. Además, podemos ver que
la relación de Pugh sigue un comportamiento muy similar al de ν, ya que también involucra
naturalmente a B y G.

La dureza Vickers (HV) representa la resistencia de los materiales a la deformación plásti-
ca permanente. De acuerdo al modelo que se utilizó para calcular HV existe una relación
inversa con la relación de Pugh (k = G/B) [119]. Esto significa que el parámetro k se encuen-
tra relacionado con la fragilidad o ductilidad de los materiales. Considerando una relación
entre las propiedades elásticas y plásticas de los materiales, materiales frágiles tienen una
relación baja de k, mientras que, materiales dúctiles un valor alto para k [55]. Aunque HV no
depende solo de k, sino del producto de k y G, es natural que el comportamiento del módulo
cortante se vea plasmado en la dureza. De forma general, HV decrece respecto a rA para las
scheelitas isoelectrónicas a excepción de CaMoO4, ver Fig. 3.8 (f). El comportamiento para
el CdMoO4 se encuentra relacionado con su alto valor de B y pequeño valor de G al igual
que para el PbMoO4.

3.6. Anisotropı́a elástica
La anisotropı́a elástica se obtuvo con la metodologı́a de la Sec. 2.12. En la Fig. 3.9 se

presentan los factores anisotrópicos cortantes (A1 y A2), porcentaje de anisotropı́a para el
módulo de compresibilidad y cortante (AB y AG) y el ı́ndice de anisotropı́a universal (AU )
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como función de rA.

La Fig. 3.9 muestra que la anisotropı́a cortante es mayor en la dirección [001] (A3), de-
bido a que c66 es mayor a c44 y porque (2c11 −2c12) < (c11 + c33 −2c13) y esto se relaciona
directamente con la ecuación que se utiliza para calcular A3, ver Ec. 2.50. De forma gene-
ral, A1 y A3 aumentan respecto a rA, ver Fig. 3.9 (a). Se observa un comportamiento lineal
creciente para las scheelitas de metales alcalinotérreos, esta tendencia es provocada por el
comportamiento elástico mostrado en la Fig. 3.7. Por otro lado, el CdMoO4 presenta una
anisotropı́a baja en comparación al CaMoO4, la cual es causada por el alto valor de las cons-
tantes elásticas de tipo compresión longitudinal y expansión transversal, lo mismo sucede
con el PbMoO4.

De la Fig. 3.9 (b) es claro que AB es significativamente menor que AG, lo cual deriva
únicamente de la diferencia entre los resultados obtenidos por el método de Voigt y Reuss de
acuerdo a la Ec. 2.47. Es decir, BV y BR son muy similares, mientras que GV y GR presen-
tan una mayor diferencia. El modelo de Voigt [51] asume que la deformación es constante
cuando se aplica una carga axial sobre un material o cristal, en la dirección longitudinal del
mismo. Por otro lado, Reuss [52] considera que la tensión es homogénea al someter al cristal
bajo presión en la dirección transversal sobre el mismo. A estos métodos se les conoce co-
mo los limites superior e inferior de las propiedades mecánicas, respectivamente. En cuanto
a la tendencia, el comportamiento de AB es prácticamente lineal, mismo comportamiento
que siguen sus constantes elásticas. Mientras que AG sigue una tendencia creciente para las
scheelitas isoelectrónicas, a diferencia del CdMoO4 y del PbMoO4 que salen notoriamente
de la tendencia, ver Fig. 3.9 (b). En cuanto a AU , este describe de forma general la aniso-
tropı́a en el cristal. El comportamiento de AU es similar al observado en AG, el cual depende
de la variación de las constantes elásticas antes mencionadas. Ası́, cuanto mayor sean las
diferencias entre los resultados que se obtienen del método de Voigt y de Reuss, mayor será
la anisotropı́a universal, en este caso la diferencia es mayor para el módulo cortante G, lo
cual se relaciona con el comportamiento de las constantes elásticas.
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Tabla 3.6: Frecuencias Raman, IR y Silenciosos (ω en cm−1) para los molibdatos. Los resul-
tados para este trabajo se identifican con el sı́mbolo ⋆.

Ca Sr Cd Ba Eu Pb Ra

Modo ⋆ [120] ⋆ [121] ⋆ [122] ⋆ [123] ⋆ ⋆ [108] ⋆

Raman
T (Bg) 104.1 111.5 89.1 98 94.4 103 74.8 76 85.5 70.2 61 64.4
T (Eg) 142.3 145.8 111.5 114 103.1 107 78.6 79 91.4 64.4 66 58.4
T (Bg) 211.9 219.6 160.5 163 138.5 137 134.6 137 131.9 75.4 102 110.2
T (Eg) 186.1 193.3 137.2 141 151.8 154 109.9 109 133.2 109.8 72 95.1
R(Ag) 204.0 209.3 182.8 182 190.5 193 147.6 142 187.1 174.8 167 133.0
R(Eg) 263.7 270.9 231.1 236 270.5 282 192.6 191 233.7 197.4 191 176.0
ν2(Bg) 318.1 330.4 318.9 328 289.0 309 316.1 326 318.9 305.0 317 312.4
ν2(Ag) 309.2 322.8 313.4 328 291.9 309 313.3 326 311.2 304.8 317 311.2
ν4(Bg) 377.3 391.6 350.9 369 377.6 399 332.2 346 353.6 338.8 349 327.1
ν4(Eg) 388.1 403.6 364.4 384 391.7 401 344.2 360 365.0 342.3 349 337.2
ν3(Eg) 791.3 793.5 795.9 797 755.0 761 797.6 793 788.3 754.1 743 797.8
ν3(Bg) 836.2 847.2 836.7 846 815.6 825 834.7 839 824.6 772.8 764 833.1
ν1(Ag) 870.7 878.0 883.6 888 850.6 867 890.2 892 864.1 860.1 868 891.0

Infrarrojo
T (Eu) 139.0 123.7 118.1 98.5 118.3 89.6 84.8
T (Au) 186.5 151.4 134.3 128.3 132.0 75.5 108.1
R(Eu) 198.1 160.0 140.8 143.1 146.6 105.1 129.6
ν4(Au) 233.5 246.7 197.8 267.5 242.4 238.2 273.4
ν4(Eu) 299.6 302.3 279.5 304.1 300.4 281.4 303.6
ν2(Au) 413.5 386.3 418.9 360.3 386.5 357.6 349.7
ν3(Au) 769.6 786.9 717.4 799.2 780.6 756.1 802.4
ν3(Eu) 789.5 802.8 745.6 810.2 794.7 758.3 811.3

Silenciosos
R(Bu) 252.6 224.8 38.9 194.8 227.8 204.4 183.8
ν2(Bu) 416.0 388.4 428.2 364.9 386.5 376.2 356.1
ν1(Bu) 874.3 884.9 850.7 888.6 866.9 861.8 889.4

3.7. Propiedades vibracionales

Las frecuencias de los modos vibracionales Raman, infrarrojo y silenciosos en el punto Γ

para los molibdatos se presentan en la Tabla 3.6. La información ha sido ordenada de forma
ascendente respecto a la masa del catión A. Se ha reportado en la literatura que el funcional
y el método utilizado para obtener las frecuencias Raman e IR en estos sistemas determina
la cercanı́a con los resultados que se reportan experimentalmente [124]. Sin embargo, el por-
centaje de variación de cada funcional depende de cada modo, en especial, se ha publicado
que conforme aumenta el valor de la frecuencia la diferencia entre los resultados teóricos y
experimentales disminuye [124]. De a cuerdo a esto, observamos un buen acuerdo entre los
resultados obtenidos en este trabajo utilizando el funcional PBEsol y los reportados experi-
mentalmente. Esto es importante, ya que valida las metodologı́as usadas para el calculo de

56



las frecuencias del RaMoO4 y EuMoO4, considerando que de estos compuestos no hay nada
reportado en la literatura. Por otro lado, la relación de dispersión de fonones en toda la zona
de Brillouin y la densidad de estados de fonones (PDOS) se encuentran en la Fig. 3.10.

Los molibdatos estudiados son dinámicamente estables, ya que cumplen con los criterios
de estabilidad de la Sec. 2.13 y no presentan ramas imaginarias en los modos acústicos. Para
los molibdatos isoelectrónicas con A = Ca y Sr, el espectro de fonones se divide en dos zonas
según la Fig. 3.10 (a) y (b), una por debajo de los 400 cm−1 y otra por encima de 790 cm−1.
De acuerdo a la PDOS del CaMoO4 y el SrMoO4, en la primera zona predominan vibraciones
de bajas frecuencias con simetrı́a T , R, ν2 y ν4 correspondientes a O, A, y Mo. Mientras que
a altas frecuencias predominan las vibraciones con simetrı́a ν1 y ν3, únicamente asociadas al
tetraedro MoO4.

Para el BaMoO4 y el RaMoO4, el espectro de fonones cambia, ya que presenta tres zonas,
de acuerdo a lo observado en la Fig. 3.10 (c) y (d). La primera zona del BaMoO4 va de 75-
200 cm−1, la segunda de 316-345 cm−1 y la tercera de 790-890 cm−1. El RaMoO4 presenta
comportamiento similar. De acuerdo a la PDOS para ambos compuestos, en la primera zona
únicamente participan frecuencias de simetrı́a T y R asociadas al O, A y Mo, en la segunda
zona se presentan frecuencias con simetrı́a ν2 y ν4 asociadas únicamente al tetraedro al igual
que para la última zona, donde las frecuencias tienen simetrı́a ν1 y ν3. La división de las
zonas en los espectros de fonones para las scheelitas isoelectrónicas se debe principalmente
a que hay un corrimiento de las frecuencias del catión A a la izquierda entre mayor es la
masa del mismo, tal como se observa en la PDOS parcial del Ca y del Ra. Otra diferencia
entre los espectros de fonones del BaMoO4 y RaMoO4, comparados con los del CaMoO4 y
el SrMoO4 es la dispersión de las ramas, ya que estas tienden a estar más compactas entre
más grande es la masa del catión A.

Para el CdMoO4, el EuMoO4 y el PbMoO4 el espectro de fonones presenta dos regiones,
y las participaciones atómicas, de acuerdo a la PDOS son similares a las presentadas en las
scheelitas isoelectrónicas como el CaMoO4 y SrMoO4. En el caso del CdMoO4 su espectro
de fonones es similar al del SrMoO4, ya que la diferencia de masa del catión A en estos
compuestos es relativamente pequeña. En el caso del PbMoO4 el espectro de fonones tiende a
parecerse al espectro de fonones del BaMoO4 y RaMoO4, sin embargo, aquı́ la diferencia de
masa no es significativa, lo que realmente los hace diferente es rA, aunque en las propiedades
vibracionales además de rA, también se considera la masa de A, vemos que el tamaño del
radio iónico del catión A afecta el rango en que este vibra, siendo más reducido para el Pb
que para el Ra, de acuerdo a la PDOS parcial.

En la aproximación armónica, se considera que la frecuencia de oscilación es directamen-
te proporcional al inverso de la raı́z cuadrada de la masa reducida de los cationes (ω ∝ µ−1/2).
Los molibdatos se encuentran formados por el catión A y el polianión BO4 [125, 126]. Por
lo tanto, para identificar tendencias de comportamiento en las frecuencias de los fonones de
los molibdatos en la Fig. 3.11 se presentan las frecuencias de fonones en función (1/mA +
1/mMoO4)−1/2 µ−1/2. Según la Fig. 3.11 (a), los modos Raman internos de alta frecuencia son
cercanos en frecuencia y presentan poca dependencia respecto a la masa del catión A, excep-
to por los modos Bg y Eg cerca de 400 cm−1, mientras que los modos de baja frecuencia
tienden a depender más de la masa del catión A. Este comportamiento es más evidente en las
scheelitas isoelectrónicas. Las frecuencias IR y silenciosas conservan esta tendencia, ver Fig.
3.11 (b) y (c). Se reporta en la literatura que las frecuencias más altas (ν1 y ν3) aumentan con
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Figura 3.10: Espectro de fonones y densidad de estados de fonones de los molibdatos.

la transferencia de carga del catión A al polianión BO4 [75, 127], esto hace que los enlaces
B-O sean más fuertes, lo cual se ve reflejado en un mayor valor en el ∇2ρB−O. De acuerdo
a la literatura, los valores que toma ∇2ρB−O son aproximadamente un 80% más grandes en
comparación con el promedio presentado en el ∇2ρA−O [75], sin embargo este valor pue-
de cambiar significativamente, como se verá en las siguientes familias. En la Tabla 3.6 es
evidente que los modos de altas frecuencias (ν1 y ν3) siguen este mismo comportamiento,
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siendo más notoria esta tendencia en los compuestos isoelectrónicos.
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Capı́tulo 4

Wolframatos AWO4

4.1. Descripción de los wolframatos

Los wolframatos AWO4 son esenciales en el desarrollo de detectores criogénicos de cen-
telleo de fonones [128], materiales dieléctricos [129], hosts para láseres [130], tratamiento
de desechos nucleares [131], dispositivos optoelectrónicos [132], catalizadores heterogéneos
[133] y conductores de iones [134], por mencionar algunas.

Los wolframatos AWO4, como otros compuestos ABO4, cristalizan en la estructura tipo
scheelita, por lo cual se sitúan en la zona central del diagrama de Bastide [1], en el lı́mite
superior junto a los periodatos AIO4 y justo por encima de los molibdatos AMoO4 [ver Fig.
2.9]. Otra caracterı́stica importante, es que esta familia presenta hasta ahora 6 miembros,
donde el catión A = Ca, Eu, Sr, Pb, Ba y Ra, donde rA = 112, 125, 126, 129, 142 y 148
pm, respectivamente, mientras que rB = 42 pm (W). De a cuerdo a esto se esperarı́a que
esta familia de compuestos ABO4 sean estables en la fase scheelita a condiciones ambiente.
Aunque muchos wolframatos ABO4 han sido muy estudiados a condición ambiente y bajo
presión [129, 135, 136], del RaWO4 hay muy poca información al respecto, debido a la
alta radiotoxicidad del Ra [137]. Solo se ha reportado en la literatura sobre la sı́ntesis del
mismo y su caracterización mediante difracción de rayos X [8]. Además del RaWO4, otros
compuestos como: RaSeO4, RaCrO4 y RaMoO4 han sido muy poco estudiados por la misma
razón [8, 138]. Sin embargo, el RaSO4 ha sido más caracterizado, ya que presenta similitudes
con SrSO4 y BaSO4 [8, 139–141]. Aunque no hay reportes sobre una aplicación práctica del
RaWO4, si es importante conocer las propiedades fı́sicas y quı́micas de este compuesto y
su relación con otros wolframatos isoelectrónicos. Aunado a esto, que la caracterización del
RaWO4 permitirá tener un avance en la comprensión de otros compuestos que tienen como
catión A el Ra.

De acuerdo a lo anterior, en este capı́tulo se estudian los parámetros cristalográficos,
propiedades electrónicas, elásticas, mecánicas y vibracionales de los wolframatos AWO4 a
presión ambiente, con la finalidad de determinar la estabilidad elástica y dinámica de todas
las scheelitas de esta familia. Además, se presenta un análisis del comportamiento de las
propiedades estudiadas para encontrar tendencias como función del tamaño del radio iónico
de los cationes.
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Tabla 4.1: Parámetros estructurales de los compuestos AWO4: a y c son los parámetros de
red, V es el volumen, WP es la posición de Wyckoff del O, B es el módulo de compresibi-
lidad y B′ es la derivada de B con respecto a la presión. Los resultados para este trabajo se
identifican con el sı́mbolo ⋆.

A a c c/a V WP B B′ Ref.

(Å) (Å) (Å) (Å3) x y z (GPa)

Ca 5.2357 11.2648 2.15 308.80 0.15690 0.00810 0.21244 80.2 4.7 ⋆
5.2050 11.2750 2.16 305.46 0.15900 0.02110 0.20790 74 5.6 [136]

Eu 5.4079 11.8135 2.18 345.50 0.14583 0.01377 0.20913 71.2 4.5 ⋆
5.4040 11.8120 2.18 345.00 0.15590 0.02110 0.20790 71.3 4.4 [68]

Sr 5.4168 11.8566 2.18 347.90 0.14453 0.01405 0.20885 70.2 4.8 ⋆
5.3910 11.8930 2.20 345.60 0.15750 0.00030 0.20790 63 5.2 [136]

Pb 5.4624 11.9275 2.18 355.90 0.14588 0.01743 0.20861 72.6 4.1 ⋆
5.4360 11.9570 2.20 353.30 0.14270 0.00180 0.19900 66 5.6 [142]

Ba 5.6313 12.6434 2.24 400.95 0.12819 0.01864 0.20442 61.5 5.1 ⋆
5.6030 12.6930 2.26 398.47 0.15240 0.01640 0.20010 57 3.5 [142]

Ra 5.7103 12.9509 2.26 422.30 0.12128 0.01946 0.20275 56.7 4.0 ⋆
5.6900 13.0900 2.26 422.00 [8]

4.2. Parámetros estructurales
En la Tabla 4.1, se presentan los parámetros estructurales de forma ascendente respecto

a rA: parámetros de red (a y c), relación c/a que se reporta tı́picamente, posición de Wyckoff
(WP) del oxı́geno, módulo de compresibilidad (B) y la derivada del módulo de compresibi-
lidad respecto a la presión (B′). Después de comparar nuestros resultados con los reportados
experimentalmente en la literatura, observamos que existe un buen acuerdo, siendo la mayor
diferencia de ≈1% para V , mientras que la discrepancia de los parámetros de red es infe-
rior al 1% para todos los wolframatos ABO4. Por otro lado, para B la mayor diferencia es
de aproximadamente de 10% si se compara con la Ref. [136], lo cual está dentro del error
aceptable en la literatura.

En la Fig. 4.1 se presenta el volumen, parámetros de red y el módulo de compresibilidad
en función de rA. La Fig. 4.1 (a) demuestra que V representa el comportamiento de los demás
parámetros cristalográficos. Este tiene una tendencia creciente y lineal conforme aumenta rA,
misma que se presentó en los molibdatos ABO4. El comportamiento de V es provocado por el
aumento de los parámetros de red a y c. Siendo que el parámetro de red c incrementa signifi-
cativamente más respecto a rA, aproximadamente un 15% en comparación con el parámetro
de red a, sı́ se comparan los valores del CaWO4 y del RaWO4, que son los compuestos con
rA más pequeño y más grande, respectivamente. Aunque el parámetro de red c también es
el que más aumenta respecto a rA en la familia de los AMoO4, el porcentaje de incremento
en los wolframatos es menor, lo cual es únicamente provocado por la diferencia en el rango
de rA. Mientras que para los molibdatos rA toma valores entre 110 y 148 pm, en esta familia
rA tiene un rango de 112 a 148 pm. Por otro lado, el módulo de compresibilidad muestra un
comportamiento decreciente en función de rA, debido a que el factor de empaquetamiento
disminuye conforme aumenta rA. Sin embargo, para esta familia B toma valores entre 80.2 y
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(B).

Tabla 4.2: Distancias interatómicas dentro de los poliedros en AO8 y WO4: dA−O1 y dA−O2

son las distancias del catión A al oxı́geno, dW−O es la distancia del W al oxı́geno y ∆d es el
parámetro de distorsión poliedral para AO8. Los resultados para este trabajo se identifican
con el sı́mbolo ⋆.

A dA−O1 dA−O2 dW−O ∆d Ref. A dA−O1 dA−O2 dW−O ∆d Ref.
(Å) (Å) (Å) (E-3) (Å) (Å) (Å) (E-3)

Ca 2.4195 2.4542 1.8026 1.26 ⋆ Pb 2.5899 2.6211 1.8009 1.06 ⋆
2.4778 2.4410 1.7815 [136] 2.5682 1.8655 2.5768 [142]

Eu 2.5487 2.5867 1.8005 1.30 ⋆ Ba 2.7314 2.7714 1.7964 1.28 ⋆
2.5494 2.5863 1.8006 [68] 2.6828 2.6722 1.9336 [143]

Sr 2.5572 2.5965 1.7986 1.34 ⋆ Ra 2.7970 2.8387 1.7963 1.30 ⋆
2.5469 2.5668 1.8499 [136]

56.7 GPa, siendo ligeramente menores en comparación con los presentados en los molibda-
tos AMoO4, que son entre 80.8 y 57.2 GPa, si descartamos el valor de B para CdMoO4, Esta
pequeña diferencia es consecuencia es un efecto de rB.

En la Tabla 4.2 se presentan las distancias interatómicas no equivalentes dentro del dode-
caedro distorsionado (dA−O1 y dA−O2), la distancia dentro del tetraedro (dW−O), el parámetro
de distorsión poliedral (∆d) y resultados experimentales reportados en la literatura y en la
Fig. 4.2 se han graficado las distancias interatómicas en el dodecaedro y tetraedro, ası́ como
los volúmenes poliedrales respecto a rA.

De acuerdo a la Fig. 4.2 (a) y (b) el comportamiento de dA−O1 y dA−O2 en el dodecae-
dro AO8 y de VAO8 es similar al observado en el parámetro de red c y en V . Entonces, el
comportamiento en el volumen, se debe a la disposición de las cadenas de dodecaedros dis-
torsionados AO8, que están organizadas de forma paralela al eje z. Por lo que, al incrementar
el valor de dA−On en el dodecaedro y en consecuencia incrementar el volumen del mismo
respecto a rA, aumenta el parámetro de red c y en consecuencia V . Mientras que, las distan-
cias en el tetraedro son casi invariantes respecto a rA, ver Fig. 4.2 (c). Si se comparan las
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dW−O y dMo−O, las primeras toman un rango entre 1.7976 a 1.7944 Å, no considerando las
distancias en el tetraedro para el CdMoO4. Mientras que para las segundas toman valores
entre 1.8026 y 1.7986 Å, siendo muy cercanas entre sı́. Sin embargo, los valores de dW−O >
dMo−O, lo cual se relaciona con que rB en los wolframatos es mayor que para los molibda-
tos, esto muestra que conforme incrementa rB aumentan los parámetros cristalográficos, sin
embargo, el efecto de rB es menor que rA.

La Fig. 4.2 (d) muestra que ∆d toma valores muy pequeños, y no es significante la pe-
queña diferencia entre el PbWO4 y el EuWO4. Observamos que los wolframatos de meta-
les alcalinotérreos: SrWO4, BaWO4 y RaWO4 siguen una tendencia lineal creciente en los
parámetros estructurales respecto a rA. El CaWO4 sale ligeramente de la linealidad lo cual es
causado por el funcional de intercambio y correlación utilizado, ya que este comportamiento
se reporta en otros trabajos publicados para este compuesto [77] y es más evidente en el
cálculo de otras propiedades como se verá en secciones posteriores. Por otro lado EuWO4 y
PbWO4 se desvı́an ligeramente de la linealidad por la evidente diferencia que hay entre los
electrones de valencia del catión A.

4.3. Estructura electrónica

En la Fig. 4.3 se presenta la estructura de bandas y DOS para los wolframatos AWO4 iso-
electrónicos. De forma general, el MBV y el MBC se sitúan en el punto Γ, es decir, presentan
una brecha electrónica directa, consistente con lo reportado en la literatura [107, 144, 145].
Lo cual nos asegura que los resultados de la estructura electrónica para el RaWO4 son con-
fiables. De acuerdo a la estructura de bandas, se observa que la contribución que predomina
en el MBV son los estados 2p del O, mientras que en el MBC son las contribuciones 5d
del W. Por otro lado, los estados s de los cationes A, tienen una contribución muy pequeña
en el MBV y en el MBC, lo cual provoca que la brecha electrónica sea directa de acuerdo
a lo reportado en la literatura [81], este comportamiento se ha observado en las scheelitas
isoelectrónicas de otras familias de compuestos ABO4 [74, 97].
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Figura 4.3: Estructura de bandas y densidad de estados (DOS) de los wolframatos de metales
alcalinotérreos. La lı́nea discontinua roja corresponde al nivel de Fermi.

De acuerdo a la DOS, podemos ver que hay una fuerte contribución de los estados 2p
del O por debajo del nivel de Fermi y hasta -2.4 eV y después las contribuciones 5d del W
aparecen notoriamente hasta -4.5 eV para el CaWO4. Al comparar la intensidad de la DOS
para las scheelitas isoelectrónicas de esta familia, con las de los molibdatos ABO4 (0 a 20
a.u. para el RaWO4), es evidente que es mayor para los wolframatos ABO4 (0 a 25 a.u. para
el RaWO4), este es un efecto únicamente asociado con el catión B, ya que el catión A y el
anión en los molibdatos y wolframatos isoelectrónicos es el mismo.

En la Fig. 4.4 (a) y (b) se muestra la estructura de bandas y la DOS para el PbWO4 y el
EuWO4, respectivamente. El PbWO4, presenta una brecha electrónica indirecta del punto ∆

al punto Σ, estos se localizan entre los puntos Γ-X y Z-Γ, respectivamente, ver Fig. 4.4 (a).
De acuerdo a la estructura de bandas, en el MBV hay contribuciones de los orbitales 6s del
Pb y 2p del O, mientras que, en el MBC hay contribuciones de los estados 5d del W y estados
por encima del MBC presentan una fuerte contribución de los estados 6p del Pb. La fuerte
participación de los estados s y p del Pb y O, respectivamente en el MBV y los estados p y d
del Pb y del W, respectivamente, en el MBC, provoca que la brecha electrónica sea indirecta,
de a cuerdo a lo que se ha reportado en la literatura Por Jayaraman [108] para PbWO4 y por
Zhang [80] para el PbMoO4 que es un compuesto isoestructural e isoelectrónico con PbWO4.

En cuanto al EuWO4, este compuesto fue calculado considerando las diferentes configu-
raciones magnéticas, nuestros resultados mostraron que la configuración de menor energı́a se
obtiene cuando se considera un acoplamiento ferromagnético entre los átomos de Eu, mismo
comportamiento reportado en la literatura [68], observado en el EuMoO4 [ver Fig. 3.4 (c)]
y en el EuO [110]. De acuerdo a la Fig. 4.4 (b), cerca del nivel de Fermi se encuentran lo-
calizadas las bandas para los estados del Eu, mostrando una brecha electrónica indirecta del
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punto ∆ al punto Γ para los estados de espı́n up, donde el punto ∆ se sitúa entre los puntos
Γ y X. Mientras que hay una brecha directa del punto Γ al punto Γ para los estados de espı́n
down. De la DOS podemos ver que hay una fuerte contribución de los estados 2p del O en
un rango de energı́a de -2 eV a -4.5 eV por debajo del nivel de Fermi. Después de -3 eV
existe una fuerte hibridación entre el O y el W, similar a lo reportado en la literatura [68].

Los valores obtenidos para la brecha electrónica en este trabajo son: 3.91, 2.17, 4.27,
3.34, 4.59 y 4.65 eV para CaWO4, EuWO4, SrWO4, PbWO4, BaWO4 y RaWO4, respecti-
vamente. Nuestros resultados son cercanos a los reportados en la literatura 4.94, 2.96, 4.98,
4.10 y 5.20 eV para el CaWO4 [107], el EuWO4 [68], el SrWO4 [107], el PbWO4 [80] y
el BaWO4 [107], respectivamente. De a cuerdo a la literatura, los cálculos de Eg mediante
DFT tienden a subestimar el valor del mismo, sin embargo, predice con éxito la tendencia
de Eg [74, 75, 146] y su comportamiento bajo presión [79, 107, 144]. Es evidente que Eg
presenta una tendencia creciente respecto a rA en las scheelitas isoelectrónicas. En contraste,
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Tabla 4.3: Resultados obtenidos del análisis QTAIM de los wolframatos: dA−O1 y dA−O2

(dA−BCPn) son las distancias interatómicas dentro del dodecaedro AO8 (de A a BCPn), εBCPn

es la elipticidad en BCPn y ∇2ρBCPn es el Laplaciano en BCPn.

A dA−O1 dA−BCP1 εBCP1 ∇2ρBCP1 dA−O2 dA−BCP2 εBCP2 ∇2ρBCP2

(Å) (Å) (a.u.) (Å) (Å) (a.u.)

Ca 2.4195 1.2144 0.0352 0.1506 2.4542 1.2291 0.0049 0.1371
Eu 2.5488 1.3640 0.0184 0.1406 2.5867 1.3820 0.0401 0.1288
Sr 2.5572 1.3379 0.0093 0.1273 2.5965 1.3558 0.0374 0.1152
Pb 2.5899 1.3863 0.0114 0.1106 2.6211 1.4022 0.0454 0.1015
Ba 2.7314 1.4906 0.0163 0.1007 2.7714 1.5101 0.0302 0.0936
Ra 2.7970 1.5481 0.0267 0.0933 2.8387 1.5684 0.0576 0.0857
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en los demás compuestos Eg toma valores por debajo de linealidad. Esto nos muestra que
la ocupación del catión A en el MBV y en el MBC tiene una fuerte influencia en el tipo y
valor de la brecha electrónica. Respecto a rB, el valor de Eg para esta familia es ligeramente
mayor, en comparación para los valores de Eg de la familia de los AMoO4, lo cual también
es un efecto del catión B. En principio, ambos cationes (Mo y W) pertenecen al grupo de
metales de transición y se sitúan en el mismo periodo, por lo que este comportamiento era
de esperarse. Además que, electrónicamente el W tiene mayor densidad electrónica, si se
compara con el Mo.

Del análisis realizado con la metodologı́a de QTAIM se obtuvieron los resultados pre-
sentados en la Tabla 4.3, que contiene los valores de las distancias de enlace no equivalentes
(dA−O1 y dA−O2) en el dodecaedro AO8, las distancias del catión A al BCPn (dA−BCPn), la
elipticidad en el BCP (εBCPn) y el Laplaciano en BCP (∇2ρBCPn). La Tabla 4.3 muestra que
la distancia dA−BCP2 es mayor que la distancia dA−BCP1 , misma tendencia presentada en las
dA−On , ver Fig. 4.2 (a). También, las distancias dA−BCPn indican que los BCP dentro del AO8
se posicionan más cerca del catión A que del anión, y estas distancias aumentan con respecto
a rA, siendo el RaWO4 el compuesto con los valores de dA−BCPn más grandes. La elipticidad
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muestra que la anisotropı́a en los enlaces es pequeña y presenta una tendencia similar a la
de ∇2ρBCPn . Por último los valores obtenidos para el ∇2ρBCPn indican que todos los enlaces
A-O son iónicos.

En la Fig. 4.6 (a), se observa que las distancias dA−BCPn tienen un comportamiento cre-
ciente respecto a rA, y representan la misma tendencia de las distancias interatómicas en
AO8, ver la Fig. 4.2 (a), es decir, podemos obtener la información cristalográfica del siste-
ma mediante el análisis de la densidad de carga. De a cuerdo a la Fig. 4.6 (b), el ∇2ρBCPn

disminuye respecto a rA, la reducción del Laplaciano indica que los enlaces A-O son me-
nos iónicos y en consecuencia más débiles. Los valores promedio obtenidos para el CaWO4
(0.14 a.u.), EuWO4 (0.13 a.u.), el SrWO4 (0.12 a.u.) y el PbWO4 (0.11) que se encuentran
entre los reportados para el PbMoO4 y CdMoO4 (≈0.11 - 0.15 a.u.) [79]. Mientras que, los
resultados para BaWO4 y RaWO4 son similares al presentado en BaMoO4 por Monteseguro
[79]. El valor de ∇2ρBCPn decrece para compuestos con un catión A isoelectrónico, tal como
decrece el valor de la electronegatividad en la tabla periódica. Mientras que, para el EuWO4
y PbWO4 pertenecen a diferentes periodos, siendo el de mayor electronegatividad el Pb, en
el enlace Pb-O. Los valores de ∇2ρBCPn de los AMoO4 son menores que los presentados
en los AWO4, aunque ambas familias presenta cationes A iguales, la diferencia radica en la
electronegatividad del catión B, ya que es mayor para el W.

4.4. Propiedades elásticas

Las constantes elásticas para los wolframatos AWO4 se presentan en la Tabla 4.4. Los
resultados obtenidos cumplen con los criterios de estabilidad elástica de la Sec. 2.12. La
Tabla 4.4 muestra que los resultados de este trabajo y los obtenidos experimentalmente para
el CaWO4 [147] y BaWO4 [148] se encuentran en buen acuerdo con los resultados de este
trabajo.

En la Fig. 3.7 se presentan las cij respecto a rA. Observamos que c11 > que c33, lo cual
indica que hay una mayor resistencia a la deformación longitudinal a lo largo del eje x (y),
en comparación con el eje z, lo cual es consistente con lo observado en el análisis estructural
y el Laplaciano en los BCPn. En este sentido el RaWO4 es el sistema menos compacto y
con el menor valor de Laplaciano en sus BCPn, por lo que el valor de sus constantes de
compresión longitudinal son evidentemente menores en comparación con las de los otros
wolframatos. Para las constantes de expansión transversal, se observa que c12 > c13, lo que
significa que la dirección más propensa a la deformación transversal es la [001], en especial
para el RaWO4, tomando valores de 55.57 (c12) y 43.83 (c13) GPa. A diferencia del RaWO4,
el PbWO4 tiene los valores más altos en este tipo de constantes elásticas con 71.31 (c12)
y 51.95 GPa (c13). Además, la brecha presentada entre estas constantes es grande para el
PbWO4 de 19.36 GPa en comparación con la brecha observada en el RaWO4 de apenas
11.74 GPa, lo cual indica que aunque la dirección menos propensa a la deformación por
expansión transversal en el PbWO4 y en el RaWO4 es la misma, en el primero es notorio
que [010] es mucho más resistente que [001], mientras que en el segundo la resistencia a la
expansión transversal decrece para [010]. El comportamiento anterior en el RaWO4 y en el
PbWO4 se relaciona con sus parámetros cristalográficos y con valor del Laplaciano en BCP.
El EuWO4 toma valores muy cercanos a los presentados en el PbWO4, lo cual es provocado
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Tabla 4.4: Constantes elásticas cij (en GPa) de los wolframatos. Los resultados para este
trabajo se identifican con el sı́mbolo ⋆.

A c11 c12 c13 c16 c33 c44 c66 Ref.

Ca 143.10 68.55 46.30 22.08 127.82 28.76 33.57 ⋆
150.6 65.8 59.0 17.2 135.6 35.5 47.7 [147]

Eu 119.20 61.52 41.69 15.80 102.92 29.44 43.85 ⋆
Sr 119.41 63.64 44.00 15.37 103.70 31.32 43.40 ⋆
Pb 112.66 71.31 51.95 13.58 93.81 23.26 40.77 ⋆
Ba 95.97 58.04 43.26 10.62 81.48 26.83 36.29 ⋆

91.0 22.0 [148]
Ra 88.65 55.57 43.83 9.87 76.05 24.40 31.57 ⋆
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Figura 4.7: Constantes elásticas de los wolframatos como función de rA.

por la alta ionicidad mostrada en sus enlaces Eu-O, ver Fig. 4.6 (b).
La constante c16 es la que presenta los valores más bajos de todas las constantes elásticas,

por debajo de 22.08 GPa para el CaWO4, esta constante describe la resistencia a la deforma-
ción en el plano (110), que involucra al ángulo β del cristal, cuando se aplica un esfuerzo en
la dirección [100]. La constante elástica de tipo cortante c66 es mayor que c44 para todos los
wolframatos. Lo que indica que para esta familia, el plano (011) es más proclive a fallar por
esfuerzo cortante. Este plano involucra al eje z, el cual es significativamente más sensible
a la deformación longitudinal y transversal en comparación con el eje x o y. En la Fig. 4.7
se observa que en el CaWO4 las constantes elásticas de tipo cortante no siguen la tenden-
cia lineal decreciente de las demás scheelitas isoelectrónicas. Aunque se realizaron cálculos
de las cij con un número mayor de puntos k y de energı́a de corte, siempre observamos la
misma tendencia, entonces, este comportamiento puede ser atribuido al funcional de inter-
cambio y correlación utilizado. Este comportamiento también se presentó en el estudio de
Benmakhlouf [77]. Si se excluye a las cij del CaWO4, del EuWO4 y del PbWO4, las cons-
tantes elásticas de tipo cortante decrecen respecto a rA. En consecuencia, RaWO4 presenta
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Tabla 4.5: Propiedades mecánicas de los wolframatos: módulo de compresibilidad (B),
módulo cortante (G), módulo de Young (E), relación de Poisson (ν), relación de Pugh (B/G)
y dureza Vickers (HV). ν y B/G son adimensionales, los demás valores tienen unidades de
GPa. Los resultados para este trabajo se identifican con el sı́mbolo ⋆. El sı́mbolo ⋄ muestra
los valores calculados a partir de resultados experimentales de la Tabla 4.4.

A BV BR B GV GR G E ν B/G HV Ref

Ca 81.81 80.70 81.25 35.07 27.19 31.13 82.82 0.33 2.60 3.52 ⋆
89.17 39.17 102.51 0.31 2.28 4.85 ⋄

Eu 70.34 68.95 69.65 33.37 29.62 31.50 82.10 0.30 2.21 2.94 ⋆
Sr 72.31 71.28 71.79 34.55 31.85 33.20 86.31 0.29 2.13 4.57 ⋆
Pb 74.39 72.41 73.40 27.05 23.04 25.05 67.47 0.34 2.93 0.74 ⋆
Ba 62.50 61.18 61.84 26.58 23.45 25.01 66.13 0.32 2.47 3.21 ⋆
Ra 59.97 58.89 59.43 23.41 20.34 21.88 58.46 0.33 2.71 2.62 ⋆

los valores más pequeños, en comparación con los demás wolframatos, lo que significa que
este compuesto presenta una menor resistencia a la deformación cortante, y toma valores
muy cercanos al presentado en el RaMoO4, que isoelectrónico e isoestructural a este. Si se
comparan las constantes elásticas de los molibdatos AMoO4 (excluyendo los valores para el
CdMoO4) y wolframatos AWO4, son ligeramente menores los valores presentados para los
molibdatos ABO4, causado principalmente por la influencia del catión B en los valores de V
y de ∇2ρBCPn .

4.5. Propiedades mecánicas
En la Tabla 4.5 se presenta el módulo de compresibilidad (B), módulo cortante (G),

módulo de Young (E), coeficiente de Poisson (ν), relación de Pugh (B/G) y dureza de Vic-
kers (HV) para los wolframatos. También se incluyen valores calculados a partir de los re-
sultados experimentales de la Tabla 4.4. De a cuerdo a esto, los resultados de este trabajo se
encuentran en buen acuerdo con los resultados experimentales.

En la Fig. 4.8 se han graficado los resultados de las propiedades mecánicas en función
rA. La Fig. 4.8 (a) muestra un buen acuerdo con los resultados obtenidos para B por am-
bos métodos y nos permite usar esta metodologı́a para estudiar al RaWO4. Los wolframatos
toman valores para B en un rango de 81.25 a 59.43 GPa para el CaWO4 y el RaWO4, res-
pectivamente, superiores a los valores presentados para otras familias como pertecnetatos
y perrenatos, pero muy parecidos a los valores presentados en los molibdatos ABO4. Los
wolframatos isoelectrónicos presentan una tendencia decreciente lineal en B respecto a rA,
mismo comportamiento presentado en las constantes elásticas de tipo compresión longitudi-
nal y expansión transversal. En contraste, B aumenta de forma inesperada para el PbWO4. El
comportamiento del PbWO4 se debe a que las constantes elásticas de expansión transversal
toman valores por encima de todos los demás compuestos.

De acuerdo a la Fig. 4.8 (b), G disminuye con el aumento de rA para SrWO4, BaWO4 y
RaWO4, tal como se observa en las constantes de tipo cortante. El valor de G para CaWO4
es bajo debido a la disminución de c44 y c66 respecto a los valores las otras scheelitas iso-
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electrónicas. Por otro lado, el PbWO4 también presenta un valor bajo para G, por debajo de
25.05 GPa, lo cual se asocia también con el valor de las cij de tipo cortante, en especial c44.
El módulo de Young presenta un comportamiento similar al observado para G, esto es por
la relación natural que existe en la fórmula para calcularlo, donde involucra a B y G, ver Ec.
2.44. De a cuerdo a los valores obtenidos para ν, de 0.29 a 0.34, las scheelitas de esta fami-
lia son materiales cerámicos y los enlaces presentados en la estructura son iónicos, lo cual
es consistente con lo observado en las propiedades electrónicas al analizar el Laplaciano en
BCPn.

En la relación de Pugh, estos compuestos se obtuvieron valores por encima de 2.21, eso
quiere decir que los materiales son dúctiles, en especial el PbWO4. Además, podemos ver
que la relación de Pugh sigue un comportamiento muy similar al de ν, ya que también invo-
lucra naturalmente a B y G. Encontramos que HV respecto a rA decrece para las scheelitas
isoelectrónicas a excepción de CaWO4, lo cual es provocado por el comportamiento presen-
tado en G, ver Fig. 4.8 (f). Mientras que el comportamiento para el PbWO4 se encuentra
relacionado con su alto valor de B y pequeño valor de G.

4.6. Anisotropı́a elástica
En la Fig. 4.9 se presentan los factores anisotrópicos cortantes (A1 y A3), porcentaje de

anisotropı́a para el módulo de compresibilidad y cortante (AB y AG) y el ı́ndice de anisotropı́a
universal (AU ) como función de rA. Para los wolframatos ABO4, los factores anisotrópicos
cortantes indican que la dirección [001] (A3) es más anisotrópica, si se compara con la di-
rección [100] (A1), ver Fig. 4.9 (a). Lo anterior es provocado porque c66 es mayor a c44 y
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porque (2c11 − 2c12) < (c11 + c33 − 2c13) y esto se relaciona directamente con la ecuación
que se utiliza para calcular A3, ver Ec. 2.50. Conforme aumenta rA, incrementa A1 y A3. Ob-
servamos un comportamiento lineal creciente para las scheelitas de metales alcalinotérreos,
esta tendencia es provocada por el comportamiento elástico mostrado en la Fig. 4.7. Por otro
lado, el PbWO4 presenta un aumento inesperado en A3, el cual es provocado por el bajo valor
de las constantes elásticas de tipo cortante, en especial la c44.

El método de Voigt [51] y Reuss [52] consideran que la deformación y la tensión se dan
de forma constante en un cristal, esto al someterlo bajo una carga axial. De acuerdo a esto,
se les denomina los lı́mites superior e inferior, respectivamente. La Fig. 4.9 (b) muestra el
comportamiento de AB y AG respecto a rA. Es claro que AB es significativamente menor que
AG, lo cual deriva únicamente de la diferencia entre los resultados obtenidos por el método
de Voigt y Reuss de acuerdo a la Ec. 2.47. Es decir, BV y BR son muy similares, mientras que
GV y GR presentan una mayor diferencia. El comportamiento de AB es prácticamente lineal,
mismo comportamiento que siguen sus constantes elásticas. Mientras que AG sigue una ten-
dencia creciente para las scheelitas isoelectrónicas a excepción del CaWO4, que presenta un
aumento significativo en comparación con SrWO4, lo cual deriva únicamente de la diferen-
cia significativa entre GV y GR de un 31.60%. En cuanto a AU , el comportamiento es muy
similar al observado en AG, el cual depende de la variación de las constantes elásticas antes
mencionadas. Ası́, cuanto mayor sean las diferencias entre los resultados que se obtienen del
método de Voigt y de Reuss, mayor será la anisotropı́a universal, como se observa en el caso
del CaWO4.

4.7. Propiedades vibracionales

Las frecuencias de los modos vibracionales Raman, infrarrojo y silenciosos en el punto
Γ para los wolframatos ABO4 se presentan en la Tabla 4.6. La información ha sido ordenada
de forma ascendente respecto a la masa del catión A, junto con, resultados experimentales
para comparar. En general, hay un buen acuerdo entre los resultados de este trabajo con los
reportados en la literatura para el CaWO4 [149], el SrWO4 [11], el BaWO4 [11] y el PbWO4
[153]. Esto es importante, ya que son la base para el cálculo de las frecuencias del RaWO4,
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Tabla 4.6: Frecuencias Raman, IR y Silenciosos (ω en cm−1) para los wolframatos. Los
resultados para este trabajo se identifican con el sı́mbolo ⋆.

Ca Sr Ba Eu Pb Ra

Modos ⋆ 149, 150 ⋆ 11, 151 ⋆ 11, 152 ⋆ 68 ⋆ 153 ⋆

Raman
T (Bg) 73.4 86 67.1 75 58.1 63 66.3 65.1 51.3 57 52.6
T (Eg) 115.0 117 99.7 102 76.2 74 90.4 90.2 65.6 67 60.2
T (Eg) 191.1 195 130.9 135 100.5 101 111.7 111.6 93.2 78 85.2
T (Ag) 209.9 210 190.4 190 154.6 150 192.6 192.6 181.0 179 140.4
R(Bg) 218.9 218 162.2 171 132.2 133 127.6 128.0 80.9 92 104.2
R(Eg) 273.2 275 236.4 238 193.1 191 236.3 236.6 196.2 193 175.0
ν2(Ag) 319.0 336 323.5 337 321.4 331 320.0 320.5 314.1 323 318.7
ν2(Bg) 323.1 336 324.9 337 320.8 332 323.4 324.2 310.5 328 316.1
ν4(Bg) 388.1 401 358.8 371 333.3 344 358.2 358.6 346.3 357 326.3
ν4(Eg) 394.3 409 367.0 380 339.5 352 364.8 365.7 344.3 360 329.9
ν3(Eg) 786.2 797 790.1 799 790.0 795 787.8 784.0 751.5 752 794.5
ν3(Bg) 820.2 838 822.9 837 819.4 831 815.8 811.8 761.6 766 822.2
ν1(Ag) 898.4 912 912.5 921 921.1 926 897.6 900.7 895.4 906 919.8

IR
T (Eu) 128.0 126.9 101.2 98 117.9 117.4 82.0 86.0
T (Au) 168.7 140.4 117.0 110 118.5 118.6 68.2 96.1
R(Eu) 196.7 201 148.1 133.0 135 132.3 132.2 106.2 121.1
ν4(Au) 226.0 237 236.4 255.9 258 230.1 230.4 226.8 260.3
ν4(Eu) 294.8 309 294.8 291.9 292 291.0 292.0 270.7 288.8
ν2(Au) 422.3 435 395.3 366.5 374 392.3 392.8 363.2 355.4
ν3(Au) 770.1 778 786.8 795.3 790 785.7 782.2 759.7 801.4
ν3(Eu) 778.9 793 794.1 790 799.9 796 791.3 787.4 753.7 805.4

Silenciosos
R(Bu) 257.0 230.5 198.1 230.6 207.8 187.2
ν2(Bu) 431.6 401.9 374.8 399.2 388.4 365.6
ν1(Bu) 906.1 915.7 920.7 902.4 898.0 918.8

del cual no hay nada reportado en la literatura. La relación de dispersión de fonones en toda
la zona de Brillouin y la PDOS se encuentra en la Fig. 4.10.

Los wolframatos presentados en este trabajo son dinámicamente estables, ya que cum-
plen con los criterios de estabilidad de la Sec. 2.13 y no presentan ramas imaginarias en los
modos acústicos. Para las scheelitas isoelectrónicas con A = Ca y Sr, el espectro de fonones
se divide en dos zonas según la Fig. 4.10 (a) y (b), una por debajo de los 394 cm−1 y otra
por encima de 786 cm−1. De acuerdo a la PDOS del CaWO4 y el SrWO4, en la primera zona
predominan vibraciones de bajas frecuencias con simetrı́a T , R, ν2 y ν4 correspondientes a
O, A, y W. Mientras que a altas frecuencias predominan las vibraciones con simetrı́a ν1 y ν3,
únicamente asociadas al tetraedro WO4. Para el BaWO4 y el RaWO4, el espectro de fonones
presenta tres zonas, de acuerdo a lo observado en la Fig. 4.10 (c) y (d). La primera zona del
BaWO4 va de 58-193 cm−1, la segunda de 321-339 cm−1 y la tercera de 790-921 cm−1,

72



0

200

400

600

800

F
re

q
u
en

cy
 (

cm
-1

)

Total

P
D

O
S

 (
a.

u
.)

A

W

0 200 400 600 800

Frequency (cm
-1

)

O

Z   Γ      X      Z          Γ    N  P X

0 200 400 600 800

Frequency (cm
-1

)

Z  Γ     X       Z         Γ    N   P X

0 200 400 600 800

Frequency (cm
-1

)

Z  Γ     X      Z           Γ    N   P X

0 200 400 600 800

Frequency (cm
-1

)

Z  Γ     X      Z           Γ    N   P X

(a) CaWO4 (b) SrWO4 (c) BaWO4 (d) RaWO4

0

200

400

600

800

F
re

q
u
en

cy
 (

cm
-1

)

P
D

O
S

 (
a.

u
.)

Total

A

W

0 200 400 600 800

Frequency (cm
-1

)

O

Z  Γ       X      Z          Γ   N   P X

0 200 400 600 800

Frequency (cm
-1

)

Z  Γ     X      Z           Γ    N   P X

(e) EuWO4 (f) PbWO4

Figura 4.10: Espectro de fonones y densidad de estados de fonones de los wolframatos.

aproximadamente. El RaWO4 presenta un comportamiento similar. De acuerdo a la PDOS
para ambos compuestos, en la primera zona únicamente participan frecuencias de simetrı́a
T y R asociadas a los cationes y el anión. Mientras que, en la segunda y en tercer, zona se
presentan frecuencias con simetrı́a ν2 y ν4 y ν1 y ν3, respectivamente, atribuidas al tetraedro
WO4. La división de las zonas en los espectros de fonones para las scheelitas isoelectrónicas
se debe principalmente a que hay un corrimiento de las frecuencias del catión A a la izquierda
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entre mayor es la masa del mismo, tal como se observa en la PDOS parcial del Ca y del Ra,
que son los compuestos con la masa más pequeña y más grande, respectivamente, este mis-
mo comportamiento presentado en los molibdatos ABO4. Otro comportamiento importante
relacionado con la masa del catión A es la disgregación de las ramas, ya conforme aumenta
la masa del catión A, las ramas se encuentran más compactas.

Para el EuWO4 y el PbWO4 el espectro de fonones presenta dos regiones, y las partici-
paciones atómicas, de acuerdo a la PDOS son similares a las presentadas en las scheelitas
isoelectrónicas como el CaWO4 y SrWO4. En el caso del EuWO4 el espectro de fonones es
similar al del SrWO4 aunque la diferencia de masa entre el Eu en el EuWO4 y el Sr en el
SrWO4 es significativa, pero rA es similar entre ellos. En el caso del PbWO4 el espectro de
fonones tiende a parecerse al espectro de fonones del RaWO4, sin embargo, aquı́ la diferencia
de masa no es significativa, lo que realmente los hace diferente es rA. En el comportamiento
vibracional la masa de los cationes presentan un papel fundamental en comparación con rA,
sin embargo, en el caso del PbWO4 observamos que el tamaño del radio iónico del catión
A afecta el rango en que este vibra, siendo más reducido para el Pb que para el Ra. Una
discrepancia evidente entre la PDOS de los molibdatos AMoO4 y de los wolframatos AWO4
es la gran diferencia que hay entre la masa del W y del Mo, siendo mayor la del W, es por
eso que la PDOS parcial del W se encuentra más recorrida a la izquierda en comparación
con la PDOS parcial del Mo, ver Fig. 3.10.

En la Fig. 3.11 se presentan las frecuencias de fonones en función de 1/µ = 1/mA +
1/mWO4 . De acuerdo a esto, se encontró que las frecuencias de fonones Raman, infrarro-
jos y silenciosos siguen una tendencia lineal respecto a µ−1/2. Según la Fig. 4.11 (a), los
modos Raman internos de alta frecuencia son cercanos en frecuencia y presentan poca de-
pendencia respecto a la masa del catión A, excepto por los modos Bg y Eg cerca de 390
cm−1, mientras que los modos de baja frecuencia tienden a depender más de la masa del
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catión A. Esta tendencia es más notoria en las scheelitas isoelectrónicas, las frecuencias IR
y silenciosas conservan este comportamiento, ver Fig. 3.11 (b) y (c). Se ha reportado en la
literatura que las frecuencias altas, asociadas a flexiones simétricas y asimétricas incremen-
tan con la transferencia de carga del catión A al polianión BO4 [75, 127], lo cual provoca
que los enlaces entre el catión B y el O sean más resistentes, lo cual se refleja en el valor
de ∇2ρB−O. Al analizar los valores que toma ∇2ρB−O son aproximadamente un 80% más
grandes en comparación con el promedio presentado en el ∇2ρA−O [75], este porcentaje va
aumentando conforme aumenta rA, sin embargo, el aumento se produce porque el promedio
de ∇2ρA−O se reduce respecto a rA. La Tabla. 4.6 muestra que los modos de altas frecuen-
cias (ν1 y ν3) siguen este mismo comportamiento, siendo más notoria esta tendencia en las
scheelitas isoelectrónicas.
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Capı́tulo 5

Pertecnetato ATcO4

5.1. Descripción de los pertecnetatos
El tecnecio (Tc) es el primer metal de transición hecho por el hombre y es el elemento

sintético radiactivo más ligero. También, el Tc es el radiofármaco más usado y es útil como
agente anticorrosivo en la industria del acero, es un superconductor a muy baja tempera-
tura [154] y un excelente marcador de agua en el ambiente [155]. Aunque los estados de
oxidación del Tc pueden variar de 1− a 7+, gran parte de la investigación experimental se
ha centrado en compuestos estables de Tc+7 [156]. Los pertecnetatos ATcO4 son utiliza-
dos en la construcción de sistemas de tratamiento seguro, sostenible y confiable de desechos
radiactivos de la industria nuclear [157].

A diferencia de otras scheelitas ABO4 como los perrutenatos ARuO4 [158], los osmia-
tos AOsO4 [159] y los perrenatos AReO4 [160], los pertecnetatos ATcO4 no han sido tan
estudiados experimentalmente debido a la naturaleza radiactiva del Tc. De los pertecneta-
tos ABO4 solo se ha reportado en la literatura la caracterización estructural y como estos se
comportan respecto a la temperatura con la finalidad de determinar su secuencia de transición
[161, 162]. De a cuerdo a estos estudios, se determinó que los pertecnetatos cristalizan en
dos estructuras diferentes a condiciones ambiente, una de ellas es la estructura tipo scheelita
cuando el catión A es Na (118 pm) [163], Ag (128 pm) [164], K (151 pm) [165], y Rb (161
pm) [166]. La segunda estructura pertenece a un sistema cristalino ortorrómbico, que es una
versión distorsionada de la fase scheelita, cuando A es Tl (159 pm) [161] y Cs (174 pm)
[167]. Con el aumento de la temperatura estos últimos sufren una transición de fase irrever-
sible a la fase tipo scheelita [166, 168]. También, se han publicado algunos estudios de las
propiedades vibracionales que no son concluyentes [169, 170] y recientemente se estudia-
ron las propiedades electrónicas y ópticas del AgTcO4 [171]. Sin embargo, no hay estudios
que demuestren la estabilidad elástica o dinámica de esta familia en la fase tipo scheelita.
De acuerdo a rA y a rB, los pertecnetatos se sitúan cerca del lı́mite inferior del diagrama de
Bastide, apenas por encima de los arsenatos AAsO4 y vanadatos AVO4 y por debajo de los
perrenatos AReO4 y perrutenatos ARuO4, (ver Fig. 2.9).

Con la finalidad de aportar nueva información que ayude a comprender a los compuestos
ATcO4, en este capı́tulo se estudian los parámetros cristalográficos, propiedades electróni-
cas, elásticas, mecánicas y vibracionales de estos compuestos con estructura tipo scheelita
a presión ambiente. Además, se presenta un análisis del comportamiento de las propieda-

76



Tabla 5.1: Parámetros estructurales de los compuestos ATcO4: a y c son los parámetros de
red, V es el volumen, WP es la posición de Wyckoff del O, B es el módulo de compresibi-
lidad y B′ es la derivada de B con respecto a la presión. Los resultados para este trabajo se
identifican con el sı́mbolo ⋆.

A a c c/a V WP B B′ Ref.

(Å) (Å) (Å) (Å3) x y z (GPa)

Na 5.3423 11.6640 2.18 332.90 0.13284 0.01689 0.20906 27.9 5.6 ⋆
5.3420 11.8746 2.23 338.91 0.12660 0.01130 0.20640 [166]

Ag 5.2601 11.4025 2.16 315.50 0.14054 0.01317 0.21098 53.9 5.8 ⋆
5.3174 11.8673 2.23 335.55 0.12100 0.00820 0.19951 [168]

K 5.6716 12.6368 2.23 406.50 0.12145 0.02990 0.20319 22.6 5.4 ⋆
5.6505 12.9206 2.28 412.54 0.11060 0.01640 0.19711 [168]

Tl 5.7279 12.7798 2.23 419.30 0.01218 0.03197 0.20227 23.4 3.6 ⋆
5.6650 13.4700 2.37 432.28 0.15070 0.00860 0.21060 [161]

Rb 5.8373 13.1474 2.24 448.00 0.11349 0.03419 0.20038 19.2 5.6 ⋆
5.7562 13.5307 2.35 448.33 0.09690 0.01710 0.19645 [168]

Cs 6.0079 13.9352 2.31 503.00 0.09589 0.03370 0.19628 17.8 4.8 ⋆
5.9696 14.6118 2.44 520.71 0.02900 0.02730 0.18810 [168]

des estudiadas para encontrar tendencias como función del tamaño del radio iónico de los
cationes.

5.2. Parámetros estructurales
En la Tabla. 5.1, se presentan los parámetros estructurales de los pertecnetatos ATcO4

de forma ascendente respecto a rA: parámetros de red (a y c), relación c/a que se reporta
tı́picamente, la posición de Wyckoff (WP) del oxı́geno, el módulo de compresibilidad (B) y
la derivada del módulo de compresibilidad respecto a la presión (B′). Observamos que existe
un buen acuerdo entre los resultados reportados experimentalmente [161, 166, 168] y los
nuestros, siendo la mayor diferencia de ≈6% para el volumen de equilibrio, mientras que la
diferencia de los parámetros de red es inferior al 4% para todos los pertecnetatos ABO4. A
diferencia de otros compuestos ABO4 como los wolframatos [1, 73, 75], molibdatos [1, 73]
o vanadatos [145], no hay información experimental en la literatura sobre el módulo de
compresibilidad de los pertecnetatos con los cuales comparar.

En la Fig. 5.1 se presenta el volumen, parámetros de red y el módulo de compresibili-
dad en función de rA. En los pertecnetatos los valores obtenidos para V son relativamente
grandes en comparación con los molibdatos y wolframatos ABO4, incrementando aproxima-
damente un 17% si se compara el V del RaBO4 (B = Mo, W), con el V del CsTcO4, que
son los miembros con los valores de rA más grandes para cada familia, respectivamente. La
diferencia en V , es provocada por los valores de rA. Para el Ra rA = 148 pm, mientras que
para el Cs rA = 174 pm, lo que significa un aumento del 15%, el incremento de rA en esta
familia indica que los cristales son menos empaquetados lo cual trae consigo bajos valores
en las propiedades mecánicas. De forma general, el volumen representa el comportamiento
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de los demás parámetros cristalográficos. Este tiene una tendencia creciente respecto a rA,
al igual que en las demás familias de scheelitas ABO4, debido al aumento de los parámetros
de red a y c. Siendo que el parámetro de red c aumenta significativamente más respecto a
rA, aproximadamente un 16% en comparación con el parámetro de red a, sı́ se comparan
los valores del NaTcO4 y del CsTcO4, que son los compuestos con rA más pequeño y más
grande, respectivamente.

De a cuerdo a los resultados de este trabajo, B se encuentra en el lı́mite inferior para
los compuestos ABO4, ya que la mayorı́a de estos toman valores por encima de 55 GPa.
Mientras que, se ha reportado que el AgClO4 [172] y los perrenatos [116] presentan valores
de B cercanos a los 25 GPa, lo que indica que el CsTcO4 es uno de los compuestos ABO4 más
compresibles, el cual se compara con el presentado en las estructuras organometálicas [173].
La tendencia presentada en B es decreciente respecto a rA para las scheelitas isoelectrónicas,
debido a que el factor de empaquetamiento disminuye conforme aumenta rA, al igual que el
Laplaciano en los BCP [117]. En contraste, el AgTcO4 y el TlTcO4 salen de la linealidad, lo
cual se relaciona con su configuración electrónica.

En la Tabla 5.2 se presentan las distancias no equivalentes dentro del dodecaedro distor-
sionado AO8 (dA−O1 y dA−O2), la distancia dentro del tetraedro TcO4 (dTc−O), el parámetro
de distorsión poliedral (∆d) y resultados experimentales reportados en la literatura y en Fig.
5.2 se han graficado las distancias interatómicas en el dodecaedro y tetraedro, ası́ como los
volúmenes poliedrales respecto a rA.

De acuerdo a la Fig. 5.2 (a) y (b), la tendencia de dA−O1 y de dA−O2 en AO8 y de VAO8

respecto a rA es similar a la observada en el parámetro de red c y en V . Entonces, el com-
portamiento en el volumen es atribuido a la organización de las cadenas de dodecaedros
distorsionados AO8, dispuestas en el cristal de forma paralela a la dirección [001]. Por lo
que, al incrementar el valor de dA−On en el dodecaedro y de VAO8 respecto a rA, incrementa
el parámetro de red c y en consecuencia el volumen del cristal. Es importante mencionar que
dA−O2 es mayor que dA−O1 en el dodecaedro distorsionado de NaTcO4 y AgTcO4, los demás
compuestos presentan una tendencia opuesta, lo cual resulta relevante en el comportamiento
electrónico y elástico. Mientras que, las distancias en el tetraedro son casi invariantes res-
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Tabla 5.2: Distancias interatómicas dentro de los poliedros AO8 y TcO4: dA−O1 y dA−O2 son
las distancias del catión A al oxı́geno, dTc−O es la distancia del Tc al oxı́geno y ∆d es el
parámetro de distorsión poliedral para AO8. Los resultados para este trabajo se identifican
con el sı́mbolo ⋆.

A dA−O1 dA−O2 dTc−O ∆d Ref. A dA−O1 dA−O2 dTc−O ∆d Ref.
(Å) (Å) (Å) (E-3) (Å) (Å) (Å) (E-3)

Na 2.5065 2.6157 1.7366 3.70 ⋆ Tl 2.8227 2.8768 1.7383 1.85 ⋆
2.5233 2.5344 1.8287 [166] 2.7613 2.8511 2.0177 [168]

Ag 2.4414 2.5402 1.7491 3.50 ⋆ Rb 2.9088 2.9706 1.7343 1.86 ⋆
2.5178 2.5244 1.8225 [168] 2.7568 2.8136 2.0061 [168]

K 2.7763 2.8471 1.7347 2.20 ⋆ Cs 3.0723 3.1283 1.7342 1.50 ⋆
2.6933 2.7151 1.9516 [168] 2.8802 2.9938 2.1096 [168]
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poliedral en el dodecaedro (∆d) de los pertecnetatos como función de rA.

pecto a rA, ver Fig. 5.2 (c). Sin embargo las distancias dTc−O son menores en comparación
con dMo−O y dW−O, lo cual se debe al valor de rB, ya que para el Tc rB es 37 pm, mientras
que para el W (Mo) es 42 pm (41 pm).

Por último, el parámetro de distorsión poliedral toma valores por encima de los presen-
tados en los molibdatos y wolframatos. Además la tendencia es diferente, ya que en los
pertecnetatos ∆d decrece respecto a rA, lo cual es provocado porque con el aumento de rA
las distancias interatómicas se vuelven más cercanas, ver Fig. 5.2 (d). De forma general, las
scheelitas isoelectrónicas: NaTcO4, KTcO4, RbTcO4 y CsTcO4 siguen una tendencia lineal
creciente en los parámetros estructurales respecto a rA, mientras que los otros compuestos se
desvı́an ligeramente de la linealidad, mismo comportamiento presentado en los molibdatos
AMoO4 y wolframatos AWO4.
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5.3. Estructura electrónica

Revisando la literatura, no se encontraron estudios experimentales o teóricos previos de
la estructura electrónica para la familia de los pertecnetatos ATcO4, a excepción del AgTcO4
[171]. Por tal motivo, realizamos un estudio de las propiedades electrónicas para esta fa-
milia, considerando la metodologı́a empleada en las familias anteriores. En la Fig. 5.3 se
presenta la estructura de bandas y la DOS para los pertecnetatos ATcO4 isoelectrónicos. En
estos se observa que el MBV y el MBC se sitúan en el punto Γ, es decir, presentan una
brecha electrónica directa, mismo comportamiento reportado en otras familias de scheelitas
isoelectrónicas como los molibdatos AMoO4 (A = Ca, Sr y Ba) [79, 97] y wolframatos AWO4
(A = Ca, Sr, Ba y Ra) [75, 81].

La estructura de bandas mostró que la contribución que predomina en el MBV son los
estados 2p del O, mientras que en el MBC son las contribuciones 4d del Tc. Por otro lado,
los estados s de los cationes A, tienen una contribución muy pequeña en el MBV y en el
MBC. Al analizar la de la DOS parcial observamos que la contribución de los orbitales
s de los cationes A en esta familia, es mayor que para las familias anteriores, lo cual se
debe principalmente a la diferencia que hay en rA. También la DOS muestra que hay una
fuerte contribución de los estados 2p del O por debajo del nivel de Fermi y hasta -3 eV y
después las contribuciones 4d del Tc aparecen notoriamente hasta -4.5 eV para el NaTcO4.
Este comportamiento se presenta en todas las scheelitas isoelectrónicas. Sin embargo, las
contribuciones sufre un ligero corrimiento a la izquierda conforme aumenta rA. En el caso
del NaTcO4, la DOS se divide en tres zonas desde -5.5 eV hasta el nivel de Fermi, mientras
que en los otros compuestos isoelectrónicos, esta área está formada por cuatro zonas. Esta
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diferencia se asocia con los orbitales s y p del catión A. En el NaTcO4 observamos por debajo
del nivel de Fermi, una población similar y continua de estos orbitales. En cambio, en las
demás scheelitas isoelectrónicas la DOS parcial del catión A está segmentada en tres zonas
desde -3 a 0 eV. Otro punto importante es que la ocupación de los orbitales p aumenta con el
radio iónico del catión A, mientras que ocurre lo contrario para los orbitales s. Esta diferencia
puede ser provocada con el pequeño número de electrones del núcleo de Na en comparación
con los otros metales alcalinos.

En la Fig. 5.4 (a) y (b) se muestra la estructura de bandas y la DOS para el AgTcO4 y el
TlTcO4, respectivamente. En este caso la estructura electrónica es diferente a la de los pertec-
netatos de metales alcalinos. El AgTcO4 presenta una brecha electrónica indirecta del punto
∆ al punto Λ, los cuales se sitúan entre los puntos Γ-X y los puntos Z-Γ, respectivamente.
De acuerdo a la estructura de bandas en el MBV hay fuertes contribuciones de los estados

81



Tabla 5.3: Resultados obtenidos del análisis QTAIM de los pernectatos: dA−O1 y dA−O2

(dA−BCPn) son las distancias interatómicas dentro del dodecaedro AO8 (de A a BCPn), εBCPn

es la elipticidad en BCPn y ∇2ρBCPn es el Laplaciano en BCPn.

A dA−O1 dA−BCP1 εBCP1 ∇2ρBCP1 dA−O2 dA−BCP2 εBCP2 ∇2ρBCP2

(Å) (Å) (a.u.) (Å) (Å) (a.u.)

Na 2.5065 1.1291 0.0368 0.0746 2.6157 1.1691 0.1066 0.0563
Ag 2.4414 1.2904 0.0245 0.1533 2.5402 1.3398 0.0273 0.1193
K 2.7763 1.4223 0.0101 0.0648 2.8471 1.4539 0.0392 0.0545
Tl 2.8227 1.5276 0.0057 0.0667 2.8768 1.5556 0.0275 0.0597
Rb 2.9088 1.5475 0.0147 0.0580 2.9706 1.5763 0.0292 0.0506
Cs 3.0723 1.7017 0.0233 0.0509 3.1283 1.7284 0.0346 0.0457

4d y 2p de Ag y el O, respectivamente. Mientras que en el MBC predominan contribuciones
de los estados 4d del Tc y 2p del O. De a cuerdo a la DOS, las fuertes contribuciones de los
estados 4d de Ag prevalecen hasta -1.6 eV, después de este valor sobrepasan las contribucio-
nes 2p del O hasta -4.5 eV, lo cual es consiste con lo reportado en la literatura teóricamente
para AgTcO4 [171]. Aunque la configuración de la capa valencia de Ag en el AgTcO4 y del
Cd en el CdMoO4 son similares, y solo presentan un electrón de diferencia, la estructura
electrónica del AgTcO4 es muy diferente a la del CdMoO4 [ver Fig. 3.4 (a)], ya que esta
última presenta una brecha directa del punto Γ al punto Γ. Estos resultados muestran que la
estructura electrónica de las scheelitas está definida por los electrones de valencia del catión
A. En el TlTcO4 la brecha electrónica también es indirecta, del punto ∆ al punto Σ, estos se
ubican entre los puntos Γ-X y Z-Γ, respectivamente. La estructura de bandas muestra que en
el MBV predominan las contribuciones de los estados 2p del O y 6s del Tl, mientras que el
MBC predominan contribuciones 4d, 2p y 6p del Tc, O y Tl respectivamente. Observamos
que la estructura electrónica del TlTcO4 es muy similar a la del PbWO4 [81] y PbMoO4 [79],
debido a que el catión A de estos compuestos tiene electrones de valencia muy similares a
los del Tl.

Los valores obtenidos para la brecha electrónica en este trabajo son: 2.69, 1.52, 3.17,
2.08, 3.31 y 3.45 eV para NaTcO4, AgTcO4, KTcO4, TlTcO4, RbTcO4 y CsTcO4, respec-
tivamente. En buen acuerdo con el valor reportado para el AgTcO4 de 1.62 eV [171]. Los
valores de la Eg para esta familia se encuentran por debajo de los valores obtenidos para
otras scheelitas ABO4 [75, 98]. Es evidente que Eg presenta una tendencia creciente respecto
a rA en las scheelitas isoelectrónicas. En contraste, en los demás compuestos Eg toma valores
por debajo de linealidad. Esto nos muestra que la ocupación del catión A en el MBV y en el
MBC tiene una fuerte influencia en el tipo y valor de la brecha electrónica.

De acuerdo a este análisis de la densidad de carga por el método QTAIM se obtuvieron
los resultados presentados en la Tabla 5.3, que contiene los valores de las distancias de enlace
no equivalentes (dA−O1 y dA−O2) en el dodecaedro AO8, las distancias del catión A al BCPn
(dA−BCPn), la elipticidad en el BCP (εBCPn) y el Laplaciano en el punto crı́tico de enlace
(∇2ρBCPn). La Tabla 5.3 muestra que a excepción del NaTcO4 y TlTcO4, en todos los demás
compuestos el BCP se encuentra más cerca del anión y esta distancia aumenta a medida
que incrementa rA. El análisis de la elipticidad muestra que la anisotropı́a en los enlaces es
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pequeña y presenta la misma tendencia del Laplaciano. Por último, los valores obtenidos
para ∇2ρBCPn indican que todos los enlaces A-O son iónicos, además, los valores muestran
que los enlaces A-O son más débiles en comparación con otros ABO4 [75, 76, 79], lo cual
afecta las propiedades mecánicas.

En la Fig. 5.6 (a), se observa que las distancias dA−BCPn tienen un comportamiento cre-
ciente respecto a rA, y representan la misma tendencia de las distancias interatómicas en
AO8, ver la Fig. 5.2 (a), lo cual indica que se puede describir la estructura cristalina de los
sistemas mediante el análisis de la densidad de carga. Según la Fig. 5.6 (b) ∇2ρBCPn dismi-
nuye respecto a rA en las scheelitas isoelectrónicas. La reducción del Laplaciano indica que
los enlaces A-O se vuelven más débiles. Por otro lado ∇2ρBCPn en el enlace Ag-O, es más del
doble que para los demás compuestos de esta familia, lo que indica que este enlace es más
iónico y fuerte. En este compuesto las contribuciones de los estados 4d de la Ag juegan un
papel fundamental por debajo del nivel de Fermi. Los resultados de ∇2ρBCPn para AgTcO4
son cercanos a los reportados para el CdMoO4 (15.7, 16.9 a.u.) [79], mientras que los demás
pertecnetatos toman valores por debajo de los obtenidos para BaMoO4 (0.10 a.u.) [79] y
PbMoO4 ( 0.11 a.u.) [79].

5.4. Propiedades elásticas

Las constantes elásticas para los pertecnetatos ATcO4 se presentan en la Tabla 5.4 y en
la Fig. 5.7 respecto a rA. Los resultados obtenidos cumplen con los criterios de estabilidad
elástica de la Sec. 2.12. Para esta familia no hay resultados experimentales con los cuales
comparar los resultados de este trabajo, sin embargo, se utilizó la metodologı́a aplicada en
las otras familias de scheelitas ABO4. Los pertecnetatos presentan valores muy bajos pa-
ra sus constantes elásticas si se comparan con los valores obtenidos para los molibdatos
[46], wolframatos [73, 77] y germanatos [174] u otros óxidos ternarios como los fosfatos y
los arsenatos [175]. Las constantes elásticas de los pertecnetatos isoelectrónicos siguen una
tendencia lineal y decreciente respecto a rA, mientras que la constante c16 sigue un compor-
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Tabla 5.4: Constantes elásticas cij (en GPa) de los pertecnetatos. Los resultados para este
trabajo se identifican con el sı́mbolo ⋆.

A c11 c12 c13 c16 c33 c44 c66

Na 49.13 13.23 22.02 0.01 48.07 13.89 11.65
Ag 71.21 30.17 46.96 2.09 71.07 10.56 12.46
K 34.80 16.12 15.33 2.97 33.81 13.14 13.13
Tl 33.31 21.79 17.68 5.00 31.37 10.49 11.98
Rb 29.83 16.34 13.88 2.97 27.35 10.75 11.76
Cs 24.62 15.35 15.13 3.01 21.23 7.51 8.94

tamiento opuesto. Por otro lado, la Fig. 5.7 muestra la notable diferencia entre los valores de
las ci j para el AgTcO4 y el TlTcO4 con los demás compuestos, lo cual se relaciona con el
comportamiento estructural y el valor del Laplaciano en BCPn.

Observamos que c11 > que c33, lo cual indica que hay una mayor resistencia a la defor-
mación longitudinal a lo largo del eje x (y), en comparación con el eje z, lo cual es consistente
con lo observado en el análisis estructural y en el Laplaciano en BCPn. En las scheelitas de
metales alcalinos, la diferencia entre estas constantes es muy pequeña, apenas por debajo del
2% en el NaTcO4 y conforme aumenta rA, la brecha entre c11 y c33 aumenta hasta un 15%
para el CsTcO4. Mientras que para el AgTcO4 toma valores prácticamente iguales, con una
diferencia de 0.14 GPa. Esto indica que ambos ejes (x y z) podrı́an deformarse homogénea-
mente si se aplica un esfuerzo en la dirección [100]. Por otro lado, para TlTcO4 la diferencia
entre c11 y c33 es de ≈5.86%, cercana a la presentada en KTcO4.

Para las constantes elásticas de tipo expansión transversal, se observa que c13 > c12 para
NaTcO4 y AgTcO4, lo cual indica que la dirección más propensa a una deformación por
expansión transversal es la [010] si se aplica un esfuerzo en x. Sin embargo, para KTcO4,
TlTcO4, RbTcO4 y CsTcO4 se observa que c12 > c13, es decir, la dirección más propensa
a una deformación por expansión transversal es la [001] si se aplica un esfuerzo en x. El
CsTcO4 estas constantes toma valores de 15.35 (c12) y 15.13 (c13) GPa respectivamente, lo
cual indica que si el sistema es sometido a más de 15 GPa, la expansión transversal en las
direcciones [100] y [001] se dará de forma casi homogénea. La constante elástica c16 toma
valores significativamente pequeños, en comparación con las constantes de tipo compresión
longitudinal. Observamos que el TlTcO4 es el que presenta el mayor valor, lo que significa
que este compuesto es el menos propenso a sufrir deformación cortante en (110) si se aplica
un esfuerzo externo en su eje x. En contraste, el NaTcO4 es el más sensible a la deformación
cortante en esta dirección, ya que su valor es apenas por encima de cero.

La constante elástica c66 es más grande que c44 para todos los compuestos a excepción
de NaTcO4. Lo que indica que el plano (011) es más proclive a fallar cortantemente si se
aplica un esfuerzo en el mismo plano para todos la mayorı́a de los pertecnetatos. Este plano
involucra la dirección [001], la cual es la más sensible a la deformación longitudinal y trans-
versal en comparación con la dirección [100] o [010]. La pequeña compresibilidad de los
wolframatos y molibdatos en comparación con los pertecnetatos se debe a que los elementos
de los grupos II y IV (Ca, Sr, Ba, Ra, Pb) tienen los orbitales s completamente ocupados. Por
el contrario, los cationes A de metales alcalinos en los pertecnetatos tienen solo un electrón s.
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Figura 5.7: Constantes elásticas de los pertecnetatos como función de rA.

Mientras que el Tl tiene solo un electrón de valencia p, lo que lo hace más compresible que
otros compuestos isoestructurales con un radio iónico más pequeño. Este comportamiento ya
se observó en otros compuestos de TlBO4 como los fosfatos [126] y los vanadatos [16, 176].
En consecuencia, los poliedros de AO8 de los pertecnetatos son altamente compresibles fa-
voreciendo la deformación de estos compuestos bajo tensión.

5.5. Propiedades mecánicas
Las propiedades mecánicas fueron calculadas a partir de las constantes elásticas siguien-

do el procedimiento previamente descrito en la Sec. 2.12. En la Tabla 5.5 se presenta el
módulo de compresibilidad (B), módulo cortante (G), módulo de Young (E), coeficiente de
Poisson (ν), relación de Pugh (B/G) y dureza de Vickers (HV) para los pertecnetatos ABO4.

En la Fig. 5.8 se han graficado los resultados de las propiedades mecánicas en función
rA. De acuerdo a la Fig. 5.8 (a), se observa un buen acuerdo con los resultados obtenidos
para B por ambos métodos, lo que nos permite usar esta metodologı́a para estudiar a es-
tos compuestos. Los pertecnetatos toman valores para B en un rango de 50.75 a 17.90 GPa
para el AgTcO4 y el CsTcO4, respectivamente. Aunque en el caso del AgTcO4 el valor es
comparable con el del BaWO4 (57 GPa) y RaMoO4 (59 GPa), debido a la alta ionicidad del
enlace Ag–O, los demás toman valores por debajo de los presentados para los molibdatos
AMoO4 [73], wolframatos AWO4 [1], vanadatos AVO4 [177], germanatos AGeO4 [46], sili-
catos ASiO4 [178] y niobiatos ANbO4 [179] y muy cercanos a los reportados para KReO4,
AgReO4 y NaAlH4 [1]. Las scheelitas de metales alcalinos presentan una tendencia decre-
ciente lineal en B respecto a rA, mismo comportamiento presentado en las constantes elásti-
cas de tipo compresión longitudinal y expansión transversal y en el Laplaciano en BCP.

De acuerdo a la Fig. 5.8 (b), G toma valores muy bajos, apenas por debajo de 13.46
GPa para NaTcO4 y disminuye con el aumento de rA para los pertecnetatos isoelectrónicos,
tal como se observa en las constantes de tipo cortante. El módulo de Young presenta un

85



Tabla 5.5: Propiedades mecánicas de los pertecnetatos: módulo de compresibilidad (B),
módulo cortante (G), módulo de Young (E), relación de Poisson (ν), relación de Pugh (B/G)
y dureza Vickers (HV). ν y B/G son adimensionales, los demás valores tienen unidades de
GPa. Los resultados para este trabajo se identifican con el sı́mbolo ⋆.

A BV BR B GV GR G E ν B/G HV Ref

Na 28.98 28.79 28.88 13.81 13.46 13.64 35.35 0.29 2.11 2.49 ⋆
Ag 51.29 50.19 50.74 12.67 11.60 12.14 33.73 0.38 4.17 1.06 ⋆
Ag 55.01 13.54 37.53 0.38 4.06 [6]
K 21.89 21.88 21.88 11.65 10.99 11.32 28.97 0.27 1.93 2.42 ⋆
Tl 23.58 23.41 23.50 9.31 6.92 8.12 21.84 0.34 2.89 1.21 ⋆
Rb 19.46 19.34 19.40 9.51 8.59 9.05 23.50 0.29 2.14 1.84 ⋆
Cs 17.96 17.83 17.89 6.44 5.19 5.82 15.76 0.35 3.07 0.89 ⋆
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comportamiento similar al observado para G, esto es por la relación natural que existe en la
fórmula para calcularlo, donde involucra a B y G, ver Ec. 2.44. De a cuerdo a los valores
obtenidos para ν, de 0.27 a 0.38, las scheelitas de esta familia son materiales cerámicos y los
enlaces presentados en la estructura son iónicos, sin embargo, el rango en los valores de ν

indican que en esta familia los enlaces son menos iónicos en comparación con los molibdatos
y wolframatos ABO4, lo cual es consistente con lo observado en las propiedades electrónicas
al analizar el Laplaciano en BCPn.

Para la relación de Pugh los pertecnetatos ABO4 tomaron valores por encima de 1.93, lo
cual es cercano al limite inferior de Pugh para materiales dúctiles, sin embargo el AgTcO4
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(4.17) toma un valor muy cercano al presentado en CdMoO4 (4.25). En las scheelitas iso-
electrónicas conforme decrece rA y rB la ductilidad de estos compuestos ABO4 disminuye
y sigue un comportamiento muy similar al de ν, ya que también involucra naturalmente a
B y G. De forma general, los pertecnetatos presentan los valores más pequeños para HV en
comparación con otros ABO4, lo cual es consistente con lo presentado en el coeficiente de
Poisson y la relación de Pugh. En el caso de AgTcO4 (1.06) presenta uno de los valores más
bajos, apenas por encima del obtenido para CsTcO4 (0.89), debido a que su relación de Pugh
es la más grande. Lo cual se esperaba por el comportamiento de B y G. Para los pertecnetatos
isoelectrónicos HV disminuye a medida que aumenta rA.

5.6. Anisotropı́a elástica

La anisotropı́a elástica se obtuvo con la metodologı́a de la Sec. 2.12. En la Fig. 5.9 se
presentan los factores anisotrópicos cortantes (A1 y A3), porcentaje de anisotropı́a para el
módulo de compresibilidad y cortante (AB y AG) y el ı́ndice de anisotropı́a universal (AU )
como función de rA. En esta familia se encontró que la dirección más propensa a sufrir de-
formación elástica respecto a rA es la [010] (A1) para NaTcO4 y AgTcO4. Mientras que para
el KTcO4 A1 y A3 son prácticamente iguales, lo cual deriva de la cercanı́a en los valores de
las constantes c11 y c33 y en las constantes c12 y c13. Por otro lado, para TlTcO4, RbTcO4
y CsTcO4 la anisotropı́a direccional cortante es mayor en la dirección [001] (A3), debido
a que c66 es mayor a c44 y porque (2c11 − 2c12) < (c11 + c33 − 2c13), esto se relaciona di-
rectamente con la ecuación que se utiliza para calcular A3, ver Ec. 2.50. Observamos que,
A1 y A3 aumentan respecto a rA, con un comportamiento lineal creciente para las scheelitas
de metales alcalinos, esta tendencia es provocada por el comportamiento elástico mostrado
en la Fig. 5.7. Por otro lado, el AgTcO4 presenta una anisotropı́a baja en comparación con
los demás pertecnetatos, la cual es provocada por el alto valor de las constantes elásticas de
tipo compresión longitudinal y expansión transversal, mientras que el TlTcO4 presenta un
aumento en A3 inducido por el comportamiento de la constante c44. En general, la diferencia
entre A1 y A3 es más pronunciada a medida que aumenta c12 y c13, como se muestra en el
TlTcO4.
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De la Fig. 5.9 (b) es claro que AB es significativamente menor que AG, lo cual deriva
únicamente de la diferencia entre los resultados obtenidos por el método de Voigt y Reuss de
acuerdo a la Ec. 2.47. Es decir, BV y BR son muy similares, mientras que GV y GR presentan
una mayor diferencia. Es importante mencionar que los métodos de Voigt [51] y Reuss [52]
representan los lı́mites superior e inferior en cálculo de las propiedades mecánicas, mientras
el primero considera que la deformación es homogénea en el cristal, el segundo asume que la
tensión es constante en el mismo, cuando se aplica una carga axial. En cuanto a la tendencia,
el comportamiento de AB es prácticamente lineal, si se excluye al AgTcO4, mientras que, AG
sigue una tendencia creciente para las scheelitas isoelectrónicas, a diferencia de AgTcO4 y
TlTcO4 que salen notoriamente de la tendencia, ver Fig. 3.9 (b). En cuanto a AU describe
la anisotropı́a de forma general en los cristales. El comportamiento de AU es muy similar al
observado en AG, el cual depende de la variación de las constantes elásticas antes menciona-
das. Ası́, cuanto mayor sean las diferencias entre los resultados que se obtienen del método
de Voigt y de Reuss, mayor será la anisotropı́a universal, en este caso la diferencia es ma-
yor para el módulo cortante G, lo cual se relaciona con el comportamiento de las constantes
elásticas.

5.7. Propiedades vibracionales

En la Tabla 5.6 se presentan las frecuencias de los modos vibracionales Raman, infra-
rrojo y silenciosos en el punto Γ para los pertecnetatos. La información ha sido ordenada de
forma ascendente respecto a la masa del catión A junto con, resultados experimentales para
comparar. La relación de dispersión de fonones en toda la zona de Brillouin y la densidad de
estados de fonones (PDOS) se encuentra en la Fig. 5.10. Después de comparar los resultados
reportados experimentalmente [166, 169, 170, 180, 181] con nuestros resultados se encuen-
tran en buen acuerdo. Sin embargo, a pesar de los diversos estudios, estos solo describen
cierto rango de frecuencias Raman e infrarrojos y no son concluyentes. Por otro lado, las
propiedades vibracionales para las fases de alta temperatura del TlTcO4 y el CsTcO4 no han
sido reportadas.

Los pertecnetatos estudiados son dinámicamente estables, ya que cumplen con los crite-
rios de estabilidad de la Sec. 2.13 y no presentan ramas imaginarias en los modos acústicos.
Para los pertecnetatos isoelectrónicos el espectro de fonones se divide en tres zonas según la
Fig. 5.10 (a), (b), (c) y (d). La primera zona se encuentra entre 34.3 y 101 cm−1, la segunda
zona va de 316-331 cm−1 y la última zona se sitúa entre 906 y 914 cm−1 para el CsTcO4,
con la reducción de la masa del catión A las frecuencias aumentan. De acuerdo a la PDOS, en
la primera zona predominan vibraciones de bajas frecuencias con simetrı́a T y R correspon-
dientes al O, A, y Tc. En la segunda zona únicamente participan vibraciones con simetrı́a ν2
y ν4 del tetraedro TcO4, al igual que a altas frecuencias con simetrı́a ν1 y ν3. La división de
las zonas en los espectros de fonones para las scheelitas isoelectrónicas, se debe principal-
mente a que hay un corrimiento de las frecuencias del catión A a la izquierda entre mayor es
la masa del mismo, tal como se observa en la PDOS del NaTcO4 para Na y del CsTcO4 para
el Cs. Otra diferencia entre los espectros de fonones del NaTcO4 y CsTcO4 es la dispersión
de las ramas, ya que estas tienden a estar más compactas entre más grande es la masa del
catión A. El TlTcO4 presentó un comportamiento similar a las scheelitas isoelectrónicas, al
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Tabla 5.6: Frecuencias Raman, IR y Silenciosos (ω en cm−1) para los pertecnetatos. Los
resultados para este trabajo se identifican con el sı́mbolo ⋆.

Na K Rb Ag Cs Tl

Modo ⋆ [169] ⋆ [180] ⋆ [166] ⋆ [181] ⋆ [166] ⋆ [170]

Raman
T (Eg) 104.0 78.3 70 58.3 71.8 34.3 41.9
T (Bg) 90.5 63.5 50.2 73.5 39.0 43.4
T (Bg) 146.8 136.2 98.2 122.0 81.1 68.0
T (Eg) 123.1 102.4 104 92.2 113.1 58.0 73.2
R(Ag) 145.2 115.2 97.0 155.5 70.3 109.5
R(Eg) 172.7 141.0 121.3 195.7 101.0 118.8
ν2(Ag) 311.8 317.9 327 318.1 325 293.8 316.9 322 312.2
ν2(Bg) 304.4 317.5 319.2 281.9 317.3 312.9
ν4(Bg) 354.6 377 337.6 348 333.4 345 353.7 332.2 339 332.8
ν4(Eg) 364.2 322 346.9 360 341.8 352 363.1 337.3 350 336.4
ν3(Eg) 891.4 877 902.2 887 904.7 887 836.7 847 904.9 886 874.3
ν3(Bg) 928.4 918 929.5 920 928.4 917 877.1 896 926.3 915 889.1
ν1(Ag) 916.6 902 927.9 913 929.9 912 855.2 880 930.7 911 902.8

IR
T (Au) 34.3 123.7 92.2 99.0 77.6 57.3
R(Eu) 90.0 79.5 66.8 86.6 50.9 58.1
T (Eu) 125.3 118.5 95.3 105.2 84.2 71.1
ν4(Au) 273.2 297.6 304.6 243.9 311.1 296.3
ν4(Eu) 299.7 315.1 319.2 278.7 322.6 307.8
ν2(Au) 366.2 345.0 351 338.1 368.9 331.3 335.0 347
ν3(Au) 882.6 897.8 902.1 821.0 906.1 872.6
ν3(Eu) 900.5 911.7 913.5 840.5 914.0 881.5 880

Silenciosos
R(Bu) 200.8 144.7 123.7 217.3 102.7 132.4
ν2(Bu) 347.0 335.5 331.5 348.7 326.8 327.3
ν1(Bu) 921.3 929.4 931.0 859.0 930.9 906.3

igual que el AgTcO4, sin embargo en el último hay una mayor dispersión en las ramas lo
cual se debe al pequeño valor de rA.

En la Fig. 5.11 se presentan las frecuencias de fonones en función de 1/µ = 1/mA +
1/mTcO4 . De acuerdo a esto, se encontró que las frecuencias de fonones Raman, infrarrojos
y silenciosos siguen una tendencia lineal respecto a µ−1/2. Según la Fig. 4.11 (a), los modos
Raman internos de alta frecuencia son cercanos en frecuencia y presentan poca dependencia
respecto a la masa del catión A, excepto por los modos Bg y Eg cerca de 350 cm−1, mien-
tras que los modos de baja frecuencia tienden a depender más de la masa del catión A. Esta
tendencia es más notoria en las scheelitas isoelectrónicas, las frecuencias IR y silenciosas
conservan este comportamiento, ver Fig. 5.11 (b) y (c). Se reporta en la literatura, que las
frecuencias más altas (ν1 y ν3) aumentan con la transferencia de carga del catión A al poli-
anión BO4 [75, 127], esto hace que los enlaces B-O sean más fuertes, lo cual se ve reflejado
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Figura 5.10: Espectro de fonones y densidad de estados de fonones de los pertecnetatos.

en un mayor valor en el ∇2ρB−O. De acuerdo a la literatura, los valores que toma ∇2ρB−O
son aproximadamente un 80% más grandes en comparación con el promedio presentado en
el ∇2ρA−O en los wolframatos [75]. Para el caso de los molibdatos la diferencia entre el
promedio del ∇2ρA−O y ∇2ρB−O, es del 60% aproximadamente, mientras que para los per-
nectatos este porcentaje aumenta a un 86%, lo cual es provocado por los bajos promedios de
∇2ρA−O. De acuerdo a la Tabla 5.6 es evidente que los modos de altas frecuencias (ν1 y ν3)
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siguen este mismo comportamiento, siendo más notoria esta tendencia en los compuestos
isoelectrónicos.
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Capı́tulo 6

Perrenatos AReO4

6.1. Descripción de los perrenatos
La estructura tipo scheelita es adoptada por una gran cantidad de compuestos ABO4 que

incluyen cationes con un amplio rango de número de oxidación, donde el catión A puede
tener un rango desde I a IV y el catión B va desde IV a VII. Los perrenatos tienen un número
de oxidación en el catión A de I y en el catión B de VII, al igual que en los pertecnetatos
ABO4. Otro factor importante que hace cristalizar a los compuestos ABO4 en estructuras tipo
scheelita, es la relación de rA/rB, que debe ser inferior a 2.75 [1, 182]. Los cambios en esta
relación pueden provocar cambios de simetrı́a. Se reportó que al aumentar el tamaño del ca-
tión A en los perrenatos, se propició un descenso de la simetrı́a tetragonal a una monoclı́nica
u ortorrómbica [183]. Los perrenatos ABO4 son compuestos isoestructurales a los periodatos
AIO4 y pernectatos ATcO4, al igual que para estas familias, los perrenatos no han sido muy
estudiados. De la caracterización estructural de los perrenatos AReO4 se concluyó que cuan-
do A es Na (118 pm) [184], K (151 pm) [185] , Rb (161 pm) [186] y Ag (128 pm) [149],
cristalizan en una estructura tipo scheelita y cuando A es Cs (174 pm) [187] y Tl (159 pm)
[183] cristalizan en una estructura ortorrómbica a condiciones ambiente. Con el aumento de
la temperatura, los últimos dos sufren una transición a la fase scheelita [188, 189], como en
el caso de los TlTcO4 y CsTcO4.

Otros estudios se han enfocado en estudiar el comportamiento de estos compuestos bajo
presión. En el caso del TlReO4 se ha reportado la siguiente secuencia de transición: Or-
torrómbica (0 GPa) → α-Ortorrómbica (1 GPa) → wolframita (2 GPa) → tipo BaWO4-II
(10 GPa) [190]. Mientras el KReO4 sigue una transición diferente debido a la estructura en la
que cristaliza a baja presión: scheelita (0 GPa) → pseudoscheelita (7.5 GPa) → wolframita
(10 GPa) → monoclı́nica (14 GPa) y para el RbReO4 es: scheelita (0 GPa) → pseudoschee-
lita (1.6 GPa) → wolframita (5.5 GPa) → monoclı́nica (15 GPa) [188]. El CsReO4 bajo
presión sufre dos transiciones de fase pseudoscheelita (0 GPa) → wolframita (10 GPa) →
triclı́nica (18 GPa) [188]. Por otro lado, se ha reportado teóricamente la estructura electróni-
ca y algunas propiedades ópticas del NaReO4 y del AgReO4 [191]. Sin embargo, en ninguno
de estos estudios se ha demostrado la estabilidad elástica y dinámica de esta familia a con-
diciones ambiente o bajo presión. De a cuerdo al rA y rB, estos compuestos se sitúan en el
diagrama de Bastide por encima de los pernectatos ATcO4, lo que indica que rB es mayor en
los perrenatos y por debajo de los perrutenatos ARuO4 y osmiatos AOsO4, ver Fig. 2.9. Por
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Tabla 6.1: Parámetros estructurales de los compuestos AReO4: a y c son los parámetros de
red, V es el volumen, WP es la posición de Wyckoff del O, B es el módulo de compresibi-
lidad y B′ es la derivada de B con respecto a la presión. Los resultados para este trabajo se
identifican con el sı́mbolo ⋆.

A a c c/a V WP B B′ Ref.

(Å) (Å) (Å) (Å3) x y z (GPa)

Na 5.3836 11.5410 2.14 334.49 0.13604 0.01886 0.21078 27.8 5.5 ⋆
5.3654 11.7320 2.18 337.49 0.23270 0.12110 0.04200 [184]

Ag 5.3466 11.36912 2.12 325.00 0.13980 0.01732 0.21237 46.8 6.4 ⋆
5.3724 11.7932 2.19 340.40 0.13220 0.00194 0.208120 31.0 [149]

K 5.7129 12.4855 2.18 407.50 0.12654 0.03250 0.204750 22.5 5.4 ⋆
5.6800 12.7030 2.23 409.82 [185]

Tl 5.8129 12.6961 2.18 429.00 0.12621 0.03692 0.203490 23.1 4.9 ⋆
5.7670 13.3300 2.31 443.33 [192]

Rb 5.8870 12.9697 2.20 449.50 0.12005 0.03782 0.201990 19.6 5.5 ⋆
6.0096 13.4897 2.24 487.19 0.10923 0.28635 0.824340 [186]

Cs 6.0934 13.6279 2.23 506.00 0.10952 0.04187 0.198480 17.7 5.0 ⋆
5.9450 14.2700 2.40 504.34 [193]

último, los perrenatos son de gran interés en las últimas décadas, ya que, se utilizan como
sustitutos de pertecnetatos en estudios de estabilidad y movilidad de materiales nucleares
[131, 169].

En este capı́tulo se estudian los parámetros cristalográficos, propiedades electrónicas,
elásticas, mecánicas y vibracionales de los perrenatos AReO4 con estructura tipo scheelita a
presión ambiente, con la finalidad de determinar la estabilidad elástica y dinámica de todos
los compuestos de esta familia. Además, se presenta un análisis del comportamiento de las
propiedades estudiadas para encontrar tendencias como función del tamaño del radio iónico
de los cationes.

6.2. Parámetros estructurales
En la Tabla 6.1, se presentan los parámetros estructurales de los perrenatos AReO4 de for-

ma ascendente respecto a rA: parámetros de red (a y c), relación c/a, la posición de Wyckoff
(WP) del oxı́geno, el módulo de compresibilidad (B) y la derivada del módulo de compresibi-
lidad respecto a la presión (B′). Observamos que existe un buen acuerdo entre los resultados
reportados experimentalmente y los nuestros, siendo la mayor diferencia de ≈8% para el
volumen de equilibrio, mientras que la diferencia de los parámetros de red es inferior al 4%.
En la Fig. 6.1 se presenta el volumen, parámetros de red y el módulo de compresibilidad en
función de rA. En los perrenatos los valores obtenidos para V son relativamente grandes, en
comparación con otras scheelitas ABO4 [73, 75], mismo comportamiento presentado en los
pertecnetatos [74], incrementando aproximadamente un 16% si se compara el V del RaBO4
(B = Mo, W), con el V del CsReO4, que son los miembros con los valores de rA más grandes
para cada familia, respectivamente. La diferencia en el V , es provocada por los valores de rA.
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Para Ra el rA = 148 pm, mientras que para Cs el rA = 174 pm, lo que significa un aumento
del 15% en este parámetro fı́sico, mismo comportamiento presentado en la familia de los
pertecnetatos.

Por otro lado, los valores de V de esta familia y la de los pertecnetatos son muy similares
[74], con una diferencia de menor a 1%, siendo más grandes para los compuestos AReO4.
Esta diferencia es únicamente atribuida a rB, donde rRe = 38 pm y rTc = 37 pm, una dife-
rencia muy pequeña. El volumen representa una tendencia creciente conforme aumenta rA,
al igual que en las demás familias de scheelitas ABO4, debido al aumento de los parámetros
de red a y c. Siendo que el parámetro de red c aumenta significativamente más respecto a
rA, aproximadamente un 15.31% en comparación con el parámetro de red a, sı́ se comparan
los valores del NaReO4 y del CsReO4, que son los compuestos con rA más pequeño y más
grande, respectivamente.

La mayorı́a de los compuestos ABO4 toman valores para B por encima de 55 GPa, como
el BaMoO4 (62.3 GPa), el BaWO4 (61.5 GPa), el RaMoO4 (57.2 GPa), y el RaWO4 (56.7
GPa) [75]. Se ha reportado experimentalmente que el B para el NaReO4 es 42 GPa [136],
para el AgReO4 es 31 GPa [149], para el KReO4 es 18 GPa [194] y para el TlReO4 es 28.8
GPa [116]. De a cuerdo a esto y a los resultados de este trabajo, los valores de B se encuen-
tran en el lı́mite inferior para los compuestos ABO4 muy cerca de los valores obtenidos para
los pertecnetatos. Lo que indica que el CsReO4 (17.7 GPa) es el compuesto ABO4 más com-
presible de todas las familias de scheelitas estudiadas en esta tesis, aun después del CsTcO4
(17.8 GPa) [74], el cual se compara con el presentado en las estructuras organometálicas
[173]. La tendencia presentada en B es decreciente para las scheelitas isoelectrónicas, res-
pecto a rA, debido a que la eficiencia de empaquetamiento disminuye conforme aumenta rA.
En contraste el AgReO4 y el TlReO4 salen de la linealidad, misma tendencia presentada en
V , lo cual indica que estos son un poco más empaquetados que las scheelitas isoelectrónicas,
aunque el resultado en B no se relaciona solo con esto, sino con las propiedades electrónicas,
en especial la forma en la que A y O se enlazan, esto se discutirá más adelante.

En la Tabla 6.2 se presentan las distancias no equivalentes dentro del dodecaedro distor-
sionado AO8(dA−O1 y dA−O2), la distancia dentro del tetraedro ReO4 (dRe−O), el parámetro
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Tabla 6.2: Distancias interatómicas dentro de los poliedros AO8 y ReO4: dA−O1 y dA−O2 son
las distancias del catión A al oxı́geno, dRe−O es la distancia del Re al oxı́geno y ∆d es el
parámetro de distorsión poliedral para AO8. Los resultados para este trabajo se identifican
con el sı́mbolo ⋆.

A dA−O1 dA−O2 dRe−O ∆d Ref. A dA−O1 dA−O2 dRe−O ∆d Ref.
(Å) (Å) (Å) (E-3) (Å) (Å) (Å) (E-3)

Na 2.4947 2.6295 1.7506 2.6 ⋆ Tl 2.8392 2.9147 1.7508 13.1 ⋆
2.5230 2.6420 1.7310 [160] 2.8980 3.0270 1.7040 [160]

Ag 2.4535 2.5958 1.7587 28.1 ⋆ Rb 2.8992 2.9785 1.7484 13.4 ⋆
2.5460 2.6440 1.7303 [160] 2.9200 3.0007 1.7160 [160]

K 2.7650 2.8545 1.7487 15.9 ⋆ Cs 3.0651 3.1348 1.7482 11.2 ⋆
2.7860 2.8680 1.723 [160]
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Figura 6.2: (a) Distancias interatómicas en el dodecaedro (dA−On), (b) volumen del dodecae-
dro (VAO8), (c) distancia interatómica en el tetraedro (dRe−O) y (d) parámetro de distorsión
poliedral en el dodecaedro (∆d) de los perrenatos como función de rA.

de distorsión poliedral (∆d) y resultados experimentales reportados en la literatura. En Fig.
6.2 se han graficado las distancias interatómicas en el dodecaedro y tetraedro, ası́ como los
volúmenes poliedrales respecto a rA. De acuerdo a la Fig. 6.2 (a) y (b), la tendencia de dA−O1

y dA−O2 en AO8 y de VAO8 respecto a rA es similar al observado en el parámetro de red c y
en V . Entonces, el comportamiento en el volumen, es provocado por la organización de las
cadenas de dodecaedros distorsionados AO8, las cuales se encuentran distribuidas paralelas
al eje z. Por lo que, al incrementar el valor de las distancias interatómicas en AO8 y en con-
secuencia aumenta el valor de VAO8 , el parámetro de red c y volumen del cristal presentan
la misma tendencia respecto a rA. Es importante mencionar que esta tendencia se presenta
únicamente en las scheelitas de metales alcalinos, ya que, para AgReO4 y TlReO4 decrecen
ligeramente. Por otro lado, las distancias en el tetraedro son casi invariantes respecto a rA,
ver en Fig. 6.2 (c). Sin embargo, dRe−O son menores en comparación con dMo−O y dW−O y
más grandes que las distancias dTc−O en los compuestos ATcO4.

Por último, el parámetro de distorsión poliedral, de acuerdo a la Fig. 6.2 (d) toma valores
por encima de los presentados en los molibdatos y wolframatos y muy cercanos a los pre-
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Figura 6.3: Estructura de bandas y densidad de estados (DOS) de los perrenatos de metales
alcalinos. La lı́nea discontinua roja corresponde al nivel de Fermi.

sentados en la familia de los pertecnetatos. ∆d decrece respecto a rA, lo cual es provocado
porque con el aumento de rA las distancias interatómicas se vuelven más cercanas. De for-
ma general, se observa que los perrenatos de metales alcalinos: NaReO4, KReO4,RbReO4 y
CsReO4 siguen una tendencia lineal creciente en los parámetros estructurales respecto a rA,
mientras que los otros compuestos se desvı́an ligeramente de la linealidad.

6.3. Propiedades electrónicas

Revisando la literatura, solo se han reportado mediante cálculos de primeros principios
algunas propiedades electrónicas y ópticas del NaReO4 y del AgReO4 [191]. Ası́ que uti-
lizamos la metodologı́a empleada en las familias anteriores. En la Fig. 6.3 se presenta la
estructura de bandas y la DOS para los perrenatos AReO4 isoelectrónicos. El MBV y el
MBC se sitúan en el punto Γ, es decir, presentan una brecha electrónica directa, mismo com-
portamiento reportado en otras familias de scheelitas isoelectrónicas como los molibdatos
AMoO4 (A = Ca, Sr y Ba) [79, 97], wolframatos AWO4 (A = Ca, Sr, Ba y Ra) [75, 81]
y pertecnetatos (A = Na, K, Rb y Cs) [74]. En la estructura de bandas observamos que la
contribución que predomina en el MBV son los estados 2p del O, mientras que en el MBC
son las contribuciones 5d del Re y 2p del O. Por otro lado, los estados s de los cationes A,
tienen una contribución muy pequeña en el MBV y en el MBC. Al analizar la DOS parcial,
encontramos que la contribución de los orbitales s de los cationes A en esta familia, es mayor
que para los molibdatos y wolframatos ABO4, lo cual se debe principalmente a la diferencia
que hay en rA y similar a la de los pertecnetatos ATcO4. Sin embargo, para el RbReO4 y el
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Figura 6.4: Estructura de bandas y densidad de estados (DOS) de los perrenatos AgReO4 y
TlReO4. La lı́nea discontinua roja corresponde al nivel de Fermi.

CsReO4 la contribución de los estados s es notoria por debajo del nivel de Fermi y hasta -4.5
eV. De a cuerdo a la DOS podemos ver que hay una fuerte contribución de los estados 2p
del O por debajo del nivel de Fermi hasta -3.1 eV. Las contribuciones 5d del Re aparecen
notoriamente hasta -4.5 eV para el NaReO4. Este comportamiento se presenta en todas las
scheelitas isoelectrónicas con ligero corrimiento a la izquierda conforme aumenta rA.

En la Fig. 6.4 (a) y (b) se muestra la estructura de bandas y la DOS para el AgReO4 y
el TlReO4, respectivamente. En este caso la estructura electrónica difiere de la presentada
en los perrenatos de metales alcalinos. El AgTcO4 tiene una brecha electrónica indirecta del
punto ∆ al punto Λ, los cuales se ubican entre los puntos Γ-X y los puntos Z-Γ, respectiva-
mente. De acuerdo a la estructura de bandas en el MBV hay fuertes contribuciones de los
estados 4d y 2p de la Ag y el O, respectivamente. Mientras que en el MBC predominan
contribuciones de los estados 5d del Re y 2p del O, lo cual se encuentra en buen a cuerdo
con lo reportado teóricamente por Spitaler [191]. Las fuertes contribuciones de los estados
4d de Ag prevalecen hasta -1.5 eV, después de este valor predominan las contribuciones 2p
del O hasta -4.5 eV, comportamiento similar al AgTcO4 [74, 171]. Aunque la configuración
de la capa de valencia del catión A en el AgReO4 y el CdMoO4 son similares, y solo pre-
sentan un electrón de diferencia, la estructura electrónica del AgReO4 es muy diferente a la
del CdMoO4 [ver Fig. 3.4 (a)], ya que esta última presenta una brecha directa del punto Γ

al punto Γ. En el TlReO4 la brecha electrónica también es indirecta, del punto ∆ al punto Σ.
La estructura de bandas en el MBV predominan las contribuciones de los estados 2p del O
y 6s del Tl, mientras que el MBC predominan contribuciones 5d, 2p y 6p del Re, O y Tl
respectivamente. Observamos que la estructura electrónica del TlReO4 es muy similar a la
del TlTcO4 [74], a la del PbWO4 [81] y a la de PbMoO4 [79], debido a que el catión A de
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Tabla 6.3: Resultados obtenidos del análisis QTAIM de los perrenatos: dA−O1 y dA−O2

(dA−BCPn) son las distancias interatómicas dentro del dodecaedro AO8 (de A a BCPn), εBCPn

es la elipticidad en BCPn y ∇2ρBCPn es el Laplaciano en BCPn.

A dA−O1 dA−BCP1 εBCP1 ∇2ρBCP1 dA−O2 dA−BCP2 εBCP2 ∇2ρBCP2

(Å) (Å) (a.u.) (Å) (Å) (a.u.)

Na 2.4947 1.1238 0.0376 0.0793 2.6295 1.1742 0.1112 0.0512
Ag 2.4534 1.2961 0.0090 0.1495 2.5958 1.3681 0.0144 0.1058
K 2.7650 1.4247 0.0370 0.0631 2.8545 1.4679 0.0440 0.0506
Tl 2.8392 1.5359 0.0045 0.0647 2.9147 1.5765 0.0268 0.0552
Rb 2.8992 1.5501 0.0051 0.0572 2.9785 1.5897 0.0322 0.0476
Cs 3.0660 1.6967 0.0005 0.0521 3.1355 1.7320 0.0444 0.0454

estos compuestos tiene electrones de valencia del bloque p.
Los valores obtenidos para la Eg en este trabajo son: 3.49, 1.89, 3.99, 2.92, 4.11 y 4.23

eV para NaReO4, AgReO4, KReO4, TlReO4, RbReO4 y CsReO4, respectivamente, muy
cercanos a resultados de DFT [191] 3.67 y 2.00 eV para el NaReO4 y el AgReO4, respecti-
vamente. Los valores de Eg para esta familia se encuentran cercanos de los obtenidos para
otras scheelitas ABO4 como los molibdatos [98] y wolframatos [75] y por encima de los
valores presentados para los pertecnetatos ATcO4 [74]. Es evidente que Eg presenta una ten-
dencia creciente respecto a rA en las scheelitas isoelectrónicas. Caso contrario en los demás
compuestos, donde Eg toma valores por debajo de linealidad.

Del análisis QTAIM se obtuvieron los resultados presentados en la Tabla 6.3, que contie-
ne los valores de las distancias de enlace no equivalentes (dA−O1 y dA−O2) en el dodecaedro
AO8, las distancias del catión A al BCPn (dA−BCPn), la elipticidad en los BCP (εBCPn) y el
Laplaciano en BCP (∇2ρBCPn). Los resultados de la Tabla 6.3 muestran que a excepción del
NaReO4 y TlReO4, en todos los demás compuestos el BCP se encuentra más cercano al O y
esta distancia incrementa a medida que incrementa rA. De acuerdo al análisis de la eliptici-
dad, la anisotropı́a en los enlaces es pequeña y presenta la misma tendencia del Laplaciano.
Por último los valores obtenidos para el ∇2ρBCPn indican que todos los enlaces A-O son ióni-
cos, aunque toma valores significativamente pequeños en comparación con los molibdatos y
wolframatos ABO4 y ligeramente inferiores a los presentados en los pertecnetatos [74]. En
la Fig. 6.6 (a), se observa que las distancias dA−BCPn tienen un comportamiento creciente
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Tabla 6.4: Constantes elásticas cij (en GPa) de los perrenatos. Los resultados para este trabajo
se identifican con el sı́mbolo ⋆.

A c11 c12 c13 c16 c33 c44 c66 Ref.

Na 50.81 12.14 21.63 0.048 51.33 13.20 10.96 ⋆
Ag 65.55 28.18 45.47 1.43 72.39 8.83 10.06 ⋆
K 36.32 16.40 15.23 2.69 35.37 13.45 14.09 ⋆

31.50 12.60 8.30 1.00 23.70 11.4 13.70 DFT [194]
Tl 33.94 22.92 19.42 3.95 33.62 10.22 12.74 ⋆
Rb 31.01 16.83 13.67 2.64 28.61 11.15 12.85 ⋆
Cs 25.82 17.51 13.97 2.19 22.29 7.93 10.19 ⋆

respecto a rA, y representan la misma tendencia de las distancias interatómicas en AO8, ver
la Fig. 6.2 (a).

Según la Fig. 6.6 (b), ∇2ρBCPn disminuye respecto a rA en las scheelitas isoelectrónicas.
La reducción del Laplaciano indica que los enlaces A-O se vuelven más débiles. Por otro lado
el ∇2ρBCPn en el enlace Ag-O para el AgReO4 es más del doble que para los demás compues-
tos de esta familia, lo que indica que este enlace es más iónico y fuerte. En este compuesto
las contribuciones de los estados 4d de Ag juegan un papel fundamental por debajo del ni-
vel de Fermi. Los resultados de ∇2ρBCPn para AgReO4 son cercanos a los reportados para
el CdMoO4 (0.15 a.u.) [79] y AgTcO4 (0.14 a.u.) [74], mientras que los demás perrenatos
toman valores por debajo de los obtenidos para BaMoO4 (0.10 a.u.) [79] y PbMoO4 (0.11
a.u.) [79].

6.4. Propiedades elásticas

Las constantes elásticas para los perrenatos AReO4 se presentan en la Tabla 6.4 y en la
Fig. 6.7. Los resultados obtenidos cumplen con los criterios de estabilidad elástica de la Sec.
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2.12. Los perrenatos ABO4 presentan valores muy bajos para sus constantes elásticas, si se
comparan con los valores para otros compuestos ABO4 [46, 73, 77, 175] donde rA es menor
que 150 pm. Sin embargo, son similares a los presentados por los pertecnetatos [74]. En la
literatura no hay resultados experimentales con los cuales comparar nuestros resultados, pero
se utilizan las metodologı́as empleadas en las familias anteriores.

La Fig. 6.7 ilustra que c33 > que c11 para NaReO4 y AgReO4, lo cual indica que hay
una mayor resistencia a la deformación longitudinal a lo largo del eje z, en comparación con
el eje x o y, mientras que para los demás perrenatos se tiene un comportamiento opuesto, lo
cual es consistente con lo observado en el análisis estructural y el Laplaciano en los BCPn.
En las scheelitas isoelectrónicas, la diferencia entre estas constantes es muy pequeña, por
debajo del 2% en el NaReO4 y conforme aumenta rA la brecha entre c11 y c33 aumenta hasta
un 16% para el CsReO4, lo que indica que con el aumento de rA la dirección [001] se hace
cada vez más propensa a la deformación longitudinal. Mismo comportamiento presentado
para el AgReO4. Por otro lado, en el TlReO4 c11 y c33 son prácticamente iguales, con una
diferencia 0.62 GPa, esto indica que ambos ejes (x y z), lo que indica que las direcciones
[100] y [001] podrı́an deformarse casi homogéneamente respecto a la presión, por encima de
33.62 GPa.

Para las constantes elásticas de tipo expansión transversal, observamos que c13 > c12
para NaReO4 y AgReO4, lo cual indica que la dirección más propensa a una deformación
por expansión transversal es la [010] si se aplica un esfuerzo en x. Sin embargo, para KReO4,
TlReO4, RbReO4 y CsTcO4 se observa que c12 > c13, es decir, la dirección más propensa
a una deformación por expansión transversal es la [001] si se aplica un esfuerzo en x, esta
tendencia se presento en los molibdatos y wolframatos ABO4. La constante elástica c16 toma
valores muy pequeños, en comparación con las constantes de tipo compresión longitudinal
o expansión transversal. El TlTcO4 es el que presenta el mayor valor, lo que significa que
este compuesto es el menos propenso a sufrir deformación cortante en el plano (110) si se
aplica un esfuerzo externo en su eje x o y. En contraste, el NaReO4 es el más sensible a la
deformación cortante en este plano, ya que su valor es apenas por encima de cero, mismo
comportamiento presentado en NaTcO4 [74].

La constante elástica c66 es mayor que c44 para todos los perrenatos, a excepción de
NaReO4. Lo que indica que el plano (011) es más proclive a fallar cortantemente si se aplica
un esfuerzo en el mismo plano para la mayorı́a de los perrenatos. Este plano involucra al
eje z, el cual es más sensible a la deformación longitudinal y transversal en comparación
con el eje x. La pequeña compresibilidad de los wolframatos y molibdatos en comparación
con los perrenatos y pertecnetatos, se debe a que en los primeros, el catión A son metales
alcalinotérreos (Ca, Sr, Ba, Ra, Pb) y estos tienen los orbitales s completamente ocupados.
Caso contrario, los cationes A de metales alcalinos en los pertecnetatos y perrenatos tienen
solo un electrón s. Mientras que el Tl tiene solo un electrón de valencia p, lo que lo hace
más compresible que otros compuestos isoestructurales con un radio iónico más pequeño.
De forma general, observamos que las constantes elásticas de los perrenatos isoelectrónicos
siguen una tendencia lineal y decreciente respecto a rA, mientras que la constante c16 sigue
un comportamiento opuesto. Por otro lado, la Fig. 6.7 muestra la notable diferencia entre
los valores de las ci j para el AgReO4 y el TlReO4 con los demás compuestos, lo cual se
relaciona con el comportamiento estructural y el valor del Laplaciano en los BCPn.
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Tabla 6.5: Propiedades mecánicas de los perrenatos: módulo de compresibilidad (B), módulo
cortante (G), módulo de Young (E), relación de Poisson (ν), relación de Pugh (B/G) y dureza
Vickers (HV). ν y B/G son adimensionales, los demás valores tienen unidades de GPa.

A BV BR B GV GR G E ν B/G HV

Na 29.30 29.02 29.16 13.97 13.47 13.72 35.59 0.29 2.12 2.49
Ag 49.08 46.75 47.91 11.16 10.17 10.67 29.80 0.39 4.49 0.89
K 22.41 22.34 22.37 12.27 11.92 12.10 30.76 0.27 1.84 2.67
Tl 25.00 24.80 24.90 9.28 8.27 8.78 23.57 0.34 2.83 1.51
Rb 19.88 19.70 19.79 10.12 9.54 9.83 25.31 0.28 2.01 2.09
Cs 18.31 17.93 18.12 7.10 6.29 6.70 17.90 0.33 2.70 1.14

6.5. Propiedades mecánicas
En la Tabla 6.5 se presenta el módulo de compresibilidad (B), módulo cortante (G),

módulo de Young (E), coeficiente de Poisson (ν), relación de Pugh (B/G) y la dureza de
Vickers (HV) para los perrenatos. Mientras que en la Fig. 6.8 se han graficado los resultados
de las propiedades mecánicas en función rA.

La Fig. 6.8 (a), muestra un buen acuerdo con los resultados obtenidos para B por ambos
métodos. Los perrenatos ABO4 toman valores para B en un rango de 47.91 a 18.12 GPa
para el AgReO4 y el CsReO4, respectivamente. Aunque en el caso del AgReO4 el valor
es cercano al del RaWO4 (57 GPa) y del BaMoO4 (57.2 GPa), lo cual es provocado por
la alta ionicidad del enlace Ag–O, los demás compuestos toman valores por debajo de los
presentados para los molibdatos AMoO4 [73], wolframatos AWO4 [1, 75], vanadatos AVO4
[76, 177] y muy cercanos a los mostrados para los pertecnetatos [74] y NaAlH4 [1]. Los
perrenatos de metales alcalinos presentan una tendencia decreciente lineal en B respecto a
rA, consiste con el comportamiento estructural, elástico y del Laplaciano en los BCP [117].

De acuerdo a la Fig. 6.8 (b), G toma valores muy bajos, apenas por debajo de 13.72 GPa
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para NaReO4 y disminuye con el aumento de rA para los perrenatos isoelectrónicos, tal como
se observa en las constantes de tipo cortante. Mientras que para el AgReO4 y el TlReO4 los
valores de G salen de la tendencia, lo cual es causado por el comportamiento de las cons-
tantes elásticas de tipo cortante, en especial la c44, ver Fig. 6.7. El módulo de Young toma
valores por debajo de 35.59 GPa y presenta un comportamiento similar al observado para G,
esto es por la relación natural que existe en la ecuación para calcularlo, donde involucra a
B y G, ver Ec. 2.44. De a cuerdo a los valores obtenidos para ν, de 0.27 a 0.39, las schee-
litas de esta familia son materiales cerámicos y los enlaces presentados en la estructura son
iónicos, sin embargo, el rango en los valores de ν indican que en esta familia los enlaces
son menos iónicos en comparación con los molibdatos y wolframatos ABO4 y muy cercanos
a los presentados en el los pertecnetatos [74], lo cual es consistente con lo observado en el
Laplaciano en BCPn.

Para la relación de Pugh, estos compuestos se obtuvieron valores por encima de 1.84,
eso quiere decir que los materiales son dúctiles, sin embargo, en esta familia esta propiedad
decrece un 20%, si se compara con los valores presentados en los molibdatos ABO4, aunque
el AgReO4 (4.49) presenta un valor superior al presentado en el CdMoO4 (4.25), el cual es
causado en el primero por la gran diferencia que hay entre B y G. Además, podemos ver que
la relación de Pugh sigue un comportamiento muy similar al de ν, ya que también involucra
naturalmente a B y G. De forma general, los perrenatos presentan los valores más pequeños
para la HV en comparación con otros ABO4, lo cual es consistente con lo presentado en el
coeficiente de Poisson y la relación de Pugh. En el caso de AgReO4 presenta el valor más
bajo, debido a que su relación de Pugh es la más alta. Lo cual se esperaba por el comporta-
miento de B y G. Para los perrenatos isoelectrónicos HV disminuye a medida que aumenta
rA.

6.6. Anisotropı́a elástica

En la Fig. 6.9 se presentan los factores anisotrópicos cortantes (A1 y A3), porcentaje de
anisotropı́a para el módulo de compresibilidad y cortante (AB y AG) y el ı́ndice de aniso-
tropı́a universal (AU ) para los perrenatos como función de rA. A diferencia de molibdatos
y wolframatos ABO4, los factores anisotropicos cortantes indican que la anisotropı́a no se
presenta en una sola dirección, este comportamiento se presentó en los pertecnetatos ABO4
y es provocado por la tendencia de las constantes elásticas.

En esta familia se encontró que la dirección más propensa a sufrir deformación elástica
respecto a rA es la [010] (A1) para NaReO4 y AgReO4. Mientras que para el KReO4 A1 y
A3 son muy cercanas, lo cual deriva de la cercanı́a en los valores de las constantes c11 y c33
y en las constantes c12 y c13. Por otro lado, para TlReO4, RbReO4 y CsReO4 la anisotropı́a
direccional cortante es mayor en la dirección [001] (A3), debido a que c66 es mayor a c44 y
porque (2c11 − 2c12) < (c11 + c33 − 2c13) y esto se relaciona directamente con la ecuación
que se utiliza para calcular A3, ver Ec. 2.50. Los A1 y A3 aumentan respecto a rA. Se observa
un comportamiento lineal creciente para las scheelitas de metales alcalinos, esta tendencia es
provocada por el comportamiento elástico mostrado en la Fig. 6.7. Por otro lado, el AgReO4
presenta una anisotropı́a ligeramente baja en comparación los demás perrenatos, la cual es
provocada por el alto valor de las constantes elásticas de tipo compresión longitudinal y ex-
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pansión transversal, mientras que TlReO4 presenta un aumento en A3 inducido por el com-
portamiento de la constante c44. En general, la diferencia entre A1 y A3 es más pronunciada
a medida que aumenta c12 y c13, como se muestra en el TlReO4. Al comparar los valores de
A1 y A3 con los de otras familias de scheelitas ABO4 como molibdatos AMoO4, wolframatos
AWO4 y pertecnetatos ATcO4, se encontró que los perrenatos presentan los valores más altos
y esta propiedad también incrementa conforme aumenta rB.

De la Fig. 6.9 (b) es claro que AB es ligeramente menor que AG, lo cual deriva únicamente
de la diferencia entre los resultados obtenidos por el método de Voigt y Reuss de acuerdo
a la Ec. 2.47. Es decir, BV y BR y GV y GR presentan una diferencia significativa. Voigt
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Tabla 6.6: Frecuencias Raman, IR y Silenciosos (ω en cm−1) para los perrenatos. Los resul-
tados para este trabajo se identifican con el sı́mbolo ⋆.

Modos Na Ag K Rb Cs Tl

⋆ ⋆ ⋆ [188] ⋆ [188] ⋆ ⋆

Raman
T (Bg) 73.1 63.0 50.5 57 41.4 47 32.4 37.6
T (Eg) 86.1 68.4 68.3 66 57.8 51 42.8 42.5
T (Bg) 148.9 104.7 139.0 97.3 77.6 59.2
T (Eg) 124.6 87.5 105.8 110 72.2 74 56.2 63.7
R(Ag) 154.2 156.7 126.3 116 109.0 86.6 119.3
R(Eg) 185.7 196.7 149.0 128.4 107.1 120.9
ν2(Bg) 305.1 287.4 315.3 320 316.9 316.8 309.4
ν2(Ag) 321.5 306.8 327.6 327.5 331 325.9 321.3
ν4(Eg) 362.9 360.8 338.0 338 330.7 336 324.0 327.0
ν4(Bg) 363.4 360.5 342.4 350 335.9 343 330.2 337.1
ν3(Eg) 894.3 851.4 906.4 897 909.0 899 908.9 882.8
ν3(Bg) 926.5 886.1 929.5 926 928.7 925 925.6 893.7
ν1(Ag) 962.9 916.0 975.6 966 977.9 968 978.4 959.4

IR
T (Au) 134.1 92.6 123.6 88.9 71.9 51.4
T (Eu) 90.3 78.4 84.4 71.7 57.1 54.1
R(Eu) 128.2 98.8 117.9 92.4 80.4 71.2
ν4(Au) 255.9 236.4 283.9 291.5 297.5 283.4
ν4(Eu) 280.3 264.8 298.0 301.9 303.9 291.4
ν2(Au) 376.2 373.5 352.1 344.5 337.2 340.1
ν3(Au) 890.3 845.2 905.1 908.5 909.6 884.2
ν3(Eu) 903.0 857.2 914.9 916.9 916.2 889.0

Silenciosos
R(Bu) 208.9 216.3 148.5 127.8 107.4 134.6
ν2(Bu) 362.8 359.0 347.3 342.5 337.6 338.6
ν1(Bu) 968.8 923.5 977.5 978.9 978.7 961.6

[51] y Reuss [52] consideran que la deformación y la tensión se dan de forma homogénea
en el cristal cuando se aplica una carga axial sobre el mismo, a estos se les denomina los
lı́mites superior e inferior en el cálculo de las propiedades mecánicas, respectivamente. AB
aumenta conforme incrementa rA para KReO4, TlReO4, RbReO4 y CsReO4, mientras que
para NaReO4 y AgReO4 incrementa inesperadamente. Por otro lado AG aumenta respecto
a rA para las scheelitas isoelectrónicas, excluyendo al NaReO4, mientras que, el AgReO4
y TlReO4 aumentan significativamente, tomando valores cercanos a los presentados en el
CsReO4. Por otro lado, AU es mayor que AG y AB, ya que se suman las anisotropı́as de ambos
módulos, por este motivo es que el comportamiento de AG se plasma en esta propiedad.
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6.7. Propiedades vibracionales

Las frecuencias de los modos vibracionales Raman, infrarrojo y silenciosos en el punto
Γ para los perrenatos se presentan en la Tabla 6.6. La información ha sido ordenada de
forma ascendente respecto a la masa del catión A. La relación de dispersión de fonones en
toda la zona de Brillouin y la PDOS se encuentra en la Fig. 6.10. Después de comparar
los resultados reportados experimentalmente [188] con nuestros resultados, encontramos un
buen acuerdo. Sin embargo, las propiedades vibracionales de los perrenatos no han sido tan
exploradas, y los estudios reportados solo describen cierto rango de frecuencias Raman. Por
otro lado, las propiedades vibracionales para las fases de alta temperatura del TlReO4 y el
CsReO4 no han sido reportadas, aunado a esto, aunque se han reportado algunas frecuencias
para los integrantes de esta familia como KReO4 y RbReO4 no hay estudios concluyentes ni
completos en torno a esto.

Los perrenatos AReO4 son dinámicamente estables, ya que cumplen con los criterios
de estabilidad de la Sec. 2.13 y no presentan ramas imaginarias en los modos acústicos.
Para los pertecnetatos isoelectrónicos el espectro de fonones se divide en tres zonas según
la Fig. 5.10 (a), (b), (c) y (d). La primera zona se encuentra entre 32.4 y 107.1 cm−1, la
segunda zona va de 316-330 cm−1 y la última zona se sitúa entre 908 y 978 cm−1 para
el CsReO4, con la reducción de la masa del catión A las frecuencias aumentan. La PDOS
muestra que en la primera zona predominan vibraciones de bajas frecuencias con simetrı́a T
y R correspondientes al O, A, y Re. En la segunda zona únicamente participan vibraciones
con simetrı́a ν2 y ν4 del tetraedro ReO4, al igual que a altas frecuencias con simetrı́a ν1 y ν3.
La división de las zonas en los espectros de fonones para las scheelitas isoelectrónicas, se
debe principalmente a que hay un corrimiento de las frecuencias del catión A a la izquierda
entre mayor es la masa del mismo, tal como se observa en la PDOS del NaReO4 para Na y
del CsReO4 para el Cs. Otra diferencia entre los espectros de fonones del NaReO4 y CsReO4
es la dispersión de las ramas, ya que estas tienden a estar más compactas entre más grande
es la masa del catión A. Por otro lado, el TlReO4 presentó un comportamiento similar a las
scheelitas isoelectrónicas, sin embargo, la dispersión de las ramas es diferente. Es importante
mencionar que el Tl en el TlReO4 es el catión más pesado de esta familia, por lo que es
normal el comportamiento adoptado por este, donde la dispersión de los fonones acústicos es
pequeña, esto compromete la estabilidad de esta fase bajo presión, ya que la transición podrı́a
darse en un rango de presión pequeño, tal como se ha reportado experimentalmente [190]. El
espectro de fonones de AgReO4 presenta solo una brecha vibracional entre 360 y 851 cm−1,
a diferencia de los demás perrenatos en este hay una mayor dispersión en las ramas lo cual
se debe al pequeño valor de rA. El fonón acústico IR Eu, presenta una dispersión muy baja en
la dirección Z-Γ, lo cual podrı́a afectar significativamente la estabilidad del compuesto bajo
presión.

Según la Fig. 6.11 (a), los modos Raman internos de alta frecuencia son cercanos en
frecuencia y presentan poca dependencia respecto a la masa del catión A, excepto por los
modos Bg y Eg cerca de 370 cm−1, mientras que los modos de baja frecuencia tienden a de-
pender más de la masa del catión A. Este comportamiento es más evidente en las scheelitas
de metales alcalinos. Las frecuencias IR y silenciosas conservan esta tendencia, ver Fig. 6.11
(b) y (c). Se reporta en la literatura, que las frecuencias más altas (ν1 y ν3) aumentan con
la transferencia de carga del catión A al polianión BO4 [75, 127], esto hace que los enlaces
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Figura 6.10: Espectro de fonones y densidad de estados de fonones de los perrenatos.

B-O sean más fuertes, lo cual se ve reflejado en un mayor valor en el ∇2ρB−O. De acuerdo
a la literatura, los valores que toma ∇2ρB−O son aproximadamente un 80% más grandes
en comparación con el promedio presentado en el ∇2ρA−O en los wolframatos [75]. Para el
caso de los molibdatos la diferencia entre el promedio del ∇2ρA−O y ∇2ρB−O, es del 60%
aproximadamente, mientras que para los pernectatos este porcentaje aumenta a un 86%, lo
cual es provocado por los bajos promedios de ∇2ρA−O. Para los perrenatos el porcentaje au-
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Figura 6.11: Frecuencias de los fonones de los perrenatos en función de la inversa de la raı́z
cuadrada de la masa reducida del catión A.

menta a 93% lo cual, también es provocado por los bajos valores de ∇2ρA−O. La Tabla 6.6
muestra que los modos de altas frecuencias (ν1 y ν3) siguen este mismo comportamiento,
siendo más notoria esta tendencia en los compuestos isoelectrónicos. Las frecuencias entre
los molibdatos AMoO4, wolframatos AWO4, pertecnetatos ATcO4 y perrenatos AReO4 tien-
den a decrecer conforme aumenta la masa del catión A y B, sin embargo el efecto del catión
B es signifivativamente pequeño.
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Capı́tulo 7

CdMoO4 bajo presión

7.1. Antecedentes
Es bien sabido que muchos compuestos con estructura tipo scheelita, incluido el CdMoO4,

experimentan una transición de fase reversible a la monoclı́nica tipo fergusonita cuando el
sistema es sometido a presión [9]. La estructura fergusonita es una versión distorsionada
y comprimida de la fase de baja presión. Esta transición ocurre en un rango de presión de
5.5 a 12.5 GPa para los molibdatos AMoO4: CaMoO4 (12 GPa) [2], SrMoO4 (12.2 GPa)
[195], PbMoO4 (6.5 GPa) [100] y BaMoO4 (5.8 GPa) [196] y wolframatos AWO4 (CaWO4
(11 GPa) [136], EuWO4 (8.5 GPa) [9], SrWO4 (10 GPa) [136], PbWO4 (6.5 GPa) [127] y
BaWO4 (7.5 GPa) [142]. Se ha observado experimentalmente que la presión de transición
disminuye conforme aumenta rA. Ya que al incrementar rA disminuye el empaquetamiento
del cristal y el módulo de compresibilidad, tal y como se presentó en los capı́tulos anteriores,
esto ocurre principalmente en compuestos ABO4 que son isoelectrónicos [74, 75].

El CdMoO4 bajo presión ha sido muy poco explorado. Shieh [197] estudió mediante
difracción de rayos X bajo presión, hasta cerca de 52 GPa a este compuesto y reportó que
este presenta la siguiente secuencia de transición: scheelita → wolframita (12 GPa) → tipo
BaWO4-II (25 GPa). Al analizar esta secuencia de transición, observamos que no es una
secuencia que ocurrirı́a naturalmente, de a cuerdo al diagrama de Bastide [84], esta misma
secuencia se reportó para CaWO4 [198] bajo presión. Sin embargo, en estudios posteriores
[9, 136] se concluyó que en estos experimentos no se utilizó un medio transmisor de presión,
lo cual propició que las condiciones de hidrostaticidad dentro de la cámara de alta presión
no se preservaran. Errandonea determinó que el CdMoO4 bajo presión sufre la siguiente
secuencia de transición: scheelita → fergusonita (12.1 GPa) [9]. Sin embargo, en su trabajo
solo reportó el volumen y parámetros de red respecto a la presión para la fase scheelita. Por
otro lado, Monteseguro [79] observó el comportamiento de algunas propiedades electrónicas
bajo presión de la fase scheelita para algunos molibdatos, incluido el CdMoO4, donde se
determinó que este compuesto presenta una brecha electrónica directa, además mediante el
análisis del Laplaciano en los BCP del enlace Cd-O, determinó la alta ionicidad del CdMoO4
y de otros molibdatos [74, 75].

Recientemente, se realizó un estudio teórico-experimental mediante cálculos de prime-
ros principios y espectroscopia de impedancia de corriente alterna [199] para determinar la
secuencia de transición del CdMoO4 y la estabilidad de las fases bajo presión [199]. Sin em-
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Tabla 7.1: Parámetros estructurales para la fase scheelita y fergusonita del CdMoO4.
Scheelita Fergusonita

⋆ [9] ⋆ [9]

P (GPa) 0.017 0.0001 12.1 12.226
V (Å3) 297.4 297.3 277.3 270.5
a (Å) 5.1710 5.1542 5.0360 5.0206
b (Å) - - 10.8480 10.6622
c (Å) 11.1219 11.1926 5.0760 5.0523
β - - 90.2 90.3
B0 (GPa) 100.54 112.0 126 146.6
B0 ’ 4.9 9 4 5.3

bargo, la investigación carece de rigor cientı́fico al dejar en evidencia algunas inconsistencias
en la parte teórica, que fue la base para discutir los resultados experimentales. Ellos reportan
que la transición será scheelita → fergusonita → P21/c, sin embargo, los rangos de presión
donde es estable cada fase son poco realistas. Además de presentar errores en las propieda-
des vibracionales. De a cuerdo a lo anterior, en este capı́tulo se estudia la transición de fase
scheelita-fergusonita como función de la presión en el CdMoO4. Ası́ mismo se analiza la
estabilidad elástica y dinámica de la fase de alta y baja presión.

7.2. Parámetros estructurales
Debido a que la secuencia de transición del CdMoO4 bajo presión ha sido tema de con-

troversia, en la Fig. 7.1 se presentan las curvas de volumen-energı́a para algunos polimorfos
de este compuesto, los cuales fueron seleccionados de estudios experimentales previos de
alta presión sobre la fase scheelita [7, 9, 83], también se consideró la regla al noreste del
diagrama de Bastide, la cual se describe en la Sec. 2.16. Las curvas de volumen-energı́a para
las diferentes fases seleccionadas del CdMoO4, muestran que muchos de estos polimorfos
no son energéticamente competitivos contra la fase más estable que es la scheelita y algu-
nos polimorfos metaestables como Cmca, la tipo raspita, la tipo BaWO4-bf II y wolframita.
Esto demuestra que la transición scheelita→wolframita para el CdMoO4 no es estable ba-
jo condiciones de hidrostaticidad, ya que antes de esta fase, el CdMoO4 transitara a la fase
fergusonita y posteriormente a la tipo LaTaO4 respecto a la presión de acuerdo a la Fig. 7.1.

La transición scheelita→fergusonita se determinó mediante el método de la tangente
común, ver desarrollo de este método en la Sec. 2.15 y mediante el análisis de la diferencia
de entalpı́a (∆H, H = E + PV ) respecto a la presión, de a cuerdo a esto, la transición de
fase ocurre a 12.2 GPa, muy cercana a la presión que se reporta experimentalmente que es
12.1 GPa [9], nuestros resultados son consistentes y respaldan los resultados experimenta-
les reportados por Errandonea [9]. Los parámetros estructurales del CdMoO4 se obtuvieron
realizando cálculos de minimización de la energı́a para diferentes volúmenes en un rango de
presión de -5 a 19.08 GPa, aproximadamente, permitiendo que los parámetros de red y las
coordenadas internas se relajaran en cada volumen. Las curvas de volumen-energı́a de ambas
fases, se ajustaron con la ecuación de estado de tercer orden de Birch-Murnaghan [37] para
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Figura 7.1: Curvas de volumen-energı́a para el CdMoO4.

obtener el módulo de compresibilidad y su derivada respecto a la presión. En la Tabla 7.1,
se enlistan los parámetros estructurales de la fase scheelita a ≈0 GPa y de la fergusonita a
12.22 GPa. Se incluye el volumen (V ), parámetros de red (a, b y c), ángulo β, módulo de
compresibilidad (B) y la derivada del módulo de compresibilidad respecto a la presión (B′).
Observamos que existe un buen acuerdo entre los resultados reportados experimentalmente
[136] y los obtenidos en este trabajo, con una diferencia menor al 1% para V de equilibrio y
los parámetros de red. Por otro lado, para la fase de alta presión se presentó una diferencia
menor al 3% en V , mientras que en los parámetros de red la diferencia es menor al 2%, lo
cual está dentro del error aceptable en la literatura.

En la Fig. 7.2 (a) se presenta la evolución de V respecto a P. Observamos que el volumen
representa el comportamiento de los demás parámetros cristalográficos respecto a P. Con-
forme aumenta P, el volumen disminuye aproximadamente 9% hasta 11.94 GPa. Después
de la transición de fase, la tendencia decreciente se mantiene en V , disminuyendo un 4%, en
un rango de 12.34 a 19.08 GPa. Este comportamiento indica que el cristal tiende a incremen-
tar su eficiencia de empaquetamiento conforme aumenta P, lo cual se verá plasmado en el
comportamiento de sus propiedades mecánicas. Al comparar los resultados experimentales
de la literatura, con lo de este trabajo se observó que por debajo de 4 GPa hay un muy buen
acuerdo. Sin embargo, con el aumento de P la diferencia aumenta un 15% hasta cerca de 10
GPa. Este comportamiento puede atribuirse a que con el aumento de P el medio transmisor
de presión va perdiendo gradualmente su eficiencia.

De acuerdo a la Fig. 7.2 (b), el parámetro de red c es más afectado por P, decreciendo
4.22% hasta 11.94 GPa, en comparación con el parámetro de red a, que solo disminuye
2.60%. Un indicativo de que ocurre la transición de fase a 12.22 GPa, es la ruptura de la
simetrı́a tetragonal, ya que el parámetro de red a y b dejan de ser iguales, ver descripción de
la fase fergusonita en la Sec. 2.16. Es por eso que el parámetro ess a 12.22 GPa deja de ser
igual a 0, ver Fig. 7.3 (a). Otra evidente prueba de la transición scheelita-fergusonita es el
abrupto cambio del ángulo β en la estructura a aproximadamente 12.2 GPa, ver Fig. 7.3 (b)
se observa que con el incremento de la presión el ángulo β aumenta lo cual es consistente con
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(f) volumen del tetraedro distorsionado MoO4 (VMoO4).

lo encontrado en la literatura. Los parámetros de red de la fase fergusonita también decrecen
respecto a P. En esta fase b decrece casi un 2% en un rango de 12.34 a 19.08 GPa, mientras
que a y c disminuyen ≈1%, en ese mismo rango de P. De acuerdo a esto, el parámetro de
red b es el más sensible respecto a la variable de estudio, en esta fase.

La Fig. 7.3 (c) y (d) muestra que el comportamiento de dCd−O1 , dCd−O2 y de VCdO8 , es
similar al observado en el parámetro de red c y en V . De 0 a 11.94 GPa dCd−On decrece
un 3.79%, mientras que de 12.22 a 19.08 GPa estas solo disminuyen un 1.44%. Por lo
que, al decrecer el valor de las distancias interatómicas en el dodecaedro y el volumen del
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Tabla 7.2: Constantes elásticas para la fase scheelita (≈0 GPa) y para la fase fergusonita
(≈15 GPa) y coeficientes de presión (dcij/dP) para el CdMoO4.

Scheelita Fergusonita

cij ≈0 GPa dcij/dP cij ≈15 GPa dcij/dP

c11 152.53 5.49 c11 218.50 5.71
c12 83.03 4.85 c12 110.92 2.58
c13 79.36 2.13 c13 161.24 3.64
c16 11.10 1.81 c15 35.09 0.65
c33 133.84 4.54 c22 198.87 3.97
c44 17.36 0.97 c23 110.18 2.04
c66 27.30 0.22 c25 -0.819 0.45

c33 229.95 5.15
c35 33.12 0.92
c44 31.08 0.53
c46 -0.10 0.21
c55 41.37 0.03
c66 32.16 0.79

mismo respecto a P, el parámetro de red c en la fase scheelita y el parámetro de red b en la
fergusonita decrecen y en consecuencia el volumen del cristal. Mientras que, las distancias
en el tetraedro son casi invariantes respecto a P decreciendo menos de 1% en un rango de 0
a 19.08 GPa. Una caracterı́stica importante de la transición de fase, es que el tetraedro deja
de presentar solo una distancia interatómica no equivalente dMo−O1 , después de 12.22 GPa
el tetraedro muestra dos distancias de enlace diferentes dMo−O2 y dMo−O3 . La distorsión en
el MoO4 es provocada por los desplazamientos de los átomos de O en este poliedro que su
vez son consecuencia de los desplazamientos de la matriz catiónica por la presión. Entonces,
la tendencia en el volumen, se debe a que el dodecaedro distorsionado es más compresible
que el tetraedro.

7.3. Propiedades elásticas
Se calcularon las constantes elásticas para la fase scheelita y fergusonita del CdMoO4

bajo presión, de 0 a 12 GPa para la fase scheelita y de 12.5 a 19.08 GPa para la fase fergu-
sonita. Los resultados obtenidos de las constantes elásticas y los coeficientes de presión se
muestran en la Tabla 7.2 y en la Fig. 7.4. El ajuste para obtener los coeficientes de presión en
la fase fergusonita se realizó en el rango de presión donde la tendencia es lineal (12.5 a 16.97
GPa). De acuerdo a los resultados obtenidos se puede aseverar que ambas fases son elástica-
mente estables en los rangos de presión estudiados, debido a que cumplen con los criterios
de estabilidad. A presión ambiente, observamos que c11 es mayor que c33, lo cual indica
que la dirección menos propensa a sufrir una deformación longitudinal es la [001]. Con el
aumento de P y hasta 11.39 GPa, estas constantes presentan una tendencia lineal y crecien-
te, ver Fig. 7.4. Este comportamiento era de esperarse, según los resultados obtenidos en la
parte estructural, ya que la presión provoca que el cristal tienda a estar más compacto. Ası́
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Figura 7.4: Constantes elásticas como función de P para el CdMoO4.

también, c11 sea mayor que c33 lo cual es ocasionado por la compresibilidad y distribución
de los poliedros dentro de la estructura.

Por otro lado, las constantes elásticas de tipo expansión transversal indican que la direc-
ción más propensa a una deformación de este tipo es la [001] cuando se aplica un esfuerzo en
x. Estas cij también aumentan respecto a P, pero el incremento es menor que el presentado en
las cij de tipo compresión longitudinal. La c16 mide la resistencia a la deformación cortante
en el plano (110) cuando se aplica un esfuerzo en x, es decir, describe la deformación del
ángulo β en el cristal. Esta toma el valor más bajo de todas las cij, apenas por encima de 11
GPa. Con el aumento de P, esta constante incrementa, y su coeficiente de presión es muy
cercano al presentado en la c12. Por último, c66 es mayor que c44, esto quiere decir que el
plano (011) es más proclive a fallar por esfuerzo cortante. El aumento de c44 y c66 es muy
pequeño respecto a P.

Con el aumento de la presión ocurre la transición de fase, con lo cual incrementa el
número de constantes elásticas debido a la baja simetrı́a de la fase fergusonita. De a cuerdo
a la Tabla 7.2 a ≈15 GPa todas las cij presentan coeficientes de presión positivos, siendo
muy pequeños algunos de ellos. En la fase fergusonita c33 > c11 > c22, lo que significa
que la dirección menos propensa a la deformación longitudinal es la [001], seguido por la
[100] y la [010], cuando se aplica un esfuerzo en las mismas direcciones, respectivamente.
El comportamiento de estas constantes elásticas, se encuentra relacionado con la tendencia
estructural respecto a P, lo cual sigue siendo provocado por la distribución y compresibilidad
de los poliedros en el cristal.

La c13 es la mayor de las constantes de expansión transversal, lo cual significa que en esta
estructura la dirección más resistente a la deformación de este tipo, es la [001], si se aplicará
un esfuerzo en x. Además, presenta un alto valor en el coeficiente de presión, si se compara
con las demás cij de este tipo, esto significa que respecto a P es una de las constantes que
más incrementa, apenas por debajo de las cij de tipo compresión longitudinal. Por otro lado,
la c12 es mayor que la c23, la diferencia entre ellas es apenas de 0.74 GPa, esto indica que la
dirección [010] y [001] podrı́an deformarse transversalmente casi de forma homogénea. Sin
embargo c12 incrementa más que c23 con la presión.

El análisis de las cij de tipo mezcladas muestra que c15 > c35 por ≈2 GPa. Lo cual
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significa, que el plano (101) podrı́a deformarse cortantemente de forma casi homogénea, si se
aplica un esfuerzo en la dirección [100] y [001], respectivamente. Estas cij presentan dcij/dP
bajos, muy parecidos a los presentados en las cij de tipo cortante. En las constantes elásticas
de tipo cortante c55 > c66 > c44, lo que significa que el plano (101) es el menos propenso
a la deformación cortante si se aplica un esfuerzo en el mismo plano, estas presentan una
tendencia casi invariante respecto a P. En contraste c66 y c44, toman valores muy cercanos
de 32.16 y 31.08 GPa, respectivamente, a ≈15 GPa. Esto indica que estos planos (110)
y (011) tienen casi la misma probabilidad de deformarse cortantemente. Estas últimas cij
incrementan más en comparación con la c55, aunque los dcij/dP de estas siguen estando por
debajo de 1.

7.4. Propiedades mecánicas

En la Fig. 7.5 se presentan las propiedades mecánicas calculadas con la metodologı́a de
la Sec. 2.12: el módulo de compresibilidad (B), módulo cortante (G), módulo de Young (E),
coeficiente de Poisson (ν), relación de Pugh (B/G) y dureza de Vickers (HV) respecto a la
presión para la fase scheelita y fergusonita del CdMoO4.

La Fig. 7.5 (a) ilustra que B aumenta linealmente con el aumento de la presión. Lo que
significa que la resistencia a la deformación incrementa un 63.17% hasta 19.08 GPa. Esto
indica que la eficiencia de empaquetamiento del cristal aumenta respecto a P, consistente
con el comportamiento estructural y elástico, este comportamiento se ha presentado en otros
compuestos ABO4 [76]. Por otro lado, G sufre un cambio de tendencia por encima de 3.56
GPa, alcanzando un valor máximo a 5.29 GPa y descendiendo a ≈23 GPa a 11.36 GPa, cerca
de la presión de transición. Este cambio de tendencia afectará a las demás propiedades que
dependen de G. Se ha reportado, en otros materiales que este cambio en G, es un indicador
de que ocurrirá una transición de fase. Después de la transición de fase, la tendencia decre-
ciente prevalece hasta 16.98 GPa donde se alcanza un valor mı́nimo para G de 20.97 GPa.
A 17.66 GPa G es igual a 21.03 GPa y aumenta a 22.11 GPa a 19.08 GPa. De acuerdo a las
ecuaciones de Voigt y Reuss el comportamiento de G se debe a la tendencia de las constantes
elásticas de tipo cortante bajo presión y los valores de dcij/dP de esas constantes. Mientras
que B se comporta lineal, ya que BV (BG) se basa en las constantes elásticas de compresión
longitudinal y transversal, que presentan esa misma tendencia.

El comportamiento en el módulo de Young es similar al de G debido a la relación con
esta propiedad mecánica. De acuerdo a Fig. 7.5 (c), E aumenta un 11.17% en un rango de
0 a 5.29 GPa, por encima de esta presión, disminuye de ≈76.73 a 65.18 GPa, hasta cerca
de 11.94 GPa. Después de 12.22 GPa, E sigue decreciendo en un rango de 12.53 a 16.30
GPa y a esta última presión alcanza el valor mı́nimo para esta propiedad de ≈60.19 GPa.
Entre 16.98 y 19.08 GPa E aumenta respecto a P un 5.32%. Los valores obtenidos para ν a
0 GPa indican que el CdMoO4 es un material cerámico y los enlaces que predominan en su
estructura (Cd-O y Mo-O) son de naturaleza iónica tal como se discutió en la Sec. 3.3 del
Cap. 3. Con el aumento de la presión ν crece, aproximadamente, un 8%, hasta cerca de la
presión de transición. Este incremento indica que con la presión los enlaces en la estructura
se vuelven más iónicos, lo cual es consistente con lo reportado por Monteseguro [79]. La
tendencia creciente se conserva en la fase fergusonita, en un rango de 12.53 a 18.37 GPa,
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Figura 7.5: Propiedades mecánicas como función de P para CdMoO4: (a) módulo de compre-
sibilidad (B), (b) módulo cortante (G), (c) módulo de Young (E), (d) coeficiente de Poisson
(ν), (e) relación de Pugh, (B/G), y (f) la dureza Vickers (HV).

aumentando un 3.42%, posteriormente ν decrece ligeramente, ver Fig. 7.5 (d).
A condiciones ambiente, el CdMoO4 es altamente dúctil, en comparación con otras

scheelitas ABO4 [74–76]. Con el aumento de P esta propiedad aumenta un 32.77% en un
rango de 0 a 11.36 GPa. El comportamiento creciente en esta propiedad prevalece en la fase
fergusonita, hasta 18.37 GPa, aumentando un 20.11%, ver Fig. 7.5 (e), lo cual es provocado
por el comportamiento de G. De forma general, HV aumenta con P, en un rango de 0 a 3.56
GPa ≈5.37%. Posteriormente esta propiedad comienza a decrecer respecto a P, en un rango
de 5.23 y 17.66 GPa, lo cual se encuentra relacionado con el comportamiento de G respecto
a la P.

7.5. Anisotropı́a elástica
En la Fig. 7.6 se presenta los factores anisotrópicos cortantes (A1, A2 y A3), porcentaje de

anisotropı́a para el módulo de compresibilidad (AB) y cortante (AG) y el ı́ndice de anisotropı́a
universal (AU ) respecto a la presión, para la fase scheelita y fergusonita del CdMoO4.

A presión ambiente, la anisotropı́a direccional cortante es mayor en la dirección [001]
(A3), debido a que c66 es mayor a c44 y porque (2c11−2c12) < (c11+c33−2c13) y esto se re-
laciona directamente con la ecuación que se utiliza para calcular A3, ver Ec. 2.50. Respecto a
P, A3 se mantiene mayor que A1, sin embargo, la tendencia en ambas es diferente. En cuanto
a A1, esta aumenta ligeramente hasta 11.36 GPa, mismo comportamiento presentado en c44.
Por otro lado, A3 incrementa un 8.40% hasta 5.29 GPa, después de esta P hay un cambio de
tendencia, decreciendo un 8.74% cerca de la de transición de fase, este comportamiento es
provocado por la tendencia de c66. Después de 12.22 GPa, A1 es mayor que A2 y esta es ma-
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yor que A3, mismo comportamiento presentado en las ci j de tipo cortante y porque (c11 + c33
-2c13) es menor que (c22 + c33 -2c23) y (c11 + c22 -2c12). Respecto a P, A1 aumenta significa-
tivamente, al igual que A3, mientas que el comportamiento de A2 es ligeramente decreciente,
lo cual es ocasionado por los coeficientes de presión tan pequeños de las constantes elásticas
de tipo cortante.

El modelo de Voigt [51] asume que la deformación es constante cuando se aplica una
carga axial sobre un material o cristal, en la dirección longitudinal del mismo. Por otro lado,
Reuss [52] considera que la tensión es homogénea al someter al cristal bajo presión en la
dirección transversal sobre el mismo. A estos métodos se les conoce como los limites supe-
rior e inferior de las propiedades mecánicas, respectivamente. De la Fig. 7.6 (b) es claro que
AB es menor que AG a presión 0 GPa, lo cual deriva únicamente de la diferencia entre los
resultados obtenidos por el método de Voigt y Reuss de acuerdo a la Ec. 2.47. Es decir, BV
y BR son muy similares, mientras que GV y GR presentan una mayor diferencia. En especial
GR que después de 4.75 GPa tiene un cambio de tendencia importante, lo cual indica que en
el cristal la tensión no es homogénea. Con el aumento de P, AG y AB aumentan. Sin embargo,
AG lo hace exponencialmente, lo cual ocurre porque con el aumento de P la diferencia entre
GV y GR es mayor, esta tendencia se conserva hasta 16.98 GPa. Después de esta presión,
AG decrece, debido a la diferencia entre GV y GR. En cuanto a AU , el comportamiento es
muy similar al observado en AG, el cual depende de la variación de las constantes elásticas
cortantes. Ası́, cuanto mayor sean las diferencias entre los resultados que se obtienen del
método de Voigt y de Reuss para B y G, mayor será la anisotropı́a universal, en este caso la
diferencia es mayor para el módulo cortante G.

7.6. Propiedades vibracionales

En la Tabla. 7.3 se presentan las frecuencias (ω en cm−1) Raman, IR y silenciosos en el
punto Γ, ası́ como el coeficiente de presión (dω/dP) y el modo Grüneisen (γ = -ln(ω)/lnV )
para la fase scheelita a ≈0 GPa y para la fase fergusonita a ≈15 GPa, respectivamente.
Después de comparar los resultados de las frecuencias Raman e IR reportadas experimental-
mente [200, 201] con nuestros resultados, observamos un buen acuerdo. Esto es importante,
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Tabla 7.3: Frecuencias Raman, IR y Silenciosos (en cm−1), coeficientes de presión dω/dP
(en cm−1/GPa) y el modo Grüneisen (γ) para la fase scheelita y fergusonita

Scheelita (≈0 GPa) fergusonita (≈15 GPa)

ω dω/dP γ [200] ω dω/dP γ

Raman
T (Bg) 94.4 -0.33 0.46 103 T (Ag) 91.6 0.61 -1.13
T (Eg) 103.1 1.46 -1.16 107 T (Bg) 120.9 1.02 -1.43
T (Bg) 138.5 2.83 -2.34 137 T (Bg) 121.9 0.93 -1.29
T (Eg) 151.8 2.75 -2.09 154 T (Bg) 183.7 1.94 -0.99
ν2(Ag) 190.5 3.09 -1.89 193 R(Bg) 188.6 2.06 -1.83
R(Eg) 270.5 5.17 -2.19 282 R(Ag) 174.0 1.85 -1.79
R(Bg) 289.0 3.37 -1.39 309 ν1(Ag) 229.9 2.53 -1.85
ν4(Ag) 291.9 1.90 -0.80 309 ν1(Bg) 331.8 4.41 -2.22
ν2(Bg) 377.6 3.57 -1.14 401 ν3(Bg) 339.1 4.38 -2.16
ν4(Eg) 391.7 3.77 -1.16 399 ν1(Ag) 316.2 1.77 -0.96
ν3(Eg) 755.0 2.60 -0.43 761 ν3(Ag) 331.3 2.64 -1.35
ν3(Bg) 815.6 2.17 -0.33 825 ν1(Ag) 423.1 3.65 -1.46
ν1(Ag) 850.6 1.09 -0.16 867 ν1(Bg) 436.6 3.34 -1.30

IR [201] ν3(Bg) 440.7 3.30 -1.27
T (Eu) 118.1 -1.04 1.18 ν4(Bg) 784.2 1.80 -0.39
T (Au) 134.3 1.95 -1.72 125 ν2(Bg) 791.8 1.89 -0.41
R(Eu) 140.8 3.09 -2.49 152 ν3(Ag) 841.4 1.39 -0.28
ν4(Au) 197.8 -0.47 0.32 250 ν3(Ag) 865.8 0.71 -0.14
ν4(Eu) 279.5 4.00 -1.68 300 IR
ν2(Au) 418.9 4.15 -1.19 435 T (Au) 158.6 0.38 -0.42
ν3(Au) 717.4 0.97 -0.17 T (Bu) 107.0 -0.29 0.49
ν3(Eu) 745.6 1.70 -0.28 752 T (Bu) 108.9 0.77 -1.20

Silenciosos T (Au) 193.1 0.57 -0.50
R(Bu) 238.9 0.19 -0.10 T (Bu) 179.4 2.05 -1.92
ν2(Bu) 428.2 5.37 -1.49 T (Bu) 180.1 2.14 -1.99
ν1(Bu) 850.7 1.88 -0.27 ν3(Au) 242.2 0.57 -0.40

ν3(Au) 470.3 3.31 -1.20
ν3(Au) 495.4 4.35 -1.48
ν3(Bu) 327.1 3.81 -1.95
ν2(Bu) 332.1 3.76 -1.88
ν3(Bu) 762.1 0.94 -0.21
ν1(Bu) 772.1 1.18 -0.26
ν4(Au) 729.7 0.48 -0.11
ν4(Au) 874.6 1.38 -0.27

ya que valida la metodologı́a usada para el cálculo de las frecuencias del CdMoO4 en la fase
fergusonita, considerando que no hay nada reportado en la literatura para la última.

Previamente se determinó la estabilidad dinámica del CdMoO4 en la fase scheelita a
condiciones ambiente. Con el aumento de la presión hasta 12.2 GPa, la mayorı́a de las fre-
cuencias Raman e IR tienden a incrementar, tal como se ve en la Fig. 7.7 (a) y (b). A altas
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Figura 7.7: Frecuencias de los fonones (Raman e IR) como función de P para CdMoO4

frecuencias este comportamiento se relaciona con la transferencia de carga del catión A al
polianión (MoO4), consiste con el estudio de las propiedades electrónicas del CdMoO4 bajo
presión [79]. Sin embargo, tres frecuencias presentan coeficientes de presión negativo, ver
Fig. 7.8 (a), (b) y (c). El primer modo Raman de más baja frecuencia traslacional de simetrı́a
Bg, decrece respecto a P y por encima de 12.2 GPa cambia de tendencia y de simetrı́a a la
Ag, ver Fig. 7.8 (a). En este modo la matriz catiónica, es decir, los átomos de Mo y Cd pre-
sentan un movimiento traslacional paralelo al eje c. Se ha reportado en la literatura estudios
Raman para algunos compuestos ABO4 como el CaWO4 [202], el SrWO4 [135] y el PbWO4
[127] presentan un comportamiento similar al mostrado en este trabajo [11]. Donde el modo
traslacional externo de más baja frecuencia y de simetrı́a Bg sufre un decremento respecto a
la presión y posterior a la presión de transición su tendencia cambia, ası́ mismo su simetrı́a,
lo cual indica que ha ocurrido la transición scheelita-fergusonita [11].

Aunque tı́picamente cuando se estudian las propiedades vibracionales de algún compues-
to ABO4, por excelencia se utiliza como técnica de caracterización espectroscopia Raman, el
comportamiento de los modos infrarrojos bajo presión también brindan información impor-
tante sobre las transiciones de fase. En este trabajo observamos dos modos IR que presentan
coeficientes de presión negativos. El primero de ellos, es traslacional de simetrı́a Eu, la pen-
diente en el comportamiento de este modo es más pronunciada, ya que presentan un dω/dP
más grande a diferencia del modo Bg. Posterior a la presión de transición, este modo tiene
un cambio de tendencia y un desdoblamiento en dos modos de simetrı́a Bu. De a cuerdo a la
Fig. 7.8 (b), en este modo se da una traslación del dodecaedro CdO8 y tetraedro MoO4 para-
lelas al plano (100), que a su vez provoca un estiramiento asimétrico en el tetraedro MoO4,
lo cual con el aumento de la presión ocasiona la ruptura de la simetrı́a en el mismo. El se-
gundo modo IR, representa una flexión asimétrica con simetrı́a Au, tiene un comportamiento
similar al del modo Bg, ya que tienen dω/dP muy cercanos, por encima de 12.2 GPa este
modo incrementa respecto a P. El modo Au presenta una flexión asimétrica de los oxı́genos
en el dodecaedro CdO8 y tetraedro MoO4 en el plano (100), lo cual también propicia una
traslación de la matriz catiónica, este mismo comportamiento se reportó teóricamente para
el EuWO4 [68].

Con la transición de fase es inevitable que el número de modos que representan al cristal
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Figura 7.8: Representación de frecuencias con coeficiente de presión negativo en la fase
scheelita para CdMoO4.

cambie. En este caso la transición ocurre de un cristal tetragonal a uno monoclı́nico, que
evidentemente este último presenta menor simetrı́a. De forma general, cada modo Raman de
la fase scheelita de simetrı́a Ag y Bg se transforman en un modo de simetrı́a Ag en la fase
fergusonita, mientras que, cada modo Eg doblemente degenerado se transforma en modos
Bg. De a cuerdo a la Tabla 7.3 la mayorı́a de las frecuencias Raman e IR en la fase fergu-
sonita presentan un incremento respecto a P, ver Fig. 7.7 (a) y (b). Sin embargo, el modo
IR traslacional de simetrı́a Bu tiene un coeficiente de presión negativo. Se ha reportado en la
literatura que en las frecuencias IR del SrMoO4 [121, 195] bajo presión, hay continuidad en
el modo traslacional de simetrı́a Au y que proviene de un modo de misma simetrı́a en la fase
scheelita, indica que la coordinación tetraédrica del Mo se conserva en la fase fergusonita,
mismo comportamiento presentado en el CdMoO4, lo cual es consistente con lo observado
en el análisis de los parámetros cristalográficos.
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Capı́tulo 8

Estabilidad de la fase II del FeVO4

8.1. Antecedentes
A condiciones ambiente de presión y temperatura, el FeVO4 cristaliza en una estructura

triclı́nica tipo AlVO4 [203] ( SG P1̄, No. 2, Z = 6, fase I). Internamente esta estructura se
encuentra formada por cadenas de octaedros (FeO6) y bipiramides trigonales (FeO5) que se
conectan entre sı́ por medio de tetraedros de VO4 [14]. El FeVO4 es un compuesto con un
gran polimorfismo como se puede ver en la Fig. 8.1. La fase tipo CrVO4 ó FeVO4-II ha sido
obtenida como fase de alta presión y temperatura [204], además de haber sido sintetizada por
el método hidrotermal [15]. Sin embargo, hay muy poca información en la literatura acerca
de esta fase, ya que solo se ha reportado la estructura cristalina y las propiedades magnéticas,
siendo la configuración antiferromagnética la de menor energı́a [15].

A pesar de que recientemente se han hecho estudios teórico-experimentales del compor-
tamiento del FeVO4 bajo presión (ver Fig. 8.1), no se ha ahondado en el estudio de la fase
II debido a que no se observó en los experimentos realizados [13, 14]. Lo cual no significa
que no exista la fase II, ya que como se explicó en la Sec. 2, los experimentos bajo presión
dentro de la DAC dependen de muchas condiciones. Por lo que, no se tiene conocimiento de
muchas de las propiedades de esta fase, al punto de no saber si esta fase es elástica y dinámi-
camente estable. Lo cual representa una ventana de oportunidad para estudiar el compuesto
desde el punto de vista de cálculos de primeros principios y ası́ ampliar el conocimiento
que se tiene de estos compuestos con estructura tipo CrVO4. Particularmente, para la familia
de los vanadatos AVO4 (A = Cr, Fe, In, Tl) se reportó recientemente que estos compuestos
pueden transitar a una estructura tipo wolframita bajo presión [16].

Los vanadatos AVO4 con estructura tipo CrVO4 [205] son compuestos con aplicacio-
nes principalmente en el área de fotocatalisis [1], materiales cátodoluminiscentes [206] y
centelladores [12]. Las propiedades relevantes para las aplicaciones mencionadas de estos
compuestos se deben a los electrones de valencia d de los cationes de metales de transición
[1, 145]. Los vanadatos que cristalizan en esta estructura son: CrVO4 [16], FeVO4 [15],
InVO4 [17] y TlVO4 [18].

En estudios recientes de altas presiones se reportó que el FeVO4 [13, 14] sigue la si-
guiente secuencia de transición P1̄ → P1̄′ → tipo α-MnMoO4. Sin embargo, también se ha
reportado que puede tomar la siguiente secuencia de transición P1̄ → tipo CrVO4 → wol-
framita en un rango de presión relativamente pequeño [207]. Hasta ahora se desconoce si la
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Figura 8.1: Diagrama de las fases observadas en el FeVO4 [14], en cada caso se especifica la
estructura, el grupo espacial y la coordinación del Fe y V en color rojo.

estructura tipo CrVO4 del FeVO4 transitara a la fase wolframita bajo presión como ocurre
con otros compuestos isoestructurales. Sin embargo, aunque en este estudio no determina-
mos la secuencia de transición de esta fase, el comportamiento de sus propiedades respecto
a la presión puede dar indicios de la anisotropı́a de esta fase lo que podrı́a ayudar a comple-
mentar los estudios previos.

8.2. Parámetros estructurales
El volumen de equilibrio y los parámetros de red a P ≈0 GPa se calcularon minimizando

la energı́a total del sistema a diferentes volúmenes en un rango de -4 a 9.6 GPa, permitien-
do que las posiciones atómicas internas y los parámetros de red se relajen. Utilizamos la
ecuación de estados (EOS) de Birch-Murnaghan de tercer orden [37] para ajustar la curva
de volumen-energı́a y obtener el módulo de compresibilidad. Nuestros resultados mostra-
ron que la configuración de menor energı́a se obtiene cuando se considera un acoplamiento
antiferromagnético entre los átomos de Fe, lo cual es consistente con los resultados expe-
rimentales de espectroscopia Mössbauer [15]. Después de comparar el volumen del cristal
a presión ambiente con el valor experimental de la Ref. [15], encontramos una diferencia
menor al 1%.

En la Fig. 8.2 se presentan el volumen (V ), parámetros de red (a, b y c), distancias in-
teratómicas en los poliedros (dM−On , donde M = Fe o V y n = 1 o 2), volúmenes poliedrales
(VMOn), ángulos poliedrales internos (α, β y γ) y parámetro de distorsión poliedral (∆dMOn

).
Para la identificación de los elementos cristalográficos en la estructura, la descripción gene-
ral de la misma se presenta en la Sec. 2.16. Al comparar los parámetros de red del FeVO4-II
con los de otros vanadatos isoestructurales como: CrVO4 [208], InVO4 [209] y TlVO4 [18],
encontramos que estos aumentan conforme aumenta la masa del catión A y rA, mientras que
el módulo de compresibilidad tiende a disminuir, mismo comportamiento mostrado en las
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Figura 8.2: Parámetros cristalográficos como función de P para la fase II del FeVO4: (a)
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de distorsión poliedral (∆dMOn

).

scheelitas isoelectrónicas estudiadas en capı́tulos anteriores.
De acuerdo a la Fig. 8.2 (a) hay una reducción del volumen de ∆V = 9.92% en el rango de

presión estudiado. El comportamiento de los parámetros de red en la Fig. 8.2 (b) muestra la
anisotropı́a de la estructura cristalina ortorrómbica. Donde, el decremento de V se asocia más
con las direcciones [010] y [001], mientras que el cambio en [100] es casi despreciable. Otra
forma de explicar el decremento de V , es mediante el análisis de los parámetros internos
de las Figuras 8.2 (c) a (f). Las distancias interatómicas en FeO6 son más afectadas por
la presión, que las distancias en VO4, en especial dFe−O2 , [Fig. 8.2 (c)]. Esto quiere decir
que hay una mayor compresibilidad en VFeO6 que en VVO4 de acuerdo a lo mostrado en la
Fig. 8.2 (d). Por lo tanto, la compresibilidad del eje b es ocasionada principalmente por la
compresibilidad de FeO6.

De acuerdo al comportamiento de los ángulos internos de los poliedros, se encontró que
el ángulo β, en VO4, es el que presenta un mayor cambio respecto a la presión, aumentando
≈1% hasta cerca de 9.6 GPa. Esto hace que disminuya dV−O1 en VO4, y, como resultado, el
ángulo α prácticamente no cambia con la presión. Al aumentar los ángulos β y γ contribu-
yen al decremento presentado en la dirección [010]. Ambos poliedros sufren una distorsión
con respecto a la presión, sin embargo, la forma de la distorsión es diferente. Para el oc-
taedro existe una distorsión puramente longitudinal, ya que la presión afecta directamente
las distancias interatómicas y en consecuencia a VFeO6 . Mientras que el tetraedro sufre una
deformación cortante, es decir, la presión no afecta significativamente las distancias inter-
atómicas en este poliedro y en consecuencia VVO4 no sufre un cambio mayor. En contraste,
lo que si cambia son sus ángulos internos respecto a P.

En Fig. 8.2 (f) se presenta ∆dXOy
respecto a la presión. De acuerdo a esto, la diferen-
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Figura 8.3: Estructura de bandas y densidad de estados (DOS) a (a) 0 y (b) 9.6 GPa para la
fase II de FeVO4.

cia entre ∆dFeO6
y ∆dVO4

es significativa, ya que en el primero la brecha entre las distancias
dFe−On es mayor que entre las distancias dV−On . Por otra parte, ∆dVO4

presenta un cambio de
tendencia importante respecto a P, a 6.2 GPa, el cual será discutido en detalle en la Sec. 8.5.

8.3. Estructura electrónica

En la Fig. 8.3 (a) y (b) se muestra la estructura de bandas en el camino de alta simetrı́a
Z–Γ–S–R–Z–T–Y–Γ, ası́ como la densidad de estados (DOS) a presión cero y a 9.6 GPa,
respectivamente. A presión ambiente, el MBV se ubica en el punto H (1

2 , 1
2 , u), es decir,

entre el punto T y Y, ocupado por los estados 2p del O, principalmente del suborbital px.
En contraste, el MBC se localiza en el punto Γ con contribuciones de los estados 3d del Fe,
principalmente del suborbital dyz. De acuerdo a esto la fase II del FeVO4 presenta una brecha
electrónica indirecta de 2.11 eV.

Se ha reportado que el MBC en muchos vanadatos AVO4 de tierras raras se encuentra do-
minado por estados 3d del V y 2p del O, lo que hace que estos presenten brechas electrónicas
relativamente cercanas a 3.8 eV [176]. Sin embargo, en el caso del InVO4-II, CrVO4-II y
FeVO4-I, la brecha electrónica se reduce a 3.2, 2.6 y 2.1 eV, respectivamente, ya que además
de la participación de los estados 3d del V y 2p del O, también se presenta la contribución de
los estados del catión A en el MBV y en el MBC [16, 176, 210, 211]. Por lo tanto, nuestros
resultados de Eg para FeVO4-II son muy cercanos a los observados en FeVO4-I [176]. La
reducción de Eg provocada por la participación de los orbitales del catión A en el MBV y
en el MBC también se observa en scheelitas pertenecientes a la familia de los molibdatos
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(AMoO4), wolframatos (AWO4), pertecnetatos (ATcO4) y perrenatos (AReO4), que tienen
como catión A = Pb, Tl, Ag, como se vio en los capı́tulos anteriores.

Conforme aumenta la presión hasta 9.6 GPa el MBV sufre un corrimiento al punto de
alta simetrı́a Y, mientras que el MBC mantiene su posición en punto Γ y ambos tienen la
misma participación de los estados presentados en la DOS a presión ambiente, ver Fig. 8.3
(b). Por lo tanto, a 9.6 GPa la brecha electrónica sigue siendo indirecta con un valor de 2.05
eV, lo que significa que el coeficiente de presión es negativo, dEg/d p = -7.1 meV/GPa. A
diferencia de los coeficientes de presión observados para el InVO4 (13.5 meV) [211] y para
el CrVO4 (1.9 meV) [16] que presentan un incremento respecto a la presión.

Se realizó el análisis topológico de la densidad de carga utilizando la metodologı́a QTAIM
con la finalidad de complementar el estudio de la estructura de bandas y densidad de estados
para la fase II del FeVO4. Las distancias entre el Fe (V) y los BCPs (dM−BCPn) respecto a la
presión se presentan en la Fig. 8.4 (a). Se observa que dM−BCPn sigue la misma tendencia que
las distancias interatómicas, ver en Fig. 8.2 (c). Lo cual indica que la estructura cristalina se
puede interpretar analizando la densidad de carga, tal como se observó en otros compuestos
ABO4. También se obtuvo el Laplaciano de la densidad de carga en el punto crı́tico de enlace
(∇2ρBCPn). Donde los enlaces Fe-O y V-O presentan una naturaleza iónica, de a cuerdo a los
valores observados en la Fig. 8.4 (b). Los valores obtenidos de ∇2ρBCPn están en un rango de
0.214-0.295 a.u. para los enlaces Fe-O en el FeO6, si se comparan estos con los resultados de
otros compuestos ABO4 son significativamente grandes que los obtenidos en los enlaces A-O
de los compuestos AWO4 (0.086-0.147 a.u.) [75], AMoO4 (0.085-0.22 a.u.) [79], y ATcO4
(0.045-0.153 a.u.) [74], lo que significa que los enlaces Fe–O son más fuertes, lo cual se verá
plasmado en el comportamiento de sus propiedades mecánicas.

En el caso de los tetraedros distorsionados existe una evidente diferencia en los valores de
∇2ρBCPn , lo que se relaciona con el comportamiento de las distancias interatómicas dV−On ,
ver en Fig. 8.2 (c). Los enlaces V-O son significativamente más iónicos en comparación con
los enlaces Fe-O, de acuerdo a la gran diferencia entre los valores del ∇2ρBCPn para ambos.
Esta es una de las razones principales de la baja compresibilidad de los poliedros VO4, su
fuerte enlace iónico. De forma general, con el aumento de la presión, hay un incremento
en los valores de ∇2ρBCPn , lo que significa que los enlaces Fe-O y V-O se fortalecen y la
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Tabla 8.1: Contantes elásticas a ≈0 GPa y coeficientes de presión para la fase II del FeVO4.
cij 0 GPa dcij/dP cij 0 GPa dcij/dP cij 0 GPa dcij/dP

c11 239.69 2.77 c22 126.56 -0.37 c44 62.35 0.85
c12 81.82 2.26 c23 40.98 2.60 c55 53.58 1.04
c13 74.23 2.25 c33 149.79 4.01 c66 46.56 0.17
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Figura 8.5: Constantes elásticas como función de P para la fase II del FeVO4.

resistencia de los poliedros a la compresión aumenta.

8.4. Propiedades elásticas
En la Tabla 8.1 se muestran las constantes elásticas (cij) a 0 GPa y sus respectivos co-

eficientes de presión (dcij/dP) para la fase II del FeVO4. El ajuste lineal, para obtener los
coeficientes de presión, se realizó en un rango de presión de 0 a 6 GPa. Los resultados
de las constantes elásticas cumplen con los criterios de estabilidad de Born para un cris-
tal ortorrómbico a 0 GPa y bajo presión, ver Sec. 2.12, por lo que la fase II del FeVO4 es
elásticamente estable a 0 y 9.6 GPa.

De acuerdo a la Tabla 8.1, c11 es la constante elástica que presenta el mayor valor, seguida
de la c33 y c22, lo que indica que longitudinalmente el cristal es más resistente a la defor-
mación en el eje x, consistente con lo observado en el comportamiento de los parámetros de
red, ver Fig. 8.2 (b). La constante de expansión transversal más grande es la c12, seguida por
c13 y c23, lo cual indica que la dirección más resistente a este tipo de deformación es la [010]
mientras se aplica un esfuerzo en x. De todas las constantes elásticas de este tipo la c23 es
la que presenta un menor valor, es decir que elásticamente la dirección [001] es propensa a
deformación transversal si se aplica un esfuerzo en la dirección [010].

Por otro lado, las constantes elásticas de tipo cortante presentan valores pequeños en
comparación con las constantes de tipo compresión longitudinal y expansión transversal,
apenas por encima de 46.56 GPa (c66) y por debajo de 62.35 GPa (c44), indicando que el
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plano más proclive a la deformación cortante es (110), si se aplica un esfuerzo en ese mismo
plano. Respecto a la presión, las constantes elásticas siguen una tendencia lineal y creciente,
según la Fig. 8.5, siendo c11 la que más aumenta respecto a P. Sin embargo, c22 presenta
un coeficiente de presión negativo, ver Tabla 8.1, lo cual se relaciona con las tendencias
observadas en los parámetros estructurales y en el ∇2ρBCPn respecto a la presión.

8.5. Propiedades mecánicas

En la Fig. 8.6 se presentan las propiedades mecánicas calculadas con la metodologı́a de
la Sec. 2.12: el módulo de compresibilidad (B), módulo cortante (G), módulo de Young (E),
coeficiente de Poisson (ν), relación de Pugh (B/G) y dureza de Vickers (HV) respecto a la
presión para la fase II del FeVO4.

El módulo de compresibilidad aumenta linealmente con el aumento de la presión, lo que
significa que la resistencia a la deformación aumenta un 17.7% hasta 9.6 GPa, ver Fig. 8.6
(a). Esto quiere decir que la eficiencia de empaquetamiento del cristal aumenta al incrementar
la presión. Mientras que G sufre un cambio de tendencia por encima de 3 GPa, alcanzando
un valor máximo a 53.9 GPa a 6.2 GPa y descendiendo a 53.3 GPa a 9.6 GPa. Este cambio
de tendencia afectará a las demás propiedades que dependen de G. Se ha reportado en otros
materiales que este cambio en la pendiente de la dependencia de la presión en G se identifica
como un efecto precursor de una transición de fase observada a presiones más altas [212].
De acuerdo a las ecuaciones de Voigt y Reuss que se utilizan para calcular G (ver Sec. 2.12),
el comportamiento de G se debe al coeficiente de presión negativo de c22 y los valores de
dcij/dP de las constantes de tipo cortante. Mientras que B se comporta lineal, ya que BV
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(BG) se basa en las constantes elásticas de compresión longitudinal y transversal, aunque c22
decrece respecto a P, el hecho del alto valor para todas las demás constantes involucradas
hace que el efecto de c22 no sea notable.

El comportamiento en el módulo de Young es similar al de G debido a la relación con
esta propiedad mecánica. De acuerdo a la Fig. 8.6 (c), E aumenta un 4.3% en un rango de 0 a
7.86 GPa, por encima de esta presión, disminuye de 138.1 a 137.6 GPa. Este comportamiento
indica que el FeVO4 podrı́a sufrir una transición de fase de la estructura tipo CrVO4 a otra
a una presión relativamente pequeña, ya que se ha reportado en la literatura que el FeVO4
sufre varias transiciones de fase por debajo de los 10 GPa [13, 14].

El coeficiente de Poisson, tiende a crecer respecto a P, ver en Fig. 8.6 (d), tomando
valores entre 0.26 y 0.29, el cual está dentro de los valores que toman los semiconductores
cerámicos (0.25-0.42) [213] y son similares con los valores de otros compuestos ABO4 [6,
74, 75]. Estos valores de ν indican que la contribución iónica domina en los enlaces (Fe–O y
V–O) de la fase II del FeVO4, consistente con lo observado en las propiedades electrónicas.
De la Fig. 8.6 (e), podemos ver que el FeVO4-II se comporta de forma dúctil y esta propiedad
aumenta con la presión, de 1.74 a 2.6, en un rango de 0 a 6 GPa. El FeVO4-II presenta una
dureza de Vickers pequeña, ver Fig. 8.6 (f), al igual que otros compuestos ABO4 [74, 75],
esto es ocasionado por los valores de B y G, dada la relación entre HV y B/G.

8.6. Anisotropı́a elástica

La anisotropı́a elástica se obtuvo utilizando la metodologı́a de la Sec. 2.12. En la Fig. 8.7
se presentan los factores anisotrópicos cortantes (A1 y A2), porcentaje de anisotropı́a para el
módulo de compresibilidad y cortante (AB y AG) y el ı́ndice de anisotropı́a universal (AU )
respecto a P.

Los factores anisotrópicos cortantes proporcionan una medida del grado de anisotropı́a
en el enlace entre los átomos, en este caso enlaces Fe-O y V-O, en los diferentes planos
cristalográficos relevantes en el cristal. De acuerdo a la Fig. 8.7 (a), a presión ambiente
A1 < A3 < A2. Sin embargo, A2 se ve significativamente más afectada que los demás factores
anisotrópicos cortantes conforme aumenta la presión. La tendencia de la anisotropı́a en A2,
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Tabla 8.2: Frecuencias Raman, IR y silenciosos (ω, en cm−1), coeficientes de presión dω/d p
(en cm−1/GPa) y el modo Grüneisen (γ) para la fase II del FeVO4.

Raman IR silenciosos

ω
dω

d p γ ω
dω

d p γ ω
dω

d p γ

T (B3g) 153.7 1.37 0.57 T (B1u) 153.7 0.24 0.15 T (Au) 164.4 1.29 0.77
T (B1g) 177.4 -1.05 -0.82 T (B1u) 180.8 1.68 0.86 ν2(Au) 220.3 0.55 0.23
R(B1g) 219.6 0.52 0.22 R(B3u) 201.2 -0.01 -0.03 ν2(Au) 404.9 7.45 1.68
T (Ag) 221.8 3.23 1.29 ν2(B2u) 274.9 1.12 0.37
R(B2g) 261.8 4.25 1.47 ν4(B3u) 298.8 1.51 0.46
ν2(Ag) 355.1 0.30 0.07 T (B3u) 315.1 3.82 0.25
ν4(B3g) 361.7 1.36 0.33 ν4(B2u) 327.9 -0.88 -1.06
ν2(B2g) 366.4 3.78 0.94 R(B1u) 363.1 2.41 0.48
ν4(B1g) 374.0 3.58 0.88 ν4(B2u) 381.5 6.61 1.61
ν4(Ag) 394.2 1.55 0.36 ν4(B1u) 398.3 4.93 1.13
ν4(B3g) 431.3 5.90 1.25 ν2(B2u) 420.6 4.38 0.92
ν3(B1g) 652.8 5.71 0.78 ν3(B3u) 654.2 5.64 0.77
ν3(Ag) 751.0 5.74 0.72 ν3(B2u) 735.8 5.47 0.67
ν1(Ag) 918.9 1.33 0.12 ν3(B1u) 866.8 2.58 0.26
ν3(B3g) 922.0 2.44 0.24 ν3(B2u) 924.3 1.38 0.13

que representa a la dirección [010], se relaciona con el comportamiento de las distancias in-
teratómicas ecuatoriales del octaedro distorsionado [(dFe−O2 , ver Fig. 8.2 (c)], esta tendencia
se esperaba, ya que dFe−O2 se ve más afectada con la presión. Mientras que A3 se relaciona
más con el cambio en dFe−O1 , siendo esta distancia la segunda con el mayor cambio confor-
me aumenta la presión. Por último, el factor A1 toma valores bajos respecto a los otros dos
factores, esto se debe a que en la dirección [100] se encuentran distribuidos los tetraedros
VO4, los cuales no presentan cambios significativos respecto a P. Sin embargo, después de
6 GPa la pendiente de la curva es más pronunciada, lo cual se asocia con la deformación
cortante presentada en los ángulos internos β y γ del tetraedro.

En la Fig. 8.7 (b) se presenta la anisotropı́a para el módulo de compresibilidad (AB) y el
módulo cortante (AG), siendo AB evidentemente mayor que AG a 0 GPa. Con el aumento de
la presión se conserva que AB > AG, al ser mayor la diferencia entre BV y BR que entre GV
y GR, de acuerdo a la ec. 2.47. Sin embargo, la presión afecta más a AG que a AB, tal como
ocurre con G, ver Fig. 8.6 (b). Esta diferencia aumenta por encima de 6.2 GPa, ya que GR
presentan la misma tendencia que G respecto a P, mientras que GV es creciente. El ı́ndice
de anisotropı́a universal (AU ), representa de forma general la anisotropı́a del cristal respecto
a la presión. En este caso AU sigue una tendencia creciente hasta 9.6 GPa, al igual que los
ı́ndices anteriores (AB y AG), ya que en AU se suma la anisotropı́a de ambos módulos.
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tivo para la fase II del FeVO4.

8.7. Propiedades vibracionales
En la Tabla 8.2 se presentan las frecuencias (ω en cm−1) Raman, IR y silenciosos a 0

GPa en el punto Γ, ası́ como los coeficientes de presión (dω/dP) y el parámetro Grüneisen
(γ = -ln(ω)/lnV ). De acuerdo a la Tabla 8.2, un modo Raman T (B1g) y dos modos IR R(B3u)
y ν4(B2u), tienen coeficientes de presión y parámetro Grüneisen negativos, esto se asocia con
la inestabilidad de la estructura respecto a la presión [145], lo cual se relacionarı́a con una
transición inducida por presión. Este comportamiento también se observó en el InVO4 [210]
y en el CrVO4 [13].

El modo Raman T (B1g) implica una traslación de los poliedros VO4 acompañada de una
rotación de las unidades de FeO6 al rededor del eje z, ver Fig. 8.8 (a). El movimiento de los
dodecaedros FeO6 se ve afectado por la disminución del parámetro de red b, que es el más
compresible respecto a la presión. Los demás modos Raman tienen coeficientes de presión
positivos. El modo IR R(B3u) es similar al R(B1g), la diferencia radica en que el FeO6 vibra
simétricamente, mientras que el otro modo ν4(B2u) implica una flexión asimétrica en los
tetraedros con una traslación del catión Fe en la dirección z, lo que provoca un estiramiento
de las distancias interatómicas polares (dFe−O1) en FeO6, ver Fig. 8.8 (b) y (c). El decremento
de estos tres modos se encuentra relacionado con la compresión del eje y. Se ha reportado
en la literatura que algunos fosfatos isoestructurales presentan modos IR con coeficientes
de presión negativos como el InPO4 (T (B3u)) y el TiPO4 (T (B1u) y T (B2u)), la diferencia
principal es que el TiPO4 es más compresible en el eje z, mientras que el InPO4 es más
compresible en el eje y [126].

La relación de dispersión de fonones y la densidad de estados de fonones (PDOS) se
muestran en la Fig. 8.9 (a) y (b) a 0 y a 9.6 GPa, respectivamente. De acuerdo a esto la fase
II del FeVO4 es dinámicamente estable en este rango de presión, ya que cumplen con los cri-
terios de estabilidad de la Sec. 2.13 y no presentan ramas imaginarias en los modos acústicos.
También resulto ser elásticamente estable, lo que significa que la fase II del FeVO4 puede
ser sintetizada experimentalmente [15], al igual que el InVO4 [210] y CrVO4 [13]. No hay
diferencias significativas en el espectro de fonones a 9.6 GPa, lo que asegura que hasta esa
presión el FeVO4-II es estable. Sin embargo, de acuerdo a los resultados de las propieda-
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Figura 8.9: Espectro de fonones y PDOS a ≈0 y 9.6 GPa para la fase II de FeVO4.

des elásticas y mecánicas es posible que ocurra una transición hacia la fase wolframita por
debajo de 9.6 GPa.

Se comparó la PDOS para la fase II del FeVO4 con la del CrVO4 [13] y la del InVO4
[210], y se encontró que es más similar con la del CrVO4 que con la de InVO4, ya que el
In presenta más del doble de la masa del Cr y Fe. La PDOS parcial muestra que la primera
zona, la de frecuencias más bajas ≈505 cm−1 se debe a frecuencias externas, es decir modos
de simetrı́a R y T e internos ν2 y ν4, donde el Fe y el V tienen contribuciones similares. En
contraste, las dos zonas de alta frecuencia se deben a vibraciones internas puras de simetrı́a
ν1 y ν3 provocadas solo por O y V.
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Capı́tulo 9

Conclusiones y Perspectivas

Los cálculos de primeros principios son una herramienta eficaz en el estudio y análisis de
sólidos cristalinos a condiciones ambiente o bajo condiciones extremas de presión y/o tem-
peratura. Estos métodos presentan muchas ventajas, por ejemplo, son capaces de reproducir
correctamente tendencias y comportamientos observados experimentalmente, pueden apor-
tar información adicional que no se puede obtener fácilmente en un laboratorio y el tiempo en
el que se pueden caracterizar un gran número de compuestos o estructuras es relativamente
corto.

Centrando la atención en el estudio dedicado a las estructuras tipo scheelita, los resul-
tados muestran la estabilidad elástica, mecánica y dinámica a condiciones ambiente de 25
compuestos, de los cuales, solo el 40% de ellos ha sido caracterizado experimentalmen-
te para conocer sus parámetros estructurales o algunas propiedades electrónicas, elásticas,
mecánicas y vibracionales, sin embargo, los reportes sobre estos son muy antiguos. Por otro
lado, esta caracterización teórica demuestra que compuestos como el RaMoO4, EuMoO4 y
RaWO4 pueden ser sintetizados en un laboratorio y serán estables en la fase tipo scheelita.
Uno de los aportes principales es que, la presente tesis puede ser la base para entender com-
portamientos y tendencias de compuestos que sean isoestructurales e isoelectrónicos a los
estudiados aquı́.

Los compuestos isoelectrónicos presentan tendencias de comportamiento en sus propie-
dades muy marcadas. Sin embargo, el efecto del rA es mayor que el rB, lo cual deriva del
rango de estos. Una de las principales tendencias es la que exhiben los parámetros crista-
lográficos, y que afecta a su vez a la mayorı́a de las propiedades elásticas y mecánicas, ya
que, conforme aumenta rA y rB la eficiencia de empaquetamiento se ve comprometida. Por
otro lado el comportamiento de las propiedades electrónicas, en especial el del promedio
∇2ρBCP determina la debilidad o fortaleza de los enlaces A–O y B–O y también afecta a las
propiedades vibracionales, en especial a los modos de altas frecuencias. Por otro lado, los
compuestos que tienen cationes A que pertenecen a distintos grupos de la tabla periódica
presentan comportamientos y tendencias diferentes, esto es provocado por la configuración
de valencia presentada en cada catión. Todo este conjunto de propiedades podrı́a resumirse
en la Fig. 9.1, donde se presenta el comportamiento del módulo de compresibilidad respecto
al promedio del Laplaciano en los BCP en los enlaces A-O.

De acuerdo al universo de scheelitas ABO4 planteadas al inicio del doctorado, aún quedan
algunas familias por estudiar por ejemplo por periodatos AIO4 que son isoestructurales a los
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pertecnetatos ATcO4 y perrenatos AReO4 y que serı́a interesante una comparación entre sus
propiedades. Por otro lado otra familia que ha llamado nuestra atención son los germanatos
AGeO4, ya que la mayorı́a de ellos no han sido caracterizados y presentan como catión A
elementos interesantes como lantánidos y actı́nidos, además de que es la familia más extensa
de scheelitas. Otro punto focal es el estudio de compuestos que naturalmente no cristalizan
en una estructura tipo scheelita, sin embargo, con el aumento de presión o temperatura sufren
una transición a esta fase y lo hacen de forma irreversible como el CaSeO4 y YTaO4.

El estudio realizado en el CdMoO4 bajo presión es fundamental para entender la transición
scheelita-fergusonita, presentada en muchos compuestos ABO4 con esta estructura. De acuer-
do a las curvas de V -E, nuestros resultados respaldan la secuencia de transición scheelita-
fergusonita reportada experimentalmente. A partir del método de la tangente común y la
diferencia de entalpı́a se determinó que la transición de fase ocurre a aproximadamente a
12.2 GPa, muy cerca a lo reportado experimentalmente (12.1 GPa). Ambas fases cumplen
con los criterios de estabilidad, por lo que son elástica y dinámicamente estables. El análisis
teórico enriqueció lo reportado en la literatura en la fase scheelita y sobre todo para la fase
fergusonita de la cual no se ha reportado nada. Estructuralmente ambas fases presentan un
comportamiento decreciente en V respecto a la presión, que puede explicarse por la com-
presibilidad de CdO8 y la organización de las cadenas de los mismos en la estructura. La
deformación longitudinal es mayor en la dirección [001] (fase scheelita) y [010] (fase fer-
gusonita), lo cual es coherente con lo que se presenta en el análisis estructural. El módulo
de bulto (B) presenta un aumento con la presión, ya que el cristal se vuelve más compacto
y aumenta su eficiencia de empaquetamiento, para G después de 6.2 GPa hay un compor-
tamiento decreciente, lo cual indica la falla de la fase tetragonal. Se observaron tres modos
vibracionales con coeficientes de presión negativos, lo cual se relaciona con la ruptura de
la simetrı́a del tetraedro MoO4. En un futuro se pretende seguir ahondando más en las tran-
siciones posteriores a la fase fergusonita del CdMoO4, ya que se han propuesto algunos
polimorfos experimentalmente.

Por último, nuestros resultados indican que el FeVO4-II es elástica y dinámicamente es-
table de 0 a 9.6 GPa. Estructuralmente ambos poliedros se deforman, sin embargo, el FeO6
presenta una deformación longitudinal afectando el eje y, mientras que el VO4 presenta una

132



deformación angular afectando el eje z. El FeVO4-II tiene una brecha electrónica indirecta
de 2.11 eV (0 GPa) y según el análisis topológico de la densidad electrónica los enlaces V–O
y Fe–O son iónicos, más iónicos que los enlaces presentados en las scheelitas. Elásticamen-
te, la dirección menos resistente a la deformación longitudinal es [010], congruente con lo
observado en el comportamiento cristalográfico y la anisotropı́a elástica. Mecánicamente, B
presenta un comportamiento creciente con la presión debido al aumento de la eficiencia de
empaquetamiento, mientras que G se ablanda con la presión lo cual podrı́a ser el preludio
para una transición de fase. La compresibilidad del parámetro b tienen un fuerte impacto en
los modos vibracionales con coeficientes de presión negativos. De forma general, el estudio
del CdMoO4 y FeVO4-II bajo presión permitió corroborar que la unidad más compresible
en los compuestos ABO4 son los conformados por el catión A y los oxı́genos, además, que la
deformación del poliedro formado por el catión B y oxı́genos es diferente, ya que este tiende
a deformarse cortantemente.
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D. Errandonea, F. J. Manjón, J. Pellicer-Porres, N. Garro, A. Segura, C. Ferrer-Roca,
R. S. Kumar, O. Tschauner, and G. Aquilanti. Crystal stability and pressure-induced
phase transitions in scheelite AWO4 (A= Ca, Sr, Ba, Pb, Eu) binary oxides. I: A re-
view of recent ab initio calculations, ADXRD, XANES, and Raman studies. Phys.
Stat. sol. B, 244(1):325–330, 2007.

[8] E. Weigel and A. Trinkl. Zur kristallchemie des radiums, III. darstellung, kristalls-
truktur und atomradius des metallischen radiums. Radiochim. Act., 10:78–82, 1968.
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