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Resumen

En el presente trabajo de tesis, se presentan formulas analiticas para la sintonizacion
de un protocolo distribuido Proporcional-Retardado (PR) operando en una clase de sistema
multiagente (SMA) en donde cada agente tiene dindmica de doble integrador vectorial. Los
resultados son obtenidos a través de un estudio de la geometria de las zonas de estabilidad en
el espacio de los parametros asociados al protocolo PR. La metodologia desarrollada en este
trabajo se soporta en: (i) técnicas de descomposicion modal para obtener una factorizacion
de la ecuacion caracteristica asociada al SMA en lazo cerrado con el protocolo PR; (ii) el
método de D-particiones para caracterizar el dominio de estabilidad (de la dindmica colecti-
va) en el espacio de parametros; y (iii) resultados de la teoria de direcciones convexas para
cuasipolinomios para hacer posible la obtencion de formulas de sintonizacion analiticas con
caracteristicas escalables.
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Abstract

In this thesis, we present analytical tuning formulas for the parameters of a Proportional-
Retarded (PR) distributed protocol operating in a class of (vectorial) double-integrator mul-
tiagent system (MAS). The results are obtained by exploring the geometry of the stability
regions in the space of parameters associated with the PR protocol. The methodology de-
veloped in this work is supported on: (i) modal decomposition techniques to factorize the
characteristic equation associated with the MAS in closed-loop with the PR protocol, (ii) the
D-subdivision method to characterize the stability domain of the collective dynamics in the
space of parameters and, (iii) the theory of convex directions for quasipolynomials to enable
deriving analytical tuning formulas with scalable characteristics.
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Simbolo
&
Iy
U
N
AT
h

N2 o<q g -

grado(q;)

card(NV;)
Re{o}
Imfo}

Descripcion
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Interseccion de conjuntos o elementos
Matriz transpuesta
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Unidad imaginaria
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Grifica, G = (v,¢)

Conjunto de nodos o vértices de una grafica, v = {vy,va,...
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis resuelve el problema de sintonizacién de los pardmetros de un algoritmo de
control distribuido Proporcional-Retardado (PR) en una clase de sistema compuesto por
multiples agentes con dindmica de doble integrador vectorial, al cual nos referimos como
sistema multiagente (SMA). El algoritmo bajo estudio emplea tanto ganancias de control
tradicionales como retardos artificiales para mejorar la respuesta dindmica del SMA. La
principal contribucién de este trabajo es la obtencién de formulas de sintonizacién cerradas’
para los parametros del controlador, garantizando un decaimiento exponencial deseado para
el sistema en lazo cerrado. De acuerdo a la revision bibliografica realizada, no existen re-
sultados similares reportados en la literatura y la solucién aqui propuesta proporciona nueva
informacién sobre los mecanismos de sintonizacién para esta clase de controladores basa-
dos en retardos operando en dindmicas colectivas a gran escala. Con este fin, hacemos uso
extensivo de herramientas en el dominio de la frecuencia. En particular, herramientas como
la descomposiciéon modal para factorizar la ecuacion caracteristica asociada al sistema; el
método de las D-particiones para obtener mapas de estabilidad y analizar el decaimiento ex-
ponencial de las soluciones del sistema; la teoria sobre direcciones convexas para simplificar
el andlis de estabililidad; y el teorema de la funcién implicita para finalmente obtener la sin-
tonizacion de los pardmetros del controlador. Los resultados obtenidos también se validan
via simulaciones numéricas en MATLAB/Simulink.

1.1. Estado del arte

En afios recientes, el problema de control distribuido en SMA ha atraido un gran interés
en ingenieria, biologia y computacion [1]. A pesar de que resultados para sistemas lineales
con y sin retardos [12] se han obtenido desde varias perspectivas, extenderlos no es trivial
cuando el numero de agentes en el sistema es “grande”. Un enfoque clasico para resolver el

'Llamamos “férmulas cerradas” a aquellas ecuaciones que se pueden expresar analiticamente en términos
de un niimero finito de funciones conocidas y operaciones aritméticas elementales [64].



problema de control distribuido es realizar una descomposiciéon modal del SMA, con la cual,
el problema de control distribuido se reduce al andlisis de estabilidad de un nimero finito de
subsistemas con complejidad reducida [58,59]. Sin embargo, si el tamafio del SMA es muy
grande, la idea de la técnica de descomposicion modal pierde validez, ya que la complejidad
del andlisis incrementa con el aumento del ndmero de subsistemas [60, 61]. Este problema
se torna particularmente relevante en el andlisis y disefio de controladores que proporcionen
ciertas caracteristicas de desempeiio del sistema, como la rapidez de respuesta. El andlisis de
estabilidad de los subsistemas cuando este niimero es elevado es un problema interesante, ya
que asegurar estabilidad del sistema implica asegurar la estabilidad de todos los subsistemas.
Esto es lo que se trata de resolver en el presente trabajo.

Es bien sabido que mejorar la respuesta transitoria de un sistema lineal es posible me-
diante un controlador por retroalimentacién [54]. En control cldsico, por ejemplo, esto es
posible usando acciones de control derivativas, las cuales pueden inducir una amplificacién
no deseada en las sefiales de control debido a la medicion de sefiales contaminadas con ruido
de alta frecuencia [13]. Es por eso que, en la practica, es recomendable realizar el control sin
éstas [14-20]. Sin embargo, disefiar un control libre de acciones derivativas puede ser una
tarea complicada, ya que no se tienen suficientes ganancias (grados de libertad) para obte-
ner las caracteristicas deseadas del sistema. En el contexto de SMA, uno de los principales
objetivos es lograr que los estados de los agentes se acerquen entre ellos lo mas rapido posi-
ble, y de esta manera, lograr un acuerdo entre los mismos a través de protocolos de control
distribuido [21-29]. En la literatura, existen trabajos relacionados con mejorar la velocidad
de respuesta—sin emplear acciones de control derivativas—basados en el cambio de flujo de
informacion entre los agentes [21-23] y otros relacionados con la optimizacion de la infra-
estructura de la comunicacion [24-26].

Una alternativa a las acciones derivativas puras es la introduccion de retardos intencio-
nales a traves de controladores retardados. Sin embargo, lograr una implementacién préctica
y una técnica efectiva de sintonizacién para los parametros de este tipo de controladores es
complicado debido a que el espectro del sistema tiene un niimero infinito de elementos. Esta
dificultad se acrecenta en el caso de SMA. Para resolver esta problemdtica, resultados recien-
tes se basan en métodos de optimizacidn convexa para garantizar la estabilidad y la robustez
frente a mediciones ruidosas [37], [38]. No obstante, enfoques de disefio analitico solo se
han reportado en la literatura para sistemas SISO (single-input single-output, por sus siglas
en inglés) con un solo retardo [39,40], pero no en configuraciones con multiples agentes y
multiples retardos. Segun nuestros conocimientos, este problema se mantiene abierto y este
trabajo de tesis proporciona una solucion escalable por primera vez.

Por otro lado, protocolos con términos retardados han sido propuestos en redes dinami-



cas libres de ruido, principalmente para regular el comportamiento de los agentes cuando
buscan un estado deseado [41-49]. Con ese fin, se utilizan medidas de posicion en los térmi-
nos retardados para crear controladores tipo derivativo para cada uno de los agentes y se
investigan las caracteristicas de estabilidad de la red dindmica que surge. Notese que el tni-
co punto en comun en los estudios previamente citados es que consideran un solo retardo
en los protocolos. Entonces, el alcance del acuerdo de los SMA se debe garantizar al elegir
adecuadamente en el control distribuido las ganancias y el retardo dentro de ciertos inter-
valos. De acuerdo con estos estudios y los obtenidos con la configuracion SISO, el acuerdo
se puede alcanzar mds rapido en presencia de términos retardados [41—44] con capacidades
de atenuacion de ruido [50], [51] e incluso podemos obtener un rendimiento deseable con
un esfuerzo de control reducido [45], [46] sin necesidad de mediciones de velocidad [47—49].

Una cuestion que permanece sin ser plenamente abordada en la literatura, y que confor-
ma el principal interés de esta tesis, es la obtencion de reglas de sintonizacién para control
distribuido basado en retardos de sistemas con grandes cantidades de agentes. Algunos resul-
tados en esta linea de investigacion se han reportado recientemente en [55-57]. Sin embargo,
los protocolos distribuidos propuestos en dichos trabajos requieren de multiples retardos no-
conmensurables y ganancias de control heterogéneas. Por lo tanto, su implementacion resulta
impréctica. Los resultados presentados en este trabajo se centran en una clase de SMA a gran
escala, para la cual se desarrolla un enfoque escalable que permite el disefio e implementa-
cion de protocolos de control distribuido con retardos.

1.2. Formulacion del problema

En este trabajo de tesis se considera una red de N agentes moviéndose en el plano (x,y)
[3]. Cada vehiculo es representado por dos dobles integradores de la forma

X,‘(l‘) =Axl~(t) +Bul~(t)
Z,‘(l‘) :Cxi(t) (1.1)

donde i = 1,...,N es el numero de agente; el vector de estados xl-T = (xj1,X2,Yi1,Vi2) Te-
presenta la posicion y velocidad en x del i—ésimo agente, (x;1,x;2), asi como la posicion y
velocidad en y del i—ésimo agente, (yi1,yi2); y el control del i—ésimo agente es llevado a
cabo por u;(1).

Observacion. Note que cada agente se puede considerar como un punto que se mueve li-
bremente en el plano (x,y). El movimiento en la coordenada horizontal (x) es gobernado
por un doble integrador y de manera similar el movimiento en la coordenada vertical (y) es

gobernado por otro doble integrador.



Los coeficientes matriciales estan definidos como

(1.2)

S O O O
S O O =
S O O O
S = O O
S O = O
- O O O
S O O
S = O O

Con base en la definicién de C en (1.2) tenemos que z; = (x;1, yil)T. El sistema (1.1) esta
sujeto al protocolo de control distribuido PR:

I/tl'(l) = —k]Zi(l‘) —f-kz(zl'(l — h) —|—(5i(l‘ —h) —dl')
oi(t —h) =£Y_1a;j(zi(t —h) —zj(t — h)) (1.3)

donde d; € R? representa informacién relativa del desplazamiento entre los agentes, el retar-
do h es introducido intencionalmente como un pardmetro de control adicional?, y k; # 0y
ko # 0 son las ganancias del controlador. Por otro lado, a;; representa a los elementos de la
matriz de adyacencia correspondientes a la grafica asociada a (1.1) que ademads, se considera
no-dirigida’. Si a; ; 7 0 decimos que existe intercambio de informacién entre los agentes i
y j. Ademds, por ser una gréfica no-dirigida, el flujo de informacion entre los agentes es
bidireccional.

De acuerdo a lo mencionado previamente, existen varias investigaciones referentes al
comportamiento de los estados de los agentes que conforman la red y sobre cémo la pre-
sencia de términos retardados pueden generar un acuerdo mds rapido entre los mismos.
Sin embargo, no existen formulas analiticas para los pardmetros del controlador distribui-
do PR (1.3).

1.3. Objetivos

El principal objetivo de este trabajo de tesis es encontrar reglas de sintonizacion para los
parametros (h,k;,k;) del controlador (1.3) operando en el sistema (1.1) tal que la velocidad
de respuesta para todos los agentes sea dptima.

Objetivos particulares

» Realizar una descomposicion modal que permita expresar la ecuacion caracteristica
asociada al SMA como un ndmero finito de factores con complejidad reducida.

2El intercambio de informacién entre los agentes sucede de manera instantinea. Sin embargo, en este
trabajo de tesis utilizamos de intencionalmente la informacion transmitida 4 unidades de tiempo atrés.
3El lector es referido al Capitulo 2 para conceptos basicos sobre teoria de gréficas.



= Construir mapas de estabilidad que faciliten la descripcién del dominio de estabilidad
del SMA con base en sus factores caracteristicos.

» Caracterizar las propiedades de suavidad de las curvas de cruce de estabilidad que
contienen al dominio de estabilidad del SMA.

1.4. KEstructura de la tesis

El resto de la tesis se organiza de la siguiente manera: En el Capitulo 2 se presentan va-
rios conceptos preliminares relacionados con la teoria de graficas, el problema de consenso
y formacién en SMA, asi como lemas y métodos necesarios para la comprension de este
trabajo de tesis. En el Capitulo 3 se estudia el protocolo de control distribuido PR, se reali-
za la descomposicion modal del sistema, la descomposicion del espacio de pardmetros del
protocolo propuesto y finalmente se realiza un ejemplo con diez agentes en el cual se hacen
observaciones relacionadas con el dominio de estabilidad del sistema. En el Capitulo 4 se
obtiene la sintonizacién del procolo de control distribuido propuesto y se presentan resul-
tados numericos obtenidos a partir de dicha sintonizacién. Finalmente, en el Capitulo 5 se
presentan las conclusiones y el trabajo futuro.






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se introducen distintos conceptos y definiciones necesarias para una
mejor comprension de la presente tesis. En la Seccion 2.1 se abordan conceptos bésicos de
la teoria de graficas. En la Seccion 2.1.1 se explica el papel de las matrices para representar
las graficas y en la Seccion 2.1.2 se enuncian un par de Lemas fundamentales. Finalmente,
en la Seccion 2.2 se presentan los problemas de investigacion mas comunes en el drea de
coordinacion distribuida de SMA.

2.1. Introduccion a la teoria de graficas

Una grdfica se define como un par de conjuntos (v,€), donde v = {vy,..., vy} representa
un conjunto no vacio y finito de elementos conocidos como vértices o nodos, y € C vV XV
es un conjunto de parejas de nodos distintos denominados aristas o enlaces. Esta pareja de
conjuntos se denota de la siguiente manera:

G =(v,¢).
El conjunto de todos los vecinos del nodo v; esta dado por
N; = {Vj €Vv: (v,',Vj) S 8}.

Una de las caracteristicas que hacen que la teoria de graficas sea tan atractiva es la faci-
lidad con la que se puede representar cualquier grafica mediante un dibujo. Esto es siempre
posible debido a que los conjuntos v y € son finitos. Para realizar una representacién visual
de una grafica, se asigna a cada uno de los nodos de v un punto en el plano, y cada uno de
los enlaces de € se representa como una linea que conecta dos nodos distintos de v. A modo
de ejemplo, consideremos la grifica de persecucién ciclica que se muestra en la siguiente
figura.



Figura 2.1: Gréfica de persecucion ciclica.

En la Figura 2.1, podemos notar que en la grifica existen tres nodos v = {vi,v2,v3}
que comparten informacién mediante enlaces que estdn representados por flechas azules
e={(v1,v3),(v2,v1),(v3,v2)}. Ademds, el conjunto de vecinos correspondiente a cada uno
de los nodos serd N; = {v3}, Np ={vi} y N3 = {v2}. En general, para un enlace de la forma
eij = (Vi,V;j), i # j, decimos que ¢;; incide en v; y en v;. Ademds, v; y v, son adyacentes.

Por otro lado, una grafica G puede ser dirigida o no-dirigida dependiendo de la forma en
que los nodos en G intercambian informacion entre si.

Grafica dirigida: Se dice que una grafica es dirigida cuando los enlaces son dirigidos,
es decir, cuando el fluyjo de informacién entre dos nodos va en un solo sentido. Un ejemplo
de este tipo de grafica se puede ver en la Figura 2.1.

Grafica no-dirigida: Se dice que una grafica es no-dirigida cuando los enlaces no son
dirigidos, es decir, cuando el flujo de informacién entre dos nodos es bidireccional. Un ejem-
plo de este tipo de gréifica se puede ver en la siguiente Figura.

Figura 2.2: Grafica no-dirigida.

En este caso, los enlaces estan representados con lineas de color azul que indican que el
flujo de informacidn es bidireccional € = {(v1,V3), (v3, V1), (V2, V1), (V1,V2), (V3,V2), (V2,V3) }.
Ademds, el conjunto de vecinos correspondiente a cada uno de los nodos serd Nj = {v,V3},
Ny = {Vl,V3} yN3 = {Vl,Vz}.



2.1.1. Matrices asociadas con graficas

Ademais de las representaciones pictograficas con puntos y lineas, las grificas también
pueden ser representadas utilizando matrices.

Matriz de adyacencia: La matriz de adyacencia de una grafica dirigida G de N nodos es
una matriz 4 en la cual sus entradas a;; son iguales al nimero de flechas apuntando del nodo
J al nodo i. Si G es una gréfica no-dirigida, entonces a;; = aj; y entonces A4 es una matriz
simétrica.

Matriz de grado: La matriz de grado de una grafica dirigida G de N nodos es una matriz
diagonal B en la cual sus entradas d;; son iguales al nimero de flechas apuntando al nodo i.
Si G es una grafica no dirigida, entonces d;; es igual a la cantidad de vecinos del nodo 1.

Matriz Laplaciana: Dadas las definiciones de matriz de adyacencia y matriz de grado,
podemos notar que en la matriz de adyacencia los elementos de la diagonal son todos igual
a cero, y los elementos que no forman parte de la diagonal pueden o no ser distintos a cero,
mientras que en el caso de la matriz de grado es lo opuesto, es decir, los elementos de la
diagonal pueden o no ser distintos a cero, y los elementos que no forman parte de la diagonal
son todos iguales a cero. La informacién que proporcionan ambas matrices es condensada
en una matriz conocida como matriz Laplaciana, L, la cual podemos expresar como

L=B-A1.

Observe que de la matriz Laplaciana podemos conocer el flujo de informacién mediante los
elementos /;; con i # j y el numero de aristas o flechas dirigidas al nodo i mediante los ele-
mentos /;;.

2.1.2. Definiciones y lemas auxiliares

A continuacién enunciamos algunas definiciones y lemas de utilidad en el desarrollo de
este trabajo de tesis.

Camino: Un camino en una gréfica no-dirigida G es una sucesion alternada de nodos y
enlaces, denotado como

<V17 (V13V2)7V27 (V27V3)7V37 LR 7Vn—17 (Vn—lvvn>7vn>~

Observe que: (i) esta sucesion empieza y termina con un nodo y (ii) cada enlace es incidente
con su nodo antecesor y sucesor. Entonces, el camino que une a Vi y V,, se puede denotar

10



también como
<V17V27V37 cee 7Vn>-

Trayectoria: Se conoce como trayectoria a un camino en el cual todos sus nodos (y por
lo tanto todos sus enlaces) son distintos.

Conexidad: Decimos que una grafica no-dirigida G es conexa si para todo par de nodos
en G, existe una trayectoria que los une. La gréfica es disconexa si no es conexa. Decimos
que una gréfica conexa tiene un componente. Entonces, una grafica disconexa tiene mas de
un componente.

Lema 2.1.1. Sea L la matriz Laplaciana asociada a la grdfica no-dirigida G. Entonces, cero
es un eigenvalor de L y todos sus eigenvalores distintos de cero tienen parte real positiva [8].

Lema 2.1.2. Sea L la matriz Laplaciana asociada a la grdfica no-dirigida G. Entonces cero

es un eigenvalor simple si'y solo si G es conexa [8].

2.2. Problemas en coordinacion distribuida de SMA

Para proporcionar contexto al problema que abordamos en este trabajo de tesis, en es-
ta seccion discutimos brevemente dos problemas de investigacion comunes en el drea de
coordinacion distribuida de SMA.

2.2.1. Consenso y sincronizacion
Suponga que cada nodo en una grifica G es un agente dindmico con dindmica
Xi=uj, i=1,...,N, (2.1)

en donde x; € R es el valor del nodo v;. Una grafica dinamica es un sistema con estado
(G,x) en el cual el valor de x evoluciona de acuerdo con la dindmica de la red x = u. Aqui,
u=(ug,...,uy) €ERNyx=(x1,....xy)" €RV,

Nos referimos a
Gx = (gax)a
como la red con valor x y topologia G. El valor del nodo puede representar cantidades fisicas

como altitud, posicion, temperatura, voltaje, etc. Decimos que los nodos v; y v; coinciden
en una red si x; = x;. Decimos que los nodos de la red han llegado a un acuerdo o si

X1 =Xp =+ =XxN = Ol

11



Cuando los valores de todos los nodos de la red coinciden, el valor comin & de todos los
nodos lo llamamos valor de acuerdo grupal.

El objetivo principal en el diseno de protocolos de consenso para SMA es que éstos lo-
gren el consenso de forma auténoma sin conocer a priori el valor de acuerdo grupal. Con
este fin, los agentes deben cooperar entre si para lograr que sus estados convergan a o.. Dicha
cooperacion es posible si cada agente se comunica con sus vecinos para recolectar informa-
cion acerca de los estados de sus vecinos, y después usa esta informacion para compararla
con su propio estado y tomar decisiones con el objetivo de lograr el consenso.

De manera formal, un SMA (2.2.1) logra consenso si

Jim (1) —x;(0)]) =0

para cualquier i, j y cualquier condicion inicial xg.

Sea X; el conjunto de valores de los vecinos del nodo i dado por
X; = {xj 1 v; es vecino de v;}.
Entonces, el controlador por retroalimentacion de estado u; dado por
u; = g( X, xi), (2.2)
se dice ser un protocolo para la red G,.

Protocolo distribuido: El protocolo (2.2) se dice ser distribuido si card(N;) < N — 1 para
todoi=1,2,...N. Es decir, ningin nodo en G esta conectado a todos los nodos.

Entonces, el problema de consenso en una red de agentes es una manera distribuida de
calcular el valor de decisioén grupal por medio de un protocolo de red que depende solamente
del estados del agente i y de los estados de sus vecinos.

Observacion. En este contexto, notamos que los términos consenso y sincronizacion se pue-

den usar de manera intercambiable.

2.2.2. Control de formacion

En el area de SMA, entendemos como formacion a cualquier patréon geométrico o con-
figuracién que un grupo de agentes logre mantener sobre algun intervalo de tiempo. Dicha
formacion se puede especificar por un conjunto de distancias relativas deseadas entre los
agentes; es decir,

D:{dijERidij>O, i,jZl,Z,...,N, 17&]},
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con d;; = dj;. Al conjunto D lo conocemos como especificacién de formacién y suponemos
que D es realizable.

Una forma de “codificar” la especificacion de formacion es con una grafica ponderada

gf = (V78f7w>7

en donde el subindice f denota formacion, v es el conjunto de nodos, € es el conjunto de
enlaces que especifican que distancias entre-agentes se definen por Dy w: € — R+ es el
peso del enlace, el cudl codifica las distancias deseadas como

w(eij) = dij,

en donde ¢;; = (v;,Vv;).

Cuando a una formacién se le permite trasladarse es necesario incorporar esto en la
especificacion de formacion. Entonces, en lugar de usar D, usamos

H= {&1,...,&]\]}, &i eR’, i=1,2,...,N,
en donde p es la dimensién del estado del agente v;, y
I& &l =dy, i, j=12,....,N, i#].
Decimos que cualquier coleccion de puntos xi, ... ,xy satisface la especificacion & si
Xj = &i +1 Vi,
para una traslacion arbritratia T € R”. A este tipo de formacion la llamamos formacion de

traslacion invariante.

Sea x; € R? la posicion del agente i. Entonces, para resolver el problema de formacién de
trasalacion invariante, buscamos que para algtin T € R”, desconocido para todos los agentes,
un protocolo distribuido de formacién garantice que para todo i se cumpla que x; = &; + 7.
Para este fin, podemos usar una grafica de interaccion dinamica

Grx= (Gfax)v
y buscamos disefiar un protocolo de formacion que conduzca a los agentes tal que:
||lx;(t) — x;(¢)|| converge asintéticamente a d;; con (v;,v;) € €.

Con este objetivo, definimos T; como el desplazamiento de x; desde la ubicacién objetivo
&; € E. Es decir,
’c,-(t):x,-(t)—ﬁi, i=1,2,...,N. 2.3)
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Por lo tanto, alcanzar consenso en T; implica que

es decir,
E.bi = Xi (t) -7,

para un vector de desplazamiento constante T. Por lo tanto, tenemos que
T =Ty==Tv="T.
Debido al hecho que &; € E, podemos concluir de lo anterior que
18 = &l = [xi(e) = T—2x; (1) +Tll = |lxi ) —x;(0) | = i

Si este es el caso, decimos finalmente que el problema de control de formacion de traslacion
invariante se ha resuelto.

Observacion. En este contexto, note que resolver el problema de control de formacion es
equivalente a resolver un problema de sincronizacion bajo un cambio de coordenadas ade-
cuado, como el que se especifica en (2.3).
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Capitulo 3

Analisis del protocolo PR

Este capitulo estd dedicado al andlisis de un SMA con dindmica de doble integrador en la-
zo cerrado con un protocolo de control distribuido con retardos intencionales conocido como
protocolo de control distribuido Proporcional Retardado (PR), o simplemente protocolo PR.
Se presenta una descomposicion modal de la dindmica colectiva y se emplean herramientas
frecuenciales para descomponer el espacio de parametros asociados con el protocolo PR.
En la Seccion 3.1 se realiza la descomposicion modal del sistema y se obtiene una forma
factorizada de la ecuacion caracteristica. En la Seccion 3.2 se realiza la descomposicion del
espacio de pardmetros del protocolo PR propuesto para obtener ecuaciones de las fronteras
de estabilidad del sistema. Finalmente en la Seccidn 3.3 se presenta un ejemplo para un caso
particular de tal forma que se puedan apreciar los resultados obtenidos y realizar observacio-
nes a partir de estos.

3.1. Descomposicion modal del sistema

Como se menciond en el primer capitulo, en este trabajo de tesis se considera un SMA
compuesto por N agentes cuya dindmica estd dada por

X,‘(l‘) ZA)C,'(I) +Bul~(t)
Z,‘(l‘) ZC)CI'(I) 3.1

sujeto al protocolo PR

ui(t) = —k1zi(t) + ko (zi(t — h) + 6;(t —h) — d;)
oi(t—h) =Y aij(zi(t —h) —zj(t —h)) (3.2)

JEN;

con i = 1,...,N siendo el numero de agente; las matrices A, B y C estan dadas por (1.2);
con base en la definicion de C en (1.2) tenemos que z; = (x“,y“)T; el vector de estados
xiT = (xj1,Xi2,yi1,Yi2) representa la posicion y velocidad en x del i—ésimo agente, (x;1,x2),
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asi como la posicion y velocidad en y del i—ésimo agente, (y;1,yi2); y el control es llevado
a cabo por u;(¢). Ademds, d; € R? representa informacion relativa del desplazamiento entre
los agentes, el retardo 4 es introducido intencionalmente como un pardmetro de control adi-
cional, y k1 # 0y k» # 0 son las ganancias del controlador. Por otro lado, a;; representa a los
elementos de la matriz de adyacencia correspondientes a la grafica asociada a (3.1).

Suposicién 3.1.1. La grdfica es conexa y es no-dirigida’.

Observacion. Debido a que no es posible estabilizar el sistema para una retroalimentacion

de salida estdtica, el sistema (3.4) no es estable para h = 0.

Si se reescribe la parte distribuida del protocolo propuesto usando la matriz Laplaciana y
se compacta la informacion de todos los agentes de forma matricial, (3.2) puede ser reescrita
de una forma compacta y conveniente como se muestra a continuacion:

Ult)=—(InKIC)X(t)+ (IR K2)D+ ((In + L) @ K,C)X (t — h) 3.3)

donde K| = k1L, K» =kbh, Iv®KiCe RN IvoK, c R2V2N | (Iy+ L)Y®RK,C €
R2N><4N y

T
Xp=|d 0y 0 0 o]

donde (xlf , y{ ) representa la posicion en estado estable del i-ésimo agente. Cabe mencio-
nar que D € R?M es un pardmetro libre que se construird a conveniencia més adelante.
Ademids, X (t) € R*N esta formado por la concatenacién de los vectores de estado de los
T
N agentes descritos en el Capitulo 1, es decir, X (t) = [xlT(t) e xB(@) ] . Del mismo
modo, U(t) € R2N estd formado por la concatenacion de los vectores de control, es decir,
T
|, T T
@)= |uf(6) - uf) |
Sustituyendo (3.3) en (3.1) se obtiene

X(t) =AoX(t) +A1X(t —h)+ (Iy®BK>)D (3.4)

donde Ag = Iy® (A—BK,C), y A = (Iy+ L) ®BK>C.

Introduciendo la transformacién {(¢) = X (t) — X se obtiene [3]
C(t) = AoL(t) + A §(t — h) + (Ao + A1) Xy + (Iy © BK,)D. (3.5)

El objetivo ahora es lograr que (Ao +A1)Xf+ (Iy ® BK2)D = 0 al elegir D. Suponga que K;
y K3 son dadas y que el vector de compensacion D se escoge de tal forma que satisfaga

(IN ®K2)D: ((IN®K1C)—((IN—i-L)@KzC))Xf. 3.6)

I Cabe mencionar que consideramos grificas no-dirigidas ya que los valores propios asociados a la ma-
triz Laplaciana son reales. El caso de valores propios complejos estd relacionado con graficas dirigidas; sin
embargo, este caso estd fuera del alcance de este trabajo.
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Como Kp = kplh, (In® K) = kaloy y ka # 0, entonces (3.6) tiene solucion tnica

1
D:k—z((IN®K1C)—((IN—l—L)@KQC))Xf. (3.7

Es claro ver que para la matriz A en (3.1) y cualquier Xy, se tiene que (Iy ® A)Xy = 0.
Premultiplicando el término (Iy ® B) en ambos lados de (3.6) se obtiene

(In®B)(IN®K2)D = (Iy®B) (IN® Ki1C) — (I + L) ® K2C)) X ¢
la cual es, por propiedades del producto de Kronecker, equivalente a
(IN®BK>)D = (In®@BK1C)Xr — (IN®B)((In + L) @ K2C) X
Restando el término nulo (Iy ® A)Xy = 0 resulta en

(IN ®BK2)D = —(IN ®A)Xf + (IN ®BK1C)Xf — (IN ®B>((IN + L) ®K2C)Xf
= —(IN®(A—BK|C)+ (In+ L) ® BK>,C) Xy
— (A + A1)Xy. (3.8)

Asi, usando (3.8) en (3.5), el sistema (3.4) se puede reescribir como

C(t) = Ao (t) +A1L(t —h). (3.9)

Dado que L es simétrico y semidefinido positivo, (Iy 4+ L) es simétrico y definido posi-
tivo. Por lo tanto, por descomposicion espectral, tenemos que (Iy + L) = VAV donde V es
una matriz unitaria formada por los vectores propios de (Iy+ L) y A = diag(uy, ... ,uy) estd
formada por los valores propios de (Iy + L). Note que, debido a que L tiene un valor propio
igual a O, y; > 1 para todo i = 1,...,N. Considere la transformacion de estado ortogonal
¢ — (VI ® I){ = €. En las nuevas coordenadas (3.9) se convierte en

E(t) = (Iv® (A — BK{C))E(1) + (A® BK,C)E(r — h) (3.10)

donde los coeficientes matriciales se encuentran en forma diagonalizada por bloques. Por lo
tanto, el sistema (3.10) se puede descomponer en N subsistemas de la forma

E;(t) = (A— BK|C)&;(t) +u;(BK2C)Ej(t —h), j=1,...,N. (3.11)

Con base en (3.11), la funcion caracteristica de (3.1) con (3.2) se puede expresar como
el producto de N factores de complejidad reducida. Es decir,

N
P(s) = [[lﬁj(s) (3.12)

en donde s es la variable compleja y

Pi(s) = (s> + ki — kopje™")?
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donde uj con j=1,...,N, denota los valores propios de la matriz Iy + L, y L representa la
matriz Laplaciana de la grafica asociada a (3.1).

Con base en la Suposicion 3.1.1, se sigue del Lema 2.1.2 que el valor propio mds pe-
queio de L es igual a 0 y es simple. Este valor propio esta relacionado con la dindmica del
acuerdo y el resto de los factores estdn relacionados con la dindmica del desacuerdo [4].
Como convencion, en el resto de esta tesis, adoptamos el siguiente orden

l=w <pp < <uy. (3.13)

Aqui, estamos interesados en mejorar la respuesta dindmica del sistema. Con este fin,
realizamos el cambio de variable s — s —7, Y > 0, en los cuasipolinomios caracteristicos, y
estudiamos la estabilidad de los factores desplazados

pi(s) = (5% =25y +V + k1 — koeVuje M2, (3.14)

Por lo tanto, el cuasipolinomio mediante el cual se estudia la estabilidad relativa a y de (3.1)
con (3.2) es

P(s)=]]pi(s)=0. (3.15)

Decimos que los agentes logran un acuerdo exponencialmente rapido, con una velocidad
de convergencia determinada por el valor de desplazamiento 7, si y solo si todas las raices
de (3.15) tienen parte real menor o igual que —Y. En el resto de la tesis, nos referimos a 'y
como el decaimiento exponencial del sistema. A la luz de lo anterior, estamos interesados en
encontrar un valor maximo para y en términos de los pardmetros de diseio (h,kq,kz).

Observe que analizar y—estabilidad en el SMA bajo estudio, es equivalente a estudiar
y—estabilidad en N factores. Un problema que surge con este tipo de andlisis es que el ndme-
ro de factores aumenta conforme aumenta el nimero de agentes, lo que vuelve complejo el
andlisis para un nimero elevado de agentes. Nos enfretamos a dos retos técnicos. El primero
es que solo tenemos tres pardmetros, h, k1 y ko, para disefiar un total de N factores. Esta
restriccion limita nuestras opciones de disefio. El segundo es que disefiar estos pardmetros
para alguin u; puede colocar las raices dominantes del factor p; en el lugar deseado. Sin
embargo, los mismos valores de parametros pueden no producir raices dominantes deseadas
para el resto de los factores. Asi, la competencia entre las raices dominantes de los diferentes
factores merece particular atencion.

Observacion. En este trabajo de tesis, se explicard que garantizar la estabilidad de 2 de
estos N factores, a través de la sintonizacion del protocolo en (1.3), es equivalente a ga-
rantizar la estabilidad del sistema completo. Con base en este hecho, se obtienen reglas de
sintonizacion para h, k1 y ky que proporcionan y-estabilidad del SMA (3.1) en lazo cerrado
con (3.2).
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3.2. Descomposicion del espacio de parametros (/,k;)

Como un paso preliminar a la caracterizacion del maximo decaimiento exponencial, des-
componemos el espacio de pardmetros dado por

D = {(h,ky) : h € Rug,k € R}. (3.16)

Para esto empleamos el método de las D-subdivisiones [11]. En este caso, este método con-
siste en realizar una particién del plano (h,k;) en regiones separadas por hipersuperficies.
Las regiones antes mencionadas se denotan por D(v), donde v es el nimero de raices ines-
tables asociadas con dicha region, también conocido como el grado de inestabilidad. Por lo
tanto,

D= ) DW), (3.17)

veN
forma una particion del espacio de parametros. En particular, estamos interesados en la re-
gion estable, llamada dominio de estabilidad y denotada por D(0).

3.2.1. Fronteras de cruce de estabilidad

Antes de presentar un resultado importante de este trabajo, hay que tener en cuenta las
siguientes definiciones.

Definicion 3.2.1. Decimos que una coleccion de puntos (h,k) € D es una frontera de cruce
de estabilidad si para todo punto en esta coleccion, (3.14) tiene al menos una raiz en el eje
imaginario. Cada uno de estos puntos se conoce como punto de cruce.

Definicion 3.2.2. Decimos que K = 0D(0) es la frontera del dominio de estabilidad.
Considerando las definiciones anteriores, presentamos el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.1. Dados u; > 1, v> 0, ® > 0y ki € R, los puntos de cruce que generan
las fronteras de estabilidad asociadas al j—ésimo factor p;(s) en (3.14) estdn dados por

| R 20y nw

h(®)= —tan ' [ — 1 — =0.1.2,... 3.18
( ) man (—032+'Yz+k1)+())7 n s Ly 4y ) ( )
ko (@, ;) = M (3.19)

2 M) = eMujcos (oh) '

Para el caso ® = 0 la ecuacion
Y +k

ko(0,u;) = eYh—yj’ (3.20)

genera un punto de cruce para cualquier h > 0.
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Demostracion. De acuerdo al método de las D-particiones, se fija s = 0 en los cuasipolino-
mios desplazados (3.14) para obtener:

pi(0) =V 4k —kae"u; =0 (3.21)

y resolviendo (3.21) para k; se obtiene (3.20) como funcion de u;. Por otro lado, con s = 1,
se tiene:

pi(10) = —@® — 2107+ + ki — koe"u; (cos (0h) —1sin (wh)) =0 (3.22)

La ecuacion anterior es cierta si y solo si:

Re{p;(®)} = —@® + 7 + ki — kpe"u;cos (wh) = 0, (3.23)
Im{p;(10)} = —20y+ kaey;sin (wh) = 0. (3.24)
De (3.23) se tiene que
PO .
2T eujcos (oh)’

que es idéntica a (3.19) en donde la dependencia en ® y u; se ha escrito explicitamente. Mas
aun, de (3.24) se tiene que
20y

kp = ——F—~.
2 ey sin (wh)

(3.25)

Eliminando k> de las ecuaciones anteriores, se tiene que

sin (®h) 2wy

cos(®h) —@2+y2+k

y finalmente, resolviendo para & se obtiene (3.18) en funcion de ® y u;. [l

3.3. Suavidad de las fronteras de cruce

De acuerdo con las observaciones realizadas y el objetivo de la presente tesis, las reglas
de sintonizacién para los parametros (h, k1, k) daran como resultado el maximo decaimien-
to exponencial del sistema, el cual ademds se encuentra en el dominio de estabilidad, es
decir, en D(0). Mds ain, tomando en cuenta la factorizacién de la ecuacién caracteristica del
sistema, el dominio de estabilidad lo podemos descomponer como

D(0) = () D(O.uy), (3.26)

=

1

J

en donde D(0, ;) es el dominio de estabilidad asociado a cada uno de los factores. Mds atin,
para cada D(0,u;), usamos K (u;) para denotar su frontera; es decir K (u;) = dD(0,u;).
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Antes de proseguir, realizamos la siguiente descomposicion para el j—ésimo factor en parte
real e imaginaria:

I
% = Ro+ 1y = (hujkae" sin (oh) — 20) +1(hujkse? cos (oh) — 2),
I
—% =Ry +1ly = (kae"u; (ycos(wh) — wsin(wh)) ) +1( — kae™u; (cos(wh) +ysin (oh)) ),
I
Iy o) o)
2

en donde R, e I,,,, m =0, 1,2, son evidentes de la descomposicion.

Proposicion 3.3.1. La tangente de la curva K (uj) asociada al factor p; en (3.14) puede

expresarse conio

dh

do 1 LRy —IhR

do __ 1 [BRRo—loiz) (3.28)
dks RiL — Ry \ IpRy — 1Ry

do

Demostracion. Considere un valor fijo para v; es decir, Y = y*. Entonces, sobre el eje ima-
ginario desplazado, el factor p; describe una funcién analitica de (®, s, k> ), ver [65]; por lo
tanto:

apj apj dh apj dk2 .

- - =0. 3.29
90 T on do " 9k do (3:29)
Sustituyendo (3.27) en (3.29) se obtiene
Ro=R Y 4 R, 22
0— ldO) 2d0)’
dh dky
Io=hL—+L—
0= Mgt
es decir,
dh
R() . R1 R2 do
Iy I 143 dks
do
La tangente, puede expresarse como
dh
do . 1 b —Ry Ry
dks RiL — Ry \ 1) Ry I |
do

El lado derecho de la ecuacidn anterior es idéntico al lado derecho de (3.28).
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3.4. Caso de estudio

Con el objetivo de observar los resultados de la Proposicién 3.2.1, se realizé un ejemplo
numérico en el cual se consideraron N = 10 agentes. La grafica de la red se muestra en la
Figura 3.1.

DRSO
©

() (4)
(D5

O

Figura 3.1: Gréfica circular no-dirigida de la red para N = 10 agentes.

La matriz Laplaciana correspondiente a la grafica de la red estd dada por

2 -1 0 0 0 O O 0O 0 -1
-1 2 -1 0 0 O O O 0 O
o -1 2 -1.0 0 O O O O
o 0 -1 2 -1 0 O O O O
I — o o0 0 -1 2 -1 0 O O O
o o0 o0 O -1 2 -1 0 O O
o o o0 o o -1 2 -1 0 O
o 0 o0 o0 O o -1 2 -1 0
o o0 o0 o0 O o o0 -1 2 -1
-1 0 0 o0 o0 O O 0 -1 2

Tenemos entonces, que los valores propios de la matriz I1gp+ L son yuy = 1, up = u3 =
1.3820, ug = us = 2.3820, ug = u7 = 3.6180, ug = g = 4.6180 y ujo = 5. Las fronteras
de cruce de estabilidad asociadas con los factores caracteristicos, considerando Y= 0.2 y
k1 = 10 se obtienen con la Proposicién 1 y se muestran en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Fronteras de y-estabilidad asociado a los factores caracteristicos p;(s) en (3.14).
La region rellena de g corresponde al dominio de estabilidad del sistema completo. Las
fronteras estdn dadas por — para j = {1}, — para j = {2,3}, para j = {4,5}, —
para j = {6,7}, para j ={8,9} y — para j = {10}.

Observacion. En la Figura 3.2 la region estable del sistema completo (rellena en color ver-
de) es determinada por la interseccion de los dominios de estabilidad asociados a solamente
dos de los factores caracteristicos, es decir, D(0) = D(0,u1) (N D(0,u10). Esta observacion
se sustentard formalmente en el siguiente capitulo.

3.4.1. Resultados numéricos

Ahora bien, supongamos que se desea disefiar un control tal que lleve los 10 agentes de
las coordenadas iniciales

{(xlivyil)a ) (xilovyilo)} = {(5720)7 (157 10)7 (2570)7 (157 _10)7 (57 _20)7
(_57 _20)7 (_157 _IO)a (_25a0)7 (_157 10)7 (_5720)}
a las coordenadas finales
(O], vl = {(0,25),(10,15),(20,5), (20, —5), (10, —15),
(07 _25)7 (_1()’ _15)7 (_207 _5)7 (_2075)7 (_107 15)}
Bajo los pardmetros establecidos, y fijando y = 0.2 y k; = 10, se obtienen los resultados
mostrados en las Figuras 3.3 y 3.4. En particular, la Figura 3.3, eligiendo (h,k) = (0.5,1.5)
presenta un caso y-estable donde se aprecia que los agentes tienen como posicién final las

coordenadas deseadas, mientras que la Figura 3.4, eligiendo (h,k;) = (0.8,1.3) presenta un
caso inestable en el cual los agentes jamas logrardn llegar a las coordenadas deseadas.
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Posicion de los agentes Velocidad de los agentes

4000

~ 2000

Figura 3.3: Caso estable con N = 10 agentes. (Panel izquierdo) Posicién de los agentes
con respecto al tiempo. (Panel derecho) Velocidad de los agentes con respecto al tiempo. El
punto (h,kp) = (0.5,1.5) se encuentra dentro del dominio de estabilidad.

Posicion de los agentes Velocidad de los agentes

4000

~ 2000

-50 -40

Figura 3.4: Caso inestable con N = 10 agentes. (Panel izquierdo) Posicién de los agentes
con respecto al tiempo. (Panel derecho) Velocidad de los agentes con respecto al tiempo El
punto (h,kp) = (0.8,1.3) se encuentra fuera del dominio de estabilidad.

3.4.2. Observaciones finales

El dominio de estabilidad de la red; es decir, la region en el espacio de parametros (h, k)
que nos permite tener un comportamiento estable de las soluciones del SMA en lazo cerrado
con el protocolo PR, estd determinado por la interseccién de los dominios de estabilidad de
todos los factores caracteristicos. Este dominio puede ser observado en la region verde de la
Figura 3.2, y estd determinado solamente por dos factores, en este ejemplo, por los factores
caracteristicos p1(s) y pio(s) asociados a los valores propios mas pequefio y mas grande; es
decir, uy y upo.

En el proximo capitulo, en la Proposicion 4.1.1, formalizamos estas observaciones usan-
do la nocién de direcciones convexas para cuasipolinomios [52]. Con base en ellos, pro-
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pondremos reglas de sintonizacion para los pardmetros del protocolo PR con caracteristicas
escalables. En otras palabras, las formulas de sintonizacién propuestas, seguiran siendo va-
lidas independientemente del tamafo de la red.
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Capitulo 4

Diseno escalable del protocolo PR

Este capitulo estd dedicado al disefio escalable del protocolo PR bajo estudio. El objetivo
es encontrar reglas de sintonizacién analiticas para los pardmetros (h,k;,k;) del protocolo
PR tal que el dominio de estabilidad del sistema completo (3.1)-(3.2) colapse en un tnico
punto en el espacio de parametros D. Con esta sintonizacion, se asegura la velocidad de
respuesta mas rapida posible para todos los agentes que integran el sistema, independiente-
mente de su numero.

El capitulo se estructura en tres secciones distintas. En la primera, se presenta un ejemplo
ilustrativo que aborda el impacto del valor de y en el dominio de estabilidad 2(0). Ademas,
se presenta un resultado bésico relacionado con la propiedad de escalabilidad en graficas no-
dirigidas. En la segunda seccion, se deducen reglas de sintonizacion del protocolo PR. Por
ultimo, la tercera seccidn incluye un ejemplo especifico que sirve para ilustrar con claridad
los resultados obtenidos.

4.1. Escalabilidad en graficas no-dirigidas

En este trabajo de tesis consideramos escalabilidad del SMA (3.1) con protocolo de con-
trol distribuido PR (3.2) como la propiedad que permite una sintonizacidn del protocolo para
cualquier numero de agentes N dado estudiando unicamente dos cuasipolinomios. De acuer-
do a la complejidad del anélisis de estabilidad inducida por el nimero de agentes, esta es una
propiedad deseable para cualquier N > 3.

Para proporcionar una perspectiva al problema que abordamos en este capitulo, presen-

tamos el siguiente ejemplo ilustrativo. Cabe sehalar que las siguientes discusiones no se
utilizan en ningdn sentido para realizar generalizaciones de ningun tipo.
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Fronteras de ~y-estabilidad para v = 0.1 Fronteras de 7-estabilidad para v = 0.15

10} ' '- 10}
8 8
6 6
< <
4t 1 4t
0 . - 0 - . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
h h
Fronteras de y-estabilidad para v = 0.2 Fronteras de y-estabilidad para v = 0.25
10f ! ' \ T 10f ' '
8 8
6 6
< <
4 4
z.ﬁ\zg Z E -/ Q-Q\ Z =
0 . . . . 0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
h h

Figura 4.1: Fronteras de y-estabilidad asociado a los factores caracteristicos p;(s) en (3.14).
La region rellena de g corresponde al dominio de estabilidad del sistema completo. Las
fronteras estdn dadas por — para j = {1}, — para j = {2,3}, — para j = {4,5}, —
para j = {6,7}, para j = {8,9} y — para j = {10}. La primera figura corresponde a
un valor de Y= 0.1, la segunda a y=0.15, la tercera a Y= 0.2 y la tltima a y= 0.25.

Ejemplo ilustrativo: Considerando la grafica circular con 10 agentes presentada en el
caso de estudio en la Seccién 3.4 y la Proposicion 3.2.1 del capitulo anterior, obtenemos la
Figura 4.1. Para asistir al lector, para un y dado, el dominio de estabilidad D(0) se rellena
en color verde. Observe que el dominio de estabilidad del sistema completo se hace mas
pequeio a medida que el valor de Y incrementa, de tal forma que el valor maximo posible de
vy se da cuando los dominios de estabilidad D(0,u;) y D(0,uy) colapsan en un punto (h,k3),
el cual se da en algiin punto tangente a las curvas K (u;) y K(un)-

Esta interseccion existe cuando se cumplen las siguientes condiciones.

Condicion de ganancias:  ky(®, 1) = k2(0, uy) 4.1)
dk dk
Condicion de derivadas - d—hz((o,,ul) = d—hz(O,,uN) 4.2)
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Efectivamente, si la intereseccion entre los dominios de estabilidad desaparece, es nece-
saria la existencia de un punto tangencial entre las curvas X (u;) y X (un). La deduccion de
las condiciones bajo las cuales el punto tangencial existe se deja para trabajo futuro.

Observacion. El valor propio puy = 1 de la matriz M(G) = In + L es simple y estd asociado
con el vector propio (1,...,1)T € R",

Note que los factores en (3.12) asociados con M(G) tienen la forma:
pi(s) = qo(s) +qi (e, j=1,....N (4.3)

donde grado(q1(s)) < grado(go(s)), qo(s) =s*=2sy+¥ +ki Y qi(s) = —kae™.

Usando el teorema de las aristas y el concepto de direcciones convexas para cuasipolino-
mios, originalmente introducido en [52], los autores en [5] presentan la siguiente proposicion
que nos permite reducir el andlisis de estabilidad del SMA completo al estudio de solo dos
factores caracteristicos en lugar de los N factores que componen la ecuacién caracteristica
del SMA. Para una fécil referencia, el resultado es condensado en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.1 ( [S]). El SMA (3.1) - (3.2) es estable si y solo si ambos pi(s) y pn(s)
en (3.12) son estables.

Recordando los resultados obtenidos en la Proposicion 3.2.1, para dados ki y v, las fron-
teras de cruce de estabilidad, para @ > 0, asociadas con cada factor caracteristico se pueden
obtener usando

| 20y nm
ho)=—tan ' | —5——— | +—, n=0,1,2,...
0= g (gt )+ =012
—0>+ ’Y2 +ky

ko (o)) = —— L T
2( nuj) €Yh‘uj'COS((Dh>’

y para ® = 0 y cualquier & > 0, sabemos que

Y +ki
ko (0, 1) = =L
2( ,,Ll]) €Yh,ﬂj

también genera una frontera de cruce de estabilidad.

Ademads, de acuerdo con los resultados obtenidos en la Proposicion 4.1.1, el dominio de
estabilidad del sistema completo estard dado por la interseccion del dominio de estabilidad
de los polinomios extremos; es decir, de p; y py. Por lo tanto, las curvas K (u1) y K(un)
contienen al dominio de estabilidad del sistema completo, y el punto dnico (h,k;, k) que se
busca se alcanza cuando este dominio de estabilidad colapsa en un punto que, ademas, es

tangente a las curvas K (u1) y K(un)-
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4.2. Sintonizacion

Con base en el andlisis de la Seccién 4.1, la siguiente proposicion proporciona un méto-
do de disefio escalable para los parametros del protocolo PR, con las cuales se garantiza la
velocidad de respuesta del SMA mds rdpida posible. Cabe mencionar que inicialmente se
proponia un valor para k| de tal forma que se buscaba el valor de y que nos garantizara el
maximo decaimiento exponencial de las soluciones. Por brevedad, en la siguiente proposi-
cion, buscamos resolver el problema de disefio; es decir, dado un 'y deseado buscar el valor
de (h,ki1,k2) que garantice el maximo decaimiento exponencial de las soluciones.

Proposicion 4.2.1. Considere el SMA (3.1) en lazo cerrado con el protocolo PR (3.2) y sea
dado vy > 0. Sean los pardmetros de control (h,k,k;) elegidos como sigue:

1

h=—sin"'(0 4.4

5 (0), (4.4)

20yun

ky = ———_ 4.5

L= (o) v, (4.5)
k

=Lk (4.6)
Yy

en donde

0= ‘Ul\/i\/—A,nL\/—,u]z\,Ay, (4.7)
1
Ouy + |/ @2 + 47A,
(4.8)

pr (4¢P +?) 7

0 =2y

con A, = ,u% — ,1112\,, donde uy y uy denotan, respectivamente, el valor propio mds pequeriio y
mds grande de Iy + L. Entonces existen al menos tres raices caracteristicas de (3.12) con
parte real igual a —Y.

Demostracion. Considere la derivada con respecto a h de k»(0,uy) en (3.20), con j =N,

dky V(¥ + ki)
20 = vk (0 . 4.9
Ademas, usando la Proposicion 3.3.1 tenemos que
dky IoR; — 1Ry
® == - 4.10
dh ( nul) LRy — IoR> ( )

Por un lado, de la condicién de derivadas en (4.2), la siguiente igualdad se satisface:

IoR; — I Ro

- = vk (0 . 4.11
LRo—IoRy ! 2(0,1n) (4.11)
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Por otro lado, la condicién de ganancias en (4.1) implica que:

20y Y+ ki
—— = (4.12)
Vupsin(wh)  eYruy

Por lo tanto, en el punto de colapso de D(0), es necesario que (4.11) y (4.12) se satisfagan
de manera concurrente. Cabe destacar que, para obtener (4.12), se utilizé la segunda defini-
cién de kr(,u;) con j = 1 obtenida en la demostracién de la Proposicion 3.2.1, es decir,
la ecuacién (3.25), y la definicién de k»(0,u j) para j = N en (3.20). El resto de la prueba
consiste en emplear (4.11) y (4.12) para encontrar formulas analiticas para los pardmetros
del protocolo PR que dependan exclusivamente de los valores propios uj y uy, y de algin
decaimiento exponencial deseado .

Comenzamos estudiando la condicion de derivadas. Para ello, usando (3.27) con u; = uj,
es posible reescribir (4.11) como

0= (h,ulkzeyh cos (wh) — 27) <kzeyh7y1c0s(0)h) ~ kpe™uwsin (mh))
- (—kzeYhylmcos(mh) — kpe™yuy sin (coh)) (h,ulkzeYh sin (oh) — 2m) (4.13)
+ vk (—eyh,ul sin (wh)) (h,ulkzeyh sin (oh) — 20)>
— vk (h,ulkzeYh cos (wh) — 2y> (eyh,ul cos (mh)) :

en donde empleamos el hecho que, en el punto de colapso, ky = k2 (0,un) = ka(®, ;). Es

decir,

Y+ ki
ky = )
Yy

que es idéntica a (4.6). Sustituyendo entonces k; en (4.14) en la condicién de derivada

(4.14)

en (4.13) se obtiene:

1
2k + %) cos (wh) — =k h e“/h)
(P +odeoston i) o
20sin (©h) — kpuyhe? + 2ycos (wh) euy

0 (4.15)

la cual utilizaremos mds adelante para obtener el valor de ®, en el punto de colapso, como
una funcién explicita de u;, uy y Y. Procedemos como sigue:

Primero, notamos de (4.12) que

200y — (¥ + ki) (1 sin (@h))
,ul,uNth sin ((l)h)

=0. (4.16)

Expandiendo (4.16), sumando el término k; (u; sin (wh)) /(uyuye sin (ok)) en ambos lados
de la ecuacion y después de algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos

20y — ¥ (u1 sin (wh)) _ ki sin (wh))
,ul,uNth sin ((l)h) ,ul,uNeYh sin ((x)h) ’
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Resolviendo k; de la expresion anterior se tiene que

20yun
K — _ 4.17
'™ 4y sin (oh) T “4.17)

que es idéntica a (4.5). Sustituyendo ahora (4.17) en

1 2
h=—tan ' [ — 20 ),
) —0? +7* + ki

o de manera equivalente,

2 1 h
tan (wh) = Ll sm((P ) ;
2yun — @y sin (®h)
in (0
y utilizando la identidad tan (6) = sin (6) tenemos que
cos (0)

sin (@h) (@u; sin (©h) — 2yuy + 2yu; cos (wh))

cos (oh) (o sin (0h) — 2yuy) -

La expresion anterior se cumple si su numerador se desvanece; es decir, si sin (wh) = 0, o si
o sin (0h) — 2yuy + 2yu; cos (wh) = 0.

Considerando la igualdad anterior, se puede ver que
un - © 2
2 .
cos” (Wh) = | — — —sin(®h) | .
(o) ( Mmoo 2y ( >>

Dado que cos? (oh) = 1 —sin® (wh), y después de algunas manipulaciones algebraicas, se
tiene de la igualdad anterior que

2 2 2
(4724%) sin® (0h) + (—%) sin (wh) + ("’N 2‘“) =0. (4.18)

T Hy

Note que (4.18) se puede entender como un polinomio en x = sin(®h) con soluciones

(2vzcomv) Lop \/ ot + 47 ut — 4y

Y1 Voui

sin ((’)h)LZ — preap

de donde se sigue que

ouy £/ 02ud + 42,

1 (472 + @?)

1

1
hiy=—sin~![2
1,2 (DSln Y
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conA, = ,u% — ,11]2\,. De manera mads precisa:

ouy + 1/ @2u? +492A,

1
hy=—sin"![2 ,
"o @ o)
1 [ oy — 0% 4P,
hy = —sin | 2y 5 5 ,
® m (47" + %)

En donde h; es precisamente (4.4).

Ahora, usando nuevamente k; en (4.17) y sustituyendola en la condiciéon de derivada
en (4.15) se tiene que

2k (Y + ©%) cos (@h) — Shkop hye?™) 20y
20sin (oh) — kpuyhe¥* 4 2ycos (0h) — upe¥ sin (oh)

=0. (4.19)

Sustituyendo 2 = hy en (4.19) y observando unicamente el numerador de la ecuacién resul-
tante se tiene que:

20° (47 + 0)? (874Ay + 6V 0 Ay 4y e\ 4PPA + 0% + 60411%) =0.  (420)

Entonces, para un Y fijo, (4.20) se puede entender como un polinomio en ®, cuyas so-
luciones califican como los valores que puede tomar ® cuando 2D(0) colapsa. Dado que se
buscan soluciones que cumplan con ® > 0, se descartan las soluciones no positivas asi como
las imaginarias; por lo tanto, la inica solucién factible para ® estd dada por (4.7). La prueba
concluye notando que en el punto de colapso: (i) el valor de ® , dado por (4.7), depende
exclusivamente en los valores propios, y conocidos, u; y uy, y en algin y deseado, sujeto
ah, ki ykyen (4.4), (4.5)y (4.6), respectivamente, y (ii) las curvas K (u1) y K(uy) estan
asociadas con las raices caracteristicas s = —y=+1® y s = —Y, respectivamente.

[

La Proposicion 4.2.1 establece las condiciones necesarias para garantizar que el colapso
del dominio de estabilidad asociado con el SMA ocurrird para algin valor de y deseado. Es
en este sentido que decimos que Y es el maximo decaimiento exponencial de las soluciones
del SMA (3.1) sujeto al protocolo PR (3.2), el cual se puede asignar de manera arbitraria a
través de la sintonizacion de los parametros (h,k;,k») en (4.4), (4.5)y (4.6).

Observacion. Cabe mencionar que la sintonizacion propuesta puede considerarse como un
método de asignacion (parcial) de polos. Mds atin, es posible verificar que dicha asignacion
garantiza, en efecto, Y—estabilidad en el SMA. Sin embargo, una prueba formal de este
hecho se deja para investigacion futura.
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Observacion. Note que la sintonizacion en la Proposicion 4.2.1 es vdlida de manera inde-
pendiente al niimero de agentes en la red; es decir, la sintonizacion solo se requiere conocer
el valor de uy y de uy sin importar el valor de N, estableciendo asi la escalabilidad de la

propuesta de sintonizacion del protocolo PR bajo estudio.

4.3. Caso de estudio

A continuacion se realiza un ejemplo en el que se utiliza un sistema compuesto por cuatro
agentes, cuyas conexiones son representadas por

2 -1 0 -1
-1 2 -1 0
o -1 2 -1
-1 0 -1 2

[ =

Para ilustrar la sintonizacion presentada en la subseccidn anterior, se considerarén tres valo-
res diferentes de v, a saber, Y= {1.5,2,2.5}. Para estos valores se calcularan las raices y las
fronteras de y—estabilidad con la sintonizacién correspondiente a (h,k;,k;) proporcionada
por la Proposicion 4.2.1.

4.3.1. Resultados numéricos

En las Figuras 4.2- 4.4 podemos ver del lado izquierdo las raices del cuasipolinomio P(s)
en (3.12) de tal forma que las raices dominantes se encuentran en el valor de 7y utilizado que
estd representado por la linea discontinua - - . En el lado derecho podemos ver las fronteras
de y-estabilidad asociadas a los factores caracteristicos p;(s) en (3.14). E1 * corresponde al
punto en el que las curvas K (1) y K (uy) son tangentes una con otra. Las fronteras estin
dadas por — para j={1}y — para j = {4}.

4.3.2. Observaciones finales

Se puede observar que, con la sintonizacion a partir de la Proposicion 4.2.1, el dominio
de estabilidad del sistema completo D(0) colapsa en el punto (4,k,kz) calculado. De esta
forma, se garantiza el maximo decaimiento exponencial, lo cual a su vez ocasionard que la
velocidad de respuesta de todos los agentes sea la méxima posible.
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Figura 4.2: Raices del cuasipolinomio P(s) en (3.12) y fronteras de y-estabilidad asociadas
a los factores caracteristicos p;(s) en (3.14) para y = 1.5. La sintonizacion obtenida con la
Proposicién 4.2.1 da como resultado (h, k1, k2) = (0.0995,220.4770,38.3704).
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Figura 4.3: Raices del cuasipolinomio P(s) en (3.12) y fronteras de y-estabilidad asociadas
a los factores caracteristicos p;(s) en (3.14) para y = 2. La sintonizacion obtenida con la
Proposicién 4.2.1 da como resultado (h, k1, k2) = (0.0746,391.9592,68.2140).
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Figura 4.4: Raices del cuasipolinomio P(s) en (3.12) y fronteras de y-estabilidad asociadas
a los factores caracteristicos p;(s) en (3.14) para y = 2.5. La sintonizacioén obtenida con la
Proposicion 4.2.1 da como resultado (h,k1,ky) = (0.0597,612.4362,106.5844).
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo de tesis se presenta un nuevo método de disefio para un protocolo dis-
tribuido Proporcional-Retardado (PR). Este método no solo asegura la estabilidad de las
soluciones en una clase de sistemas multiagente (SMA), sino que también optimiza la velo-
cidad de respuesta de cada uno de los agentes que componen la red, independientemente del
tamaiio de la red. En este capitulo, se presentan conclusiones generales del trabajo realizado
y se describen algunas posibles direcciones para trabajo futuro.

5.1. Conclusiones

El objetivo general de este estudio fue la obtencion de férmulas analiticas para la sinto-
nizacién de los pardmetros de un protocolo distribuido PR, originalmente propuesto en [3],
operando en un sistema compuesto por multiples agentes con dindmica de doble integrador
vectorial. Esto se logré a través de un estudio de la geometria de las zonas de estabilidad en
el espacio de los pardmetros asociados al protocolo PR. Cuando el numero de agentes en la
red es grande, el andlisis de estabilidad para el SMA en lazo cerrado con el protocolo PR se
vuelve intratable. Como se mostré en el Capitulo 3, descomponer la dindmica colectiva en
sus modos permite simplificar dicho andlisis con la factorizacién de la funcion caracteristica.
Sin embargo, el disefio del controlador sigue siendo un desafio. A este respecto, y con ayuda
del método de las D-particiones, se observd que solamente dos factores caracteristicos son
responsables de la estabilidad del SMA completo. Dicha observacion se verificé formalmen-
te con ayuda de la teoria de direcciones convexas para cuasipolinomios.

Con los factores caracteristicos responsables a la mano; a saber, con pi(s) y py(s), fue
posible sintonizar los pardmetros del protocolo PR tal que garantizan un decaimiento expo-
nencial deseado para las soluciones del SMA. Con este fin, mostramos que minimizar de
manera concurrente las abscisas espectrales asociadas con pj(s) y py(s) es equivalente a
minimizar la abscisa espectral del SMA completo. Dicho proceso de optimizacion resulto,
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en dltima instancia, en la obtencion de formulas analiticas para los pardmetros del protocolo
PR, como se mostré en el Capitulo 4.

Cabe sefialar que, a pesar que las raices caracteristicas se comportan de manera suave
con respecto a variaciones paramétricas, la abscisa espectral no lo hace. En efecto, la abscisa
espectral es en general una funcién no-convexa, no-suave y no-Lipschitz. Por lo tanto, proce-
sos de optimizacion tradicionales no son aplicables en este contexto. Esta tesis proporcioné
una solucidén simple a este problema con base en geometria algebraica.

5.2. Trabajo futuro

Algunas observaciones adicionales que merecen ser mencionadas y conforman el punto
de partida para trabajo futuro son las siguientes:

» El protocolo PR no resuelve un problema de formacion en un sentido estricto, como
se menciona en [3], sino Unicamente un problema de regulacion al origen. Cabe men-
cionar que a la fecha, esto no ha sido sefalado en la literatura. La razén es simple,
la estructura del protocolo PR propuesto en [3] colapsa el subespacio de acuerdo en
un solo punto, el origen. Por lo tanto, las trayectorias del SMA son atraidas unica-
mente al origen en donde, claramente, x| = x; = - -- = xy = 0 independientemente de
las condiciones iniciales. Un replanteamiento del problema sugiere, en cambio, que el
protocolo puede ser empleado para resolver problemas de sincronizacion.

= La metodologia empleada para la obtencion de los resultados en este trabajo de tesis
puede ser extendida a clases mds generales de SMA, cuya caracterizacion se encuentra
mas all4 de los objetivos de esta tesis.

s El planteamiento del problema descrito en el Capitulo 1 admite una interpretacion
en el contexto de control robusto si se considera un parametro u € [uj,u,] como un
parametro incierto. En este sentido, los resultados aqui descritos equivalen a optimizar
las raices de una clase de cuasipolinomios intervalo de la forma

p(s) = qo(s)+qi(s)ue™", 1€ Jur,m),

en donde grado(q;) < grado(qy).

= Ademds de los resultados obtenidos en el presente trabajo, se mencion6 que el domi-
nio de estabilidad del sistema completo colapsa en un tnico punto en el espacio de
pardmetros Dy esto se da en algin punto tangente a las curvas X (u;) y X (un). Una
prueba formal de este hecho se deja para trabajo futuro.
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= Otro aspecto importante es que la sintonizacidn propuesta en el Capitulo 4 hasta ahora
solo se ha confirmado mediante simulaciones nimericas. La validacién de estos resul-
tados mediante pruebas realizadas en laboratorio, es de interés para trabajo futuro.
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