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Resumen

Palabras clave: Conexién Afin, Tensor de curvatura, Sistema de Ecuaciones Diferen-

ciales Parciales (EDPs) Sobredeterminado.

El problema de anular la curvatura de una conexién afin simétrica es un problema
de geometria diferencial que surge en teoria de control, motivado por un problema de
equivalencia (local) entre sistemas de control mecénico. La solucion del problema de
equivalencia consiste en determinar condiciones bajo las cuales un sistema mecanico
es transformable a una de las versiones de la forma encadenada extendida (FEE). La
relacion de equivalencia esta definida por una transformacion llamada retroalimentacion
de estados estdtica invertible. Las FEE's son sistemas de control mecanico cuyo modelo
dindmico tiene una estructura muy simple, lo cual facilita el analisis tipico que se hace
en teoria de control, como anélisis de controlabilidad, diseno de trayectorias, leyes de
control y estabilizadores, s6lo por mencionar algunos. Al observar que el tensor de
curvatura (R idénticamente cero) asociado a la conexion de Levi-Civita definida por la
métrica de la FEE juega un papel importante dentro de las condiciones necesarias, es
decir la anulabilidad de la curvatura asociada a la conexion afin simétrica definida por
la métrica del sistema es una condicién necesaria para que el sistema mecéanico se pueda
escribir o transformar en una de las versiones de una FEE, esto motivo a plantear el
problema de anular la curvatura de manera similar a uno de prescripcion de curvatura.
Esto es, dada una variedad lisa M, una distribuciéon D y una conexién afin V, con
tensor de curvatura R no cero, encontrar un campo tensorial F' que tome valores en D
y tal que la nueva conexion V = V+ F tenga tensor de curvatura R idénticamente cero.
La soluciéon del problema consiste en determinar condiciones bajo las cuales existe el
campo F'; a su vez, dicha soluciéon involucra determinar condiciones de integrabilidad de
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) sobredeterminados, que resultan
del tensor de curvatura. En este trabajo de investigacion, encontramos condiciones
suficientes para resolver el problema en dimension 2, considerando distribuciones de
rango 1 constantes y conexiones afines determinadas por simbolos de Christoffel con

caracteristicas particulares.
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Abstract

Key words: Affine Connection, curvature tensor, partial differential equations

The geometric problem of flattening an affine connection curvature arises in control
theory and is motivated by a problem of (local) equivalence between mechanical sys-
tems. The solution to the equivalence problem in question consists in finding conditions
under which a simple mechanical system can be transformed into one of the versions of
the extended chain form (ECF). The equivalence relation is defined by a transforma-
tion called invertible static feedback. The EFC’s are mechanical control systems whose
mathematical model has a very simple structure, which facilitates the solution of many
of the problems found in control theory such as controllability analysis, and design of
control to attain different objectives. It was observed that the curvature tensor associa-
ted with the Levi—-Civita connection defined by the metric tensor of the ECF plays an
important role within the necessary conditions. This motivates the problem as a special
case of the problem curvature prescription; that is, given a smooth manifold M, a dis-
tribution D and an affine connection V, with nonzero curvature tensor R over M, find
a tensor field F' that takes values in D and such that the new connection V = V + F
has curvature tensor R identically zero. The solution of the problem consists of de-
termining conditions under which F' exists; in turn, the solution involves determining
conditions of integrability of overdetermined systems of partial differential equations
(PDEs), resulting from the curvature tensor. In this research work, we found sufficient
conditions to solve the problem in dimension 2, considering constant rank 1 distribu-

tions and affine connections determined by Christoffel symbols with particular features.
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Capitulo 1

Introducciéon

Debido a su efectividad y funcionalidad para realizar trabajos en el sector industrial
y en la vida cotidiana, los sistemas de control mecanico han sido ampliamente estudia-
dos [1,2]. Desde una bicicleta hasta un robot industrial o sistemas fisicos complejos,
son sistemas de control mecanico que pueden ser representados por un modelo mate-
maético, desde el punto de vista de la geometria diferencial, [1]. La mayoria de estos
modelos matematicos son dificiles de estudiar debido a la complejidad de las ecuacio-
nes que los describen. Sin embargo, existen sistemas de control mecanico que pueden
ser transformados (equivalentes) en una “Forma Encadenada Extendida” (FEE), un
sistema de control mecanico simple. La transformacion se logra haciendo cambios de
variables de estado y de entradas de control que simplifican el modelo matematico del

sistema original [3].

La simplicidad de las ecuaciones que describen a una FEE facilita el analisis y
solucion de problemas tipicos de teoria de control (controlabilidad, estabilizacion, se-
guimiento de trayectorias, control 6ptimo). El problema es que no existe un método que
diga de manera especifica qué tipo de transformacion se puede realizar, o incluso prever
si la transformacion existe o no. Es por esto que es importante identificar y analizar
las propiedades intrinsecas que caracterizan a un sistema de control mecénico. En este
sentido, el problema de equivalencia entre sistemas consiste en determinar un conjunto
de condiciones (invariantes locales) bajo las cuales un sistema de control mecéanico es
transformable (equivalente) a una FEE, es importante destacar que la equivalencia se

daria de manera local [3].

Resulta evidente que el nimero de entradas de control y la dimension de la variedad



diferenciable, que en esencia representa todas las configuraciones del sistema, consti-
tuyen condiciones necesarias para que un sistema pueda transformarse en el otro. Sin
embargo existe una que no es evidente y se le conoce como anulacion de curvatura.
La nulidad es un invariante local que es preservado bajo difeomorfismos (aplicaciones
que son biyectivas, diferenciables con inversa diferenciable) [5]. Cuando se habla de la
curvatura de un sistema mecanico, se hace referencia a un tensor de curvatura del tipo
(1,3) que estéa asociado a una conexion afin simétrica. Esta conexion es definida por la

métrica (matriz de inercia) del sistema [1].

Las FEE tienen curvatura idénticamente cero, lo cual sugiere que una condiciéon
necesaria para que un sistema de control mecanico sea equivalente a esta tiene que ver
con el hecho de que su curvatura sea anulable (localmente). Esto motiva a plantear las
siguientes preguntas: ;Bajo qué condiciones se puede anular la curvatura de un sistema
mecanico? ;Qué parte del modelo matematico del sistema se puede manipular para ob-
tener una conexion afin cuyo tensor de curvatura sea idénticamente cero? La solucion
a estas preguntas originé la idea de plantear “el problema de anulacién de curvatura
de una conexion afin simétrica”. Su planteamiento se hizo de manera similar a un ca-

so particular de un problema conocido en la literatura como “prescripcion de curvatura”.

El problema de anular la curvatura es un caso particular del problema general al
que denominamos “problema de moldeo de curvatura de una conexién afin simétrica”.
No obstante, esta tesis se enfoca principalmente en el caso de estudio de anular la cur-
vatura en R?, algunos ejemplos introductorios para el mismo caso en R3, y condiciones
suficientes para resolver en R™. El planteamiento del problema de anular la curvatura

y las respuestas a las preguntas anteriores se describen en el siguiente capitulo.

1.0.1. Organizacién

El contenido y organizacion de esta tesis son presentados de la siguiente manera.
En el capitulo 2, se incluye la motivacién y planteamiento del problema. El capitulo 3
contiene los resultados que se obtuvieron para los casos R? y R" y algunos ejemplos.
En el capitulo 4 se dan a conocer las conclusiones, las posibles lineas de investigacion y
trabajo a futuro. Con el objetivo de preservar la informaciéon maés significativa de esta

tesis, se han incluido algunos conceptos basicos en el Anexo.



Capitulo 2
Problema de anulaciéon de curvatura

Como se expone en [1], el proceso de resolver y analizar problemas en teoria de
control, algunas veces se facilita si las ecuaciones que representan la dinamica del
sistema bajo estudio se pueden escribir en una forma especifica. Para ilustrar este punto,
se considera un sistema de control mecanico, cuya dindmica puede ser representada por

las ecuaciones de movimiento
M(q)i+ C(q,q) + G(q) =, (2.1)

donde M (q) representa la matriz de inercia, C'(q, ¢) representa las fuerzas de Coriolis
y centrifugas, G(q) incluye los términos relacionados con la energia potencial, T re-
presenta las fuerzas externas generalizadas, y donde ¢, ¢ y ¢ son las coordenadas de
posicion, velocidad y aceleracion, respectivamente, de los elementos rigidos moéviles que

conforman al sistema [1].

Los sistemas de la forma (2.1) también pueden ser transformados en modelos ma-
tematicos en geometria diferencial, solo bastaria con determinar qué objeto geométrico
diferencial lo representa [1]|. Lo primero es determinar una n—variedad diferenciable @
del sistema (que represente el espacio de configuracion del sistema), donde n repre-
senta el nimero de grados de libertad del sistema; luego bajo el supuesto de que el
sistema modelado esta conformado por K cuerpos rigidos, se fija un marco espacial a
cada eslabon movil del sistema, para expresar la posicion y la orientacion del eslabon
alrededor de su centro de masa, para cada b € {1,...,k} y cada vector tangente v, en
T,Q. Se construye una expresion en coordenadas del mapeo que representa la energia
cinética y con ello poder calcular una representacion coordenada para las velocidades

espaciales del cuerpo, el nimero no negativo K,(v,) da la energfa cinética del cuerpo

3



b-ésimo, donde v, es el vector velocidad de la trayectoria de configuracion a lo largo
de una curva lisa v : I C R — @ tal que v, € T,Q). Al determinar la energia ci-
nética del sistema como una funciéon sobre el haz tangente de (), se tiene que, para
cada b existe un campo tensorial liso semidefinido positivo B, de grado (0,2) tal que
Ky (vg) = 3 By(vg,vy); de esta manera, se puede definir una métrica Riemanniana sobre
@, estableciendo g = By + - - - + By, tal que en una carta dada (U, ¢) con componentes
de coordenadas (¢,...,q"), g se puede expresar como g = ¢;;dq’ ® dg’, donde g;; es la

ij—entrada de la matriz de inercia M (q), mas detalles en [1].

Asi (Q, g) define una métrica Riemanniana que determina de manera tnica a una
conexion afin de Levi-Civita, denotada por V, mas informacion en [1,4,5]. A su vez, V
es determinada por n® funciones, denotadas por F;k, llamadas simbolos de Christoffel

y se definen como

1 094 0gi1 09
b= gt (G O T (2.2)

72 o¢f  9¢  0Of
para i,4,k,l = 1,...,n, donde g" representa la kl-componente de la matriz inversa
de ¢ y el término g{’;j denota la derivada parcial de la il-componente de g, expresada

en las coordenadas (¢, ...,¢") [1]. A La conexion V se le puede asociar un tensor de
curvatura del tipo (1,3) (ver Anexo). Sus componentes se pueden expresar en términos

de los simbolos de Christoffel como

15) L PG) L P—
! _ ik 1) l m l m
m=1

Es ahora cuando la nocién de derivada covariante de una curva puede ser definida,
esto es, sea ¢ : I C R — () una curva lisa sobre @), con velocidad ¢ : I — T'() tal que
Vewyé(t) es tangente a @ en c(t), es decir, Vyu)¢(t) € Ty @. En la carta coordenada

(U, ¢) se puede expresar como sigue

Vewe(t) = (6(t) + 5 (c(t)é () (t)) aiqklc(t). (2.4)

A su vez, (2.4) representa una ecuacion de segundo orden, donde los Ffj son definidos
como en (2.2) y {%]C(t)}, para k = 1,...,n, representa una base para Te;@. Si c

satisface la ecuacion

Et) + Th(e(t) e (t)e () = 0. (2.5)



Entonces ¢ se dice ser una geodésica o curva integral de V [1,4]. El sistema de
segundo orden (2.5) define una ecuacion de primer orden sobre T'Q) y es representado
por un campo vectorial llamado spray geodésico, que en coordenadas (g, v) sobre T'Q

se puede expresar como

o0
S(’U) = a_qk — FZ(’U)'U U]@. (26)

Las geodésicas de la conexion de Levi-Civita son soluciones de las ecuaciones de

Euler-Lagrange para la funcién lagrangiana L

d (9L,\ 0L,
%(aui)_a_qi_o' (2.7)

Los sistemas descritos por (2.7) son llamados sistemas de control mecéanico no forza-

dos, o en ausencia de fuerzas, pero también existen sistemas sujetos a fuerzas externas,
por lo que deben ser definidas sobre (). Una fuerza se define como un mapeo liso
F:RxTQ — T*Q, en la carta coordenas (U, q) la fuerza F' se puede expresar como
F = Fydq', donde las funciones F; : R x TU — R, para i = 1,...,n representan las
componentes de F'. Entonces las ecuaciones de Euler—Lagrange para un sistema forzado

se representa mediante la siguiente expresion

d (0L, oL,
dt (8vi> B agt b (28)

También se deben considerar las posibles restricciones de movimiento de los siste-

mas, estas restricciones aparecen en las velocidades, geométricamente son caracteriza-
das mediante una distribucion lisa D sobre (). En efecto, un sistema mecanico forzado
y con restricciones en las velocidades se puede definir como una 4-tupla (Q, g, F, D),
donde @) es una variedad diferenciable de dimensién arbitraria pero finita sobre la cual
se define una métrica Riemanniana g, F = {F' ..., F™} es una coleccion de 1-formas
linealmente independientes y D una distribucion lisa sobre (), todos los detalles se
encuentran en [1].

En [1] también se describen los detalles de como el sistema de segundo orden (2.1)
puede ser expresado en la carta coordenada (U, ¢!, ..., ¢q") sobre @, como un sistema

de control afin de primer orden de la forma

#(t) = folx(t)) +u(t) falz(t)), (2.9)



donde fy es un campo vectorial llamado deriva, las funciones u®, a = 1,...,m son las
entradas de control (controles) y f, son llamados campos vectoriales entrada o control

que toman valores en la distribucién control D .

Por otro lado, de la mecanica Newtoniana, la ecuacién que describe el movimiento
de un cuerpo es F' = ma (la fuerza es igual al producto de la masa y aceleracion),
entonces el término que corresponde a la aceleracion es V) ¢(t), para el sistema for-
zado, los campos vectoriales {Y,} son definidos por Y = g% F, donde g% representa
las componentes de la matriz inversa que representa a g, y corresponden a los términos

%F . Asi las ecuaciones de control se pueden expresar mediante la siguiente ecuacion
Vewe(t) = u®(t)Ya(c(t))- (2.10)

Con la informacién que ya tenemos y considerando el punto de vista del lagrangiano
de los sistemas de control mecénico, un sistema de la forma (2.1) puede ser expresado

como un sistema de control afin, en las coordenadas (¢,v) de T'Q), como

= v s
‘ . (2.11)
0 = —F;kv’vk + uY!.
Al asumir que D es una distribucion lisa sobre @ y suponiendo que {Y3,...,Y,,}

es un conjunto de campos vectoriales sobre ) que toman valores en D, donde Y/ es la
[-ésima componente de Y,, para a € {1,...,m}; y u* € U las entradas de control que
toman valores en el conjunto control U, para U C R™. Entonces, sobre T'U el sistema
(2.11) puede ser escrito, de manera equivalente, como un sistema de control afin de la

forma

0= 8S(v) +u'Y, " (v), (2.12)

2]

5.7, consultar los detalles

donde S es el spray geodésico para V sobre Q y Y = Y*
en [1].

En un principio se consider6 determinar condiciones bajo las cuales un sistema de
control mecanico de la forma (2.12) puede ser equivalente (o transformable)(localmente)

a una forma canoénica en tres dimensiones con dos entradas de control w! y w?, esto es,

b= w!,
2= w? (2.13)
2= rw!,



a este sistema se le conoce como forma encadenada extendida (FEE). Es importante
mencionar que el sistema (2.13) puede ser considerado como un sistema de control
mecénico controlable [3] que puede ser expresado como un sistema de control afin de

la forma
2= 8(2) + w'Y™(2) + w?Yy"(2), (2.14)

donde S es el spray geodésico, y en las coordenadas (z, z) sobre T M se puede expresar
€como

k a

=z
oxk

S(z) (2.15)

El problema que consiste en determinar condiciones bajo las cuales un sistema de la
forma (2.11) es transformable en uno de la forma (2.13), puede ser considerado como un
problema de equivalencia bajo la relacion definida por una retroalimentacion de estados
estdtica invertible (RESI); es decir, dos sistemas son equivalentes bajo RESI si uno
puede ser transformado en el otro via una transformacion de la forma (v, w) — (z,u),
donde z = ¢(v), u = a(v) + S(v)w representan, respectivamente, una transformacion
de variables de estado, y un cambio de entradas de control, donde ¢ : ) — M es un
difeomorfismo local (trasformacion local de espacios de configuracion), f(v) una matriz
invertible para todo v € TR3 y « una funcién lisa.

Después de la transformacion, las componentes de las nuevas entradas de control

adquieren la forma

u' = a;(v) + Zﬁij(v)wj,
J
y el sistema resultante, después de la transformacion, es
v = SW) + (i(v) + Bi;(v)w! ) Y™ (v). (2.16)

Efectuando un cambio de variables de estado, el sistema (2.16) se convierte en uno de

la forma
2=05(z) + (a;(2) + 5Z~j(z)wj)Y;““(z). (2.17)

Luego, definiendo S(z) = S(z) + a;(2)Y ™ (2) v EA/](Z) = [,;;(2)Y;"(z), entonces

(2.17) puede ser escrito como

i =5(2) + w'Y;(2). (2.18)



Al comparar los sprays geodésicos (2.6) y (2.15) se puede observar que los Ffj de la
FEE son todos cero y, por consiguiente, las componentes del tensor de curvatura (2.3)
son todas idénticamente cero. También se puede observar que, después de la transfor-
macion, los términos «a;(2)Y;"™(2) son agregados al spray geodésico S(z), y que estos
términos son valuados en la distribucién de control D (espacio generado por las entra-
das de control Y con coeficientes u), por lo tanto las nuevas entradas de control siguen

teniendo sentido fisico y representan al sistema original.

Por otro lado, es importante notar que los términos —I'f;(2)2"27 32 + a;(2) Y (2),
que podemos denotar por Ffj(z), definen nuevas funciones, lo que conduce a considerar
la posibilidad de que exista una nueva conexion afin que podemos denotar por V

)
que va a ser determinada por los Ffj; la nueva conexion va ser expresada en términos
de la que ya se tenia originalmente V vy los términos «;(2)Y."*(2), a los cuales, se les

1 ? b
puede asociar de manera natural un tensor del tipo (1,2), que denotamos por F', sobre

la distribucién D.

Con base en las observaciones anteriores se podria considerar la posibilidad de
que una de la condiciones que debe cumplir un sistema de control mecanico para que

pueda ser trasformado en una de las versiones FEE es que la curvatura del sistema

k
ij)

sea anulable. Se puede “anular” la curvatura al eliminar los términos cuadraticos I"
pero esta no es una condicién necesaria ni intrinseca, porque el tensor de curvatura
podria ser idénticamente cero aunque los simbolos de Christoffel no sean todos cero
(ver [3]). Un ejemplo de sistema mecanico que ilustra perfectamente este caso es el de un
manipulador que se caracteriza por tener movimientos del tipo prismético, prismético,
rotacional, conocido en la literatura como PPR Figura(2.1). Este sistema tiene una

dindmica descrita por las siguientes ecuaciones:

Mg — m3lcos(q3)(j§ — malsin(gs)gs =71, (2.19)

Moy — mslsin(qs)ds + mal cos(qs)ds =72, (2.20)

I s 4 mal cos(gs)da — mslsin(gs)g, =0, (2.21)

donde M; = my + mo + mg, m; son las masas de los eslabones, My = my + msg,

I = I3+ mgsl? la inercia, y [ la longitud del eslabon rotacional. Este sistema cuenta con
actuadores (entradas de control) en los eslabones con movimiento prismatico, pero no
posee un actuador en el eslabén con movimiento rotacional. Debido a esto, el sistema

es considerado subactuado, ya que el niimero de grados de libertad es mayor que el



numero de entradas de control.

La variedad diferenciable que representa el espacio de configuraciones del sistema es

definida por Q = R? x S!, con métrica Riemanniana g definida sobre (), representada
en forma matricial por

M, 0 —mglsin(gs)
9z = 0 M, mslcos(qz) |- (2.22)
—mglsin(qz) msl cos(gs) I

Entonces los simbolos de Christoffel distintos de cero son:

ro_ mal cos(qz)(m3l? — M)

37 My MyT — Moym2i2 sin?(g3) — Mym3l2 cos?(g3)’
2 _ mal sin(qz)(m3l1? — M, I)

3 My Mo — Mom3i? sin®(gs) — Mym2i2 cos?(gs)’
re, — m3l%sin(gz) (M + Mo)

M Mo — Mym2i2 sin®(qs) — Mym3i2 cos?(gs)”

Aunque a simple vista no parece, las componentes del tensor de curvatura son todas
iguales a cero, esto es Rf., = 0 para toda a,b,c,d € {1,...,3}. Por lo tanto el PPR

tiene un tensor de curvatura idénticamente cero, y [3] demuestra que este sistema es

transformable a la FEE en dimension 3, descrita por (2.13).

Figura 2.1: Manipulador PPR

: ! : ok _ Tk k =
Entonces, al agregar las funciones «;; se obtiene I';; = I, + o) v, ya que V es

libre de torsion, entonces los I' también son simétricos en los indices inferiores, esto es,



entonces se tiene que afj =a¥

fiﬁj =T* v dado que I'¥, = T'* %,y I" debe ser un tensor

Jjv g e
simétrico respecto a sus indices inferiores [5]. Por lo tanto, se puede decir que un en-
foque mas “intrinseco” seria determinar qué campo tensorial F', que tome valores en la
distribucion D, define una nueva conexion afin simétrica VyY = VxY + F(X,Y) con
tensor de curvatura idénticamente cero. La existencia del campo tensorial F' del tipo

(1, 2), para sistemas transformables a la FEE, se establece en la siguiente proposicion.

Proposicion 1 Sea ¥ un sistema de control mecanico que puede ser expresado (local-
mente) como la FEE por una transformacién por retroalimentacion estética invertible.
Entonces existe un campo tensorial F € T'(D ® T*Q%?) tal que V = V + F tiene

asociado un tensor de curvatura del tipo (1,3) R = 0.

Demostraciéon Sea g € Q y sea (U, ) una carta coordenada sobre ), donde U
es un subconjunto abierto de () que contiene a ¢, entonces existe una vecindad U de
q tal que p(U) es un subconjunto abierto de R? y dado que ¥ es transformable a una
FEE entonces existe un difeomorfismo local ¢ : U — R3, tal que |y : U — oU es un
difeomorfismo. Asf el mapeo tangente T, : T,Q — T,R? es un isomorfismo lineal para
todo ¢ € @, siempre que ¢(q) = p. Luego, para cada X € T'Q) existe un tinico campo
vectorial Y € TR? que esta ¢-relacionado con X, esto es, Y, = T,0(X,), y el mapeo

inverso satisface (T,0) *(Y,) = X,

Por otro lado, dado que (@, gg) y (R?, gr) son variedades Riemannianas, entonces
el pull-back de ggr por ¢,denotado por ¢*gg, define una métrica Riemanniana sobre

Q, esto es, para cada v,w € T,Q)

(" gr)q(v,w) =

esto quiere decir que ¢*gr = gg , por lo tanto, ¢ es una isometria.

Suponiendo que V denota la conexion de Levi-Civita de gg y V la de gp v dado
que ¢ es una isometria, entonces p*(V) = V.
Por otro lado, la diferencia entre V y V define un tensor, esto es, ViV — VYV =

F(X,Y) donde F es un campo tensorial simétrico del tipo (1,2) tal que F' € I'(TM ®
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T*M®?) (mas detalles en [5]). En particular si F' toma valores en D, es decir, F €
I'(D ® T*M®?) entonces V = V + F tiene asociado un tensor de curvatura R del tipo
(1, 3) idénticamente cero.m

Es asi como el problema de equivalencia da origen a un problema matematico al
que denominamos como problema de anulacion de curvatura de una conexion afin
simétrica, o de manera mas corta lo llamaremos problema de anulacion de curvatura
(PAC). La solucién a este problema consiste en determinar condiciones para la existen-
cia del campo F' tal que al considerar una conexion afin V con tensor de curvatura R
asociado y una distribuciéon D definidos sobre una variedad diferenciable (), la nueva
conexion afin tenga asociado el tensor de curvatura nulo, y con base en esto se plantea
un problema més general al que llamamos problema de moldeo de curvatura, para este
caso se busca determinar la existencia de F' para obtener un tensor de curvatura R

predeterminado.

En este trabajo de investigacion solo se incluye el analisis del problema de anular la

curvatura en dimension 2, y su planteamiento se da a conocer en la siguiente seccion.

2.1. Planteamiento del problema

Dada una variedad lisa M de dimension n, una distribucién D de dimensién m, con

m < n, y una conexiéon afin simétrica V sobre M el problema principal a resolver es:

(i) ¢Bajo qué condiciones existe un campo tensorial F' de grado (1,2) simétrico tal
que F € T'(D ® T*M®?), que tome valores sobre la distribucion D y VyV =
VxY + F(X,Y) tenga tensor de curvatura del tipo (1, 3) R idénticamente nulo?

Y las preguntas que surgen inmediatas a la primera son:

(ii) ;Existen condiciones necesarias y suficientes para determinar la existencia del

campo F'?

(iii) Si un sistema dado satisface las condiciones suficientes jcomo se determina F de

forma explicita?

En este trabajo se intenta dar respuesta, por lo menos en casos especificos, a las

preguntas planteadas de (i)—(iii) pero antes debemos entender cada una de las partes

11



del problema.

Si V es una conexion afin simétrica y F € T(TM ® T*M®?), entonces V =V + F
es otra conexion afin simétrica tal que V : I(TM) x T'(TM) — I'(T M) se define como

V(X,Y) = VxY+F(X,Y),

se puede mostrar facilmente que V satisface las propiedades (1)-(3) de la definicion de

conexion afin (ver Anexo), los detalles pueden ser consultados en |[5].

Para expresar V en coordenadas primero tomamos ( 0 ) parai = 1,...,n, una base
para TM, con (dz') su correspondiente base dual, una distribucion D, :span{dj %},
paraj = 1,...,m,y suponiendo que F' € T'(D®T*M®?), entonces F se puede expresar,

como un tensor del tipo (1, 2), en el sistema coordenado (U, ¢) por

F, = Fld ® di' @ da?,

como d; € D entonces se puede expresar como una combinacion lineal de los vectores
que generan a D, esto es, existen funciones df tales que d; = df a = para [ =,...,m,

por lo tanto F' se puede reescribir como

F, = Fl %@dw ® da?

Asi la nueva conexion V se puede expresar en coordenadas por

~ 0 0 g 0
(Vaiamj) (Va7> Fe (a_xaT) (223)

Los términos del lado derecho de (2.23) también se pueden expresar, respectivamente,

de la siguiente manera

0 0

o 0 o O o 0\
F(a_a_> Frodl g ® Ao © do” (aa_>
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a su vez se cumple d:L”’(a%k) = 0}, entonces,

Jg 0 0
w(=—=, =) =F070%dy () =—
(81’7‘7 (91:1) rsvi g l<x>8x’“
0
_ ol gk
=halig
Asi, la ecuacion (2.23) se puede reescribir como
= 0 k Y

Si definimos F}; = of; y df = X[, entonces los simbolos de Christoffel que determi-
nan a V son de la forma f‘fj =TF+al ;X parak,i,j=1,...,nyl=1,...,m, donde

los T’ f] son los simbolos de Christoffel asociados a V, X} es la componente k—ésima del

l
ij

En efecto, las componentes del tensor de curvatura R, del tipo (3, 1) asociado a V

campo vectorial X; que toma valores en D y las «;. son las funciones por encontrar.

son de la forma

~a J— a ' a T a ' a r a
bed = Bheq + 0cagy, X7 + a0 X[ — Qg X' — a0 X

+T8 g XF + ngoz’gqu + ajal, XEXD (2.25)
_FquZbXﬁ - ngaZqu - O‘ZbOZZMX#Xg
para a,b,c,d,u = 1,... ,nyr,n=1,...,m. Lo anterior se puede verificar sustituyendo

los ff] en las componentes del tensor de curvatura R, esto es, de la ecuacion (2.3) se

tiene

Da afgb af?b . ma T mna T
bed — 8_qc - a_qd + Z (Fcurgb - qurgb> ) (226)

p=1

al sustituir los nuevos simbolos de Christoffel en la ecuacion (2.26) se obtiene la siguiente

ecuacion

P'“gcd =0.(T'g + ag X)) — 0a(I'g, + g, X))+

> (12, + af, Xo)(Ih, + af, X4) — (15, + al, X2 (Tl + af, X1) .

cun dp“*n
p=1
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Al desarrollar la ecuacién se obtiene lo siguiente

Riog =0T, + 00y, X2+ a0 X1 — 041'% — 0a0f, X — a0y X!
+) Lo 4 4+ T8 X+ T al X2+ all, Xiah, X!
p=1

n
. § : a T a r Y won a n a,.r Yp

I_\d,u]‘_\cb + Fd,uacer + 1—\cbOédu‘Xvn + adan Ckcb‘X'r :
p=1

Reagrupando términos se obtiene

R =0.T% — 9,1% + 0.0, X2 + 0. X — 0305, X% — a0, X0

L cpn cpn

+ 37 (T8, T, = T,Th) + Ta,0l, X + Tyl Xi + ol Xiag, X
p=1

n
— a AT X H B a n a, T Y
E ( duacbXT + FcbOédan + aden Oécer )
p=1
Obsérvese que Ry, es igual a la suma de los términos subrayados, por lo que la

ecuacion se reduce a la siguiente ecuacion

Ha _ pa r a r a r a r a
Ryq =Rpeq + 0cog, X' + a0 X' — Oaay, Xi' — gy 0a Xy,

cptn cpn—d

+ ) (T80 X0 + Thall, X0+ afl, Xoah, X)
pn=1

n
_2 : a T YU Boon a n a, T Y

( d,uacer +Fcbadu n +adanacer)7
p=1

que es idéntica a la ecuacion (2.25).

Como se puede observar, R involucra derivadas parciales de primer orden, conse-
cuentemente, resolver el problema de anular la curvatura se reduce a un problema que
consiste en determinar condiciones para la integrabilidad de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales (EDPs) de primer orden que, a su vez, determinan la existencia

* componentes de las cuales R, = 0 cuando ¢ = d,

del campo F. El tensor R tiene n
por la antisimetria frente al intercambio de los dos tltimos indices inferiores (cd) se
tiene R¢, = —R¢, v por la primera identidad de Bianchi descrita por la ecuacion
(4.0.3) (ver Anexo), el sistema de EDPs resultante tendra solo M ecuaciones in-

n(nt+1)

dependientes, con ™=~ incognitas.
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Por ejemplo, en R? se tiene un sistema de EDPs de 16 ecuaciones, 4 de estas inde-
pendientes, con 3 incognitas a1, aps = o1 ¥ aoe. En R3 se tiene un sistema de EDPs
de 81 ecuaciones, 24 independientes, con 12 incégnitas o, oty = ab;, aly = al;, o,
aby = aby y aby para | = 1,2. Como podemos ver, los sistemas de EDPS resultantes
son sobredeterminados, es decir, el nlimero de ecuaciones es mayor en comparaciéon con
el nimero de incognitas. Por consiguiente, la existencia del campo F' depende direc-
tamente de la solubilidad del sistema de EDPs resultante. No obstante, hacer que los
simbolos de Christoffel ffj sean todos cero basta para que las componentes de R tam-

bién lo sean, de esto se infiere que ésta es una condicién suficiente para resolver el PAC.
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Capitulo 3
Condiciones suficientes para el caso R"

El problema de anular la curvatura puede ser resuelto trivialmente si el rango de
la distribuciéon D es igual a la dimension de la variedad M, es decir, D = T'M; en este
caso, siempre se puede encontrar funciones tales que los f‘f] sean idénticamente nulos.
Lo interesante es determinar si con distribuciones de rango menor a la dimension de
la variedad también es posible modificar la conexiéon de tal manera que se obtenga
una nueva conexion con curvatura nula, en otras palabras, encontrar distribuciones de

rango minimo requerido para anular la curvatura.

El siguiente resultado establece condiciones bajo las cuales los simbolos de Chris-

toffel ffj pueden ser anulados.

Proposicion 2 Sea p € R", U C R" un conjunto abierto que contiene a p y D una
m~—distribucién lisa sobre R™. Si el span{(Vii %)x 21,5 =1,...,n} C D,, para cada
x € U, entonces existe un campo tensorial acgicel tipo (1, 2) F € T(D ® R"®?) tal que
VyY = VyY + F(X,Y) tiene tensor de curvatura del tipo (1, 3) R idénticamente

nulo.

Demostraciéon. Sea p € R"; entonces existe una vecindad V}, de p tal que V,, C
U y dado que D es una distribucion lisa sobre R”, existen m campos vectoriales
Xi,..., X, € T(TV) tales que para cada x € V, D,=span{X;(x),..., X,,(z)}. Por
otro lado, si se define C,, :Span{(V% %)x 21,7 =1,...,n} entonces C, C D,, luego
para cada Z € C, existen funciones a;;(z) tales que Z = al;(z)X¥(x)5%, para todo
i, j, k=1,...nyr=1,...,m con m < n, se puede escribir como una combinacién
lineal de los elementos de la base de D,; por otra parte Z € C, entonces también se

puede expresar en coordenadas como (Vp,0;),; por consiguiente, tenemos las siguiente
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igualdad

(Va,05), = aﬁj(x)Xf(x)@- (3.1)

El término izquierdo de (3.1) también se puede expresar como

0 & 0
(Va‘zi %)m = Fij(‘r)%7

asi, la ecuacion (3.1) se puede reescribir de la forma

) L0
() = ok (2) X; ()5~ (3.2)

Luego, suponiendo s = k, se tiene que (3.2) satisface

0 0
De manera equivalente
Ff;(x) — aij(x)Xlk(x) =0 paratodo ze€U. (3.3)

Ahora si definimos F, £ F'-2- @ da* @ da? tal que F, ( o_ 0 ) = al, X7 9 ¢ D,,

1j O™ 8% Ozt l dz7

entonces

En efecto, si todos los simbolos de Christoffel son nulos, entonces el tensor de curvatura
R es idénticamente cerom.
Es posible definir el campo F' globalmente sobre U con el uso de particiones de la

unidad, a continuacién se da un esbozo de la demostracion.

Sea z € U, donde U es un subconjunto abierto de R" y sea {(U,, ¢o)} un atlas sobre
R™ tal que ¢, : U, — V,. Suponiendo que {(W;,¢;)} es una particion de la unidad
sobre R™, entonces {W;} es una cubierta abierta localmente finita de R™, se tiene una

suma finita Z ¢i(p) = 1, ¢i(p) > 0 para todo p € M y sop(¢;) C W; (ver anexo). Sea
iel
F,, un campo tensorial del tipo (1,2) definido sobre V,, para cada « entonces se puede
definir F, = Z ¢i()p, Fa; (), una suma finita para cada x € U. Entonces F es un
el
campo tensorial del tipo (1,2) sobre M, y por consiguiente sus componentes se pueden
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expresar commo
Fli(x) = Z os(z)af;(x) X[ (x)
= ¢u(x)I}(2)
:Ffj (x).

El resultado que se presenta en la proposiciéon 2 solo proporciona condiciones sufi-
cientes para determinar la existencia del campo F', pero no son condiciones necesarias,
ya que existen algunos casos en R? que muestran que aunque no se cumplan las con-
diciones de la proposiciéon el problema también puede ser resuelto, como se muestra a

continuacion.

Ejemplo 1 Considérese una distribucion D sobre R? y el siguiente sistema represen-

tado por las ecuaciones geodésicas:

. o .2
X1 = —To7,

(3.5)
2y =0.
Haciendo el cambio de variables x3 = &1, x4 = 1o, €l sistema (3.5) se puede expresar

como un sistema de primer orden en el espacio tangente T'Q), esto es,

T3 = Iy,
Ty = T2,
. 2
T3 = —Ta2l3,
zs = 0.

Este sistema de ecuaciones es representado, en el sistema coordenado (U, z), por el

spray geodésico

con una conexién affn V determinada por los simbolos de Christoffel T}, |p= 2o ¥
todos los demaés Ffj ly= 0. Observemos que V tiene asociado un tensor de curvatura

R del tipo (1,3) no nulo con componentes Ry, |y= 1= —R},, |v y todos los demés
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R, lv= 0. En este caso tenemos C,, = span{za32}.

Luego, para anular a R agregamos un campo tensorial simétrico F' de grado (1, 2)
a la conexion V tal que F' € T'(D ® R*2®2). La nueva conexion V esta definida por
los simbolos de Cristoffel f‘f’j = Ffj + B;;X* donde B;; son funciones por encontrar y
X" son las componentes del campo que toma valores en la distribucién D. Analicemos

ahora varios casos tomando distintas distribuciones.

1. Con la distribucién D:span{% + %} se obtiene un sistema de ecuaciones

diferenciales parciales de primer orden

02311 — 0112 = -1+ 5%2 — Pa2B11,
Oaf12 — 01022 = (w2 + B11)P22 — 5%27
Dof11 — 01 P12 = —x2P12 + Biy — BazBin,

212 — D1 Baz = — BTy + PazBu1.
., . 241 1 .
Una solucion para este sistema es $1; = — 2272 , B2 = e Pag = 0, para xy # 0;
asi, el campo F, se puede expresar en coordenadas como
2
_owyFliny , 1/ EIA!
F, = i ( 1 )x3+ 925 \ 1 r3T4 + 50, \ 1 43, (3.6)

se puede observar, que en el caso en el que x5 sea cero, se tiene que todos los Ffj son
iguales a cero y, por lo tanto, tiene tensor de curvatura R = 0. Por otro lado, con este
ejemplo, se demuestra que aunque no se cumplen las hipotesis de la Proposicion 2, si es
posible encontrar a F'. Por lo tanto la proposicién 2 sélo nos proporciona condiciones
suficientes pero no necesarias. Incluso existen otros casos donde no es posible resolver

para otras distribuciones como se muestra en los siguientes ejemplos:

2. Con la distribucion D:span{aim} se obtiene un sistema de EDPs de primer orden,

donde la primera ecuacién muestra la inconsistencia, esto es,

0= 1,
(0212 — 01P22)x2 = —Pi2 + (1 + 511)[32#% - 5%#%7
o1 — 01 P12 = —2P12 + Bis — Pa2fi1,
DoB12 — 01 P22 = — By + Baz 1172
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3. Con una distribucién D = span{ ( '

> } En este caso no es tan evidente iden-
T2

tificar la inconsistencia como en el caso anterior pero al momento de intentar
resolver el sistema podemos observar que el sistema es inconsistente y que no

tiene solucion. El sistema por resolver es el siguiente

02511 — 01821 = =1+ Brafarxs — Ba2f1122,

0212 — O1B22 = Ba2wa — B12f21 + P21,
(02511 — O1Ba1)x2 = —Ba1a5 — P11 — PraParah — Paz B3,
(0212 — 01B22)x2 = — P12 + Pazfriza — Br2Ba172,

del cual se obtienen nuevas ecuaciones algebraicas en términos de las funciones 311 y

Sz

Bi1 = x2 + 522$37

Bi2 = —522333,

y al momento de sustituir y reducir el sistema se obtiene un sistema inconsistente,

esto es,

2
2302322 + O1 oz = 2 Baz (1 + 4as),
2

230529 + 01 P22 = —4x2 0.

Con base en estos casos, surgen las siguientes preguntas: jpor qué con algunas dis-
tribuciones D se puede resolver el problema de anular la curvatua y con otras no es
posible? ;Qué condiciones sobre la distribucion D aseguran que la nueva conexion V
tenga tensor de curvatura idénticamente cero? Para responder estas preguntas se hizo
un analisis en dimension 2, localmente, alrededor de un punto p € R? con una dis-
tribucion D de rango 1 constante y conexiones afines simétricas; a este problema le
llamaremos PAC2. Por el teorema de Frobenius de integrabilidad (flowbox) ver [15], se
tiene que para cualquier distribucion de rango 1 constante, podemos elegir un campo
X € I'(D) definido en una vecindad de p tal que X (p) # 0 y, por lo tanto, existe un
sistema coordenado (U, ¢) alrededor de p tal que X |y= 8%1 ,y asi, DgC:span{a%1 |}
para todo x € U. En adelante supondremos que la conexién afin V la distribucién D

seran expresadas en el sistema coordenado (U, ¢).
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3.1. Condiciones suficientes para resolver el PAC2

En general, resolver el PAC2 es equivalente a resolver el siguiente sistema de EDPs

que se describe a continuacion

(0211 — O1B12)dr = Rijy+ Br2did' — B11dad! + (T'},, P12 — T3, Bi1)d™
+ (T Brm — I Bom )d* + (BimB21 — BamBr1)d d™

(0211 — 01B12)d*> = R2,5 + B1201d? — B110ad? + (T3, P12 — T3, B11)d™
+(T5 Brm — T Bom )d? + (BrmB21 — BamBr1)d?d™

(0212 — O1B22)dr = Ry + Poadrd — Br12dad! + (T, 822 — T3, Br12)d™
+ (T35 B1m — T Bom)d" + (BimBaz — BomPi2)d d™

(02812 — O1B22)d?> =  R3y5 + Bodid® — B120ad? + (I3, Ba2 — T3, B12)d™
+ (T35 B1m — I3 Bam)d? + (BimBoz — BoamBr2)d*d™

donde d™ es la m—ésima componente del campo vectorial que genera a la distribucion

D param =1, 2.

Con el proposito de encontrar condiciones de integrabilidad del sistema de EDPs
(3.7) comenzamos con un caso simple, esto es, con el caso en que los simbolos de
Cristoffel Ffj son constantes para todo i, j, k = 1,2 en el sistema coordenado (U, ¢). Se

tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 3 Si V esta definida por simbolos de Christoffel Ffj tales que en el siste-
ma coordenado (U, ) todos son constantes, entonces el problema de anular la curvatura

en dimensién 2 admite solucién.

Demostraciéon Dado que I'?, es constante para toda z € U, consideremos primero
el caso en que ['%y(z) # 0, para todo = € U. Entonces (1) se reduce al siguiente sistema

de EDPs de primer orden

DoB11 — 01B12 = Ry + 35812 — [ Boo, (3.8)
B2B12 — O Bag = Rayp + P11(Baz + Tao) + (T — 2015 — f12) 12 + (T1; — T'is) Bas, (3.9)
0= Ripp + 1B — Ihfu, (3.10)
0= R315 + T 822 — TTaofra. (3.11)

21



Bajo los supuestos del enunciado, el tensor de curvatura R asociado a V tiene

componentes
a __ 1Ta m a m _
Rbcd — ch db - dm* cby dOIlde a, b, C7 d — 1, 2
A a — — a J— a 3 3
Ademas, sabemos que R}, = 0 cuando ¢ = d y R}, = —Rj,., por consiguiente, las

componentes de R no nulas son

1 _ pl p2 1 12
R112 - 1_‘121_‘21 - 1_‘221_‘117

1 _ plpl 1 12 1 1 1 12
R212 - 1—‘111—‘22 + 1—‘121—‘22 - F211—‘12 - F221—‘127

2 _ 1271l 2 12 2 1l 2 12
R112 - F11F21 + F12F21 - F21F11 - F22F117

2 _ 1271l 2 1
R212 - F11F22 - F21F127

sustituyendo R?, y R, en las ecuaciones (3.10)-(3.11) se obtiene respectivamente

0=T} Ty +T5,I5 —T5 T —T5I7 + T 812 — [TyB1,
0 =T} T3 — T3]y + T 822 — 7,812

Luego, si B2 = —I'l, v Bag = —T'3,, entonces (3.11) se satisface y, sustituyendo 31,
y P2z en (3.10) y como I'}, # 0, entonces fi; = w5 (I3,(T', — T};) — I'3,I'Y). Ahora
21

solo falta verificar las ecuaciones (3.8)—(3.9). Sustituyendo R},,, R3;5 v dado que las

k

Pij son funciones constantes por suposicion acerca de los I, entonces las ecuaciones

(3.8)—(3.9) se reducen a

0 =I'1,05, — D55 + TiaB12 — I'T) faa,
0 =I'}1T35 4+ 1,15, — T34y — T3,T ) + Br1(Boz + Thy) + (I3, — 2I'f, — B12)B12
+ (I} — T'}y)Baa,

y se puede verificar que, en efecto, los 3;; satisfacen estas dos ecuaciones. Asi el campo
tensorial F' se puede expresar como

1

1 1 1
Fo= g (Tl -t - et () g -th () Jae-th () ) ot
21

Ahora considerando el caso donde T'}, |= 0, el sistema (3.7) se reduce al siguiente
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82611 - 81/812 = R%lQ - F%lBQQa (

82B12 — 01522 = Ry1p + Pu1(Baz + T'32) + (I35 — 2015 — B12) b1 + I'1y foo, (
0= Rip + 15, (3.14
0= R315 + '} Baa, (

y las componentes no nulas del tensor de curvatura son
ha = *F%2F%1a
Ryip = T1iT5y + T1pl5, — Ty,
R%m = F%IF%I - FEQF%D
Rgu = F%J‘%za
al sustituir R?,, y R2,, en las ecuaciones (3.14)—(3.15) se obtiene
0=T}T3 — 505, + 17, 6ie,
0=T%T5 + T Bo,
y se puede deducir entonces que (15 = —I'1y + '3 ¥ B2o = —I'3,. Luego, al sustituir

los valores de Ri,, Ri5, B2y B2 en la ecuaciones (3.12)—(3.13), se tiene que (3.13)

se satisface y de la ecuacion (3.12) se tiene la siguiente ecuacion

a2611 = 07

obteniendo asi 3;; = f(x;) para una funcion arbitraria f € C*(U). Asi By = f(z1),

Bra = =Ty + T3, y fog = —T'3, es una solucion para el sistema (3.12)—(3.15).
Por consiguiente el campo F' en forma explicita tiene la siguiente expresion

1 1 1
Fo=fen) (3 )3 = b th) () Jaura-Th (| )t

En el siguiente caso se consideran conexiones afines definidas por simbolos de Chris-
toffel F?j tales que en las coordenadas (U, ¢) al menos uno de estos se anula. En este

caso también se obtienen condiciones suficientes como lo muestra el siguiente resultado.

Proposicién 4 Dadas una conexion afin V y una distribucién D sobre R?. Supéngase
que existe un par (i,7) € {1,2}* tal que en el sistema coordenado (U, ) se tiene

% |v=0, D, :spem{a%1 |} para toda x € U y se satisfacen las siguientes identidades
1) B35 lv=0
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2) SiT%, |y# 0 y se cumple 82(}13%122) lu= 0

3) SiT2, |y# 0 y se cumple (2% ”2) lo=0.
entonces el problema de anular la curvatura en dimensiéon 2 admite solucién.

Demostracion Si V es definida por T}, y Dm:span{a%1 |-} en las coordenadas

(U, ¢) entonces el sistema (3.7) se reduce al siguiente:

Dof11 — P12 =T3yB12 — % faa,

o1 — O1f22 = P11fa2 — Bl + 32612 — T'Ty B2,
0 = R%jp +T1 512 — Thpu,
0 = R35 + T for — f0

(3.16)

Ahora supéngase un punto p € R?, entonces existe V' una vecindad de p en el que
esta contenido un conjunto abierto que contiene a p, esto es U C V tal que para el par

(1,1) € {1,2}? T?%,(z) = 0 para todo z € U, entonces el sistema de EDPs (3.16) se

reduce al siguiente

92811 — 01B12 = TTaPha, (3.17)
D212 — 01B22 = P11Paz — Bia + 39f12 — T'1af2, (3.18)
0= R}, —T150, (3.19)
0= R3, — 1510, (3.20)

de la suposicion 1) y ecuaciones (3.19)—(3.20) se obtiene respectivamente

0 :(R%u - F%zﬂll) |U7
0 :(F%2ﬁl2) |U7

de estas dos ecuaciones se derivan los siguientes casos

a) SiT%, |[y# 0 entonces B1o =0y By = FZ; , luego por la identidad 2) la ecuacion

(3.17) se satisface, y de (3.18) obtenemos —0; 592 = 1“212 [29, una ecuacion ordi-
12

onr?
2dxq) donde ¢y es una constante de

naria, cuya primitiva es fa2 = coexp(— [ 5
12

integracion. Luego el campo F' se expresa en coordenadas por

R? 1 o Ir? 1
F, = te 2 _/ 12 1o 2
I < o ) x5 + coexp( I 1) R

b) Si '}, |y= 0 entonces R |y= 0 y por lo tanto el sistema (3.17)-(3.20) admite

solucion trivial, es decir, 3;; = 0 para i,j = 1,2. Asi F, = 0.
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Ahora supéngase que para (2,2) € {1,2}? I'4,(z) = 0 para todo = € U entonces el
sistema de EDPs (3.16) se reduce al siguiente
82511 - alﬂl? = F%2/812 - F%lﬂQQa (
82512 - 81522 = 511ﬁ22 - ﬂ%Q - F%Qﬂ?Qa (
0= R + 1Bz — Thbu, (3.23
0= R315 + 11822 — TThfBia, (
de la suposicion 1) y de ecuaciones (3.23)—(3.24) se obtiene respectivamente
0 :(Rfm + F?1/312 - 1?2511) Iog
0 =(T%, B2z — T3212) |u,

de estas dos ecuaciones tenemos los siguientes casos.

. R2 .
a) SiT%, y I'?, no se anulan en U entonces B3 = Boy =0y B11 = FI%I; satisfacen las

ecuaciones (3.22)—(3.24) y por suposicion 2) se satisface (3.21). Luego

}%%12 1 2
Fz: P_%Z 0 Xs.

b) SiT% |y=0y I'? |y# 0 entonces B =0y Bia = —Ifé” satisfacen (3.22)—(3.24)

11

2
y de (3.21) se obtiene la ecuacion ordinaria 0y, = —0, }1%3212 cuya primitiva es
12
2
Bi=—/ ((91(};1212))dx2 + ¢1, donde ¢; es una constante de integracion. Por lo
12

tanto el campo F' se puede expresar de la siguiente manera

[ ( / (2,4, + ) ( 1 ) z2 — Fin ( 1 ) -
FIQ 0 Fll 0

c) Si I'?, |y= 0 entonces R |y= 0 y por lo tanto el sistema (3.21)—(3.24) admite

solucion trivial, es decir, ;; = 0 para 7, j = 1,2, entonces F, =0
Ahora supéngase que para el par (1,2) € {1,2}% I'?, |y= 0, entonces el sistema de
EDPs (3.16) se reduce al siguiente
O211 — 0112 = —T'7, Bz, (
D212 — 01Pa2 = P11Paz — By + [39B12, (3.26
0= R}, + 17812, (
0= R3,, + T Ba2, (

luego de la suposicion 1) y de las ecuaciones (3.27)—(3.28) obtenemos respectivamente
lo siguiente

0 =(R}15 + 11 612) v,
0 :(F%ﬂm) |U,

de lo cual se derivan los siguientes casos
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a) Si I?, |y# 0 entonces By = 0y P12 = —}f‘é” satisfacen (3.26)—(3.28) y de
11

ecuacion (3.25) se obtiene la ecuacion ordinaria 0y 311 = 81 112 cuya antiderivada

es fi1 = — f “2 ))dzo + ¢ donde ¢ es una constante de integracion, por

consiguiente el campo F se puede expresar como

R? 1 R 1
F,=-— /(8( U2 d +c>< ):cz— 112( ):L‘:c
< Sy, o) Ty Lo )

b) Si I'%, |p= 0 entonces R |y= 0, por lo tanto, el sistema (3.25)-(3.28) admite

solucion trivial, es decir, ;; = 0 para i,j = 1,2, asi F,, = 0.

El siguiente caso es motivado por el anterior, considerando ahora que los simbolos
de Christoffel F?j, en el sistema coordenado (U, x1, x2), en general seran definidos como
funciones arbitrarias que dependen de z; y x9 para todo i,5 = 1,2. En este caso
existen solo algunas combinaciones de los F?j para los cuales el PAC2 admite solucion

y se muestran en el siguiente resultado.

Proposicién 5 Sean una distribucién D y una conexién V sobre R%. Si en el sistema
coordenado (U, 6), T% [y= f(z1,22), para i,j = 1,2, f € CY(R?) y D, =span{5>}
parax € U, entonces el problema de anular la curvatura en dimension 2 admite solucién

para los siguientes casos
CL SiT%, [v=cte # 0, T |u= fi(z1), TT, lu= fo(z1) ¥
1) R212 |U— 0y (F1232R112 11282 21) |U 0.
C2. SiTh ly=T13% lu=2 y T}, [u=x; parai # jy
ii) Roro [v= 0y Oil'Y |v=0;T%, |v-

C3. SiT} ly=xy parak =12y

iii) an lv= R212 lu y@l( ) lv _82( ) o +( 112) lu= 0.

Demostracion El sistema resultante de EDPs, general, para este caso es el siguien-
te

Dof11 — P12 =T3yP12 — % faa,

o1 — O1f22 = P11fa2 — Bl + 52612 — T'To P2,
0 = Rijp+T1 512 — Thpu,
0 = R35 + T fa2 — Tfre.

(3.29)
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Cl. SiT% |y= cte # 0y I3 |y= fi(x1), T3 |u= fo2(z1) entonces el tensor de
curvatura asociado tiene componentes R}, = R, = 0 para b,¢,d = 1,2, R}, =
O1fa(x1) — f2(z1) — afi(x1) y el sistema (3.29) se reduce al siguiente

02811 — 01 B12 = fa(x1) P12 — f1(w1)Ba2, (

O2B12 — 1Bz = 1122 — Bia + aPr2 — fa(a1)Baz, (3.31
0= 01 fa(x1) = fF(21) — afi(z1) + f1(z1)Br2 — fo(x1)Bur, (
0= fi(z1)Baz2 — fa(x1)Ba2, (

xr1)— 2 Tr1)—a T €T
de (3.32)~(3.33) obtenemos f;; = 2520 ;;2(5611)) i) (;;Exi )?Baz y Bra = g @) ﬁ227

2
— fa(@) ;;2((;611)) ah@1) g6 observar que las ecua-

ciones (3.30) y (3.31) también se satisfacen. Por lo tanto f12 = a2 =0y f11 = R%m es

luego si B9 = 0 entonces B2 = 0y B11

1
una solucion para el sistema (3.30)—(3.33), por lo tanto F, = F22 2 ( 0 ) x2
12
C2. Si T} [y=T% |u=z; y T}; lu= z; para i # j, entonces el tensor de curvatura
asociado a V tiene componentes R}, = R3, = 0 para b,c,d = 1,2y R}, = x — x?

Luego el sistema (3.29) se reduce al siguiente

02311 — 01P12 = 2 B12 — T P22, (
Oof12 — 01022 = B11B22 — 5%2 + 23812 — %‘5227 (3-35

0=2a? —a} +z:f12 — x; P11, (

(

0 = ;P22 — =512,

y se puede deducir que Bi1 = Ba2 = x; y P12 = w; satisfacen las ecuaciones (3.36)-

(3.37) y por la identidad ii) también satisfacen las ecuaciones (3.34)—(3.35).

C3. Si I'}; [y= x) entonces V tiene tensor de curvatura con componentes R,y = 0

y R2,, = R%,,, luego el sistema (3.29) se reduce al siguiente

02311 — 01812 = (P12 — Ba2), (
D212 — 0122 = Br1Paz — Bia + k(12 — Ba2), (3.39
0= R}, + 2k(Br2 — Bi1), (
0 = R}1p + 2k (B2 — Pr2), (

si 21 no es cero en U para k = 1,2 entonces de las ecuaciones (3.40)—(3.41) obtenemos
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lo siguiente

2R?

Bi1 =—2 4 Boo,
R2

Bi2 = ;;2 + Ba2,

y al sustituir $1; y fi12 en las ecuaciones (3.38)—(3.39) obtenemos respectivamente

R%y R3yy
0220 — O B2z =RTy5 + 01 ( ) — 205(—212),
Tk Tk
R? R2
Do oy — 01 oy =R2,, — (—H2)2 — 9y (—212),
Ty Tl
el sistema tiene solucion si se cumple
R2 R2 R2 R2
Rbyy+ 0y(12) —205(7112) = R, — (S12)2 - (712,
k Lk T Tl

pero por identidad iii) se cumple que el sistema (3.38)—(3.41) tiene solucion, la solucion

dependen de k, esto es,

» Si k=1 entonces R}, = R%, = 1y si x; # 0 entonces se tiene que

1
02022 — 0122 = 1 — —5,
L1

. . o 1 _ 1 —
de la cual se puede deducir que si 99 = x9 — o entonces (311 = o T2, Sbro = g,

es una soluciéon para el sistema y el campo F es

() (1) (o (o) (- 2) (0

» Si k=2 entonces R?, = R3,, = —1 y si x5 # 0 entonces tenemos

2
02P22 — 0122 = —1 + —5,
7

de lo cual se deduce que si Bo9 = 21 — x% entonces 311 = x1, B12 = 11 + xiz y por
2

lo tanto el sistema admite soluciéon y el campo F' se puede expresar como

14+ 22 r1r2 — 2
e (£ (22 (1o () ) () (1)

Obsérvese que en las proposiciones 3 y 4 los simbolos de Christoffel Fz-lj lu=0; no
obstante, si estos no se anulan sobre (U, ¢) y si ademas consideramos los casos anteriores
de F?j donde el PAC2 admite solucién, entonces para una conexion V definida por I’}j
arbitrarios y Ffj como en proposiciones 3 y 4 también admite soluciéon como se muestra

en la siguiente proposicion.
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Proposicién 6 Sean una distribucién D y una conexién V sobre R2. Si en el sistema
coordenado (U, ¢), T'j; lu= fij(x1,%2) y I'}; [v como en Proposiciones 3 y 4 para i,j =
1,2 y D, :span{a%l} para x € U entonces el problema de anular la curvatura en
dimension 2 admite solucion.

Demostracion Con base en las suposiciones del enunciado, el sistema (3.7) se
reduce al siguiente sistema de EDPs

8211 — 01812 = Riyp + Tiafia — Iy Baa, (3.42)
D212 — 01P22 = Ryyg + B11(Ba2 + Tay) + (T3 — 2T}y — B12)B12 + (D1 — I'3y)Baa, (3.43)
0= Rfjp + 1B — Ifu, (3.44)
0= R35 + 7822 — Iyfo. (3.45)

De la proposicion 2 se tiene que —I'j; es una solucion para anular los T'j; por que
en este caso tenemos una distribucién engendrada por el vector {6%1 |z}, por otro
lado también aparecen los Ffj y por proposiciones 3 y 4 sabemos que ﬁ;j es solucion,
entonces una solucion para el sistema (3.42)-(3.45) es By = By — [, v en seguida
vamos a verificarlo sustituyendo en las ecuaciones. Sabemos que las componentes del
tensor de curvatura son los siguientes

Riyy =0iT], — 011y +T1ol5, — Dol
Ry1p =015y — 0Ty + 11 Thy + a5y — [Ty — [p1 5,
Ry =00T3; — &oI'3) + T3 Dgy + 1,15, — T3, Ty — T3,
Rjy5 =011, — 011y + 17 T3y — T3, Ty,

entonces el sistema (3.42)—(3.45) se reduce al siguiente

OaP11 — 0112 = I3y B12 — I3 Baa, (

BaB12 — 01 P22 = P11Paz — By + 35812 — I'%,Bas, (
0= 0I5, — 0ol'T; +T,05, —T5,1%, + 175,812 — TTaf11, (3.48
0= 1%, — 0ol + 71 Boo — [y, (

recordemos que los F?j son definidos como en las proposiciones 3 y 4 y como se mencion6
anteriormente los §;; son soluciones, entonces el sistema (3.46)—(3.49) admite solucion.

Luego, el campo F' se puede expresar como sigue

- 1 ~ 1 ~ 1
Fp = (B —TIy) ( 0 > 23+ 2(B12 — T'1y) ( 0 > 2374 + (Baz — T'3y) ( 0 ) 3.
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A continuacion se dan algunos casos donde no es posible resolver y aparecen diversos

tipos de inconsistencias.

Ejemplo 2 Si V es definida por I'3, |y= 21 y los demas simbolos de Christoffel son
cero sobre U, entonces el tensor de curvatura asociado tiene una componente no nula

R%,, = 1. Luego el sistema (3.7) se reduce al siguiente

O11 =012,
12 =0a2 + B11B22 — B + 7112,
0=1,

como se puede observar, el sistema resultante es inconsistente por la tercera ecuacion,

por lo tanto para este caso el sistema (3.7) no tiene solucion.

Ejemplo 3 Si V estd definida por I'?, |y= a, donde a € R y I'3, |y= x1, los demés
simbolos de Christoffel son cero sobre U, entonces el tensor de curvatura tiene compo-
nentes no nulas, si a # 0, B3, |[p= —ax1 y R3,, |y= 1, notar que si a = 0 tendrfamos

el caso anterior. Luego suponiendo que a # 0 el sistema (3.7) se reduce al siguiente

0211 — 0112 = —afaa, (3.50)
D212 — 0122 = Br1 Pz — Biy + w1 P12, (3.51)
0 = —ax + aPi2, (3.52)
0 =1+ aPa, (3.53)

de las ecuaciones (3.52)—(3.53) se obtiene 1o = x1, fa2 = —+ y al sustituir en (3.50) se
tiene que 17 = 2x9, sin embargo, (3.51) no se satisface pues se obtiene una inconsis-
tencia del tipo 0 = —2z5, a menos que zo = 0 pero no hay restricciones sobre xs, por

lo tanto el sistema es inconsistente y por consiguiente no tiene solucion.

El siguiente ejemplo muestra un tipo de inconsistencia particular que ilustra cémo

la solubilidad del sistema depende de una constante y se muestra a continuacion

Ejemplo 4 Si V es definida por 2, |,= a, '}, |y= b, para a,b € Ry '3, |p= 1o,
entonces el tensor de curvatura tiene una componente no nula R%, = b* — azy y por

lo tanto obtenemos el siguiente sistema.
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02811 — 01P12 = bB12 — afa (3.54)
82512 - 81622 = 611522 - 5%2 + 1’2612 - b622 (355)
0= b — azs + afra — b1 (3.56)
0 = afay — bBa (3.57)

luego de las ecuaciones (3.56)—(3.57), si b # 0 entonces 51 = bQ_ba” —i—Z—zﬁgg Y Bi2 = 382

pero al sustituir en (3.54)—(3.55) obtenemos la siguiente ecuacion

a
0=7<
b

la cual tiene solucion solo si a = 0 (proposicion 4) de lo contrario el sistema (3.54)—
(3.57) es inconsistente. Ahora bien si b = 0 y a # 0 por proposicion 4, el sistema es
inconsistente, no cumple la identidad 3). Por otro lado si a = b = 0 la conexion tiene

curvatura nula por lo tanto el sistema admite solucién trivial.

3.1.1. Compendio de resultados del PAC2

Esta seccion tiene como finalidad mostrar de manera resumida los resultados obteni-

dos para el PAC2. Por lo que aqui se presentan los casos de soluciéon de las Proposiciones
3-6.

= Proposicion 3: Con simbolos de Cristoffel todos constantes, se obtienen los

siguientes casos de solucion:
e SiT%|y # 0, una solucion es

1

1 1 1
Fo= gl -t - thrt) () )t -rh () Yot ) ot
21

e SiT%|y =0, entonces una solucién es

Fz:f(l'l)( (1) )ZC%—(F%Q-FF%Q)( (1] ).%‘4373—1—%2( ! )xi, para fECl(U)

0

= Proposicion 4: Si existe un par (i,j) € {1,2}” tal que I'}; [y= 0y se cumplen

lo siguiente

1) R§12 |U: 0,

2) SiT%, |y# 0y se cumple 82(?%12) lv=10,

2
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3) SiT?2, |y 0y se cumple (22 ”2) lu= 0.
11
Entonces se tienen los siguientes casos de solucion:

al. SiT% v 0, F, = (8223 + coexp(— [ Ust2dey)a?) ( ) )

a2. Si I, |p= 0, admite solucién trivial F, = 0.

b) Si I'%, |y= 0 entonces R |y= 0 y por lo tanto admite solucién trivial, es
decir, B;; =0 para 7,5 = 1,2. Asi I, =0.

cl. SiT%, y I'?, no se anulan en U. F, = B ( ! ) 3.

2
F12

2. SiTh ly= 0y T4y [o# 0 Fy = — ([ (@u(%2
e (5 ) oo
c3. SiT?%, |y= 0, solucién trivial F, = 0

d) SiT%, |[y=0,

dL. SiT2 |y#0, F, = — (f (00 (52 dr +c) ( i ) 22— Mo ( i ) Taa.

11

d2. Si T} |p= 0, solucion trivial F, = 0.

= Proposicion 5: Si I'}; [y= f(z1,22), para i,j = 1,2, f € C'(R?), entonces el
sistema tiene solucion para los siguientes casos:
CL. SiT3%, [v=cte # 0, T} [y= fi(21), TTy [v= fo(z1) ¥
i) Ry lu=0y (T5,02R%1, — R7150:1%;) [v= 0.

C2. SiTy [y=T% lv=2; y I} [uy=x; parai # j y

ii) Rowz [=0y 0T% [v= 0T, [v.
C3. Si I3 |[y= a para k = 1,2 y

i) B3 o= R3ps vy O1(F F2 2) [y —0n( % 22) v +(

Las soluciones son, respectivamente, las 81gulentes:

R? 1 2
1) F, = S x
) T F%Q 0 3

%Fb—@5ﬁ+w@+ﬂﬂﬂd(é)

2
)? o=0.
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3) SiTlZ ]W = 13, se tienen dos casos
. _ ., _ 1 . _
o Si k=1, una solucion es 11 = o+ 2, bio =19y Pog = Ty —

. ., 1
o Si k=2, una solucion es 11 = x1, B2 = 21 + = Y Boo = 11 —

= (Buaj + Prowszs + Por?) ( (1) )

= Proposicion 6: Si I'j; |[y= fi;(x1,22) y I'}; [y como en Proposiciones 3 y 4 para

1,7 = 1,2, entonces las soluciones son de la siguiente forma:
1 2 » 1 1 » 1 1 2
Fp = (B —T})) 0 23+ 2(Bi2 — ') 0 2324 + (B2 —T'yp) zy

donde las f3;; son soluciones de los casos en proposiciones 3 y 4.

Estos son los resultados obtenidos considerando una distribuciéon de rango 1 cons-
tante, en realidad son pocos casos en los que el PAC2 tiene solucién. Es posible que
existan otras distribuciones con las que también se pueda resolver, aunque con base en

el analisis de estudio realizado se podria decir que la mayoria no tiene solucion.

3.1.2. Problema de anular la curvatura en dimensién 3

El problema de anular la curvatura en dimension 3 (PAC3) se plantea de manera
similar que en dimension 2, se considera una variedad Riemanniana M, una conexiéon
afin simétrica V sobre M y para que una distribucién pueda modificar V y asi obtener

curvatura idénticamente cero, en este caso se consideran distribuciones de dimensiéon
2.

Resolver el problema es equivalente a resolver un sistema de EDPs de 24 ecuaciones

y 18 incognitas, donde cada ecuacion es de la forma:

0= Rp,+ 0caly X — dgaly X[ + oy 0. X[ — aly 04 X[
+de0‘can + ol X"T8 + abyalt XX (3.58)
—Thag, Xo—al, X'TG — alyal X"XS,

para a,b,c,d,m = {1,2,3} y n,l = {1, 2}, esto es,
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ecuaciones (1-3)

0 R112 + (Flma21 Fl O‘lu)Xm + T5ial, — Fﬁo‘gm)lel + (O‘?malzl - O‘Smalll)X}Lsz
0 | =| R+ (%,ab —T3, o)X+ (T5at, —TTas, ) X2 + (af,,ab, —aj, af ) X2 X"
0 R112 + (F1mO‘21 - l_‘2m0‘11)X1 + (I5ief,, — Fﬂagm)sz + (a?maél - agmalu)XfLle
X3 ab 01X —al 0o X1 X3 a2 01X} —a2,0: X1
+ (01ag —02aqy) | X2 |4+ | addiX2—al X2 | + (0103, —0203)) | X2 | +| o2,0:X2 - a2 8:X2
Xis a%lalXS — Oé1182X3 Xg 04%181)(3 — a%lagxg
ecuaciones (4-6)
0 R113 + (F1mo‘31 Fl O‘ll)Xm + (I5iaf, — 110‘3m)X711 + (%maél - agbmalll)X}LXZn
0 | =] BRI+ @i,0h —T3,a )X+ (T5al, — a3, ) X0 + (a0 —af,,af ) X2 X"
0 R} + (F1m0‘31 - 1“3m°‘11)Xz + (Tgiaf, — fiad,, ) X5 +( 0‘1mafn - a?malu)Xngm
Xl1 aélalX — auagxl X21 aglalel — a%lagX%
+ (Or1ad; —Bsafy) | X2 |+ | adidi X2 —al 93X2 | + (0103 —0sad)) | X2 |+ | a}01X2 — a3 83X2
X3 al, 01X} — al 03 X3 X3 a2 01X3 — a2,05X3
ecuaciones (7-9)
0 Rj1o + (T1,,0by — T3, 000) X" + (P35at,, — TThal, ) X5 + (af,,aby — af,, ol ) X X"
0 = R212 + (F1m°‘22 F2ma12)X + (I55af,, — FTQO‘gm)XTQL + (O‘?maéz - agmallz)XrQLle
0 R}, + (F1m0‘22 - Fgmam)Xl + (Pgsat,, — Myal, ) X5 + (O‘?malm - agmalm)Xngm
Xl1 a§281X1 — a}QBQXl X21 a%281X21 — a%282X21
+ (Brody — B2aly) X2 |+ | alyoiX?—al,00Xx2 | + (1035 — Ba02y) X2 |+ | a200X2 —a2,00X2
X3 at,01 X3 — al,00 X3 X3 a2,01X3 — 02,00 X3
ecuaciones (10-12)
0 Ryys + (T, ah5 — T3,,005) X" + (T53at, — TT5as,, ) X0 + (af,,ab; — af,,al5) XA X"
0 =| Ris+ (Flmo‘ss - 1“3m0‘13)X + (Tg3af, — Misad, ) X3 + (O‘?maés - agmalls)XrQLsz
0 R313 + (Flma33 - F3ma13)X + T30, — Fi’éo‘gm)XS + (O‘?maé3 - O‘gmalm)Xngm
Xi g0 X| — 01303 X X3 adg01 X5 — 0f303X;
+ (0103 — saly) | X7 |+ | alsdiX? —aly83X? | 4 (01033 —0sais) | X3 | 4+ | a2,00X3 — a3,05X3
X3 aggd1 X7 — iz 05 X7 X3 3301 X3 — a3y 03 X3
ecuaciones (13-15)
0 R%23 + (F%maéz - Fl O‘ZQQ)Xm + (P55ad,, — F22°‘§Lm)Xrlz + (O‘Smafu - angZQQ)X’IILXZn
0 =| Riy+ (Fgm"‘lsz - F3m0‘22)X + (Tysasg, — Msad, ) X3 + (O‘Smag2 - aglmo‘lzz)X%sz
0 R3ys + (T3,,aby — T3, aby) X" + (T53al,, — T5had, VX3 + (af,,aby — af,,aby) X3 X
Xi agp02 X1 — 0303 X X3 3,02 X3 — 03,03X;
+(O20dy —O3ady) | X2 | 4| 0d,02X2 —al,d3X2 | 4+ (0203, — 3303,) | X2 |+ | a2,0:X2 — a2,03X2
X% 0‘:1325'2)(i3 - a5283Xf Xg 0‘:%282)(3 - O‘§283X§
ecuaciones (16-18)
0 Rjso + (F3m0‘23 - F2m0‘33)X + (T53af, — Misab, )X, + (agmalzs - agmal%)X,lLle
_ I l
0 = R332 + (F3m0‘23 - F2m°‘33)X + (T550%,, — F33a2m)X72l + (o, an3 — O‘Sm%s)xr%sz
0 Ris + (T3, by — I3, aba) X" + (P55a%,, — THian, ) X3 + (af,,abs — af,, abs) Xp X"
Xi alz03 X1 — ali0a X1 X1 a2 03X} — a2,0. X1
+ (O3ah3 — Oaads) | X2 |+ | alydsX? —al82X2 | 4+ (03033 — 02033) [ X2 | 4+ | aZ05X2 — a2,8.X2
X13 a§383X3 — a3382X3 XS’ a§383X§ — agsang
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ecuaciones (19-21)

0 R%23 + (F%magl - Fl O‘21)X + (I'giag, — 2la3m)XT1L + (a2ma31 agmaél)X}Lle
0 | =| Riys+ (3,05 —13,a5) X" + (T} as, —I5ag, )X; + (azm%l af,,ab) X2 X"
0 R123 + (FQmaél - Fgmalzl)xlm + (I'fjag, — zlasm)Xg + a2madl O‘gmalzl)nglm
Xi aly 02 X] — o3, 03X X3 a3, 02X} — 03,03X;
+ (0203 — 3ad1) | X7 |+ | 0d0:X7 —al95X] | 4 (0203, —D303y) | X3 |+ | 03,0:X3 —a3,05X3
Xi)’ ocglde — a2183X3 X23 a%lang - a§183X§’
ecuaciones (22-24)
0 Ry + (lesmalm - F%maf,)Q)le + (Pfyaf, — Dol )X, + (a3m0‘12 alma32)X71Lle
0 =| R3;+ (F?,malm -T7 aéQ)Xm + (T, — Disaf, )X + (aamo‘m almQSQ)X'?LXZn
i
0 Ria + (05,0, — T3, ab,) X[ + (Tbaf,, — T5hal, ) Xa + (af,,al, — af,,aby) X3 X
X1 al, 03 X! —al,00 X1 X3 a?,03X) — a2,01 X1
+ (830&2 - alaég) X% + 041283X1 043281X12 830412 (910432) X22 + 0%283)(22 — a3281X2
X3 at,95X3 — al, 00 X3 X3 a?,05X5 — a2,00 X3
ecuaciones (25-27)
0 R}y + (T],,abs — TS, b ) X" + (T53at,, — TT3ab, )Xy + (af,,aby — af, ok ) XA X
0 | =| R3ip+(IF,0h — T3, ab) X" + (T53al, — F13a2m)X’l?l + (af,,aby — af,,af ) Xa X
0 R}, + (F?mal% - FngIB)Xl + (Tg3af, — Mfias,, ) X3 + (a?maés - agmalB)X;?;le
X1 al 0 Xt — aly0: X1 X3 a2,01X3 — a2,0:X3
+ (Orabs — daadz) | X7 |+ | alzdiX? —al0:X7 | 4+ (01033 —deads) | X3 |+ | ad01X3 — a2,0:X2
X3 als01 X3 — al 00X} X3 a3;01X3 — a2 00 X3

donde X" es la m-componente del /-campo vectorial que toma valores en la distribucion
D y las funciones « representan las incognitas del sistema. Convencionalmente el sistema se
escribe por bloques en forma matricial con la finalidad de mostrar de manera clara y ordenada
cada término. Se puede observar que las ultimas 9 ecuaciones (19-21, 22-24 y 25-27) satisfacen
la primera identidad de Bianchi, asi que s6lo basta con eliminar uno de los tres bloques de
ecuaciones redundantes para tener, ahora si, un sistema de ecuaciones independientes, es decir,

un sistema de 24 ecuaciones con 18 incognitas.

3.1.3. Ejemplo

Sea la variedad M = {z € R3||z2| < 1} con métrica Riemaniana

1 0 zo 1 0 —Z2
ge=| 0 1 0 |, dondel|zs| <1, (go) ' = 1.2 0 1-22 0 (3.59)
2y 0 1 "\ s 0 1

y funcién lagrangiana L = 33% + 29123 + l‘% + 29381 + l’% Calculando las ecuaciones de

Euler-Lagrange,

d (0L\ oL
a4 (m) = (3.60)
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se obtiene lo siguiente:

d(oLy_oL g
dt 8i?1 3.%1_’

(241 + zot3 + wod3) = 0,

dt

231 + 2(&9d3 + x23) = 0, equivalentemente, &y + (Lo@3 + z2d3) = 0,

d(oLy_oL
dt 8:&2 8.1‘2_’

d
(2&9) — &143 — 3@ = 0,

dt

1
29 — k3 — 4341 = 0, equivalentemente, Iy — 5(:'61503 + &3d1) =0,

d (oL _ oL
dt 8;1':3 61‘3_,
d

dt

2&3 + 2(Z9d1 + wed1) = 0, equivalentemente, I3+ Zod; + xod1 =0,

(21"3 + 2($2i1)) =0,

por lo tanto las ecuaciones geodésicas son:

I — (x%%l)(ﬁcﬂs — Zodody) =0,
ZTo — %(i‘lig + Z3d1) =0, (3.61)
T3 — (zg#_l)(xﬂﬁs — Z9d1) =0,

en forma general 3’5"'-1-1“% (z)z'z? = 0, donde los simbolos de Christoffel son calculados mediante
la ecuaciéon Ff](x) = %gkl (gilj + %‘tgf — %Zf), para este ejemplo los simbolos de Christoffel

que no son cero son los siguientes:

1 _ 1l T2
Iy =Ty = 72(35% 1
1
1l
1"23—1“32_—72(1%71),

1
33 =T% =—-,
13 31 2

1

My =T =——75—0,
12 21 22 1)

I3, =T = —2
23 32 2(%% _ 1)

v las componentes del tensor de curvatura son calculadas mediante la ecuaciéon

ore  ory &
Rlc)lcd: dq° - 8qil +Z(F(clm ?l;b)_ 3m le))a

m=1
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de lo cual, las componentes distintas de cero del tensor de curvatura son:

:c%—i—l

D T P .
4(x3 —1)2 4(z2 - 1) 4(z2 — 1)
Rhs =- ﬁ = _R%Slz R§32 :m = —R§23: Rgu =- 2(15%1)2 = —R3217
R%ZB :2(325/‘%1)2 = _R%327 R%23 :ﬁ = _R%327 R§13 :ﬁ = _Rg)Slv
= oy = B B s = e

Haciendo un cambio de variables de estado:

.i312$4
1"2:235
:)':3:.%6

y al reducir términos, el sistema (3.61) se puede escribir como uno de primer orden de la forma

. 1
T4 2@7_1)(1’5%6 — ToT5T4),
T5 =T4T6,
. 1
=) (w2576 — T574),
asi el spray geodésico resultante es
Ty
Ts5
So=| , . (3.62)
=) (%526 — L20574)
T4T6

1 _
@1 (®2T5T6 — T514)
Una pregunta que surge en este punto es jqué tipo de distribuciéon podria “anular” los
términos asociados a la curvatura? para responder esta pregunta es conveniente analizar la

parte del spray geodésico que involucra los simbolos de Christoffel, esto es,

1 _ 1 )
@2-1) (T526 — T2T5T4) 221 0 221
T4Tg = T5Tg 0 +T426 1 +x514 0 . (3.63)
1 1
@($2x5$6 - .1’5.%4) xgil 0 T z2-1
2 2 2
—_— SN—— —_—
v} vz v3

x
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Se puede observar que el espacio generado por los vectores {vl, v2 v3} es isomorfo a R3, y

2 13} el PAC3 admite soluci(’)n, pero es interesante saber

por Proposicion 2, si D =span{v},v
jexiste una distribucion de dimensién menor a 3 para la cual existe el campo F, y el PAC3

admite solucién? La respuesta es si, esto es, considerando las siguientes distribuciones:

0
1) Con la distribucion D =span 0 1 1 . Se obtiene el siguiente sistema de
X9 0

P’s:
Ecuaciones (1-3)

1 1y _ 13 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2
(O2ayy — O10gy) =I5 a3 + D9y — waaqy (Fag + ags) — afjagy + aqa(T20y3 + )
2 2\ _ p2 1 2 3 92 2 1 1,2 2 212
(O201; — O10i51) =Riy5 + Tgpaq) + Tyiads + 2ol 305, + ag(aiy + xaa;) + (ai)
1,2 2 2 9
— oy (g + z2053) — ajjay

1 1y _ 1 3 1 2 1 2 1 2 1 2, 1 1 1 1
12(02ayy — O101) = — gy + 15y (z20y3 + a5y — ;) + w2(ag 099 — a1 0g) + 25 (91093 — ag1ag3)

Ecuaciones (4-6)

1 1 2 25 1 1 2 1 2 112 1
(831, — Ovayy) =Rips + (T3 + o3 )agy + Mpagy — (D3 + agy)af; + 22(aqs)® — zooq ass

2 24y _ 12 (1 2 1 2 241 2 2.1 2 9 2 2
(03a7) — Orazy) =I5 (a3172 + ajp — a;) + (v2aq3 + a7y)ag; — (ag) + T2a33)aq; + ajya3; — a3l

1 1 1 2 2.1 3 2 2 1 2 142 1 1.2
12(031y — Orazy) =Ryp3 + (I'3; + a3p)aqaws + Tsagy — (I3 + agaz)ay; + ((ag3)" — agzaqy)7;

Ecuaciones (7-9)
1 1 1 1 1.1 3 1
(Oaarly — O1a3y) =Rjyy + (Tl + aga)ady — (2015 + agg)aty — (Tgs + ags)atazs — Thag,
+ zoaqsaly + (] — afy)ady
2 2 1 1.2 3 1.2 2 1
(Ba0iy — O103y) =(T'T3 + afs)waagy — (s + a1g)ad, — (I, + za0s)ads + afjag,
1 1 1 1 3 /.9 1 14,1 1 1
12(020v1y — Oragg) =Ry19 — gy + Tg(agy — a9 — 3320‘23) (F 93 + apa)ajare — Ipag;

1 2 1 1 1 2 1 1.2
+ (a1 — afy + a1372) Q902 + Q1905 T2 — Q39T

Ecuaciones (10-12)

1 1 1 14,2 1 12
(Osaiy — Oragg) =(Tjy + agg)ads — (T + agy)afs — Dizasy + afjass — (ag3)

2 2y 12 (.1 1 2 2 241 2 2\ .1 2 92 2 92
(03013 — Or1a33) =I'T3(a33m2 — o33 — a3y) + (a1 + z2073)a33 — (a3; + T2033)a)3 + afsa3s — a3pals

1 1 3 3 142 1 3\ .2 2 1 1 1 1,2
12(0303 — Oraz3) =R3p5 + (I'e + 12099)a33 — (12035 + [gp)aty — I'zazs72 + (1033 — (ag3)7) 22
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Ecuaciones (13-15)

(Os0gg — Docvgy) =Rips + (I'yg + ag)agows + Iy + ady) () — a3y) — () — a3y + w2033) 0y
(0303, — 8204%2) :(F%ﬂ + O‘%ﬂ)a%l + (F§2 + 55204:%,2)04%3 - (F§1 + 04%1 - 552043,3)0452
1 1 3 3 1 3 1 2 1 2y .1 1 1 3 2
12(03059 — Ga039) =Riog + 2532095 + (1 + T + (agy — ag9)T2 + aggzy)agy + [3gan 72 — [0,

1 1.2 241
— (3172 + 03375 — a39)

Ecuaciones (16-18)

(Oacryy — O3ap3) =(T3y + uzp) s + (Thg + agg)agy — (Dag — abg) ooy — (g + aggwa)ads + apaiss
(02033 — B3ai53) =R3zy + (U3 + 03 )ags + (33 — a3y)a3s + Dza3; — (a3 — z2033)ass
2 1 212
+ agzagyre + (ai3)

1 1 3 1.2 3 1 1 11 1 2
12(02033 — O303) =(I'35 + T20r39)ang — (1 + I3 + (P93 + agp)z2)ags + z2(a3; 093 — Qpi33)

Ecuaciones (19-21)

1 1 1 1 1 1 1.2 2 2.1 3 1 1
(03091 — Gaazy) =(Pgg + anz) T2z — (I'39 + azg)an; + (I'5; + a3p)age — (g + agym2)ags
2 2 2 2.2 3 1.2
(0sa5) — 02031) =Rips + (I3 + 03))asy — (T3 + o3 )asy — Tyia3; — (I3 + 220 )a3s

2.2 2
+ (o) — O3y) a5 + 33003, T2

1 1 3 2 131 2 2\ .1 3 1.2 3 1y 1
12(0303; — daazy) =(1 + 'y + x5003)a3; + (I3 + a3p)agze — (T3 + z2030) a5, — (I + T2091 )az3r2

Ecuaciones (22-24)

(D103 — O3a1y) =(Thy + azp)afs — (Tiy + afp)ady — T3z + agp)aqy + (T + agpma)ags
+ (a1y — agpma)
(01035 — B31p) =(T3; + a3y)ais + (Tig + 220is)a3; — (3o + ago)ady — (T3 + ai)Taag,
22 (dh0zy — Draqy) =(T3y + w2a3)0dy + (T + w2ads)agsms — (s + T20qs)ady

1 1y 1 1 1y .1
— (P35 + agg)ag ze + (g — T2agy)agy o

1 0
Una solucién es el campo F, = aq(z) | 0 | +a(z)| 1 |,
i) 0
donde
(3z1(1 +23) + 23:3;102(8 + ﬂcg))xf, + 6z6(25 — 1)
18(a§ — 23 + 25 — 1)

ay(x) =
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2 (e — 1) — (34 ad)adey
az(w) = 2(z3 — 1)
0
2) Con la distribucion D =span 01l,] 1 , se obtiene el siguiente sistema de
0 0

EDP’s

Ecuaciones (1-3)
1 1y _13 .1 1 2 2 1 2 1
(O20q; — O1agy) =I5 095 + Tpad; + ag 005 — afjagg
2 2\ p2 2l 1 2 3 2 2, 2 1
(0207 — O1051) =Ri19 + a1 (Fgy + agy — ag) + Iyjaq3 + agy (a3 — agy)

0 :F§1(0¢§1 - 0&1)

Ecuaciones (4-6)
1 2 2 1 2 2 1l 1
(Osai; — Orag)) =Riy3 + (03 + o3))aly + Tlpag; — af; (D3g + o)
(0103, — O3ai)) =(I5; + a3))afs + ofy (a5 — a3y) — a1, (T'5;, + a3))

_p3 3 2 3 2
0 =Ryy3 + a5y — 5000,

Ecuaciones (7-9)
1 1y _ pl 1.2 1 3 1 1.1 2 1 (2 1
(2019 — O109) =Rg19 + a5y — 2099) — Taans + agy(agy — afs) + aja(l5y — ags)
2 2\ 1 2 3 2 2 1 2 1
(aaiy — O1059) = — ['jya5; — Dpaas + afjagy — ag1a9

0 =R31, +I'fy(a3y — afy)

Ecuaciones (10-12)
1 1y _/pl 14,2 2 2.1 1 2 11 142
(03013 — O1a33) =g + app)ags + (I3 — ajs)agy — [gpafs + ajyags — (ag3)
2 2y _ 2 /1 2 2 1 2 1 2 2 2 2
(03013 — O1a33) = — [ig(as + a3y) + ajja33 — a31aq3 + 033 — a32073

_p3 3 9 3 2
0 =R33 + IMpazs — [iads)
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Ecuaciones (13-15)
(B305y — Da0izy) =Rygs + (T + ISy + gy — ap)gy + Dia(ady — ad) + oo (03 — a3y)
2 2 2 2 2 3 2
(8305, — Da03y) = — (L3 + a3 oy + Ty + azp)as; + [ipads

_p3 3 1 3 2
0 =R593 + 'y 39 — I'sp0v9

Ecuaciones (16-18)

(Oacids — D30vy3) =Ty (035 + o)) + adg () + ads) — iy — (g3
(820433 - 6304%3) :R§32 + (Fg1 + 04%1)04%3 =+ (Fgg - 04%2)0%3 + F%304§1 - 04%104%3 + (04%3)2

32 3 1
0 =I39053 — 'y a3

Ecuaciones (19-21)

(O30 — Doovgy) =(I'5; + a3 )agy — (T + ady)ad; — I3 033
2 2 2 2 1 3 2 2 /1 2
(03a3; — Ohazy) R123 + (I3 31+ 0431)%2 — (T3 + 0421)%1 —T31a9) — 51035 + ag (a3 — ajy)

_ 13 3 2
0 _F21a31 — 5000

Ecuaciones (22-24)

(3104%,2 — D30y) = — (lem + 0‘%2)0&1 + (F%a + 04:%)2)04%2 + T, + 04%2)04:%,1 — (Tl + 04%2)041232 + F?QO‘%)S -

(3104%1 — d30dy) (F21 + 0431)%2 (F32 + O432)0‘11 + F120133

0 1132012 11120432

1 0
Una solucioén es el campo F, =aq(x) | 0 | +az(z) | 1 |,
0
donde
2r5x409 — x%ﬂ?gl‘z + Igl‘l — x6x5x% — g
:Cz -
Q:U(;:Lz;xél — 2x6T4 — 3;13%:62 — :chg
aq (SC) = 1
2(z5—1)

En dimensiéon 3 ya es complicado notar cuando el sistema podria ser inconsistente o encontrar
una solucién de manera analitica, por lo cual nos apoyamos en herramientas computacionales

para realizar los pasos algebraicos.
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Capitulo 4
Conclusiones

Aunque el planteamiento del problema de anular la curvatura es simple, resolverlo repre-
senta un gran desafio, y el caso en dimensiéon 2 lo demuestra. En este trabajo hemos estudiado
el PAC2 y nos hemos dado cuenta de que una de las partes dificiles del problema es carac-
terizar el conjunto de soluciones del sistema de EDPs resultante. La solucién del problema
depende directamente de la conexién afin y de la distribucién que se esta considerando, ya
que esto involucra la caracterizacion tanto de los FZ- como de las distribuciones para asegurar
que el sistema de EDPs tenga solucion. Ademaés, el PAC2 sé6lo pudo ser resuelto para casos
particulares, considerando distribuciones de rango 1 constantes. Los resultados principales
dan so6lo condiciones suficientes para determinar la existencia de F'; hasta el momento no se
puede decir nada concluyente sobre la existencia de condiciones necesarias. Aunque el con-
junto de distribuciones de rango constante 1 cubre un gran ntimero, no conocemos la solucién

del PAC2 para una distribucioén arbitraria.

La interpretacion de los resultados también representa un gran reto, por que incluso en
R? no es evidente identificar, geométricamente, lo que representan las condiciones que se ob-
tuvieron y cudl es la relacion con la distribucién D considerada. El PAC en dimensién mayor
que 2 se complica considerablemente por el tipo de sistemas de EDPs que se obtienen, es por

eso que falta realizar una investigacion mas a fondo sobre este tipo de problemas.
Como linea de investigacion, el siguiente paso seria realizar una interpretacion geométrica,
si es posible, considerar otras distribuciones y buscar condiciones necesarias y suficientes para

resolver el PAC en dimensiones superiores.

Los resultados expuestos en este trabajo se encuentran publicados en [18].
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Anexo

Esta seccion contiene algunos conceptos matematicos y notaciones que el lector pueda

consultar rapidamente. Los detalles se encuentran en [1,5,8,9,14, 15].

Notaciones basicas

En este documento se hace uso de la notacion de Einstein, que consiste en abreviar ex-

presiones que involucran sumatorias, i.e., se reemplaza la suma representada por E 2'E; por
' i
la expresion x* F;, esto con la finalidad de facilitar la escritura. Y a continuacién se describen

algunos conceptos matematicos basicos y notaciones que se emplean a lo largo de este docu-

mento.

Conceptos basicos

Los siguientes son algunos de los conceptos que més se emplean en el documento, por lo

que el lector puede consultarlos de forma rapida en esta seccion.

Espacios Tensoriales

Existen un tipo especial de espacios vectoriales asociados, de manera natural, al espa-
cio tangente T,,M; estos son conocidos como espacios tensoriales, objetos algebraicos que
describen una relacion multilineal entre objetos de espacios vectoriales (vectores, covectores,

escalares, etc.), dando lugar a campos tensoriales, como se describe en seguida.

Dada una variedad diferenciable M, un mapeo multilineal (lineal en cada uno de sus

argumentos (variables))

T:ToM X X TPM X TyM x -+ x T,M — R

~
k—veces l—veces
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es llamado (k,!)-tensor (k—veces contravariante, [-veces covariante), en ocasiones también se
le llama tensor del tipo (k,l). En general, la covarianza y contravarianza son términos inter-
cambiables por la dualidad de los espacios vectoriales, debido a esto los (1,0)-tensores son

vectores tangentes y (0, 1)-tensores son 1-formas.

Dado que la suma y producto por escalar de mapeos multilineales es multilineal, los (k, )
tensores forman un espacio vectorial sobre R, al que denotamos por 7, T, M. Ademas de
la suma y producto por escalar se puede definir una operacién algebraica llamada producto
tensorial denotado por ®, con el que podemos multiplicar tensores de diferentes tipos, esto
es, si T € TgnTpyM y S € Timmn) T, M entonces el producto tensorial de 7'y S es un mapeo
multilineal

TS :TyMx - xTyMxT,M x---xT,M =R

-
k-+m—veces l+n—veces

definido por

T®Sw, ..., ™ X1 X
=T, ..., wF Xy, X)S WM R X X ),
esta operacion es asociativa ((T'®S)® K = T®(S®K)), pero no conmutativa (T'®S # S®T)

y el mapeo (T, S) — T ® S es bilineal, todo esto se puede verificar facilmente, mediante las

siguientes identidades

(01 + ) @w) =v1 QW+ v @w

(v® (w1 +w2)) =v @ wy + v @ ws

av@w)=av W =71 ® aw

El (k,1)-haz tensorial sobre M es denotado por
ooy (TM) = T Toy LM,
peEM

y se define como el haz vectorial del espacio total 7 ;yT'M sobre el espacio base M, con la
proyeccion candnica, una seccion de este haz es un (k, [)-campo tensorial (un mapeo que a cada
p € M le asigna un (k,[)-tensor), a esta seccién también se le conoce como campo tensorial

de grado (k,l). Es importante notar que mientras los tensores en un punto son multilineales

sobre los reales los campos tensoriales son multilineales sobre las funciones C*°(M), esto es,

T(...,fa+gB,...)0=fT(..,0,...)+gT(...,B,...)
donde f,g € C*°(M) y «, 8 son campos vectoriales o 1-formas, al conjunto de campos tenso-
riales de clase C°° lo denotamos por I'(7(, ;) (T'M)).
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Suponiendo que V' y W son espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo F', el
producto tensorial V ®@r W se define, de manera formal, mediante generadores y relaciones
de equivalencia (generalmente lo denotamos V' ® W cuando F' es sobrentendido). Para el
proposito de construir el producto tensorial consideramos M (V, W) como el espacio vectorial
que tiene como base V' x W, es decir, el espacio generado por los pares (v, w) donde v € V
y w € W. El producto tensorial surge mediante la definicién de las siguientes relaciones de
equivalencia sobre M (V, W)

+0,w) ~ (v,w) + (8, w)
w4+ D) ~ (v,0) + (0, ) (£01)
)\(v,w) ~ (Av,w) ~ (v, \w)

/-\

donde v,0 € V, w,w € W y A € F. Denotamos por N el espacio generado por estas cuatro
relaciones de equivalencia, entonces el producto tensorial de V' y W se define como el espacio
cociente V@ W = M(V,W)/N.

Para cada elemento (v,w) € M(V, W), su imagen por la proyeccion natural
T MV,W)=VeW

sera denotada por v ® w; luego, de (4.0.1) se pueden deducir las siguientes identidades sobre

VeWw.

) (v+m)Qw=vQw+vs@wW
i) v® (w +w2) =v@w; + v ws
i) A\(v@w)=Mww=1v® \w

Una de las propiedades del producto tensorial establece que si v ..., v, es una base para
V y wi..., Wy es una base para W, entonces {v; @ w;;i =1,...,n;j =1...,m} es una base
para V @ W. En particular, la dimensién del espacio tensorial V ® W es igual al producto de
las dimensiones de V' 'y W, es decir, dim(V @ W) = (dimV')(dim(W)); esto se puede demostrar
partiendo del hecho de que cada V; es un subespacio de V', de dimensién 1, generado por v;
y Wj es un subespacio de W, de dimensién 1, generado por w; y por induccion se demuestra

que VoW = Z Vi @ Wj, y cada V; ® W; es un espacio vectorial generado por v; ® wj, mas
Z’Lj
detalles en [9)].

Una vez que se fija un espacio vectorial se pueden definir varios espacios tensoriales, esto

es, para un k entero positivo TF = TyM ® ---®@T,M, k es el nimero de veces que se aplica
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este producto y a T* se le llama espacio tensorial contravariante de grado k, un elemento
de T* es llamado tensor k veces contravariante o tensor de grado k. De manera anéloga
T, =T;M® - ®T;M, con | veces el producto tensorial, 7; es llamado espacio tenso-
rial covariante de grado [, un elemento de T; es llamado tensor [ veces covariante o tensor
de grado [. Entonces el espacio tensorial del tipo (k,1) se define como el producto tensorial
TF=T,M®- - RIMTyM®---@T; M, un elemento de T¥ es llamado tensor del tipo (k, ).
Si K =1=1, entonces TY = T, = TyM, Ty = T! = T,M y T§ = f donde f € C>°(M).
Usaremos la notacion TM®" en lugar de TM ®- - -®@T M, que es n-veces el producto ® de T'M.

Si {a%i(p)} y {dz'(p)} son bases de T,M y T;M respectivamente, en una carta (U, ¢)
donde p € U y {dx'(p)} es la base dual de {8%(;0)}. Entonces, un (k,l)-tensor T' definido
i1

sobre U se puede expresar en coordenadas como

o ) A )
T =T " dz™ S @ da!
i (P) e P)® & i (p) ® da?* (p) ® - - - ® da’'(p)
donde T;ll;l’“ son funciones sobre U, las componentes de T' en las coordenadas (x1,..., ),

correspondientes a . T se dice ser de clase C* si las funciones T;;;T son de clase CF. De
s

hecho T puede ser escrito de manera tnica como

o A . 0 0
i :T(d J1 X L )7
i () 2 (p) @ - @ dzl (p) ® o (p)@---® e (p)
para iy,..., i, j1,...,51 € {1,...,n}, de esta forma se extraen las n**! componentes de T, en

la carta coordenada (U, ¢).

Entonces los tensores

0 0 - o o .
{8x- ®-~®6m ®dIJ1®"'®d$JZ221,...,Zk,j1,...,jlE{l,...,n}}
i1 ik

forman una base local para los campos tensoriales del tipo (k,1) [8,15].

Variedad Riemanniana

Una métrica Riemanniana g sobre una variedad diferenciable M es un tipo especial de
campo tensorial de grado (0, 2), tal que a cada punto p € M le asigna un (0, 2)—tensor simétrico
(9p(Xp, Yy) = gp(Yy, X)) v definido positivo (g,(Xp, Xp) > 0 parap € M y X, # 0); a su vez,
una métrica Riemanniana induce un producto interior en cada espacio tangente T, M para
cada p € M; tipicamente se escribe (X,,,Y,) = g,(X,,Y),) para X,,, Y, € T,M, esto permite

definir la longitud o norma de cualquier vector X, € T, M como || X,| = (X, Xp>% y el dngulo
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6 entre dos vectores no cero X,,, Y, tal que satisface cos(#) (Xp.Yp >H) y 0 € [0, 7]; con base

~ %0,
en esto, ahora se puede definir la ortogonalidad entre vectores no nulos, esto es, se dice que
Xp # 0y Y, # 0 son ortogonales si el angulo entre estos es igual a § o, equivalentemente,
<va Yp> =0.

Si (Ei1,...,E,) es un marco local sobre TM, y (c',...,0") su correspondiente marco

dual, una métrica Riemanniana se puede expresar localmente como
g = gijai & ol
La matriz de coeficientes g;; definida por g;; = (Ej;, Ej) es simétrica en i y j y depende
diferenciablemente de p € M, esto es,
gp(X,Y) = gp(Y, X) o equivalentemente g;; = g;; para X,Y € T, M.
En particular, en el sistema coordenado (x;), g se puede expresar como
g= gijda:i ® dz’.

La métrica Euclidiana § sobre R™ en coordenadas (r;) es definida como

(0 9N _s
g 87“2"87“]' Y

donde 8%1-’ a%j son vectores unitarios en R™ y en forma matricial § = Id,x,. Luego aplicando

g a los vectores v, w € T,R", tales que en coordenadas se pueden expresar como v = v* 821- y

w = w’ % respectivamente se tiene
J

Gp(v,w) = dr¥ @ dr'! <vi8, vja>

877 87"]‘

. b . )
—otdrk [ =) et [ 2
vidr (37%‘) w’ dr (87“]-)
_ skl i,
—5Z~5jvw]
:Zviwi7

=1

esto representa el producto interior de dos vectores en cada espacio tangente T,R", bajo la

identificacion natural 7, R™ = R".

Al par (M, g) se le llama variedad Riemanniana. Si (M, gprr) y (N, gn) son dos variedades
Riemannianas y ¢ : M — N es un difeomorfismo tal que ¢*gny = gas entonces ¢ se dice ser
una isometria, donde p*gn respresenta el pullback de gy por ¢ y es definido como el operador

que asigna a cada p € M un tensor del tipo (0, 2) en T, M, esto es,
(@ gn)p(v; w) = (98) o) (Tpp(v), Tpip(w))
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para v, w € T,M; donde T'p : TM — TN denota el mapeo tangente de ¢ y, para cada p € M
se tiene Tpp : TpyM — T, N.

Dado que cada espacio tangente de una variedad diferenciable es una “copia” de un espa-
cio euclidiano, el producto interno del espacio Euclidiano puede ser transportado localmente
a cada espacio tangente mediante parametrizaciones locales, a pesar de esto, no existe una
eleccion canodnica de un producto interno para cada espacio tangente, ya que al superponer las
cartas podrian no coincidir. De ahi que haya que hacer una traslacién infinitesimal, de manera
suave (continuamente diferenciable), en ese sentido, el producto interno da la longitud de esa
traslacion infinitesimal y la integral de la longitud da la longitud de la curva, que se forma

con dicha traslacién, sobre la variedad.

Al objeto geométrico que permite “conectar”’ los espacios tangentes se le llama conezion, a
la conexién que permite especificar una derivada covariante sobre una variedad diferenciables
se le conoce como conexion afin. La derivada covariante V; es una generalizaciéon del concepto
de derivada parcial 0; (derivadas en la direccion de un vector dado). Una métrica Rieman-
niana define de manera tinica una conexioén afin llamada de Levi-Civita, que es una conexion
afin libre de torsion, que preserva la métrica Riemanniana, en la siguiente secciéon se definen

formalmente [9).

Conexidon afin

Una conexion afin sobre una n—variedad diferenciable M se define como un mapeo
V:INTM)xT(TM) - T'(TM),

tal que a cada par de campos vectoriales lisos (X,Y) € T'(TM) x T'(TM) le asigna el campo
vectorial liso VxY (derivada covariante del campo vectorial Y en la direccién del campo
vectorial X) y satisface las siguientes propiedades, para todo a,b € R, X, Y € I'(TM) y
fe=(M),

(1) Vx(aYr +bY2) =aVxY1 +bVxYs (R-lineal en el 2° argumento)
(2) VixitgxoY = fVxY +¢Vx,Y (C*°(M)-lineal en el 1° argumento)
(3) VxfY =fVxY +(Xf)Y (Reglade Leibniz)

donde X (f) es la derivada de f en la direccion de X, mas detalles en [5,9,15].
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Una conexion afin V se puede expresar en términos de un marco coordenado local ( 821-)

de manera tnica por n® funciones llamadas simbolos de Christoffel, que denotamos por Ffj

para 1 <1,k < n, esto es,

o . 0
Vitiow = Digar

Si X, Y € I'(T'M) son expresados en términos del marco local ( a?zi) entonces X = X* 8?:“

Yy =YJ % y VxY se puede expresar en coordenadas como

D nei o vivgra) 0
Y =|—=Y*"X"+ X'Y'I'}. | —.
VX (81’1 * ”) dxk

Dada una conexién afin V sobre una variedad M se pueden definir dos tensores sobre M
asociados a V, uno del tipo (1,2) llamado tensor torsion, que denotamos por T : T'(T'M) x
I(TM) — T'(TM) y es definido como

T(X,Y)=VxY -VyX — [X,Y].
Una conexién afin se dice ser libre de torsién o simétrica si cumple
VxY - VyX —[X,Y]=0 paratodo X,Y € I'(TM),

donde [X, Y] es el corchete de Lie de X y Y [5]. En este caso, los simbolos de Christoffel se
dicen ser simétricos con respecto a los indices inferiores, esto es, I‘f”j = F;“Z En este trabajo
solo se estan considerando conexiones afines simétricas definidas sobre una variedad lisa M vy,
en ocasiones, usaremos J; en lugar de 6%1 para denotar la derivada parcial con respecto a la

coordenada x;, con la finalidad de simplificar la notacion.

Figura 4.1: Transporte paralelo de un vector

Un campo vectorial X sobre M se dice ser paralelo a lo largo de una curva diferenciable
~v: I — M si la derivada covariante de X respecto al vector tangente 4(t) a la curva ~(t) es
cero, esto es,

VinX =0

49



Tensor de Curvatura

La curvatura proporciona informaciéon acerca de la geometria de un objeto; por ejemplo,
en teorfa de superficies, se ha demostrado que algunas propiedades de una superficie S, em-
bebida en R3, son preservadas bajo isometrias (mapeos entres superficies que preservan los
productos interiores (escalares)), estas propiedades son llamadas intrinsecas, o también cono-
cidas como invariantes locales. Aunque las curvaturas principales k1, ko (valores maximo y
minimo), de una superficie S no son intrinsecas, Gauss demostr6é que el producto K = kK2,
llamada curvatura de Gauss si lo es; este resultado fue nombrado por el mismo Gauss como

teorema Egregio, los detalles se pueden consultar en [13].

Gracias a las aportaciones de Riemann para el desarrollo de la geometria de variedades,
la curvatura de Gauss fue generalizada en a dimensiones superiores, donde la curvatura sigue
siendo un invariante local no obstante, medirla es mucho mas complicado porque una varie-
dad M puede curvarse en muchas direcciones. Més atn, en general M no estd embebida en
espacio Euclidiano, por lo que se necesita una forma intrinseca de medir esa cantidad. Para
medir cantidades geométricas (distancias, angulos, areas, volimenes, curvatura, entre otras)
se requiere dotar a M de una métrica; pero se puede demostrar que toda variedad suave es
metrizable e incluso admite una métrica Riemanniana g, esta métrica define de manera tnica

una conexiéon de Levi-Civita y es asi como se puede definir la nocién de derivada covariante
sobre la variedad M [4].
En toda variedad Riemanniana se puede definir un mapeo, llamado curvatura de Riemann,
R:T(TM)xIT(TM)xT'(TM) - T'(TM),
tal que a cada X, Y, Z € T'(T'M) le asigna el campo vectorial
Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = Vixy1Z

donde [X, Y] denota el corchete de Lie de X y Y, a VxY se le llama derivada covariante del
campo Y en la direccion de X, y para todo X,Y,Z € T'(TM) y f € C™(M) satisface las

siguientes propiedades:

s Antisimetria en X y Y:
R(X,Y)=—-R(Y,X),

» Bilinealidad en las variables X y Y sobre las funciones f € C*°(M):

R(fiX1+ f2X0,Y)Z = fiR(X1,Y)Z + foR(X2,Y)Z,
R(X, fiY1 + foY2)Z = R(X,Y1)Z + foR(X,Y2)Z,
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» Linealidad en Z sobre las funciones f € C°°(M):

R(X, Y)(f121 + ngQ) = flR(X, Y)Zl + ng(X, Y)ZQ

A R se le puede considerar como un campo tensorial de grado (1, 3), tal que en cada punto

p € M le asigna un tensor del tipo (1,3), en coordenadas locales (x;) se puede expresar como
R =R dz' ® d2’ @ da* @ 0y,

Y dado que, por un lado,

o 0 0 0 0 0
R(5, axj)amk VAV o Ve Vi e Vi

51—
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donde [;2-, -2-] =0, y por otro lado,

8]21"8:1:]'
o aNo ., 9
R(5y agcj)agck = B g,

en términos de los simbolos de Christoffel las componenntes Rﬁjk componentes se pueden

expresar como

ort.  ort.
Rijy. = aqzjk B 3q2j + 2 (Fém = Dhm ?;) : (4.0.2)

m=1

El Tensor de curvatura de Riemann mide hasta qué punto la métrica no es isométrica
al espacio euclidiano plano. Desde otra prespectiva, mide la falla del transporte paralelo
(conmutatividad de la derivada covariente de orden dos) [5,9,16]. En la Figura (4.1) se puede
observar que transportar un vector sobre una curva plana el vector de llegada es igual en
magnitud y direccién, pero al transportarlo paralelamente una curva que no es plana el vector
de llegada apunta en otra direccién, es en este sentido que se dice que la curvatura mide la
holonomia asociada al transporte paralelo.

Para una conexién V que proviene de una métrica Riemanniana el tensor de curvatura
asociado satisface una propiedad de simetria conocida como la primera identidad de Bianchi,
llamadas asi en honor al matematico italiano Luigi Biachi (1856-1928) [6]; esta identidad
declara que si X,Y,Z son campos vectoriales suaves sobre una variedad Riemanniana M,

entonces el tensor de curvatura asociado a V satisface

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. (4.0.3)
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