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3.1.2. Control por modos deslizantes integral . . . . . . . . . . . . . . 15

3.1.3. Modos deslizantes en esta tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2. Inclusiones Diferenciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2.1. Existencia de Soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2.2. Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2.3. Método de la función de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4. Robustificación ante perturbaciones acotadas 26

4.1. Sistema lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.2. Modos deslizantes de orden reducido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.2.1. Modo deslizante de orden reducido para λ1 = λ2 . . . . . . . . . 43

4.3. Modos deslizantes de orden completo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.3.1. Modo deslizante integral para sistemas con valores propios reales 49

5. Robustez ante perturbaciones no acotadas 56

5.1. Planteamiento del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.2. Construcción de la función de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.3. Análisis de robustez . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

6. Conclusiones 71
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3.2. Comportamiento de señales en el sistema con SMC. . . . . . . . . . . . 13
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Resumen

El control por modos deslizantes, es un método de control retroalimentado discontinuo
y robusto, donde las superficies de deslizamiento son conjuntos descritos por ecuaciones
que combinan los estados del sistema. La señal de control obliga a las trayectorias del
sistema a ir desde una condición inicial a la superficie de deslizamiento elegida en tiem-
po finito para posteriormente deslizarse sobre ella y converger al punto de equilibrio.
En la presente tesis, se diseña un control por modos deslizantes para un sistema contro-
lado linealmente, con esto, se añade robustez al sistema sin modificar los términos del
control lineal (diseñado previamente) ni las propiedades que este aporta. Para esto, se
propone que el controlador por modos deslizantes esté presente solamente con una ley
de conmutación (sin términos adicionales que dependan del estado) con una ganancia
que solo sea función de la magnitud de la perturbación. A través de una transforma-
ción lineal de coordenadas, se obtienen los espacios propios, que serán elegidos como
superficies de deslizamiento, y una función tipo Lyapunov cuadrática (en términos de
la variable de deslizamiento) que es útil para verificar robustez ante perturbaciones
acotadas del sistema. Otra contribución importante de esta investigación es la cons-
trucción de funciones de Lyapunov, que además de verificar estabilidad asintótica del
punto de equilibrio, sirven para analizar propiedades adicionales de robustez, a decir,
ante la presencia de perturbaciones no acotadas dependientes de los estados.





Abstract

Sliding mode control is a discontinuous and robust feedback-control method, where
the sliding surfaces are sets described by equations combining the system’s states. The
control signal drives the trajectories of the system from initial conditions to the sliding
surface in finite-time in order to they slide on it and converge to the equilibrium point.
In the present thesis, a sliding mode control is designed for a system (with a previously
designed linear control) to add robustness without modifying the terms of the linear
control. The aim is to introduce the control signal as a commutation law (without
additional terms depending on the state) with a gain that is only a function of the
upper bound of the disturbance. By means of a linear transformation of the system’s
coordinates we obtain the eigenspaces that are chosen as sliding surfaces, and a qua-
dratic Lyapunov-like function (in terms of the sliding variable) that is useful to verify
robustness against bounded disturbances of the system. An important contribution
of this research is the construction of a Lyapunov function that, apart from verifying
asymptotic stability of the equilibrium point, is useful to analyze additional robust-
ness properties of the system, namely, in the presence of state-dependent unbounded
perturbations.





Caṕıtulo 1

Introducción

Un modelo matemático de algún sistema dinámico se define como un conjunto de ecua-
ciones que pueden ser obtenidas por medio de leyes o relaciones f́ısicas, qúımicas o de
alguna otra ı́ndole, y que representan la dinámica del sistema. Estos modelos sirven
para captar propiedades importantes del sistema bajo estudio, proporcionando bases
necesarias para entender o modificar el comportamiento del sistema real. Por otra par-
te, para el diseño de cualquier sistema de control, existen diferencias entre las plantas
f́ısicas reales y los modelos matemáticos que se desarrollan para el diseño y análisis
del controlador. Estas diferencias se deben, por ejemplo, a las dinámicas no modela-
das, variaciones de parámetros, perturbaciones, o aproximación de un comportamiento
complejo del sistema por modelos más sencillos. Ahora, usualmente es deseable que
los sistemas de control proporcionen eficiencia y buen desempeño ante incertidumbres,
perturbaciones y fallas, aśı como que sean sencillos de diseñar y de implementar. Por
esto, se puede considerar a la robustez y a la facilidad de diseño como dos caracteŕısti-
cas relevantes de un controlador.

Las técnicas de control clásicas fueron desarrolladas con base en modelos lineales de
los sistemas f́ısicos [4, 22] (que, en general, solo son útiles para estudiar y resolver
problemas en un ámbito local). Sin embargo, hoy en d́ıa, muchos de los problemas
de control requieren un enfoque desde un punto de vista global y con requerimientos
más sofisticados, lo que implica el uso de modelos no lineales, ya que (estrictamente)
todos los sistemas presentan algún tipo de no linealidad y, por lo tanto, dichos modelos
pueden representar mejor los fenómenos de la vida real.

Para el desarrollo de este trabajo, consideramos los sistemas no lineales de segundo
orden y afines en la entrada de control que pueden expresarse de la siguiente forma

ẋ1 = x2, ẋ2 = f(x) + bU + δ, (1.1)

donde x = [x1, x2]
⊤ ∈ R2, b ∈ R con b > 0, U es una entrada de control y δ es una

perturbación, ambas escalares. Este sistema dinámico es de interés debido a que se
sabe que muchos sistemas en la realidad (como sistemas eléctricos, mecánicos o el-
ctromecánicos), a pesar de su complejidad, pueden ser modelados como un sistema de
segundo orden [5, 18, 22, 28]. Aśı, bajo este modelo matemático pueden ser estudiados,
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obteniendo las propiedades necesarias para diseñar controladores adecuados y poder
gobernar su comportamiento en la realidad.

Cuando se tiene que el modelo del sistema es no lineal como el que se presenta en
(1.1), uno de los métodos más utilizados en el proceso de diseño de sistemas de control
es la linealización, puesto que con ésta es posible aproximar las ecuaciones no lineales
que representan al sistema en una región cercana al punto de equilibrio. Aśı, con un
control lineal (diseñado a partir de la linealización) se puede llegar a controlar de ma-
nera satisfactoria sistemas cuya dinámica se parezca mucho a la de un sistema lineal.
Sin embargo, las técnicas de control lineal no siempre son suficientes para cumplir los
requerimientos del sistema de control (por ejemplo, garantizar estabilidad asintótica
del origen de un sistema no lineal), por lo que diversas técnicas de control no lineal
han sido desarrolladas.

Con éstas técnicas, se pueden lograr mejores resultados en el sistema de control, por
ejemplo, mantener la estabilidad en un rango de operación mayor [18, 17, 31, 21]. Es
importante mencionar que en la mayoŕıa de las técnicas de control no lineal, las fun-
ciones de Lyapunov se han convertido en una de las herramientas más importantes en
la construcción y diseño de sistemas de control, tanto para el análisis de estabilidad
como el análisis de robustez.

Entre las técnicas de control no lineal, la linealización por retroalimentación de la salida
es relativamente simple y ventajosa, ya que (tras cancelar los términos no lineales) el
lazo cerrado se puede especificar con procedimientos lineales estándar. Sin embargo, es
bien sabido que dicha técnica carece generalmente de robustez ante perturbaciones e
incertidumbres [34, Cap. 6]. Afortunadamente, existen técnicas que, a través de térmi-
nos adicionales de control, permiten añadir robustez al lazo cerrado, por ejemplo, las
técnicas de rechazo activo de perturbaciones [8] y el rediseño de Lyapunov [18, Cap. 14].
Además el control por modos deslizantes1 [36, 37, 11], es una técnica que en general
su diseño estándar no es planteado como un método de robustificación, sino como una
técnica de control directo, sin embargo, se pueden obtener diseños robustos ante cierto
tipo de incertidumbres (o errores de modelado), aśı como también algoritmos de control
capaces de rechazar alguna clase de perturbaciones externas.

El control por modos deslizantes es una técnica de control no lineal robusto cuyo diseño
puede resultar relativamente simple. La investigación acerca de estos controladores ha
ido creciendo (puede verse, por ejemplo, [36, 11, 37, 32]) ya que ha demostrado ser
aplicable para un amplio rango de problemas, por ejemplo, ha sido probado satisfac-
toriamente en convertidores de potencia [27], sistemas electromecánicos [37, 9], apli-
caciones de control de movimiento en robots [24, 39], aplicaciones aeroespaciales [38]
y aplicaciones médicas [32, 29]. También se refleja en tópicos como redes inteligentes,
eficiencia energética, automóviles eléctricos, entre otros [10, 19, 1, 33, 12, 3, 40, 16].
Una caracteŕıstica relevante de los controladores por modos deslizantes es que su ac-

1Comúnmente abreviado como SMC, por sus siglas en inglés.
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ción incluye funciones discontinuas de los estados, esta caracteŕıstica puede generar
(dependiendo de la técnica de implementación) señales de control conmutadas a altas
frecuencias. Sin embargo, es ésta caracteŕıstica la que permite que los controladores
por modos deslizantes sean capaces de compensar exactamente perturbaciones acota-
das. Espećıficamente, el controlador lleva a las trayectorias del sistema a una superficie
deslizante en tiempo finito y, una vez que llegan ah́ı, estas son obligadas a permanecer
en dicha superficie para todo tiempo futuro, deslizándose sobre ella hacia el punto de
equilibrio, eliminando por completo el efecto de la perturbación.

En general, el proceso de diseño de un controlador por modos deslizantes se divide en
las siguientes dos etapas [37, 11]:

A. elección de la superficie de deslizamiento;

B. diseño de la ley de control.

De estas dos etapas es importante mencionar lo siguiente: la principal restricción para
elegir la superficie de deslizamiento es que el origen de la dinámica en el modo des-
lizante sea asintóticamente estable (en el sentido de Lyapunov); el diseño de la señal
de control se realiza a través de una función de tipo Lyapunov de control, usualmente
cuadrática, que normalmente produce leyes de control que contienen términos adicio-
nales al término discontinuo. Como ya se mencionó, una de las ventajas del control por
modos deslizantes es la robustez, sin embargo, como cualquier otra técnica, presenta
ciertas desventajas. En general, se pueden mencionar dos problemas del control por
modos deslizantes: el primero, relativo a la implementación, es la presencia del efec-
to conocido como chattering, para el cuál existen algunas técnicas de reducción [18,
Cap. 14]; el segundo, relativo al proceso de diseño, es que no hay un método único para
la elección de la superficie de deslizamiento. Éste segundo punto es uno de los temas
que aborda la presente tesis.

Consideremos el caso en el que se tiene un sistema de segundo orden con un control
nominal (previamente diseñado sin considerar incertidumbres ni perturbaciones) y el
control por modos deslizantes se utiliza como método de robustificación. Como ya se
mencionó, el proceso de diseño del control por modos deslizantes genera términos adi-
cionales al término discontinuo, éstos modifican a los términos del control nominal y,
por lo tanto, provocarán que las caracteŕısticas de desempeño elegidas previamente (en
el caso nominal) también sean modificadas.

Debido a que no se ha encontrado bibliograf́ıa que resuelva el problema descrito, la
contribución del presente trabajo es la siguiente: en esta tesis se aborda el problema
de encontrar un proceso de diseño de un controlador por modos deslizantes, para la
robustificación de un sistema de segundo orden controlado linealmente, que permita
mantener algunas propiedades de desempeño deseadas del controlador nominal. En este
trabajo, nos referimos a robusticar, al hecho de que exista algún tiempo finito a partir
del cual el sistema se vuelva insensible a las perturbaciones de entrada. Con el fin de
dar una solución a este problema, los principales objetivos que se plantean en esta tesis
son los siguientes:
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desarrollar un procedimiento sistemático para la elección de la superficie y va-
riable de deslizamiento, utilizando las propiedades de desempeño del controlador
nominal y aśı mantener caracteŕısticas que este aporta.

obtener un control por modos deslizantes que esté constituido solamente por la
ley de conmutación (el término discontinuo) y una ganancia K con la que se
compensen las perturbaciones.

Para cumplir estos objetivos se diseñan funciones de tipo Lyapunov cuadráticas con
ayuda de los espacios propios y el sistema lineal transformado, eligiendo una superficie
de deslizamiento a la cual las trayectorias se dirigen de manera natural para poste-
riormente converger al punto de equilibrio del sistema. Adicionalmente, se estudian
propiedades de robustez ante perturbaciones dependientes del estado a través de nue-
vas funciones de Lyapunov que serán construidas para el sistema de segundo orden
con controlador por modos deslizantes de orden reducido. Aśı, además de las pertur-
baciones acotadas que el controlador puede compensar, la función verifica estabilidad
asintótica del origen en presencia de perturbaciones no acotadas (éstos objetivos se
describen detalladamente en el Caṕıtulo 2).
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Caṕıtulo 2

Planteamiento del problema y
objetivos

La dinámica no lineal es importante porque muchos sistemas en la naturaleza y en la
vida cotidiana presentan comportamientos no lineales. También, los avances tecnológi-
cos generan nuevos problemas de carácter no lineal. Estudiar y tratar de comprender
como funcionan los sistemas no lineales, puede ayudar a predecir su comportamiento
y tomar medidas para controlarlos y aprovecharlos. Sin embargo, las técnicas de análi-
sis y control lineales son bien conocidas y están muy bien desarrolladas. Por esto, ha
resultado conveniente utilizarlas para el análisis y el diseño de control de sistemas no
lineales. Uno de los métodos de control no lineal para diseñar el controlador de mane-
ra más sencilla es la linealización del sistema. El transformar parcial o totalmente la
dinámica no lineal del sistema a una lineal, permite la aplicación de las técnicas linea-
les para obtener el sistema en lazo cerrado deseado, garantizando la estabilidad local o
global y haciendo posible establecer parámetros t́ıpicos como velocidad de respuesta,
amortiguamiento, etcétera.

Considere el sistema no lineal y af́ın en la entrada de control de la forma

ẋ1 = x2, ẋ2 = f(x) + bU + δ, (2.1)

donde x = [x1, x2]
⊤ ∈ R2, b ∈ R con b > 0, U es una entrada de control escalar y δ

denota a una perturbación escalar.

Considere el caso nominal de (2.1), es decir, el sistema

ẋ1 = x2, ẋ2 = f(x) + bU, (2.2)

donde la función f es exactamente conocida. Usando el método de linealización exacta
por realimentación de los estados es posible linealizar (2.2) por medio del controlador

U = −b−1(f(x)− v), (2.3)
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con el que se obtiene el lazo cerrado

ẋ =

(
0 1
0 0

)
︸ ︷︷ ︸

Ā

x+

(
0
1

)
︸︷︷︸

B

v, (2.4)

donde Ā ∈ R2×2, B ∈ R2×1 , el par (Ā, B) es controlable. Ahora, para estabilizar
(2.4) se diseña el controlador lineal v = kx, tal que A = Ā + Bk sea Hurwitz. Aśı,
el control (2.3) es no lineal y el origen del sistema en lazo cerrado ẋ = Āx + Bv
es asintóticamente estable. Sin embargo, es bien conocido que esta técnica de control
tiene como desventaja la falta de robustez debido a que no considera la incertidumbre
del modelo de f ni la perturbación representada por δ, resultando en un lazo cerrado
sensible ante las perturbaciones e incertidumbres del modelo [18, 34] . De manera que,
si se consideran las perturbaciones δ y la incertidumbre en f , el controlador (2.3) queda
como

U = −b−1(f̄(x)− kx), (2.5)

(donde f̄ es un modelo (no exacto) de f) y el lazo cerrado con (2.1) es

ẋ = Ax+B
[
(f − f̄)(x) + δ

]
. (2.6)

Desafortunadamente, en este caso ya no se puede garantizar un adecuado compor-
tamiento del lazo cerrado (2.6). Para tratar de solucionar esto, es posible añadir un
término adicional u en el control v para tratar de compensar las perturbaciones, a
decir,

v = kx+ u.

Con este controlador se obtiene el sistema en lazo cerrado

ẋ = Ax+B [u+ d] . (2.7)

donde d = d(t, x) agrupa a las perturbaciones externas δ y las incertidumbres del
modelo δ1(x) = (f − f̄)(x), es decir

d(t, x) = δ(t) + δ1(x). (2.8)

El sistema (2.7) es el que se estudiará a lo largo de esta tesis. En los caṕıtulos 3 y 4,
la perturbación d es considerada globalmente acotada para alguna constante conocida
D ≥ 0, esto es

|d(t, x)| ≤ D, ∀ t ∈ R,∀x ∈ R2. (2.9)

El caso en el que la cota de d depende del estado se considera en el caṕıtulo 5, en
particular, se asume que, para constantes conocidas D,D1 ≥ 0,

|d(t, x)| ≤ D +D1|x|, ∀ t ∈ R,∀x ∈ R2. (2.10)

Teniendo presente lo discutido, si consideramos k = [−k1 − k2], podemos reescribir el
sistema (2.7) como sigue

ẋ1 = x2, ẋ2 = −k1x1 − k2x2 + u+ d. (2.11)
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Como se ha mencionado, se asume que la parte lineal del control (kx) se ha diseñado
para obtener cierto desempeño deseado en el caso nominal. Entonces, se requiere diseñar
un control u que añada robustez al sistema, pero que no modifique (en cierta medida)
el desempeño del control lineal previamente diseñado. De manera que, se busca que el
control u sea una función signo con ganancia suficiente para compensar la perturbación
d descrita y se desarrolle la metodoloǵıa para el diseño correcto de la superficie de
deslizamiento. Esto se puede expresar en los siguientes objetivos:

A. Para la ley de control

u = −Ksign(s), (2.12)

establecer una metodoloǵıa de diseño para la variable de deslizamiento s, donde
se mantengan ciertas caracteŕısticas de diseño proporcionadas por el controlador
lineal, tal que el origen aún sea exponencialmente estable, aśı como mantener
el tipo de comportamiento del sistema (oscilatorio o no oscilatorio), la tasa de
convergencia de las trayectorias y el tipo de respuesta de las variables de estado.
Lo anterior, considerando la perturbación descrita en (2.9), en los siguientes casos:

a) Para valores propios reales negativos de la matriz A donde la dinámica en
modo deslizante sea de orden reducido.

b) Para valores propios reales de la matriz A donde la dinámica en modo des-
lizante sea de orden completo.

c) Diseño de un control por modos deslizante integral de orden completo para
valores propios complejos de la matriz A.

B. Estudiar propiedades adicionales de robustez por medio de nuevas funciones de
Lyapunov para el sistema en lazo cerrado en el caso donde se considera la per-
turbación descrita en (2.10).
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Caṕıtulo 3

Marco Teórico

Un modelo matemático es el punto de partida para analizar un sistema de control. La
mayoŕıa de estos representan de manera útil el comportamiento de diversos sistemas
reales, brindando información importante referente al sistema a ser controlado. El ob-
jetivo de un sistema de control es regular el comportamiento dinámico de un sistema
f́ısico, satisfaciendo especificaciones de desempeño incluso en presencia de perturba-
ciones. Por esto, en la teoŕıa de control automático, una de las caracteŕısticas más
importantes es la robustez, que es la capacidad de una ley de control de asegurar un
nivel de invariabilidad en el desempeño de un sistema de control ante las imperfecciones
del modelo. Las técnicas de control no lineal fueron desarrolladas para proporcionar
robustez en un rango de operación mayor frente a perturbaciones o fallas. El control
por modos deslizantes tiene la capacidad de ser una herramienta eficaz en el control de
plantas dinámicas no lineales que operan bajo condiciones inciertas. Uno de los pasos
importantes para el diseño de los controladores por modos deslizantes es conseguir una
superficie deslizante adecuada que permita la estabilidad del origen del sistema. En
este caṕıtulo se describe brevemente el diseño de controladores por modos deslizantes.

3.1. Control por modos deslizantes

El control por modos deslizantes es un método de control discontinuo y robusto, cuyo
diseño consiste en: 1) elegir una superficie deslizante, definida mediante ecuaciones que
combinan los estados y; 2) diseñar una ley de control que fuerza a las trayectorias
a ir desde la condición inicial hasta la superficie de deslizamiento (donde se vuelven
insensibles a cierto tipo de perturbaciones) en un tiempo finito, permanecer en ella
para todo tiempo futuro y converger al origen. Debido a que las leyes de control por
modos deslizantes incluyen términos discontinuos, estrictamente, la teoŕıa clásica de las
ecuaciones diferenciales no se puede utilizar debido que la condición de Lipschitz que
garantiza la existencia de una solución única no aplica. De modo que se requiere una
teoŕıa adecuada para sistemas con discontinuidades. Un resumen de los fundamentos
teóricos de las ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo puede verse en el
Apéndice A.

Para explicar el diseño del controlador por modos deslizantes, consideramos el sistema
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(2.11), que repetimos aqúı por conveniencia, esto es

ẋ1 = x2, ẋ2 = −k1x1 − k2x2 + u+ d, (3.1)

asumiendo que la perturbación d es tal que (2.9) se satisface.

3.1.1. Controlador por modos deslizantes estándar

En esta sección se presenta el desarrollo del método de diseño de los modos deslizantes
estándar. Para diseñar un control por modos deslizantes, consideramos el sistema (3.1).
Como ya se mencionó, el diseño se divide en dos pasos, de los cuales, el primero consiste
en elegir la superficie de deslizamiento. Existen múltiples propuestas para determinar
la superficie de deslizamiento, sin embargo, en general puede ser un conjunto descrito
por cualquier función del estado, tal que se asegure el error de regulación o seguimiento
tienda a cero en régimen permanente.

Sea s : Rn → R una función lineal representada como (conocida como variable de
deslizamiento)

s(x) = S̄x, (3.2)

donde S̄ ∈ R1×n es de rango completo. Aśı, la superficie de deslizamiento se define
como el conjunto

S = {x ∈ Rn : s(x) = 0}. (3.3)

Por ejemplo, si seleccionamos la variable de deslizamiento dada por la función

s(x) = ax1 + x2, (3.4)

con a > 0, se garantiza que sobre S (en régimen deslizante) x(t) tiende a cero cuando
t tiende a infinito, esto debido a que si s(x) = 0, entonces x2 = −ax1, y de la primera
ecuación de (3.1) obtenemos que ẋ1 = −ax1.

Lo que hace falta es diseñar la ley de control que hará que las trayectorias sean llevadas
a la superficie de deslizamiento y se mantengan ah́ı para todo tiempo futuro. Para esto,
se propone la función candidata tipo Lyapunov V : R → R, dada por:

V (s) =
1

2
s2, (3.5)

cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (3.1) es

V̇ (s) = sṡ, (3.6)

donde ṡ es la derivada de la variable de deslizamiento a lo largo de las trayectorias del
sistema, esto es

ṡ = aẋ1 + ẋ2

= ax2 − k1x1 − k2x2 + u+ d. (3.7)
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De aqúı, definimos a la señal de control u como

u = −ax2 + k1x1 + k2x2 −Ksign(s(x(t))), (3.8)

(la cual se propone para que V̇ (s) sea definida negativa y aśı garantizar la convergencia a
s = 0) donde K es una constante positiva. La razón para utilizar el término discontinuo
es claro al sustituir esta u en (3.7), ya que utilizando las propiedades s = sign(s)|s| y
(sign(s))2 = 1, de (3.6) se obtiene la expresión

V̇ (s) = −K|s(x)|+ ds(x)

≤ −K|s(x)|+D|s(x)|. (3.9)

Donde |s(x(t))| denota la norma Euclidiana (que coincide con el valor absoluto en R).
Para lograr que las trayectorias convergen a la superficie de deslizamiento se requiere
que,

−K|s(x)|+D|s(x)| < 0,

eliminando a |s(x)|, se obtiene la condición para K, es decir

K > D (3.10)

y con ella se logra que la expresión del lado derecho de (3.9) sea negativa definida y por
lo tanto se garantiza que s(x(t)) → 0 conforme el tiempo avanza. Además, se puede
verificar (vea más abajo) que este análisis con la función tipo Lyapunov (3.5) garantiza
la convergencia de las trayectorias a la superficie de deslizamiento en tiempo finito.

Observación 1. Debe observarse que este proceso de diseño provoca que la señal de
control que se muestra en (3.8) (además del término discontinuo) tenga términos que
dependen de los estados del sistema, provocando que en el lazo cerrado se eliminen los
términos lineales −k1x1−k2x2 (que se asume conforman un controlador lineal diseñado
en el caso nominal), anulando aśı las caracteŕısticas de desempeño para las que fueron
diseñados.

La condición que garantiza el movimiento deslizante ideal y que la superficie de desli-
zamiento sea atractiva es sṡ < 0 y esta se satisface al reescribir la ecuación (3.9) con
la condición (3.10). Ahora, dado que sṡ = 1

2
d
dt
s2, entonces:

1

2

d

dt
s2 ≤ −K|s|+D|s|. (3.11)

Para la estimación del tiempo de convergencia, suponga un tiempo finito ts, en el que
las trayectorias x(t) alcanzan la superficie de deslizamiento (s(x(t)) = 0 para todo
t ≥ ts). De (3.11) tenemos que

1

2

d

dt
s2 ≤ −(K −D)|s|,

s

|s|
ds

dt
≤ −(K −D).
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Utilizando el Lema de Comparación (veáse en [18]), podemos integrar y obtener lo
siguiente

|s(x(t))|ts0 ≤ −(K −D)t|ts0 ,

al evaluar de 0 a ts

|s(x(ts))| − |s(x(0))| ≤ −(K −D)ts,

de donde se obtiene una cota para el tiempo finito ts, que es el tiempo que toma a las
trayectorias alcanzar s(x(ts)) = 0,

ts ≤
|s(x(0))|
K −D

. (3.12)

Por otro lado (retomando el análisis de la dinámica en régimen deslizante), la ley de
conmutación garantiza que s(x(t)) = 0 para todo t ≥ ts, lo que implica que ṡ(x(t)) = 0,
para todo t ≥ ts, entonces de (3.7) se puede calcular lo que se conoce como ley de control
equivalente (que puede interpretarse como el control que mantiene el movimiento de
las trayectorias en la superficie de deslizamiento):

ueq = −ax2 + k1x1 + k2x2 − d, t ≥ ts. (3.13)

Recordando que ésta no es la señal que realmente se le aplica a la planta, si no una
especie de señal de control ”promedio”, aśı, el control equivalente se define como la
acción de control necesaria para mantener un movimiento deslizante ideal en S, vea
[32] para más detalles.

Utilizando este método se puede calcular la dinámica en régimen deslizante, compro-
bando que las trayectorias convergen al origen del sistema. A decir, sustituyendo (3.13)
en (3.1) nos da la dinámica en el modo deslizante ẋ2 = −ax2. Observe que esto se
puede verificar también de la siguiente forma. Como se estableció, s(x(t)) = 0 para
todo t ≥ ts, entonces:

s(x) = ax1 + x2 = 0 ⇔ x2 = −ax1, (3.14)

y reemplazando en la primera ecuación del sistema original (3.1) obtenemos

ẋ1 = −ax1. (3.15)

Como a es positiva tenemos que x1 → 0 cuando t → ∞. En particular, el origen de
(3.15) es exponencialmente estable, dada la solución

x1(t) = x1(ts)e
−a(t−ts), ∀t ≥ ts. (3.16)

Además, tenemos de (3.14) que x2(t) también tenderá a cero cuando t → ∞. Aśı se
asegura que las trayectorias, una vez que alcanzan la superficie de deslizamiento, se
dirigen al punto del equilibrio del sistema exponencialmente.
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Ejemplo 1. Construyendo el sistema (2.11) en el entorno Simulink con los parámetros
K = 6, a = 2, k1 = 2, k2 = 3, se realizan dos simulaciones (con Euler expĺıcito como
método de integración, y un paso de 0.01s):

la primera para una perturbación constante d = 5, con la estimación del tiempo
de convergencia ts ≤ 15s (estimación calculada con (3.12));

la segunda para una perturbación sinusoidal, con una frecuencia de 5rad/s y una
amplitud de 3, se calcula la estimación del tiempo ts ≤ 2.53s.

Para el caso con la perturbación constante, en la Fig. 3.1 está la gráfica x1 contra x2

o plano fase, se parte de las condiciones iniciales establecidas (5, 5) y donde la curva
converge al punto de equilibrio del sistema. En el tiempo calculado ts, las trayectorias
alcanzan a llegar a la superficie representada por la recta en color rojo (fase de alcance),
para posteriormente deslizarse sobre ella y converger al punto de equilibrio (modo des-
lizante). En la Fig. 3.2 están representadas las señales de las variables de estado x1, x2,
donde se puede observar que en un tiempo de convergencia de aproximadamente 15s,
se alcanza la superficie de deslizamiento y posteriormente las trayectorias comienzan a
converger hacia el punto de equilibrio. En la Fig. 3.3 se muestra la señal de control y
la superficie de deslizamiento, con ello podemos comprobar que cuando t = ts ≈ 15s,
entonces s(x(t)) = 0 y cuando se alcanza esta condición, la señal de control comien-
za a conmutar. Por último en la Fig. 3.4 se observan la perturbación constante y la
ganancia K, elegidas con la condición dada en (3.10).

Figura 3.1: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.
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Figura 3.2: Comportamiento de señales en el sistema con SMC.

Figura 3.3: Superficie deslizante y señal de control

Para la segunda simulación, las señales muestran el siguiente comportamiento. De
manera similar a la simulación anterior, en la Fig. 3.5 se muestra el plano fase, es
notorio el efecto que causa la perturbación, presentándose oscilaciones en la trayecto-
ria del sistema durante la fase de alcance, para posteriormente perder efecto alguno ya
que el control compensa de manera exacta al llegar a la superficie de deslizamiento.
En la Fig. 3.6 se observa que las señales x1, x2 convergen con mayor rapidez, teniendo
oscilaciones por el efecto de la perturbación sinusoidal y cuando se cumple el tiempo
de convergencia ts ≤ 2.53s, se alcanza la superficie y comienzan a converger hacia el
punto de equilibrio. En la Fig. 3.7 se muestra la señal de control y la superficie de
deslizamiento, cuando t ≥ 2.53s, entonces s(x(t)) = 0 y cuando se alcanza esta condi-
ción la señal de control comienza a conmutar. Por último en la Fig. 3.8 se observan la
perturbación sinusoidal y la ganancia K, elegidas nuevamente con la condición dada
en (3.10).
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Figura 3.4: Ganancia K y perturbación constante D

Figura 3.5: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.
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Figura 3.6: Comportamiento de señales en el sistema con SMC

Figura 3.7: Superficie deslizante y señal de control

Hemos visto que el control por modos deslizantes estándar es robusto contra cierta clase
de perturbaciones o incertidumbres del modelo, acotadas por alguna constante conocida
D, sin embargo, también es interesante enfatizar lo siguiente. Como el controlador es
una función de estado escalar y estática, en el modo deslizante el comportamiento del
sistema es gobernado por una ecuación diferencial con un orden menor que el orden
del sistema original. Si se quiere mantener el orden del sistema, se puede diseñar un
controlador por modos deslizantes integral [2]. Como se verá en la siguiente sección,
diferente del diseño mostrado en el caso anterior, el orden de la ecuación de movimiento
es igual al orden del sistema original.

3.1.2. Control por modos deslizantes integral

En el control por modos deslizantes estándar, la insensibilidad ante la presencia de
perturbaciones del sistema solo se garantiza cuando el modo deslizante entra en fun-
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Figura 3.8: Ganancia K y perturbación constante D

cionamiento, es decir, cuando las trayectorias llegan a la superficie de deslizamiento
(para todo tiempo mayor a ts), mientras tanto, en la fase de alcance esta insensibilidad
no puede ser garantizada. El modo deslizante integral busca suprimir la fase alcance
forzando a las trayectorias del sistema a establecerse en la superficie deslizante desde el
primer instante, logrando aśı la insensibilidad de principio a fin, puesto que las pertur-
baciones son compensadas desde t = 0. Ya que (salvo por la perturbación) el sistema
considerado es invariante en el tiempo, se puede utilizar el método de diseño de control
por modos deslizantes integral propuesto por Utkin (mostrado en [37]) para este tipo
de sistemas.

Consideramos nuevamente (3.1) pero en su descripción dada por (2.7), esto es ẋ =
Ax+B(u+ d), para el diseño del control por modos deslizantes integral, se diseña un
controlador de la forma

u = u0 + u1, (3.17)

donde u0 puede ser diseñado como un control lineal estático realimentado u0 = −Γx y
u1 se escoge como u1 = −Ksign(s). Ahora, la variable de deslizamiento se define como

s = B⊤x+ v

donde la nueva variable v está dada por

v̇ = −B⊤Ax−B⊤Bu0, v(0) = −B⊤x(0).

La derivada de s a lo largo de las trayectorias del sistema será

ṡ = (B⊤B)(u1 + d). (3.18)

Utilizando la Función candidata de tipo Lyapunov cuadrática y su derivada definidas
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en (3.5) y (3.6), respectivamente, tenemos que para este caso

V̇ (s) = s[−Ksign(s) + d] (3.19)

= −K|s|+ ds

≤ −K|s|+D|s|.

donde K > D, es la misma condición encontrada en (3.10) para garantizar que las
trayectorias alcanzan la superficie de deslizamiento dada por s(x(t)) = 0 en un tiempo
finito.

Nuevamente, con la función tipo Lyapunov se verifica la convergencia de las trayec-
torias a la superficie de deslizamiento en un tiempo finito. Para obtener la dinámica
en régimen deslizante se utiliza nuevamente el método del control equivalente. Aśı, de
ṡ = 0 obtenemos

ueq =
1

B⊤B

(
B⊤Bu0 −B⊤Bd

)
,

que sustituido por u en la segunda ecuación del sistema produce

ẋ2 = −k1x1 − k2x2 − Γx.

De aqúı es claro ver que la dinámica en régimen deslizante no es de orden reducido
puesto que las ecuaciones del sistema no quedan desacopladas. También se puede apre-
ciar que la ganancia Γ no puede ser arbitraria y debe diseñarse adecuadamente para
garantizar la estabilidad en el lazo cerrado.

Por otra parte, para verificar que el régimen deslizante se obtiene desde el momento
inicial bastaŕıa ver que en t = 0 tenemos que s = B⊤x(0)+v(0) que es igual a cero por
diseño de la condición inicial de v. Sin embargo, en la práctica no resulta aśı. Aunque
el control por modos deslizantes integral ayuda a reducir la fase de alcance, en gene-
ral no es posible anularla por completo, esto se explica a continuación. Sabemos que
para obtener el régimen deslizante es necesario que s = 0 pero esto no es suficiente,
también se requiere que ṡ = 0 desde el tiempo inicial. Esto implica que (ver (3.18))
u1(0) = −d(0). El problema es que no se conoce la perturbación, por lo que no se inicia
en ṡ = 0, lo que resulta en que, de manera práctica, el modo deslizante integral tiene
fase de alcance siempre que no se conozca la condición inicial de la perturbación.

Ejemplo 2. Se construye el sistema (2.11) en el entorno Simulink con los parámetros
K = 6, k1 = 2, k2 = 3, −Γx = x1 + 2x2 se realizan dos simulaciones (con Euler
expĺıcito como método de integración, y un paso de 0.01s):

la primera para una perturbación constante d = 5, con la estimación del tiempo
de convergencia ts ≤ 3s (estimación calculada con (3.12));

la segunda para una perturbación sinusoidal, con una frecuencia de 5rad/s y una
amplitud de 3, se calcula la estimación del tiempo ts ≤ 0.35s.
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Para el ejemplo con la perturbación constante,se muestra en la Fig. 3.9el plano fa-
se, partiendo de las condiciones iniciales establecidas (2, 2), se observa como la curva
converge al punto de equilibrio del sistema. En el tiempo calculado ts, las trayectorias
alcanzan a llegar a la superficie de deslizamiento, para posteriormente deslizarse sobre
ella y converger al punto de equilibrio del sistema. En la Fig. 3.10 están representadas
las señales de las variables de estado de nuestro sistema x1, x2, donde en en un tiempo
de convergencia de aproximadamente 3s, estas alcanzan la superficie de deslizamiento
y posteriormente las trayectorias comienzan a converger hacia el punto de equilibrio
mientras el tiempo tiende a infinito. En la Fig. 3.11 se muestra la señal de control
y la superficie de deslizamiento, comprobando nuevamente que cuando t = ts ≈ 3 s,
entonces s(x(t)) = 0, momento en que la señal de control comienza a conmutar. Por
último en la Fig. 3.12 se observan la perturbación constante y la ganancia K, elegidas
con la condición dada en (3.10).

Figura 3.9: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.

Figura 3.10: Comportamiento de señales en el sistema con SMC.
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Figura 3.11: Superficie deslizante y señal de control

Figura 3.12: Ganancia K y perturbación constante D

Esta vez utilizando una perturbación sinusoidal para la simulación, las señales mues-
tran el siguiente comportamiento. De manera similar, en la Fig. 3.13 se observa el
plano fase, se puede observar que las oscilaciones que causaba la perturbación para el
mismo caso en el ejemplo anterior en la fase de alcance, no se presentan, puesto que el
controlador integral entra en funcionamiento en un tiempo finito pequeño compensando
de manera exacta todos los efectos que la perturbación causa, al llegar a la superficie de
deslizamiento. En la Fig. 3.14 se observa que las señales x1, x2 convergen con mayor
rapidez a la superficie de deslizamiento en un tiempo de convergencia ts ≤ 0.35s y pos-
teriormente comienzan a dirigirse hacia el punto de equilibrio para t ≤ ts. En la Fig.
3.15 se encuentran la señal de control y la superficie de deslizamiento, a t ≥ 0.35s,
s(x(t)) = 0, condicón para que la señal de control comience a conmutar. Por últi-
mo en la Fig. 3.16 se observan la perturbación sinusoidal y la ganancia K, elegidas
nuevamente con la condición dada en (3.10).
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Figura 3.13: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.

Figura 3.14: Comportamiento de señales en el sistema con SMC
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Figura 3.15: Superficie deslizante y señal de control

Figura 3.16: Ganancia K y perturbación constante D

Observación 2. Nuevamente, el control por modos deslizantes integral garantiza la
convergencia de las trayectorias a la superficie de deslizamiento en un tiempo finito,
para que posteriormente se deslicen sobre ella y se dirijan al origen. Sin embargo, el
procedimiento de diseño entrega una ley de control que involucra una retroalimentación
de estados que modifica nuevamente los términos del controlador lineal y las carac-
teŕısticas que este proporciona.

3.1.3. Modos deslizantes en esta tesis

La idea es entonces, especificar una acción de control de realimentación, de naturaleza
de estructura variable, la cual garantice el alcance de la superficie prescrita y mantenga
los movimientos del sistema en esta superficie, deslizándose sobre ella y permaneciendo
insensible a variaciones en los parámetros de la planta y a las perturbaciones externas.
Los sistemas de control de estructura variable están diseñados para llevar y restrin-
gir a los estados del sistema a mantenerse dentro de una vecindad de la superficie de
conmutación [35]. Se estima que el estudio de estos sistemas se inició en los años 60,
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pero no se obtuvo la atención deseada debido a la falta de procedimientos de diseño,
la existencia de chattering en la señal de control, etc.

El control por modos deslizantes, se puede dividir en dos partes, la elección de la super-
ficie de deslizamiento, y el diseño de la ley de control [10], [33], [3], [40]. Sin embargo
no hay restricciones para la elección de la variable de deslizamiento, ni para el diseño
de la señal de control, solo se requiere que la dinámica del modo deslizante sea estable,
por lo que los métodos existentes para diseñar este tipo de controlador generalmente
modifican el controlador lineal previamente diseñado sin considerar las propiedades de
desempeño que este proporciona al sistema, como puede verse en los diseños anteriores.
Usando este procedimiento para obtener robustez en el sistema, no se garantiza que se
mantenga las caracteŕısticas de desempeño proporcionadas por el control nominal.

El procedimiento que se describirá a lo largo de este trabajo robustifica sistemas linea-
les ante perturbaciones acotadas, para añadir robustez sin modificar la dinámica del
sistema realimentado. La señal de control está presente con una ley de conmutación sin
ningún término adicional y donde la ganancia solo es lo suficientemente grande para
compensar la perturbación.

Además, también se presenta la construcción de nuevas funciones de Lyapunov para el
sistema en lazo cerrado, útiles para estudiar propiedades adicionales de robustez ante
perturbaciones no acotadas o incertidumbre paramétrica.

En la siguiente sección se recuerdan algunos conceptos importantes que fundamentan
los controladores por modos deslizantes.

3.2. Inclusiones Diferenciales

Para ciertas aplicaciones de control, se tiene que recurrir a ecuaciones diferenciales
con lado derecho discontinuo ya sea con respecto a t [20] como también con respecto
a las variables de estado x [13, 25]. De hecho, incluso si el sistema a controlar está
modelado por campos vectoriales suaves, las discontinuidades pueden ser inevitables
cuando se requieren soluciones de ciertos problemas de control, como en la aplicación
de retroalimentación de alta ganancia en un entorno no lineal. [6]. Por ejemplo, con
el controlador por modos deslizantes, el sistema (3.1) es discontinuo con respecto a x,
por lo que las nociones clásicas de soluciones no aplican a este tipo de sistemas. En
esta sección describiremos muy brevemente algunas conceptos relacionados a la teoŕıa
de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo aplicados a los sistemas de
control por modos deslizantes. Algunos conceptos más generales y detalles adicionales
se incluyen en el Apéndice A.

La robustez de los sistemas de control por modos deslizantes está relacionada con la
invariabilidad del comportamiento cualitativo del sistema en lazo cerrado frente a per-
turbaciones acotadas, debida la acción discontinua del control. Éstas caracteŕısticas,
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tanto de la perturbación como del controlador, obligan a que el análisis del sistema de
control se lleve a cabo a través de una inclusión diferencial asociada.

Los sistemas de control por modos deslizantes usualmente tienen la forma

ẋ = f(t, x, u(t, x), d), (3.20)

donde x ∈ Rn es el vector de estado del sistema, u(t, x) ∈ Rm es el vector de entra-
das de control, y d(t) ∈ Rk es el vector de perturbaciones. Se asume que la función
f : R1+n+m+k → Rn es continua, la función de control u : R1+n → Rm es conti-
nua por partes (y solo es discontinua en la superficie de deslizamiento, i.e., satisfa-
ce la Suposición 1, vea el Apéndice A), y la función de perturbación d : R → Rk,
d(t) = (d1(t), d2(t), ..., dk(t))

⊤ satisface que

dmin
i ≤ di(t) ≤ dmax

i ,

para ciertas constantes dmin
i , dmax

i ∈ R. Bajo estas consideraciones se asocia a (3.20) la
inclusión diferencial de Filippov extendida (descrita en la Definición 9 en el Apéndice A)

ẋ ∈ F (t, x), t ∈ R. (3.21)

3.2.1. Existencia de Soluciones

En el siguiente teorema se dan las condiciones que garantizan la existencia local de
las soluciones generalizadas de (3.20), es decir, soluciones que satisfacen la inclusión
diferencial asociada (3.21). Se usará la siguiente notación ρ(x,M) = ı́nfy∈M |x − y|,
x ∈ Rn, M ⊂ Rn.

Teorema 3.2.1 (Filippov [13, 25]). Sea F : G → 2R
n
una función conjunto valuada,

definida y semicontinua por arriba en cada punto del conjunto

G = {(t, x) ∈ R1+n : |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}, (3.22)

donde a, b ∈ R+, t0 ∈ R, x0 ∈ Rn. Sea F (t, x) no vaćıo, compacto y convexo para
(t, x) ∈ G. Si existe κ > 0 tal que ρ(0, F (t, x)) < κ para (t, x) ∈ G entonces existe
al menos una función absolutamente continua x : R → Rn definida en al menos un
segmento [t0 − α, t0 + α], α = mı́n{a, b/κ}, tal que x(t0) = x0 y la inclusión ẋ(t) ∈
F (t, x(t)) se satisface casi en todas partes sobre [t0 − a, t0 + a].

Es importante mencionar que la inclusión diferencial definida en (3.21) (aśı como las
dadas en las definiciones 6 y 8 en el Apéndice A) satisfacen todas las condiciones del
Teorema 3.2.1.

3.2.2. Estabilidad

Considere la inclusión diferencial (3.21) para t > t0 con una condición inicial

x(t0) = x0 (3.23)
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para algún x0 ∈ Rn dado. Denotamos como Φ(t0, x0) al conjunto de todas las soluciones
del problema de valor inicial (problema de Cauchy) (3.21) con (3.23). Aśı, x(t, t0, x0) ∈
Φ(t0, x0) denota una solución de (3.21) para (3.23). Asumimos que 0 ∈ F (t, 0) para
t ∈ R, entonces la función x(t, t0, 0) = 0 pertenece al conjunto de soluciones Φ(t0, 0)
para todo t0 ∈ R.

Los conceptos de estabilidad para lo sistemas de control lineales y no lineales son muy
importantes, y uno de los más relevantes es en el sentido de Lyapunov. Este ha sido
extendido para sistemas discontinuos y sus inclusiones diferenciales asociadas. Se usará
la notación

B(r) = {x ∈ Rn : |x| ≤ r}.

Definición 1 (Estabilidad de Lyapunov, [25]). El origen del sistema (3.21) es Lyapu-
nov estable si ∀ϵ ∈ R+ y ∀t0 ∈ R existe δ = δ(ϵ, t0) ∈ R+, tal que ∀x0 ∈ B(δ)

A. cualquier solución x(t, t0, x0) del problema de Cauchy (3.21), (3.23) existe para
toda t > t0;

B. x(t, t0, x0) ∈ B(ϵ) para toda t > t0.

Si la función δ no depende de t0, entonces el origen es llamado uniformemente Lyapunov
estable. Por ejemplo, si F no depende de t y el origen de (3.21) es Lyapunov estable,
entonces es uniformemente Lyapunov estable. Si no se satisface alguna condición de la
Definición 1, entonces el origen del sistema es inestable.

Definición 2 (Atractividad asintótica, [25]). El origen del sistema (3.21) se dice
asintóticamente atractivo si para toda t0 ∈ R existe un conjunto U(t0) ⊆ Rn con
0 ∈ intU(t0) tal que para toda x0 ∈ U(t0)

cualquier solución x(t, t0, x0) del problema de Cauchy existe para t > t0;

ĺımt→+∞ |x(t, t0, x0)| = 0.

Definición 3 (Estabilidad asintótica, [25]). El origen del sistema (3.21) es asintótica-
mente estable si es Lyapunov estable y asintóticamente atractivo.

Si U(t0) = Rn entonces el origen del sistema es llamado globalmente asintóticamente
estable. Al igual que para estabilidad, existe la variante uniforme para estabilidad
asintótica. Aśı, sabemos que si F no depende de t y el origen de (3.21) es asintóticamente
estable, entonces es uniformemente asintóticamente estable (vea, por ejemplo, [25]).

3.2.3. Método de la función de Lyapunov

El método de Lyapunov es una herramienta efectiva para el diseño y análisis de sis-
temas de control lineales y no lineales. En esta sección se recuerda la extensión del
teorema de Lyapunov para sistemas discontinuos, las definiciones y resultados han sido
tomados de [25].
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Definición 4. Sea Ω ⊆ Rn un conjunto abierto no vaćıo tal que 0 ∈ int(Ω). Una
función V : Rn → R es propia en Ω si

A. está definida en Ω y es continua en el origen;

B. existe un función continua definida positiva V : Rn → R tal que V (x) ≤ V (x)
para todo x ∈ Ω.

Definición 5. Una función V : Rn → R se dice globalmente propia si es propia en Rn

y la función definida positiva V : Rn → R es radialmente desacotada.

Teorema 3.2.2. Considere (3.21). Sea Ω ⊆ Rn como en la Definición 4. Sea V : Rn →
R una función propia en Ω. Si

y ≤ 0, ∀t ∈ R, ∀x ∈ Ω \ {0}, ∀y ∈ DF (t,x)V (x). (3.24)

entonces el origen del sistema es Lyapunov estable.

Observación 3. En el teorema, DF (t,x)V (x) es la derivada generalizada de V a lo lar-

go de (3.21), ésta es definida en el Apéndice A. Ésta derivada es generalmente dif́ıcil
de calcular, sin embargo, con mejores propiedades de suavidad de V se pueden utilizar
definiciones de derivadas menos complejas para el análisis [25]. De hecho, en los domi-
nios donde f es continua y V diferenciable se puede utilizar la derivada estándar [13,
Sec. 15].

Aśı como en el caso clásico, una función de Lyapunov es útil para verificar estabilidad
asintótica y estimar un conjunto de atracción. Para el siguiente teorema denotamos
Π(V, r) = {x ∈ Ω : V (x) < r}.

Teorema 3.2.3. Considere (3.21). Sea Ω ⊆ Rn como en la Definición 4. Sean V :
Rn → R una función propia en Ω y W : Rn → R una función continua definida
positiva tales que

y ≤ −W (x), ∀t ∈ R, ∀x ∈ Ω \ {0}, ∀y ∈ DF (t,x)V (x).

Entonces el origen del sistema (3.21) es asintóticamente estable con un dominio de
atracción U tal que

Π(V, λ(h)) ∩B(h) ⊂ U (3.25)

donde λ(h) = infx∈Rn:|x|=hV (x) y h ≤ supr∈R+:B(r)⊆Ω r. Si V es globalmente propia y
Ω = Rn, entonces el origen del sistema (3.21) es globalmente asintóticamente estable
(U = Rn).

Los teoremas de Lyapunov establecen estabilidad o estabilidad asintótica del origen,
requiriendo la existencia de una función que satisfaga ciertas condiciones, sin embargo
generalmente no es sencillo encontrar tal función. Los teoremas conversos confirman
que si el origen es asintóticamente estable, entonces existe una función que satisface
las condiciones de dichos teoremas y además posee buenas propiedades de suavidad.
Aunque el análisis de estabilidad de Lyapunov es muy útil y poderoso para abordar
los problemas de estabilidad de los sistemas no lineales, no es sencillo determinar la
estabilidad de muchos de ellos, primero porque no se conocen las funciones de Lyapunov
e incluso conociendo alguna el análisis de esta puede ser muy complicado.
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Caṕıtulo 4

Robustificación ante perturbaciones
acotadas

En este caṕıtulo, se resuelven los objetivos planteados en el párrafo A del Caṕıtulo 2,
para el sistema (2.11), esto es: escoger una superficie de deslizamiento natural para el
sistema; también se diseña el controlador por modos deslizantes el cual cumple con el
objetivo de eliminar el efecto de perturbaciones acotadas (como las descritas en (2.9))
presentes en el sistema, llevando las trayectorias a la superficie de deslizamiento y man-
teniendo caracteŕısticas como la estabilidad exponencial del origen, el comportamiento
de las trayectorias, la tasa de convergencia y el tipo de respuesta de las variables de
estado que proporciona el control lineal diseñado en la Sección 4.1.

4.1. Sistema lineal

El comportamiento dinámico de los sistemas lineales, sin importar del orden que sean,
esta gobernando por los valores propios de su matriz de estado. En el caso particular
de un sistema de segundo orden con matriz Hurwitz tenemos dos casos, la matriz del
sistema posee valores propios reales negativos o valores propios complejos con parte
real negativa. Con base en el comportamiento de las trayectorias que generan estos dos
casos, se seleccionará más adelante la variable de deslizamiento s y la ley de control
por modos deslizantes.

Consideramos el sistema (2.11) sin entradas, es decir, el sistema

ẋ1 = x2, ẋ2 = −k1x1 − k2x2, k1, k2 > 0, (4.1)

cuya matriz de estados es

A =

(
0 1

−k1 −k2

)
. (4.2)

El polinomio caracteŕıstico de la matriz A está dado por

f(λ) = λ2 + k2λ+ k1, (4.3)
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cuyas ráıces (que son lo valores propios de A) están dadas por

λ1 = −k2
2

+

√
∆

2
, λ2 = −k2

2
−

√
∆

2
, ∆ = k2

2 − 4k1. (4.4)

Claramente, se tienen las siguientes condiciones que determinan si los valores propios
son puramente reales o tienen parte imaginaria:

λ1, λ2 ∈ R ⇔ k2 ≥ 2
√
k1, (4.5)

λ1, λ2 /∈ R ⇔ k2 < 2
√

k1. (4.6)

También sabemos que las condiciones en (4.5)-(4.6) determinan el tipo de comporta-
miento de las trayectorias del sistema, esto es, si son oscilatorias o no. Este conocimiento
es el que explotaremos para lograr el objetivo de simplificar la selección de la superficie
de deslizamiento (en el diseño del controlador por modos deslizantes). Esto ayudará,
para cualquiera de los casos de los valores propios mencionados, a mantener las ca-
racteŕısticas del controlador lineal descritas al inicio del caṕıtulo, pero añadiendo la
robustez deseada.

4.2. Modos deslizantes de orden reducido

Para el diseño del controlador por modos deslizantes iniciaremos considerando el caso
en el que ambos valores propios de A son reales negativos, es decir, en el que el punto
de equilibrio de (4.1) tiene un comportamiento de nodo estable, aśı,

λ2 ≤ λ1, λ1,2 ∈ R, λ1,2 < 0.

Las condiciones sobre las ganancias k1 y k2 para este caso están dadas por (4.5),
con lo cual se garantiza que las trayectorias de (4.1) tienen un comportamiento no
oscilatorio (el caso en que λ1 = λ2 está descrito en la Sección 4.2.1). Para el diseño de
la superficie de deslizamiento utilizaremos los espacios propios del sistema. Una manera
de obtenerlos es a través de la diagonalización del sistema nominal. Como se sabe, la
diagonalización del sistema implica el estudio de una transformación que mapea el
espacio vectorial sobre śı mismo, lo que se obtiene a partir de la ecuación:

J = Q−1AQ,

donde J es una forma de Jordan y la matriz Q = (β1 β2) está formada por alguna
base de vectores propios de A (siendo los valores propios reales y distintos, siempre se
garantiza la existencia de la matriz Q) [14], [23].

Sea Ei = N(A − λiI), con i = 1, 2, el espacio propio de cada vector propio y donde
N(·) denota al espacio nulo, entonces, calculando el espacio nulo de A−λiI obtenemos
que todos los vectores propios del sistema están dados por

Xi =

(
λ2

k1

1

)
χi, Xi =

(
λ1

k1

1

)
χi, χi ∈ R \ {0}, X1 ∈ Ei, i = 1, 2.
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Aśı, una base de vectores propios esta dada con χ1 = χ2 = 1 y por lo tanto la matriz
de transformación del sistema esta compuesta por

Q =

(
λ2

k1

λ1

k1

1 1

)
,

Q−1 =

(
− k1√

∆

λ1√
∆

k1√
∆

−λ2√
∆

)
.

Con lo que obtenemos la matriz de Jordan

J =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Por último, las soluciones del sistema (4.1), que están dadas por x(t) = QeJrQ−1x0

para un estado inicial x0 = (c1, c2)
⊤, son

x1(t) =
1√
∆
(−λ2e

λ1t + λ1e
λ2t)c1 +

1√
∆
(eλ1t − eλ2t)c2,

x2(t) =
k1√
∆
(−eλ1t + eλ2t)c1 +

1√
∆
(λ1e

λ1t − λ2e
λ2t)c2.

Se sabe que el cambio de coordenadas que transforma el sistema a una forma desaco-
plada esta dado por

z = Q−1x.

Aśı, dado un sistema ẋ = Ax+Bu+Dd, el sistema transformado es

ż = Jz +Bnu+ Cn,

donde Bn = Q−1B y Cn = Q−1Dd. En el caso particular de dimensión dos con la matriz
de Jordan diagonal, el sistema se puede reescribir en dos ecuaciones diferenciales

ż1 = λ1z1 +Bn1u+ Cn1 , y ż2 = λ2z2 +Bn2u+ Cn2 .

Dado nuestro sistema original (2.11), tenemos que

B =

(
0
1

)
, Dd =

(
0
1

)
d.

Aśı, nuestro sistema transformado queda expresado como

ż1 = λ1z1 +Bn1(u+ d), ż2 = λ2z2 +Bn2(u+ d), (4.7)

donde Bn1 =
λ1√
∆
, Bn2 = − λ2√

∆
y

z1 = − k1√
∆
x1 +

λ1√
∆
x2, z2 =

k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2. (4.8)
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Para algún estado inicial (z10, z20), las soluciones están dadas por:

z1(t) = z10e
λ1t +

∫ t

0

eλ1(t−τ)Bn1u(τ)dτ +

∫ t

0

eλ1(t−τ)Cn1d(τ)dτ,

z2(t) = z20e
λ2t +

∫ t

0

eλ2(t−τ)Bn2u(τ)dτ +

∫ t

0

eλ2(t−τ)Cn2d(τ)dτ. (4.9)

De estas ecuaciones, considerando entradas nulas, podemos eliminar el parámetro del
tiempo t y obtener la ecuación

z2 =

(
z20/z

λ2
λ1
10

)
z

λ2
λ1
1 ,

que es la ecuación con la que se genera la familia de curvas del retrato fase del sistema
y donde (z10, z20) toman valores arbitrarios en R2. En las figuras 4.1-4.3 se muestran
retratos fase para el sistema (4.1) con las rectas de los espacios propios para los valores
mostrados en la Tabla 4.1.

Simulación k1 k2 λ1 λ2

1 2 3 -1 -2

2 4 8 -0.53 -7.46

3 40 20 -2.25 -17.74

Tabla 4.1: Valores de las ganancias y valores propios del sistema (4.1).

Figura 4.1: Simulación 1. Trayectorias del sistema nominal (4.1) con k1 = 2 y k2 = 3.
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Figura 4.2: Simulación 2. Trayectorias del sistema nominal (4.1) con k1 = 4 y k2 = 8.

Figura 4.3: Simulación 3. Trayectorias del sistema nominal (4.1) con k1 = 40 y k2 = 20.

En las figuras 4.1-4.3, las ĺıneas en color rojo representan las rectas del espacio pro-
pio asociado al valor propio λ2 y las ĺıneas de color verde lo hacen para λ1. En la
Figura 4.1 se puede observar que los términos exponenciales eλ1t y eλ2t tienden a cero
cuando el tiempo tiende a infinito. Dado que (en el caso ∆ > 0) eλ2t < eλ1t, entonces
eλ2t tiende a cero mas rápido que el término de lado derecho de esta última desigual-
dad. Las flechas indican la dirección de la trayectorias, lo que refiere a que el origen sea
un nodo estable. La interpretación de los retratos fases en las figuras 4.2 y 4.3 es similar.

Para el sistema diagonalizado (4.7) con entradas nulas, se realizan los retratos fase de
las tres simulaciones con los parámetros anteriores, obteniendo los siguientes resultados.
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Figura 4.4: Simulación 1. Trayectorias del sistema diagonal (4.7) sin entradas.

Figura 4.5: Simulación 2. Trayectorias del sistema diagonal (4.7) sin entradas.
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Figura 4.6: Simulación 3. Trayectorias del sistema diagonal (4.7) sin entradas.

En la Figura 4.4 se observa que hacia el infinito las trayectorias tienden a ser paralelas
al eje z1 y cuando se aproximan al origen tienden a ser tangentes al eje z2. Comporta-
mientos similares ocurren en las simulaciones mostradas en las figuras 4.5 y 4.6. Estos
retratos fase representan el comportamiento del sistema a través de la transformación
a coordenadas z. Es importante mencionar que ésta transformación será relevante para
el desarrollo de los objetivos planteados.

El desarrollo mostrado en la sección 3.1 para el diseño del controlador por modos des-
lizantes, modifica o elimina el controlador lineal para poder proporcionar la robustez
deseada a través de una señal de control que tiene parámetros adicionales y que además
son dependientes de los estados, causando que la ganancia K sea mucho mas grande de
lo necesario, para que además de compensar la perturbación se compensen los términos
lineales, verificando solo estabilidad local.

Considerando el método propuesto en esta tesis, se impone la ley de control descrita en
(2.12). Como observamos en las figuras 4.1-4.3, las trayectorias del sistema convergen
a uno de los espacios propios del sistema por śı solas en el caso nominal, por lo cual,
la propuesta es utilizar un espacio propio como una superficie deslizante y aśı en el
caso con perturbaciones conservar el controlador lineal previamente diseñado y las
propiedades que este aporta al sistema. Ahora, recuerde que se obtuvieron ecuaciones
para la transformación del sistema en un sistema diagonalizado, donde el espacio propio
asociado a λ2 en el sistema transformado es el eje z2 y similarmente para λ1. Por lo
que ahora se elige a s = z2

1 como variable deslizante. Ya tenemos lo necesario para
enunciar el primer resultado de la presente tesis.

Teorema 4.2.1. Considere el sistema (2.11) en lazo cerrado con el controlador (2.12),
asumiendo que los valores propios de (4.1) son reales negativos y distintos. Sea S =
{x ∈ Rn : s(x) = 0} con

s(x) =
k1√
∆
x1 +Bn2x2, (4.10)

1La variable de deslizamiento s es elegida como s = z2 dado que |λ2| > |λ1|.
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donde Bn2 = −λ2

∆
y ∆ = k2

2 − 4k1. Si (2.9) se satisface y si K > D, entonces para
cualquier x(0) ∈ R2 se establece un modo deslizante sobre S en un tiempo finito ts, tal
que

ts ≤ − ln

(
λ2|s(x(0))|+Bn2(−K +D)

Bn2(−K +D)

)
1

λ2

. (4.11)

En el modo deslizante las trayectorias del sistema convergen al origen exponencialmen-
te.

Demostración. Considere la transformación de coordenadas (4.8) y defina sz(z) = z2.
Observe que sz(z) = sz(Q

−1x) = s(x), por lo que verificar que se establece un modo
deslizante sobre S es equivalente a verificar que éste se establece en el sistema trans-
formado sobre el conjunto {z ∈ R2 : sz(z) = 0}. Para esto, considere la función tipo
Lyapunov V : R → R dada por

V (sz) =
1

2
s2z. (4.12)

La derivada de (4.12) tomada a lo largo de las trayectorias de (4.7) es

V̇ = z2[λ2z2 +Bn2(−Ksign(z2) + d)],

V̇ = λ2z
2
2 −KBn2|z2|+Bn2dz2,

V̇ ≤ λ2z
2
2 +Bn2(−K +D)|z2|, (4.13)

dado que λ2 < 0 , K > D (condición encontrada anteriormente en (3.10)) y Bn2 > 0,
entonces V̇ en 4.13 es una función definida negativa. Se puede concluir que la superficie
de deslizamiento descrita por sz(z) = 0 es atractiva.

Para verificar que las trayectorias del sistema alcanzan la superficie estableciendo un
modo deslizante en un tiempo finito ts, se parte de integrar (4.13) en un intervalo de
tiempo de 0 a ts. Para esto, se encuentra otra manera de expresar a (4.13), quedando
como

z2
dz2
dt

≤ |z2| (λ2|z2|+Bn2(−K +D)) ,

Utilizando el Lema de Comparación, se puede integrar y evaluar en los ĺımites, obte-
niendo la cota del tiempo de convergencia

ts ≤ − ln

(
λ2|s(x(0))|+Bn2(−K +D)

Bn2(−K +D)

)
1

λ2

.

recordando que s = z2. (Una forma equivalente de verificar lo anterior es usando la
función tipo Lyapunov 4.12, note que z2 = (2V )1/2, por lo tanto

V̇ ≤ 2λ2V +Bn2(−K +D)(2V )
1
2 )

Por lo que las trayectorias del sistema 2.11 alcanzan la superficie de deslizamiento y se
mantiene sobre ella, garantizando el modo deslizante para todo tiempo t ≥ ts.

La convergencia exponencial de las trayectorias al origen en el régimen deslizante se
verifica de forma estándar (vea la Sección 3.1.1).
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La función tipo Lyapunov propuesta verifica la alcanzabilidad de la superficie deslizan-
te, por lo que las trayectorias convergen a ella en un tiempo finito, para verificar ésto,
realizamos una transformación a coordenadas z. Otra manera es mediante la transfor-
mación z = Q−1x para regresar a las coordenadas originales x, llegando nuevamente
a las mismas condiciones, sin embargo, el procedimiento es mucho más simple con el
sistema transformado. Éste procedimiento puede verse en el Apéndice B.

Observación 4. Como puede verse en la demostración, el diseñar la superficie des-
lizante como uno de los espacios propios para el controlador, además de verificar la
atractividad de s(x) = 0, permite que las trayectorias después de la fase de alcance se
deslicen sobre ella para todo t ≥ ts. Además, debido a que es la recta de uno de los
espacios propios, las trayectorias converger al origen del sistema, por lo que el contro-
lador por modos deslizantes y el controlador lineal cooperan para lograr las propiedades
de desempeño y robustez deseados.

El tiempo de convergencia ts se puede estimar de tres maneras distintas, dando la
oportunidad de realizar una comparación. Como primer método, se tiene el mostrado
en la demostración del Teorema 4.2.1. Un segundo método es obtener una cota mayor
para (4.13), se tiene

V̇ ≤ Bn2(−K +D)|z2|.

si se integra la última expresión en un intervalo de tiempo de 0 a ts = tz2 y podemos
obtener

ts ≤
|s(x(0))|

Bn2(K −D)
. (4.14)

Como tercer y último método se utiliza la solución de la ecuación de estado del siste-
ma expresada en (4.9), dado que z2(ts) = 0, se puede resolver la expresión para tz2 ,
obteniendo

ts ≤ − ln

(
λ2|s(x(0))|+Bn2(−K +D)

Bn2(−K +D)

)
1

λ2

. (4.15)

Método Tiempo estimado

1. Eqn. (4.22) 0.64 s

2. Eqn. (4.14) 15.30 s

3. Eqn. (4.15) 0.64 s

Tabla 4.2: Cota del tiempo de convergencia tz2 para la simulación.
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Ejemplo 3. Se realiza una simulación donde se puede comprobar de manera numérica
que se cumple con el tiempo de convergencia estimado para que las trayectorias alcancen
la superficie de deslizamiento y que posteriormente se dirigen al punto del equilibrio.
Para la simulación se usan los parámetros k1 = 4, k2 = 8, λ2 = −7.46, K = 1 y una
perturbación constante de d = 0.5 (D = 0.5), con los que se obtienen los tiempos de
convergencia estimados expresados en la Tabla 4.2. En las figuras 4.7-4.10 podemos
observar todas las respuestas de las señales involucradas en el sistema.

Figura 4.7: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s(x) = 0.

Figura 4.8: Comportamiento de los estados del sistema controlado.

En la Figura 4.7 se puede observar el plano fase donde se encuentra la recta s(x) = 0
y la trayectoria del sistema teniendo la fase de alcance (t < ts) y el modo deslizante
en el que se dirige al origen para t ≥ ts; en la Figura 4.8 se encuentran las respuestas
temporales de los estados del sistema, donde en el tiempo de convergencia ts alcanzan
la superficie de deslizamiento y dado que la superficie elegida es uno de los espacios
propios, la trayectoria se dirige de manera natural al origen; en la Figura 4.9 se tiene la
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Figura 4.9: Ganancia K y perturbación constante d.

Figura 4.10: Variable deslizante y señal de control.

señal de perturbación constante y la recta de la ganancia K lo suficientemente grande;
por último, en la Figura 4.10 se tiene el comportamiento de la variable de deslizamiento
s(x(t)) cuyo tiempo de convergencia a cero ts es cercano a la cota de tiempo estimada,
aśı como la señal de control que comienza a conmutar, compensando la perturbación
del sistema.

Observación 5. Note que en el sistema con control por modos deslizantes la respuesta
de las variables de estado es sobreamortiguada, por lo que se mantiene el comporta-
miento no oscilatorio establecido a través del diseño del control lineal. Note también
que sobre la superficie de deslizamiento también se mantiene la tasa de convergencia
exponencial. Aśı, el controlador por modos deslizantes mantiene estas caracteŕısticas
de desempeño del controlador lineal.

Algo interesante en esta simulación, son los tiempos de alcance estimados encontrados
por los diferentes métodos, que son mostrados en la Tabla 4.2. Como podemos notar,
el acotar superiormente a V̇ solo por el término discontinuo da una estimación muy
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conservadora. Sin embargo, si se quiere tener una aproximación más cercana, los dos
métodos restantes son una representación más exacta.

Ejemplo 4. En este ejemplo se realiza la simulación con los mismos parámetros del
ejemplo anterior pero con una ganancia K = 6. Los resultados análogos al ejemplo
anterior son mostrados en las figuras 4.11-4.14. La descripción del comportamiento de
las señales es similar a las figuras anteriores.

Figura 4.11: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s(x) = 0.

Figura 4.12: Comportamiento de los estados del sistema controlado.
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Figura 4.13: Ganancia K y perturbación constante d.

Figura 4.14: Variable deslizante y señal de control.

Ahora la estimación del tiempo de convergencia es ts ≤ 0.33s. Con estas dos simu-
laciones podemos realizar una comparación, la cual se muestra en la Figura 4.15. Se
realiza un acercamiento a la superficie de deslizamiento y las trayectorias de las dos
simulaciones anteriores. Lo primero que podemos observar en la Figura 4.15 (amplia-
ción de la trayectoria y de la superficie deslizante) es que el tiempo de convergencia a
la superficie de deslizamiento es menor en el caso de mayor ganancia. Sin embargo,
cuando K es mayor de lo necesario, la vibración (u oscilación) que se presenta en la
señales durante el régimen deslizante es de mayor amplitud.

En la teoŕıa de control de sistemas de estructuras variables se asume que la señal de
control por modos deslizantes puede ser conmutada de un valor a otro a una velocidad
infinitamente rápida, sin embargo, en aplicaciones prácticas esto es imposible de alcan-
zar debido a las limitaciones de los elementos f́ısicos y las demoras que se producen en
el cálculo de control. Esto puede provocar que con ciertas implementaciones del control
se presenten fenómenos no deseados de oscilaciones de frecuencia y amplitud finita,
definido como chattering. Es un fenómeno que en algunos casos resulta dañino porque
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Figura 4.15: Acercamiento de la trayectoria y la superficie deslizante para K = 1 y
K = 6

conduce a una baja precisión de control, un alto desgaste y altas pérdidas por calor.
La amplitud del chattering es proporcional a la magnitud del control discontinuo. Por
lo tanto, los métodos de supresión de la vibración pueden desarrollarse de manera que
la magnitud se reduzca adecuadamente junto con los estados del sistema. El segundo
implica que la magnitud es la función de un control equivalente derivado de un filtro
de paso bajo ueq; método que puede aplicarse a las plantas sujetas a perturbaciones
desconocidas, sin embargo esta técnica no garantiza las propiedades de robustez de
los modos deslizantes. Cabe recalcar que el chattering numérico es provocado por la
discretización, entre mas pequeño sea el paso de muestreo, más se aproxima al caso
teórico. El encontrar una condición donde K solo tiene que compensar la perturbación
d, permite la reducción de estas oscilaciones, justo como la metodoloǵıa que se está
desarrollando en esta tesis.

Ahora, para ejemplificar mejor los resultados teóricos obtenidos, se muestran resulta-
dos experimentales. El experimento consiste en emular (con circuitos electrónicos) el
comportamiento de un péndulo simple. A este sistema se le diseñará e implementará un
control lineal, y se le introducirá una señal de perturbación. Posteriormente se añadirá
un control por modos deslizantes, como el diseñado en esta sección, para rechazar los
efectos de la perturbación el sistema.

Experimento 1. Considere el modelo de un péndulo simple (veáse [34]), esto es,
usando la segunda ley de Newton, la ecuación de movimiento en la dirección tangencial
queda expresada como

MR2θ̈ + kθ̇ +MgR sin(θ) = T (4.16)

donde R denota la longitud del péndulo (asumiendo que la varilla es ŕıgida y su masa es
igual a 0), M la masa concentrada en el extremo, θ es el ángulo entre la varilla y el eje
vertical a través del punto de pivote. La fuerza que actúa sobre la masa suspendida es la
gravitacional, esto es Mg, donde g la constante de aceleración gravitacional. Asumimos
que la fuerza de fricción es proporcional a la velocidad de la masa con un coeficiente
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de fricción k, y T es el par aplicado, el cual agrupa las señales de entrada, es decir,
T = Tc+Td donde Tc es la señal de control y Td es la señal de perturbación. Utilizando
las variables x1 = θ y x2 = θ̇ podemos obtener el modelo de estados para el péndulo

ẋ1 = x2, ẋ2 = −a sin(x1)− bx2 + c(Tc + Td), (4.17)

donde a = g
R
, b = k

MR2 y c = 1
MR2 . Este sistema es emulado con un filtro electrónico

analógico de segundo orden, construido con amplificadores operacionales OP77 y reali-
mentado con un microcontrolador ATSAME51J20A. que calcula la no linealidad con
un paso de muestreo de 1ms, representado en la Fig. 4.16.

Figura 4.16: Circuito

Los parámetros del sistema son a = c = 4.545 y b = 1/2.

En la Fig. 4.17 se observa el comportamiento de x1 de la planta no lineal descrita
en (4.17) con una entrada T cuadrada, la cual oscila entre 0.44 y 0.176 con un periodo
de 20s.
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Figura 4.17: Respuesta del péndulo simple a una señal cuadrada

Para controlar al péndulo se utiliza la técnica de linealización exacta por realimentación
de estados. Se elige la señal de control como

Tc =
1

c
[a sin(x1) + bx2] +

v

c
,

con la que se cancelan los términos tanto lineales como no lineales, lo que resulta en el
sistema lineal (asumiendo Td = 0)

ẋ1 = x2, ẋ2 = v.

Entonces el problema de estabilizar el sistema no lineal se reduce a estabilizar un sis-
tema lineal controlable. Por lo que se puede elegir

v = −k1x1 − k2x1 + u (4.18)

para obtener que el origen del siguiente sistema en lazo cerrado es asintóticamente
estable (para u = 0)

ẋ1 = x2, ẋ2 = −k1x1 − k2x2 + u. (4.19)

La señal del control lineal se diseña para garantizar que el origen del sistema sea expo-
nencialmente estable y que las trayectorias son no oscilatorias, por lo que las ganancias
se eligen como k1 = 4 y k2 = 5. En la Fig. 4.18 se observa la respuesta escalón de
la planta. La respuesta de la salida del sistema dada por la variable de estado x1 es
sobreamortiguada y es llevada hacia la señal de referencia r por el controlador im-
plementado. Como se mencionó en la Caṕıtulo 2, esta técnica de control tiene como
desventaja la falta de robustez, por lo que en el lazo cerrado, el sistema es sensible a las
perturbaciones e incertidumbres del modelo. Considerando nuevamente la perturbación,
el sistema en lazo cerrado queda expresado de la siguiente manera

ẋ1 = x2, ẋ2 = −k1x1 − k2x2 + u+ d, (4.20)
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Figura 4.18: Péndulo simple (no perturbado) con controlador lineal kx

que es igual a nuestro sistema (2.11), asumiendo que la perturbación d = cTd es tal
que (2.9) se satisface.

En este experimento, el sistema con el controlador lineal kx es perturbado con una
señal sinusoidal d = sin(t). En la Fig.4.19 se observa la respuesta del péndulo que an-
teriormente fué estabilizado con el control lineal dado en (4.18), donde se hace evidente
que con esta técnica la perturbación no puede ser compensada y la salida de la planta
no converge a la referencia, sino que oscila alrededor de ella.

Figura 4.19: Péndulo perturbado con controlador lineal implementado

Para eliminar el efecto de la perturbación y mantener las propiedades de desempeño
que el control lineal aporta, se implementa un controlador por modos deslizantes u =
−Ksign(s), donde K = 1.2 y la variable de deslizamiento s es la descrita en (4.21),
enunciada en el resultado principal de esta sección. El cálculo de la estimación del

42



tiempo de convergencia arroja ts ≤ 0.79 s. Se obtienen los siguientes resultados: la
trayectoria del sistema alcanza la superficie de deslizamiento al tiempo de convergencia
estimado, en ese momento el control comienza a conmutar y el efecto de la perturba-
ción se elimina por completo, esto puede verse en la Fig. 4.20, la salida del sistema
nuevamente es llevada hacia la señal de referencia, y manteniendo el comportamien-
to sobreamortiguado. Con estos resultados se puede concluir que para un sistema con

Figura 4.20: Comportamiento de la planta (4.20) con control u = −Ksing(s)

valores propios reales negativos y diferentes, el elegir la superficie y variable de des-
lizamiento como se describe en el Teorema (4.2.1) y cuyo procedimiento sistemático
se encuentra extendido en está sección, no sólo garantiza que el origen del sistema es
exponencialmente estable, si no que las propiedades que el control lineal aporta se man-
tienen, logrando cumplir satisfactoriamente con los objetivos planteados. El controlador
por modos deslizantes brida la robustez necesaria de la que el control lineal carece y con
él, el sistema es robusto, es decir, que el sistema se vuelve insensible a perturbaciones
en algún tiempo finito.

Ahora, es fundamental mencionar que para el caso en que λ1 = λ2, el diseño de la su-
perficie y la variable de deslizamiento, es distinto y se encuentra descrito en la siguiente
subsección.

4.2.1. Modo deslizante de orden reducido para λ1 = λ2

Considere que λ1 = λ2, este caso se cumple si k1 y k2 son tales que

k2 = 2
√
k1,

además, los vectores propios del sistema quedan definidos de la siguiente manera

Xi =

(
1
λ

)
χi, χi ∈ R \ {0}, X1 ∈ Ei, i = 1 = 2.
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Entonces, los espacios propios del sistema son E1 = E2 = {x ∈ R2 : −λx1 + x2 = 0}.
Dado que la superficie de deslizamiento esta dada por el conjunto S = {x ∈ Rn :
s(x) = 0}, seleccionamos a la variable de deslizamiento s(x), como s(x) = −λx1 + x2,
y enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.2. Considere el sistema (2.11) en lazo cerrado con el controlador (2.12),
asumiendo que los valores propios de (4.1) son reales negativos e iguales. Sea S = {x ∈
Rn : s(x) = 0} con

s(x) = −λx1 + x2, (4.21)

donde λ = −k2
2
. Si (2.9) se satisface y si K > D, entonces para cualquier x(0) ∈ R2

se establece un modo deslizante sobre S en un tiempo finito ts, tal que

ts ≤ − ln

(
λ|s(x(0))|+ (−K +D)

−K +D

)
1

λ
. (4.22)

En el modo deslizante las trayectorias del sistema convergen al origen exponencialmen-
te.

La demostración de este teorema es análoga al Teorema 4.2.1 con λ = λ2 y Bn2 = 1.

4.3. Modos deslizantes de orden completo

El planteamiento de la sección anterior pertenece al caso en que el sistema nominal
tiene valores propios reales negativos, sin embargo, el control por modos deslizantes
propuesto no puede utilizarse para el caso en el que se tienen valores propios con parte
imaginaria (cuando el punto de equilibrio tiene el comportamiento de un foco estable),
ya que las trayectorias oscilan al converger al origen. Para tratar este caso, es necesario
recurrir al método de control por modos deslizantes integral.

Consideramos el sistema (2.11) y asumimos que para el sistema nominal (4.1) se tienen
valores propios complejos estables. De las ecuaciones para los valores propios dadas por
(4.4), tenemos que las condiciones sobre los parámetros k1 y k2 son las siguientes

k1,2 > 0, k2 < 2
√

k1.

Se requiere construir un control por modos deslizantes integral para el sistema (2.11),
esto con el fin de mantener una dinámica con oscilaciones en el régimen deslizante.
La forma canónica de Jordan del sistema nominal tiene una matriz de estados J =
Q−1AQ. Dado que ésta forma es compleja no tiene mucho interés para nuestro análisis,
por esto, trabajaremos con otra forma canónica real conocida como forma modal [7]. Es-
ta se obtiene a partir de definir a la matriz de cambio de baseQ comoQ = [Re(v) Im(v)]
(donde v es un valor propio de A), esto da una forma de matriz real que no es diagonal,
pero que sera muy útil más adelante. Los vectores propios del sistema ahora están
dados por la siguiente ecuación
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X =

(
1
α

)
χ± i

(
0
β

)
χ. (4.23)

donde α = −k2
2

y β =
√
−∆
2

. Con χ = 1, podemos formar la matriz Q que queda
definida como

Q =

(
1 0
α β

)
,

con

Q−1 =

(
β 0
−α 1

)
1

β
,

por lo tanto, la forma modal M = Q−1AQ es

M =

(
α β
−β α

)
, (4.24)

Ahora, con el cambio de coordenadas z = Q−1x dado por

z1 = x1, z2 =
1

β
(−αx1 + x2), (4.25)

se trasforma al sistema (2.11) a la forma

ż1 = αz1 + βz2, ż2 = −βz1 + αz2 +
1

β
(u+ d). (4.26)

En el caso nominal sin entradas, la solución de estas ecuaciones es oscilatoria y puede
ser expresada de una forma más conveniente en las coordenadas polares

r =
√
z21 + z22 , θ = tan−1

(
z2
z1

)
,

de donde se obtienen dos ecuaciones diferenciales de primer orden desacopladas

ṙ = αr, θ̇ = β. (4.27)

Aśı, la solución para una condición inicial (r0, θ0) está dada por

r(t) = r0e
αt y θ(t) = θ0 + βt.

Ahora, para el control por modos deslizantes, como se planteó en los objetivos del
trabajo, se busca que la señal u no dependa de términos de los estados del sistema
adicionales al discontinuo. Como hemos visto, el control u planteado por el método de
Utkin, mostrado en la Sección 3.1.2, involucra una realimentación lineal de estados.
Entonces, si fijamos nuevamente a u = −Ksign(s), es claro que el procedimiento an-
terior, no cumple con las caracteŕısticas deseadas a simple vista, por lo que tenemos
que diseñar de manera diferente la superficie deslizante. Por ello, es que nuevamente la
transformación del sistema juega un papel importante.
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La idea del diseño es la siguiente. Se diseña una superficie de deslizamiento definida
por

s(x, v) = s0(x)− v,

donde v está dada por v̇ = f(x, v), y f es una función a diseñar. Se eligen s0 y f tales
que en régimen deslizante (cuando s = 0 y ṡ = 0) se recupere la dinámica del sistema
nominal. Aśı, podemos enunciar el resultado principal de esta sección.

Teorema 4.3.1. Considere el sistema (2.11) asumiendo que los valores propios del
sistema nominal son complejos con parte real negativa. Considere el controlador (2.12)
con la variable de deslizamiento s dada por

s(x, v) =
1

β
(−αx1 + x2)− v, v̇ = −βx1 + αv, (4.28)

donde α = −k2
2

y β =
√
−∆
2

. Si (2.9) se satisface y K > D, entonces para cualquier
x(0) ∈ R2 se establece que s(x(t), v(t)) = 0 para todo t ≥ ts, con un tiempo finito ts tal
que

ts ≤ − ln

(
αβ|s(x(0), v(0))|+D −K

D −K

)
1

α
. (4.29)

Además, la dinámica en régimen deslizante está dada por (4.1).

Demostración. Considere la transformación de coordenadas (4.25) y defina sz(z, v) =
z2 − v. Observe que sz(z, v) = sz(Q

−1x, v) = s(x, v) y que v̇ = −βz1 + αv. De manera
que, verificar que s(x(t), v(t)) se establece en cero en tiempo finito es equivalente a
mostrar que sz(z(t), v(t)) se establece en cero en tiempo finito. Para esto, considere la
función tipo Lyapunov V : R → R dada por

V (sz) =
1

2
s2z. (4.30)

Tomando la derivada de (4.30) a lo largo de (4.26) obtenemos

V̇ = sz[ż2 − (−βz1 + αv)],

V̇ = sz[−βz1 + αz2 +
1
β
(u+ d)− (−βz1 + αv)],

V̇ = sz[α(z2 − v) + 1
β
(u+ d)],

V̇ = sz[αsz +
1
β
(−Ksignsz + d)],

V̇ ≤ αs2z +
1
β
(−K +D)|sz|. (4.31)

Como K > D, se garantiza que el conjunto descrito por sz(z, v) = 0 es atractivo. Para
demostrar la convergencia de las trayectorias del sistema hacia este conjunto en un
tiempo finito reescribimos la expresión para la derivada de la función tipo Lyapunov
4.31 como sigue

V̇ ≤ 2αV + 1
β
(−K +D)

√
2V ,
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se integra y evalúa esta expresión de 0 a ts, obteniendo la estimación del tiempo de con-
vergencia ts, dado por (4.29) (procedimiento análogo al de la prueba del Teorema 4.2.1).

Para encontrar la dinámica en régimen deslizante basta con ver que con sz = 0 ob-
tenemos que v = z2, por lo tanto v̇ = −βz1 + αz2 (igualmente, v̇ = ż2). Como ésta
dinámica depende de z1 tenemos que considerar la dinámica de z1 (dada en (4.26)), aśı
la dinámica en régimen deslizante está dada por

ż1 = αz1 + βz2, ż2 = −βz1 + αz2,

que se transforma en (4.1) a través de (4.25) y cuyas trayectorias convergen exponen-
cialmente al origen por hipótesis.

Como se mencionó, el principal objetivo del modo deslizante integral es que no exista
la fase de alcance, dicho de otra manera, que las trayectorias estén en la superficie de
deslizamiento desde la condición inicial, lo que al parecer se logra si

v(x(0)) =
1

β
(−αx1(0) + x2(0)),

sin embargo, esto no es suficiente, puesto que si consideramos sz(z, v) = 0 tenemos que

ṡz = u+ d,

lo que demuestra que existirá una fase de alcance si se desconoce la condición inicial
de la perturbación.

Ejemplo 5. En este ejemplo, realizamos algunas simulaciones del sistema (2.11), en el
entorno Simulink de Matlab, con k1 = 4, k2 = 2, K = 6 y una perturbación constante
d = 5, se calcula la estimación del tiempo de convergencia ts ≤ 2.05 s con ayuda
de (4.29). Para la simulación se usa un método de integración Euler, obteniendo los
siguientes resultados. Como se puede observar en las figuras 4.21-4.24, las respuestas
de ambos estados alcanzan a la superficie deslizante en un tiempo ts. La superficie de
deslizamiento llega a ser cero s(x, v) = 0, en un tiempo aproximado a la estimación
que se realizó previamente para los parámetros asignados a la simulación. Nuevamente,
cuando la superficie es cero, la ley de control empieza a conmutar y el modo deslizante
ocurre mitigando la perturbación. Cuando las trayectorias llegan a alcanzar la superficie
deslizante en ts, empiezan a converger al punto de equilibrio. La ganancia K, solo
es lo suficientemente grande para compensar la perturbación D cuando la trayectoria
empieza a deslizarse sobre la superficie.
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Figura 4.21: Trayectoria del sistema controlado.

Figura 4.22: Comportamiento temporal de los estados del sistema.

Realizando una segunda simulación, ahora con una perturbación sinusoidal, obtenemos
nuevos resultados. La estimación del tiempo de convergencia que se obtiene a partir de
la expresión (4.29) es ts ≤ 0.98s. Los resultados se muestran en las figuras 4.25-4.28.
Podemos ver que el control por modos deslizantes cumple con los objetivos, teniendo
resultados satisfactorios en el sistema, el tiempo de convergencia estimado, es muy
aproximado al de la simulación. La trayectoria alcanza la superficie deslizante en dicho
tiempo, para posteriormente empezar con el modo deslizante, donde la función signo
comienza a conmutar, por lo que se compensa la perturbación de manera exacta y la
trayectoria es obligada a permanecer ah́ı para todo tiempo futuro para converger al
origen del sistema.
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Figura 4.23: Ganancia K y perturbación constante d.

Figura 4.24: Variable deslizante y señal de control.

Observación 6. El sistema con controlador por modos deslizantes de orden completo
para valores propios complejos y estables, conserva la respuesta subamortiguada de
las variables de estado, es decir que las trayectorias siguen oscilando alrededor del
punto de equilibrio y convergen exponencialmente a él, además de mantener la tasa de
convergencia, caracteŕısticas de desempeño que se añaden al sistema por el controlador
lineal previamente diseñado.

Nuevamente se puede realizar la transformación para obtener la Función de Lyapunov
en coordenadas originales, dicho procedimiento puede verse en Apéndice B.

4.3.1. Modo deslizante integral para sistemas con valores pro-
pios reales

El control por modos deslizantes que ya fue diseñado para el caso de valores propios
reales, tiene la caracteŕıstica de reducir el orden en el régimen deslizante, sin embargo,
podemos diseñar un control por modos deslizantes integral, en el cual el orden del
sistema se conserve. Nuevamente utilizaremos el sistema transformado a coordenadas
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Figura 4.25: Trayectoria del sistema controlado.

Figura 4.26: Comportamiento temporal de los estados del sistema.

z, a través del cual se diseña el control con un procedimiento similar al de un sistema
con valores propios complejos.

Teorema 4.3.2. Considere el sistema (2.11) en lazo cerrado con el controlador (2.12).
Asuma que los valores propios (4.4) del sistema nominal son reales negativos. Considere
la variable de deslizamiento

s(x, v) =
1√
∆
(k1x1 − λ2x2)− v, v̇ = λ2v, v(0) ̸= 0. (4.32)

Si (2.9) se satisface y si K > D, entonces para cualquier x(0) ∈ R2 se establece un
modo deslizante sobre s(x, v) = 0 en un tiempo finito ts que satisface

ts ≤ − ln

(
αβ|s(x(0), v(0))|+D −K

D −K

)
1

α
. (4.33)

Además, la dinámica en régimen deslizante está dada por (4.1).
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Figura 4.27: Superficie deslizante y señal de control.

Figura 4.28: Ganancia K y perturbación constante D.

Demostración. Recordando la transformación ya hecha en (4.8) (de manera similar que
en el caso complejo) definimos

sz(z, v) = z2 − v, v̇ = λ2v.

Observe que sz(z, v) = sz(Q
−1x, v) = s(x, v). Es importante ver que si v(0) = 0, en-

tonces la superficie de deslizamiento es el eje z2 del sistema transformado, regresando
al caso de orden reducido. Por lo que para exista una dinámica de orden completo, v
tiene que ser iniciada en una condición diferente a 0.

Para verificar que s(x(t), v(t)) se establece en cero en tiempo finito mostraremos que
sz(z(t), v(t)) se establece en cero en tiempo finito. Para esto, considere la función tipo
Lyapunov V : R → R dada por

V (sz) =
1

2
s2z. (4.34)

Tomando la derivada de (4.34) a lo largo de (4.7) obtenemos

V̇ = sz[ż2 − λ2v], (4.35)
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sustituyendo las derivadas

V̇ = sz[λ2z2 −
λ2√
∆
(u+ d)− λ2v] = sz[λ2(z2 − v)− λ2√

∆
(u+ d)],

V̇ = sz[λ2sz −
λ2√
∆
(u+ d)] = λ2s

2
z −

λ2√
∆
(−K|sz|+ dsz),

y acotando superiormente obtenemos

V̇ ≤ λ2s
2
z −

λ2√
∆
(−K +D)|sz|.

Como K > D y λ2 < 0, se garantiza que la variable de deslizamiento sz(z(t), v(t)) → 0
conforme t → ∞. La prueba de que las trayectorias convergen a la superficie de desli-
zamiento en un tiempo finito ts y la obtención de la cota (4.33) son análogas a las del
Teorema (4.3.1).

Para obtener la dinámica en régimen deslizante basta con ver que con sz = 0 obtenemos
que v = z2, por lo tanto v̇ = ż2 = λ2z2. Ésta dinámica solo depende de z2 pero en
coordenadas originales depende tanto de x1 como de x2, por lo tanto se debe considerar
la dinámica de z1 (dada en (4.7)). Aśı, considerando el control equivalente ueq = d, la
dinámica en régimen deslizante está dada por

ż1 = λ1z1, ż2 = λ2z2,

que se transforma en (4.1) a través de (4.8) y cuyas trayectorias convergen exponen-
cialmente al origen por hipótesis.

Ejemplo 6. En este ejemplo, realizamos una simulación del sistema (2.11) con el
controlador del Teorema 4.3.2 en el entorno Simulink, con k1 = 4 y k2 = 8 (λ2 =
−7.46). La perturbación es constante d = 2 y la ganancia del término discontinuo es
K = 3. El tiempo de convergencia estimado es ts ≤ 0.51s. Se obtienen los resultados
mostrados en las figuras 4.29-4.32. El diseño de la ley de control y la implementación del
controlador para el sistema compensa las perturbaciones presentes en el sistema, lleva a
las trayectorias desde una condición inicial hasta la superficie, para después empezar a
converger al punto de equilibrio. La cota teórica para el tiempo de convergencia es muy
aproximada a los resultados de las simulaciones y cabe recalcar, que el controlador por
modos deslizantes dinámico a diferencia del de orden reducido, comienza a conmutar
antes de que z2 llegue a 0 gracias al término integral.
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Figura 4.29: Trayectoria del sistema controlado y variable deslizante s(x, v)

Figura 4.30: Comportamiento temporal de los estados del sistema.
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Figura 4.31: Ganancia K y perturbación constante d.

Figura 4.32: Variable deslizante y señal de control.

Observación 7. El sistema con controlador por modos deslizantes integral o de orden
completo, ahora para valores propios reales negativos, conserva la respuesta sobreamor-
tiguada, es decir, se mantiene el comportamiento no oscilatorio de las trayectorias.
Además, se mantiene la tasa de convergencia y la estabilidad exponencial del origen
(sobre la superficie de deslizamiento), caracteŕısticas de desempeño que se añaden al
sistema por el controlador lineal diseñado previamente.

El modo deslizante integral, para ambos casos expuestos, utiliza los espacios propios
como base para las superficies deslizantes (la parte real), logrando cumplir con las pro-
piedades deseadas: el control lineal no se modifica, y al igual que en el caso de orden
reducido, trabaja junto con el controlador por modos deslizantes para conseguir las
propiedades de desempeño y robustez deseadas ante las perturbaciones acotadas. En
todos los casos, la superficie deslizante es atractiva, las trayectorias alcanzan la superfi-
cie y se garantiza que se establece un modo deslizante para todo t ≥ ts, para que sobre
él las trayectorias converjan al punto de equilibrio conforme t → ∞.
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A manera de conclusión de la investigación desarrollada en el caṕıtulo, se resalta el uso
de una ley de control que consiste en una función de conmutación con ganancia y el uso
superficies de deslizamiento adecuadas para diseñar un controlador por modos deslizan-
tes tanto de dinámica reducida como de orden completo para los casos propuestos. El
plantearlo aśı permite no tener términos adicionales en el control y nos permite saber
que tan grande debe de ser la constante K, además el que solo sea lo suficientemente
grande para compensar a la perturbación ayuda para reducir el chattering en el siste-
ma. El uso de una Función de tipo Lyapunov cuadrática es suficiente para garantizar
que las trayectorias convergen a la superficie deslizante ante perturbaciones acotadas.
Sin embargo si se diseña una función de Lyapunov para todo el sistema, se puede lle-
gar a obtener propiedades adicionales de robustez ante alguna clase de perturbación
desacotada, aún considerando que la ley de control siga sin tener términos adicionales,
dicho planteamiento se analiza en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Robustez ante perturbaciones no
acotadas

Una de las propiedades más importantes de los sistemas de control es la estabilidad.
Una de las aproximaciones más utilizadas para estudiar la estabilidad de los sistemas
de control no lineales es la teoŕıa introducida por Alexander Lyapunov. Las funciones
de Lyapunov son una herramienta muy útil para demostrar la estabilidad del origen del
sistema, lamentablemente, no es fácil construir dichas funciones, y el hecho de no poder
obtener una función de Lyapunov no implica la inestabilidad. En la literatura, existen
tres importantes métodos para la obtención de funciones de Lyapunov: el método del
Gradiente Variable, el método de Zubov y el método de Krasovskii, sin embargo, en
muchos casos de sistemas no lineales no es posible aplicarlos. Para los sistemas lineales
existen diversos resultados que pueden indicar de manera sencilla la estabilidad, sin
embargo la mayoŕıa no se pueden usar para sistemas no lineales.

Por otro lado, el análisis de los sistemas con modos deslizantes (como vimos en caṕıtu-
los anteriores) no requiere de funciones de Lyapunov para demostrar la estabilidad del
origen del sistema en lazo cerrado. Sin embargo, para otro tipo de desarrollos (como
análisis adicionales de robustéz), las funciones de Lyapunov son de mucha utilidad.
Como ya hemos visto, el controlador por modos deslizantes utiliza discontinuidades, lo
que plantea algunas dificultades teóricas y prácticas, como la existencia y unicidad de
las soluciones o la inaplicabilidad de la teoŕıa estándar de Lyapunov. En este contexto,
la teoŕıa sobre inclusiones diferenciales descrita en el Caṕıtulo 3 y en el Apéndice A es
sumamente importante.

En el presente caṕıtulo presentamos la construcción de una función de Lyapunov para
el análisis de robustez (ante una clase de perturbaciones no acotadas) de un sistema
con control por modos deslizantes.
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5.1. Planteamiento del problema

Considere el sistema (2.11), esto es

ẋ1 = x2, ẋ2 = −k1x1 − k2x2 + u+ d, (5.1)

con las siguientes suposiciones:

A. los valores propios de la versión nominal de (5.1) (esto es el sistema (4.1)) son
reales negativos;

B. el control u es como en (2.12) con la variable de deslizamiento s dada por (4.21);

C. la perturbación d es tal que (2.10) se satisface, esto es

|d(t, x)| ≤ D +D1|x|, ∀ t ∈ R,∀x ∈ R2.

El problema es determinar, si dada la cota D, existe una ganancia K y una cota D1

tales que las trayectorias de (5.1) convergen al origen, esto además de verificar si se
establece un modo deslizante en S = {x ∈ R2 : s(x) = 0} a pesar de la perturbación
no acotada d.

Como ya mencionamos, la idea es realizar un análisis con ayuda de una función de
Lyapunov. Para esto, iniciamos utilizando la transformación de coordenadas z = Q−1x,
dada en (4.8), que nos entrega el sistema transformado

ż1 = z1λ1 −Ksign(z2) + d, ż2 = z2λ2 −Ksign(z2) + d. (5.2)

Éste sistema será el utilizado para el estudio en éste caṕıtulo, considerando la pertur-
bación descrita en 2.10. Para este sistema, elegimos una función candidata V0 : R2 → R
cuadrática para verificar la estabilidad en el sentido de Lyapunov, esto es

V0(z) =
1

2
(z21 + z22). (5.3)

La derivada de (5.3) a lo largo de las trayectorias del sistema (5.2) es

V̇0(z) = z21λ1 −Ksign(z2)z1 + dz1 + z22λ2 −K|z2|+ dz2,

V̇0(z) ≤ z21λ1 + z22λ2 −K|z2| −Ksign(z2)z1 + (|z1|+ |z2|)(D + D̄1|z|),
(5.4)

donde D̄1 = D1∥Q∥, y ∥Q∥ denota la norma inducida Euclidiana de la matriz Q. Con
lo cual no podemos asegurar que (5.4) sea negativa fuera del origen, ya que existen
términos dentro de ella que no tienen un signo definido (Ksign(z2)z1) o que no pueden
ser dominados por algún otro término (D|z1|), por lo cual no se obtienen las condicio-
nes suficientes para asegurar la estabilidad del origen de sistema.

Por lo que una opción para construir una función de Lyapunov para el sistema en lazo
cerrado (5.2) (que verifique estabilidad del origen y valide la clase de perturbaciones que
pueden ser soportadas, esto es, las propiedades adicionales de robustez del controlador
por modos deslizantes que se construyó en 4) es modificar V0 para compensar con algún
término adicional los términos ya mencionados.
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5.2. Construcción de la función de Lyapunov

Para obtener una versión modificada de V0 que cumpla con la tarea de verificar la
estabilidad, se añade un término Va a V0, obteniendo la función candidata de Lyapunov
Vz : R2 → R dada por

Vz(z) = βV0(z) + Va(z), (5.5)

donde β es una constante positiva con condiciones que se discutirán en el análisis. La
derivada de (5.5) a lo largo de las trayectorias del sistema (5.2) es

V̇z = β(z21λ1 −Ksign(z2)z1 + dz1 + z22λ2 −K|z2|+ dz2) + V̇a (5.6)

Ahora para la construcción de Va, sabemos que se puede obtener una función de Lyapu-
nov integrando una función definida positiva a lo largo de las trayectorias, metodoloǵıa
presentada en [30]. Siguiendo esta idea y debido a que requerimos que la derivada de
la función Va proporcione términos que nos ayuden a dominar a los términos de signo
indefinido en (5.6), podemos expresarla como

V̇a = −W (z),

donde W (z) tiene que ser una función no negativa. Aśı, integrando de 0 a ∞ obtenemos

ĺım
t→∞

Va(z(t))− Va(z(0)) = −
∫ ∞

0

W (z(τ))dτ. (5.7)

Como queremos, z tiene que converger a cero cuando el tiempo tiende hacia infinito,
entonces Va(z(t)) → 0 cuando t → ∞, por lo que podemos reescribir a (5.7) de la
siguiente manera

Va(z(0)) =

∫ ∞

0

W (z(τ))dτ.

Si ϕ = ϕ(t; z) denota la solución del sistema (5.2) para una condición inicial z, entonces
Va se puede escribirse como

Va(z) =

∫ ∞

0

W (ϕ(τ ; z))dτ. (5.8)

La prueba de Masera del teorema converso de Lyapunov construye la funciónW tal que
la integral converja y se obtenga la función de Lyapunov. En general, el problema es
que no conocemos a W ni a ϕ. Sin embargo, W puede ser propuesta ya que se sabe que
debe ser definida positiva (no negativa en nuestro caso). Por otro lado, la ventaja del
sistema transformado (5.2) es que se encuentra desacoplado, por lo que para d ≡ 0 co-
nocemos las soluciones explicitas y entonces podemos proponer una funciónW (ϕ(τ ; z)).

Las soluciones del sistema desacoplado, pueden ser calculadas en diferentes regiones
que dependen de la variable de deslizamiento, esto es para valores de la variable de
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deslizamiento z2 mayores, menores e iguales a cero, dado que el controlador (2.12) es
constante en cada caso. Aśı, para d ≡ 0, tenemos que

ϕi(τ ; z) =

 zie
λiτ − Keλiτ

λi
+ K

λi
=
(
zi − K

λi

)
eλiτ + K

λi
, si z2 > 0;

zie
λiτ + Keλiτ

λi
− K

λi
=
(
zi +

K
λi

)
eλiτ − K

λi
, si z2 < 0,

(5.9)

donde i = 1, 2. Dado que, en ausencia de perturbación, la variable de deslizamiento z2
se hace cero en un tiempo finito, entonces ϕ2(τ1; z) = 0 para algún tiempo finito τ1.
Aśı, de (5.9),

ϕ2(τ1; z) = 0 ⇔ eλ2τ1

(
z2λ2 −K

λ2

)
= −K

λ2

,

si z2 > 0, y de manera similar

ϕ2(τ1; z) = 0 ⇔ eλ2τ1

(
z2λ2 +K

λ2

)
=

K

λ2

.

si z2 < 0, por lo que despejando a τ1 encontramos el tiempo finito en el que z2 llega a
cero, es decir

τ1 =

{
− ln

(−z2λ2+K
K

)
1
λ2
, si z2 > 0,

− ln
(
z2λ2+K

K

)
1
λ2
, si z2 < 0,

por lo que τ1 para todo el dominio es

τ1 = − 1

λ2

ln

(
−|z2|λ2 +K

K

)
. (5.10)

De (5.4) podemos ver que requerimos un término negativo en z1 para compensar los
términos −Ksign(z2)z1 + D|z1| = (−Ksign(z1z2) + D)|z1|, por lo que proponemos a
V̇a = −γ|z1| con γ ∈ R>0. Con esto, tenemos (de (5.8)) que

Va(z) = γ

∫ t

0

|ϕ1(τ ; z)| dτ, (5.11)

donde ϕ1 es la solución de la ecuación del sistema nominal, y la integral es evaluada
hasta el tiempo de convergencia t = τ1 dado en (5.10). Esta integral tiene que ser
calculada en todo R2 que dividiremos en los siguientes conjuntos

Z0 = {z ∈ R2 : ζ(z)z1 < 0}
Z+ = {z ∈ R2 : ζ(z) ≥ 0, z1 ≥ 0}
Z− = {z ∈ R2 : ζ(z) ≤ 0, z1 ≤ 0}

(5.12)

donde ζ(z) = z1 +
K[z2]0

λ1

(
1
v
− 1
)
. La razón de las regiones Z+ y Z− es el cambio de

signo de z1 y la de la región Z0 es explicada en el Apéndice C, esto se puede observar
mejor en la Fig. 5.1.
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Figura 5.1: Regiones en R2.

Aśı, (usando la notación sign(z) = [z]0) tenemos que para z ∈ Z+,

Va(z) = γ

∫ τ1

0

∣∣∣∣(z1 − K[z2]
0

λ1

)
eλ1τ +

K[z2]
0

λ1

∣∣∣∣ dτ
= γ

[
1

λ1

(
z1 −

K[z2]
0

λ1

)
(eλ1τ1 − 1) +

K[z2]
0

λ1

τ1

]
.

De manera similar se puede realizar la integral para z ∈ Z−, por lo que la función
complementaria Va que se obtiene al sustituir τ1 es

Va(z) =


γ
λ1

[(
z1 − K[z2]0

λ1

)[(
K

−|z2|λ2+K

)λ1
λ2 − 1

]
− K[z2]0

λ2
ln
(

−|z2|λ2+K
K

)]
, z ∈ Z+,

−γ
λ1

[(
z1 − K[z2]0

λ1

)[(
K

−|z2|λ2+K

)λ1
λ2 − 1

]
− K[z2]0

λ2
ln
(

−|z2|λ2+K
K

)]
, z ∈ Z−.

El cálculo de la función en el conjunto Z0 es análogo. Si definimos

v =

(
K

K − λ2|z2|

)λ1
λ2

, v1 =
K

K − λ1[z2]0z1
,

entonces podemos reescribir a Va como sigue

Va(z) =


γK[z2]0

λ2
1

[
1−v
v1

+ ln(v)
]
, si z ∈ Z+,

−γK[z2]0

λ2
1

[
1−v
v1

+ ln(v)
]
, si z ∈ Z−,

γK
λ2
1

[
v−2v1+1

v1
+ ln

(
v21
v

)]
, si z ∈ Z0,

(5.13)

Es importante notar que v1 =
K

K−λ1|z1| para toda z ∈ Z0. Observe que, de acuerdo con

[30], por construcción Va es una función no negativa, además de continua. Una gráfica
de ejemplo se puede ver en la Figura 5.2.
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Figura 5.2: Función Va.

5.3. Análisis de robustez

Una vez calculado el término Va para la nueva función candidata de Lyapunov Vz dada
en (5.5), se puede proceder a tomar su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema
perturbado y verificar si ésta es negativa fuera del origen a pesar de las perturbaciones.
Aśı, el resultado que se verifica en esta sección es el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1. Considere el sistema (5.2) en lazo cerrado con el controlador (2.12).
Suponga que los valores propios de (5.1) son reales, negativos y distintos, y que la
variable de deslizamiento es

s =
k1√

k2
2 − 4k1

x1 +
k2 +

√
k2
2 − 4k1

2
√
k2
2 − 4k1

x2. (5.14)

Si

K > D
(
2 + λ2

λ1
+
√

(1 + λ2

λ1
)2 + 4λ2

λ1

)
,

entonces existe D1 suficientemente pequeña tal que el origen del sistema es asintótica-
mente estable. Además, si

γ ∈
[
Kβ(K +D)

K − 3D
,
Kβ(K −D)λ1

2λ2D

]
,

entonces para toda β ∈ R>0 (5.5) es una función de Lyapunov que verifica estabilidad
asintótica del origen de (5.2).

Demostración. El teorema se demuestra utilizando el sistema transformado a las coor-
denadas z. Para encontrar las condiciones de robustez, que brinda la función candidata
de Lyapunov, primero tomamos la derivada1 de Va a lo largo de las trayectorias de

1Vea la Observación 8 respecto a la diferenciabilidad de Va en la Página 59.
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(5.2) (se presenta el caso para z ∈ Z+, el resto de los casos es análogo), aśı,

V̇a = γ

[
(v − 1)ż1 +

(
z1 −

K[z2]
0

λ1

)
λ1

λ2

(
K

K − |z2|λ2

)λ1
λ2

−1
Kλ2

(K − |z2|λ2)2
ż2

−K[z2]
0

λ2

(
−λ2

K − |z2|λ2

)
ż2

]
= γ

[
−z1 −

d

λ1

(v − 1) +

(
z1 −

K[z2]
0

λ1

)
d

K − |z2|λ2

v +
K[z2]

0

λ1

d

K − |z2|λ2

]
= γ

[
−z1 +

d

λ1(K − |z2|λ2)
|z2|λ2(1− v)[z1]

0 +
d

K − |z2|λ2

vz1[z2]
0

]
.

De manera análoga se realiza el procedimiento para z ∈ Z− y z ∈ Z0, con lo que
obtenemos

V̇a =


γ
[
−z1 +

d
λ1(K−|z2|λ2)

[|z2|λ2(1− v)[z1]
0 + λ1[z2]

0z1v]
]
, z ∈ Z+,

γ
[
z1 − d

λ1(K−|z2|λ2)
[|z2|λ2(1− v)[z1]

0 + λ1[z2]
0z1v]

]
, z ∈ Z−,

γ
[
−|z1| − d(K−λ1|z1|)

λ1(K−|z2|λ2)
(v1 − v) + d

λ1
(2v1 − v − 1)

]
, z ∈ Z0.

Note que para z ∈ Z− ∪ Z+ podemos reescribir

V̇a = −γ|z1|+
γ(|z2|λ2(1− v) + λ1[z2]

0z1v)

λ1(K − |z2|λ2)
[z1]

0d,

por lo que, para z ∈ Z−∪Z+, la derivada de la función candidata de Lyapunov Vz está
dada por

V̇z(z) = β(z21λ1 −K[z2]
0z1 + dz1 + z22λ2 −K|z2|+ dz2)− γ|z1|

+
γ(|z2|λ2(1− v) + λ1[z2]

0z1v)

λ1(K − |z2|λ2)
[z1]

0d.

Si se considera la perturbacion descrita en (2.10) obtenemos

V̇z(z) = β(z21λ1 −K[z2]
0z1 + d(t, Qz)z1 + z22λ2 −K|z2|+ d(t, Qz)z2)− γ|z1|

+
γ(|z2|λ2(1− v) + λ1[z2]

0z1v)

λ1(K − |z2|λ2)
[z1]

0d(t, Qz),

≤ β(z21λ1 +K|z1|+ (D + D̄1|z|)|z1|+ z22λ2 −K|z2|+ (D + D̄1|z|)|z2|)+

−γ|z1|+
γ(|z2|λ2(1− v) + λ1|z1|v)

λ1(K − |z2|λ2)
(D + D̄1|z|),

≤ β(λ1z
2
1 + λ2z

2
2) +

[
β(|z1|+ |z2|) +

γλ2(1− v)|z2|
λ1(K − |z2|λ2)

+
γv|z1|

K − |z2|λ2

]
D̄1|z|+

+ρ̄1|z2|+ ρ̄2|z1|,

donde

ρ̄1 =

[
−βK + βD +

λ2(1− v)γ

λ1(K − |z2|λ2)
D

]
ρ̄2 =

[
βK + βD − γ +

vγ

K − |z2|λ2

D

]
.
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Utilizando el Lema 1 tenemos que

V̇z(z) ≤ β(λ1z
2
1 + λ2z

2
2) +

[
β(|z1|+ |z2|) +

γλ2

λ1K
|z2|+

γ

K
|z1|
]
D̄1|z|+ ρ1|z2|+ ρ2|z1|,

donde

ρ1 = −βK + βD +
λ2γ

λ1K
D

ρ2 = −γ + βK + βD +
γ

K
D.

Ahora, para z ∈ Z0 obtenemos de manera análoga que

V̇z(z) ≤ β(λ1z
2
1 + λ2z

2
2) + η̄1|z1|+ η̄2|z2|+

+

[
β(|z1|+ |z2|) +

γ

λ1

(
2v1 − v − 1 +

v − v1
v1

K

K − |z2|λ2

)]
D̄1|z|,

donde
η̄1 = −γ + βK +

(
β + γ

λ1

(
2v1 − v − 1 + v−v1

v1
K

K−|z2|λ2

))
D,

η̄2 = −βK +
(
β + γ

λ1

(
2v1 − v − 1 + v−v1

v1
K

K−|z2|λ2

))
D.

Nuevamente utilizando el Lema 1 tenemos que

V̇z(z) ≤ β(λ1z
2
1+λ2z

2
2)+

[
β(|z1|+ |z2|) +

γ

λ1K
(3λ1|z1|+ 2λ2|z2|)

]
D̄1|z|+η1|z1|+η2|z2|,

donde

η1 = −γ + βK +
(
β +

γ

K
3
)
D

η2 = −βK +

(
β +

γ

λ1K
2λ2

)
D.

Nos interesa verificar que ρ1, ρ2, η1 y η2 son negativas. Note que es suficiente verificar
que η1 y η2 son negativas, esto es equivalente a

γ >
Kβ(K +D)

K − 3D
,

Kβ(K −D)λ1

2λ2D
> γ,

de donde podemos resolver para K obteniendo que

K > D
(
2 + λ2

λ1
+
√

(1 + λ2

λ1
)2 + 4λ2

λ1

)
.

Aśı, si K satisface esta desigualdad y γ es tal que

γ ∈
[
Kβ(K +D)

K − 3D
,
Kβ(K −D)λ1

2λ2D

]
,

se garantiza que ρ1, ρ2, η1 y η2 son negativas.
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Ahora analizaremos la expresión β(|z1|+ |z2|) + γ
λ1K

(3λ1|z1|+ 2λ2|z2|). Observe que

β(|z1|+ |z2|) +
γ

λ1K
(3λ1|z1|+ 2λ2|z2|) ≤

√
2β|z|+ 3

√
2
λ2γ

λ1K
|z|,

por lo tanto

V̇z(z) ≤ β(λ1z
2
1 + λ2z

2
2) +

[√
2β|z|+ 3

√
2
λ2γ

λ1K
|z|
]
D̄1|z|+ η1|z1|+ η2|z2|,

V̇z(z) ≤ βλ1|z|2 +
√
2

[
β + 3

λ2γ

λ1K

]
D̄1|z|2 + η1|z1|+ η2|z2|,

V̇z(z) ≤
(
βλ1 +

√
2

[
β + 3

λ2γ

λ1K

]
D̄1

)
|z|2 + η1|z1|+ η2|z2.

Dado que λ1 < 0 y ηi < 0 con i = 1, 2, es claro que existe D̄1 suficientemente pequeña
tal que V̇z(z) es negativa definida. Una estimación para esta perturbación es la siguiente
(sin embargo, no sabemos que tan conservadora puede ser):

D̄1 <
λ2
1βK√

2(βK|λ1|+ 3γ|λ2|)
.

Un ejemplo de la Función de Lyapunov construida se puede observar en la Fig. 5.3.

Figura 5.3: Gráfica de la Función de Lyapunov Vz .

Observación 8. Si ż ∈ F (t, z) denota la inclusión diferencial asociada a (5.2) (que
denotamos con ż = f(t, z)), entonces para usar el Teorema 3.2.3 en la demostración
del Teorema 5.3.1 se tiene que calcular DF (t,z)Vz(z). Sin embargo, note que la función
V0 es diferenciable en todo el dominio y que Va es diferenciable excepto en el conjunto
{z ∈ R2 : z2 = 0} (que coincide con el conjunto de discontinuidad del control u). Aśı,

de acuerdo con la Observación 3, DF (t,z)Vz(z) = {∂Vz(z)
∂z

f(t, z)} para toda z tal que
z2 ̸= 0, esto implica que DF (t,z)Vz(z) y la derivada contingente de Vz(z(t)) coinciden
en este dominio. De este razonamiento, de acuerdo con [26], tenemos que para el caso
z2 = 0,

sup{DF (t,z)Vz(z)} = máx

{
sup
d

ĺım
t↓T

V̇z(z(t)), sup
d

ĺım
t↑T

V̇z(z(t))

}
,
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donde T es tal que z2(T ) = 0. Note que las trayectorias del sistema solo pueden con-
verger al conjunto dado por z2 = 0 a través del conjunto Z− ∪ Z+. Aśı, tenemos que

ĺım
t→T

V̇z(z(t)) = β(z̄21λ1 −K[z2]
0z̄1 + d̄z̄1)− γ|z̄1|+

γ(λ1[z2]
0z̄1)

λ1K
[z̄1]

0d̄,

= β(z̄21λ1 −K[z2]
0z̄1 + d̄z̄1)− γ|z̄1|+ γ

K
[z2]

0|z̄1|d̄,

donde z̄1 = ĺımt→T z1(t) y d̄ = ĺımt→T d(t, z(t)). Además,

ĺım
t→T

V̇z(z(t)) ≤ β(z̄21λ1 +K|z̄1|+ |d̄||z̄1|)− γ|z̄1|+ γ
K
|z̄1||d̄|,

≤ (βλ1 + βD̄1 +
γ
K
D̄1)z̄

2
1 + (βK + βD̄1 − γ

K
(K −D))|z̄1|,

≤ (βλ1 + βD + γ
K
D̄1)z̄

2
1 + ρ2|z̄1|.

Por lo tanto, para z2 = 0, sup{DF (t,z)Vz(z)} está acotado por la expresión (βλ1+βD+
γ
K
D̄1)z

2
1 + ρ2|z1| que (de acuerdo con las suposiciones del teorema) es negativa para

toda z1 ̸= 0.

Dadas todas las condiciones encontradas, se verifica la estabilidad asintótica del origen
de nuestro sistema, donde las trayectorias convergen al punto de equilibrio. Adicional-
mente se puede comprobar que las trayectorias del sistema entran en régimen deslizante.

Teorema 5.3.2. Considere el sistema (5.2) con las suposiciones del Teorema 5.3.1.
Existe un tiempo finito T ∈ R>0 tal que se establece un régimen deslizante sobre la
superficie dada por s = 0.

Demostración. Para demostrar el teorema se propone utilizar la función candidata tipo
Lyapunov cuadrática dependiente de s (donde s = z2, recordando que es el subespacio
propio rápido del sistema en cuestión). Sea V : R → R una función cuadrática dada
por

V (s) =
1

2
s2. (5.15)

Derivando a lo largo de las trayectorias del sistema

V̇ = z2ż2,

= z2(λ2z2 −K[z2]
0 + d),

= λ2z
2
2 −K|z2|+ dz2,

≤ λ2z
2
2 − (K − |d|)|z2|.

Como sabemos λ2 es uno de los valores propios que pertenece a los reales negativos,
además, gracias a la función de Lyapunov 5.5, sabemos |z(t)| → 0 conforme t → ∞.
Aśı, existe T suficientemente grande tal que las perturbaciones d quedan acotadas por
K. De modo que existe c ∈ R>0 tal que para todo t ≥ T se tiene que

V̇z ≤ (−K + |d|)|z2|,
≤ −c|z2|,
≤ −cV

1
2 .
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De donde se deduce (como en los caṕıtulos anteriores) la existencia del régimen desli-
zante.

Ejemplo 7. Construyendo el sistema (5.1) en el entorno Simulink con los parámetros
k1 = 2, k2 = 3, obtenemos los valores propios λ1 = −1 y λ2 = −2 y una pertubación
dependientes de los estados D1 = x1 + 2x2 se realizan dos simulaciones (con Euler
expĺıcito como método de integración, y un paso de 0.01s),

la primera para una perturbación constante D = 5, con la estimación del tiempo
de convergencia ts ≤ 0.55s (estimación calculada con (3.12));

la segunda para una perturbación sinusoidal, con una frecuencia de 5rad/s y una
amplitud de 3, se calcula la estimación del tiempo ts ≤ 0.5s,

se elige K = 17.84 consderando la condción dada en 5.3.1.
Para el caso con la perturbación constante, en la Fig. 5.4 está la gráfica x1 contra x2

o plano fase, se parte de las condiciones iniciales establecidas (5, 5) y donde la curva
converge al punto de equilibrio del sistema. En el tiempo calculado ts, las trayectorias
alcanzan a llegar a la superficie y converger al punto de equilibrio. En la Fig. 5.5 están
representada la respuesta de las variables de estado x1, x2, en un tiempo de convergencia
de aproximadamente 0.55s, se alcanza la superficie de deslizamiento y posteriormente
las trayectorias comienzan a converger hacia el punto de equilibrio. En la Fig. 5.6
se muestra la señal de control y la superficie de deslizamiento, donde una vez mas
podemos observar que cuando t = ts ≈ 0.55 s, entonces s(t) = 0 y cuando se alcanza
esta condición, la señal de control comienza a conmutar. Por último se observa la
perturbación y la ganancia K en la Fig. 5.7, que satisfacen el Teorema 5.3.1 .

Figura 5.4: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.
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Figura 5.5: Comportamiento de señales en el sistema con SMC.

Figura 5.6: Superficie deslizante y señal de control
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Figura 5.7: Ganancia K y perturbación presente en el sistema

Para la segunda simulación, las señales muestran el siguiente comportamiento. De
manera similar a los resultados mostrados anteriormente, en la Fig. 5.8 se muestra el
plano fase, donde se observa que las trayectorias alcanzan la superfice, se deslizan sobre
ella y posteriormente convergen al punto de equilibrio. En la Fig. 5.9 se observa que
las señales x1, x2 convergen con un poco mas de rapidez, cuando se cumple el tiempo
de convergencia ts ≤ 0.5s, se alcanza la superficie y comienzan a converger hacia el
punto de equilibrio. En la Fig. 5.10 se muestra la señal de control y la superficie de
deslizamiento, cuando t ≥ 0.5s, entonces s(t) = 0 y cuando se alcanza esta condición
la señal de control comienza a conmutar, razón por la cual el efecto de la pertubación
sinusoidal no es notorio en las trayectorias del sistema (como en el caso de ejemplos
anteriores para este tipo de perturbación), ya que el controlador compensa de manera
exacta, instantes antes que D comienze a oscilar, por lo que se elimna todo el efecto
que esta cause. Por último en la Fig. 5.9 se observan la perturbación y la ganancia K,
elegidas nuevamente con las condición dadas en 5.3.1.

Figura 5.8: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.
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Figura 5.9: Comportamiento de señales en el sistema con SMC

Figura 5.10: Superficie deslizante y señal de control
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Figura 5.11: Ganancia K y perturbación presente en el sistema

A diferencia de los controladores y los casos presentados para sistemas con compor-
tamiento de nodo estable en su origen, en el Caṕıtulo 4, la función de Lyapunov Vz

verifica estabilidad asintótica del punto de equilibrio ante perturbaciones que dependen
linealmente de ambos estados, además podemos verificar que las trayectorias entran
en modo deslizante, para que después converjan al origen. Dado que para este caso, el
controlador por modos deslizantes es de orden reducido, es suficiente diseñar el término
Va solo con una de las soluciones del sistema (como se muestra en la demostración) y
se siga cumpliendo con la función de compensar las perturbaciones exactamente una
vez que las trayectorias alcancen a s = 0 y el sistema entre en régimen deslizante.

Recordemos que el sistema transformado es una manera más sencilla de realizar el
análisis e implementar el controlador, sin embargo, nuestro sistema original no sufre
modificaciones, por lo que las propiedades del controlador lineal que éste posee tam-
bién se mantienen y trabaja junto con el controlador por modos deslizantes diseñado
encontrando propiedades adicionales de robustez y el cual también conserva las pro-
piedades y ventajas encontradas del control lineal, esto esta impĺıcito debido al diseño
del controlador por modos deslizantes de orden reducido que puede verse en la Sección
4.2).
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

El controlador por modos deslizantes resulta ser una herramienta muy útil cuando se
requiere añadir robustez a algún tipo de sistema ante cierta clase de perturbaciones e
incertidumbre, pero como ya se mencionó a lo largo del trabajo, también tiene ciertas
desventajas. El poder implementar un controlador lineal a un sistema dinámico añade
caracteŕısticas muy ventajosas, ya que podemos diseñar los parámetros lineales tal que
el origen sea estable y las trayectorias tengan un comportamiento deseado. Sin embar-
go, el control lineal no garantiza insensibilidad ante perturbaciones, por lo que en este
trabajo, consideramos un sistema con un controlador lineal para seguir explotando o
aprovechando algunas de las ventajas que nos da, pero volviéndolo insensible ante per-
turbaciones acotadas e incertidumbre del modelo en algún tiempo finito con la ayuda
de un controlador por modos deslizantes.

Como ya se mencionó, uno de los mayores retos es diseñar la ley de control discontinua
y la variable de deslizamiento cuando el sistema ya tiene algún controlador con un
tipo de comportamiento deseado, pues éste puede ser modificado o eliminado con el
control por modos deslizantes. En este trabajo, nos dimos a la tarea de diseñar una ley
de control y una superficie de deslizamiento que mantuviera ciertas caracteŕısticas del
controlador lineal. Se utilizan los espacios propios del sistema lineal (de cada caso en el
que el origen es exponencialmente estable) para ayudarnos a diseñar la superficie. Si el
punto de equilibrio del sistema es un nodo estable, la superficie de deslizamiento para
un controlador por modos deslizantes de orden reducido se elige como el subespacio
propio dominante del caso nominal, por lo cual, la variable de deslizamiento dependerá
del valor propio rápido del sistema, debido a que su dinámica se reduce rápidamente;
mientras que, para un modo deslizante de orden completo, además de la variable de
deslizamiento, la nueva función v se diseñan con éste mismo valor propio. En éste últi-
mo caso, como se explicó, el no conocer la condición inicial de la perturbación provoca
que el controlador por modos deslizantes integral tenga una fase de alcance. Por otro
lado, si el punto de equilibrio del sistema, tiene el comportamiento de un foco estable,
es necesario diseñar un controlador por modos deslizante de orden completo, para man-
tener las oscilaciones de las trayectorias, aqúı la variable de deslizamiento y la función
v, se diseñan considerando la parte real del subespacio propio correspondiente al valor
propio rápido.
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Adicionalmente, restringimos la ley de control por modos deslizantes a una función
de conmutación con ganancia K, y utilizando una función de tipo Lyapunov cuadráti-
ca V = 1

2
s2, encontramos condiciones suficientes con las que podemos asegurar que

las trayectorias alcanzan a la superficie de deslizamiento en tiempo finito eliminando
por completo el efecto de las perturbaciones acotadas. Con esto, no solo se mantu-
vieron caracteŕısticas proporcionadas por el controlador lineal (como la convergencia
exponencial al origen y el tipo de respuesta de las variables de estado), sino que se
añadió robustez permitiendo elegir K tal que solo sea lo suficientemente grande para
compensar a la perturbación en cada uno de los casos estudiados. Ésto último, ayuda
a que se disminuya la amplitud del chattering en la implementación, que es uno de los
mayores problemas en esta clase de controladores (recordemos que el chatterring está
en función de la magnitud de la acción discontinua). Finalmente, el que las superficies
de deslizamiento se elijan como espacios propios, da como resultado inmediato que
una vez que las trayectorias alcanzan la superficie en tiempo finito y se establezca el
régimen deslizante, éstas convergerán al origen exponencialmente.

En la segunda parte del trabajo, se diseñó una Función de Lyapunov que verificó
la estabilidad asintótica del origen del sistema ante perturbaciones dependientes de los
estados, las cuales no pod́ıan ser estudiadas con la técnica de análisis del control por
modos deslizantes de los caṕıtulos previos. Uno de los mayores retos, es que la señal de
control del modo deslizante no es continua, teniendo una ecuación diferencial con lado
derecho discontinuo, por lo que no se pod́ıa utilizar la teoŕıa estándar de ecuaciones
diferenciales y el uso de la teoŕıa de inclusiones diferenciales fue necesaria. Con esa
teoŕıa, fue posible el análisis utilizando una función de Lyapunov que se diseñó como
la suma de dos funciones, una de ellas es diferenciable en todo el dominio y la segunda
diferenciable excepto en el conjunto de discontinuidad del controlador. Con la función
de Lyapunov se verifica la estabilidad asintótica del origen, y adicionalmente se ase-
guró que se establece un régimen deslizante sobre la superficie elegida (al igual que en
los casos anteriores). En este caso (con valores propios reales negativos y distintos), la
señal de control sigue siendo solo una función de conmutación y la superficie de desli-
zamiento el espacio propio dominante, respetando aśı el principal objetivo del trabajo
de mantener las caracteŕısticas del controlador lineal. El análisis de Lyapunov permi-
tió encontrar una condición para K, cotas para D y D1 y un intervalo para γ tal que
el sistema controlado por modos deslizantes presenta robustez y la estabilidad deseada.

Se cumplió con diseñar un controlador por modos deslizantes para sistemas de segundo
orden con un controlador lineal diseñado previamente, aprovechando las caracteŕısticas
proporcionadas por el controlador lineal. Con este diseño se obtuvo un mejor desem-
peño del sistema ante ciertas perturbaciones que el control lineal no puede compensar.
Se hizo la contribución de realizar un proceso sistemático para la elección de la superfi-
cie y la variable de deslizamiento y encontrar cotas para los dos tipos de perturbaciones
consideradas a lo largo del trabajo. Otra contribución relevante fue el diseño de una
función de Lyapunov para el análisis del sistema con modos deslizantes.
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Apéndice A

Teoŕıa de ecuaciones diferenciales
con lado derecho discontinuo

En la la teoŕıa clásica de las ecuaciones diferenciales ordinarias se introduce el concepto
de una solución de la ecuación

ẋ = f(t, x), f : R1+n → Rn, (A.1)

como una función x : R → Rn, la cual es diferenciable y satisface (A.1) para todo t en
algún segmento o intervalo I ⊆ R [13]. Como se ha mencionado, la teoŕıa de control
moderna trata con frecuencia con sistemas dinámicos que son modelados por ecuaciones
diferenciales ordinarias con lados derechos discontinuos, por lo que la definición clásica
no es aplicable y se requiere un concepto generalizado [13, 25].

Concepto generalizado de solución

En este apéndice, consideramos que la función f en (A.1) es continua por partes. El
tratado se hace en su mayoŕıa siguiendo [25] y menormente [13, 15].
Recuerde que la función f : R1+n → Rn es una función continua por partes si y
solo si R1+n consiste en un número finito de dominios (conjuntos abiertos conexos)

Gj ⊂ Rn+1, j = 1, 2, ..., N ;Gi∩Gj = ∅ para i ̸= j y un conjunto de frontera S =
N⋃
i=1

∂Gj

de medida cero tal que f(t, x) es continua en cada Gj y para cada (t∗, x∗) ∈ ∂Gj existe
un vector f j(t∗, x∗), que posiblemente depende de j, tal que para alguna secuencia
(tk, xk) ∈ Gj : (tk, xk) → (t∗, x∗) tenemos f(tk, xk) → f j(t∗, x∗). De acuerdo con este
proceso de ĺımite se pueden definir las funciones f j : R1+n → Rn definidas en ∂Gj, es
decir,

f j(t, x) = ĺım
(tk,xk)→(t,x)

f(tk, xk), (tk, xk) ∈ Gj, (t, x) ∈ ∂Gj.

En la literatura se han propuesto distintas definiciones de solución para sistemas con
lado derecho discontinuo. En esta sección mostramos las más usuales, que además son
útiles para la teoŕıa de control por modos deslizantes.
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El concepto de solución, que fue propuesto por Filippov para la ecuación diferencial con
lados derechos discontinuos, construye una solución que se puede interpretar como el
“promedio” obtenido a partir de las soluciones al acercarse al punto de discontinuidad
desde diferentes direcciones.

Definición 6 (Filippov [13, 25]). Una función absolutamente continua x : I → Rn

definida en algún intervalo I ⊂ R es llamada solución de (A.1) si ésta satisface la
inclusión diferencial,

ẋ ∈ K[f ](t, x), t ∈ R, (A.2)

casi en todas partes de I, donde

K[f ](t, x) =


f(t, x) si (t, x) ∈ Rn+1 \ S,

co

( ⋃
j∈N(t,x)

{f j(t, x)}

)
si (t, x) ∈ S,

(A.3)

co(M) es la cerradura convexa del conjunto M y la función ı́ndice conjunto valuada
N : Rn+1 → 2{1,2,...,N} definida en S indica los dominios Gj que tienen algún punto
común (t, x) ∈ S, es decir

N (t, x) = {j ∈ {1, 2, ..., N} : (t, x) ∈ ∂Gj}. (A.4)

Observe que para (t, x) ∈ S el conjunto K[f ](t, x) es un poliedro convexo.
Con la finalidad de clarificar la definición, considere el caso más simple en el que la
función f(t, x) solo es discontinua en una superficie suave S = [x ∈ Rn : s(x) = 0] que
divide a Rn en dos dominios G+ = [x ∈ Rn : s(x) > 0] y G− = [x ∈ Rn : s(x) < 0]. Sea
P (x) un plano tangencial a la superficie S en el punto x ∈ S y

f+(t, x) = ĺım
xi→x,xi∈G+

f(t, xi), f−(t, x) = ĺım
xi→x,xi∈G−

f(t, xi).

Para x ∈ S el conjunto K[f ](t, x) define un conjunto que conecta a los vectores f+(t, x)
y f−(t, x). Si este segmento cruza P (x) entonces el punto de cruce es el final del vector
de velocidad el cual define el movimiento del sistema sobre la superficie S. En este
caso, las trayectorias del sistema (A.1) comienzan a deslizarse sobre la superficie S, de
acuerdo con la ecuación de movimiento

ẋ = f0(t, x), (A.5)

donde la función f0, dada por

f0(t, x) =
⟨∇s(x), f−(t, x)⟩f+(t, x) + ⟨∇s(x), f+(t, x)⟩f−(t, x)

⟨∇s(x), f+(t, x)− f−(t, x)⟩
, (A.6)

es el vector de velocidad definido por el punto de cruce del segmento y del plano P (x),
es decir f0(t, x) = µf+(t, x)+ (1−µ)f − (tx) con µ ∈ [0, 1] tal que ⟨∇s(x), µf+(t, x)+
(1− µ)f−(t, x)⟩ = 0. Si ∇s(x) no es ortogonal a µf−(t, x) + (1− µ)F+(t, x) para cada
µ ∈ [0, 1] entonces toda trayectoria de A.2 pasa a través de la superficie lo que da lugar
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a una conmutación aislada en lado derecho de la ecuación A.1. La regularización de
Filippov para discontinuidades más generales de f se puede ver en [13, 25].

Debido a que la definición de Filippov no es adecuada para ciertos modelos discontinuos,
se han hecho ciertas modificaciones a dicha definición. La modificación a la definición de
Filippov, que tiene un impacto importante en la teoŕıa de control por modos deslizantes,
es la conocida como el método de control equivalente propuesto por Utkin. Considere
el sistema

ẋ = f(t, x, u(t, x)), t ∈ R, (A.7)

donde f : R× Rn × Rm → Rn es una función continua y la entrada de control

u : R× Rn → Rm, u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), ..., um(t, x))
T . (A.8)

es una función continua por partes que satisface la siguiente suposición.

Suposición 1. Cada componente ui is discontinuo solo sobre una superficie S =
{(t, x) ∈ R1+n : si(t, x) = 0} donde todas las funciones si : R1+n → R son tales
que si ∈ C1(R1+n).

Definición 7 (Utkin [25]). Una función absolutamente continua x : I → Rn definida en
algún intervalo I ⊂ R es solución de (A.7) si existe una función medible ueq : I → Rm,
tal que ueq(t) ∈ K[u(t, x(t))] y ẋ(t) = f (t, x(t), ueq(t)) casi en todas partes de I, donde

K[u](t, x) = (K[u1](t, x), ..., K[um](t, x))
⊤, (A.9)

K[ui](t, x) =


{ui(t, x)}, si(t, x) ̸= 0,

co

ĺımui(t, x)
(tj ,xj)→(t,x)
si(tj ,xj)>0

, ĺımui(t, x)
(tj ,xj)→(t,x)
si(tj ,xj)<0

 , si(t, x) = 0.
(A.10)

La definición dada introduce una solución de la ecuación diferencial A.7 conocida como
solución de Utkin. Obviamente para cada (t, x(t) /∈ S, tenemos ueq(t) = u(t, x(t)). Pa-
ra encontrar la solución sobre S, la metodoloǵıa se basa en resolver (algebráicamente)
para ueq la ecuación ṡ(t, x) = ∂s/∂t + ∇⊤s(x)f(t, x, ueq) = 0, obteniendo la solución
ueq(t, x) llamada control equivalente.

Para clarificar la definición, considere el sistema A.7 con u ∈ R (i.e., m = 1) y una
superficie de conmutación invariante en el tiempo S = {x ∈ Rn : s(x) = 0}, denote

u+(t, x) = ĺım
xj→x,s(xj)>0

u(t, xj), u−(t, x) = ĺım
xj→x,s(xj)<0

u(t, xj),

f+(t, x) = f(t, x, u+(t, x)), f−(t, x) = f(t, x, u−(t, x)).
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Aśı, la condición para la existencia del modo deslizante es que exista µ ∈ [0, 1] tal que
∇s(x) y µf−(t, x) + (1− µ)f+(t, x) sean ortogonales, la cual coincide con la condición
de Filippov. La definición de Utkin considera un conjunto K[u](t, x) el cual es una
cerradura convexa de un conjunto de valores limites de una función de control disconti-
nua u(t, x). Para diferentes u1, u2, u3, ... ∈ K[u](t, x) los vectores f(t, x, u1), f(t, x, u2),
f(t, x, u3) terminan en un arco que conecta los extremos de de los vectores f+(t, x) y
f−(t, x). En este caso, los vectores f(t, x, ueq que definen el lado derecho de la ecua-
ción de movimiento deslizante se obtienen del punto de cruce de dicho arco y el plano
tangencial en el punto x ∈ S, es decir

ẋ = f(t, x, ueq(t, x)), x ∈ S, (A.11)

donde ueq(t, x) ∈ K[u](t, x) tal que∇s(x) y µf−(t, x)+(1−µ)f+(t, x) sean ortogonales.

Por último, recordaremos la definición de Aizerman-Pyatnickii para el sistema A.7, que
puede entenderse como la agrupación de las definiciones de Filippov y de Utkin, esto
mediante la inclusión

ẋ ∈ co (f(t, x,K[u](t, x))) , t ∈ R. (A.12)

Definición 8 (Aizerman-Pyatnickii [13, 25]). Una función absolutamente continua
x : I → Rn definida en algún intervalo I, es solución de A.7 si satisface la inclusión
diferencial A.12 casi en todas partes de I.

Una cŕıtica a la definición de Aizerman-Pyatnickii está relacionada con la falta de
unicidad de la soluciones incluso en casos no lineales simples. Sin embargo, si alguna
propiedad de estabilidad está probada para la definición de Aizerman-Pyatnickii, en-
tonces la misma propiedad se mantienen para las definiciones de Filippov y de Utkin.
Interesantemente, el caso que se está estudiando en este trabajo de tesis es un caso par-
ticular donde las tres definiciones pueden coincidir, esto es explicado por el siguiente
teorema.

Teorema A.0.1 (Zolezzi, [25]). Sea el sistema (A.1) con el lado derecho af́ın respecto
al control, esto es

f(t, x) = a(t, x) + b(t, x)u(t, x),

donde a : Rn+1 → Rn es una función continua, b : Rn+1 → Rn×m es una función
continua y u : Rn+1 → Rm satisface la Suposición 1 con S invariante en el tiempo. Las
definciones de Filippov, Utkin y Aizerman-Pyatnickii son equivalentes si y solo si

det
(
∇⊤s(x)b(t, x)

)
̸= 0 si (t, x) ∈ S.

Sistemas perturbados

Es frecuente que los modelos de los sistemas de control tomen en cuenta perturbaciones,
de manera que la teoŕıa de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo ha sido
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extendida para cubrir estos casos. Consideramos en particular un sistema de control
perturbado de la forma

ẋ = f(t, x, u(t, x), d), (A.13)

donde x ∈ Rn es el vector de estados del sistema, u(t, x) ∈ Rm es el vector de entradas
de control, y d(t) ∈ Rk es el vector de perturbaciones. Se asume que la función f :
R1+n+m+k → Rn es continua, la función de control u : R1+n → Rm es continua por
partes y satisface la Suposición 1, y la función de perturbación d : R → Rk, d(t) =
(d1(t), d2(t), ..., dk(t))

⊤ satisface que

dmin
i ≤ di(t) ≤ dmax

i ,

para ciertas constantes dmin
i , dmax

i ∈ R.

Bajo estas consideraciones tenemos las siguientes definiciones.

Definición 9 (Inclusión diferencial de Filippov extendida [15, 25]). La inclusión dife-
rencial asociada a (3.20) dada por

ẋ ∈ F (t, x), t ∈ R, (A.14)

es una inclusión diferencial de Filippov extendida si la función conjunto valuada F está
dada por F (t, x) = co {f(t, x,K[u](t, x), D)}, donde K[u](t, x) es la regularización de
Utkin dada en la Definición 7, y

D = {(d1, d2, ..., dk)T ∈ Rk : di ∈ [dmin
i , dmax

i ], i = 1, 2, ..., k}. (A.15)

Definición 10 (Solución de Filippov extendida [15]). Una función x : I → Rn definida
en algún intervalo I ⊂ R es llamada solución extendida de Filippov de (A.13) para d,
si es absolutamente continua y satisface la inclusión diferencial (A.14) para casi todo
t ∈ I.

Derivadas generalizadas

El análisis de estabilidad de Lyapunov requiere calcular derivadas de funciones a lo
largo de las soluciones del sistema, sin embargo, en ocasiones las funciones candidatas
no son diferenciables en todas partes. Por esto, se requiere de conceptos generalizados
de derivadas.

SeaMn(d) el conjunto de todas las sucesiones de vectores reales que convergen a d ∈ Rn,
esto es

{vn} ∈ Mn(d) ⇔ vn → d, vn ∈ Rn.

Definición 11. Sea V : Rn → R definida en un abierto no vaćıo de Rn y d ∈ Rn. Para
{hn} ∈ M1(0) y {vn} ∈ Mn(d) tales que x+ hnvn ∈ Ω, el número

D{hn},{vn}V (x, d) = ĺım
n→+∞

V (x+ hnvn)− V (x)

hn

(A.16)

es llamado número derivada direccional de la función V en el punto x ∈ Ω en la
dirección d ∈ Rn, si el ĺımite existe ya sea finito o infinito.
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Definición 12. El conjunto de todas los números derivada direccional de la función V
en el punto x ∈ Ω en la dirección d ∈ Rn, esto es

DM1(0),Mn(d)V (x) =
⋃

{hn}∈M1(0), {vn}∈Mn(d)

{D{hn},{vn}V (x, d)} (A.17)

es llamado derivada direccional contingente de V en el punto x ∈ Ω en la dirección
d ∈ Rn.

Finalmente, la derivada generalizada de V a lo largo de la inclusión diferencial (A.14)
es denotada y definida como

DF (t,x)V (x) =
⋃

d∈F (t,x)

DM1(0),Mn(d)V (x).
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Apéndice B

Función tipo Lyapunov para
controlador por modos deslizantes
en coordenadas originales

La superficie de deslizamiento y la variable de deslizamiento se diseñaron con ayuda de
los espacios propios al que las trayectorias convergen de manera natural y mediante la
transformación de coordenadas z = Q−1x, este procedimiento resulta muy útil puesto
que el sistema transformado se encuentra desacoplado, por lo cual se puede trabajar
con el espacio o en su caso la parte real del espacio propio en el que las trayectorias se
encuentran. Sin embargo, utilizando esta misma herramienta, podemos regresar a las
variables originales del sistema, obteniendo la función tipo Lyapunov en función de los
estados.

Considere el sistema

ẋ1 = x2, ẋ2 = −k1x1 − k2x2 + u+ d, k1, k2 > 0, (B.1)

y dada la función tipo Lyapunov

V (sz) =
1

2
s2z (B.2)

se realiza la transformación para cada caso presentado en 4.

B.1. Modos deslizantes de orden reducido

Considerando que z2 = s, entoces

z2 =
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2, ż2 =

k1√
∆
ẋ1 −

λ2√
∆
ẋ2.

La función tipo Lyapunov en coordenadas x, es

V =
1

2

(
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

)2

, (B.3)
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y su derivada a lo largo de las trayectorias queda definida como

V̇ =

(
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

)(
k1√
∆
ẋ1 −

λ2√
∆
ẋ2

)
. (B.4)

Sustituyendo en la función tipo Lyapunov el sistema B.1, se obtiene

V̇ =

(
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

)[
k1√
∆
x2 −

λ2√
∆
(−k1x1 − k2x2 + u+ d)

]
,

realizando las multiplicaciones correspondientes y agrupando los términos multiplicados
por x1 y x2

V̇ (x) =

[
k1√
∆
x2 −

λ2√
∆
[−k1x1 − k2x1]

] [
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

]
− λ2√

∆
[u+ d],

=
k2
1

∆
x1x2 −

k1√
∆

λ2√
∆
x2
2 −

k1√
∆

λ2√
∆
[−k1x1 − k2x2]x1 +

(
λ2√
∆

)2

[−k1x1 − k2x2]x2

− λ2√
∆
[u+ d, ]

=
k1√
∆

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

]
x2 +

[
− k1√

∆

λ2√
∆
x1 +

(
λ2√
∆

)2

x2

]
[−k1x1 − k2x2]

− λ2√
∆
[u+ d],

=
k1√
∆

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

]
x2 −

λ2√
∆

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

]
[−k1x1 − k2x2]−

λ2√
∆
[u+ d],

=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

] [
k1√
∆
x2 +

λ2√
∆
[k1x1] +

λ2√
∆
[k2x2]

]
− λ2√

∆
[u+ d],

=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

] [
λ2

k1√
∆
x1 +

(
λ2√
∆
k2 +

k1√
∆

)
x2

]
− λ2√

∆
[u+ d, ]

=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

] [
λ2

k1√
∆
x1 − λ2

λ2√
∆
x2

]
− λ2√

∆
[u+ d],

=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

] [
λ2

k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

]
− λ2√

∆
[u+ d],

= λ2

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2

]2
− λ2√

∆
[u+ d],

por lo que,

V̇ = λ2z
2
2 −

λ2√
∆
[u+ d], (B.5)

V̇ ≤ λ2|z22 | −
λ2√
∆
(−K +D)|z2|

llegando a la misma expresión en (4.13), por lo que bajo las mismas condiciones, se
asegura que las trayectorias convergen a la superficie de deslizamiento s(x) = 0 diseñada
para el sistema.
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B.2. Modos deslizantes de orden completo

Dado nuestro sistema original y la transformación de coordenadas, consideramos la
superficie deslizante definida en (4.28), por lo que la Función tipo Lyapunov queda
expresada como

V (x) =
1

2

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

]2
, (B.6)

por lo que la derivada de la Función tipo Lyapunov en coordenadas originales del
sistema x es

V̇ (x) =

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

] [
1

β
(−αẋ1 + ẋ2)− v̇

]
, (B.7)

recordando que v̇ = −βx2 + αv, entonces resolviendo algebraicamente

V̇ (x) =

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

] [
1

β
(−αx2) + (̇− k1x1 − k2x2 + u+ d)− v̇

]
,

=

[
1

β2
(−αx1 + x2)−

v

β

]
(u+ d) +

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

] [
1

β
(−k1x1 − k2x2 + αx2)

]
+

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

]
[βx1 + αv] ,

=

[
1

β2
(−αx1 + x2)−

v

β

]
(u+ d) +

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

] [
1

β
(−k1x1 − αx2) + βx1 + αv

]
,

=

[
1

β2
(−αx1 + x2)−

v

β

]
(u+ d) +

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

] [
α

β
x2 − αv −

(
k1
β

+ β

)
x1

]
=

[
1

β2
(−αx1 + x2)−

v

β

]
(u+ d) +

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

] [
α

β
x2 − αv +

1

β

(
−k2

2

4

)]
=

[
1

β2
(−αx1 + x2)−

v

β

]
(u+ d) +

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

] [
α

β
x2 − αv − α2

β
x1

]
=

1

β

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

]
(u+ d) + α

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

] [
1

β
(−αx1 + x2)− v

]
=

1

β

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

]
(u+ d) + α

[
1

β
(−αx1 + x2)− v

]2

por lo que,

V̇ ≤ αs2z +
1
β
(u+ d)sz

V̇ ≤ αs2z +
1
β
(−Ksignsz + d)sz

llegando nuevamente a

V̇ ≤ αs2z +
1
β
(−K +D)|sz|. (B.8)

Si K > D y α < 0, se puede concluir que las trayectorias alcanzan la superficie desli-
zante s(x) = 0 seleccionada para el sistema en un tiempo finito.
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B.2.1. Modo integral para valores propios reales

Realizando la transformación de la Función tipo Lyapunov a coordenadas originales,
dada la superficie descrita en 4.32.

V (x) =
1

2

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

]2
, (B.9)

por lo que la derivada de la Función tipo Lyapunov a lo largo de las trayectorias

V̇ (x) =

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

] [
k1√
∆
ẋ1 −

λ2√
∆
ẋ2 − v

]
. (B.10)

Considerando el sistema descrito en B.1,entonces

V̇ =

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

] [
k1√
∆
x2 −

λ2√
∆
(−k1x1 − k2x2 + u+ d)− λ2v

]
=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

] [
k1√
∆
x2 +

λ2√
∆
k1x1 +

λ2√
∆
k2x2 −

λ2√
∆
(u+ d)− λ2v

]
=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

] [
λ2

(
k1√
∆
x1 − v

)
+

1√
∆
(k1 + λ2k2)x2 −

λ2√
∆
(u+ d)

]
=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

][
λ2

(
k1√
∆
x1 − v

)
+

1√
∆

(
k1 −

k2
2

2
− k2

√
∆

2

)
x2 −

λ2√
∆
(u+ d)

]

=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

] [
λ2

(
k1√
∆
x1 − v

)
+

(
2k1√
∆

− k2
2

2
√
∆

− k2
2

)
x2 −

λ2√
∆
(u+ d)

]
=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

] [
λ2

(
k1√
∆
x1 − v

)
+

(
4k1 − k2

2

2
√
∆

− k2
2

)
x2 −

λ2√
∆
(u+ d)

]
=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

][
λ2

(
k1√
∆
x1 − v

)
+

(
−k2

2
−

√
∆

2

)
x2 −

λ2√
∆
(u+ d)

]
=

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

] [
λ2

(
k1√
∆
x1 − v

)
+

λ2√
∆
x2 −

λ2√
∆
(u+ d)

]
= λ2

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

]2
− λ2√

∆
(u+ d)

[
k1√
∆
x1 −

λ2√
∆
x2 − v

]

y dada la superfie de deslizamiento, se realiza el análisis de estabilidad, con lo que se
obtiene

V̇ ≤ λ2s
2
x −

λ2√
∆
(−K +D)|sx|,

función encontrada para este caso en 4, por lo que siguiendo el procedimiento que ah́ı
se muestra, llegamos a la misma conclusión y condiciones.
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Apéndice C

Sobre la función de Lyapunov

Consideramos el sistema (5.2) en su versión nominal, esto es

ż1 = z1λ1 −Ksign(z2), ż2 = z2λ2 −Ksign(z2). (C.1)

Las soluciones de este sistema están dadas por (5.9), es decir

ϕi(τ ; z) =

 zie
λiτ − Keλiτ

λi
+ K

λi
=
(
zi − K

λi

)
eλiτ + K

λi
, si z2 > 0;

zie
λiτ + Keλiτ

λi
− K

λi
=
(
zi +

K
λi

)
eλiτ − K

λi
, si z2 < 0,

De estas soluciones se puede encontrar el conjunto de condiciones iniciales tales que las
trayectorias de (C.1) cruzan el eje z2 antes de llegar al conjunto {z ∈ R2 : z2 = 0}. Para
esto, basta encontrar el conjunto de condiciones iniciales tales que ϕ1(T ; z) = ϕ2(T ; z) =

0. Resolviendo esta ecuación se encuentra el conjunto {z ∈ R2 : z1 = −K[z2]0

λ1

(
1
v
− 1
)
}

el cuál es equivalente al conjunto {z ∈ R2 : ζ(z) = 0} con ζ(z) = z1 +
K[z2]0

λ1

(
1
v
− 1
)
.

Lema 1. Considere la familia de funciones v : R≥0 → R dada por

v(x) =

(
k

k − λx

)p

.

Para toda p ∈ (0, 1], toda k ∈ R>0, toda λ ∈ R<0 y toda x ∈ R≥0 se cumplen las
siguientes desigualdades

1− v(x) ≤ 1, 1− v(x) ≤ −λ

k
x.

Demostración. Note que k−λx
k

≥ 1 por lo tanto k
k−λx

≤ 1 (de donde la primera des-

igualdad es obvia), y
(
k−λx

k

)p ≤ k−λx
k

. Aśı,

1− v =
(k − λx)p − kp

(k − λx)p
= kp

(
k−λx

k

)p − 1

(k − λx)p
≤ kp

k−λx
k

− 1

(k − λx)p
=

kp

k

k − λx− k

(k − λx)p
=

−λx

k
v(x).
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