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Resumen

El control por modos deslizantes, es un método de control retroalimentado discontinuo
y robusto, donde las superficies de deslizamiento son conjuntos descritos por ecuaciones
que combinan los estados del sistema. La senal de control obliga a las trayectorias del
sistema a ir desde una condicién inicial a la superficie de deslizamiento elegida en tiem-
po finito para posteriormente deslizarse sobre ella y converger al punto de equilibrio.
En la presente tesis, se disena un control por modos deslizantes para un sistema contro-
lado linealmente, con esto, se anade robustez al sistema sin modificar los términos del
control lineal (disenado previamente) ni las propiedades que este aporta. Para esto, se
propone que el controlador por modos deslizantes esté presente solamente con una ley
de conmutacién (sin términos adicionales que dependan del estado) con una ganancia
que solo sea funcién de la magnitud de la perturbacion. A través de una transforma-
cion lineal de coordenadas, se obtienen los espacios propios, que seran elegidos como
superficies de deslizamiento, y una funcién tipo Lyapunov cuadratica (en términos de
la variable de deslizamiento) que es 1til para verificar robustez ante perturbaciones
acotadas del sistema. Otra contribucion importante de esta investigacion es la cons-
truccién de funciones de Lyapunov, que ademas de verificar estabilidad asintética del
punto de equilibrio, sirven para analizar propiedades adicionales de robustez, a decir,
ante la presencia de perturbaciones no acotadas dependientes de los estados.






Abstract

Sliding mode control is a discontinuous and robust feedback-control method, where
the sliding surfaces are sets described by equations combining the system’s states. The
control signal drives the trajectories of the system from initial conditions to the sliding
surface in finite-time in order to they slide on it and converge to the equilibrium point.
In the present thesis, a sliding mode control is designed for a system (with a previously
designed linear control) to add robustness without modifying the terms of the linear
control. The aim is to introduce the control signal as a commutation law (without
additional terms depending on the state) with a gain that is only a function of the
upper bound of the disturbance. By means of a linear transformation of the system’s
coordinates we obtain the eigenspaces that are chosen as sliding surfaces, and a qua-
dratic Lyapunov-like function (in terms of the sliding variable) that is useful to verify
robustness against bounded disturbances of the system. An important contribution
of this research is the construction of a Lyapunov function that, apart from verifying
asymptotic stability of the equilibrium point, is useful to analyze additional robust-
ness properties of the system, namely, in the presence of state-dependent unbounded
perturbations.






Capitulo 1

Introduccion

Un modelo matemaético de algun sistema dindmico se define como un conjunto de ecua-
ciones que pueden ser obtenidas por medio de leyes o relaciones fisicas, quimicas o de
alguna otra indole, y que representan la dindmica del sistema. Estos modelos sirven
para captar propiedades importantes del sistema bajo estudio, proporcionando bases
necesarias para entender o modificar el comportamiento del sistema real. Por otra par-
te, para el diseno de cualquier sistema de control, existen diferencias entre las plantas
fisicas reales y los modelos matematicos que se desarrollan para el diseno y anélisis
del controlador. Estas diferencias se deben, por ejemplo, a las dindmicas no modela-
das, variaciones de parametros, perturbaciones, o aproximacion de un comportamiento
complejo del sistema por modelos més sencillos. Ahora, usualmente es deseable que
los sistemas de control proporcionen eficiencia y buen desempeno ante incertidumbres,
perturbaciones y fallas, asi como que sean sencillos de disenar y de implementar. Por
esto, se puede considerar a la robustez y a la facilidad de diseno como dos caracteristi-
cas relevantes de un controlador.

Las técnicas de control clasicas fueron desarrolladas con base en modelos lineales de
los sistemas fisicos [4, 22] (que, en general, solo son ttiles para estudiar y resolver
problemas en un ambito local). Sin embargo, hoy en dia, muchos de los problemas
de control requieren un enfoque desde un punto de vista global y con requerimientos
més sofisticados, lo que implica el uso de modelos no lineales, ya que (estrictamente)
todos los sistemas presentan algtn tipo de no linealidad y, por lo tanto, dichos modelos
pueden representar mejor los fenémenos de la vida real.

Para el desarrollo de este trabajo, consideramos los sistemas no lineales de segundo
orden y afines en la entrada de control que pueden expresarse de la siguiente forma

jjl = T2, jj2 :f(QZ)—FbU—F(S, (11)

donde x = [z1,75]" € R?2, b € R con b > 0, U es una entrada de control y § es una
perturbacion, ambas escalares. Este sistema dinamico es de interés debido a que se
sabe que muchos sistemas en la realidad (como sistemas eléctricos, mecanicos o el-
ctromecénicos), a pesar de su complejidad, pueden ser modelados como un sistema de
segundo orden [5] [18, 22 28]. Asi, bajo este modelo matematico pueden ser estudiados,



obteniendo las propiedades necesarias para disenar controladores adecuados y poder
gobernar su comportamiento en la realidad.

Cuando se tiene que el modelo del sistema es no lineal como el que se presenta en
, uno de los métodos mas utilizados en el proceso de diseno de sistemas de control
es la linealizacién, puesto que con ésta es posible aproximar las ecuaciones no lineales
que representan al sistema en una region cercana al punto de equilibrio. Asi, con un
control lineal (disenado a partir de la linealizacién) se puede llegar a controlar de ma-
nera satisfactoria sistemas cuya dinamica se parezca mucho a la de un sistema lineal.
Sin embargo, las técnicas de control lineal no siempre son suficientes para cumplir los
requerimientos del sistema de control (por ejemplo, garantizar estabilidad asintdtica
del origen de un sistema no lineal), por lo que diversas técnicas de control no lineal
han sido desarrolladas.

Con éstas técnicas, se pueden lograr mejores resultados en el sistema de control, por
ejemplo, mantener la estabilidad en un rango de operacién mayor [18, 17, B1, 21]. Es
importante mencionar que en la mayoria de las técnicas de control no lineal, las fun-
ciones de Lyapunov se han convertido en una de las herramientas mas importantes en
la construccion y disenio de sistemas de control, tanto para el analisis de estabilidad
como el analisis de robustez.

Entre las técnicas de control no lineal, la linealizacién por retroalimentaciéon de la salida
es relativamente simple y ventajosa, ya que (tras cancelar los términos no lineales) el
lazo cerrado se puede especificar con procedimientos lineales estandar. Sin embargo, es
bien sabido que dicha técnica carece generalmente de robustez ante perturbaciones e
incertidumbres [34, Cap. 6]. Afortunadamente, existen técnicas que, a través de térmi-
nos adicionales de control, permiten anadir robustez al lazo cerrado, por ejemplo, las
técnicas de rechazo activo de perturbaciones [§] y el rediseno de Lyapunov [I8, Cap. 14].
Ademas el control por modos deslizantesﬂ [36, 37, [I1], es una técnica que en general
su diseno estandar no es planteado como un método de robustificacion, sino como una
técnica de control directo, sin embargo, se pueden obtener disenios robustos ante cierto
tipo de incertidumbres (o errores de modelado), asi como también algoritmos de control
capaces de rechazar alguna clase de perturbaciones externas.

El control por modos deslizantes es una técnica de control no lineal robusto cuyo diseno
puede resultar relativamente simple. La investigacién acerca de estos controladores ha
ido creciendo (puede verse, por ejemplo, [30, 11, B7, B2]) ya que ha demostrado ser
aplicable para un amplio rango de problemas, por ejemplo, ha sido probado satisfac-
toriamente en convertidores de potencia [27], sistemas electromecénicos [37, [9], apli-
caciones de control de movimiento en robots [24, 39], aplicaciones aeroespaciales [3§]
y aplicaciones médicas [32, 29]. También se refleja en t6picos como redes inteligentes,
eficiencia energética, automdéviles eléctricos, entre otros [10) 19, [T B3] 12, [3, 140, [16].
Una caracteristica relevante de los controladores por modos deslizantes es que su ac-

LComtnmente abreviado como SMC, por sus siglas en inglés.



cién incluye funciones discontinuas de los estados, esta caracteristica puede generar
(dependiendo de la técnica de implementacion) sefiales de control conmutadas a altas
frecuencias. Sin embargo, es ésta caracteristica la que permite que los controladores
por modos deslizantes sean capaces de compensar exactamente perturbaciones acota-
das. Especificamente, el controlador lleva a las trayectorias del sistema a una superficie
deslizante en tiempo finito y, una vez que llegan ahi, estas son obligadas a permanecer
en dicha superficie para todo tiempo futuro, deslizandose sobre ella hacia el punto de
equilibrio, eliminando por completo el efecto de la perturbacién.

En general, el proceso de diseno de un controlador por modos deslizantes se divide en
las siguientes dos etapas [37, [11]:

A. eleccién de la superficie de deslizamiento;

B. diseno de la ley de control.

De estas dos etapas es importante mencionar lo siguiente: la principal restriccién para
elegir la superficie de deslizamiento es que el origen de la dindmica en el modo des-
lizante sea asintéticamente estable (en el sentido de Lyapunov); el disenio de la senal
de control se realiza a través de una funcion de tipo Lyapunov de control, usualmente
cuadratica, que normalmente produce leyes de control que contienen términos adicio-
nales al término discontinuo. Como ya se menciond, una de las ventajas del control por
modos deslizantes es la robustez, sin embargo, como cualquier otra técnica, presenta
ciertas desventajas. En general, se pueden mencionar dos problemas del control por
modos deslizantes: el primero, relativo a la implementacion, es la presencia del efec-
to conocido como chattering, para el cudl existen algunas técnicas de reduccion [I8],
Cap. 14]; el segundo, relativo al proceso de diseno, es que no hay un método tnico para
la eleccién de la superficie de deslizamiento. Este segundo punto es uno de los temas
que aborda la presente tesis.

Consideremos el caso en el que se tiene un sistema de segundo orden con un control
nominal (previamente disenado sin considerar incertidumbres ni perturbaciones) y el
control por modos deslizantes se utiliza como método de robustificacién. Como ya se
menciond, el proceso de diseno del control por modos deslizantes genera términos adi-
cionales al término discontinuo, éstos modifican a los términos del control nominal y,
por lo tanto, provocaran que las caracteristicas de desempeno elegidas previamente (en
el caso nominal) también sean modificadas.

Debido a que no se ha encontrado bibliografia que resuelva el problema descrito, la
contribucion del presente trabajo es la siguiente: en esta tesis se aborda el problema
de encontrar un proceso de diseno de un controlador por modos deslizantes, para la
robustificacion de un sistema de segundo orden controlado linealmente, que permita
mantener algunas propiedades de desempeno deseadas del controlador nominal. En este
trabajo, nos referimos a robusticar, al hecho de que exista algtiin tiempo finito a partir
del cual el sistema se vuelva insensible a las perturbaciones de entrada. Con el fin de
dar una solucion a este problema, los principales objetivos que se plantean en esta tesis
son los siguientes:



s desarrollar un procedimiento sistematico para la eleccion de la superficie y va-
riable de deslizamiento, utilizando las propiedades de desempeno del controlador
nominal y asi mantener caracteristicas que este aporta.

= obtener un control por modos deslizantes que esté constituido solamente por la
ley de conmutacién (el término discontinuo) y una ganancia K con la que se
compensen las perturbaciones.

Para cumplir estos objetivos se disenan funciones de tipo Lyapunov cuadraticas con
ayuda de los espacios propios y el sistema lineal transformado, eligiendo una superficie
de deslizamiento a la cual las trayectorias se dirigen de manera natural para poste-
riormente converger al punto de equilibrio del sistema. Adicionalmente, se estudian
propiedades de robustez ante perturbaciones dependientes del estado a través de nue-
vas funciones de Lyapunov que seran construidas para el sistema de segundo orden
con controlador por modos deslizantes de orden reducido. Asi, ademéds de las pertur-
baciones acotadas que el controlador puede compensar, la funcién verifica estabilidad
asintotica del origen en presencia de perturbaciones no acotadas (éstos objetivos se
describen detalladamente en el Capitulo [2)).



Capitulo 2

Planteamiento del problema y
objetivos

La dinamica no lineal es importante porque muchos sistemas en la naturaleza y en la
vida cotidiana presentan comportamientos no lineales. También, los avances tecnolégi-
cos generan nuevos problemas de caracter no lineal. Estudiar y tratar de comprender
como funcionan los sistemas no lineales, puede ayudar a predecir su comportamiento
y tomar medidas para controlarlos y aprovecharlos. Sin embargo, las técnicas de anali-
sis y control lineales son bien conocidas y estan muy bien desarrolladas. Por esto, ha
resultado conveniente utilizarlas para el andlisis y el diseno de control de sistemas no
lineales. Uno de los métodos de control no lineal para disenar el controlador de mane-
ra mas sencilla es la linealizacion del sistema. El transformar parcial o totalmente la
dindmica no lineal del sistema a una lineal, permite la aplicacion de las técnicas linea-
les para obtener el sistema en lazo cerrado deseado, garantizando la estabilidad local o
global y haciendo posible establecer pardametros tipicos como velocidad de respuesta,
amortiguamiento, etcétera.

Considere el sistema no lineal y afin en la entrada de control de la forma
i’l = T2, iiﬁ'g = f(.fC) —+ bU —+ (5, (21)

donde x = [z1,75]" € R b € R con b > 0, U es una entrada de control escalar y §
denota a una perturbacion escalar.

Considere el caso nominal de ([2.1)), es decir, el sistema
i’l = ZT9, i‘g == f(I) + bU, (22)

donde la funcién f es exactamente conocida. Usando el método de linealizacién exacta
por realimentacién de los estados es posible linealizar (2.2)) por medio del controlador

U=-b"(f(z) —v), (2.3)



con el que se obtiene el lazo cerrado
. 01 0
T = <0 O) x + (1) v, (2.4)
——

donde A € R?*2 B € R*! | el par (4, B) es controlable. Ahora, para estabilizar
se disena el controlador lineal v = kz, tal que A = A + Bk sea Hurwitz. As,
el control es no lineal y el origen del sistema en lazo cerrado # = Ax + Bv
es asintéticamente estable. Sin embargo, es bien conocido que esta técnica de control
tiene como desventaja la falta de robustez debido a que no considera la incertidumbre
del modelo de f ni la perturbacién representada por ¢, resultando en un lazo cerrado
sensible ante las perturbaciones e incertidumbres del modelo [I8] [34] . De manera que,
si se consideran las perturbaciones ¢ y la incertidumbre en f, el controlador queda
como

U=—-b"'(f(z)— kx), (2.5)
(donde f es un modelo (no exacto) de f) y el lazo cerrado con es
i=Azx+ B[(f— f)(z)+4]. (2.6)

Desafortunadamente, en este caso ya no se puede garantizar un adecuado compor-
tamiento del lazo cerrado . Para tratar de solucionar esto, es posible anadir un
término adicional u en el control v para tratar de compensar las perturbaciones, a
decir,

v =kz +u.

Con este controlador se obtiene el sistema en lazo cerrado
t=Ar+ Blu+d|. (2.7)

donde d = d(t,x) agrupa a las perturbaciones externas § y las incertidumbres del

modelo §;(z) = (f — f)(x), es decir
d(t,x) = d(t) + 01(x). (2.8)

El sistema es el que se estudiard a lo largo de esta tesis. En los capitulos |3| y
la perturbacion d es considerada globalmente acotada para alguna constante conocida
D > 0, esto es

ld(t,z)] < D, VteR,VrecR. (2.9)

El caso en el que la cota de d depende del estado se considera en el capitulo [3 en
particular, se asume que, para constantes conocidas D, Dy > 0,

d(t,z)| < D+ Dy|z|, YteR,VzeR2 (2.10)
Teniendo presente lo discutido, si consideramos k = [—k; — ks, podemos reescribir el
sistema ([2.7]) como sigue

I"l = Z9, l"g = —k?ll'l — k’QIL‘Q +u+ d. (211)



Como se ha mencionado, se asume que la parte lineal del control (kz) se ha disenado
para obtener cierto desempeno deseado en el caso nominal. Entonces, se requiere disenar
un control u que anada robustez al sistema, pero que no modifique (en cierta medida)
el desempeno del control lineal previamente disenado. De manera que, se busca que el
control u sea una funcién signo con ganancia suficiente para compensar la perturbacion
d descrita y se desarrolle la metodologia para el diseno correcto de la superficie de
deslizamiento. Esto se puede expresar en los siguientes objetivos:

A. Para la ley de control
u = —Ksign(s), (2.12)

establecer una metodologia de diseno para la variable de deslizamiento s, donde
se mantengan ciertas caracteristicas de diseno proporcionadas por el controlador
lineal, tal que el origen aun sea exponencialmente estable, asi como mantener
el tipo de comportamiento del sistema (oscilatorio o no oscilatorio), la tasa de
convergencia de las trayectorias y el tipo de respuesta de las variables de estado.
Lo anterior, considerando la perturbacion descrita en , en los siguientes casos:

a) Para valores propios reales negativos de la matriz A donde la dindmica en
modo deslizante sea de orden reducido.

b) Para valores propios reales de la matriz A donde la dindmica en modo des-
lizante sea de orden completo.

c¢) Diseno de un control por modos deslizante integral de orden completo para
valores propios complejos de la matriz A.

B. Estudiar propiedades adicionales de robustez por medio de nuevas funciones de
Lyapunov para el sistema en lazo cerrado en el caso donde se considera la per-
turbacion descrita en (2.10)).



Capitulo 3

Marco Teorico

Un modelo matematico es el punto de partida para analizar un sistema de control. La
mayoria de estos representan de manera 1util el comportamiento de diversos sistemas
reales, brindando informacién importante referente al sistema a ser controlado. EI ob-
jetivo de un sistema de control es regular el comportamiento dindmico de un sistema
fisico, satisfaciendo especificaciones de desempeno incluso en presencia de perturba-
ciones. Por esto, en la teoria de control automético, una de las caracteristicas mas
importantes es la robustez, que es la capacidad de una ley de control de asegurar un
nivel de invariabilidad en el desempeno de un sistema de control ante las imperfecciones
del modelo. Las técnicas de control no lineal fueron desarrolladas para proporcionar
robustez en un rango de operacién mayor frente a perturbaciones o fallas. El control
por modos deslizantes tiene la capacidad de ser una herramienta eficaz en el control de
plantas dinamicas no lineales que operan bajo condiciones inciertas. Uno de los pasos
importantes para el diseno de los controladores por modos deslizantes es conseguir una
superficie deslizante adecuada que permita la estabilidad del origen del sistema. En
este capitulo se describe brevemente el diseno de controladores por modos deslizantes.

3.1. Control por modos deslizantes

El control por modos deslizantes es un método de control discontinuo y robusto, cuyo
diseno consiste en: 1) elegir una superficie deslizante, definida mediante ecuaciones que
combinan los estados y; 2) disefiar una ley de control que fuerza a las trayectorias
a ir desde la condicién inicial hasta la superficie de deslizamiento (donde se vuelven
insensibles a cierto tipo de perturbaciones) en un tiempo finito, permanecer en ella
para todo tiempo futuro y converger al origen. Debido a que las leyes de control por
modos deslizantes incluyen términos discontinuos, estrictamente, la teoria clésica de las
ecuaciones diferenciales no se puede utilizar debido que la condicién de Lipschitz que
garantiza la existencia de una solucién tnica no aplica. De modo que se requiere una
teoria adecuada para sistemas con discontinuidades. Un resumen de los fundamentos
tedricos de las ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo puede verse en el

Apéndice [A]
Para explicar el diseno del controlador por modos deslizantes, consideramos el sistema
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(2.11)), que repetimos aqui por conveniencia, esto es
.7'71 = T9, .i'Q = —kliCl — kgiL'Q —+u + d, (31)

asumiendo que la perturbacién d es tal que ([2.9) se satisface.

3.1.1. Controlador por modos deslizantes estandar

En esta seccién se presenta el desarrollo del método de diseno de los modos deslizantes
estandar. Para diseniar un control por modos deslizantes, consideramos el sistema (|3.1]).
Como ya se menciond, el diseno se divide en dos pasos, de los cuales, el primero consiste
en elegir la superficie de deslizamiento. Existen multiples propuestas para determinar
la superficie de deslizamiento, sin embargo, en general puede ser un conjunto descrito
por cualquier funcién del estado, tal que se asegure el error de regulacion o seguimiento
tienda a cero en régimen permanente.

Sea s : R" — R una funcién lineal representada como (conocida como variable de
deslizamiento)

s(z) = Sz, (3.2)

donde S € R™™ es de rango completo. Asi, la superficie de deslizamiento se define
como el conjunto

S ={zeR":s(z) =0} (3.3)
Por ejemplo, si seleccionamos la variable de deslizamiento dada por la funcion
s(x) = axy + xo, (3.4)

con a > 0, se garantiza que sobre S (en régimen deslizante) z(¢) tiende a cero cuando
t tiende a infinito, esto debido a que si s(x) = 0, entonces x5 = —axy, y de la primera
ecuacion de (3.1)) obtenemos que & = —ax;.

Lo que hace falta es disenar la ley de control que haréd que las trayectorias sean llevadas
a la superficie de deslizamiento y se mantengan ahi para todo tiempo futuro. Para esto,

se propone la funcién candidata tipo Lyapunov V : R — R, dada por:
1
V(s) = 552, (3.5)

cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (3.1]) es
V(s) = s3, (3.6)

donde $ es la derivada de la variable de deslizamiento a lo largo de las trayectorias del
sistema, esto es

5 =ar + T
= ary — k1$1 - ]{?21'2 —+u 4+ d. (37)



De aqui, definimos a la senal de control u como
u = —axy + k11 + kory — Ksign(s(z(1))), (3.8)

(la cual se propone para que V(s) sea definida negativa y asi garantizar la convergencia a
s = 0) donde K es una constante positiva. La razén para utilizar el término discontinuo
es claro al sustituir esta u en (3.7), ya que utilizando las propiedades s = sign(s)|s| y
(sign(s))? =1, de se obtiene la expresién

V(s) = —K]|s(z)| + ds(x)
< “K]s(@)] + Dls(a). (39

Donde |s(z(t))| denota la norma Euclidiana (que coincide con el valor absoluto en R).
Para lograr que las trayectorias convergen a la superficie de deslizamiento se requiere
que,

—Kls(x)| + D|s(x)| <0,
eliminando a |s(z)[, se obtiene la condicién para K, es decir
K>D (3.10)

y con ella se logra que la expresién del lado derecho de sea negativa definida y por
lo tanto se garantiza que s(z(t)) — 0 conforme el tiempo avanza. Ademds, se puede
verificar (vea mas abajo) que este andlisis con la funcién tipo Lyapunov (3.5)) garantiza
la convergencia de las trayectorias a la superficie de deslizamiento en tiempo finito.

Observacion 1. Debe observarse que este proceso de diserio provoca que la senal de
control que se muestra en (ademds del término discontinuo) tenga términos que
dependen de los estados del sistema, provocando que en el lazo cerrado se eliminen los
términos lineales —kyx1 — koo (que se asume conforman un controlador lineal diseriado
en el caso nominal), anulando asi las caracteristicas de desempenio para las que fueron
disenados.

La condicién que garantiza el movimiento deslizante ideal y que la superficie de desli-
zamiento sea atractiva es ss < 0 y esta se satisface al reescribir la ecuacién (3.9)) con
la condicién ([3.10]). Ahora, dado que s = 1252 entonces:

2dt

1d ,

——s° < —Kls|+ Dls|. 3.11

S5 < —Kls| + Dls| (3.11)
Para la estimacién del tiempo de convergencia, suponga un tiempo finito ¢4, en el que

las trayectorias x(t) alcanzan la superficie de deslizamiento (s(x(t)) = 0 para todo

t > t5). De (3.11)) tenemos que

1d ,

——s* < —(K-D
Lo < —(K = D),
s ds
—— < —(K = D).
|s| dt — ( )
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Utilizando el Lema de Comparacién (vedse en [I8]), podemos integrar y obtener lo
siguiente
b <—(K—-D)t

ts
0>

|s(x(t))

al evaluar de 0 a ¢,
|s(z(ts))] — [s(2(0))] < =(K — D)ts,

de donde se obtiene una cota para el tiempo finito t,, que es el tiempo que toma a las
trayectorias alcanzar s(x(ts)) = 0,

|5(x(0))]
S (3.12)

Por otro lado (retomando el andlisis de la dindmica en régimen deslizante), la ley de
conmutacién garantiza que s(x(t)) = 0 para todo t > t,, lo que implica que $(x(t)) = 0,
para todo t > t,, entonces de se puede calcular lo que se conoce como ley de control
equivalente (que puede interpretarse como el control que mantiene el movimiento de
las trayectorias en la superficie de deslizamiento):

Ueg = —QAT3 + klxl -+ ]{ZQI‘Q — d, t>t. (313)

Recordando que ésta no es la senal que realmente se le aplica a la planta, si no una
especie de senal de control ”"promedio”, asi, el control equivalente se define como la
accion de control necesaria para mantener un movimiento deslizante ideal en S, vea
[32] para més detalles.

Utilizando este método se puede calcular la dindmica en régimen deslizante, compro-
bando que las trayectorias convergen al origen del sistema. A decir, sustituyendo
en (3.1) nos da la dindmica en el modo deslizante 5 = —axs. Observe que esto se
puede verificar también de la siguiente forma. Como se establecid, s(z(t)) = 0 para
todo t > t,, entonces:

s(r)=ary +x2=0 <&  1x9=—an, (3.14)
y reemplazando en la primera ecuacién del sistema original (3.1]) obtenemos
Ztl = —ax. (315)

Como a es positiva tenemos que x; — 0 cuando t — oo. En particular, el origen de
(3.15]) es exponencialmente estable, dada la solucion

z1(t) = 21 (ts)e Ut v > ¢, (3.16)

Ademas, tenemos de (3.14) que xo(t) también tenderd a cero cuando ¢t — oco. Asi se
asegura que las trayectorias, una vez que alcanzan la superficie de deslizamiento, se
dirigen al punto del equilibrio del sistema exponencialmente.

11



Ejemplo 1. Construyendo el sistema (2.11)) en el entorno Simulink con los pardmetros
K =6,a=2, k =2, ko =3, se realizan dos simulaciones (con Euler explicito como
método de integracion, y un paso de 0.01s):

= [a primera para una perturbacion constante d = 5, con la estimacion del tiempo
de convergencia ty < 15s (estimacion calculada con (3.12)));

» [a sequnda para una perturbacion sinusoidal, con una frecuencia de 5rad/s y una
amplitud de 3, se calcula la estimacion del tiempo ts < 2.53s.

Para el caso con la perturbacion constante, en la Fig. estd la grdfica x1 contra xs
o plano fase, se parte de las condiciones iniciales establecidas (5,5) y donde la curva
converge al punto de equilibrio del sistema. En el tiempo calculado ts, las trayectorias
alcanzan a llegar a la superficie representada por la recta en color rojo (fase de alcance),
para posteriormente deslizarse sobre ella y converger al punto de equilibrio (modo des-
lizante). En la Fig. estan representadas las senales de las variables de estado x1, x2,
donde se puede observar que en un tiempo de convergencia de aprorimadamente 15s,
se alcanza la superficie de deslizamiento y posteriormente las trayectorias comienzan a
converger hacia el punto de equilibrio. En la Fig. se muestra la senal de control y
la superficie de deslizamiento, con ello podemos comprobar que cuando t =ty ~ 15s,
entonces s(x(t)) = 0 y cuando se alcanza esta condicion, la serial de control comien-
za a conmutar. Por ultimo en la Fig. se observan la perturbacion constante y la
ganancia K, elegidas con la condicion dada en .

Plano fase
20 T T T T T 7

‘—[xﬂ. X,

- -5=0

Figura 3.1: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.
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Figura 3.2: Comportamiento de seniales en el sistema con SMC.

15r=< N T T T ]
e
AR —u
10 T §
5- e
o Y
0L L ! ! 1 L ! ! ! L .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)

Figura 3.3: Superficie deslizante y senal de control

Para la sequnda simulacion, las senales muestran el siguiente comportamiento. De
manera similar a la simulacion anterior, en la Fig. se muestra el plano fase, es
notorio el efecto que causa la perturbacion, presentandose oscilaciones en la trayecto-
ria del sistema durante la fase de alcance, para posteriormente perder efecto alguno ya
que el control compensa de manera exacta al llegar a la superficie de deslizamiento.
En la Fug. se observa que las senales x1, xo convergen con mayor rapidez, teniendo
oscilaciones por el efecto de la perturbacion sinusoidal y cuando se cumple el tiempo
de convergencia ty < 2.53s, se alcanza la superficie y comienzan a converger hacia el
punto de equilibrio. En la Fig. se muestra la senal de control y la superficie de
deslizamiento, cuando t > 2.53s, entonces s(z(t)) = 0 y cuando se alcanza esta condi-
cion la senal de control comienza a conmutar. Por dltimo en la Fig. se observan la
perturbacion sinusoidal y la ganancia K, elegidas nuevamente con la condicion dada
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Figura 3.5: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.
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Figura 3.6: Comportamiento de senales en el sistema con SMC
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Figura 3.7: Superficie deslizante y senal de control

Hemos visto que el control por modos deslizantes estandar es robusto contra cierta clase
de perturbaciones o incertidumbres del modelo, acotadas por alguna constante conocida
D, sin embargo, también es interesante enfatizar lo siguiente. Como el controlador es
una funcion de estado escalar y estatica, en el modo deslizante el comportamiento del
sistema es gobernado por una ecuacién diferencial con un orden menor que el orden
del sistema original. Si se quiere mantener el orden del sistema, se puede disenar un
controlador por modos deslizantes integral [2]. Como se verd en la siguiente seccién,
diferente del diseno mostrado en el caso anterior, el orden de la ecuacién de movimiento
es igual al orden del sistema original.

3.1.2. Control por modos deslizantes integral

En el control por modos deslizantes estandar, la insensibilidad ante la presencia de
perturbaciones del sistema solo se garantiza cuando el modo deslizante entra en fun-
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Figura 3.8: Ganancia K y perturbacién constante D

cionamiento, es decir, cuando las trayectorias llegan a la superficie de deslizamiento
(para todo tiempo mayor a t,), mientras tanto, en la fase de alcance esta insensibilidad
no puede ser garantizada. El modo deslizante integral busca suprimir la fase alcance
forzando a las trayectorias del sistema a establecerse en la superficie deslizante desde el
primer instante, logrando asi la insensibilidad de principio a fin, puesto que las pertur-
baciones son compensadas desde ¢t = 0. Ya que (salvo por la perturbacién) el sistema
considerado es invariante en el tiempo, se puede utilizar el método de diseno de control
por modos deslizantes integral propuesto por Utkin (mostrado en [37]) para este tipo
de sistemas.

Consideramos nuevamente (3.1) pero en su descripcién dada por (2.7)), esto es & =
Az + B(u+ d), para el diseno del control por modos deslizantes integral, se disefia un
controlador de la forma

u = up + Uy, (3.17)
donde ug puede ser disenado como un control lineal estatico realimentado ug = —I'z y
uy se escoge como u; = —Ksign(s). Ahora, la variable de deslizamiento se define como
s=B'z+wv

donde la nueva variable v estd dada por
v = —B"Ax — B Buy, v(0) = =B x(0).
La derivada de s a lo largo de las trayectorias del sistema serd
$=(B'B)(u, +d). (3.18)
Utilizando la Funcién candidata de tipo Lyapunov cuadratica y su derivada definidas
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en (3.5) y (3.6)), respectivamente, tenemos que para este caso

V(s) = s|—Ksign(s) + d] (3.19)
= —K|s| + ds
< —K|s| + D|s].

donde K > D, es la misma condicién encontrada en (3.10) para garantizar que las
trayectorias alcanzan la superficie de deslizamiento dada por s(z(t)) = 0 en un tiempo
finito.

Nuevamente, con la funciéon tipo Lyapunov se verifica la convergencia de las trayec-
torias a la superficie de deslizamiento en un tiempo finito. Para obtener la dinamica
en régimen deslizante se utiliza nuevamente el método del control equivalente. Asi, de

$ = 0 obtenemos .

"~ BB
que sustituido por u en la segunda ecuacion del sistema produce

(B"Bug — B'Bd),

Ueq

i?g = —]{?11'1 — k‘zl’g —T'x.

De aqui es claro ver que la dindamica en régimen deslizante no es de orden reducido
puesto que las ecuaciones del sistema no quedan desacopladas. También se puede apre-
ciar que la ganancia I' no puede ser arbitraria y debe disenarse adecuadamente para
garantizar la estabilidad en el lazo cerrado.

Por otra parte, para verificar que el régimen deslizante se obtiene desde el momento
inicial bastarfa ver que en t = 0 tenemos que s = B x(0) +v(0) que es igual a cero por
diseno de la condicién inicial de v. Sin embargo, en la practica no resulta asi. Aunque
el control por modos deslizantes integral ayuda a reducir la fase de alcance, en gene-
ral no es posible anularla por completo, esto se explica a continuacion. Sabemos que
para obtener el régimen deslizante es necesario que s = 0 pero esto no es suficiente,
también se requiere que $ = 0 desde el tiempo inicial. Esto implica que (ver (3.18))
u1(0) = —d(0). El problema es que no se conoce la perturbacién, por lo que no se inicia
en $ = 0, lo que resulta en que, de manera practica, el modo deslizante integral tiene
fase de alcance siempre que no se conozca la condicién inicial de la perturbacién.

Ejemplo 2. Se construye el sistema (2.11)) en el entorno Simulink con los pardmetros
K =6,k =2, ko =3, —T'x = x1 + 229 se realizan dos simulaciones (con FEuler
explicito como método de integracion, y un paso de 0.01s):

= [a primera para una perturbacion constante d =5, con la estimacion del tiempo
de convergencia ts < 3s (estimacion calculada con (3.12)));

= la sequnda para una perturbacion sinusoidal, con una frecuencia de brad/s y una
amplitud de 3, se calcula la estimacion del tiempo ts < 0.35s.
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Para el ejemplo con la perturbacion constante,se muestra en la Fig. [3.9el plano fa-
se, partiendo de las condiciones iniciales establecidas (2,2), se observa como la curva
converge al punto de equilibrio del sistema. En el tiempo calculado ts, las trayectorias
alcanzan a llegar a la superficie de deslizamiento, para posteriormente deslizarse sobre
ella y converger al punto de equilibrio del sistema. En la Fig. estan representadas
las senales de las variables de estado de nuestro sistema x1,x2, donde en en un tiempo
de convergencia de aproximadamente 3s, estas alcanzan la superficie de deslizamiento
y posteriormente las trayectorias comienzan a converger hacia el punto de equilibrio
mientras el tiempo tiende a infinito. En la Fig. se muestra la senal de control
y la superficie de deslizamiento, comprobando nuevamente que cuando t = ty = 3 s,
entonces s(x(t)) = 0, momento en que la senal de control comienza a conmutar. Por
ultimo en la Fig. se observan la perturbacion constante y la ganancia K, elegidas

con la condicion dada en (3.10)).

Plano fase
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Figura 3.10: Comportamiento de senales en el sistema con SMC.
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Figura 3.11: Superficie deslizante y senal de control
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Figura 3.12: Ganancia K y perturbacion constante D

Esta vez utilizando una perturbacion sinusoidal para la simulacion, las senales mues-

tran el siguiente comportamiento. De manera similar, en la Fig. se observa el

plano fase, se puede observar que las oscilaciones que causaba la perturbacion para el
mismo caso en el ejemplo anterior en la fase de alcance, no se presentan, puesto que el

controlador integral entra en funcionamiento en un tiempo finito pequeno compensando

de manera exacta todos los efectos que la perturbacion causa, al llegar a la superficie de

deslizamiento. En la Fig. se observa que las senales x1,xo convergen con mayor

rapidez a la superficie de deslizamiento en un tiempo de convergencia ty < 0.35s y pos-

teriormente comienzan a dirigirse hacia el punto de equilibrio para t < ts,. En la Fig.

se encuentran la senal de control y la superficie de deslizamiento,

s(x(t))

)

la senal de control comience a conmutar. Por ulti-

at > 0.35s

s

on para que

0, condic

mo en la Fig. |3.1600 se observan la perturbacion sinusoidal y la ganancia K, elegidas

nuevamente con la condicion dada en (3.10)).
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Figura 3.15: Superficie deslizante y senal de control
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Figura 3.16: Ganancia K y perturbacion constante D

Observacién 2. Nuevamente, el control por modos deslizantes integral garantiza la
convergencia de las trayectorias a la superficie de deslizamiento en un tiempo finito,
para que posteriormente se deslicen sobre ella y se dirijan al origen. Sin embargo, el
procedimiento de diseno entrega una ley de control que involucra una retroalimentacion
de estados que modifica nuevamente los términos del controlador lineal y las carac-

teristicas que este proporciona.

3.1.3. Modos deslizantes en esta tesis

La idea es entonces, especificar una accién de control de realimentaciéon, de naturaleza
de estructura variable, la cual garantice el alcance de la superficie prescrita y mantenga
los movimientos del sistema en esta superficie, deslizandose sobre ella y permaneciendo
insensible a variaciones en los parametros de la planta y a las perturbaciones externas.
Los sistemas de control de estructura variable estan disenados para llevar y restrin-
gir a los estados del sistema a mantenerse dentro de una vecindad de la superficie de
conmutacién [35]. Se estima que el estudio de estos sistemas se inicié en los anos 60,
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pero no se obtuvo la atencion deseada debido a la falta de procedimientos de diseno,
la existencia de chattering en la senal de control, etc.

El control por modos deslizantes, se puede dividir en dos partes, la elecciéon de la super-
ficie de deslizamiento, y el diseno de la ley de control [10], [33], [3], [40]. Sin embargo
no hay restricciones para la eleccion de la variable de deslizamiento, ni para el diseno
de la senal de control, solo se requiere que la dindmica del modo deslizante sea estable,
por lo que los métodos existentes para disenar este tipo de controlador generalmente
modifican el controlador lineal previamente disenado sin considerar las propiedades de
desempeno que este proporciona al sistema, como puede verse en los disenos anteriores.
Usando este procedimiento para obtener robustez en el sistema, no se garantiza que se
mantenga las caracteristicas de desempeno proporcionadas por el control nominal.

El procedimiento que se describird a lo largo de este trabajo robustifica sistemas linea-
les ante perturbaciones acotadas, para anadir robustez sin modificar la dindmica del
sistema realimentado. La senal de control esta presente con una ley de conmutacion sin
ningun término adicional y donde la ganancia solo es lo suficientemente grande para
compensar la perturbacién.

Ademas, también se presenta la construccién de nuevas funciones de Lyapunov para el
sistema en lazo cerrado, utiles para estudiar propiedades adicionales de robustez ante
perturbaciones no acotadas o incertidumbre paramétrica.

En la siguiente seccion se recuerdan algunos conceptos importantes que fundamentan
los controladores por modos deslizantes.

3.2. Inclusiones Diferenciales

Para ciertas aplicaciones de control, se tiene que recurrir a ecuaciones diferenciales
con lado derecho discontinuo ya sea con respecto a t [20] como también con respecto
a las variables de estado x [I3] 25]. De hecho, incluso si el sistema a controlar estéd
modelado por campos vectoriales suaves, las discontinuidades pueden ser inevitables
cuando se requieren soluciones de ciertos problemas de control, como en la aplicacién
de retroalimentacién de alta ganancia en un entorno no lineal. [6]. Por ejemplo, con
el controlador por modos deslizantes, el sistema (3.1)) es discontinuo con respecto a x,
por lo que las nociones clasicas de soluciones no aplican a este tipo de sistemas. En
esta seccion describiremos muy brevemente algunas conceptos relacionados a la teoria
de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo aplicados a los sistemas de
control por modos deslizantes. Algunos conceptos més generales y detalles adicionales
se incluyen en el Apéndice [A]

La robustez de los sistemas de control por modos deslizantes esta relacionada con la

invariabilidad del comportamiento cualitativo del sistema en lazo cerrado frente a per-
turbaciones acotadas, debida la accién discontinua del control. Estas caracteristicas,
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tanto de la perturbacién como del controlador, obligan a que el analisis del sistema de
control se lleve a cabo a través de una inclusion diferencial asociada.

Los sistemas de control por modos deslizantes usualmente tienen la forma
T = f(t,z,u(t,x),d), (3.20)

donde = € R" es el vector de estado del sistema, u(t,z) € R™ es el vector de entra-
das de control, y d(t) € R* es el vector de perturbaciones. Se asume que la funcién
f o RiAntmtk o R7 o5 continua, la funcién de control u : R!*™ — R™ es conti-
nua por partes (y solo es discontinua en la superficie de deslizamiento, i.e., satisfa-

ce la Suposicion , vea el Apéndice , y la funcién de perturbacién d : R — RF,
d(t) = (di(t),da(t), ..., dy(t))T satisface que

d@mm < dl(t) < dﬁmaxﬂ

para ciertas constantes d™, d"** € R. Bajo estas consideraciones se asocia a ([3.20] la
inclusién diferencial de Filippov extendida (descrita en la Definicién @ en el Apéndice

t e F(t,x), teR. (3.21)

3.2.1. Existencia de Soluciones

En el siguiente teorema se dan las condiciones que garantizan la existencia local de
las soluciones generalizadas de (3.20)), es decir, soluciones que satisfacen la inclusién
diferencial asociada (3.21). Se usara la siguiente notacién p(x, M) = inf,ecp |z — yl,
xeR" M CR"

Teorema 3.2.1 (Filippov [I3, 25]). Sea F : G — 28" una funcién conjunto valuada,
definida y semicontinua por arriba en cada punto del conjunto

G={(tz) e R"": |t —ty| <a, |x— | < b}, (3.22)

donde a,b € Ry, ty € R, o € R™. Sea F(t,x) no vacio, compacto y convero para
(t,z) € G. Si existe k > 0 tal que p(0, F(t,x)) < k para (t,x) € G entonces existe
al menos una funcion absolutamente continua x : R — R™ definida en al menos un
segmento [to — a,to + af, a = min{a,b/k}, tal que x(ty) = xo y la inclusion x(t) €
F(t,z(t)) se satisface casi en todas partes sobre [to — a,ty + al.

Es importante mencionar que la inclusién diferencial definida en (3.21) (asi como las
dadas en las definiciones |§| y [8] en el Apéndice [A)) satisfacen todas las condiciones del

Teorema [3.2.1]

3.2.2. Estabilidad

Considere la inclusion diferencial (3.21]) para ¢t > tg con una condicién inicial

x(to) = xg (3.23)
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para algin xy € R™ dado. Denotamos como ® (%, x¢) al conjunto de todas las soluciones
del problema de valor inicial (problema de Cauchy) (3.21]) con (3.23)). Asi, (¢, to, o) €
®(to, x9) denota una solucién de (3.21)) para (3.23). Asumimos que 0 € F(t,0) para

t € R, entonces la funcién z(t,t,0) = 0 pertenece al conjunto de soluciones ®(t,0)
para todo ¢y € R.

Los conceptos de estabilidad para lo sistemas de control lineales y no lineales son muy
importantes, y uno de los mas relevantes es en el sentido de Lyapunov. Este ha sido
extendido para sistemas discontinuos y sus inclusiones diferenciales asociadas. Se usara
la notaciéon

B(r)={z e R": |z| <r}.

Definicién 1 (Estabilidad de Lyapunov, [25]). El origen del sistema (3.21)) es Lyapu-
nov estable si Ve € Ry y Vg € R existe 6 = d(e, o) € Ry, tal que Yxy € B(0)

A. cualquier solucion x(t,ty,xo) del problema de Cauchy (3.21)), (3.23)) existe para
toda t > ty;

B. x(t,tg, o) € B(€) para toda t > t.

Si la funcién 6 no depende de ty, entonces el origen es llamado uniformemente Lyapunov
estable. Por ejemplo, si I’ no depende de t y el origen de es Lyapunov estable,
entonces es uniformemente Lyapunov estable. Si no se satisface alguna condicién de la
Definicién |1} entonces el origen del sistema es inestable.

Definicién 2 (Atractividad asintética, [25]). El origen del sistema (3.21) se dice
asintdticamente atractivo si para toda ty € R existe un conjunto U(tyg) C R™ con

0 € intU(ty) tal que para toda xo € U(to)
» cualquier solucion x(t,ty, zo) del problema de Cauchy existe para t > to;
u limt_>+oo ’x(t,to,xo)‘ =0.

Definicién 3 (Estabilidad asintética, [25]). El origen del sistema (3.21) es asintdtica-
mente estable si es Lyapunov estable y asintoticamente atractivo.

Si U(ty) = R™ entonces el origen del sistema es llamado globalmente asintéticamente
estable. Al igual que para estabilidad, existe la variante uniforme para estabilidad
asintotica. Asi, sabemos que si F' no depende de t y el origen de ([3.21]) es asintéticamente
estable, entonces es uniformemente asintéticamente estable (vea, por ejemplo, [25]).

3.2.3. Meétodo de la funcién de Lyapunov

El método de Lyapunov es una herramienta efectiva para el diseno y anélisis de sis-
temas de control lineales y no lineales. En esta seccion se recuerda la extension del
teorema de Lyapunov para sistemas discontinuos, las definiciones y resultados han sido
tomados de [25].
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Definicién 4. Sea Q2 C R™ un conjunto abierto no vacio tal que 0 € int(Q2). Una
funcion V : R* — R es propia en ) si

A. estd definida en Q2 y es continua en el origen;

B. existe un funcion continua definida positiva V. : R" — R tal que V(z) < V(x)
para todo x € €.

Definicién 5. Una funcion V : R™ — R se dice globalmente propia si es propia en R™
y la funcion definida positiva V : R™ — R es radialmente desacotada.

Teorema 3.2.2. Considere (3.21). Sea Q C R"™ como en la Definicién[f. Sea V : R* —
R wuna funcion propia en ). Si

y <0, VteR, VoecQ\{0}, Yy € Dppa)V (). (3.24)
entonces el origen del sistema es Lyapunov estable.

Observacién 3. En el teorema, DF(t,x)V(:c) es la deriwada generalizada de V' a lo lar-
go de , ésta es definida en el Apéndice . Esta derivada es generalmente dificil
de calcular, sin embargo, con mejores propiedades de suavidad de V' se pueden utilizar
definiciones de derivadas menos complejas para el andlisis [25]. De hecho, en los domi-

nios donde f es continua y V' diferenciable se puede utilizar la derivada estandar [13,
Sec. 15].

Asi como en el caso cldsico, una funciéon de Lyapunov es util para verificar estabilidad
asintdtica y estimar un conjunto de atracciéon. Para el siguiente teorema denotamos

H(V,r)={z € Q:V(z) <r}.

Teorema 3.2.3. Considere (3.21). Sea Q@ C R™ como en la Definicion [f| Sean V :
R™ — R wuna funcion propia en Q0 y W : R* — R wuna funcion continua definida
positiva tales que

y < —W(z), VteR, VeeQ\{0}, Vy € DpuyV(z).

Entonces el origen del sistema (3.21) es asintdticamente estable con un dominio de

atraccion U tal que
I(V,\(h))NB(h) cU (3.25)

donde A(h) = inf,cpnp=nV (z) y h < SUp,cp+.prycar- SV es globalmente propia y
Q = R", entonces el origen del sistema (3.21)) es globalmente asintdticamente estable
(U =R").

Los teoremas de Lyapunov establecen estabilidad o estabilidad asintética del origen,
requiriendo la existencia de una funcién que satisfaga ciertas condiciones, sin embargo
generalmente no es sencillo encontrar tal funcién. Los teoremas conversos confirman
que si el origen es asintoticamente estable, entonces existe una funcién que satisface
las condiciones de dichos teoremas y ademas posee buenas propiedades de suavidad.
Aunque el andlisis de estabilidad de Lyapunov es muy util y poderoso para abordar
los problemas de estabilidad de los sistemas no lineales, no es sencillo determinar la
estabilidad de muchos de ellos, primero porque no se conocen las funciones de Lyapunov
e incluso conociendo alguna el andlisis de esta puede ser muy complicado.
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Capitulo 4

Robustificaciéon ante perturbaciones
acotadas

En este capitulo, se resuelven los objetivos planteados en el parrafo [A] del Capitulo
para el sistema , esto es: escoger una superficie de deslizamiento natural para el
sistema; también se disena el controlador por modos deslizantes el cual cumple con el
objetivo de eliminar el efecto de perturbaciones acotadas (como las descritas en (12.9))
presentes en el sistema, llevando las trayectorias a la superficie de deslizamiento y man-
teniendo caracteristicas como la estabilidad exponencial del origen, el comportamiento
de las trayectorias, la tasa de convergencia y el tipo de respuesta de las variables de
estado que proporciona el control lineal disefiado en la Seccién [4.1]

4.1. Sistema lineal

El comportamiento dindamico de los sistemas lineales, sin importar del orden que sean,
esta gobernando por los valores propios de su matriz de estado. En el caso particular
de un sistema de segundo orden con matriz Hurwitz tenemos dos casos, la matriz del
sistema posee valores propios reales negativos o valores propios complejos con parte
real negativa. Con base en el comportamiento de las trayectorias que generan estos dos
casos, se seleccionard mas adelante la variable de deslizamiento s y la ley de control
por modos deslizantes.

Consideramos el sistema ([2.11)) sin entradas, es decir, el sistema

T = T2, To = —kix1 — ]{ZQZE'Q, k?l, ko > 0, (41)

A= (_(;ﬁ _1]{;2) | (4.2)

El polinomio caracteristico de la matriz A esta dado por

cuya matriz de estados es

FO) =N+ koA + Ky, (4.3)
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cuyas raices (que son lo valores propios de A) estan dadas por

k A k A
__2+£, )\2:__2_£’ A = k3 — 4k, (4.4)

Ay =
1= 9 " g 2 2

Claramente, se tienen las siguientes condiciones que determinan si los valores propios
son puramente reales o tienen parte imaginaria:

/\1,/\2 ER & k>2 ]{31, (45)
)\1, )\2 é R < kg < 2\//6_1 (46)

También sabemos que las condiciones en — determinan el tipo de comporta-
miento de las trayectorias del sistema, esto es, si son oscilatorias o no. Este conocimiento
es el que explotaremos para lograr el objetivo de simplificar la seleccién de la superficie
de deslizamiento (en el disefio del controlador por modos deslizantes). Esto ayudara,
para cualquiera de los casos de los valores propios mencionados, a mantener las ca-
racteristicas del controlador lineal descritas al inicio del capitulo, pero anadiendo la
robustez deseada.

4.2. Modos deslizantes de orden reducido

Para el diseno del controlador por modos deslizantes iniciaremos considerando el caso
en el que ambos valores propios de A son reales negativos, es decir, en el que el punto
de equilibrio de (4.1]) tiene un comportamiento de nodo estable, asi,

A2 < Ay, A2 € R, A2 < 0.

Las condiciones sobre las ganancias k; y ks para este caso estan dadas por (4.5)),
con lo cual se garantiza que las trayectorias de tienen un comportamiento no
oscilatorio (el caso en que A; = A estd descrito en la Seccién . Para el diseno de
la superficie de deslizamiento utilizaremos los espacios propios del sistema. Una manera
de obtenerlos es a través de la diagonalizacion del sistema nominal. Como se sabe, la
diagonalizacién del sistema implica el estudio de una transformacién que mapea el
espacio vectorial sobre si mismo, lo que se obtiene a partir de la ecuacion:

J=QAQ,

donde J es una forma de Jordan y la matriz @ = (f; [2) estd formada por alguna
base de vectores propios de A (siendo los valores propios reales y distintos, siempre se
garantiza la existencia de la matriz Q) [14], [23].

Sea E; = N(A — \1), con i = 1,2, el espacio propio de cada vector propio y donde

N(-) denota al espacio nulo, entonces, calculando el espacio nulo de A — ;I obtenemos
que todos los vectores propios del sistema estan dados por

A2 A
XiZ(kf)Xu Xi=<k11)Xz‘, xi € R\{0}, X,€kFE, i=1,2
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Asi, una base de vectores propios esta dada con y; = x2 = 1 y por lo tanto la matriz
de transformacién del sistema esta compuesta por

A2 A1
— k k
o- (8 8,

Con lo que obtenemos la matriz de Jordan

(A0
().

Por 1ltimo, las soluciones del sistema ([4.1)), que estdn dadas por z(t) = Qe/"Q 'z
para un estado inicial xg = (c1,¢2) ", son
1 1
21(t) = —=(—Xae™" + NeM)e; + —=(eM! — M)y,

VA

5

1
(—eMt Mo + ——= (et — Xge?)ey.

VA

Se sabe que el cambio de coordenadas que transforma el sistema a una forma desaco-
plada esta dado por

i) (t) =

BIF

2=Q .
Asi, dado un sistema & = Ax + Bu + Dy, el sistema transformado es
t=Jz+ Byu+ C,,

donde B, = Q 'By C, = Q' D,. En el caso particular de dimensién dos con la matriz
de Jordan diagonal, el sistema se puede reescribir en dos ecuaciones diferenciales

=M+ Buu+Ch, Yy 2=z + Bu+Cy,.

Dado nuestro sistema original (2.11)), tenemos que

(). e ()

Asi, nuestro sistema transformado queda expresado como

=Mz + By (u+d), 29 = Xozo + By, (u + d), (4.7)
donde B, = \>—1Z, B,, = —\;—QK y
k A k A
1 = ——1x1 + L Z9 = —1 1 — —21‘2 (48)

VAT TR
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Para algin estado inicial (zj9, 220), las soluciones estdn dadas por:

t t
21(t) = 2™ —1—/ e’\l(t_T)Bmu(T)dT—l—/ M d(T)dr,
0

0

t t
2(t) = 290e™?! +/ 6>\2(t_T)Bn2u(T)dT+/ 21O d()dr. (4.9)
0 0
De estas ecuaciones, considerando entradas nulas, podemos eliminar el parametro del
tiempo t y obtener la ecuacion
A2 A2
29 = (220/21)\01) Zfl s

que es la ecuacion con la que se genera la familia de curvas del retrato fase del sistema
y donde (219, 229) toman valores arbitrarios en R%. En las figuras se muestran
retratos fase para el sistema con las rectas de los espacios propios para los valores
mostrados en la Tabla .1l

Simulacién | k; ky A\ Ao
1 2 3 -1 -2
2 4 8 -0.53 -7.46
3 40 20 -2.25 -17.74

Tabla 4.1: Valores de las ganancias y valores propios del sistema ({4.1]).

Figura 4.1: Simulacién 1. Trayectorias del sistema nominal (4.1)) con ky =2y ky = 3.
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X'1=X2
X'2 = -4x4-8x2

Figura 4.2: Simulacién 2. Trayectorias del sistema nominal (4.1) con ky =4 y ky = 8.

X=Xz
X'2 =-40x4 -20x2

Figura 4.3: Simulacién 3. Trayectorias del sistema nominal (4.1)) con k; = 40 y ky = 20.

En las figuras [4.1{4.3] las lineas en color rojo representan las rectas del espacio pro-
pio asociado al valor propio Ay y las lineas de color verde lo hacen para A;. En la
Figura se puede observar que los términos exponenciales e y e*?! tienden a cero
cuando el tiempo tiende a infinito. Dado que (en el caso A > 0) e*2! < M entonces
et tiende a cero mas répido que el término de lado derecho de esta ultima desigual-
dad. Las flechas indican la direccién de la trayectorias, lo que refiere a que el origen sea
un nodo estable. La interpretacién de los retratos fases en las figuras[1.2) y [4.3] es similar.

Para el sistema diagonalizado (4.7)) con entradas nulas, se realizan los retratos fase de
las tres simulaciones con los pardmetros anteriores, obteniendo los siguientes resultados.
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Figura 4.4: Simulacion 1. Trayectorias del sistema diagonal (@ sin entradas.
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Figura 4.5: Simulacion 2. Trayectorias del sistema diagonal (@ sin entradas.
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Figura 4.6: Simulacién 3. Trayectorias del sistema diagonal (4.7]) sin entradas.

En la Figura se observa que hacia el infinito las trayectorias tienden a ser paralelas
al eje z; y cuando se aproximan al origen tienden a ser tangentes al eje z,. Comporta-
mientos similares ocurren en las simulaciones mostradas en las figuras [£.5] y [4.6] Estos
retratos fase representan el comportamiento del sistema a través de la transformacion
a coordenadas z. Es importante mencionar que ésta transformacion serd relevante para
el desarrollo de los objetivos planteados.

El desarrollo mostrado en la seccién |3.1| para el diseno del controlador por modos des-
lizantes, modifica o elimina el controlador lineal para poder proporcionar la robustez
deseada a través de una senal de control que tiene pardametros adicionales y que ademas
son dependientes de los estados, causando que la ganancia K sea mucho mas grande de
lo necesario, para que ademas de compensar la perturbacion se compensen los términos
lineales, verificando solo estabilidad local.

Considerando el método propuesto en esta tesis, se impone la ley de control descrita en
. Como observamos en las figuras , las trayectorias del sistema convergen
a uno de los espacios propios del sistema por si solas en el caso nominal, por lo cual,
la propuesta es utilizar un espacio propio como una superficie deslizante y asi en el
caso con perturbaciones conservar el controlador lineal previamente disenado y las
propiedades que este aporta al sistema. Ahora, recuerde que se obtuvieron ecuaciones
para la transformacion del sistema en un sistema diagonalizado, donde el espacio propio
asociado a Ay en el sistema transformado es el eje z; y similarmente para \;. Por lo
que ahora se elige a s = ZQE| como variable deslizante. Ya tenemos lo necesario para
enunciar el primer resultado de la presente tesis.

Teorema 4.2.1. Considere el sistema en lazo cerrado con el controlador ,
asumiendo que los valores propios de (4.1) son reales negativos y distintos. Sea S =
{r € R": s(z) =0} con

k
s(x) = —=1x1 + B,z (4.10)

VA

!La variable de deslizamiento s es elegida como s = 2o dado que |\2| > |A1].
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donde B,, = —’\A—2 y A =k3—4ky. Si se satisface y si K > D, entonces para
cualquier x(0) € R? se establece un modo deslizante sobre S en un tiempo finito ts, tal

que
A 0 B,,(—K+ D 1
tsg_m( ols(@(0))] + Buy (=K + >)_' i
B,,(—K + D) Ao
En el modo deslizante las trayectorias del sistema convergen al origen exponencialmen-
te.

Demostracion. Considere la transformacion de coordenadas y defina s,(z) = 2.
Observe que s.(z) = s.(Q'z) = s(x), por lo que verificar que se establece un modo
deslizante sobre S es equivalente a verificar que éste se establece en el sistema trans-
formado sobre el conjunto {z € R? : s,(z) = 0}. Para esto, considere la funcién tipo
Lyapunov V : R — R dada por

V(s,) = =s;. (4.12)
La derivada de (4.12)) tomada a lo largo de las trayectorias de (4.7)) es

V = 2oz + By, (—Ksign(z2) + d)],
V = )\223 - KBn2|22| + BnQdZQ,
V < Xo22 + By, (—K + D))z, (4.13)

dado que Ay < 0, K > D (condicién encontrada anteriormente en (3.10))) y B,, > 0,
entonces V' en es una funcién definida negativa. Se puede concluir que la superficie
de deslizamiento descrita por s,(z) = 0 es atractiva.

Para verificar que las trayectorias del sistema alcanzan la superficie estableciendo un
modo deslizante en un tiempo finito ¢, se parte de integrar (4.13) en un intervalo de
tiempo de 0 a t,. Para esto, se encuentra otra manera de expresar a (4.13]), quedando
como

dZQ
2 < |zl (Relzof + By (K + D)),
Utilizando el Lema de Comparacién, se puede integrar y evaluar en los limites, obte-
niendo la cota del tiempo de convergencia

Aa|s(z(0))| + Bn,(—K + D)\ 1
“‘1“( B,,(-K + D) )r

recordando que s = zy. (Una forma equivalente de verificar lo anterior es usando la
funcién tipo Lyapunov [4.12] note que z, = (2V)2, por lo tanto

V <2V + B, (—K + D)(2V)?)

Por lo que las trayectorias del sistema [2.11] alcanzan la superficie de deslizamiento y se
mantiene sobre ella, garantizando el modo deslizante para todo tiempo ¢ > t,.

La convergencia exponencial de las trayectorias al origen en el régimen deslizante se
verifica de forma estandar (vea la Seccién [3.1.1)). O
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La funcion tipo Lyapunov propuesta verifica la alcanzabilidad de la superficie deslizan-
te, por lo que las trayectorias convergen a ella en un tiempo finito, para verificar ésto,
realizamos una transformacion a coordenadas z. Otra manera es mediante la transfor-
macién z = Q 'z para regresar a las coordenadas originales x, llegando nuevamente
a las mismas condiciones, sin embargo, el procedimiento es mucho mas simple con el
sistema transformado. Este procedimiento puede verse en el Apéndice .

Observacién 4. Como puede verse en la demostracion, el disenar la superficie des-
lizante como uno de los espacios propios para el controlador, ademds de verificar la
atractividad de s(x) = 0, permite que las trayectorias después de la fase de alcance se
deslicen sobre ella para todo t > t,. Ademds, debido a que es la recta de uno de los
espactos propios, las trayectorias converger al origen del sistema, por lo que el contro-
lador por modos deslizantes y el controlador lineal cooperan para lograr las propiedades
de desempeno y robustez deseados.

El tiempo de convergencia t, se puede estimar de tres maneras distintas, dando la
oportunidad de realizar una comparacién. Como primer método, se tiene el mostrado
en la demostracion del Teorema [4.2.1. Un segundo método es obtener una cota mayor

para (4.13]), se tiene
V < B,,(—K + D)|z|.

si se integra la ultima expresién en un intervalo de tiempo de 0 a t; = t,, y podemos
obtener

|s(z(0))]
ty < ————22 4.14
=Bk - D) i
Como tercer y ultimo método se utiliza la solucién de la ecuacién de estado del siste-
ma expresada en (4.9)), dado que z3(ts) = 0, se puede resolver la expresién para t.,,,
obteniendo

Ao|s(x(0))| + B, (—K + D)> 1
ty < —1 z —. 4.15
= < B, (—K + D) o (4.15)
Método Tiempo estimado
1. Eqn. (4.22) 0.64 s
2. Eqn. (4.14) 15.30 s
3. Eqn. (4.15)) 0.64 s

Tabla 4.2: Cota del tiempo de convergencia t,, para la simulacion.
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Ejemplo 3. Se realiza una simulacion donde se puede comprobar de manera numérica
que se cumple con el tiempo de convergencia estimado para que las trayectorias alcancen
la superficie de deslizamiento y que posteriormente se dirigen al punto del equilibrio.
Para la simulacion se usan los pardmetros ky = 4, ke =8, \g = —7.46, K =1 y una
perturbacion constante de d = 0.5 (D = 0.5), con los que se obtienen los tiempos de
convergencia estimados expresados en la Tabla [{.3. En las figuras [{.H{.10 podemos
observar todas las respuestas de las senales involucradas en el sistema.

Plano fase
T T T T T
6 — .l
4L 4
20 o
>E\l h‘.“-‘--
0- Te-al |
2- 4
4l —--“--____,
| | L L L L 1 |
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X4

6

- —X
51 Xy
4} il
3t N ]
21 ]
_3 |

0 5 10 15

tiempo(s)

Figura 4.8: Comportamiento de los estados del sistema controlado.

En la Figum se puede observar el plano fase donde se encuentra la recta s(x) =0
y la trayectoria del sistema teniendo la fase de alcance (t < ts) y el modo deslizante
en el que se dirige al origen para t > ts; en la Figura[{.§ se encuentran las respuestas
temporales de los estados del sistema, donde en el tiempo de convergencia ts alcanzan
la superficie de deslizamiento y dado que la superficie elegida es uno de los espacios
propios, la trayectoria se dirige de manera natural al origen; en la Figural{.9 se tiene la
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Figura 4.9: Ganancia K y perturbacion constante d.

0 5 . 10 15
tiempo(s)

Figura 4.10: Variable deslizante y senal de control.

senal de perturbacion constante y la recta de la ganancia K lo suficientemente grande;
por dltimo, en la Figura[4.10 se tiene el comportamiento de la variable de deslizamiento
s(z(t)) cuyo tiempo de convergencia a cero ty es cercano a la cota de tiempo estimada,
ast como la senal de control que comienza a conmutar, compensando la perturbacion
del sistema.

Observacion 5. Note que en el sistema con control por modos deslizantes la respuesta
de las variables de estado es sobreamortiguada, por lo que se mantiene el comporta-
miento no oscilatorio establecido a través del diseno del control lineal. Note también
que sobre la superficie de deslizamiento también se mantiene la tasa de convergencia
exponencial. Asi, el controlador por modos deslizantes mantiene estas caracteristicas
de desempeno del controlador lineal.

Algo interesante en esta simulacién, son los tiempos de alcance estimados encontrados
por los diferentes métodos, que son mostrados en la Tabla Como podemos notar,
el acotar superiormente a V' solo por el término discontinuo da una estimacién muy
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conservadora. Sin embargo, si se quiere tener una aproximacion mas cercana, los dos
métodos restantes son una representaciéon mas exacta.

Ejemplo 4. En este ejemplo se realiza la simulacion con los mismos pardmetros del
ejemplo anterior pero con una ganancia K = 6. Los resultados andlogos al ejemplo
anterior son mostrados en las figuras[{.11H4.1]]. La descripcion del comportamiento de
las senales es similar a las figuras anteriores.

Plano fase
T T T

timepo (s)

Figura 4.12: Comportamiento de los estados del sistema controlado.
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0 I |
tiempo (s) 10 15

Figura 4.13: Ganancia K y perturbacién constante d.

0 S tiempo (s) 10 15

Figura 4.14: Variable deslizante y senal de control.

Ahora la estimacion del tiempo de convergencia es ty < 0.33s. Con estas dos simu-
laciones podemos realizar una comparacion, la cual se muestra en la Figura [{.15 Se
realiza un acercamiento a la superficie de deslizamiento y las trayectorias de las dos
simulaciones anteriores. Lo primero que podemos observar en la Fz’gum (amplia-
cion de la trayectoria y de la superficie deslizante) es que el tiempo de convergencia a
la superficie de deslizamiento es menor en el caso de mayor ganancia. Sin embargo,
cuando K es mayor de lo necesario, la vibracion (u oscilacion) que se presenta en la
senales durante el régimen deslizante es de mayor amplitud.

En la teoria de control de sistemas de estructuras variables se asume que la senal de
control por modos deslizantes puede ser conmutada de un valor a otro a una velocidad
infinitamente rapida, sin embargo, en aplicaciones practicas esto es imposible de alcan-
zar debido a las limitaciones de los elementos fisicos y las demoras que se producen en
el calculo de control. Esto puede provocar que con ciertas implementaciones del control
se presenten fenémenos no deseados de oscilaciones de frecuencia y amplitud finita,
definido como chattering. Es un fenémeno que en algunos casos resulta danino porque
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Figura 4.15: Acercamiento de la trayectoria y la superficie deslizante para K = 1y
K=6

conduce a una baja precision de control, un alto desgaste y altas pérdidas por calor.
La amplitud del chattering es proporcional a la magnitud del control discontinuo. Por
lo tanto, los métodos de supresion de la vibracién pueden desarrollarse de manera que
la magnitud se reduzca adecuadamente junto con los estados del sistema. El segundo
implica que la magnitud es la funcién de un control equivalente derivado de un filtro
de paso bajo u.,; método que puede aplicarse a las plantas sujetas a perturbaciones
desconocidas, sin embargo esta técnica no garantiza las propiedades de robustez de
los modos deslizantes. Cabe recalcar que el chattering numérico es provocado por la
discretizacién, entre mas pequeno sea el paso de muestreo, mas se aproxima al caso
tedrico. El encontrar una condiciéon donde K solo tiene que compensar la perturbacién
d, permite la reduccién de estas oscilaciones, justo como la metodologia que se esta
desarrollando en esta tesis.

Ahora, para ejemplificar mejor los resultados tedricos obtenidos, se muestran resulta-
dos experimentales. El experimento consiste en emular (con circuitos electrénicos) el
comportamiento de un péndulo simple. A este sistema se le diseniard e implementara un
control lineal, y se le introducird una senal de perturbacién. Posteriormente se anadira
un control por modos deslizantes, como el disenado en esta seccién, para rechazar los
efectos de la perturbacion el sistema.

Experimento 1. Considere el modelo de un péndulo simple (vedse [3])]), esto es,
usando la sequnda ley de Newton, la ecuacion de movimiento en la direccion tangencial
queda expresada como

MR2) + k6 + MgRsin(0) = T (4.16)

donde R denota la longitud del péndulo (asumiendo que la varilla es rigida y su masa es
igual a 0), M la masa concentrada en el extremo, 6 es el dngulo entre la varilla y el eje
vertical a través del punto de pivote. La fuerza que actia sobre la masa suspendida es la
gravitacional, esto es M g, donde g la constante de aceleracion gravitacional. Asumimos
que la fuerza de friccion es proporcional a la velocidad de la masa con un coeficiente
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de friccion k, y T es el par aplicado, el cual agrupa las senales de entrada, es decir,
T=T.+Ty donde T, es la sgﬁal de control y Ty es la senal de perturbacion. Utilizando
las variables x1 = 6 y xo = 0 podemos obtener el modelo de estados para el péndulo

jfl = T9, Z).’JQ = —a SiD(JIl) - bflfg + C(TC + Td), (417)

donde a = %, b = MLRQ yc= MLRQ. Este sistema es emulado con un filtro electronico
analégico de sequndo orden, construido con amplificadores operacionales OP77 y reali-
mentado con un microcontrolador ATSAMES1J20A. que calcula la no linealidad con

un paso de muestreo de 1ms, representado en la Fig. [{.16

P9
P1 Senial de salida
control acondicionado

P8
1 pos 2 neg
He=

7

Vee 2VEE
GND

VEE = P4

1k P3 control
Entrada planta 1
2 ? 2
= 1
GND GND

medicion control

Figura 4.16: Circuito

Los parametros del sistema son a = ¢ =4.545 y b= 1/2.
En la Fig. se observa el comportamiento de xy de la planta no lineal descrita

en (4.17) con una entrada T' cuadrada, la cual oscila entre 0.44 y 0.176 con un periodo
de 20s.
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Figura 4.17: Respuesta del péndulo simple a una senal cuadrada

Para controlar al péndulo se utiliza la técnica de linealizacion exacta por realimentacion
de estados. Se elige la senal de control como

1 v
T. = —[asin(xy) + bxo] + —,
c c

con la que se cancelan los términos tanto lineales como no lineales, lo que resulta en el
sistema lineal (asumiendo Ty =0)

i?l = T2, Zl"IQ = .

Entonces el problema de estabilizar el sistema no lineal se reduce a estabilizar un sis-
tema lineal controlable. Por lo que se puede elegir

vV = —]{ZlfL’l - ]{321’1 +u (418)

para obtener que el origen del siguiente sistema en lazo cerrado es asintoticamente
estable (para u=0)

Zl")l = T9, jfg = —]{?1331 — kz.ﬁEg + u. (419)

La senal del control lineal se disena para garantizar que el origen del sistema sea expo-
nencialmente estable y que las trayectorias son no oscilatorias, por lo que las ganancias
se eligen como ky = 4 y ke = 5. En la Fig. se observa la respuesta escalon de
la planta. La respuesta de la salida del sistema dada por la variable de estado xq1 es
sobreamortiguada 1y es llevada hacia la senal de referencia v por el controlador im-
plementado. Como se menciond en la Capitulo [, esta técnica de control tiene como
desventaja la falta de robustez, por lo que en el lazo cerrado, el sistema es sensible a las
perturbaciones e incertidumbres del modelo. Considerando nuevamente la perturbacion,
el sistema en lazo cerrado queda expresado de la siguiente manera

Zi‘l = T9, ig = —klxl — k‘gl’g —+ u 4+ d, (420)
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Planta lineal
T

valts

02 — Seial de Control -
Salida de la planta
0.1~ Senal de referencia

0 I | I I I
1 2 3 4 5 6
tiempo(s)

Figura 4.18: Péndulo simple (no perturbado) con controlador lineal kx

que es igual a nuestro sistema (2.11)), asumiendo que la perturbacion d = Ty es tal
que (2.9) se satisface.

En este experimento, el sistema con el controlador lineal kx es perturbado con una
senal sinusoidal d = sin(t). En la Fig se observa la respuesta del péndulo que an-
teriormente fué estabilizado con el control lineal dado en , donde se hace evidente
que con esta técnica la perturbacion no puede ser compensada y la salida de la planta
no converge a la referencia, sino que oscila alrededor de ella.

Planta lineal perturbada
12~ T T T

Senal de control
Salida de la planta

|

0 l | | 1 L | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

tiempo(s)

Figura 4.19: Péndulo perturbado con controlador lineal implementado

Para eliminar el efecto de la perturbacion y mantener las propiedades de desemperno
que el control lineal aporta, se implementa un controlador por modos deslizantes u =
—Ksign(s), donde K = 1.2 y la variable de deslizamiento s es la descrita en (1.21)),
enunciada en el resultado principal de esta seccion. El cdlculo de la estimacion del
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tiempo de convergencia arroja ty < 0.79 s. Se obtienen los siguientes resultados: la
trayectoria del sistema alcanza la superficie de deslizamiento al tiempo de convergencia
estimado, en ese momento el control comienza a conmutar y el efecto de la perturba-
cion se elimina por completo, esto puede verse en la Fig. la salida del sistema
nuevamente es llevada hacia la senal de referencia, y manteniendo el comportamien-
to sobreamortiguado. Con estos resultados se puede concluir que para un sistema con

Planta con SMC

i 1 I
Oy gl v
|

i
i

Sefial de control

0.8 —

volts

06—

0.4}

0.2 —

tiempo(s)

Figura 4.20: Comportamiento de la planta (4.20)) con control u = — K sing(s)

valores propios reales negativos y diferentes, el elegir la superficie y variable de des-
lizamiento como se describe en el Teorema y cuyo procedimiento sistemdtico
se encuentra extendido en estd seccion, no solo garantiza que el origen del sistema es
exponencialmente estable, st no que las propiedades que el control lineal aporta se man-
tienen, logrando cumplir satisfactoriamente con los objetivos planteados. El controlador
por modos deslizantes brida la robustez necesaria de la que el control lineal carece y con
él, el sistema es robusto, es decir, que el sistema se vuelve insensible a perturbaciones
en algun tiempo finito.

Ahora, es fundamental mencionar que para el caso en que A\; = Xy, el diseno de la su-
) bl

perficie y la variable de deslizamiento, es distinto y se encuentra descrito en la siguiente

subseccion.

4.2.1. Modo deslizante de orden reducido para \; = X\

Considere que A1 = )Xo, este caso se cumple si k1 y ko son tales que

kQ = 2\/k_17

ademas, los vectores propios del sistema quedan definidos de la siguiente manera
1 .
Xi: /\ Xis XZER\{O}, XleEi, 7,:1:2
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Entonces, los espacios propios del sistema son E; = Fy = {z € R* : —\x; + 7o = 0}.
Dado que la superficie de deslizamiento esta dada por el conjunto S = {x € R" :
s(x) = 0}, seleccionamos a la variable de deslizamiento s(x), como s(x) = —Azy + 3,
y enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 4.2.2. Considere el sistema en lazo cerrado con el controlador ,
asumiendo que los valores propios de son reales negativos e iguales. Sea S = {x €
R"™ : s(x) = 0} con

s(x) = —Axy + 9, (4.21)

donde \ = —"“'—22. Si se satisface y si K > D, entonces para cualquier z(0) € R?
se establece un modo deslizante sobre S en un tiempo finito ts, tal que

b < —1In ()\\s(x(())_)|K++(;)K + D)) % (1.22)

En el modo deslizante las trayectorias del sistema convergen al origen exponencialmen-
te.

La demostracién de este teorema es andloga al Teorema |4.2.1fcon A = Ay y B,,, = 1.

4.3. Modos deslizantes de orden completo

El planteamiento de la seccién anterior pertenece al caso en que el sistema nominal
tiene valores propios reales negativos, sin embargo, el control por modos deslizantes
propuesto no puede utilizarse para el caso en el que se tienen valores propios con parte
imaginaria (cuando el punto de equilibrio tiene el comportamiento de un foco estable),
ya que las trayectorias oscilan al converger al origen. Para tratar este caso, es necesario
recurrir al método de control por modos deslizantes integral.

Consideramos el sistema ([2.11]) y asumimos que para el sistema nominal (4.1)) se tienen
valores propios complejos estables. De las ecuaciones para los valores propios dadas por
(4.4)), tenemos que las condiciones sobre los parametros ki y ks son las siguientes

k1,2 > O, ko < 24/ kq.

Se requiere construir un control por modos deslizantes integral para el sistema ,
esto con el fin de mantener una dinamica con oscilaciones en el régimen deslizante.
La forma canoénica de Jordan del sistema nominal tiene una matriz de estados J =
Q1AQ. Dado que ésta forma es compleja no tiene mucho interés para nuestro analisis,
por esto, trabajaremos con otra forma canénica real conocida como forma modal [7]. Es-
ta se obtiene a partir de definir a la matriz de cambio de base ) como @ = [Re(v) Im(v)]
(donde v es un valor propio de A), esto da una forma de matriz real que no es diagonal,
pero que sera muy util mas adelante. Los vectores propios del sistema ahora estan
dados por la siguiente ecuacion
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X = (i) i (g) \. (4.23)
ko vV=A

donde a = =% y 8 = ¥*5=. Con x = 1, podemos formar la matriz Q que queda
definida como
10
Q - (Oé B) )
a_ (B8 0)1
= (5405

por lo tanto, la forma modal M = Q1AQ es

con

_(a B
M = (—ﬁ oz)’ (4.24)
Ahora, con el cambio de coordenadas z = Q 'z dado por
1
21 = T, Z9 = E(—ole -+ .TQ), (425)

se trasforma al sistema (2.11]) a la forma

1
1=z + Bz, Z=—Bz +az+ B(u +d). (4.26)

En el caso nominal sin entradas, la soluciéon de estas ecuaciones es oscilatoria y puede
ser expresada de una forma mas conveniente en las coordenadas polares

z
r=/2?+ 23, 0 =tan" (2—2),
1

de donde se obtienen dos ecuaciones diferenciales de primer orden desacopladas
P = ar, 0=0. (4.27)
Asi, la solucién para una condicién inicial (r, p) estd dada por
r(t) =roe® y  O(t) = 0y + Bt.

Ahora, para el control por modos deslizantes, como se planted en los objetivos del
trabajo, se busca que la senal u no dependa de términos de los estados del sistema
adicionales al discontinuo. Como hemos visto, el control u planteado por el método de
Utkin, mostrado en la Seccién |3.1.2, involucra una realimentacién lineal de estados.
Entonces, si fijamos nuevamente a u = —Ksign(s), es claro que el procedimiento an-
terior, no cumple con las caracteristicas deseadas a simple vista, por lo que tenemos
que disenar de manera diferente la superficie deslizante. Por ello, es que nuevamente la
transformacién del sistema juega un papel importante.
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La idea del diseno es la siguiente. Se disena una superficie de deslizamiento definida
por

s(z,v) = so(x) — v,

donde v estd dada por © = f(x,v), y f es una funcién a disenar. Se eligen sq y f tales
que en régimen deslizante (cuando s = 0y $ = 0) se recupere la dindmica del sistema
nominal. Asi, podemos enunciar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.3.1. Considere el sistema asumiendo que los valores propios del
sistema nominal son complejos con parte real negativa. Considere el controlador
con la variable de deslizamiento s dada por

s(x,v) = =(—axy +x2) —v, ©=—pFr1+ av, (4.28)

1
B

donde o = —’“2—2 y B = —VgA. Si se satisface y K > D, entonces para cualquier
z(0) € R? se establece que s(z(t),v(t)) = 0 para todo t > t,, con un tiempo finito t, tal

que
oo (U0 £ DK L (120)

D — a
Ademds, la dindmica en régimen deslizante estd dada por (4.1)).

Demostracion. Considere la transformacién de coordenadas y defina s,(z,v) =
23 — v. Observe que s.(z,v) = s,(Q 'z,v) = s(z,v) y que v = —f21; + av. De manera
que, verificar que s(x(t),v(t)) se establece en cero en tiempo finito es equivalente a
mostrar que s,(z(t),v(t)) se establece en cero en tiempo finito. Para esto, considere la
funcién tipo Lyapunov V : R — R dada por

Lo
§SZ.
Tomando la derivada de (4.30)) a lo largo de (4.26)) obtenemos

= 8.[% — (=B2z1 + av)],

S.|—Bz1 + az + (u +d) — (=82 + av)],
[

[

Vis,) = (4.30)

Sa(zg —v) + (u + d)],
Sas, + 5 ( Ksigns, + d)],

as? + %(—K + D)|s,|. (4.31)

I
V)

I
»

< < < <

IN

Como K > D, se garantiza que el conjunto descrito por s,(z,v) = 0 es atractivo. Para
demostrar la convergencia de las trayectorias del sistema hacia este conjunto en un
tiempo finito reescribimos la expresién para la derivada de la funcién tipo Lyapunov

[4.31] como sigue
V <2aV + 3(~K + D)V2V,
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se integra y evalia esta expresion de 0 a t,, obteniendo la estimacion del tiempo de con-
vergencia ts, dado por (4.29) (procedimiento andlogo al de la prueba del Teoremal4.2.1)).

Para encontrar la dinamica en régimen deslizante basta con ver que con s, = 0 ob-
tenemos que v = z3, por lo tanto v = —[2; + azs (igualmente, ¥ = %;). Como ésta
dindmica depende de z; tenemos que considerar la dindmica de z; (dada en (4.26))), ast
la dindmica en régimen deslizante esta dada por

Y =azn + PBr, ZH=—Fun+azn,

que se transforma en (4.1)) a través de (4.25) y cuyas trayectorias convergen exponen-
cialmente al origen por hipdtesis. O

Como se menciond, el principal objetivo del modo deslizante integral es que no exista
la fase de alcance, dicho de otra manera, que las trayectorias estén en la superficie de
deslizamiento desde la condicién inicial, lo que al parecer se logra si

o(z(0)) = %(—aaa(@) T 25(0)),

sin embargo, esto no es suficiente, puesto que si consideramos s, (z,v) = 0 tenemos que
S5, =u—+d,

lo que demuestra que existird una fase de alcance si se desconoce la condicién inicial
de la perturbacién.

Ejemplo 5. En este ejemplo, realizamos algunas simulaciones del sistema , en el
entorno Stmulink de Matlab, con ki = 4, ko = 2, K = 6 y una perturbacion constante
d = 5, se calcula la estimacion del tiempo de convergencia ts < 2.05 s con ayuda
de . Para la simulacion se usa un método de integracion Euler, obteniendo los
siguientes resultados. Como se puede observar en las figuras las respuestas
de ambos estados alcanzan a la superficie deslizante en un tiempo ts. La superficie de
deslizamiento llega a ser cero s(x,v) = 0, en un tiempo aprozimado a la estimacion
que se realizo previamente para los pardmetros asignados a la simulacion. Nuevamente,
cuando la superficie es cero, la ley de control empieza a conmutar y el modo deslizante
ocurre mitigando la perturbacion. Cuando las trayectorias llegan a alcanzar la superficie
deslizante en ts, empiezan a converger al punto de equilibrio. La ganancia K, solo
es lo suficientemente grande para compensar la perturbacion D cuando la trayectoria
empieza a deslizarse sobre la superficie.
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Plano fase

| 1 L L L | 1 L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
oest0 tiempo (s)

Figura 4.22: Comportamiento temporal de los estados del sistema.

Realizando una seqgunda simulacion, ahora con una perturbacion sinusoidal, obtenemos
nuevos resultados. La estimacion del tiempo de convergencia que se obtiene a partir de
la expresion es ts < 0.98s. Los resultados se muestran en las figuras .
Podemos ver que el control por modos deslizantes cumple con los objetivos, teniendo
resultados satisfactorios en el sistema, el tiempo de convergencia estimado, es muy
aprozimado al de la simulacion. La trayectoria alcanza la superficie deslizante en dicho
tiempo, para posteriormente empezar con el modo deslizante, donde la funcion signo
comienza a conmutar, por lo que se compensa la perturbacion de manera exacta y la
trayectoria es obligada a permanecer ahi para todo tiempo futuro para converger al
origen del sistema.
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| L L | | L L | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo (s)

Figura 4.23: Ganancia K y perturbacién constante d.

| | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
otea0 tiempo (s)

Figura 4.24: Variable deslizante y senal de control.

Observacién 6. El sistema con controlador por modos deslizantes de orden completo
para valores propios complejos y estables, conserva la respuesta subamortiguada de
las variables de estado, es decir que las trayectorias siguen oscilando alrededor del
punto de equilibrio y convergen exponencialmente a €él, ademds de mantener la tasa de
convergencia, caracteristicas de desempeno que se anaden al sistema por el controlador
lineal previamente disenado.

Nuevamente se puede realizar la transformacion para obtener la Funciéon de Lyapunov
en coordenadas originales, dicho procedimiento puede verse en Apéndice [B]

4.3.1. Modo deslizante integral para sistemas con valores pro-
pios reales

El control por modos deslizantes que ya fue disenado para el caso de valores propios

reales, tiene la caracteristica de reducir el orden en el régimen deslizante, sin embargo,

podemos disenar un control por modos deslizantes integral, en el cual el orden del
sistema se conserve. Nuevamente utilizaremos el sistema transformado a coordenadas
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Plano fase

Figura 4.25: Trayectoria del sistema controlado.

| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ofeeto tiempo (s)

Figura 4.26: Comportamiento temporal de los estados del sistema.

z, a través del cual se disena el control con un procedimiento similar al de un sistema
con valores propios complejos.

Teorema 4.3.2. Considere el sistema en lazo cerrado con el controlador (2.13).
Asuma que los valores propios (4.4) del sistema nominal son reales negativos. Considere
la variable de deslizamiento

s(z,v) = %(lﬁxl — XoZ2) —v, U= MXv, v(0)#DO0. (4.32)

St se satisface y si K > D, entonces para cualquier x(0) € R? se establece un
modo deslizante sobre s(x,v) =0 en un tiempo finito ts que satisface

b < —In (aﬁ]s(z(O),v(O))\ +D — K) 1 (4.33)

D—-K a

Ademds, la dindmica en régimen deslizante estd dada por (4.1)).
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1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
otsero tiempo (s)

Figura 4.27: Superficie deslizante y senal de control.

tiempo (s)

Figura 4.28: Ganancia K y perturbacién constante D.

Demostracion. Recordando la transformacién ya hecha en (4.8) (de manera similar que
en el caso complejo) definimos

s.(z,v) = 29 — v, 0 = A\gv.

Observe que s,(z,v) = s,(Q 'x,v) = s(x,v). Es importante ver que si v(0) = 0, en-
tonces la superficie de deslizamiento es el eje z5 del sistema transformado, regresando
al caso de orden reducido. Por lo que para exista una dinamica de orden completo, v
tiene que ser iniciada en una condicion diferente a 0.

Para verificar que s(x(t),v(t)) se establece en cero en tiempo finito mostraremos que
s.(z(t),v(t)) se establece en cero en tiempo finito. Para esto, considere la funcién tipo
Lyapunov V : R — R dada por

1
V(s.) = 553. (4.34)
Tomando la derivada de (4.34) a lo largo de (4.7)) obtenemos

V = s.[20 — Ao, (4.35)
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sustituyendo las derivadas

' A2 = —v) — A2 u
V= SZ[)\QZQ — ﬁ(u + d) - >\2U] = Sz[)\Q(ZQ ) \/Z( + d)]?

V= S.[Aas, — \j\—%(u +d)| = )\233 — %(—K!Szl +ds,),

y acotando superiormente obtenemos

. Ao
V < \gs? — —=(=K + D)|s.|.

Como K > Dy Ay < 0, se garantiza que la variable de deslizamiento s, (z(t),v(t)) — 0

conforme t — oco. La prueba de que las trayectorias convergen a la superficie de desli-

zamiento en un tiempo finito ¢4 y la obtencién de la cota (4.33)) son andlogas a las del

Teorema (4.3.1]).

Para obtener la dindmica en régimen deslizante basta con ver que con s, = 0 obtenemos
que v = zo, por lo tanto ¥ = 25 = A929. Esta dindmica solo depende de z, pero en
coordenadas originales depende tanto de x; como de x5, por lo tanto se debe considerar
la dindmica de z; (dada en (4.7))). Asi, considerando el control equivalente u., = d, la
dindmica en régimen deslizante estda dada por

2= M2, Zo = Aoz,

que se transforma en (4.1)) a través de (4.8) y cuyas trayectorias convergen exponen-
cialmente al origen por hipétesis. O

Ejemplo 6. En este ejemplo, realizamos una simulacion del sistema (2.11]) con el
controlador del Teorema en el entorno Simulink, con k1 = 4 y ke = 8 (A =
—7.46). La perturbacion es constante d = 2 y la ganancia del término discontinuo es
K = 3. El tiempo de convergencia estimado es ty < 0.51s. Se obtienen los resultados
mostrados en las figuras[{.294.33 El diseno de la ley de control y la implementacion del
controlador para el sistema compensa las perturbaciones presentes en el sistema, lleva a
las trayectorias desde una condicion inicial hasta la superficie, para después empezar a
converger al punto de equilibrio. La cota tedrica para el tiempo de convergencia es muy
aprozimada a los resultados de las simulaciones y cabe recalcar, que el controlador por
modos deslizantes dindmico a diferencia del de orden reducido, comienza a conmutar
antes de que zy lleqgue a 0 gracias al término integral.
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Plano fase

X

Figura 4.29: Trayectoria del sistema controlado y variable deslizante s(x, v)

-
i

tiempo (s)

Figura 4.30: Comportamiento temporal de los estados del sistema.
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2.8 n

2.4 n

tiempo (s)

Figura 4.31: Ganancia K y perturbaciéon constante d.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
tiempo (s)

Figura 4.32: Variable deslizante y senal de control.

Observacion 7. FEl sistema con controlador por modos deslizantes integral o de orden
completo, ahora para valores propios reales negativos, conserva la respuesta sobreamor-
tiguada, es decir, se mantiene el comportamiento no oscilatorio de las trayectorias.
Ademds, se mantiene la tasa de convergencia y la estabilidad exponencial del origen
(sobre la superficie de deslizamiento), caracteristicas de desempeno que se anaden al
sistema por el controlador lineal disenado previamente.

El modo deslizante integral, para ambos casos expuestos, utiliza los espacios propios
como base para las superficies deslizantes (la parte real), logrando cumplir con las pro-
piedades deseadas: el control lineal no se modifica, y al igual que en el caso de orden
reducido, trabaja junto con el controlador por modos deslizantes para conseguir las
propiedades de desempeno y robustez deseadas ante las perturbaciones acotadas. En
todos los casos, la superficie deslizante es atractiva, las trayectorias alcanzan la superfi-
cie y se garantiza que se establece un modo deslizante para todo t > t,, para que sobre
él las trayectorias converjan al punto de equilibrio conforme ¢ — oo.
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A manera de conclusién de la investigacion desarrollada en el capitulo, se resalta el uso
de una ley de control que consiste en una funcién de conmutacién con ganancia y el uso
superficies de deslizamiento adecuadas para disenar un controlador por modos deslizan-
tes tanto de dinamica reducida como de orden completo para los casos propuestos. El
plantearlo asi permite no tener términos adicionales en el control y nos permite saber
que tan grande debe de ser la constante K, ademas el que solo sea lo suficientemente
grande para compensar a la perturbacion ayuda para reducir el chattering en el siste-
ma. El uso de una Funcién de tipo Lyapunov cuadratica es suficiente para garantizar
que las trayectorias convergen a la superficie deslizante ante perturbaciones acotadas.
Sin embargo si se disenia una funciéon de Lyapunov para todo el sistema, se puede lle-
gar a obtener propiedades adicionales de robustez ante alguna clase de perturbacion
desacotada, ain considerando que la ley de control siga sin tener términos adicionales,
dicho planteamiento se analiza en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Robustez ante perturbaciones no
acotadas

Una de las propiedades mas importantes de los sistemas de control es la estabilidad.
Una de las aproximaciones mas utilizadas para estudiar la estabilidad de los sistemas
de control no lineales es la teoria introducida por Alexander Lyapunov. Las funciones
de Lyapunov son una herramienta muy tutil para demostrar la estabilidad del origen del
sistema, lamentablemente, no es facil construir dichas funciones, y el hecho de no poder
obtener una funcién de Lyapunov no implica la inestabilidad. En la literatura, existen
tres importantes métodos para la obtencién de funciones de Lyapunov: el método del
Gradiente Variable, el método de Zubov y el método de Krasovskii, sin embargo, en
muchos casos de sistemas no lineales no es posible aplicarlos. Para los sistemas lineales
existen diversos resultados que pueden indicar de manera sencilla la estabilidad, sin
embargo la mayoria no se pueden usar para sistemas no lineales.

Por otro lado, el andlisis de los sistemas con modos deslizantes (como vimos en capitu-
los anteriores) no requiere de funciones de Lyapunov para demostrar la estabilidad del
origen del sistema en lazo cerrado. Sin embargo, para otro tipo de desarrollos (como
andlisis adicionales de robustéz), las funciones de Lyapunov son de mucha utilidad.
Como ya hemos visto, el controlador por modos deslizantes utiliza discontinuidades, lo
que plantea algunas dificultades tedricas y practicas, como la existencia y unicidad de
las soluciones o la inaplicabilidad de la teoria estandar de Lyapunov. En este contexto,
la teorfa sobre inclusiones diferenciales descrita en el Capitulo 3]y en el Apéndice [A] es
sumamente importante.

En el presente capitulo presentamos la construccion de una funciéon de Lyapunov para
el andlisis de robustez (ante una clase de perturbaciones no acotadas) de un sistema
con control por modos deslizantes.
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5.1. Planteamiento del problema

Considere el sistema (2.11)), esto es
.Tl = To, [t'g = —k‘lxl — kJQCL’Q +u+ d, (51)
con las siguientes suposiciones:

A. los valores propios de la versiéon nominal de (5.1)) (esto es el sistema (4.1))) son
reales negativos;

B. el control u es como en (2.12)) con la variable de deslizamiento s dada por (4.21));
C. la perturbacién d es tal que (2.10)) se satisface, esto es
d(t,z)] < D+ Dy|z|, YteR,VzeR2

El problema es determinar, si dada la cota D, existe una ganancia K y una cota D,
tales que las trayectorias de (b.1) convergen al origen, esto ademds de verificar si se
establece un modo deslizante en S = {z € R? : s(x) = 0} a pesar de la perturbacién
no acotada d.

Como ya mencionamos, la idea es realizar un andélisis con ayuda de una funcién de
Lyapunov. Para esto, iniciamos utilizando la transformacién de coordenadas z = Q ',
dada en (4.8), que nos entrega el sistema transformado

7;’1 = Zl)\l — Ksign(zg) + d, Z"Q = ZQ)\Q — Ksign(zz) + d. (52)

Este sistema serd el utilizado para el estudio en éste capitulo, considerando la pertur-
bacion descrita en m Para este sistema, elegimos una funcién candidata V; : R? —+ R
cuadratica para verificar la estabilidad en el sentido de Lyapunov, esto es

Vo(e) = 5(2 + ). (53

La derivada de (5.3) a lo largo de las trayectorias del sistema (5.2)) es

X:/o(z) 22N — Ksign(29)21 + dzy + 2309 — K| 29| + d2a,

P , " 5.4
Vo(z) < 23\ + 220 — Klzo| — Ksign(z2)z1 + (|21] + |22])(D + Dy|z]), (54)

donde D; = D1||Q||, y ||Q|| denota la norma inducida Euclidiana de la matriz Q. Con
lo cual no podemos asegurar que sea negativa fuera del origen, ya que existen
términos dentro de ella que no tienen un signo definido (K'sign(z2)z;) o que no pueden
ser dominados por algun otro término (D|z]), por lo cual no se obtienen las condicio-
nes suficientes para asegurar la estabilidad del origen de sistema.

Por lo que una opcién para construir una funcién de Lyapunov para el sistema en lazo
cerrado (b.2)) (que verifique estabilidad del origen y valide la clase de perturbaciones que
pueden ser soportadas, esto es, las propiedades adicionales de robustez del controlador
por modos deslizantes que se construyé en [4)) es modificar V, para compensar con algin
término adicional los términos ya mencionados.
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5.2. Construccion de la funcion de Lyapunov

Para obtener una versiéon modificada de V, que cumpla con la tarea de verificar la
estabilidad, se anade un término V,, a 1}, obteniendo la funcién candidata de Lyapunov
V. : R? — R dada por

Va(z) = BVo(2) + Va(2), (5.5)

donde 3 es una constante positiva con condiciones que se discutiran en el analisis. La
derivada de (5.5)) a lo largo de las trayectorias del sistema (5.2)) es

V, = B(zi\ — Ksign(zy)z1 + dz1 + 25y — K|2o| + dzp) + V. (5.6)

Ahora para la construccién de V,, sabemos que se puede obtener una funcién de Lyapu-
nov integrando una funcion definida positiva a lo largo de las trayectorias, metodologia
presentada en [30]. Siguiendo esta idea y debido a que requerimos que la derivada de
la funcién V, proporcione términos que nos ayuden a dominar a los términos de signo
indefinido en , podemos expresarla como

donde W (z) tiene que ser una funcién no negativa. Asi, integrando de 0 a 0o obtenemos

lim Vi (=(1)) — Va(2(0)) = - / W (a(r))dr. (5.7)
—00 0

Como queremos, z tiene que converger a cero cuando el tiempo tiende hacia infinito,
entonces V,(z(t)) — 0 cuando ¢ — oo, por lo que podemos reescribir a (5.7)) de la
siguiente manera

Va(=(0)) = / T W (a(r)dr

Si ¢ = ¢(t; z) denota la solucién del sistema (5.2]) para una condicién inicial z, entonces
V, se puede escribirse como

Va(z) = /000 W(¢(r; 2))dr. (5.8)

La prueba de Masera del teorema converso de Lyapunov construye la funcién W tal que
la integral converja y se obtenga la funciéon de Lyapunov. En general, el problema es
que no conocemos a W ni a ¢. Sin embargo, W puede ser propuesta ya que se sabe que
debe ser definida positiva (no negativa en nuestro caso). Por otro lado, la ventaja del
sistema transformado es que se encuentra desacoplado, por lo que para d = 0 co-
nocemos las soluciones explicitas y entonces podemos proponer una funciéon W(¢(7; 2)).

Las soluciones del sistema desacoplado, pueden ser calculadas en diferentes regiones
que dependen de la variable de deslizamiento, esto es para valores de la variable de
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deslizamiento z, mayores, menores e iguales a cero, dado que el controlador (2.12) es
constante en cada caso. Asi, para d = 0, tenemos que

oNT _ KeMT K _ [, K\ N7t K ; .
b7 2) zie T T \ET ) e, st > 0; (5.9)
n N Kedim K LK) Nt K . 0 )
Z;€ —{—)\—Z—)\—Z— Z7’+>\_z € _)\_i’ Sl 29 < U,

donde i = 1, 2. Dado que, en ausencia de perturbacion, la variable de deslizamiento z,
se hace cero en un tiempo finito, entonces ¢,(7;2) = 0 para algin tiempo finito 7.

Ast, de (5],

A — K K
¢2(7_1; Z) — O = e>\27'1 292 . :
Ao Ao

si 2o > 0, y de manera similar

ZQ)\Q"‘K) K

pa(T1;2) =0 & e¥n ( N =N

si zo < 0, por lo que despejando a 77 encontramos el tiempo finito en el que 2z, llega a
cero, es decir

por lo que 71 para todo el dominio es

1 —|z| X + K
T = —)\—2111 <%) : (5.10)

De (5.4) podemos ver que requerimos un término negativo en z; para compensar los
términos —Ksign(zy)21 + D|z1| = (—KSsign(z122) + D)|z1], por lo que proponemos a
Vo, = —7]z1| con v € Ryy. Con esto, tenemos (de (5.8)) que

Va(z) :7/0 |61(7; )| dr, (5.11)

donde ¢; es la solucién de la ecuacion del sistema nominal, y la integral es evaluada
hasta el tiempo de convergencia t = 7 dado en (5.10). Esta integral tiene que ser
calculada en todo R? que dividiremos en los siguientes conjuntos

ZY= {zeR?*:({(2)z <0}
Zt= {zeR?*:((2) >0, z; >0} (5.12)
Z7= {2eR?*:((2) <0, z <0}

donde ((z) = 21 + %f]o (1—1) — 1). La razén de las regiones Z* y Z~ es el cambio de

signo de z; v la de la regién Z° es explicada en el Apéndice [C| esto se puede observar
mejor en la Fig. |5.1]
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Figura 5.1: Regiones en R

Asi, (usando la notacién sign(z) = [2]°) tenemos que para z € ZT,

Va(2) = 7/071 (zl - %12]0) M 4 K[;f]o dr
o))

De manera similar se puede realizar la integral para z € Z~, por lo que la funcion
complementaria V,, que se obtiene al sustituir 7 es

A1
K[22]° K A2 K[z0]0 Jraat K
A (zl —Th ) <—|22\A2+K> -1 =75 hl( y'a > , 2€ZT,
Va(z) = 0 N 0
— K|z K Y Kl o dot K .
’\_3 (Zl B E\IQ] > (—\zz|A2+K> -1 - [A;} 1H< |2‘K2 ) , ZE€E L.

El calculo de la funcién en el conjunto Z° es andlogo. Si definimos

M
(=) .
A = o V1= 0
K — )\2|22| K - )\1[22]021
entonces podemos reescribir a V, como sigue
—WK/\[?]O [lv_—lv + ln(v)] : sizeZt,

Va(2) —VK)E%]O [10;1“ +In(v)|, sizeZ,

vK | v—2v1+1 v? : 0
—[U—;+1n<71>], size Z°,

(5.13)
M

Es importante notar que v; = ;] para toda z € Z°. Observe que, de acuerdo con

__K_
K—X\]z
[30], por construccién V, es una funcién no negativa, ademds de continua. Una grafica

de ejemplo se puede ver en la Figura 5.2
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Figura 5.2: Funcion V.

5.3. Analisis de robustez

Una vez calculado el término V, para la nueva funciéon candidata de Lyapunov V, dada
en (|5.5)), se puede proceder a tomar su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema
perturbado y verificar si ésta es negativa fuera del origen a pesar de las perturbaciones.
Asi, el resultado que se verifica en esta seccion es el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1. Considere el sistema (5.2)) en lazo cerrado con el controlador (2.19).
Suponga que los valores propios de (5.1) son reales, negativos y distintos, y que la
variable de deslizamiento es

k ko + /k3 — 4k
= S — r1 + 2 2 1x2- (514)
V2 — 4k, 2/k2 — 4k,

St

K>D (2432 +,/(1+32)2+432),

entonces existe Dy suficientemente pequena tal que el origen del sistema es asintotica-
mente estable. Ademds, si

KB(K+ D) KB(K— D)\
K—-3D ~ 2Xo D ’

entonces para toda f € Ryg (5.5) es una funcién de Lyapunov que verifica estabilidad

asintdtica del origen de (5.2)).

Demostracion. El teorema se demuestra utilizando el sistema transformado a las coor-
denadas z. Para encontrar las condiciones de robustez, que brinda la funcién candidata
de Lyapunov, primero tomamos la derivadaﬂ de V, a lo largo de las trayectorias de

Vea la Observacién [8| respecto a la diferenciabilidad de V, en la Pégina 59.
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(5.2) (se presenta el caso para z € Z*, el resto de los casos es andlogo), asi,

2y
: . K[22]0> At ( K )AQ KX\ .
V, = v—-1s+ s ———— )| — | ——m— 57
7[< . < M) R A\E—Tal) (K= [mP)

o (emem)
(-

—fy{—zl——v—l

) d K[ZQ]O d ]
v+
K — |ZQ|/\2 )\1 K — ’22|/\2

KLUZI[@]O} .

— [z2| A

|2+ 1z _|Z2M\Z2M2< )l +

De manera analoga se realiza el procedimiento para z € Z~ v z € Z° con lo que
obtenemos

vl—z+ mﬁzﬂ)\g(l —0)[z]° + )\1[2’2]021@]} , z€ZT,

Vo=14 7|21 — stam e = )50 + Mlala]], e 27,
v 1=z — —/\dl(ll({ ’};Z;B) (v1 —v) + )%(21)1 —v— 1)] , ze 7%

Note que para z € Z~ U Z* podemos reescribir
V(|22 Ao (1 — v) + Ai[22]°210)
)\1<K — |22‘)\2)

por lo que, para z € Z~ U Z™", la derivada de la funcién candidata de Lyapunov V, esté
dada por

Vo= =]z + [21)"d,

Vz(z) = ﬁ(zf)\l - K[22]021 + dz; + Zg)\z — Klzo| + dz) — 7|z
Y(|z2[A2 (1 = v) + Mi[2o]°210) g
[Zl] d.
ALK = |22]A2)
Si se considera la perturbacion descrita en (2.10) obtenemos
Vo(2) = B(zih — Kz’ 21 + d(t, Q2) 21 + 25 A — Klzo| + d(t,Q2)22) — 7|21
Y[zl A2 (1 — v) + Mif2o]’210) g
z1]7d(t, Qz),
)\1(K—|22|/\2)7 [1] ( Q) )
< B(2M 4 Kz | + (D + Dy|z|)|z1| + 230 — K|ze| + (D + Dy|2])|22])+
Y([22[A2(1 — v) + Ai|z1|v) -
—v|z D + Dy|z|),
’7’ 1| /\I(K_ |Z2|/\2) ( 1| |>
< Bzt + Xozd) + {B(MI + |z]) +

+p1|z2| + pa|z1,

(1 — v)|2| 2]
)\1(K — ’22’)\2) K — ’2’2|)\2

donde

Ao(1 —v)y }
—BK + 5D + MK = |22|/\2)D

. [BKJrﬁD 7+ D}.

— [z2| A
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Utilizando el Lema (1| tenemos que

) A _
Va(2) < B+ Xaz3) + | 811l + [eal) + 3|2l + leal| Dilel + pilea] + pall,
1
donde
p1 = —BK + BD + acilyy
MK
p2=—7+5K+BD+%D.

Ahora, para z € Z° obtenemos de manera andloga que
Va(2) < Bz + Xoz3) + |1 + 7ol 2]+

vy v — U K _
— | 2v1—v—1 D
+ [ﬁ(\zl\ + |2|) + N ( v — + o Ko |22‘)\2)} 1]2],

donde

M= kB (43 (20 -0 14 S5t )) D
= B (54 5 (20— 1 ) ) D

Nuevamente utilizando el Lema [1| tenemos que

Vile) < sttt 8l + bl + 30 Bkl + 2l Dill el
1

donde

_ 2
ne = —PK + (5 + _A1K2/\2) D.

Nos interesa verificar que p1, pa2, 71 ¥ 72 son negativas. Note que es suficiente verificar
que 71 ¥ 12 son negativas, esto es equivalente a
KB(K+D) KB(K— D)\
K —-3D 20D

>

de donde podemos resolver para K obteniendo que

K>D (2452 +/(0+3)2+42).
Asi, si K satisface esta desigualdad y v es tal que

[KMK+M KMK—MM]
K—3D ' 2\ D ’

se garantiza que pp, p2, 1 y 72 son negativas.
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Ahora analizaremos la expresion 3(|z1] + [22]) + 7z (3A1]21] + 2XA2]22|). Observe que

B(lz1] + |22]) + /\— (3A1]z1] + 2Xs2|2|) < V28z] +3\/_ \ E

por lo tanto

Va(2) < B(M22 4 Xo22) + {\/_,BM +3\f }D1|zl—l—771|z1]—|—772\22|

Vile) < ANl + VB |3+ 3777 D1\212+771\21I+772\22|
. A
Vo) < (B4 V2 |84 335%] D) B 4 mlal + il

Dado que A\; <0y n; <0 coni=1,2, es claro que existe D, suficientemente pequena
tal que V(z) es negativa definida. Una estimacién para esta perturbacién es la siguiente
(sin embargo, no sabemos que tan conservadora puede ser):

28K
V2(BK M| + 37/ Xa])

D1<

Un ejemplo de la Funcion de Lyapunov construida se puede observar en la Fig.

Figura 5.3: Grafica de la Funcién de Lyapunov V, .

Observacion 8. Si 2 € F(t,z) denota la inclusion diferencial asociada a (que
denotamos con z = f(t,z)), entonces para usar el Teorema en la demostracion
del Teorema se tiene que calcular Dp.)V.(2). Sin embargo, note que la funcion
Vo es diferenciable en todo el dominio y que V, es diferenciable excepto en el conjunto
{2 € R?: zp = 0} (que coincide con el conjunto de discontinuidad del control u). As,
de acuerdo con la Observacion |3, DpuVz(2z) = WZ() f(t,2z)} para toda z tal que
2y # 0, esto implica que Dp)V.(2) y la derivada contmgente de V.(z(t)) coinciden
en este dominio. De este razonamiento, de acuerdo con [26], tenemos que para el caso
Zo = 0,

4 HT T

sup{Dp(,)V.(2)} = max{suphmV( (1)), suphmV( ())},
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donde T es tal que z3(T) = 0. Note que las trayectorias del sistema solo pueden con-
verger al conjunto dado por zo =0 a través del conjunto Z~ U Z*t. Asi, tenemos que

. _ A [22]0Z .
lim V. (2(t)) = B(Z2\ — K[22)°21 +dz1) — | 21| + 1l=f7) [21]°d,
t—T )\1K

= B(Zi\ — K[2]°51 + dz1) — v|21| + %[22]0|51|J,

donde z, = limy_7 2, (t) y d = lim,_7 d(t, z(t)). Ademds,
lim V.(2(t)) < (0 + Klal + |dla]) =1zl + Flalld,
< (BM + BDy + £D1)E + (BK + 8Dy — (K — D))|z],
< (BA\1 + BD + 1D1)zi + palzl.
Por lo tanto, para z, = 0, sup{Dp)V.(2)} estd acotado por la expresion (B + 5D +

LD1)z; + polz1| que (de acuerdo con las suposiciones del teorema) es negativa para

toda z; # 0.
O

Dadas todas las condiciones encontradas, se verifica la estabilidad asintética del origen
de nuestro sistema, donde las trayectorias convergen al punto de equilibrio. Adicional-
mente se puede comprobar que las trayectorias del sistema entran en régimen deslizante.

Teorema 5.3.2. Considere el sistema (5.2)) con las suposiciones del Teorema m
Existe un tiempo finito T € R<q tal que se establece un régimen deslizante sobre la
superficie dada por s = 0.

Demostracion. Para demostrar el teorema se propone utilizar la funcion candidata tipo
Lyapunov cuadratica dependiente de s (donde s = z3, recordando que es el subespacio
propio rapido del sistema en cuestién). Sea V' : R — R una funcién cuadratica dada
por
L,
Vis) = 35" (5.15)
Derivando a lo largo de las trayectorias del sistema
V = 22227

= 22()\222 — K[ZQ]O + d),

= ozz — K|z + d2s,

< Aoy — (K —|d])]z].
Como sabemos A\; es uno de los valores propios que pertenece a los reales negativos,
ademads, gracias a la funcién de Lyapunov sabemos |z(t)| — 0 conforme ¢t — oo.

Asi, existe T suficientemente grande tal que las perturbaciones d quedan acotadas por
K. De modo que existe ¢ € Ry tal que para todo t > T se tiene que

V. < (=K + |d])| 2],
S _C|Z2|7
< —cVe,
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De donde se deduce (como en los capitulos anteriores) la existencia del régimen desli-
zante. [l

Ejemplo 7. Construyendo el sistema en el entorno Simulink con los pardmetros
ki = 2, ky = 3, obtenemos los valores propios Ay = —1 y Ao = —2 y una pertubacion
dependientes de los estados D1 = x1 + 2xo se realizan dos simulaciones (con Euler
explicito como método de integracion, y un paso de 0.01s),

= [a primera para una perturbacion constante D =5, con la estimacion del tiempo
de convergencia ts < 0.55s (estimacion calculada con (3.12)));

» [a sequnda para una perturbacion sinusoidal, con una frecuencia de 5rad/s y una
amplitud de 3, se calcula la estimacion del tiempo ts < 0.5s,

se elige K = 17.84 consderando la condcion dada en|5.5. 1,

Para el caso con la perturbacion constante, en la Fig. estd la grafica x1 contra xo
o plano fase, se parte de las condiciones iniciales establecidas (5,5) y donde la curva
converge al punto de equilibrio del sistema. En el tiempo calculado ts, las trayectorias
alcanzan a llegar a la superficie y converger al punto de equilibrio. En la Fig. estan
representada la respuesta de las variables de estado x1, xo, en un tiempo de convergencia
de aprozimadamente 0.55s, se alcanza la superficie de deslizamiento y posteriormente
las trayectorias comienzan a converger hacia el punto de equilibrio. En la Fig.
se muestra la senal de control y la superficie de deslizamiento, donde una vez mas
podemos observar que cuando t =ty =~ 0.55 s, entonces s(t) = 0 y cuando se alcanza
esta condicion, la senal de control comienza a conmutar. Por ultimo se observa la
perturbacion y la ganancia K en la Fig. que satisfacen el Teoremal).5.1) .

Plano fase )
5 N\
4
3
2
1
><N 0
=1 J
.2 /"
.‘/J
3 /
\M—\ l/’/
4 S — 7
. -
5 -
0 1 2 3 4 5

X1

Figura 5.4: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.
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Figura 5.5: Comportamiento de senales en el sistema con SMC.

TN

1 | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
tiempo (s)

Figura 5.6: Superficie deslizante y senal de control
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20 _dk

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo (s)

Figura 5.7: Ganancia K y perturbacion presente en el sistema

Para la sequnda simulacion, las senales muestran el siguiente comportamiento. De
manera similar a los resultados mostrados anteriormente, en la Fig. se muestra el
plano fase, donde se observa que las trayectorias alcanzan la superfice, se deslizan sobre
ella y posteriormente convergen al punto de equilibrio. En la Fig. se observa que
las senales x1,x9 convergen con un poco mas de rapidez, cuando se cumple el tiempo
de convergencia ty, < 0.5s, se alcanza la superficie y comienzan a converger hacia el
punto de equilibrio. En la Fig. se muestra la senal de control y la superficie de
deslizamiento, cuando t > 0.5s, entonces s(t) = 0 y cuando se alcanza esta condicion
la senal de control comienza a conmutar, razon por la cual el efecto de la pertubacion
sinusoidal no es notorio en las trayectorias del sistema (como en el caso de ejemplos
anteriores para este tipo de perturbacion), ya que el controlador compensa de manera
exacta, instantes antes que D comienze a oscilar, por lo que se elimna todo el efecto
que esta cause. Por ultimo en la Fig. se observan la perturbacion y la ganancia K,
elegidas nuevamente con las condicion dadas en[5.3. 1.

Plano fase

A ~——

2 \ /

. ~— /

4 ‘_‘\ //
T

K 0 1 2 3 4 5

Figura 5.8: Trayectoria del sistema controlado y superficie deslizante s = 0.
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Figura 5.10: Superficie deslizante y senal de control
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tiempo (s)

Figura 5.11: Ganancia K y perturbacién presente en el sistema

A diferencia de los controladores y los casos presentados para sistemas con compor-
tamiento de nodo estable en su origen, en el Capitulo [ la funcién de Lyapunov V
verifica estabilidad asintética del punto de equilibrio ante perturbaciones que dependen
linealmente de ambos estados, ademéas podemos verificar que las trayectorias entran
en modo deslizante, para que después converjan al origen. Dado que para este caso, el
controlador por modos deslizantes es de orden reducido, es suficiente disenar el término
V, solo con una de las soluciones del sistema (como se muestra en la demostracién) y
se siga cumpliendo con la funciéon de compensar las perturbaciones exactamente una
vez que las trayectorias alcancen a s = 0 y el sistema entre en régimen deslizante.

Recordemos que el sistema transformado es una manera mas sencilla de realizar el
andlisis e implementar el controlador, sin embargo, nuestro sistema original no sufre
modificaciones, por lo que las propiedades del controlador lineal que éste posee tam-
bién se mantienen y trabaja junto con el controlador por modos deslizantes disenado
encontrando propiedades adicionales de robustez y el cual también conserva las pro-
piedades y ventajas encontradas del control lineal, esto esta implicito debido al diseno
del controlador por modos deslizantes de orden reducido que puede verse en la Seccién

)
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Capitulo 6

Conclusiones

El controlador por modos deslizantes resulta ser una herramienta muy 1til cuando se
requiere anadir robustez a algun tipo de sistema ante cierta clase de perturbaciones e
incertidumbre, pero como ya se menciono a lo largo del trabajo, también tiene ciertas
desventajas. El poder implementar un controlador lineal a un sistema dindamico anade
caracteristicas muy ventajosas, ya que podemos disenar los parametros lineales tal que
el origen sea estable y las trayectorias tengan un comportamiento deseado. Sin embar-
go, el control lineal no garantiza insensibilidad ante perturbaciones, por lo que en este
trabajo, consideramos un sistema con un controlador lineal para seguir explotando o
aprovechando algunas de las ventajas que nos da, pero volviéndolo insensible ante per-
turbaciones acotadas e incertidumbre del modelo en algin tiempo finito con la ayuda
de un controlador por modos deslizantes.

Como ya se menciond, uno de los mayores retos es disenar la ley de control discontinua
y la variable de deslizamiento cuando el sistema ya tiene algin controlador con un
tipo de comportamiento deseado, pues éste puede ser modificado o eliminado con el
control por modos deslizantes. En este trabajo, nos dimos a la tarea de disenar una ley
de control y una superficie de deslizamiento que mantuviera ciertas caracteristicas del
controlador lineal. Se utilizan los espacios propios del sistema lineal (de cada caso en el
que el origen es exponencialmente estable) para ayudarnos a disenar la superficie. Si el
punto de equilibrio del sistema es un nodo estable, la superficie de deslizamiento para
un controlador por modos deslizantes de orden reducido se elige como el subespacio
propio dominante del caso nominal, por lo cual, la variable de deslizamiento dependera
del valor propio rapido del sistema, debido a que su dindmica se reduce rapidamente;
mientras que, para un modo deslizante de orden completo, ademas de la variable de
deslizamiento, la nueva funcién v se disenan con éste mismo valor propio. En éste ulti-
mo caso, como se explico, el no conocer la condicion inicial de la perturbacion provoca
que el controlador por modos deslizantes integral tenga una fase de alcance. Por otro
lado, si el punto de equilibrio del sistema, tiene el comportamiento de un foco estable,
es necesario disenar un controlador por modos deslizante de orden completo, para man-
tener las oscilaciones de las trayectorias, aqui la variable de deslizamiento y la funcion
v, se disenan considerando la parte real del subespacio propio correspondiente al valor
propio rapido.
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Adicionalmente, restringimos la ley de control por modos deslizantes a una funcién
de conmutacién con ganancia K, y utilizando una funcién de tipo Lyapunov cuadrati-
caV = %32, encontramos condiciones suficientes con las que podemos asegurar que
las trayectorias alcanzan a la superficie de deslizamiento en tiempo finito eliminando
por completo el efecto de las perturbaciones acotadas. Con esto, no solo se mantu-
vieron caracteristicas proporcionadas por el controlador lineal (como la convergencia
exponencial al origen y el tipo de respuesta de las variables de estado), sino que se
anadio robustez permitiendo elegir K tal que solo sea lo suficientemente grande para
compensar a la perturbacion en cada uno de los casos estudiados. Esto ltimo, ayuda
a que se disminuya la amplitud del chattering en la implementacion, que es uno de los
mayores problemas en esta clase de controladores (recordemos que el chatterring esta
en funcién de la magnitud de la accién discontinua). Finalmente, el que las superficies
de deslizamiento se elijan como espacios propios, da como resultado inmediato que
una vez que las trayectorias alcanzan la superficie en tiempo finito y se establezca el
régimen deslizante, éstas convergeran al origen exponencialmente.

En la segunda parte del trabajo, se disené una Funciéon de Lyapunov que verifico
la estabilidad asintética del origen del sistema ante perturbaciones dependientes de los
estados, las cuales no podian ser estudiadas con la técnica de anédlisis del control por
modos deslizantes de los capitulos previos. Uno de los mayores retos, es que la senal de
control del modo deslizante no es continua, teniendo una ecuacién diferencial con lado
derecho discontinuo, por lo que no se podia utilizar la teoria estandar de ecuaciones
diferenciales y el uso de la teoria de inclusiones diferenciales fue necesaria. Con esa
teoria, fue posible el analisis utilizando una funciéon de Lyapunov que se disendé como
la suma de dos funciones, una de ellas es diferenciable en todo el dominio y la segunda
diferenciable excepto en el conjunto de discontinuidad del controlador. Con la funcién
de Lyapunov se verifica la estabilidad asintética del origen, y adicionalmente se ase-
guré que se establece un régimen deslizante sobre la superficie elegida (al igual que en
los casos anteriores). En este caso (con valores propios reales negativos y distintos), la
senal de control sigue siendo solo una funcién de conmutaciéon y la superficie de desli-
zamiento el espacio propio dominante, respetando asi el principal objetivo del trabajo
de mantener las caracteristicas del controlador lineal. El andlisis de Lyapunov permi-
ti6 encontrar una condicién para K, cotas para D y D; y un intervalo para ~y tal que
el sistema controlado por modos deslizantes presenta robustez y la estabilidad deseada.

Se cumplié con disenar un controlador por modos deslizantes para sistemas de segundo
orden con un controlador lineal disenado previamente, aprovechando las caracteristicas
proporcionadas por el controlador lineal. Con este diseno se obtuvo un mejor desem-
peno del sistema ante ciertas perturbaciones que el control lineal no puede compensar.
Se hizo la contribucién de realizar un proceso sistemético para la eleccion de la superfi-
cie y la variable de deslizamiento y encontrar cotas para los dos tipos de perturbaciones
consideradas a lo largo del trabajo. Otra contribucién relevante fue el diseio de una
funcion de Lyapunov para el analisis del sistema con modos deslizantes.
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Apéndice A

Teoria de ecuaciones diferenciales
con lado derecho discontinuo

En la la teoria clasica de las ecuaciones diferenciales ordinarias se introduce el concepto
de una solucién de la ecuacién

&= f(t,r), f:R"" R (A1)

como una funcién z : R — R”, la cual es diferenciable y satisface (A.1)) para todo t en
algin segmento o intervalo I C R [I3]. Como se ha mencionado, la teoria de control
moderna trata con frecuencia con sistemas dinamicos que son modelados por ecuaciones
diferenciales ordinarias con lados derechos discontinuos, por lo que la definicion clasica
no es aplicable y se requiere un concepto generalizado [13] 25].

Concepto generalizado de solucion

En este apéndice, consideramos que la funcién f en es continua por partes. El
tratado se hace en su mayorfa siguiendo [25] y menormente [13] [15].

Recuerde que la funcién f : R — R" es una funcién continua por partes si y
solo si R™™ consiste en un ntmero finito de dominios (conjuntos abiertos conexos)

N
G; CcR" 5 =1,2,..,N;G,NG,; = & parai # j y un conjunto de frontera S = |J 9G,

i=1
de medida cero tal que f(¢,z) es continua en cada G y para cada (t*,2*) € 0G; existe
un vector f7(t*,z*), que posiblemente depende de j, tal que para alguna secuencia
(tk,2*F) € G« (tF,2%) — (¢, 2%) tenemos f(tF, 2*) — fI(t*,2*). De acuerdo con este
proceso de limite se pueden definir las funciones f7 : R — R™ definidas en dG}, es
decir,

ft,r)y=lim f(t5 2", (" 2" e G, (tz) €0G;.

(tk,xk)—(t,z)

En la literatura se han propuesto distintas definiciones de solucién para sistemas con
lado derecho discontinuo. En esta secciéon mostramos las mas usuales, que ademas son
utiles para la teoria de control por modos deslizantes.
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El concepto de solucion, que fue propuesto por Filippov para la ecuacion diferencial con
lados derechos discontinuos, construye una solucién que se puede interpretar como el
“promedio” obtenido a partir de las soluciones al acercarse al punto de discontinuidad
desde diferentes direcciones.

Definicién 6 (Filippov [13, 25]). Una funcién absolutamente continua x : I — R™
definida en algun intervalo I C R es llamada solucion de (A.1) si ésta satisface la
inclusion diferencial,

r e K[f|(t,z), teR, (A.2)
casi en todas partes de I, donde
f(t, z) si(t,z) € R™\ S,
Kt z) =9 ¢ ( U { fj(t,x)}> s (7)€ 8, (A-3)

JEN(t,z)

co(M) es la cerradura convera del conjunto M vy la funcion indice conjunto valuada
N R 2002008 definida en S indica los dominios G; que tienen algun punto
comin (t,z) € S, es decir

N(t,z)={je{1,2,..,N}: (t,x) € IG,}. (A.4)

Observe que para (t,z) € S el conjunto K[f](t,z) es un poliedro convexo.

Con la finalidad de clarificar la definicién, considere el caso mas simple en el que la
funcién f(t,x) solo es discontinua en una superficie suave S = [z € R™ : s(x) = 0] que
divide a R™ en dos dominios Gt = [z € R" : s(z) > 0] y G~ = [z € R" : s(z) < 0]. Sea
P(z) un plano tangencial a la superficie S en el punto x € S'y

fft,2) = lim  f(t,z), f(tx)= lim  f(t, x).
r;—x,x, Gt < €

Para z € S el conjunto K[f](t, z) define un conjunto que conecta a los vectores f(t, )
y [ (t,z). Si este segmento cruza P(z) entonces el punto de cruce es el final del vector
de velocidad el cual define el movimiento del sistema sobre la superficie S. En este

caso, las trayectorias del sistema (A.1]) comienzan a deslizarse sobre la superficie S, de
acuerdo con la ecuacion de movimiento

T = fo(t,x), (A.5)
donde la funcion f,, dada por

(Vs(a), f~(t,2)) fT(E, ) + (Vs(z), [T (¢, 2)) [~ (E, )

(Vs(z), fH(t,z) = [~ (t,2)) ’
es el vector de velocidad definido por el punto de cruce del segmento y del plano P(x),
es decir fo(t,x) = pfT(t,x) + (1 —p)f — (tx) con p € [0,1] tal que (Vs(z), uft(t, z)+
(1—p)f(t,z)) = 0. Si Vs(z) no es ortogonal a puf~(¢t,x) + (1 — u) F*(t,z) para cada
u € [0, 1] entonces toda trayectoria de pasa a través de la superficie lo que da lugar
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a una conmutacién aislada en lado derecho de la ecuacién [Ad] La regularizacién de
Filippov para discontinuidades méas generales de f se puede ver en [13], 25].

Debido a que la definicion de Filippov no es adecuada para ciertos modelos discontinuos,
se han hecho ciertas modificaciones a dicha definicién. La modificaciéon a la definicion de
Filippov, que tiene un impacto importante en la teoria de control por modos deslizantes,
es la conocida como el método de control equivalente propuesto por Utkin. Considere
el sistema

= f(t,z,u(t,z)), teR, (A.7)
donde f: R x R” x R™ — R" es una funcién continua y la entrada de control
u:RxR"— R™, u(t, ) = (uy(t, ), us(t, ), ..., um (t, 2))*. (A.8)
es una funciéon continua por partes que satisface la siguiente suposicion.

Suposicién 1. Cada componente wu; is discontinuo solo sobre una superficie S =
{(t,z) € R'"™ : s,(t,x) = 0} donde todas las funciones s; : R™™ — R son tales
que s; € C1(RY™).

Definicién 7 (Utkin [25]). Una funcién absolutamente continua x : I — R™ definida en
algin intervalo I C R es solucion de (A.7) si existe una funcion medible ue, : I — R™,
tal que uey(t) € Klu(t,xz(t))] y &(t) = f (t,2(t), uey(t)) casi en todas partes de I, donde

K[u](t,z) = (K[ui](t, 2), ..., K[uy](t,z)) ", (A.9)

{u,-(t,x)}, Si<tax) 7é 0,

Ku)(t,z) = (A.10)

co | limw;(t, z),limw;(¢t,z) |, s;(t,x) =0.
(tjvxj)%(tvx) (tjvxj)%(tvx)
si(tj,xj)>0 si(tj,xj)<0

La definicién dada introduce una solucién de la ecuacién diferencial [A.7 conocida como
solucién de Utkin. Obviamente para cada (¢, z(t) ¢ S, tenemos ., (t) = u(t, z(t)). Pa-
ra encontrar la solucién sobre S, la metodologia se basa en resolver (algebraicamente)
para u., la ecuacion §(t,z) = ds/0t + V's(z)f(t,x,ue) = 0, obteniendo la solucién
Ueq(t, ) llamada control equivalente.

Para clarificar la definicién, considere el sistema con u € R (i.e., m = 1) y una
superficie de conmutacién invariante en el tiempo S = {z € R" : s(z) = 0}, denote

ut(t,z) = lim  w(t,z;), w (t,z)= lm  u(t, z;),
( ) xj—x,s(x;)>0 ( J> ( ) zj—a,s(x;)<0 ( ])

f+(t,I) = f(t,x,u+(t,a:)), f_<t,$) = f(t,m,u_(t,a:)).
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Asi, la condicién para la existencia del modo deslizante es que exista u € [0, 1] tal que
Vs(z) y pf~(t,z) + (1 — ) fT(t, x) sean ortogonales, la cual coincide con la condicién
de Filippov. La definicién de Utkin considera un conjunto K[ul(t,x) el cual es una
cerradura convexa de un conjunto de valores limites de una funcion de control disconti-
nua u(t, z). Para diferentes uy, ug, us, ... € Ku](t, z) los vectores f(t,z,uy), f(t,z, us),
f(t,z,u3) terminan en un arco que conecta los extremos de de los vectores f*(¢,z) y
f~(t,z). En este caso, los vectores f(t,x,u., que definen el lado derecho de la ecua-
ciéon de movimiento deslizante se obtienen del punto de cruce de dicho arco y el plano
tangencial en el punto x € 5, es decir

T = f(t,z,ue(t,z)),x €5, (A.11)
donde ue,(t, x) € Ku|(t,x) tal que Vs(z) y pf~(t, )+ (1—p) fT (¢, x) sean ortogonales.

Por ltimo, recordaremos la definicién de Aizerman-Pyatnickii para el sistema[A.7] que
puede entenderse como la agrupacién de las definiciones de Filippov y de Utkin, esto
mediante la inclusién

T €co(f(t,z, K[ul](t,z))), t €R. (A.12)

Definicién 8 (Aizerman-Pyatnickii [13, 25]). Una funcion absolutamente continua

z: I — R" definida en algin intervalo I, es solucion de [A.7 si satisface la inclusion
diferencial [A.13 casi en todas partes de I.

Una critica a la definicion de Aizerman-Pyatnickii esta relacionada con la falta de
unicidad de la soluciones incluso en casos no lineales simples. Sin embargo, si alguna
propiedad de estabilidad esta probada para la definicion de Aizerman-Pyatnickii, en-
tonces la misma propiedad se mantienen para las definiciones de Filippov y de Utkin.
Interesantemente, el caso que se estd estudiando en este trabajo de tesis es un caso par-
ticular donde las tres definiciones pueden coincidir, esto es explicado por el siguiente
teorema.

Teorema A.0.1 (Zolezzi, [25]). Sea el sistema (A.1) con el lado derecho afin respecto
al control, esto es

ft,x) =a(t,z) + b(t,x)u(t, z),

donde a : R"™ — R" es una funcién continua, b : R — R™™ es una funcion
continua y u : R"™ — R™ satisface la Suposicién con S invariante en el tiempo. Las
definciones de Filippov, Utkin y Aizerman-Pyatnickii son equivalentes si y solo si

det (V's(z)b(t,z)) #0 si (t,z) € S.

Sistemas perturbados

Es frecuente que los modelos de los sistemas de control tomen en cuenta perturbaciones,
de manera que la teoria de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo ha sido
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extendida para cubrir estos casos. Consideramos en particular un sistema de control
perturbado de la forma

T = f(t,z,u(t,z),d), (A.13)

donde x € R" es el vector de estados del sistema, u(t,z) € R™ es el vector de entradas
de control, y d(t) € R¥ es el vector de perturbaciones. Se asume que la funcién f :
RIftntm+k 4 R™ es continua, la funcién de control u : R™*™ — R™ es continua por
partes y satisface la Suposicién [1} y la funcién de perturbacién d : R — RF, d(t) =
(dy(t),dy(t),...,d(t))" satisface que

arn < dift) < e,

para ciertas constantes d", d7"%* € R.

Bajo estas consideraciones tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 9 (Inclusién diferencial de Filippov extendida [I5 25]). La inclusion dife-

rencial asociada a (3.20) dada por
T e F(t,x), teR, (A.14)

es una inclusion diferencial de Filippov extendida si la funcion conjunto valuada F' estd
dada por F(t,z) = co{f(t,z, K[u](t,z), D)}, donde K[u|(t,x) es la reqularizacion de
Utkin dada en la Definicion[7, y

D ={(dy,d, ...,dy)" € R*: d; € [d"™, d],i=1,2,....k}. (A.15)

Definicién 10 (Solucién de Filippov extendida [15]). Una funcidn x : I — R™ definida
en algun intervalo I C R es llamada solucion extendida de Filippov de (A.13|) para d,
st es absolutamente continua y satisface la inclusion diferencial (A.14) para casi todo
tel.

Derivadas generalizadas

El analisis de estabilidad de Lyapunov requiere calcular derivadas de funciones a lo
largo de las soluciones del sistema, sin embargo, en ocasiones las funciones candidatas
no son diferenciables en todas partes. Por esto, se requiere de conceptos generalizados
de derivadas.

Sea M™(d) el conjunto de todas las sucesiones de vectores reales que convergen a d € R",
esto es

{v,} e M"(d) & v,—d, wv,eR"
Definicién 11. Sea V : R" — R definida en un abierto no vacio de R™ y d € R™. Para
{hn} € MY(0) y {v,} € M™(d) tales que x + h,v, € Q, el nimero

hn n)
Dy oy V(z,d) = lim V(@ + hotn) = Vi(z)

n—-4o0o hn

(A.16)

es llamado nimero derivada direccional de la funcion V' en el punto x € ) en la
direccion d € R™, si el limite existe ya sea finito o infinito.
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Definicién 12. El conjunto de todas los niumeros derivada direccional de la funcion V'
en el punto x € Q) en la direccion d € R", esto es

Doy mn)V () = U {Dihy otV (@, d)} (A.17)
{hn}EML(0), {vn }eM™(d)

es llamado derivada direccional contingente de V' en el punto x € ) en la direccion
d e R™

Finalmente, la derivada generalizada de V' a lo largo de la inclusién diferencial (A.14))
es denotada y definida como

Dpua)V(z) = U Doy, pn(a)V ().
)

deF(t,x
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Apéndice B

Funcién tipo Lyapunov para

controlador por modos deslizantes

en coordenadas originales

La superficie de deslizamiento y la variable de deslizamiento se disenaron con ayuda de
los espacios propios al que las trayectorias convergen de manera natural y mediante la
transformacién de coordenadas z = 'z, este procedimiento resulta muy ttil puesto
que el sistema transformado se encuentra desacoplado, por lo cual se puede trabajar
con el espacio o en su caso la parte real del espacio propio en el que las trayectorias se
encuentran. Sin embargo, utilizando esta misma herramienta, podemos regresar a las
variables originales del sistema, obteniendo la funcion tipo Lyapunov en funcién de los

estados.

Considere el sistema
jfl = T9, i’g = —k’1$C1 —k2I2+U+d, kl,kg > 0,

y dada la funcién tipo Lyapunov

1
_52
2 z

V(s.) =

se realiza la transformacién para cada caso presentado en

B.1. Modos deslizantes de orden reducido

Considerando que z5 = s, entoces
kq A2
= ——I] — ——1I9,
VA ' VA ?

La funcién tipo Lyapunov en coordenadas z, es

zZ9

v 1(/<;1 A >2
==|—=21 — —=x ,
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y su derivada a lo largo de las trayectorias queda definida como

() (o)

Sustituyendo en la funcién tipo Lyapunov el sistema [B.I] se obtiene

V= (\l/ﬁ_ \j_ ) [\l/ﬁzxz — \;\%(—klxl — k2x2+u+d)} :

realizando las multiplicaciones correspondientes y agrupando los términos multiplicados
por Ty y X

. ky ky Ao A2
Viw) = [\/_ - Jxlmn "”‘"””] [ﬂ‘“‘ ﬂ“] —yamtd
k2 D D Ao\
RN \/Z\/sz — \/Z\/Z[_klxl — koxo]zy + (\/_Z) [—k1x1 — koxo] o
—?%m+m
]’{71 kl kl >\2 )\2 ?
¢—[¢‘ 7 }“+"VZVZ“+(VZ>x4“*”“‘““]
~Elu+d
kv | ki A2 Ao | Ky Ao o
¢—[¢— \[j} J_{J_ A" ][““‘*ﬂﬂ‘VKW+ﬂ’
= b Ty — QIQ ﬁ% + ﬁ[lﬁm] + ﬁ[k&%]} — ﬁ[u + dj,
VA VA ] VA VA VA VA

::\’/“’121_%932 :/\gjl_xl—k(\;\g_kz jl_) ] ﬁ[uﬂl,]

2 A T, R A2 A2
e o | o e e R
ky A2 ky A2 A2
= | Jm v Pein - e - Jalea
[k PYS ¥ i
- L@ A" ] “yaet
por lo que,
: . A
V=22 — X[+ d] (B.5)

VA

A2
V < nalefl — (K + D)

llegando a la misma expresién en (4.13)), por lo que bajo las mismas condiciones, se
asegura que las trayectorias convergen a la superficie de deslizamiento s(x) = 0 disenada
para el sistema.
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B.2. Modos deslizantes de orden completo

Dado nuestro sistema original y la transformacion de coordenadas, consideramos la
superficie deslizante definida en (4.28]), por lo que la Funcién tipo Lyapunov queda
expresada como

1[1 ?
V(z) == [B(—ole + x9) — U:| , (B.6)

por lo que la derivada de la Funcién tipo Lyapunov en coordenadas originales del
sistema x es

. 1 1
V([E) = |:E(—C¥ZE1 + 5(72) — U:| |:B(—OCZL’1 + l‘g) — ’U:| R (B?)
recordando que v = —fxy + av, entonces resolviendo algebraicamente

V() = {1(—%1 ) — v} F(—a:@) (= ks — kos +u + d) — o} ,

B B

= {%(—aml + x9) — %] (u+d) + {%(—(ml + x9) — v] [%(—klxl — koo + ozarg)}

+ [%(—axl + x9) — v] [Bx1 + av],
= ;%(-awl + x9) — % (u+d)+ ;%(—axl +x9) — v ;%(—kzlxl — axy) + By + av} :
= _%(—aml + x9) — % (u+d)+ _%(—axl +x9) — v _%xQ —av — (% + B) xl}

r . . - 2
= _%(—aml + x9) — % (u+d)+ _%(—awl +x9) — v -%1'2 —av+ % (—%)}

r . . - 2
= _%(—aml + x9) — % (u+d)+ _%(—aml +x9) — v -%1'2 —av — %ml}
= % {%(—aml + x9) — v] (u+d)+ « |:%(—OA’L‘1 + x9) — v} {%(—awl + x9) — v]

2
= % [%(—awl + 29) — v] (u+d)+ [%(—Ozﬂﬁl + x9) — v}
por lo que,
V < as®+ %(—Ksignsz +d)s,

llegando nuevamente a
V <as?+ 4(=K + D)ls.|. (B.8)

Si K > Dy a <0, se puede concluir que las trayectorias alcanzan la superficie desli-
zante s(x) = 0 seleccionada para el sistema en un tiempo finito.
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B.2.1. Modo integral para valores propios reales

Realizando la transformacién de la Funcion tipo Lyapunov a coordenadas originales,
dada la superficie descrita en [4.32]

-t

por lo que la derivada de la Funcion tipo Lyapunov a lo largo de las trayectorias
: k1 A2 ki Az
Vi(z) = [ v] {—xl — —=9 — v] . (B.10)
VA \/ VA VA

Considerando el sistema descrito en [B.I}entonces

) ky k A
V= \/Z \/Z 1}_ \/—1_1152 — \/—2_(—761231 — k’2$2 +u+ d) — )\2?}:|
kl )\2 T ]{71 )\2 )\2 :|
= —v 2 kg + ko u+d) — v
/_A /_A | /— X i~ e Z( ) — Ao

[k Ao
VA" \/Z Il
e :

( )

VA" \/_ : (A ) A 2 2 VA
_ % 2_Z £ (?)(ﬁ%kk—@ ) - 22 (01
“la v P ) - (B —3) = st
- kf -] (gm0 + k_@) -

k—lA —%xQ—U]Q—%(u+d) %xl—%@—v}

y dada la superfie de deslizamiento, se realiza el andlisis de estabilidad, con lo que se
obtiene

V S )\28920 — ﬁ<_K -+ D)’Sx’,

funcién encontrada para este caso en 4] por lo que siguiendo el procedimiento que ahi
se muestra, llegamos a la misma conclusién y condiciones.
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Apéndice C
Sobre la funcién de Lyapunov

Consideramos el sistema (5.2]) en su versién nominal, esto es
2:’1 = Zl)\l — KSign(Zg)7 ?;’2 = 22)\2 — KSign(Zg). (Cl)

Las soluciones de este sistema estdn dadas por (5.9)), es decir

pNT _KGW K _ . _ K AiT K 1 .
( ' ) z;e N + X Zi— )€ + N Slze > 0;
' ’ Z‘eAiT + —6/\iT ——=\z;++ e’\” - 3 Si Z9 < O
¢ i i ? Ai A 2 )

De estas soluciones se puede encontrar el conjunto de condiciones iniciales tales que las

trayectorias de (C.1]) cruzan el eje z, antes de llegar al conjunto {z € R? : 29 = 0}. Para

esto, basta encontrar el conjunto de condiciones iniciales tales que ¢ (T'; z) = ¢o(T; 2) =
K[z]°

0. Resolviendo esta ecuacién se encuentra el conjunto {z € R? : 2; = — =5 (L-1)}

’ . . = 0
el cudl es equivalente al conjunto {z € R? : {(2) = 0} con ((z) = z; + % (1 -1).

Lema 1. Considere la familia de funciones v : R>g —+ R dada por

v(@) = (k: —km)p'

Para toda p € (0,1], toda k € Ry, toda N\ € Ry y toda x € R se cumplen las
siguientes desiqualdades

l—ov(@) <1, 1-9v() < —=zx.

k
k—Ax

—A
i
<

Demostracion. Note que % > 1 por lo tanto 1 (de donde la primera des-

igualdad es obvia), y (%)p < % Asi,

_(/c—m)p—kp_p(%)”—1< B2 1 Whk-X—-k )

P

T o A s v i vy oy v i
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