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Resumen

En este trabajo de tesis se propone un esquema de control disefiado para una clase de
sistemas lineales con retardo pequeiio e incierto en la entrada. En particular, se combina un
algoritmo de identificacion de retardo con un controlador por retroalimentacion de estado,
evitando asi el uso de controladores predictivos. La contribucion principal de este trabajo
radica en la introduccion de una metodologia sistematica para identificar el valor del retardo
considerando que el sistema bajo estudio es potencialmente inestable en lazo abierto. Con
el objetivo de garantizar la estabilidad de las soluciones del sistema en lazo cerrado, con-
siderando tanto el controlador estabilizante como el algoritmo de identificacidn, se realiza
un estudio exhaustivo utilizando un enfoque de tipo Lyapunov-Krasovskii. Finalmente, se
emplea el Lema de Barbalat para asegurar regulacion al origen.

La estructura del trabajo se divide en dos:

» En la primera parte, se realiza un estudio de estabilidad suponiendo que el retardo en
la entrada es conocido. Este andlisis establece las bases metodoldgicas utilizadas en el
caso de retardo incierto. Especificamente, se reformula el sistema como una ecuacion
diferencial parcial de primer orden en cascada con una ecuacion diferencial ordinaria,
y se emplea una técnica tipo “backstepping” que hace posible encontrar condiciones
suficientes de estabilidad en forma de desigualdades matricial lineales sencillas.

= En la segunda parte, se aborda el caso con retardo incierto y, empleando las herramien-
tas desarrolladas en la primera parte, se deriva una ley de adaptacién para el retardo
al mismo tiempo que se proponen condiciones bajo las cuales las soluciones del siste-
ma son estables, lo que resulta en ultima instancia en la identificacion del retardo y la
regulacion al origen de las sefiales de interés.
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Abstract

This thesis work proposes a control scheme for a class of linear systems with short and
uncertain input delay. Particularly, it combines a delay identification algorithm with a state
feedback controller, by-passing the need for predictive controllers. The main contribution of
this work lies in introducing a systematic methodology to identify the delay value in a class
of linear systems that may potentially be unstable in open-loop. To ensure the stability of the
closed-loop system solutions, considering both the stabilizing controller and the identifica-
tion algorithm, a comprehensive study is conducted using a Lyapunov-Krasovskii approach.
Finally, Barbalat’s Lemma is incorporated to ensure regulation to the origin.

The structure of the work is as follows:

= In the first part, a stability study is conducted assuming that the input delay is known.
This analysis establishes the methodological foundations used in the case of uncertain
delay. Specifically, the system is reformulated as a first-order partial differential equa-
tion cascaded with an ordinary differential equation. Then, a “backstepping” approach
is employed to establish sufficient stability conditions, which are expressed in the form
of simple linear matrix inequalities.

= In the second part, the scenario with uncertain delay is addressed, and using the tools
developed in the first part, an adaptation law for the delay is derived. Simultaneously,
sufficient stability conditions are obtained, which ultimately lead to the identification
of the delay and the regulation of the signals of interest to the origin.
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Nomenclatura

Lr]a,b] Espacio de funciones cuadrado integrables en el intervalo [a, b]

PC([—nD,0],R") Espacio de funciones continuas por partes con lanorma|| ¢ ||.p= sup |d(1)].
t€[—nD,0]

A<0 (A<0) Matriz definida negativa (semidefinida negativa).

A>0 (A>0) Matriz definida positiva (semidefinida positiva).

|A| Norma inducida (por la norma euclidiana) de A € R"*".
1
|l(t)]],.0+ Norma Ly ,p) (en el espacio) de k(x,1); es decir, ( b K(x,t)%jx) 2
1
[[%(t) - Norma L,_,p o) (en el espacio) de K(x,?); es decir, (ff)nD K(x,t)zdx) 2

2

llx(@)]| Norma Ly_p, p) (en el espacio) de k(x,1); es decir, <IPD K(x,;)zdx> .






Capitulo 1

Introduccion

El uso de controladores predictivos adaptables ha probado su efectividad para compen-
sar retardos desconocidos en la entrada de ciertas clases de sistemas dindmicos. Sin embargo,
este tipo de controladores resulta innecesario cuando el retardo es pequefio en comparacion
con el modo mas lento del sistema, ya que en este caso la contribucidn de la parte distribuida
del predictor se vuelve despreciable. En este trabajo de tesis, presentamos un esquema de
control de dimension finita disefiado especificamente para una clase de sistemas lineales con
retardo pequeiio y desconocido en la entrada. Este esquema combina un algoritmo de identi-
ficacién de retardo y un controlador por retroalimentacion del estado completo del sistema, lo
que elimina la necesidad de algoritmos de control predictivo y simplifica la implementacion
del controlador.

La principal contribucion de este trabajo de tesis es un metodologia que garantiza de
manera sistematica la identificacion en lazo cerrado del retardo en una clase general de siste-
mas lineales potencialmente inestables y con retardo desconocido en la entrada. Con este fin,
se propone un controlador estabilizante y se lleva a cabo un estudio exhaustivo, utilizando un
enfoque de tipo Lyapunov-Krasovskii para garantizar estabilidad de las soluciones del siste-
ma y, posteriormente, aplicando el Lema de Barbalat para asegurar regulacion de las sefiales
de interés.

1.1. Estado del arte

Un objetivo importante en el campo de la ingenieria es el de mejorar la respuesta
dindmica de los sistemas mediante acciones de control y, en este contexto, se han desarrolla-
do diferentes técnicas para lograrlo. Una de estas técnicas es la de implementar algoritmos



de control con retardos intencionales. Esta clase de algoritmos ha ganado popularidad en los
ultimos afios debido al potencial que tienen de mejorar el desempefio de los sistemas usando
poca informacion de los mismos y por su capacidad de tolerar el ruido en las mediciones
[4, 23, 25, 26, 27, 29]. Sin embargo, la introduccion de retardos intencionales incrementa
la complejidad en el disefio del controlador, pues se induce una dimensionalidad infinita al
sistema, lo que puede disuadir al practicante de control de elegir este tipo de algoritmos, ha-
ciendo preferible la eleccion de un controlador cldsico. Para hacer atractivo el control basado
en retardos, técnicas recientes emplean geometria algebraica [16, 25], teoria de la elimina-
cién [26, 27], y propiedades de dominancia inducida por multiplicidad de raices [4, 12],
para proporcionar reglas de sintonizacién simples que solo requieren el conocimiento de los
parametros del sistema para colocar un grupo de raices dominantes en un lugar éptimo en el
plano complejo [7, 23, 25, 26, 28, 30, 35].

Las técnicas descritas en el parrafo anterior para sistemas con retardos intencionales,
también se han extendido para el disefio y sintonizacidn de controladores PI, PD y PID en
sistemas con retardos inherentes; es decir, para sistemas en donde los retardos son propios
de la dindmica del sistema o del actuador. En esta linea de investigacion, se han obtenido
formulas analiticas expresadas en funcion del retardo, las cuales permiten asignar el espectro
infinito del sistema de manera 6ptima [1, 22, 33, 40, 37]. No obstante, esta metodologia de
disefio genera controladores sensibles al retardo, lo que puede comprometer la estabilidad
del sistema si no se cuenta con una estimado preciso del retardo, como se muestra en el
ejemplo de motivacion en la Seccion 1.2. En consecuencia, es necesario emplear algoritmos
de identificacion del retardo con los que se pueda asegurar que el disefio del controlador se
mantenga vélido.

Si bien la estimacion precisa del retardo es de gran relevancia, como queda demostrado
por la abundante literatura que existe en el tema —ver, por ejemplo [6] y [3] para estudios
exhaustivos—, es igual de importante el disefo de controladores adaptables que garanticen un
desempefio deseado aun en presencia de retardos desconocidos. Este es un problema de rele-
vancia préctica, dado que, como se reconoce en [39], los enfoques convencionales de control
adaptable habitualmente tratan al retardo como una perturbacién. Lo anterior motiva al di-
seflo de controladores adaptables en los que el retardo es tratado como una incertidumbre
paramétrica en lugar de una simple perturbacién. Por un lado, cuando el retardo es relativa-
mente grande, el uso de predictores adaptables ha demostrado su efectividad para compen-
sar retardos inciertos en una amplia variedad de aplicaciones, ver [2, 9, 10, 11, 20, 21, 36]
y sus referencias. Sin embargo, implementar estos controladores es un reto en si mismo
[18, 24, 31, 32]. Por otro lado, si el retardo es relativamente pequerio, no es necesario re-
currir al uso de predictores y es suficiente usar un controlador de dimensién finita [8, 39].
En lo que concierne a este aspecto, no tenemos conocimiento de algin enfoque en el que se
combine el uso de un algoritmo de identificacion del retardo y un controlador de dimension



finita capaz de ajustar sus ganancias. En esta tesis, presentamos un marco de trabajo que
establece los cimientos para la resolucién de estos requerimientos.

1.2. Ejemplo de motivacion

Para motivar el problema en esta tesis, considere el siguiente sistema inestable de primer
orden con retardo incierto, D > 0, en la entrada

TY(t)+Y(t) =xU(t — D), (1.1)

donde T <0,y Y € Ry k# 0 son la salida y la ganancia en lazo abierto del sistema,
respectivamente. Como el sistema (1.1) es inestable sin retroalimentacion, leyes adaptables
para el retardo como la introducida en [34] no son aplicables. Por lo tanto, es necesario
construir una ley de adaptacion para D alrededor de un controlador estabilizante.

Por otro lado, se sabe que un controlador PI cldsico de la forma

Ult) = —k,Y (1) — ki /O 'Y (s)ds, (1.2)

en donde k, y k; son, respectivamente, las ganancias proporcional e integral, puede estabi-
lizar al sistema (1.1) siempre que D sea relativamente mds pequeo que |7'|. Mas atn, una
sintonizacién apropiada de los parametros del controlador pueden proporcionar un desem-
pefio Optimo del sistema en términos de velocidad de respuesta. Por ejemplo, la reglas de

sintonizacion
1 - Do, — 2T, +DTG2,
kp,=— oD% , (1.3)
2
o:(—D—-T+DTo
ki = — n = ’">, (1.4)
KeOm
en donde

_ D+4T +/D?+8T? .

1.
Om DT 0, (1.5)

minimizan la abscisa espectral, ¢, de (1.1)-(1.2). En donde el valor minimo de ¢ se pue-
de calcular analiticamente como 6 = —G,,, en donde G,, en (1.5) aproxima el decaimiento
exponencial de la solucién del sistema. En consecuencia, la velocidad de respuesta del siste-
ma bajo la sintonizacion en (1.3)-(1.5) es maxima (ver Apéndice A para més detalles). Sin
embargo, estas formulas requieren conocer el valor exacto del retardo y una mala aproxima-
cion de este valor es perjudicial para el desempefio del sistema y puede incluso destruir la
estabilidad de las soluciones como se explica en el siguiente ejemplo nimerico.
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Ejemplo numérico: Considere el sistema (1.1) en lazo cerrado con el controlador PI
(1.2) y con los pardmetros K = —1, T = —4 y D = 0.1. La Figura 1.1a muestra el espacio
de pardmetros asociados al controlador. En la figura, la region rellena en color gris claro es
una region estable; i.e., si se eligen k, y k; dentro de esta region se asegura una respuesta
estable. Cuando el retardo es exactamente conocido; es decir, D = 0.1, obtenemos de (1.5)
que G,, = 5.7323. El par (k,,k;) = (18.6819,29.7677) asociado a este valor de G, se obtiene
de (1.3) y (1.4) y se muestra con un punto en color azul en la Figura 1.1a. La respuesta del
sistema en este caso se muestra en la Figura 1.1b con el mismo cédigo de color. Note que
la velocidad de respuesta del sistema es la més rapida. Cuando el retardo es desconocido, es
necesario aproximarlo, por ejemplo, con D = 0.05 obtenemos de (1.3) y (1.4) que (k,,k;) =
(30.032,69.1656) como se muestra con un punto en color cian en la Figura 1.1a. Observe
en la Figura 1.1b que la velocidad de respuesta en este caso es suboptima. Finalmente con
D = 0.17, tenemos que las ganancias (kp,k;) = (8.8835,—0.8429) destruyen la estabilidad
de la solucion como se observa en la Figura 1.1b en la sefial Y (¢) en color gris.

200 .
150 [ .
~" 100 F .

50 1

1 1 1
55 60 65 70
t

(b) Respuesta del sistema para diferentes valores de las ganancias del controlador PIL.

Figura 1.1: Respuesta del sistema (1.1)-(1.2) con tres diferentes valores para (kp,ki) ob-
tenidos con la sintonizacién en (1.3)-(1.4). En color gris se muestra un caso inestable
con (kp,k;) = (8.8835,—0.8429); en color cian, un caso estable subéptimo con (kp,k;) =
(30.0320,69.1656); y con color azul, el caso éptimo con (k,,k;) = (18.6819,29.7677).



Con base en la revision bibliogréfica y en el ejemplo de motivacién descrito en los pérra-
fos anteriores, podemos concluir que un método para identificar retardos en lazo cerrado es
de interés. En esta tesis presentamos un enfoque para la solucion de dicho problema. De
manera mas precisa, introducimos una ley adaptable capaz de resolver el problema de identi-
ficacion del retardo en una clase general de sistemas lineales potencialmente inestables y con
retardo incierto en la entrada. Con este fin, la ley de adaptacién propuesta es complementada
con un controlador estabilizante de dimension finita. Finalmente ilustramos la efectividad de
nuestro método en un caso de estudio que consiste en un sistema de primer orden con retardo
desconocido en la entrada sujeta a un controlador PI disefiado para garantizar un desempefio
optimo en lazo cerrado.

1.3. Planteamiento del problema

En este trabajo de tesis se considera el sistema lineal, potencialmente inestable en lazo-
abierto, y con un retardo incierto en la entrada, dado por

X(t)=AX(r)+BU(t — D), (1.6)

en donde X € R” es el estado instantdneo, U es la entrada de control y D > 0 es el retardo. La
matriz A y el vector B son conocidos y de dimensiones apropiadas. Notamos que la solucion
del sistema esta definida por las condiciones iniciales X(0) = Xo y U(t) = y(t), t € [-D,0]
con y € PC([-D,0],R), y consideramos que D satisface la siguiente suposicion:

Suposicion 1.3.1. El retardo en la entrada es pequerio con respecto a la escala de tiempo

del sistema.’

Este tipo de sistemas describe una amplia variedad de aplicaciones practicas en la indus-
tria asi como procesos bioldgicos y fendmenos fisicos [5], en donde la presencia del retardo
se debe a las caracteristicas fisicas propias del sistema, al procesamiento de los datos o a la
medicién de los mismos [13]. Si bien esta clase de sistemas han sido ampliamente estudiados
en la literatura en el contexto de controladores predictivos [21], en esta tesis abordamos un
enfoque distinto con controladores de dimension finita. Por lo tanto, bajo la Suposicion 1.3.1,
proponemos usar una ley de control dada por una retroalimentacién de estado completo de
la forma

U(t) =KX(t), (1.7)

'De acuerdo con [38], para un sistema lineal con retardo en la entrada, la Suposicién 1.3.1 garantiza que un
controlador por retroalimentacidon de dimension finita es capaz de proporcionar estabilidad gracias al margen
de retardo que todo sistema lineal posee.



en donde K € R'*" es la ganancia de retroalimentacién. A diferencia de métodos conven-
cionales para sistemas con retardo en la entrada que requieren del uso de predictores, el
controlador (1.7) ofrece una estructura simple y facil de implementar. Sin embargo, es nece-
sario que D satisfaga la Suposicion 1.3.1 para garantizar la funcionalidad de (1.7); ver [38]
para més detalles.

De acuerdo a lo mencionado previamente, el problema de identificacion del retardo
para sistemas de la forma (1.6) esta resuelto en el contexto de esquemas de control con
predictores. Por otro lado, cuando el retardo es relativamente pequefio con respecto a la
escala de tiempo del sistema, el uso de un controlador de dimension finita como el presentado
en (1.7) es preferible. Sin embargo, no existe un analisis rigurozo que permita garantizar la
estabilidad del sistema en lazo cerrado y la identificacion del retardo de manera concurrente.

1.4. Objetivos

El principal objetivo de este trabajo es presentar un método sistemético de identificacion
de retardo para el sistema potencialmente inestable (1.6) en lazo cerrado con el controlador
por retroalimentacion de estado completo (1.7).

Objetivos particulares

= Estabilizaciéon: Considerando que el retardo D es conocido, realizar un anélisis de
estabilidad del sistema (1.6) en lazo cerrado con (1.7)

= Identificacion: Considerando que el retardo D es incierto, proponer una ley adaptable
para identificar el retardo en lazo cerrado y realizar el andlisis de estabilidad corres-
pondiente.

» Confirmacién numerica: Usando simulaciones namericas, mostrar la efectividad del
enfoque propuesto en términos de estabilizacion e identificacion, asi como las impli-
caciones en el contexto de control adaptable.

1.5. Estructura de la tesis

El resto de la tesis se organiza de la siguiente manera: En el Capitulo 2 se presenta una
prueba de estabilidad para sistemas con retardo en la entrada considerando un controlador por
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retroalimentacion de estado completo. En este capitulo, se asume que el retardo es conocido
con el objetivo de introducir las principales herramientas y conceptos que seran empleados
en este trabajo de tesis. En el Capitulo 3, se considera ahora que el retardo es desconocido, y
empleando las herramientas introducidas en el Capitulo 2, se propone un algoritmo de iden-
tificacion en lazo cerrado. A pesar de que no se garantiza convergencia, el valor del retardo
identificado es suficientemente exacto como se muestra mediante simulaciones nimericas.
Finalmente, en el Capitulo 4 se presentan las conclusiones y el trabajo futuro.






Capitulo 2

Estabilizacion

En este capitulo se introducen de forma concisa las herramientas empleadas para obte-
ner los resultados principales en este trabajo de tesis. Con este fin, suponemos que el retardo
en la entrada es conocido (dicha suposicion se removera en el siguiente capitulo). De manera
mas precisa, consideramos un enfoque “backstepping”, el cual se usa de manera conven-
cional en esquemas de control con predictores [21], y lo empleamos mas alld de su uso
tradicional para encontrar condiciones bajo las cuales una clase general de sistemas lineales
con retardo en la entrada puede ser estabilizado usando un controlador de dimensién finita.
Por lo tanto, el enfoque propuesto aqui se adapta solo para sistemas con retardo relativamen-
te pequefo y no requiere de predictores, simplificando la estructura e implementacion del
controlador.

2.1. Preliminares

En este capitulo nos enfocamos en sistemas potencialmente inestables de la forma
X(t)=AX(t)+BU(t—D), .1)

en donde X € R” es el estado instantdneo, U es la entrada de control, y la matriz A y el
vector B son de dimensiones apropiadas. El retardo D > 0 se considera constante y satisface
la siguiente suposicion:

Suposicion 2.1.1. El retardo en la entrada es tal que D < 1.

El sistema (2.1) estd sujeto al controlador

U(t)=KX(1), (2.2)

9



en donde K € R!*" es una ganancia de retroalimentacién tal que A + BK es Hurtwitz estable.

2.1.1. Representacion en cascada

A continuacion, abordamos el problema de estabilizacién usando un modelo para el
retardo que consiste en una Ecuacion Diferencial Parcial (EDP) de primer orden acoplada en
cascada con una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO); es decir, consideramos el sistema

X (t) =AX(t) + Bu(0,1),
ur(x,1) = uy(x,1), (2.3)
u(D,t) =U(t).

Decimos que u(x,?) es el estado del actuador, el cual se define a través de la entrada de
control como
u(x,t) =U(t+x—D), (2.4)

en donde x € [0,D]. Nétese que cuando x = 0, obtenemos u(0,z) = U(t — D) y con x = D,
u(D,t) = U(t). Estas relaciones se utilizaran a continuacion para definir una transformacion
backstepping apropiada.

Observacion 2.1.1. En las coordenadas del sistema (2.3), el estado (X ,u) es de dimension
infinita. Dicha dimensionalidad infinita es asociada al estado de la EDP, u(x,t).

Observacion 2.1.2. Cuando se conoce el retardo en la entrada, utilizar una Ecuacion Dife-
rencial en Diferencias (EDD) para representar al sistema o tratar al retardo en la entrada
como una EDP es una cuestion de eleccion. El andlisis de estabilidad puede llevarse a cabo
con cualquiera de estos dos enfoques. No obstante, las ventajas de usar la representacion
en cascada en (2.3) se hace evidente en problemas en donde el retardo es incierto, como se

mostrara mds adelante en el Capitulo 3.

2.1.2. Transformacion backstepping

Suponiendo que el estado del actuador estd disponible para medicion, consideramos la
siguiente transformacion backstepping para el estado del actuador

w(x,t) = u(x,t) —KX(t+x—D), (2.5)

escrita de manera explicita como
0
w(x,1) = u(x, 1)+ / KA D) Bu(y, 1)dy — KAFDIX (1), (2.6)
x—D
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en donde X (1 +x — D) se obtiene de (2.1) usando la formula de variacién-de-constantes en
un horizonte de integracion desde x — D hasta 7.

Proposicion 2.1.1. Bajo la transformacion backstepping (2.6), el sistema (2.3) se puede

escribir como
X(t) =AX(t) +A1X(t — D)+ Bw(0,1),
wy(x,1) = wy(x,1), 2.7
w(D,t) =0,

en donde A1 = BK.

Demostracion. Se sigue directamente de (2.6) que
0
we(x,1) = uy(x,1) — KBu(x — D, 1) + / KA PIBy(y, 1)dy — KAAYPIX (1), (2.8)
x—D

en donde wy(x,) denota la derivada parcial de w(x,) con respecto a x. Mas adn, también de
(2.6), tenemos que

0
wi(x,1) = s (x, 1) + / KA D) By, (3, 1)dy — KADIX (1),
x—D

en donde w;(x,?) es la derivada parcial de w(x,7) con respecto a z. Usando integracion por
partes en la ecuacion anterior, obtenemos

we(x,1) = u; (x,1) + KA P)Bu(0, 1) — KBu(x — D, 1)

0
+ / KAACPIBy(y,1)dy — KA PIX (1). (2.9)
x—D

Sustituyendo X (t) = AX (t) +Bu(0,t) y u;(x,t) = uy(x,t) en (2.9) implica que
wy(x,1) = wy(x,1).
Ahora, con x = D en (2.6), se sigue que
w(D,t) =u(D,t) — KX (t) =0,
yaque u(D,t) =U(t) = KX(t).

Por otro lado, sumando y restando el término BKX(r — D) en la EDO del sistema en
cascada (2.3) obtenemos

X(t) =AX(t)+BKX(t — D)+ B(u(0,t) — KX (t — D)).

La prueba concluye notando que w(0,7) = u(0,7) — KX (¢t — D) cuando se evalua (2.6) en
x=0. O
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Observacion 2.1.3. El sistema (2.7) exhibe la estructura de una EDP no-forzada en cascada
con una EDD exponencialmente estable.

Lema 2.1.1. La transformacion backstepping en (2.7) admite el siguiente estimado
Iw(e)]| < 3l|u(r) || +24D7n3 | K P A1 1% 15 + 6DIK P [ X (1) 2 (2.10)

en donde M,, = MdXc[_p p olAG=D)|

Demostracion. Elevando al cuadrado ambos lados de (2.6) e integrando desde —D hasta D
con respecto a x, se tiene que

D D 0 2
/ w(x,t)dx = / (u(x,t) + / KA PRy (y, 1)dy — KeA(x_D)X(t)) dx.
-D -D x—D

De donde obtenemos la siguiente mayorizacion
D 2
WP <3u@)P+3 [ (kDX () dx
-D
D 0 2
+3 / ( / KeA(XyDBu(y,t)dy> dx. (2.11)
—-D x—D

El estimado en (2.10) se sigue de la relacion anterior con My, = MaX,e[—p p] elAG=D)|, [

2.1.3. Transformacion backstepping inversa

De manera similar a como esta definida la transformacién (2.6), la transformada inversa
de w(x,7) es de la forma:

u(x,t) =w(x,t) +KX(t+x—D).
escrita de manera explicita como
u(x,t) = wix,t) + KA DX (1)

0 0
- / KA PIA X (1 +y—D)dy— / KA PIBy(y,dy,  (2.12)
x—D x—D

en donde X (7 +x — D) se obtiene ahora a partir de la EDD en (2.7) usando la formula de
variacion-de-constantes en un horizonte de integracion desde ¢ +x — D hasta ¢.

Proposicion 2.1.2. Bajo la transformacion backstepping inversa (2.6), el sistema (2.7) se
puede escribir en sus coordenadas originales en (2.3).
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Demostracion. Se sigue directamente de (2.12) que:
e (x,1) = we(x,1) + KAAYPX (1) + KA1 X (t +x — 2D) +Ayw(x — D, 1)

0 0
- / KA PIA X (t+y—D)dy — / KA PRy (y. 1) dy
x—D x=D

en donde u,(x,7) denota la derivada parcial de u(x,t) con respecto a x. Mds adn, también de
(2.12), tenemos que

we(x,1) = wy (x,1) + Ke* PV X (1)

0 0
— / KA PAX (t 4y — D)dy — / K"V PBw,(y,t)dy  (2.13)
x—=D x—D
en donde u;(x,t) es la derivada parcial de u(x,t) con respecto a t. Sustituyendo X (¢) =
AX(t)+A1X(t — D)+ Bw(0,t) y usando integracién por partes en el dltimo término, ob-

tenemos que
uy(x,1) = u(x,1).

Ahora, con x = D en (2.12), se sigue que
u(D,t) =w(D,t)+KX(t) =KX (t) =U(1),
yaque w(D,t) = 0.

Por otro lado, recordando que A; = BK en la EDD del sistema en cascada (2.7) obtene-
mos

X(t) =AX(t)+B(w(0,1)+ KX (t — D)).

La prueba concluye notando que u(0,7) = w(0,7) + KX (t — D) cuando se evalua (2.12) en
x=0. []

Lema 2.1.2. La transformacion backstepping inversa en (2.12) admite el siguiente estimado

(@)1 < 4llw(0) 1y +4DMG KX (1)
+AD MK P|ALP (X 12p + 4D [ K 1BI [w(t) |1 p, (2.14)

en donde My, = Mdx,c[o p| elA=D)].

Demostracion. Elevando al cuadrado ambos lados de (2.12) e integrando de 0 hasta D con
respecto a x, se tiene que

D D 0
/ u(x,t)zdx:/ <w(x,t) + KA Px (1) —/ KA DIA X (1 +y—D)dy
0 0 x—D

0 2
—/ KeA(x*y*D)Bw(y,t)dy) dx.
x—D
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De donde obtenemos la siguiente mayorizacion

D
a3, < 4wl +4 | (KA Px(0) dx

D/ (0 2
+4/ (/ KeA(x_y_D)Bw(y,t)dy) dx
0 x—D
D 0 2
—|—4/ (/ KeA(xyD)AlX(t+y—D)dy) dx.
0 x—D

El estimado en (2.14) se sigue de la relacion anterior con M, = méX,¢o p] elAG=D)[. [

2.2. Analisis de estabilidad

En esta seccion abordamos el problema de estabilidad planteado en este capitulo en el
sentido de la norma del estado completo, (X, u); es decir, empleamos la norma

(|X(r)\2+/00u(x,t)2dx> %. (2.15)

Para hacer posible el andlisis, consideramos el funcional de tipo Lyapunov-Krasovskii!+?
V(1) =Vo(t)+Vi(t) + D(Va(t) + V3(t) + Va(t)), (2.16)
con los siguientes términos individuales

Vo(t) =X(1)"PX (1),
D

i) =2 [ (1 40w, 2dx+2 / L+ x)w(x,7)2dx,

() TATSoAX (s)dsdx,

||
\\\[\ug

—-D
X
/ (s)TA] S1A1X (s)dsdbx,
A

w(0,s) "B S2Bw(0,s)dsdx,

en donde P, Sp, S1 y S2 son matrices simétricas y positivas definidas, y a > 0 es una constante
a disefar. También empleamos una transformacion de primer orden del modelo como la

'Note que la dependencia del funcional (2.16) en las variables (X,w) ocurre de manera “diagonal”. Es decir,
no existen términos cruzados que involucren a X y a w.
2A pesar que V toma funciones como argumentos, para mantener la notacién simple, solo usamos V/(t).
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propuesta en [14]. Para ello, con base en la formula de Leibniz-Newton, podemos emplear
la siguiente relacion:

X(t—D) = X(1)— /iDX(e)de,

con la cual, la EDD en (2.7) se puede escribir como
t
X(t) = (A+A1)X(t)+Bw(0,t) — Ay / (AX(s)+A1X(s—D)+Bw(0,s))ds, (2.17)
t—D

con funcién inicial @ : [-2D,0] — R" con ¢ € PC([-2D,0],R").

Observacion 2.2.1. [15] Sabemos que bajo la transformacion de primer orden, el modelo
obtenido no es equivalente al original debido a la introduccion de dindmicas adicionales.
Sin embargo, garantizar la estabilidad de las soluciones del sistema transformado (2.17)
implica la estabilidad de las soluciones del sistema original.

Tomando en cuenta la Observacion 2.2.1, para asegurar consistencia, consideramos los
siguientes conjuntos de condiciones iniciales

So=1{0:10(8)| < |Xo[,6 <0} 'y  Suy={uo:[lu(0)llo < lluollp-,6 <0},
en donde Xo = X (0) y up = u(x,0), x € [0,D].

Antes de presentar el resultado principal de este capitulo, presentamos los siguientes
lemas con la finalidad de mantener la presentacion compacta.

2.2.1. Cotas y derivada del funcional

Lema 2.2.1. El funcional V (t) en (2.16) admite las siguientes cotas:

Bv(\X(t)|2+ fou%ﬁuw(r)uZ) <V() < ocv(|x<r>|2+||xtu%D+ r|w<r>u2), 2.18)

en donde
oy = mix { A (P), %3 (Pomix (A7 S04) + 3Amax (4] $1A1)),

a(l—|—D),§(1+D)—|—D2|BTSZB|}, (2.19)

By = min {xmfn P), g(l D), %D3?bmin (ATSpA) } (2.20)
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Demostracion. Comenzamos obteniendo la cota superior. Para ello, mayorizamos cada uno
de los términos que conforman el funcional V (¢) en (2.16) de forma independiente. Entonces,
usando la desigualdad de Rayleigh, tenemos de Vy(¢) que

Vo(r) < Amax (P)|X (1) .

Usando integracion por partes en Vi (¢), obtenemos

Vi(r) < g(l-l-D) /l; (x,t)zdx+g(1+D) /ODw(x,t)zdx
< SAFD) () >+ 5 (14-D) w(o) 3+
< SU+D)llw(e)[[3-+a(1+D) w(t) [}

Aplicando nuevamente la desigualdad de Rayleigh, ahora en el término V;(¢):

Va(t) < Amax (A SOA/ / sup |X(s)|*dsdx
t

xset xt

t
maa7s0) [ [ s X1

t—x
2

D
< 5 i (AT S0A) X (1) [

De manera similar, encontramos de V3(¢):

V3(t) < Amax (4, 51A1/ / sup  |X(s)*dsdx

D—xseft—D—x,]
i (ATS1A]) / / dsdx-|X (s)|Bp
—D—x
3 T
< §D Phmax (A] S1AD|IX () 3p-

Para el dltimo término del funcional, primero usamos el cambio de variable s = ¢ +y en la
integral interna, entonces

_ /0 ’ / " (0.1 +y)TBTSaBw(0.1 + y)dydx.
-y
Al evaluar w(x,7) en (2.5) conx =0y ¢t =t +y, tenemos que
w(0,t4+y) =u(0,t+y)—KX(t+y—D)=U(t+y—D)— KX (t +y— D) = w(y,1).
Usando la igualdad anterior e invertiendo el orden de integracién, encontramos que

0 D
—~ / / w(y.t) B S2Bw(y,t)dxdy
-DJ—y

< DIB"$>B]||w(1)|3-
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Recolectando lo anterior, podemos escribir

V(1) < i (PX () + 5

2

D 3
+ D hmin (AT SoA)IX (1) [} + 5 DA (A] $141) X (1) By + DIBT S2BI[w(0)[[3-)

(1+D)w(t)llp- +a(1+D)[lw(t)lI5

D3
< A PIX )P+ 2 (e (47 S0) + Fis AT $140) ) X (0 +al1+ D) (1) -

a
+ (DB 5281+ 5(14-D) ) Iwi) [

La cota superior de V (¢) en (2.18) se sigue directamente de la mayorizacion anterior al definir
oy como en (2.19).

Para obtener la cota inferior primero notamos que
V(t) > Vo(t)+Vi(t)+D-Va(r).

Siguiendo los desarrollos presentados para obtener la cota superior, obtenemos las siguientes
mayorizaciones

Vo(1) > Amin(P)|X (1)
Vil) 2 50=D) (w3 + w13,

Va(t) > EDzlmfn(ATSOA)HX(S)”%D-

W

Recolectando lo anterior, podemos escribir

a

V(1) > hin(P)X ()] + 5

3
(1=D) (Iw (@) 3 + 1w (Ol ) + 5D min(ATSoA) X (5)3p.
La cota inferior de V (¢) en (2.18) se sigue directamente de la mayorizacion anterior al definir

By como en (2.20). O

Antes de continuar, considere los siguientes lemas auxiliares tomados de [19].
Lema 2.2.2 ([19]). Sea
b(t) rt
w(t) = / / F(s)dsd®
a(t) Jt—6

Entonces,

D)= -a) @)~ -b) [ s+ b-a) [ ss)ds

—a
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Demostracion. La prueba es una consecuencia inmediata de la regla de Newton-Leibniz.

O
Lema 2.2.3 ([19]). Sea a(t) < b(t), entonces se cumple que:
b 2 b
| fwds| < (b-a) [ 1f(5)Pds.
a a
Demostracion. La prueba se sigue de la siguiente desigualdad:
b n
=L ([Proar) < B ([ vae) ([ 00
i=1 a i
b b n
=</ ds)/ F2(s)ds = (b— a/ fi(s)ds|?
a a =1
O

A continuacién obtenemos la derivada de V (¢) en (2.16) con respecto al tiempo y a lo
largo de las trayectorias de la EDD en (2.17). Para simplificar la presentacion, derivamos de
manera independiente cada uno de los términos de V (¢).

Comenzamos entonces con la derivada de Vy(7):
Volr) =X(0)T |[(A+41)TP+P(A+A)] X (1)

t
X (1) TPBw(0,1) — 2X (1) TPA, / AX (s)ds
t—D
t t
—2X(t)TPA1/ A1X(s—D)ds—2X(t)TPA1/ Bw(0,s)ds,
t—D t—D

empleando el Lema 2.2.3, obtenemos de la ecuacion anterior que

Vo(t) <X ()" [(A +A) TP+ P(A +A1>} X(1)+2X (1) PBw(0,1)

1 |
Jrz‘x(z)ﬁ%lso2 / SeAX (s)ds
t—D

_1
+2‘X(t)TPAlSl 2

/ SBwOs
t—D

<x(1)" [(A +AN TP+ P(A +A1)} X (1) +2X(r)T PBw(0,1)

t

1
X SIZAIX(S—D>dS +2

‘X (1) PA;S, 2

+X(t)TPALS, ' APX (1) + X (1) T PAL ST AT PX (1)

+X (1) PALS, AL PX (1) +D/ (s)TAT SoAX (5)ds
t—D

+D X(s)TA] S141X (s)ds+D / w(0,s) BT $:Bw(0,s5)ds.  (2.21)
t—2D

18



Siguiendo con la derivada de V(¢), tenemos que

Vi) =4 /_ 1;<1+x) 2w, 1w (3, 1)dx+ 5 /0 P (1 42) - 2w e (3, ).

Recordando de (2.7) que wy(x,1) = wy(x,1) y usando integracion por partes obtenemos

V() = 21+ xpw(x, 2P, - 2 /D w02 dx-+ 5 (14wl 2 - g/oDw(x,t)zdx

2 - 2J)-D
a a a
= (1 DDt~ G007~ w0l alw(e)

De la Suposicién 2.1.1, sabemos que D < 1. Por lo tanto, se cumple que

Vie) < =5w(0,0) = S Iw(t) 3 —allw(®)llp- (2.22)

Para obtener las derivadas de los términos V;(t), Va(t) y Va(z) empleamos directamente el
Lema 2.2.2. Entonces

Va(t) = DX (1) "ATSpAX (1) — / t X(s) AT SoAX (s)ds, (2.23)
t—D
t—D
V3(t) = DX (1) A SiA X (1) — / L XETAISIAX ), (2.24)
Vi(t) = Dw(0,1) " BT $,Bw(0,1) — / t w(0,5) BT S,Bw(0,s)ds, (2.25)
t—D

en donde, para V3(¢) y V4(t), empleamos los cambio de variable E =1t —D —sy s =1—x,
respectivamente y subsecuentemente, invertimos el orden de integracion.

Finalmente, definiendo Q = Q) — PA;S; 'A| P— PA 1S 'A] P—PA,S,'A] P en donde
01=—(A+A))"P—PA+A))—D*ATSoA —D?*A[ 814, (2.26)
y usando (2.21)-(2.25), obtenemos que

V(t) = V()(t) +V1(t) —I—D(Vz(t) +V3(l‘) +V4(Z))
<—X(t)TOX(t)+2X(t) " PBw(0,1)

a a
+D?|B' $2B|w(0,1)* - EW(OJ)Z =5 lw() 15— allw(®)ll- (2.27)

2.2.2. Resultado principal: Caso con retardo conocido

Estamos listos para enunciar el resultado principal de esta capitulo, el cual formulamos
en el siguiente teorema:
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Teorema 2.2.1. Considere el sistema (2.3) en lazo cerrado con el controlador (2.2) con ga-
nancia de retroalimentacion K dada. Bajo la Suposicion 2.1.1, si existen matrices positivas
definidas P, So, S1y $7 tales que

Q1 PA, PA; PA,
AlP S 0 0
AlP 0 S 0
AP 0 0 S

>0, (2.28)

en donde Q) esta dada en (2.26). Entonces, la solucion del sistema en lazo cerado, (X ,u), es
estable en el sentido de que existe una constante positiva u tal que para todas las condiciones
iniciales (Xo,up) € R" x L»(0,D) se cumple lo siguiente:

D
yX(z)|2+/0 u(x,1)dx < gt (X2 + [luo])- (2.29)

Ademds 1im; o X (1) — 0y lim; . U (¢) — 0.

Demostracion. La derivada del funcional a lo largo de las trayectorias del sistema (2.17)

satisface
V() < =X ()" OX(t) +2X(r) " PBw(0,1)
+D?|BT $2BIw(0,1)* = Sw(0.0) = S w(®) [ —allw(t)]|3-
Usando la desigualdad de Young, tenemos que
V()< -X()"(Q— %PBBTP)X(t) +bw(0,1)?
+D?|BT $2B1w(0,1)” = Sw(0.1)” = S |w(t) 5 —allw()|5-
Usando complementos de Schur en (2.28) se sigue que Q > 0, entonces

2
V1) <~ (lnin(@) ~ P20 x 02

1 a
—5la=2b— 2D%)|BT $,B|)w(0,1)* — EHW(t)H%f —a|w(t)|}+

Eligiendo
2|PBJ? 2T
b= a=2b+2D"|B' S>B]|.
xmfn(Q) ’ g ‘
resulta en
V() < —uy (X () > +w(0,2)%), (2.30)
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en donde

i — i Pn©) 21PB*
2 7}\'ml’n(Q>

Lo anterior garantiza que la derivada del funcional es negativa semidefinida por lo que

+DZ\BTSZB|}.

V(t) <V(0), vt > 0. (2.31)
Para obtener un estimado de estabilidad, primero notamos de (2.10) que
WO 1>+ 1X (O + X 13 < 3l|u(r) ||+ (6DIK g, + DX (1)
+ (24D [KP|AL P+ 1)]|X3p
y de (2.14) que
X (O)]? + [lu(r) [ < 4llw(n)][ 7+ + (4DIK P + 11X (1)
+AD MK P A1 P[1Xe|13p + 4D G K P IBI w(n) 12

Combinando las desigualdades anteriores con las cotas del funcional en (2.18) y notando que
1X: |l2p < || X;]|3p por definicidn, se obtiene:

E(—Z(IX(I)I2 +lu()[+) < V() < avou (IX (1) + X [3p + () |P),

en donde
o, = max { 4D K A1 2, 4DIK[2 + 1, 4D K P B 41,
o, = méx {6D|K|2nfv 1,240 03 KA 2 + 1,3}.

El resultado anterior, junto con (2.31), implica que

O, Oy, Oy

Bv

Con @ € Sp Y g € Su,, obtenemos el estimado de estabilidad (2.29) con y = 201,040ty /By .

X (@) + () < (1X (0) 1%+ [1Xo13p + [lue(0) ||*)-

Finalmente, verificamos el resultado de regulacién. Por un lado, integrando (2.30) para
t desde 0 hasta oo, notamos que X () y w(¢) son uniformemente acotadas, lo que nos permite
deducir que u(r) también es acotada uniformemente por la desigualdad (2.14); al igual que
U (t), por la desigualdad en (2.2). De (2.4), obtenemos que u(x,t) es acotada uniformemente
y, por lo tanto, u(0,¢) es también uniformemente acotada para todo # > D. Usando (2.7), se
obtiene que d|X (¢)|/dt parat > 0 es uniformemente acotada. De (2.30), |X (¢)| es cuadrado
integrable, por lo que, de acuerdo al lema de Barbalat [17], se concluye que X (¢) — O cuando
t —> oo,
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Por otro lado, (2.30) implica que ||w(¢)|| es cuadrado integrable y de (2.14) obtenemos
que ||lu(t)||p+ es también cuadrado integrable y ademas, la seiial U (¢) es cuadrado integrable
por (2.2). Ahora, la derivada de U (¢)? con respecto al tiempo es

d .
EU(r)2 =20 ()X (1).

El hecho que X(¢) y U(t) son uniformemente acotadas, implica que dU (¢)?/dt también lo
es, y por lo tanto, de acuerdo al lema de Barbalat, U (1) — 0 cuando t — oo. U]

2.3. Caso de estudio

Considere el sistema de primer orden con retardo en la entrada en (1.1) en lazo cerrado
con el controlador PI en (1.2). Definiendo

_( Y@
() = (féY(s)ds) ’

Podemos expresar al sistema (1.1)-(1.2) como:

X(t) =AX(t)+BU(t — D),

con

A:(—ll/T g), B:<-‘;/T>, K=k &).

Tomando como condiciones iniciales Xy = [0.6,0.2] " y y(t) =0, ¢ € [~D,0]. Con D = 0.2,
K=—-4,T =—4,k, =236y k; = 1.75, las condiciones en el Teorema 2.2.1 se cumplen con

b 0.1145 0.0263 o 1.6963 0.4126
~10.0263 0.1132 9= 10.4126 0.8961

g 0.4941 0.2838 o 1.9430 0.6961
7102838 1.1931 2= 1 0.6961 15139/

Por lo que el controlador (1.2) estabiliza al sistema (1.1), como se confirma en la Figura
(2.1), en donde los estados y la sefial de control convergen a 0.
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Figura 2.1: Respuesta del sistema (1.1) en lazo cerrado con el controlador PI (1.2). (Panel
superior) Estados del sistema. (Panel inferior) sefial de control U (t).
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Capitulo 3

Identificacion

En este capitulo consideramos que el retardo en la entrada del sistema bajo estudio es
incierto. Por lo tanto, utilizando las herramientas desarrolladas en el Capitulo 2, proponemos
un método de identificacion para el retardo. Dado que el tipo de sistemas considerados en
este trabajo son potencialmente inestables en lazo abierto, es necesario construir una ley
de adaptacion para el retardo alrededor de un controlador estabilizante que no requiera de
esquemas de prediccion. Con este fin, proponemos usar un controlador por retroalimentacion
completa de estado y verificamos la estabilidad del sistema en lazo cerrado con el controlador
de dimension finita y la ley de adaptacion para el retardo.

3.1. Preliminares

Partiendo de un sistema potencialmente inestable y con retardo desconocido de la forma
X(t)=AX(t)+BU(t—D), (3.1)

en donde X € R" es el estado instantdneo, U es la entrada de control, y la matriz A y el
vector B son de dimensiones apropiadas. El retardo D > 0 se considera constante, aunque
desconocido.

Suposicion 3.1.1. El retardo en la entrada es tal que D < D¢ < 1

El sistema (3.1) esta sujeto al controlador
U(t) =KX(t), (3.2)

en donde K es la ganancia de retroalimentacon tal que A + BK es Hurtwitz.
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3.1.1. Representaion en cascada

La representacion en cascada, considerando un retardo incierto, consiste en una EDP en
cascada con una EDO:

X(t) =AX(t) + Bu(0,1)
Duy(x,1) = uy(x,1) (3.3)
u(l,r) =U(r).

Donde u(x,) representa el estado del actuador definido a través de la entrada de control
como
u(x,t) =U(t+D(x—1)). (3.4)

Note en (3.3) que la velocidad de propagacién 1/D es desconocida, pero la longitud del
dominio, x, es conocida. Mds atin, al evaluar (3.4) en x = 1 se obtiene que u(1,7) = U(¢t) =
KX (). Similarmente, para x = 0, se obtiene que u(0,7) = U(t — D) = KX(t — D). Estas
relaciones serdn usadas mds adelante para definir la transformacion backstepping apropiada.

Observacion 3.1.1. En las coordenadas del sistema (3.3), observe que el estado (X ,u) es de

dimension infinita. Dicha dimensionalidad infinita es asociada al estado de la EDP u(x,t).

Observacion 3.1.2. Aunque la entrada de control U(t) es completamente conocida, no es
posible deducir el valor de u(x,t) para cada x € [0,1] ya que no se conoce la velocidad de
propagacion 1/D, por lo que es necesario un estimado ii(x,t) = U(t —D(x — 1)), en donde
D= ﬁ(t) es un estimado de D. En este trabajo, sin embargo, asumimos que la entrada
distribuida esta disponible para su medicion, por lo que no es necesario un estimado del

estado u(x,t).

3.1.2. Transformacion backstepping

Bajo la Observacion 3.1.2, consideramos la siguiente transformacion backstepping:
w(x,t) =u(x,t) — KX (t+D(x—1)), (3.5)

En donde X(z + (x — 1)D) se obtiene por medio de la formula de variacion-de-constantes a
partir de (3.1), integrando en un intervalo de tiempo de y =7+ (x— 1)D ay =¢, y subsecuen-
temente reemplazando D por el estimado D(t).

Suposicion 3.1.2. El estimado del retardo D(t) es tal que

0< Dml’n S D(t) S Dme’lx <1
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La expresion (3.5) se puede escribir de explicita como:

0 N N
w(x,t) = u(x,t) +D(1) / KAPOE=Dpy(y Hdy — KeAPOEDx (1), (3.6)
x—1

Considerando la Observacion 3.1.2, tenemos de (3.5) que
w(x,t) = u(x,t) —KX(t+D(x—1)) 3.7)

Proposicion 3.1.1. Bajo la transformacion backstepping (3.6), el sistema (3.3) se puede
escribir como:
X(t) =AX(t) +A1X(t —D(t)) +Bw(0,1)
Dwi (x,) = wyl(w,) = D(1) p(x,) = DD(1)g(x.1) (3:8)
w(l,7) =0.

en donde D(t) = D — D(t) es el error de estimacion del retardo, A| = BK y

plx,t) = Ke*POED(AX (1) + Bu(0,1)), (3.9)
q(x,1) = KA(x — 1)ePODx (1)

0 N
- / K(I+AD(t)(x—y—1))e*PO=DBy(y 1)dy. (3.10)
x—1

Demostracion. Por simplicidad, se omitird la dependencia de D(¢) respecto a ¢ en los si-
guientes célculos. Tomando en cuenta el hecho que u,(x,7) = Du,(x,t), a partir de (3.6),
obtenemos que

wy(x,t) = Duy (x,t) — DKBu(x — 1,1)

0 N N
+D? / KAAPY DBy (y,1)dt — KADAPY DX (1), (3.11)
x—1

en donde wy(x,7) denota la derivada parcial de w(x,) con respecto a x. También de (3.6),
obtenemos que

0 N
wi(x,1) = u(x,t) + D KAAPEY DBy, (v, 1)dt
x—1
— KeAPE-D (7 —E{KA(x —1)eAPDx(p)
0 .
—/ K[[+DA(x—y— 1)]eAD(x_y_1)Bu(y,t)dy} (3.12)
x—1

en donde w, (x,) representa la derivada parcial de w(x,) con respecto a t.
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Sumando y restando los términos wy(x,t) y Dp(x,t), con p(x,t) en (3.9), a la ecuacién
anterior y manipulando algebrdicamente, podemos llegar a que:

Dw,(x,t) = wy(x,t) — D(t)p(x,t) — DDq(x,t) + r(x,1),
con g(x,7) en (3.10) y
r(x,t) = —wy(x,t) — Dp(x,t) + Du (x,1) +DD/:1 KeAﬁ(x*y*I)But(y,t)dy. (3.13)
Sustituyendo ahora (3.11) en (3.13) se puede llegar a:

N 0 R
r(x,t) = —DKe*P"VBu(0,1) + DD 1 KM= DBy, (y,1)dy

X
N 0 N
+ DKBu(x—1,t) — D*KePD / e APYBu(y,1)dy.
x—1

Usando integracion por partes en el dltimo término de la expresion anterior, concluimos que
r(x,t) = 0, por lo que:

Dwy(x,t) = wy(x,t) — D(¢) p(x,1) —Dﬁ(r)q(x,t). (3.14)

Por otro lado, de (3.4) sabemos que u(1,7) = U(t) = KX (t), por lo que, de (3.7) con x = 1
se sigue que

w(l,t) =u(l,t) — KX (1) = 0.
Finalmente, sumando y restando el término BKX (t — D) en la EDO que forma parte de
(3.3), obtenemos:
X(t) =AX(t)+BKX(t — D)+ B(u(0,t) — KX (t — D))

La prueba concluye notando que w(0,#) = u(0,¢) — KX(t — D) cuando se evalua x = 0 en
(3.7). ]

Lema 3.1.1. La transformacion backstepping en (3.6) admite el siguiente estimado

()1 < 6ni [KI?[X (1) [+ 24D5 i [ K P A1 P11 X3, g, + 3llu(0) 1%, (3.15)
en donde M, = MaX (1 1 elADmax (x—1)|,
Demostracion. Elevando al cuadrado ambos lados de (3.6) e integrando desde x = —1 hasta

x=1.

1 1 0 R . 2
/ w(x,t)zdx:/ (u(x,t)—i—f)/ KeAD(x_y_l)Bu(yJ)dy—KeAD(x_l)X(t)> dx,
-1 x—1

-1
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de donde obtenemos la siguiente mayorizacion:

1 N 2
)12 <30 1P+3 [ (kA% Dx(0)) ax
-1
1 0 R 2
+3D12néx/ (/ KeAD(xyl)Bu(y,t)dy) dx.
-1 x—1

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, obtenemos:

A 2
@) <3P +3 || (ke 0x) ) as

1 0 ) 0 2
43D, / | ( / 1|KeAD(x_y_1)|2dy / 1|A1X(t+D(y—1))|2dy) dx.
LU o

El estimado en (3.15) se sigue de la relacion anterior con My, = méX,¢[_1,1] eAPmax(x=1) ]

3.1.3. Transformacion backstepping inversa

De manera similar a como se ha definido la transformacion (3.5), la transformada in-
versa de w(x,7) es de la forma:

u(x,t) =w(x,t)+KX(t+D(x—1)). (3.16)

La expresion anterior puede reescribirse de manera explicita como:

N 0 N
u(x,1) = w(x,1) + KL DX (1) — P / KAL) By(y, 1)dy
x—1

0 N
—D/ KAPC DA X (1 +D(y—1))dy, (3.17)
x—1

en donde X (t +D(x — 1)) se obtiene a partir de la EDD en (3.8) mediante la férmula de va-
riacidn-de-constantes, integrando en una ventana de tiempo desde x — 1 hasta 0. Recordando
que el retardo D es desconocido, lo reemplazamos por su estimacién D(t), bajo la suposicién
que w(x,t) estd disponible para medicién y puede ser deducido para toda x € [0, 1]. Entonces,
la transformada inversa (3.16) puede escribirse como:

u(x,t) = w(x,t) +KX(t+D(x—1)). (3.18)

Proposicion 3.1.2. Bajo la transformacion backstepping inversa (3.17), el sistema (3.8) se
puede escribir en sus coordenadas originales en (3.3).
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Demostracion. Se sigue directamente de (3.17) que:
ux(x,1) = wy(x,1) +KAﬁeAD(x_])X(t)
0 N
+DKBu(x—1,t) — D? / KAeAD(x_y_l)Bu(y, t)dy,
x—1

en donde u,(x,t) denota a la derivada parcial de u(x,¢) con respecto a x. Empleando integra-
cidn por partes en el dltimo término de la expresion anterior, obtenemos:

0 N
uy(x,t) = wy(x,t) +Dp(x,1) —DD/ KeAD(x—y_UBut(y,t)dy. (3.19)
x—1
donde p(x,t) estd descrita en (3.9). Por otro lado, también de (3.17), obtenemos que:
0 .
u (x,1) = wy(x,1) —ﬁ/ K= DBy, (y,1)dy
x—1

+ KeMPEDX () +15{KA(X— 1erPDx (1)

0 ~
[ Kl DAG—y- 1>]eAD<x—y—l>Bu<y,r>dy},
x—1

donde u,;(x,t) denota la derivada parcial de u(x,?) con respecto a ¢t. Sumando y restando
los términos uy(x,1) y DKe*P—1X (1) en la expresién anterior, y después de manipulacién
algebraica, se puede llegar a que:

Duy(x,1) — uy(x,1) = D(t) KL VX (1) + D() KL VX (1) + DD(1) g (x,1)
0 N
+ Dwy (x,1) — uy(x,1) — DD / KPP0y, (y.1)dy.  (3.20)
x—1

Sustituyendo Dw,(x,1), como estd descrito en (3.14) en la expresion anterior y tras un largo
desarrollo algebraico, se puede concluir que el lado derecho de la igualdad en (3.20) es nulo,
por lo que:

Duy(x,t) = uy(x,1)

Ademds, al evaluar a u(x,t) en x = 1, obtenemos

u(l,t) =w(l,1)+KX(t) =KX (t) =U(z).
Finalmente, de la EDD del sistema (3.8), se tiene que:

X(r) =AX(t) + B(KX(t — D) +w(0,1)),

y la prueba concluye notando que u(0,t) = KX (t — D) +w(0,1). O
Lema 3.1.2. La transformacion backstepping inversa en (3.17) admite el siguiente estimado:
() 3+ < 402K (1) 2+ 4D 2K P 1A P B,

+ 4w [T +4Dgamial K 2B [w(n)[13- (3.21)

donde M, = MaX (o, 1] eADmax(x—1)],
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Demostracion. Elevando al cuadrado ambos lados de (3.17) e integrando de 0 a 1 respecto a
X, se tiene que:

1 1 .
/u(x,t)zz/ (w(x,t)+KeAD(x_l)X(t)
0 0
0 R
—lA)/ KeMPC=DByw(y,1)dy
x—1
0 R . 2
) / KeAD(x_y_l)AlX(t+D(y—1))dy> dx,
x—1
de donde obtenemos la siguiente mayorizacion:
1 R
Ol <4l +4 [ (KA Dx (1)) ar
1, 0 ) 2
+4/ <D/ KeAD(x*yfl)Bw(y,t)dy) dx
0 x—1

1, [0 R . 2
+4 / (D / KeAD(x’y’l)Alx(t—i—D(y—1))dy> dx.
0 x—1

El estimado (3.21) se sigue de la relacion anterior con M, = max,c|o,1 elADmax(x=1)| [

3.2. Analisis de estabilidad

En esta seccion se abordara el problema de estabilidad planteado en el sentido de la
norma del estado completa, (X, u,D); es decir, emplearemos la norma

(|X(t)|2 + /0 Du(x,t)zdx+l~)(t)2) . (3.22)

Ademds, se obtendri el estimado del retardo D(¢). Para llevar a cabo este andlisis de estabi-
lidad, consideraremos el siguiente funcional de tipo Lyapunov-Krasovskii!+?:

V(r) = Dlog(N(t)) + 2"—yf)(z)2, (3.23)
en donde
Dinix Dﬁléx
N(l‘) =1 —|—N()(l‘) + N; (I) +DméXN2<t) + (1 _d)2N3(l‘) + mN4(l‘),

Note que la dependencia del funcional (3.23) en las variables (X,w) ocurre de manera “diagonal”. Es decir,
no existen términos cruzados que involucren a X y a w.
2A pesar que V toma funciones como argumentos, para mantener la notacién simple, solo usamos V (¢).
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que consta de los siguientes términos:
No(t) =X (1) ' PX (1),
a 1 2 a 1 2
Ni(1) = E/ (1+8)w(8,7) dx+—/ (1+8)w(8,1)%d0

Na / " X(5)TAT SoAX (5)dsd®,
t—0

/ - / s)TA] S1A1X (s)dsd,
/ / w(0,5) TBTSsz(O 5)dsd®,

donde P, Sy, S1 y S> son matrices simétricas y definidas positivas y a es una constante real
positiva. A continuacién empleamos nuevamente una transformacién de primer orden para
la DDE del sistema (3.8), obteniendo

X(1) = (A+ADX (1) + Bw(0,1) — Ay /t ZD(Z)(AX(s) + X (s—D(s)) + Bw(0,5))ds, (3.24)

con funcion inicial ¢ = [-2D,0] — R”" con ¢ € PC(|—2D,0],R")

Observacion 3.2.1 ([15]). La transformacion introduce dindmicas adicionales. Sin embar-
go, la estabilidad de las soluciones del sistema transformado (3.24) implica la estabilidad

de las soluciones del sistema original.

Tomando en cuenta la Observacion 3.2.1, para asegurar consistencia, consideramos los
siguientes conjuntos de condiciones iniciales

Sp={0:10(0)] <|Xo[,6 <0} 'y Sy = {uo: [[u(0)[lo < luol[p+,6 <0},
en donde Xo = X (0) y up = u(x,0), x € [0,D].

A continuacion se presentan los siguientes lemas que serdn de utilidad para mostrar el
resultado principal de este capitulo.

3.2.1. Cotas y derivada del funcional

Lema 3.2.1. El funcional V (t) en (3.23) admite la siguiente cota superior:

D3,
V(1) < Dh(P)X (1) +D 2+ T2 BT 5,81 ) (1)

3 3

D> . D3 . .
D( r;axxmax(ATSoA)Jr(1_m;;zxméX(AlTslAl)>HX,H%DméXjLZ(D(I); (3.25)
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Demostracion. Partiendo del hecho que log (1 +x) < x, se sigue que
V() <D(N(t) — 1)+ 2%13(;)2 (3.26)

Ahora procederemos a analizar cada uno de los términos que conforman el funcional (3.23)
de manera independiente. Comenzamos con el término Ny(z), empleando la desigualdad de
Rayleigh, tenemos que:
No() < hmmax (P)|X (1)]2.
Usando integracion por partes en Nj(z), obtenemos
Ni(1) < a(w(@)[IF- + [w(@)lIF) +allw(n)[F+
= allw(t) |3 +2alw(n)[}:

Aplicando nuevamente la desigualdad de Rayleigh, obtenemos de N(t) que

Dméx t

M) < / A (ATS0A) sup X (s)*dsd®
0 1—6 s€t—0,1]
2

D~ .
< 0 Do (AT S0A) 1Xi1 1B,

y de igual manera para N3(t) tenemos que
2Dmsx t
M) < [ [ dman(AS1A1) sup [X(s)Pdsa
0 1-26 SE[t—20,1]
2 T 2
< 2D Mmax (A1 S141) 1 X [13p

max max

Para obtener una cota superior para N4(t), realizamos el cambio de variable s =7 + Dy,
obteniendo:

1 r0
Ny(t) = ﬁ/ / w(0,2 4 Dy) " B' S,Bw (0,1 + Dy)dyd®.
0 J-6

Observe que w(0,7 + Dy) = w(y,t). Empleando esta igualdad e invirtiendo el orden de inte-
gracion, tenemos que:

0 (0
Nu() =D [ [ w(0) BT S2Bw(y,1)d0dy
-DJ—y
< Dunix|B' 25 |lw(0) -
Agrupando los calculos anteriores, entonces obtenemos que

N(1) =1 < A (P)[X (1) >+ a||w(e) 3
2

Dz .
+2alw(t) [} + Dot (25 hanen (47 S04) X, 3,
2D} T 2 Diix o 2
i (AT 1A% + 75187528l (o) )
Notando que ||X;||p, .. < ||X¢||3D,,- & prueba concluye combinando la desigualdad anterior
con la expresion en (3.26). U
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A continuacién obtenemos la derivada del funcioanl V (¢) en (3.23) a lo largo de las tra-
yectorias de la EDD en (3.8). Se revisara cada término del funcional de forma independiente

por simplicidad.
Comenzando con la derivada del término Ny(z), obtenemos:
No(r) = X(0)T |(A+41)TP+P(A+A1)| X (1)

t
X ()T PBw(0,1) — 2X (1) TPA, / XS
t—D(t

t t
—2X(1) " PA, /  A1X(s—D(s))ds —2X(r) " PA, / ~ Bw(0,5)ds.
t—D(t) t—D(t)

Utilizando la desigualdad de Young y el Lema 2.2.3 en la igualdad anterior obtenemos:

No(t) < X(6)T [(A +ANTP+PA +A1)] X(1)+2X (t) T PBw(0,1)

1 1
S2AX (s)d
/zﬁ(r) gAX (s)ds

o=

+2‘X(r)TPA1(Slc)_

_1
+2'X(I)TPA150 2

X

t 1
S2Bw(0,s)ds
| gy $2890:9)

_1
+2'X(t)TPA1S2 2

/t A (CSI)%AIX(S—E(S))CZS
t—D(1)

Considerando que 2ab < a®> + b?, podemos realizar el cambio de variable & = s — D(s) en la

integral asociada con S y elegir ¢ = 1/2 para llegar a:

No(t) < X(1)T [(A+ A1) TP+ PA+A, )} X(1) +2X (1) T PBw(0,1)

t
+X(t)"PA1Sy ' A1 PX (1) + Dinax X(s)TATSoAX (s)ds
t—Dmix

t
+X(t) T PALS; 'A] PX (1) + D w(0,s) " BT $,Bw(0,s)ds

t—Dmix

Do t—D(t)
+2X (1) TPAST AL PX () + / X(s) A] S1A1X (s)ds.
2(1 =d) Ji-D(t)~2Ds

En donde es necesario que D(t) satisfaga D(t) <d<l.

Siguiendo con la derivada del término N (7):

Ni(t) = a/ll(l —i—x)w(x,t)w,(x,t)dx—f—a/ol(l +x)w(x,t)wy(x,1)dx.

Multiplicando y dividiendo la igualdad anterior por D, y subsecuentemente sustituyendo la
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EDP de (3.8), obtenemos:

Ni(t)=a /11(1 +x)w(x, 1) (wi(x,8) — D(£)p(x,1) — DD(1)q(x,1))dx

1 .
—l—a/o (1+x)w(x,1) (we(x,) — D(t) p(x,t) — DD(1)q(x,1))dx.
Al realizar integracion por partes en el término que contiene a wy(x,¢) podemos llegar a:

. a a a
Fa(t) = —5=w(0,0% = S|}, — oo lw)l-

D(r) /0 (12w, p (o) — 2aD (1) /0 L0 (e ) gnt)dx
0

0 .
(1) / (1 x)w(x,0)p(x,1)dx — aD(7) / (14 x)w(x,1)g(x, 1)dx.

-1 -1

STEESTIS

Para obtener la derivada de N,(7), empleamos el Lema 2.2.2 de forma directa, por lo que:
t
Na(t) = DmaxX (1) TAT SoAX (1) — / X(s)TATS1AX (5)ds.
t—Dmix
De forma similar para N3(t), haciendo el cambio de variable s =t — D(¢) — 28, invirtiendo el

orden de integracion, obtenemos:

. 1—d D
N3(t) < DpaxX (1) "A] S1A1X (1) — — /. X(s)'A{ S1A1X (s)ds,
t—D—2Dnsx

en donde es necesario que ﬁ(t) satisfaga ﬁ(t) <d<1.

Finalmente, para Ny(z):
1—d

max

t
Niy(t) < w(0,1) BT S2Bw(0,1) — / w(0,5) BT S2Bw(0, 5)ds.
t_Dm:ix

Definiendo entonces
R2R, —PA;S,'A] P—2PA,S]'A] P—PAS; Al P,
con b
Ri=—(A+A)) P—P(A+A)— D% A" SoA— 0 _mi;‘)zAlTSlAl (3.27)
y agrupando las mayorizaciones anteriores, obtenemos, después de eliminar términos seme-

jantes, que:

N(t) < —X(t) "RX (1) +2X (t) " PBw(0,1)
2

Diix o7 2 a 2 da 2 a 2
+—=B $»B 1) — — 1) —— t - — Hll5-

2aD !

0
aD [0
D J

R 1
(1 x)w(x,0) p(x,1)dx — 2aD(1) /0 (14 x)w(x,1)g(x, 1)dx
0

(1 +x)w(x,t)p(x,t)dx—aﬁ(t)/1(1 +x)w(x,1)q(x,t)dx.
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Sea:

e —]% [ KA Dar(ax @)+ Buf0.)
50 [ 0wk Dax(ax ) +Bul0,0), (328)

entonces la derivada del funcional V(7) a lo largo de las trayectorias del sistema es

V() = D% - %D(r)b(t)
a -~ A D
< —;D(r) (D(t) —ye(2)) + 0] —X(r)"RX (1)
+2X(1)TPBW(0,1) + ll)zj—éleTSZBw(o,t)z - % lw()|)> - %W(O,I)z

0

—2a13(t)/()1(1 —|—x)w(x,t)q(x,t)dx—al§(t)/_1(1—|—x)w(x,t)q(x,t)dx . (3.29)

3.2.2. Resultado principal: Caso con retardo incierto

Observe que, hasta este punto, hemos supuesto que D(t) es acotado por Dy, and D4y,
Suposicién 3.1.2. Sin embargo, D(¢) se obtiene, en general, como la solucién de una ley
de adaptacién dindmica. Por lo tanto, es necesario asegurar que D(¢), en efecto, satisface la
Suposicion 3.1.2. Con este fin, consideramos la siguiente ley adaptable:

D(t) = yproj(t) (3.30)
en donde 7T estd dado en (3.28) y el operador proyeccién, denotado como proj(+) y descrito
en el Apéndice B, asegura que D(t) € [Dmin, Dmsx]. Estamos listos para enunciar el teorema
principal de este capitulo.

Teorema 3.2.1. Considere el sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador (3.2) con
ganancia de retroalimentacion K dada y con la ley adaptable en (3.30). Bajo las Supocisio-
nes 3.1.1y 3.1.2, si existe una constante y > 0 y matrices positivas definidas P, So, S1 y S2,
tales que :
Ry PAy PA; PA
AP S 0 0
AlP 0 S1/2 0
AlP 0 0 S

>0, (3.31)

con Ry en (3.27). Entonces, la solucion del sistema en lazo cerrado, (X ,u,D), es estable

en el sentido de que existen constantes positivas u'y © tales que para todas las condiciones
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iniciales (Xo,uo,Do) € R" x L5(0,1) X [Dmin, Dmax| se cumple lo siguiente:
1 .
XOP+ [ uterPd+Die)? < (e Hhale2) 1) (3.32)
0

Ademds 1im; . X (1) = 0 y lim; o U (¢) = 0.

Demostracién. Usando la desigualdad de Young en el término cruzado 2X(¢) " PBw(0,¢)

junto con la ley adaptable en (3.30) y las propiedades del operador proj(-) descritas en el
Anexo B, obtenemos de (3.29) que

X7 (R - lPBBTP)X(t) + bw(0,7)2

b

2

Dmax T 2
B S$>B
+ 7R BT S2Bw(0, 1)?— 5 w(O,t) 2DHW( )l

0

—2aD(1) /O "1 0wl ) (x.0)dx — ab(1) / (1 4+ )w(x,1)q(x,1)dx

Usando el complemento de Schur en (3.31) y escogiendo

2|PB|? 8Dysx|PB]>  4D3 .
b= a> max B S B
ron® YT h® 1a P B
con d < 1, obtenemos
V(1) < 2 (R RIX O + (0,14~ (1)
2N (l‘ ) 2Dméx Dméx

+4ab(t)/1(1 +x)w(x,t)q(x,t)dx+2ab(t)/01(1 +x)w(x,t)q(x,t)dx>.

0

Sustituyendo la ley adaptable (3.30) y empleando las propiedades del operador Proj(-) des-
critas en el Apéndice B, se sigue que:

D

V(1) <~y (min(RIX )P 4 5500+ 55 w(0) )
a 1 0
—l—%tl))z(Z/o (1+x)w(x,t)p(x,t)dx—|—/_l(1+x)w(x,t)p(x,1)dx>

< (2 /0 (12wl )dx+ /_ 01(1 x)w(r,1)q(x1)dx)

< — g (Ao RO+ w007+ 5 w0 )
+ ;CZ)DZ/_ (1+x)|w(x,1)||p(x, t)\dx/ll(l +x)|w(x,1)||g(x,t)|dx.  (3.33)
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Observemos ahora las siguientes mayorizaciones, en donde sustituimos a p(x,) y g(x,t) por
sus equivalencias descritas en (3.9) y (3.10), respectivamente:
1 1
/ ()l )] (1) < nw/ 2w |[K]AX (1) + 41X (1 = D) + Bw(0,)|
<M (Iw(®) 1> +6IKPJAPIX (1)
+6lK[*[A1*[X (1 = D)* + 6K P[B'w(0.1)?),  (3.34)

y también
1 1
/ (L)l )l g ldx <, / 2wle)][K[AX ()

0
—/ 1+ 2DAJAX (1 + D(y — 1))dy‘dx
x—1

<M ([Iw(0) 1>+ 241K P|AP X (1)
+6|K[*(14+ 2Dma AP A1 P X 3p,, ) (3-39)

Del hecho que u(0,¢)? 4 |K|*|X (t — D)|> < w(0,1)> < 2u(0,1)?> 4 2|K|?|X (t — D)|?, y combi-
nando (3.34) y (3.35) en (3.33), se obtiene que
V@<_Q.al(llW(t)||2+|X(t)|2+|X(t—l5)|2+|X(t—D)|2)

- 2 N(t)

o ([w)[I* + X (@) > + [X (t = D) + |X(r = D))

4aDyn? -
+ a mW N(t)
o ([w(e) 1>+ X (0) >+ [1X:|3p, . )
X (3.36)
N(1)
en donde
alK|> a
— min d A (R), A2 }
* mln{ mm( >72szz’1x7szix

2
oy = méx{1,24\K\2]A|2,6]K|2<1 —|—2Dméx|A]) |A1|2,6|K]2<|A1|2 +2|B|2]K\2> }

Directamente del funcional, en (3.23), tenemos que:

N(1) = No(t) + Ny (1) + (fj“i;)zzvm (3.37)

De donde procedemos a mayorizar cada uno de sus términos como sigue. Para Ny(¢) tenemos
que:

No() = Aanin (P)|X (1) 2.
Para N (t), obtenemos

Na(t) > S W)l +alw(®) [ = 5w
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Y para Nz (z):

Dmix t
> / dmin(ATS1AL) sup X (s)[2dsdx
0 t—3x

s€t—3x.t]

max max

> Dlyohamin (A1 S141 ) 1%,
Sustituyendo los resultados anteriores en (3.37), obtenemos:

a
N(1) 2 Danin (P) X (O + 5 [(0) P+ Dohmin (AT S141 )1 3

max

> a3 (1X (0 + ()P + 1% Bp,., ) (3.38)

donde

03 = min {kmfn(P) > Drznakal'n <AISIA1) }

Por lo que (3.36) resulta en:

Vi < D"(‘l)(n WO+ X (0P +1X (e~ D)+ X (e~ D))
+v4“D”y§‘2(u WOIP+XOP + X -D)P+IX(=D)P)  (3.39)

de donde es claro que existe y > 0 tal que V() es negativa semidefinida, por lo que
V(t) <V(0), vt > 0. (3.40)

A continuacién procederemos a calcular un estimado de estabilidad. Partiendo de la defincion
del funcional V (¢) en (3.23), se tiene que:

"0 > N(r).

De lo anterior, y tomando en cuenta la mayorizacion obtenida en (3.37)

2 1 V(1)/D
< N P\ - .
X(1)2 < ) (e 1), (3.41)
22 ( vy _
[w(e)||” < p (e 1>, (3.42)
1—d)?
X%, < ( v()/D _q 3.43
12015, < D3 Amin(A] S1A1) <e ) (3.43)

y también, directamente de (3.23), considerando la siguiente desigualdad exponencial ¢* >
1 +x con x = V(t)/D, entonces:

Py < 2P <eV<’>/D - 1). (3.44)



De (3.44) y (3.40), podemos concluir que existe Y > 0 tal que |lA)| < d. Continuamos ahora
con las siguientes definiciones:

ri = 6n2 K%,
ry = 24D% s 2 |K[*|Aq %,
s1 =4m;|K|?,

s = 4D s alK[*|A1 )2,
s3 =4+4D} ma|K[*|BI*.

De las cotas para la transformacién backstepping y backstepping inversa, descritas en los
Lemas 3.1.1 y 3.1.2, respectivmente, obtenemos:

IWwOI* < r X (@) + r2 X 3p, g +3lu(0)]? (3.45)
()7 < 511X (1) +52[|X 13, + 53] w(0) (3.46)

max

Combinando (3.46) con (3.41)-(3.44), llegamos a:

2
2 S1 (1—=d)"s> 253\ ( vi)p _
”“(I)”H—(xmm(p)*m TSy ) (e 1)

max

Si definimos

= |X(z)|2+/1 u(x,1)?dx+D(1)? (3.47)
0

Entonces I" queda acotado en términos del funcional V (¢) de la siguiente manera:

I <u (eVWD . 1) , (3.48)
donde
1+s59 (1—d*)s) 253 4 2YDmix
K=\ 3 T :
ml’n(P) Dmékafn(Al SlAl) a

Combinando (3.45) con la cota del funcional en el Lema 3.2.1, obtenemos:

V(e) <D (s (P) 4 e2r) BOP+ (e1+ e272) 5 By, + 32 t) ] + 5D

max

(3.49)
en donde
1= %D?néxxméx(ATSOA) + g _d)ZDfmikaax(AITSIAI)7
2= 2t 1D BTS2,
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Considerando lo anterior, junto con ¢(8) € Se y ug € S,,, entonces se satisface que:

V(0) < D (ki () + €2 ) XO)F + (e1+ €2r2) [Xol3py g, + 32 [u(O)] ] + 5. D(O)

]r(o).

<D[k (P 6
= max( )+Cl+02(r1+r2+ )+2Dm1'n'y

Por lo que, escogiendo:

a
2Dm1’n'Y,

o= }Lméx(P) +c +C2(I’1 +nr —|—6) +
podemos expresar el estimado de estabilidad de la forma
[(r) < (e 1),

que es el estimado de estabilidad descrito en (3.32).

Para la verificacion de regulacion comenzaremos integrando a (3.39) con respecto a ¢
desde 0 a oo, de donde obtenemos que tanto |X (¢)| como ||w(t)|| se encuentran uniformemente
acotadas respecto al tiempo, lo que implica, por (3.21) que ||u(z)||;+ también esta acotada
uniformemente y, a su vez, por (3.2), U(t) también estd uniformemente acotada en ¢ al igual
que u(0,¢) lo estd parat > D por (3.4). A partir de (3.39), podemos concluir que |X ()| es una
funcion cuadrado integrable y ademas, por (3.3), su derivada respecto al tiempo, también lo
es. Esto implica, por el lema de Barbalat, que X (¢) — 0 conforme ¢t — c. En cuanto a U(t),
siguiendo el mismo razonamiento, podemos obtener que ||w(¢)|| es cuadrado integrable por
(3.39), y por (3.21) obtenemos que ||u(t)||;+ también es cuadrado integrable. De igual forma,
por (3.3) la funcién U(¢) lo es también. Para poder aplicar el lema de Barbalat y concluir
regulacién para U (t), obtenemos que dU (¢)?/dt = 2U (t)KX (t), de donde se ha establecido
ya que tanto U () como X (t) son uniformemente acotados, lo que implica que dU (t)?/dt
también lo es, por lo que U (¢) — 0 cuando t — oo. O

Observacion 3.2.2. En el resultado mostrado en el Teorema 3.2.1, se utiliza la ley adaptable
descrita en (3.30) para identificar el retardo desconocido D. Sin embargo, esta estimacion
no afecta al controlador U (t) en el andlisis de estabilidad. Lo anterior es debido a que este
enfoque se utiliza como una preparacion para el caso de un controlador adaptable, en el
cual, la ganancia del controlador K se actualiza segiin el valor estimado del retardo D. Este
caso adaptable estd considerado para trabajo futuro y el Teorema 3.2.1, junto con su prueba,

proporcionan las bases para formalizar el andlisis de estabilidad en este caso.
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0.4 T T T T

Tiempo

Figura 3.1: Respuesta del algoritmo de identificacién (3.30) considerando estimaciones ini-
ciales para Dy iguales a Dy = 0.001 y Dy = 0.2.

3.3. Caso de estudio

Retomando el caso de estudio en el capitulo anterior; es decir, consideramos ahora el
sistema en lazo cerrado formado por el sistema inestable (1.1), la ley de control (1.2) y el
algoritmo de identificacion (3.30) con D = 0.1, k = —4, T = —4, y suponiendo que el retardo
es desconocido, entonces usaremos una mala estimacion inicial de D = 0.3. Las ganancias
del controlador estaran dadas por k, = 1.59 y k; = 0.72, calculadas de acuerdo al método del
maximo decaimiento exponencial, descrito en la Proposicion 1. Considerando Dy, = 0.001,
Dpnsx = 0.2y d = 0.26. El Teorema 3.2.1 se cumple con Y= 10 y las siguientes matrices:

0.7782 0.1071 3 0.9191 —0.2235
P = X 10 ) SO — 9
0.1071 0.2673 —0.2235 0.0587

¢ _ (00035 0.0016 o _ 43558 1.5266
"= 10.0016 1.2891)° 27 15266 1.6944 /"

Considerando condiciones iniciales Xy = (0.6,0.2) " y w(t) =0, ¢ € [~D,0] y con esti-
maciones iniciales Dy = 0.001 y Do = 0.2 obtenemos, respectivamente, las respuestas mos-
tradas en linea negra y azul en la Figura 3.1, note que ﬁ(t) < d para todo ¢ > 0. Observe
que la convergencia exacta no se alcanza en ninguno de estos casos debido a la ausencia
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sintonizacion con D = 0.3

0.6

sintonizacion con D = 0.094

| X(8)]

sintonizacion con D = 0.3
sintonizacion con D = 0.094 |

N D =0.1 retard 1 7
S 2 retardo rea
O ...................
DL 1 1 1 I I
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo

Figura 3.2: Mejora en la velocidad de respuesta del sistema (1.1)-(1.2) con base en el algo-
ritmo de identificacién (3.30).

de una sefial de exitacion persistente. La Figura 3.2 muestra en linea azul la regulacion de
U(t) y |X(t)| para ambas condiciones iniciales consideradas para Dy. Finalmente, usando el
retardo estimado D(#) = 0.094 junto con la Proposicién 1, recalculamos las ganancias del
controlador como k, = 4.96 y k; = 8.45. Note que al usar el valor estimado del retardo para
hacer una sintonizacion fina de los parametros del controlador resulta en una mejora en la
velocidad de respuesta del sistema, como se cuantifica usando el tiempo de asentamiento, z,
especificado por un criterio del 5% en el desplazamiento total de X (z).
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo estudiamos una clase de sistemas lineales potencialmente inestables en
lazo abierto y con un retardo en la entrada. Ademads, consideramos que dicho retardo es de
naturaleza incierta y pequefio en comparacion con la escala de tiempo del sistema. Por lo que
identificarlo es nuestro interés principal. En este contexto, el problema de identificacion se
dificulta debido a que el modelo del sistema no permite una parametrizacion lineal del retar-
do. Mas aun, el sistema es inestable sin retroalimentacion. Por lo tanto, los principales retos
consisten en obtener una parametrizacion adecuada y disefiar un controlador estabilizante
para cumplir el objetivo de identificar el retardo.

Como un primer paso para abordar el problema planteado, llevamos a cabo un analisis
de estabilidad de tipo Lyapunov-Krasovskii bajo la suposicion de que el retardo es conoci-
do. En concreto, reformulamos el sistema como una ecuacién diferencial parcial de primer
orden en cascada con una ecuacion diferencial ordinaria y propusimos un controlador por re-
troalimentacion de estados. Luego, empleando un énfoque tipo “backstepping”, establecimos
condiciones suficientes de estabilizadad para las soluciones del sistema en lazo cerrado.

Los resultados obtenidos en el andlisis descrito en el parrafo anterior sirvieron como
fundamento para abordar el caso con retardo incierto. En este escenario, la reformulacién
del sistema como una conexion en cascada permiti6 la parametrizacion lineal del retardo y, a
su vez, la obtencién de un algoritmo de identificacion en lazo cerrado. Finalmente, validamos
los resultados a través de simulaciones numéricas en un caso de estudio especifico.
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4.1. Trabajo a futuro

Algunas observaciones adicionales que merecen ser mencionadas y que constituyen el
punto de partida para trabajo futuro son las siguientes:

1. El marco establecido proporciona condiciones suficientes de estabilidad mediante des-
igualdades lineales matriciales. Dichas condiciones afiaden conservativismo, por lo
que enfoques alternativos que no requieran la factibilidad de desigualdades lineales
matriciales son de interés en futuras investigaciones.

2. En este trabajo, se considera un retardo incierto pero fijo. No obstante, la metodologia
propuesta podria extenderse a casos donde el valor del retardo es variable en el tiempo.

3. El enfoque de estimacion del retardo en linea puede ser usado con plantas estables o
inestables. Esta caracteristica es importante en control adaptable. Efectivamente, con
base en el principio de equivalencia cierta, el resultado principal de este trabajo, enun-
ciado en el Teorema 3.2.1, puede ser escrito en términos de un esquema de control
adaptable considerando que

U(t)=K(D)X(r),

en donde D = D(t) se obtiene del algoritmo de identificacién y la ganancia de re-
troalimentacién K (IA)) se actualiza en linea conforme D se aproxima al valor real de
D. A la fecha, no contamos con una prueba formal de estabilidad pero los resultados
numéricos que presentamos en el siguiente ejemplo indican que el enfoqué de control
adaptable es factible.

Ejemplo de control adaptable al retardo:

Para este ejemplo, retomamos el sistema de primer orden con un controlador PI des-
crito en Capitulo 3, Seccién 3.3 en donde la ganancia K del controlador se reemplaza
por su versién adaptable K (D) = (k, (D), k;(D)) en donde k,, y k; se disefian de acuer-
do al método del mdximo decaimiento exponencial, descrito en la Proposicion 1 en el
Apéndice A y se actualizan en cada instante de tiempo.

El panel superior derecho de la Figura 4.1 muestra la regulacién de |X(¢)| y U(¢) en
2.3 s. El panel superior izquierdo muestra como las ganancias de control se adaptan y
convergen eventualmente a sus valores finales en k, = 4.81 (negro) y k; = 7.93 (azul).
Cabe mencionar que los valores 6ptimos, calculados con el valor exacto del retardo son
k, =4.67y k; =7.44. El panel inferior derecho muestra el espectro 6ptimo del sistema
con marcador * (en color azul) y el espectro alcanzado con el controlador adaptable
con marcador + (en color rojo). Observe que los resultados obtenidos mediante este
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Figura 4.1: Resultados numéricos obtenidos para el sistema (1.1) al aplicar una ley adaptable
en linea con el controlador (1.2). Las ganancias del controlador se sintonizaron para cada
instante de tiempo mediante el método del maximo decaimiento exponencial.

método son muy cercanos a los resultados Optimos. Finalmente, en el panel inferior
izquierdo se muestran los valores propios mds pequefos de las maétrices P (verde),
So (rojo), S1 (azul) y S, (gris) para cada instante de tiempo, los cuales se mantienen
positivos para todo ¢, por lo que las condiciones de estabilidad en el Teorema 3.2.1 se
cumplen para cada instante.
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Apéndice A
Maximo decaimiento exponencial

El disefo de controladores para sistemas con retardos es complejo debido a que la pre-
sencia de un retardo induce una infinidad de raices caracteristicas en el sistema. Cuando
el valor de este retardo es conocido, existen diferentes técnicas de disefio. Por ejemplo, el
método de colocacion parcial de polos en [27, 22], busca un desplazamiento de los polos do-
minantes lo mas hacia la izquierda posible en el plano complejo con el objetivo de optimizar
la respuesta del sistema.

El siguiente método de sintonizacion garantiza el mdximo decaimiento exponencial pa-
ra las soluciones del sistema (1.1) en lazo cerrado con (1.2) cuando el retardo D es conocido.
Para ello se require de la funcion caracteristica:

P(s,kp,k;) := (kps +ki)xe P+ (Ts+1)s =0

Proposicion 1 ([33]). El mdximo decaimiento exponencial para las soluciones del sistema
(1.1) en lazo cerrado con (1.2) estd caracterizado por una triple raiz real (dominante) ubi-

cada en s = —G,, en el plano complejo, donde G,, estd dado por:
D+4T —+/D?*+8T?
Om = + DT * , T>0. (A.1)

Entonces, las ganancias del controlador PI en (1.2) satisfacen

_1-Dc,, —2Tc, +DTa;,

ky = o , (A.2)
2(-D—T+DT
k= OnlZD =T +DT0n) (A3)
KelOm

Bosquejo de la prueba. La prueba tiene como sustento los siguientes tres hechos:
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1. Decrecimiento monoténico del dngulo de fase de la curva de estabilidad, C, que estd
formada por el conjunto de puntos (k,,k; € R?) tales que por lo menos un cero de la

ecuacion caracteristica del sistema se encuentre en el eje imaginario s = j, es decir:

P(jo,kp,k;) =0, o € RTU{0}.

2. El radio de interseccion entre C y los ejes coordenados del espacio de pardmetros

D = {(kp,k;) € R?} presentan un incremento sostenido a medida que ® incrementa.

3. La direccion de movimiento de C es invariante respecto a desplazamientos horizonta-

les del eje imaginario del plano complejo.

Con s = jo — G podemos escribir a P(s,kp,,k;) como una funcion analitica de jo, G,
kp, y ki; es decir, P = P(j(D,G,kp,ki). Si existe una raiz triple en ® =0 y 6 = G, entonces
el polinomio caracteristico, y su primera y segunda derivada respecto a G se desvanecen. Es

decir,
P =T06% — 6+ (D(ki — kpGp) — kp)ke®P =0, (A.4)
oP
55 = 2Ton—1+ ke®"P (D(ki — kpG ) —kp) =0, (A.5)
’p
oz =2T + Dke®P (D (k; — kpG,) — 2k,) = 0. (A.6)

Con manipulacion algebrdica de (A.4) y (A.5) es posible obtener (A.2) y (A.3), y al sustituir-
los en (A.6) se obtiene (A.1). ]
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Apéndice B
Funcion de proyeccion

Considere el siguiente conjunto convexo:
= {6 € R”[g(6) <0}

en donde g : R? — R es una funcién suave tal que la frontera, dI1, de IT es suave. Denotamos
al interior del conjunto IT con I1 y al gradiente de la funcién g respecto a 6 con Vag. Mis
ain, Vag es un vector normal apuntando hacia afuera de 6 c oI1. El operador de proyeccion
estdndar es el siguiente:

T éEﬁOVégT’CSOv
. ooy B.1
proj(t) (I—F%) 1, §€ally Ve t>0 (B.1)
0 0

donde I' pertenece al espacio de las matrices simétricas p X p positivas definidas denotado
como G. Nétese que el operador proj(-) es una funcién de tres variables: T, I' y 6, pero, por
simplicidad, serd expresado inicamente como proj(T).

El significado de (B.1) es que cuando 6 estd en el interior de IT, o en su frontera pero
con T apuntando hacia el interior, entonces la proyeccion esta “inactiva”. Cuando Bestienla
frontera y T apunta hacia fuera, entonces el operador proyecta a T en el hiper-plano tangente
a ol en 6. El problema de este tipo de funciones es que son generalmente discontinuas,
e.g. (B.1), lo cudl va en contra de la condicién de Lipschitz para la existencia de soluciones
para ecuaciones diferenciales. Como (B.1) es discontinuo, es necesario suavizarlo. Para ello,
considere el siguiente conjunto convexo:

M = {6 € R?|g(H) <e} (B.2)
el cual es la unién de Il y de una bola de radio € al rededor de la frontera del mismo; y
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hacemos la siguiente modificacion al operador (B.1):

T éEﬁOVégTTgoa
o oy o B.3
proj(T) (I—c(ﬂ)l“%) T, BETL\[Ty Vs t>0 ©)
0 0

en donde ¢(6) = ml’n{l,g(é)/s}, con

s 676-03

g(0) = ——-,
€+206g

en donde 0 es una constante positiva conocida y € es una constante positiva arbitraria. Note-
se que ¢(dIT) =0y c(dllg) = 1. El operador descrito en (B.3) cumple las siguientes propie-
dades [21]:

1. El mapa proj : R? x Il x G — R? es localmente Lipschitz en los argumentos T, 6 yI.
2. proj(t) "I !proj(t) < t'T'!1,V8 € I,.

3. SeanI'(¢) y t(¢) continuamente diferenciables y 0= proj(t) y 6(0) € I,. Entonces, en
su dominio de definicion, la solucién é(t) permanece en I1e.

4. Con 6 := 0 — 6, el error de estimacién. Entonces, —0 ' I'~!proj(t) < -6 'T""!1,v6 ¢
M,,0 € TI

Con el operador “suavizado” en (B.3) logramos una transicién suave del campo T sobre la

frontera de IT al campo (I —Fvég—végT

discontinuidades no son de ninguna preocupacion en el andlisis de estabilidad realizado en

) T sobre la frontera de Ile. Concluimos que las

el Capitulo 3.
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