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Resumen

En este trabajo de tesis se aborda el problema de estabilidad exponencial de ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden con retardo. Este tipo de ecuaciones aparecen en una gran cantidad de
aplicaciones de distintas ramas de la ciencia y la ingenieria, por ejemplo, desde modelos bioldgi-
cos, hasta problemas de control de vibraciones mecdnicas, por mencionar algunos.

En este trabajo realizamos aportaciones al cdlculo de la region de estabilidad de la ecuacién dife-
rencial de segundo orden con retardo, caracterizando analiticamente la geometria de la region de
estabilidad en funcion de sus pardmetros para distintos casos de la ecuacion: cuando al menos unos
de sus pardmetros es cero, asi como el caso cuando ningln pardmetro es cero.

Los resultados obtenidos son aplicados a problemas de ingeniera de control y control de vibracio-
nes. En particular, se presenta la aplicacion al problema de disefio de resonadores retardados con
retroalimentacién de posicion y velocidad, el cual se valida experimentalmente para mostrar sus

capacidades en la absorcion de vibraciones.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales de segundo orden con retardo, Estabilidad exponencial,

Region de estabilidad, Control de vibraciones, Resonador retardado.
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Abstract

In this thesis, the problem of exponential stability in second-order delay differential equations is ad-
dressed. These types of equations arise in numerous applications across various branches of science
and engineering, ranging from biological models to mechanical vibration control, among others.
In this work, novel contributions are made toward the computation of the stability region for second-
order delay differential equations. This is achieved by analytically characterizing the geometrical
boundary of the stability region as a function of its intrinsic parameters, considering special cases
(where at least one parameter is zero) and the general case (where all parameters are nonzero).
The results obtained are applied to problems in control engineering and vibration control. In parti-
cular, an application to the design problem of delayed resonators with position and velocity feed-
back is presented, which is experimentally validated to demonstrate their capabilities in vibration

absorption.

Keywords: Second-order delay differential equations, Exponential stability, Stability region, Vi-

bration control, Delayed resonator.
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Capitulo

Introduccion y planteamiento del problema

En este capitulo se introduce y plantea el problema de investigacion de la tesis. Se presentan
una breve introduccion a los sistemas dindmicos con retardos modelados matemdticamente por
ecuaciones diferenciales con retardos, y el problema de estabilidad correspondiente. Se exponen
algunas aplicaciones donde el problema de estabilidad de ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden con retardo es fundamental, para concluir el capitulo planteando el problema del
cdlculo de la region de estabilidad de clases generales de ecuaciones diferenciales de segundo

orden con retardo.

1.1. Ecuaciones diferenciales con retardo

Dentro de los sistemas dindmicos existen una gran cantidad de problemas que pueden ser modela-
dos mediante Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) de la forma

dx(t)
dt

=g(tx(t)), =10, (1.1)

donde x(¢) € R" representa el estado del sistema, y regularmente se supone que g : R x R" — R”
es una funcién continua en todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz con respecto al
segundo argumento. En (1.1) se asume que la razén de cambio del estado presente x(7) no depende
de los estados pasados y s6lo esta definida por el estado presente en ¢, véase [20].

Sin embargo, existe una clase de sistemas dindmicos en los cuales es necesario incluir informacién
de los estados pasados del sistema. En esta clase de sistemas, la razon de cambio del estado presente
del sistema depende tanto del estado presente como de los estados pasados del sistema, véase
[6, 21].



Este tipo de sistemas dindmicos pueden ser descritos por ecuaciones diferenciales de la forma

dx(t)
dt

=g (t,x(t),x(t —hy),...x(t —h,)), t>19, (1.2)

donde 0 < h; < --- < h; son los retardos de tiempo y la funcién g : R X R""+1) 5 R” es una
funcién continua en todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz con respecto al segundo
argumento. A esta clase de sistemas dindmicos se les denomina como sistemas con retardo y a las
ecuaciones de la forma (1.2) se les conoce también como ecuaciones diferenciales con retardo.
Histéricamente, los primeros estudios de sistemas con retardo se remontan a los trabajos de Euler,
Bernoulli, Lagrange, Laplace y Poisson, alrededor del siglo XVIII, motivados en su gran mayoria
por problemas mecénicos, véase [27]. Por su parte, Volterra a principios de 1900, al estudiar los
modelos predador-presa analiza un tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias bastante generales
incluyendo retardos de tiempo, véase [21]. En las décadas siguientes diversos problemas sobre
sistemas con retardos fueron estudiados; por ejemplo, Minorsky en [30] muestra la importancia de
considerar retardos de tiempo en el problema de estabilizacién de barcos. No obstante, el estudio
sistemadtico de los sistemas con retardo se debe en gran parte a los trabajos realizados por Myshkis
[32], Bellman [6, 7] y Hale [21] . En las ultimas décadas se han presentado diferentes aportaciones
al estudio de los sistemas con retardo, véase [16, 19, 21, 27], por mencionar algunos.

La clase de ecuaciones diferenciales lineales con retardos puede ser descrita por

d};l(tt) :Aoy(f) —|—A1y(f_h1) _|_+Ary(t—hr)’ (13)

donde y(t) eR",0<h <---<h yA; e R"™", j=0,1,...,r. Laclase de ecuaciones lineales
(1.3) puede encontrarse en el modelado de ciertos sistemas dindmicos con retardo, o bien, puede ser
el resultado de la linealizacion de ecuaciones lineales de la forma (1.2) alrededor de una solucién

particular como; por ejemplo, puntos fijos (equilibrios) de (1.2).

1.2. Ecuaciones diferenciales de segundo orden con retardo

Existen una gran cantidad de aplicaciones donde las ecuaciones de la forma (1.2) y (1.3) pueden
encontrarse. En nuestro trabajo de tesis nos concentraremos en ecuaciones diferenciales lineales de

segundo orden con retardo de la forma siguiente:

x"(t) = p1x'(t) + pax' (t — h) + q1x(t) + qox(t — h), (1.4)



donde p1, p2, g1, g2 € Ry h > 0 es el retardo del tiempo.

Si bien la ecuacion (1.4) puede parecer muy sencilla, esta ecuacidon aparece en una gran cantidad
de aplicaciones de distintas ramas de la ciencia y la ingenieria como mostraremos a continuacion.
Por ejemplo, en [13] estudian un modelo bidimensional de la propagacion de VIH-1 de célula a
célula en cultivos de tejidos, suponiendo que la infeccidn se transmite directamente de las células

infectadas a las células sanas y sin considerar los efectos del virus libre, obteniendo el siguiente

modelo:
dc(t) Ct) +1(r)
ar — et (1 B T) “aroet, (1.5)
d;_(tt) =kI(t—h)C(t—h)—wl(1),

donde C representa la concentracion de células sanas, I es la concentracion de células infectadas,
Cu es la capacidad de carga efectiva del sistema, k7 representa la tasa constante de infeccion de

células sanas a células infectadas, r¢ es la tasa de reproduccion celular saludable, p; es la tasa de
k.
H
incubacion. En [13] muestran que el sistema (1.5) tiene tres puntos de equilibrios (dos inestables

mortalidad de células infectadas y k; = ;L es la fraccién de células que sobreviven al periodo de
y uno estable), de modo que para el andlisis de estabilidad local, se linealiza el sistema (1.5) alre-
dedor del punto de equilibrio estable. Mediante cdlculos directos se muestra que el sistema lineal
resultante se puede escribir es como una ecuacién diferencial de segundo orden con retardo de la

forma (1.4), con

_ i (kCy +rc) _ el
1 kKCy = "o

_ _ repr(2ur — ki Cyy)
p2 - ‘U,[, - k}CM .

Otra aplicacioén interesante donde surgen ecuaciones diferenciales de segundo orden con retardo de
la forma (1.4) es en el estudio de sistemas presa-depredador. Por ejemplo, en [39] se presenta el

siguiente modelo:

P (o) — ba()ale — ) — ax(e)y(r) ~ s
) d(t;) (1.6)
)c}l—t = —cy(t) + Bx(t)y(t) — Hy,

donde x(t) representa la poblacién de presas, y() la poblacién de depredadores, r representa la

tasa de crecimiento intrinseca de la presa, ¢ la tasa de mortalidad del depredador sin presa, & mide

3



la tasa de consumo de presa por el depredador,  la conversion de la presa consumida en la tasa de
reproduccion del depredador y H,, H), son las tasas constantes de erradicacion para las poblaciones
de predador y presa, respectivamente. Todos los pardmetros de (1.6) son constantes positivos.

En [39] se muestra que (1.6) tiene 2 equilibrios: uno estable y otro inestable. Al linealizar el sistema
(1.6) al rededor del punto de equilibrio estable es posible obtener una ecuacién diferencial de

segundo orden con retardo de la forma (1.4) con

p1=r—c—bx; — Bx; —ayi, q1 = —rc— afx; —bexy — bPxt + oeyy,
p2 = —bxi, g2 = —bexy + bBxi.

Por otro lado, existen una gran cantidad de problemas de ingenieria de control donde ecuaciones
diferenciales de segundo orden con retardo aparecen de forma natural. Por ejemplo, ecuaciones
de la forma (1.4) se encuentran en el problema de supresion de vibraciones en estructuras civiles,
véase [1, 2, 29], en el problema de control de la suspension de las ruedas de un automoévil [35], y
en el control de resonancias en sistemas electromecanicos, véase [34].

Adicionalmente, ecuaciones diferenciales de segundo orden con retardo son usadas como un mo-
delo inicial simplificado para el estudio del problema complejo de la caminata humana y su auto-
balanceo, asi como en el modelado y construccion de robots bipedos, véase; por ejemplo [28, 31].

Explicitamente, estas aplicaciones consideran un modelo linealizado de la forma
0"(t)+ B0 (t)+0ab(t) =F(t), (1.7)

donde 6(r) representa el dngulo de la posicién (idealizado como un péndulo invertido) y F ()
describe la ley de control, la cual, en el problema de la caminata humana y su autobalanceo, es
realizada por el cerebro.

Adicionalmente, debido a que la accién de control realizada por el cerebro no es instantanea (las
latencias de las neuronas son de alrededor de 100 a 500 ms), entonces un modelo mas realista al

problema (1.7) es el siguiente:
0"(1)+ B0 (1) +ab(t) =F(t—1)

donde 7 > 0 es el retardo de tiempo asociado a la accién de control del cerebro.
En [31] se muestra que aunque el retardo de tiempo suele ignorarse en el andlisis del problema, este
es esencial para la estabilizacion vertical. La accion de control ejercida por el cerebro involucra el
conocimiento o estimacion del dngulo y su velocidad. Asi, es razonable considerar una accion de
control tipo PD de la forma

F(t) = ky0(1) +kq0'(2).
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Entonces, el sistema en lazo cerrado tiene la forma de la siguiente ecuacion diferencial de segundo

orden con retardo
0"(1)+BO'(t) +ab(t) —k,0(t —7) —kg0'(t — 7) = 0.
es decir, una ecuacion de la forma (1.4), donde

p1=—P, P2 = ky, q1 = —a, q2 = kp.

Finalmente, presentamos una aplicacion de ingenieria que ha tenido bastante interés recientemente,
donde ecuaciones diferenciales de la forma (1.4) desempenan un papel fundamental. Esta aplica-
cién concierne con el problema de absorcidn de vibraciones mecénicas, donde el retardo de tiempo
es utilizado como un pardmetro de control.

En [37] Olgac y Holm-Hansen introducen el concepto de resonador retardado (DR por sus siglas

en inglés),véase Figura 1.1.

m Lc(t)

c k -gx(t-h)

/1117177777777

Figura 1.1: Esquema del resonador retardado con retroalimentacién de posicion.

La idea detrds del DR es introducir intencionalmente el retardo de tiempo /4 > 0 en la retroali-
mentacion estdtica de posicion u(t) = —gx(r —h) , para inducir oscilaciones estables en el sistema
mecdanico de un grado de libertad.
El problema puede ser modelado por la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden con retar-
do:

mx" () + X' (t) + kx(t) = —gx(t — h). (1.8)

El problema de disefio del DR consiste en seleccionar la ganancia de retroalimentacién g y el retar-
do A tales que la ecuacion (1.8) tenga soluciones oscilatorias a una frecuencia dada @y, en presencia
de amortiguamiento.

Desde que se introdujo el concepto del DR se han propuesto diversas modificaciones durante las
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ultimas tres décadas. Asi, uno puede encontrar configuraciones DR utilizando retroalimentacién de
posicion, velocidad y/o aceleracion, véase por ejemplo el trabajo [40] y las referencias citadas en
el mismo, donde los autores realizan una revision completa y un andlisis exhaustivo de las configu-
raciones DR existentes.

De todo lo mencionado anteriormente, podemos concluir que el estudio de la ecuacién diferencial
de segundo orden con retardo (1.4) es de interés en una gran cantidad de aplicaciones y, por lo
tanto, ha sido bastante estudiado en la literatura.

Por ejemplo, Minorsky en 1942, véase [30], estudia la ecuacion (1.4) para el caso particular cuando
q> = 0. En 1948, Ansoff y Krumhansl [3] usando el criterio de estabilidad de Nyquist, estudian los
casos particulares de la ecuacién (1.4) cuando g =0y py = 0.

Por su parte, Bhatt y Hsu en 1966, véase [4], estudian los mismos dos casos anteriores estudiados
por Ansoff y Krumhansl, pero utilizando el Teorema de Pontryagin para cuasipolinomios. Por ootro
lado, Driver en 1978, véase [15], utilizando el enfoque de Lyapunov-Krasovskii presenta condicio-
nes suficientes para la estabilidad dependiente del retardo de la ecuacion (1.4) para el caso ningin
pardametro igual a cero.

Asi mismo, Cooke y Grossman [12], en 1982, investigan la ecuacién general (1.4) y sus casos con
un parametro igual a cero (p, =0y g2 = 0).

Kolmanovskii y Nosov, presentan en su libro [27] ciertas regiones de estabilidad de los siguientes
tres casos cuando dos pardmetros son iguales a cero: (i) py =0y g1 =0, (ii) pr=0y g2 =0,
(i) g1 =0y py=0

Un trabajo interesante es presentado por Hu y Wang en [23], donde se estudia el problema de
control de un sistema mecénico de un grado de libertad mediante una retroalimentacién de posicién
y velocidad con retardos. Debido a que en un sistema mecénico los coeficientes de amortiguamiento
y rigidez son constante positivos, el estudio realizado en [23] corresponde al caso cuando p; < 0
y g1 < 0 en la ecuacidén (1.4). Para este caso se presentan las siguientes condiciones necesarias y

suficientes para la estabilidad exponencial independiente del retardo:

(i) Si p% < —24q1, entonces la region de estabilidad independiente del retardo en el espacio de

pardmetros (g2, p2) estd dada por la siguiente desigualdad
2
493+ (p3 —2q1 — p})” < 4qi. (1.9)

(ii) Si —2q; < p% < —4q,, entonces la region de estabilidad independiente del retardo en el

espacio de pardmetros (g2, p2) estd delimitada por la desigualdad (1.9), satisfaciendo ademés
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las siguientes condiciones:

B<qi y pi<pi+2q. (1.10)

(iii) Si p% > —4q1, entonces la region de estabilidad independiente del retardo en el espacio de

pardmetros (g2, p2) estd delimitada nuevamente por las desigualdades (1.9)-(1.10).

Mas aun, los mismos autores concluyen que la region de estabilidad independiente del retardo esta

siempre acotada en el rectingulo definido por:

R={(q2,p2) : lg2| < —q1, |p2| < —p1}.

Adicionalmente, los autores de [23] mencionan que determinar la region de estabilidad en este caso
particular cuando p; < 0y g1 < 0, en el espacio de pardmetros (g, p2) €s un problema bastante
complicado de resolver.

Finalmente, mencionamos los trabajos més recientes de Cahlon y Schmidt [8, 9] donde los autores
realizan un estudio de la ecuacidn (1.4) utilizando el Teorema de Pontryagin. En estos trabajos se
presenta la siguiente condicién necesaria para la estabilidad exponencial dependiente del retardo

de la ecuacion (1.4)

Teorema 1.1 [8]
Si p1, p2, q1 Y g2 son positivos, entonces (1.4) no es exponencialmente estable.

Esta condicidn necesaria nos indica que tiene sentido investigar la estabilidad exponencial de la
ecuacion (1.4) bajo la condicién de que no todos los coeficientes py, p2, g1 Y g2 son positivos.
Con base en lo anterior, en [8] se estudian algunos casos satisfaciendo la restriccién p1pr, >0y
q192 > 0. Por otro lado, en [9] se consideran algunos casos satisfaciendo la restriccion pyjpy >0y
q192 < 0.

Es claro que existen casos de la ecuacion (1.4) donde no todos los coeficientes son positivos que no
satisfacen la restriccion pypy > 0y g1g2 > 0, asi como la restriccion p1pr > 0y q1q2 < O0.

Mas atin, en general, la aplicacion de los resultados obtenidos en [8] y [9] demanda el conocimiento
de los coeficientes p1, p2, q1, q2 y €l retardo A y, por lo tanto, no proporciona regiones de estabili-
dad explicitas en el espacio de coeficientes.

Es importante mencionar que la ecuacién (1.4) puede escribirse en la forma vectorial

CZZJ#ZAoy(l)JFAW(f—h)’ (L.11)



donde y(t) = (y1(r) »2(1))" = (x(r) ()" con

0 1 0 O
Ap = y A= ,

q1 Pp1 q2 p2
y es bien conocido que existen una gran cantidad de resultados en la literatura para el estudio de
estabilidad de ecuaciones de la forma (1.11), establecidos incluso para el caso general de matrices
Ag, A1 € R, véase por ejemplo [19].
Sin embargo, una vez mads, la aplicacion de la gran mayoria de estos resultados de estabilidad
demanda el conocimiento explicito de las matrices Ag y A; asi como el valor del retardo A.
La revision anterior nos muestra que el problema de determinar la regién exacta de estabilidad de la
ecuacion diferencial de segundo orden con retardo (1.4) en funcién de sus coeficientes y el retardo,
dista mucho de estar completamente resuelto. De hecho, Hale y Verduyn-Lunel en su libro, [21],

mencionan que:

“La region exacta de estabilidad de la ecuacion (1.11) como funcion explicita de Ay, A

y /1 no se conoce y probablemente nunca se conocera.”

Como bien argumentan Hale y Verduyn-Lunel, la razén detrds de esta aseveracion radica en que la
funcidn caracteristica asociada a (1.11) es bastante complicada de analizar.
Asi, si bien no podemos resolver el problema de determinar la region completa de estabilidad de
ecuaciones diferenciales de segundo orden con retardo, si podemos intentar determinar aproxima-
ciones de estd region en funcion de algunos de sus coeficientes y el retardo.
Lo anterior motiva este trabajo de investigacion, en el cual realizamos algunas aportaciones al

calculo de la region de estabilidad de la ecuacion diferencial de segundo orden con retardo (1.4).

1.3. Estructura de la tesis

La tesis estd organizada en la forma siguiente: En el Capitulo 2 se presentan algunos resultados
preliminares sobre ecuaciones diferenciales con retardo. Se discuten brevemente las soluciones, el
concepto de estabilidad, asi como algunos criterios para determinar su estabilidad.

En el Capitulo 3 se presentan los resultados principales de la tesis. Se presentan regiones de esta-
bilidad de todos los casos cuando tres parametros son iguales a cero, asi mismo se presentan las

regiones de estabilidad cuando dos pardmetros son iguales a cero y el andlisis completo del caso
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cuando p, = 0. Adicionalmente, consideramos el caso de ningtin pardmetro cero bajo las restric-
ciones p;1 <0y q; <O.

El Capitulo 4 estd dedicado a mostrar las aplicaciones de algunos de los resultados a los proble-
mas de control y resonadores retardados. Se hace especial énfasis en la aplicacién experimental
realizada en colaboracién con el Dr. Gerardo Silva Navarro de la Seccién de Mecatrénica del

CINVESTAV-IPN. Conclusiones y trabajo futuro se presentan en el Capitulo 5.






Capitulo

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos resultados preliminares necesarios para el desarrollo y al-
cance de este trabajo de tesis. Se revisan los problemas de existencia y unicidad de soluciones de
una clase de ecuaciones diferenciales con retardo. Se aborda el tema de la ubicacion de los ce-
ros de los cuasipolinomios y se introduce los conceptos bdsicos de estabilidad, asi como algunos

métodos frecuenciales para su andlisis.

2.1. Ecuaciones diferenciales en diferencia

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial

d);(tt) — gt x()x(t—h)),  1>10>0, 2.1)

donde x(r) e R", h> 0y g(t,x,y) es una funcién vectorial, es decir, g : R x R” x R"” — R".
Adicionalmente, supongamos que la funcién g es continua para todos sus argumentos y al menos
localmente Lipschitz con respecto a su segundo argumento. Ecuaciones de la forma (2.1) se les
conoce como Ecuacién Diferencial en Diferencias (EDD) o Ecuaciones Diferenciales con Retardo
[6, 21, 19].

Observemos que en el caso de que el retardo de tiempo fuera igual a cero, la ecuacion (2.1) se

convierte en una EDO de la forma

d);(tt) = g(t.x(t),x(t)) 2 F(t.x(1)),

como g es continua para todos sus argumentos y al menos localmente Lipschitz con respecto a

x(t), entonces f(z,x(¢)) es continua para todos sus argumentos y localmente Lipschitz con res-

pecto a x(¢). Luego entonces, de la teoria clédsica para EDO’s (véase, por ejemplo Teorema 3.1
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[20]) sabemos que existe una tnica solucién x(z,fy,xo) que pasa por xo en el instante 7y, es decir,
x(t,t9,X0) = xo . Sin embargo, para el caso de la EDD de la forma (2.1) (cuando el retardo no es
cero), no es suficiente conocer el punto inicial xg, ya que con esta informacién no podemos definir
la derivada de x(¢) en el tiempo fo.

Entonces, para definir una solucion particular de (2.1) es necesario proporcionar el instante inicial

fo > 0 y una funcién inicial ¢ : [—h,0] — R" tal que satisfaga la condicién
x(to+0) =9(0), 6¢c[—h,0|.

Noétese que la funcion ¢ pertenece a un cierto espacio funcional, el cual dependera directamente
de la aplicacién o problema en cuestion a tratar. Es importante resaltar el hecho de que la funcién
inicial pertenezca a un espacio funcional da nocién de que los sistemas con retardo pertenecen a
una cierta clase de sistemas de dimension infinita, en contraste con las EDO’s donde su dimension

es finita [25].

2.1.1. Sobre la existencia y continuidad de soluciones

El Problema de Valor Inicial (PVI) de la ecuacion (2.1) se puede escribir como

d);(tfl — g(t.x(1).x(t—h)), BE (2.2)

x(to+8) = go(6), 6 € [—h,0).

donde ¢y es la funcién inicial, suponemos que ¢y € C ([—h,0],IR") . El método mds conocido para
construir soluciones para el problema de valor inicial (2.2) es el método paso a paso o método
de integraciones sucesivas, véase [0, 16], el cual se basa en construir soluciones en intervalos de
longitud A, como se muestra a continuacion:

Primero consideremos el intervalo ¢ € [f,% + h|. Entonces, ¢ —h € [t) — h,tp] y por consiguiente
x(t—h) = @o(t —h). Asi, el sistema (2.2) toma la forma

dx(t)
dt

=g(t,x(t), @o(t —h)), t€ [to,t0+h] (2.3)

Al definir g(t,x(t),@0(t —h)) = Gy(t,x(t)), el sistema (2.3) se reduce a un PVI clésico de las
EDO’s

d
);(tf) = Gi(t.x(1)), 1€ [to.to+H] (2.4)

x(to) = @o(to)-
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Ademds, como g es continua en todos sus argumentos y localmente Lipschitz con respecto a x(t)
entonces G también lo es, por consiguiente, existe una tnica solucién x(z,%y, ¢o(to)) definida en
t € [to,to + h] que pasa por ¢(fy) en el instante 7 y satisface a su vez la ecuacién (2.6). Definamos
@1(t) 2 x(t,t0,90(t0)) parat € [to,t0 + h].

Ahora en el segundo paso, consideremos 7 € [tg + h, 1y + 2h|. Entonces, t —h € [fg,t0 + h] y x(t — h)
coincide con la funcién @;(z), es decir, x(r — h) = @;(t — h). Entonces, el sistema (2.2) toma la

forma
dx(t)

dt
Definiendo g(¢,x(t), 1 (t —h)) £ G,(t,x(t)), podemos escribir nuevamente el sistema (2.5) como

un PVI clasico de EDO’s

=g(t,x(t),@1(t —h)), t€ [to+h,to+2h] (2.5)

d
Z¥>:<hoﬁo», t € [to+ h,to + 2] (2.6)

x(t0+h) = (pl(t0+h).

Similarmente, la funcién G, es continua en todos sus argumentos y localmente Lipschitz con res-
pecto a x(¢), por lo tanto, existe una tnica solucién x(z,%y, @1 (fo + h)) definida en el intervalo
t € [to+ h,tp + 2h] que pasa por el punto @; (19 + h) y satisface la ecuacion (2.6).

Este procedimiento puede repetirse k veces para los intervalos de longitud /4. Por lo tanto, se con-

cluye que la funcién

¢o(t) , t € [to— hito),
(pl(l‘) R 1 e [lo,to+h],

x(t,10,00) = @2(1) , t € [to+ h,to+ 2h],
CAGE t € [to+ (k—1)h, 1o+ kh],

es la tnica solucién del PVI (2.2) si g(#,x,y) es continua en todos sus argumentos y localmente
Lipschitz con respecto a x, véase la Figura 2.1, donde se ilustra el método paso a paso.

Es claro que el método paso a paso es bastante util para mostrar la existencia de soluciones de la
ecuacion (2.1), ademads de que es un método constructivo y por ende es posible su implementaciéon
computacional. Sin embargo, este método no es universal, ya que existen sistemas dindmicos con
retardos para los cuales el método paso a paso es insuficiente para garantizar la existencia de solu-

ciones, véase [16, 25, 27].
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Figura 2.1: Representacion grafica del método paso a paso

Es claro que la solucién x(z,7, @) es continua para t > fy, y es continuamente diferenciable para
t > to. De hecho en ¢ = 1y, la derivada en (2.1) representa la derivada por la derecha.
Observemos que

dx(t,19, )

7 = g (to+0,x(to + 0,20, 9) ,x (to + 0 — h,t9, @))

t=to+0
= g (10,9(0),9(—h)).

Por otro lado, como @y € C([—h,0],IR"), entonces, en general @(6) no es diferenciable en 6 = 0.
De lo anterior se sigue que x(7,fy, @) tiene derivada continua en r = 1y si, y s6lo si, ¢(0) es dife-
renciableen 0 =0 y

W - = g(t(),(P(O)aQD(_h))'

Es importante observar que para ecuaciones diferenciales con retardo, las soluciones no pueden
extenderse a la izquierda de #y — &, en contraste con las ecuaciones diferenciales ordinarias, donde
las soluciones existen a la izquierda del instante inicial #,.

Si requerimos extender soluciones a la izquierda de 7y — &, entonces es necesario requerir diferen-
ciabilidad de g y también de la funcion inicial ¢, véase [21].

Al igual que en ecuaciones diferenciales ordinarias, las soluciones de ecuaciones diferenciales con

retardo satisfacen la propiedad de continuidad con respecto a condiciones iniciales. Explicitamente,
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si x(t,t0,9) y x(t,t9, ¥) son soluciones de (2.1), ambas definidas para ¢ € [fo,t0 + T, correspon-
dientes a condiciones iniciales ¢ y v respectivamente, entonces, dado € > 0 existe 0 = o (to, g, T)

tal que
lo—wll, <8, implicaque [lx(t,70,9) —x(t,10, )| <&,

paratodot >ty +T.

2.2. Conceptos de estabilidad

Asumamos que g(,05,0,) =0, parar > 0, donde 0y, denota el origen del espacio vectorial R". Es

decir, la ecuacién (2.1) tiene solucién trivial x(¢) =0, para todo ¢ > to.

Definicion 2.1 (Estabilidad) [25]
La solucién trivial de (2.1) es estable si para cualquier € > 0y 9 > 0 existe 6 = 8(tp,€) >0
tal que para cualquier ¢ € C = C([—h,0],R"), con ||¢||, < 8, se satisface la siguiente
desigualdad:

|x(2,20,0)|| <€, Vt>r1.
Si &(19, €) se puede escoger independientemente de 7, entonces la solucién trivial es estable

uniformemente.

Definicion 2.2 (Estabilidad asintotica) [25]
La solucién trivial de (2.1) es asintéticamente estable si para cualquier € > 0y ty > 0 existe

A(e,tp) tal que para cualquier ¢ € C, con |||, < A(€,1y), las siguientes condiciones se

cumplen:
L. [[x(t,00,0)|| < &, Vt>1.
2. x(t,t9,¢) — 0 cuando ¢ —ty — 0.

Si A(e,19) se puede escoger independientemente de 7 y existe H; > 0 tal que x(z,79,¢) — 0,
cuando f —fp — o ,, uniformemente con respecto a fy y para cualquier ¢ € C, con ||¢||, < Hj.

Entonces la solucién trivial es uniformemente asintoticamente estable.
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Definicion 2.3 (Estabilidad exponencial)[25]
La solucidn trivial de (2.1) es exponencialmente estable si existen Ag >0, 6 >0y v > 1 tales

que para cualquier o > 0 y cualesquiera ¢ € C, con ||¢||, < Ao, la siguiente desigualdad se

mantiene:

1x(t,70, )| < Y[ @llpe ), wr>1q

Ahora consideremos la ecuacién diferencial lineal invariante en el tiempo de la forma

dx(t) &
i E}Arx(t —hy), (2.7)

donde Ag,A1,....,.An € Ry h, € Ry r=0,1,...,m, son los retardos de tiempo, con hy = 0.
Para (2.7) la estabilidad asintética uniforme es equivalente a la estabilidad exponencial, véase [25].

Asi, para la ecuacion (2.7) adoptaremos la siguiente definicion:

Definicion 2.4 [25]
Se dice que el sistema (2.13) es exponencialmente estable si existen 4 > 1y o > 0 tales que,

lx(t. @)l < pe™ @]y, Ve=0, @eC.

La estabilidad exponencial de (2.7) estd determinado por la ubicacién de los ceros de su funcién

caracteristica asociada

m
q(s) =det | sI—Y A ). (2.8)
r=0

La funcion q(s) es una funcion entera de variable compleja, es decir, es una funcién analitica en
todo el plano complejo, cominmente conocida como cuasipolinomio.

Los cuasipolinomios tienen como caracteristica principal que poseen un nimero infinito de ceros.
Esta caracteristica hace que el anélisis de la ubicacion de los ceros de g(s) sea un problema bastante
mas complicado que el andlisis de ubicacion de ceros para las funciones caracteristicas asociadas a
ecuaciones diferenciales ordinarias.

A continuacién revisaremos brevemente algunos resultados existentes sobre la ubicacion de ceros

de cuasipolinomios, para una revision mas detallada revisar los libros [6, 21]
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2.3. Ubicacion de los ceros de un cuasipolinomio

Teorema 2.1 [19]
Dado € > 0 existe p(€) > 0 tal que ¢(s) no tiene raices dentro de la regién

R:{SEC:MEp(E), arg(s) € [—g—ke,g—e} y arg(s) € [—g—e,g—ke}}.

Si bien es cierto que el Teorema 2.1 no nos dice donde existen ceros de g(s), si nos indica en que

region del plano complejo es posible encontrarlos, es decir, en la regién R, véase Figura 2.2, donde

R:{seC:|s|>p(e), arg(s) € [g—e,g+s] y arg(s) € {—g—s,—ngeH,

mientras que dentro de la bola {s € C : |s| < p(&)} no es posible argumentar sobre la existencia de

ceros del cuasipolinomio g(s).

2.3.1. Curvas logaritmicas y diagrama de potencias

Para analizar la existencia de ceros de ¢(s) en la regién R consideremos la siguiente funcién en el

plano complejo
c(k,y) £ kin(y) +iy,  y>1, (2.9)

donde c(k,y) es conocida como curva logaritmica. Es claro que dados € > 0y k > 0 existe yg > 1
lo suficientemente grande tal que la curva logaritmica pertenece a la regién R para y > yg, como se
ilustra en la Figura 2.2.

Observemos que el cuasipolinomio ¢(s) puede reescribirse como
M s
q(s) =Y ays’ePrs, (2.10)
v=0

donde M < (n+1)(m+1),ay #0 y By jy € Rcon (By. jy) # (Bu»ja ). paratodo a, v € [0,M].
A partir del cuasipolinomio (2.10) se muestra que cuando s € ¢(k,y), y > 1 suficientemente grande,
se tiene que (véase [19])

‘avsjveﬁvs jv+ka_

~ |ay|y
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Figura 2.2: Representacion de una curva logaritmica c(k,y) en el plano complejo.

Dicho en términos simples, sobre la curva logaritmica los términos del cuasipolinomio g(s) se
comportan como potencias de y, donde la potencia estd dada por j, + Bv. De este modo, se define

el “peso” del término ay s’ ePrs alo largo de una curva logaritmica como
A )
pv = Jjv+kBy

Es posible mostrar que si el cuasipolinomio ¢(s) evaluado para s € ¢(k,y) tiene un término con
mayor peso que los otros términos, entonces g(s) no tiene ceros con magnitud grande.

Asi, para la existencia de ceros de ¢(s) es necesario que existan al menos dos términos con el mis-
mo peso a lo largo de una curva logaritmica dada.

Lo anterior motiva el problema de encontrar valores de k tales que para s € c(k,y), el cuasipolino-
mio ¢(s) tenga al menos dos términos con el mismo peso.

Dados (By.jv) y (k,1) el peso del término asociado a (B, jy ) puede ser interpretado como la pro-
yeccién ortogonal del vector By, jy ) sobre el vector (k, 1).

Con base en lo anterior, se ubican en el plano ( 3\,, Jjv) todas las parejas asociadas al cuasipolinomio.
Posteriormente se construye el casco convexo (el conjunto convexo mds pequefio) que contiene to-
dos los puntos By, jv).

El casco convexo es un poligono cuya frontera consiste en un nimero finito de segmentos, véase
Figura 2.3. La parte superior de este poligono es el diagrama de potencias de ¢(s). Para cada uno

de estos segmentos escogemos k tal que el vector (k, 1) es ortogonal al segmento.
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Figura 2.3: Diagrama de potencias.

De esta forma, para cada uno de estos valores de k, resulta que existen al menos dos términos del
cuasipolinomio con el mismo peso a lo largo de una curva logaritmica c(k,y) correspondiente.

Para ilustrar lo anterior, consideremos el siguiente cuasipolinomio:

q(s) = s2+ p1s+q1+ pase ™ + que ™, (2.11)

donde p1, p2,91,92,€ Ry h > 0. Reescribiendo el cuasipolinomio de la forma (2.10) se obtienen

las parejas de potencias
(Bo.jo) = (0.2) (Bs.j3) = (=h.1)

(31,J'1> = (0,1) (34,1'4
(Bz,jz) = (0,0)

con las cuales construimos el diagrama de potencias como se observa en la Figura 2.4, donde el
casco convexo se forma por la unién de estos puntos en el plano ( BAV, jv). La parte superior del
casco estd formada sélo por el segmento de recta P, de modo que sélo existe un vector (ki,1)
ortogonal a esta recta, donde k; = —}l < 0, el diagrama de potencias de (2.11) se ilustra en la

Figura 2.4.
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Figura 2.4: Diagrama de potencias del cuasipolinomio (2.11).

2.3.2. Sectores logaritmicos

Para cada valorde k;, j = 1,...,r, (asumiendo k; < ky < ... <k;) corresponde una curva logaritmica

c(kj,y) =kjIn(y) +iy cony > 1. Dado € > 0 definimos los sectores logaritmicos de la forma
Si={seC:(kj—€)In(y) <Re(s) < (kj—€)In(y), Im(s) =y, y > 1},
Adicionalmente, entre cada sector logaritmico definimos las regiones siguientes:
Vi={seC:(kj+¢e)ln(y) <Re(s) < (kjr1—€)In(y), Im(s) =y, y>1}. (2.12)
donde Vj y V; estan definidas como
Vo={s€C:Re(s) < (kj —¢€)In(y), Im(s) =y, y>1}.

V., ={s€C:Re(s) > (k-+€)In(y), Im(s) =y, y > 1}.

Por ejemplo, en la Figura 2.5 trazamos los sectores logaritmicos correspondientes al diagrama de

potencias de la Figura 2.3 donde teniamos 4 valores de k;, j = 1,2,3,4..
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Figura 2.5: Sectores logaritmicos asociados a cuatro curvas logaritmicas.

Teorema 2.2 [19]
Dado € > 0 existe p(€) > 0 tal que ¢(s) no tiene raices en las regiones V; definidas en (2.12)

parai =0,1,...,r.

La idea detrds de la demostracién del Teorema 2.2 nuevamente es verificar que en las regiones
V; existe un sélo término dominante de g(s) y por consiguiente no existen ceros. Ahora s6lo nos
queda analizar si existen ceros en los sectores S;, j = 0,1,...,r. Para esto, se define un contorno
cerrado simple en cada §; y aplicando el Teorema del principio del argumento (v€ase [11]), se tiene

el siguiente resultado.

Teorema 2.3 [19]
Dado € > 0 existe Rj(€) > 0 tal que todos los ceros de ¢(s) es el semiplano complejo
con magnitudes mayores que R;(€) se encuentran en la unién de los sectores logaritmicos

S, j=0,1,...r.

El Teorema 2.3 muestra que los ceros de ¢(s) se encuentran ubicados en ciertas regiones del plano
complejo. La demostraciéon también muestra que dentro de cada sector logaritmico el nimero de
ceros es infinito contable.

En resumen, los resultados presentados en los Teoremas 2.1 y 2.2 permiten delimitar los sectores

del plano complejo donde los ceros de ¢(s) no pueden estar ubicados, restringiendo asi las regiones
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donde es posible ubicarlos.

Mientras que el Teorema 2.3 permite determinar la existencia de ceros de ¢(s) en las regiones
delimitadas por los sectores logaritmicos S ;, donde estos sectores estan bien definidos y delimitados
en el plano complejo, ademds cada sector se asocia con su respectiva curva logaritmica c(kj,y) y

esta a su vez depende del valor de k; obtenido del diagrama de potencias.

2.3.3. Clasificacion de los cuasipolinomios

Los valores k; del diagrama de potencias nos proporcionan una clasificacion para los cuasipolino-

mios ¢(s) de la forma (2.10)
(i) Sikj<0,j=1,2,..,r entonces ¢(s) es de tipo retardado.
(if) Siexiste al menos un k; =0y k,, <0, para todo j # m, entonces ¢(s) es de tipo neutro.

(iii) Siexiste al menos un k; >0, j =1,2,...,r, entonces g(s) es de tipo avanzado.

Del diagrama de potencias mostrado en la Figura 2.4 se obtuvo que k| = _Tl < 0, por consiguiente

el cuasipolinomio (2.11) es de tipo retardado.

2.3.4. Cuasipolinomios de tipo retardado

La clasificacién de los cuasipolinomios presentada en la subseccidn anterior nos permite deducir
que el cuasipolinomio ¢g(s) asociado a la ecuacién diferencial de segundo orden con retardo dado
por (2.11) es de tipo retardado. Este tipo de cuasipolinomios poseen caracteristicas relevantes men-
cionadas y utilizadas frecuentemente en la literatura, estas caracteristicas se resumen en el siguiente
enunciado:

En los cuasipolinomios de tipo retardado existe un niimero finito de ceros a la derecha de cualquier
linea vertical en el plano complejo.

El argumento anterior puede deducirse directamente como una conclusioén de los resultados pre-
sentados sobre la ubicacion de los ceros de ¢(s), ya que en el caso de que ¢(s) es de tipo retardado
(caso kj < 0), conlleva a que su curva logaritmica y por consiguiente sus sectores logaritmicos se
extiendan sobre el semiplano izquierdo del plano complejo. Luego entonces, por el Teorema 2.3
la ubicacién de los ceros (nimero infinito contable) se encuentran “cada vez mds a la izquierda”

del plano complejo. Por consiguiente, al trazar cualquier linea vertical existird un ndmero finito de
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ceros a la derecha de tal linea.
Por ultimo, esta particular ubicacion de los ceros en los cuasipolinomios de tipo retardado es bastan-
te prictica desde un enfoque de estabilidad, ya que la linea vertical suele tomarse al eje imaginario

como abordaremos en las siguientes secciones.

2.4. Estabilidad de Cuasipolinomios

Una vez que hemos revisado la ubicacion de los ceros de cuasipolinomios en el plano complejo,
podemos introducir el concepto de estabilidad basado en la ubicacion de sus ceros.

Consideremos la ecuacion diferencial lineal invariante en el tiempo

dx(r) _
dr

Y Apc(i — hy), 2.13)
r=0

donde Ag,A1,...,A;, € R™" son matrices del sistema y i, € Ry, r=0,1,...,m, son los retardos del

sistema, con hg = 0, y su cuasipolinomio asociado

q(s) =det | sI—Y A |. (2.14)

m
r=0

Utilizando la clasificacion de los cuasipolinomios es posible demostrar que (2.14) es de tipo retar-

dado y por consiguiente la ecuacién (2.13) es una ecuacién diferencial de tipo retardada.

Teorema 2.4 [21]
El sistema (2.13) es exponencialmente estable si, y sélo si todos los ceros de ¢(s) tienen parte

real estrictamente negativa.

El Teorema 2.4 nos muestra que la condicion de estabilidad exponencial de ecuaciones diferencia-
les lineales de tipo retardado basado en los ceros de cuasipolinomios es la misma que la condicién
de estabilidad exponencial de EDO lineales, basada en la ubicacién de los ceros de polinomios.
Sin embargo, el problema es bastante mds complicado ya que como observamos en la seccion an-
terior, los cuasipdlinomios tienen un ndmero infinito (contable) de ceros.

Con base en lo anterior es conveniente establecer el siguiente concepto de estabilidad para cuasi-

polinomios
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Definicion 2.5 [19]
La funcién caracteristica o cuasipolinomio ¢(s) dado por (2.14) se dice estable si

q(s) #0, VseCy (2.15)

Se dice que ¢(s) es estable independiente del retardo si (2.15) se mantiene para todos los
valores positivos h,, r = 0,1,...,m . Por otro lado, si (2.15) sélo se mantiene para ciertos
valores de los retardos h,, r = 0,1,...,m, decimos que q(s) es estable dependiente de los

retardos.

El estudio y andlisis de estabilidad de (2.13) se ha abordado desde el enfoque en el dominio de
la frecuencia, asi como también en el dominio del tiempo. Los enfoques frecuenciales son una
extension de los métodos tradicionales que analizan los ceros de la funcidn caracteristica de los
sistemas. Entre estos métodos se encuentran el Teorema de Pontryagin, el criterio de Mikhailov
para cuasipolinomios y el método de D-particiones, véase [19, 27], los cuales serdn discutidos con

detalle mas adelante.

2.4.1. Enfoque frecuencial

En el estudio y andlisis de los sistemas lineales con retardo de la forma dada en (2.13) existen varios
criterios o métodologias para analizar su estabilidad, entre los criterios mas comunes o ampliamente
conocidos se encuentran las pruebas de estabilidad 2-D, el método del Pseudo-retardo y el método
directo, los cuales se basan principalmente en la continuidad del exponente de estabilidad con
respecto a los retardos de tiempo, véase [19] ademds de que resultan ser utiles en sistemas simples
de orden pequefio y con poco retardos, sin embargo, estos criterios presentan ciertas desventajas

como se enuncian a continuacion.

1) Las pruebas de estabilidad 2-D consideran principalmente al cuasipolinomio asociado al sis-
tema (2.13) como un polinomio en 2 variables relacionados a sistemas 2-D, estudiados en la
teoria de sefales, donde se requiere eliminar una variable y por consiguiente generar un poli-
nomio para analizar su estabilidad. Sin embargo, no existe ningtin procedimiento sistematico
para realizar esto, ademds de que en sistemas de orden superior lo anterior puede resultar

bastante complejo.

2) El método del Pseudo-retardo utiliza una transformacién bilineal para reducir el problema a

un sistema sin retardo y por consiguiente analizar con los métodos clasicos una secuencia de
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polinomios de una sola variable el cual cuenta con un parametro libre, por lo que a la hora de

realizar el arreglo de Routh puede conllevar a un procedimiento complejo.

3) El método directo de manera similar a los anteriores se basa en la manipulacién algebraica de

un polinomio realizando un procedimiento iterativo el cual puede ser bastante complicado.

Por consiguiente, tratando de solventar estas limitaciones mencionadas en los métodos anteriores,
es que se generaron nuevos métodos y criterio para el andlisis de la estabilidad de los sistemas li-
neales, algunos de estos criterios son los llamados barridos frecuenciales o también los algoritmos
de matrices constantes, véase [19]. Mas aun, estos métodos han tomado relevancia en las ultimas
décadas sobre todo por el incremento de “poder computacional” y su utilidad en sistemas de orden
superior. Si bien es cierto que estos métodos nos proporcionan condiciones necesarias y suficientes
para la estabilidad de (2.13) (tanto independiente como dependiente del retardo). La aplicacién di-
recta de estos resultados demanda el conocimiento de sus pardmetros, es decir, es necesario conocer
los valores especificos de las matrices A,, r =0,...,m.

Por ultimo, es importante mencionar que todos los métodos mencionados anteriormente se basan
en el hecho de que el sistema (2.13) es exponencialmente estable cuando /2 = 0.

En este trabajo de tesis se utilizan métodos basados en el enfoque frecuencial para el estudio de
estabilidad de una ecuacién diferencial de segundo orden con retardo, por lo tanto, el resto de este

capitulo se discuten algunos conceptos esenciales para el desarrollo de este estudio.

2.4.2. Criterio de Mikhailov

Asi como los Teoremas de Pontryagin’s , Chebotarev-Meiman, entre otros, extienden los resulta-
dos de Routh y Hurwitz al proporcionar condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad
de cuasipolinomios. De manera similar existen trabajos que amplian los resultados de Nyquits y
Mikhailov para el anélisis de estabilidad de los sistemas con retardo desde el enfoque frecuencial y
geométrico utilizando el principio del argumento para funciones analiticas. Primero, reescribamos

el cuasipolinomio (2.14) de la forma siguiente
- 2
q(s) = Z pr(s)e™, (2.16)
k=0

donde py(s) son polinomios de grado menos o igual a n.
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Teorema 2.5 (Criterio de Mikhailov) [27]
El cuasipolinomio de la forma (2.16), es estable si y s6lo si

~+oo
Nargq(io) . =3 (2.17)

El criterio de Mikhailov nos permite analizar la estabilidad de un cuasipolinomio de manera gra-
fica al realizar un barrido de frecuencias @ € [0,%0) para (2.16). Graficando Re(g(i®)) contra
Im(q(io)) en el plano complejo, cuando @ varia de cero a infinito (positivo) se obtiene una curva
en el plano complejo, la cual se le conoce como Hoddgrafo de Mikhailov o diagrama de Mikhailov.

Para ilustrar el criterio de Mikhailov, consideremos

dx(t
% = ax(t) +bx(t —h), t>0. (2.18)
El cuasipolinomio asociado a (2.18) es
q(s) =s—a—be ™. (2.19)

Para garantizar que el cuasipolinomio sea estable se debe cumplir la condicién (2.17), es decir,

Nargg(io) ‘(J)r “ =2, claramente esto dependeré de los valores de a, b y h > 0 dados.

Por ejemplo, consideremos el cuasipolinomio ¢(s) para los valores a = —%, b=—-1yh=1
1
q(s) =s+ 5 +e . (2.20)

Al graficar la parte real Re (q(i®)) contra la parte imaginaria Im (g(i®)) de (2.20) obtenemos el

hodo6grafo de Mikhailov que se muestra en la Figura 2.6

Im(s)
Re(s)

Figura 2.6: Hod6grafo de Mikhailov para el cuasipolinomio (2.20).
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De la Figura 2.6 podemos apreciar que la curva de Mikhailov comienza sobre el eje real positivo,
exactamente en (%, ()) y comienza a crecer en sentido antihorario hasta que cruza el eje imaginario,
para posteriormente oscilar en este eje mientras @ incrementa.
De hecho, el Teorema 2.5 demanda verificar el cambio total del argumento de ¢(i®) cuando ®
varia de [0,00). Sin embargo, como mencionamos la curva presenta un patrén oscilante el cual se
repite conforme @ aumenta. Mds aun, una vez que la curva cruza el eje imaginario y comienza a
oscilar sobre este eje, el cambio del argumento es cero conforme @ aumenta.
Por lo tanto, el cambio total del argumento de (2.20) cuando @ varia de [0,00) es 7, concluyendo
que es un cuasipolinomio estable.
Por otro lado, consideremos ahora el caso del cuasipolinomio ¢(s) para los valores a = % b=1y
h=1

1

q(s) =s— 3 e’ (2.21)

El hodégrafo de Mikhailov correspondiente que se muestra en la Figura 2.7. De la Figura 2.7
podemos apreciar que la curva comienza en (—%, O) y comienza a crecer ahora en sentido horario
hasta que cruza el eje imaginario, para posteriormente oscilar en este eje mientras @ incrementa.

Entonces, se concluye que en este caso el cambio total del argumento de (2.21) cuando @ varia de

[0,00) es —7F, concluyendo que es un cuasipolinommio inestable.

Im(s)

Re(s)

Figura 2.7: Hodégrafo de Mikhailov para el cuasipolinomio (2.21).

2.4.3. Meétodo de D-Particion

El método D-Particién propuesto por Neirmark en [33], es una herramienta fundamental que com-

binada con la propiedad de continuidad de los ceros de cuasipolinomios con respecto a sus coefi-
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cientes, nos permite obtener regiones de estabilidad en un espacio de coeficientes de dimensién 2.

La idea del método es dividir el espacio de 2 pardmetros en regiones acotadas por hipersuperficies,
donde el cuasipolinomio tiene un par de raices imaginarias puras.

La propiedad de continuidad de los ceros con respecto a los coeficientes garantiza que el cuasipoli-
nomio tiene el mismo nimero de ceros con parte real positiva en cada una de las regiones acotadas
por las hipersuperficies. La region donde no existen ceros con parte real positiva es la region de
estabilidad.

Para ilustrar de mejor manera este método consideremos el mismo cuasipolinomio (2.19) de la
subseccién anterior. Notemos que si s = 0 es un cero de ¢(s), entonces se satisface a +b = 0.

Ahora supongamos que a + b = 0 se satisface, entonces

q(s) =s+b—be™",

_ —hs
= ()]
S
1—e

., —hs . Loy . .
observemos que la funcién — h, cuando s — 0, es decir, estd bien definida para s = 0, con

lo que se deduce que si a+b =0, entonces s = 0 es un cero de f(s).

Asi, s = 0 es un cero de ¢(s) si, y s6lo si a + b = 0. Ahora supongamos que s = i®, con @ > 0, es

una cero de (2.19). Entonces
q(io) = (i) —a—be " =0 . (2.22)

Utilizando la identidad de Euler ¢/® = cos(6) + isin(8) en (2.22) y separando parte real e imagi-

naria obtenemos las siguientes ecuaciones

—a—bcos(oh) =0, (2.23)
0 (2.24)

® + bsin(wh)

Asi, tenemos dos ecuaciones y tres pardmetros (los coeficientes de la ecuacion (2.19) maés el retar-
do). Por consiguiente, tenemos que escoger dos pardmetros para poder resolver y utilizar las tnicas
dos ecuaciones que tenemos. Esta eleccion dependerd del problema en cuestion.

Escojamos, en este caso, por ejemplo, los pardmetros a y b, entonces de (2.23)-(2.24) tenemos la
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siguiente parametrizacion:

_ wcos(wh)
—

Para poder obtener las regiones delimitadas por las curvas (hipersuperficies) (2.25)-(2.26) es nece-
sario asignar un valor de retardo 4 > 0. Por ejemplo, para 7 = 1 obtenemos la particién del espacio

de pardmetros (a,b) que se muestra en la Figura 2.8.

=y

o
7
|

S

o & A N o N A O ©

Figura 2.8: Particion del espacio de pardmetros (a,b) para (2.19)conh=1.

Mientras que para h = %, obtenemos la particién del espacio (a,b) que se muestra en la Figura 2.9.

B
T T T T T 1T 177

S e & bt
T T T T T T 1771

Figura 2.9: Particion del espacio de pardmetros (a,b) para (2.19) con h = % .
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En ambos ejemplos se tiene la propiedad de que cualquier par de parametros (a,b) perteneciente a
la misma regidn, el cuasipolinomio (2.19) tiene el mismo nimero de ceros con parte real positiva.
Entonces, para determinar aquella region que no contienen ceros con parte real positiva, usamos el
criterio de estabilidad de Mikhailov mostrado en la seccion anterior.

De hecho, el cuasipolinomio (2.20) para el caso con a = —%, b= —1y h=1 podemos ubicarlo
en la Figura 2.8, es decir, corresponde al par de parametros (—% —1) que pertenece a la region
delimitada por la primera curva de (2.25)-(2.26) para @ € (0,7) y larecta a+ b = 0, determinando
asi que esa es la region de estabilidad.

Evidentemente, podemos aplicar el procedimiento anterior para el caso & = % mostrado en la Figura
2.9. Sin embargo, las ideas proporcionadas por el método D-Particiéon no sélo aplican a casos
particulares una vez dados los parametros del cuasipolinomio, es decir, el problema se extiende a
determinar la regiéon completa de estabilidad (si es que existe) para cualquier 2 > 0 dado.

Para abordar el problema anterior es necesario analizar la geometria de las curvas dadas por la

parametrizacion (2.25)-(2.26).

Notemos que las curvas estdn bien definidas para @ € <k7”, (kt1)m k=0,1,..., ademds de que

(a(w),b(®)) = (3.5%). cuando @ — 0, mientras que (a(®),b(®)) — (—e0,0), cuando ® —

T—

h

Mientras que el comportamiento de las curvas en los intervalos (kh—”, (k+hl)E>, k=1,2,..., satisface

= Si k es impar

k™
(a(®),b(®)) — (c0,00)  cuando @ — A
k+1)m
(a(®),b(®)) = (—o0,0) cuando © — % .
= Sikes par
k™
(a(®),b(®)) — (e0,—0)  cuando @ — -
k+1)m
(a(w),b(®)) — (—o0,—0) cuando @ — % .
Para determinar el comportamiento asintético de las curvas en los intervalos (%, (k+hl)ﬂ>
a2 b(w) 1
Blo) = 2@) = costan) |
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Se tiene que B (%) = (—1)*, por consiguiente si k es par, entonces a(®) = b(®), en otras pala-
bras, la curva (a(@),b(w)) tiende asintéticamente a la recta @ = b cuando @ — *%. Andlogamente,

si k es impar, entonces a(®) = —b(®), entonces, la curva (a(w),b(®)) tiende asintéticamente a

larecta a = —b cuando @0 — %”, como se muestra en la Figura 2.10.

Y

. . . kn (k+1)7 —
Figura 2.10: Geometria de las curvas (a(®),b(®)) para @ € (7” - ) ,k=0,1,2.

En resumen, dado cualquier 4 > 0 las curvas (a(®),b(w)) definidas por la parametrizacion (2.25)-
(2.26) y larecta a+ b = 0 dividen el espacio de pardmetros (a,b) en un conjunto infinito de regiones
R;, j=0,1,...,, véase Figura 2.11 donde se tiene la propiedad que para cada par (a,b) €Rj, el
cuasipolinomio ¢(s) tiene el mismo nimero de ceros con parte real positiva.

Luego, utilizando el criterio de Mikhailov mostramos que cualquier (a,b) € Ry el cuasipolinomio
¢q(s) no tiene ceros con parte real positiva.

Por ultimo, de la regién Ry se pueden distinguir 2 subregiones: la regién de estabilidad indepen-

diente del retardo y la region de estabilidad dependiente del retardo (regioén achurada).
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Figura 2.11: Particion del espacio de pardmetros (a,b) en regiones R » J=0,1,..
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Capitulo

Regiones de estabilidad de la ecuacion

diferencial de segundo orden con retardo

En este capitulo se presentan los resultados principales de este trabajo de tesis aportando con-
diciones necesarias y suficientes para la estabilidad exponencial de la ecuacion diferencial de
segundo orden con retardo. Primero, se aborda el andlisis de los casos donde al menos uno de los
pardmetros es igual a cero logrando (casi en todos los casos) caracterizar analiticamente la region
de estabilidad. Finalmente, concluimos el capitulo abordando el caso donde ningiin pardmetro es

igual a cero obteniendo resultados analiticos para la caracterizacion de la region de estabilidad.

Recordemos que en esta propuesta de investigacion abordamos el problema del cédlculo de regiones

de estabilidad exponencial de la ecuacién diferencial de segundo orden con retardo de la forma
X(t) = p1x (1) + pox' (1 = h) + qux(t) + qx(t —h), 1 >0, (3.1)

donde p1,p2,q91,92 € R, y h > 0 es el retardo del tiempo. Para alcanzar nuestro objetivo utilizare-
mos las ideas principales del método D-Particiones de Neirmark (véase seccion 2.4.3) aplicadas al
cuasipolinomio asociado a (3.1) dado por

hs

f(s) = s> — pis—pase ™ —qy — gae™™". (3.2)

También utilizaremos el criterio de estabilidad de Mikhailov para cuasipolinoimios, véase seccion
2.4.2 para determinar las regiones sin ceros con parte real positiva en el caso que sea requerido.

Recordemos que el objetivo de este trabajo de tesis es caracterizar explicitamente regiones de es-

tabilidad de la ecuacion (3.1). No obstante, como mencionamos en los primeros capitulos existen
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bastantes resultados para corroborar la estabilidad de (3.1) una vez conocidos los parametros, y
esto aplica igual también para el método D-Particiones. Para ilustrar lo anterior, consideremos el
caso donde p; <0, g1 <0y h > 0 son conocidos. Recordemos que este caso particular aparece en
problemas de ingenieria de control (véase seccion 1.2).

Siguiendo las ideas del método D-Particiones, supongamos que s = 0 es un cero de f(s), es decir,

f(0)=—-g1—¢q2=0,

se sigue que si s = 0, entonces g = —q;. Ahora, supongamos que g, = —q1, entonces

f(s) =s> —p1s—pase " +qo (1 — 6_}”)

- 1— €7hs
=S [S_Pl — pae hs+612<—s>] (3.3)
observando que la funcion 1";% estd bien definida para s = 0, y de hecho 1%% — h, cuando
s — 0, se sigue de (3.3) que, si g2 = —¢q1, entonces s = 0 es un cero de f(s).
Asi, s = 0 es un cero de f(s) si, y s6lo si g = —q;. Ahora supongamos que s = i@, ® € R} es

un cero de f(s), es decir
fio) = (i0)* = p1(io) — g1 — pa(io)e ") — ge™ @) — ¢ |

Utilizando la identidad de Euler e~®" = cos(®) — isin(®) y separando la parte real e imaginaria

obtenemos las siguientes ecuaciones:

—w?* — g1 — gz cos(®h) — prwsin(wh) = 0, (3.4)
—p10+ g2 sin(@h) — procos(wh) = 0. (3.5)

Tenemos dos ecuaciones y cinco pardmetros (los coeficientes de la ecuacion (3.1) mads el retardo).
Por consiguiente, tenemos que escoger dos paramentos para poder resolver y utilizar las tinicas dos
ecuaciones que tenemos.

La eleccidn de tales dos pardmetros, dependera de la aplicacion bajo estudio o de interés. Por ejem-
plo, en aplicaciones de control, podemos escoger aquellos pardmetros que pueden ser importantes
para el comportamiento dindmico en consideracion.

Como un ejemplo, escojamos los pardmetros g, y p»>. Entonces, de las ecuaciones (3.4) y (3.5) para

g2 Y p> obtenemos la siguiente parametrizacion
72(, p1,q1,h) = prosin(wh) — (©* + g1) cos(wh), (3.6)

1
p2(0,p1,q1,h) = - [(®*+ q1) sin(wh) + pywcos(wh)], (3.7)
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Dados cualesquiera pi,q; € R, h > 0, la parametrizacion (3.6)-(3.7) define una curva continua en
el espacio (g2, p2) cuando @ varia de cero hasta infinito comenzando en el punto (g2(0), p2(0)) =
(—=q1.—q1p1h) .

Consideremos por ejemplo p; = —8.5, g1 = —12 y h = 0.25. La curva determinada por la parame-

trizacion (3.6)-(3.7) se muestra en la Figura 3.1

25

D2

-50 0 50 100 150
q2

Figura 3.1: Region de estabilidad de (3.1) para py = —8.5 ¢ = —12y h = 0.25.

Como se puede ver en la Figura 3.1, la curva y la recta g = —¢q, particionan el espacio (g2, p2)
en un conjunto infinito contable de regiones abiertas, en las cuales se tiene la propiedad de que
para cualquier punto (g, p») perteneciente a alguna de las regidnes, el cuasipolinomio f(s) tiene
el mismo numero de ceros con parte real positiva.

Usando el criterio de estabilidad de Mikhailov encontramos que la regién sombreada es la region
donde f(s) no tiene ceros con parte real positiva y por lo tanto, es la regién de estabilidad.

Es claro que este método lo podemos repetir para cualesquiera pardmetros pi,q; y h dados. Asi,
consideremos ahora los pardmetros p; = —2.5 g1 = —38 y h = 0.5. Aplicando los mismos argu-

mentos encontramos la regién de estabilidad sombreada en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Region de estabilidad de (3.1) para p; = —2.5q; = —38 y h=0.5.

Como podemos observar de las Figuras 3.1 y 3.2, aunque en ambos ejemplos tenemos que p; < 0,
q1 <0y h >0 la geometria de las curvas cambia notablemente, lo que conlleva a que las regiones
de estabilidad tengan geometrias distintas.

Lo anterior muestra que la geometria de las regiones de estabilidad es bastante complicada y dificil
de determinar a priori.

Mas aun, desde el punto de vista de las aplicaciones es deseable tener una caracterizacion de la
geometria de la region de estabilidad para conjuntos de pardmetros satisfaciendo ciertas restriccio-
nes, dependiendo el problema en cuestion.

Por ejemplo, en las aplicaciones puede ser preferible tener regiones de estabilidad de la forma de
la Figura 3.1, ya que nos puede proporcionar un mayor margen para elegir pardmetros de disefio o
un mayor rango de frecuencias (aplicaciones de problemas mecédnicos).

Asi, en estos dos ejemplos, la siguiente pregunta surge naturalmente:

J Es posible encontrar condiciones sobre los pardmetros p1,q1 y el retardo h > 0, tales que la region
de estabilidad tiene la misma geometria para cualesquiera pardmetros p1,q y h > 0 satisfaciendo

tales condiciones?

La respuesta a la pregunta anterior motiva el presente trabajo de investigacion donde caracterizamos
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la geometria de las regiones en funcién de los pardmetros.

3.1. Casos con tres parametros igual a cero

Si tres parametros de la ecuacién (3.1) son iguales a cero, tenemos los siguientes casos:
D) pr=pr=q2=0.
En este caso tenemos que f(s) = s> — g, el cual es un polinomio con dos ceros sobre el eje ima-

ginario y por lo tanto no es exponencialmente estable.

2) pi=qi=¢q2=0.

En este caso tenemos que f(s) = s> — pase™ "

, el cual es un cuasipolinomio que no es exponen-

cialmente estable, ya que s = 0 es un cero de f(s).

3) pp=q1=49-0.
En este caso tenemos que f(s) = s*> — pys, el cual es un polinomio que tiene a s = 0 como cero y

por lo tanto no es exponencialmente estable.

9 pr=p=q=0.

En este caso tenemos que f(s) = s> — goe~". Observemos que s = 0 es un cero de f(s) si, y s6lo
si, g2 = 0. Como suponemos que ¢, # 0, entonces s = 0 no es un cero de f(s).

Por otro lado, observemos que si & = 0, obtenemos f (s) — 52— g2, ¢l cual es un polinomio inestable.
Asi, tenemos que analizar si existen g1 7% 0, y & > 0 tales que el cuasipolinomio es estable.

Supongamos que s = i@, ® > 0, es un cero de f(s), es decir,
flio) = (iw)? — gre " = 0.

Sis =i esun cero de f(s), entonces s = —i®, es también un cero de f(s), es decir,

f—io) = (—iw)* — g"® = 0.
Por consiguiente, f(i®) + f(—i®) = 0 o, equivalentemente,

20° + ¢ (ehwi + e_hwi> =0.
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Utilizando el hecho que €"®" + ¢~ = 2 cos(wh), en la ecuacién anterior, obtenemos
w* = —qycos(wh) .

De la ecuacion anterior, obtenemos la siguiente parametrizacion:

602

~ cos(wh)’ (38)

p(0) =

la cual estd bien definida para @ # (2]{;11) ”, k=0,1,2,... Enla Figura 3.3 mostramos la funcién

72(0).
(. | U/

LUQ

cos(wh)

v

Figura 3.3: Gréfica de la funcién % para @ € (0, ;—Z)

Se sigue que, dado cualquier g, < 0 existe ® € (O, %) tal que g2 = g2(®). Por consiguiente el
cuasipolinomio f(s) tiene un par de ceros imaginarios puros s = +i.
Para analizar el caso cuando g, > 0 necesitamos calcular los minimos locales de la funcién ¢, (®),

) (4k+1)7 (4k+D)7m | 2 .
enlosmtervalos< S —|—T”),k—0,l,...

Tenemos que

_ 20cos(wh) + ®*hsin(wh)
cos?(wh)

Bh(0) =
Se tiene que ¢4 (@) = 0, si y, solo si,
2w cos(®h) + *hsin(wh) = 0,
0, equivalentemente,
2

tan(wh) = o (3.9)
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La Figura 3.4 muestra el comportamiento de las funciones tan(wh) y — 2.

oh
A
—tan(wh)
_2
wh
s 2n
h h
— >
3! 5!
2h: 2h,

Figura 3.4: Grificas de tan(wh) y —= para @ € (0,3}).

Es claro que existen @, € ((Zk;hl)n, (Zk;hl)” + %”) , k=0,1,..., tales que la ecuacién (3.9) se

satisface. En particular, consideremos o} € <(4k;hl)”, (4]{;,1)” + 27”) , k=0,1,... Asi, para estos

o/, tenemos que ¢> (o) tiene un minimo local en esos intervalos, satisfaciendo

S _ 0
cos(w;h) cos(®; |

0<q(0y)= ) =g () -

Con base en lo anterior, se sigue que dado cualquier g > g2 (@7) > 0, existe @ € (%, %—Z) tal que

g2 = q2(®), lo que implica que el cuasipolinomio f(s) tiene un par de ceros imaginarios puros
s = tio.

Asi, s6lo nos falta analizar el cuasipolinomio f(s) = s> — gze " cuando 0 < g < g2 (). Consi-
derando el caso con i = 1, cilculos simples muestran que @ ~ 2.458, entonces g () ~7.792.
Utilizando el criterio de Mikhailov, véase Figura 3.5, concluimos que f(s) = s> — g2e™" no es

estable para 0 < g2 < g2 (@),
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Re(s

hs

Figura 3.5: Hodégrafo de Mikhailov para f(s) = s> —qae ™™, conga =2 <@ (@) yh=1.

Del andlisis anterior, podemos concluir que el cuasipolinomio f(s) no es exponencialmente estable
paratodo gy € Ry h > 0.
Resumiendo el andlisis anterior podemos enunciar el siguiente resultado, el cual hasta donde sabe-

mos no ha sido reportado en la literatura

Proposicion 3.1
Si cualesquiera tres parametros de la ecuacion (3.1) son cero, entonces (3.1) no es exponen-

cialmente estable

3.2. Casos con dos parametros iguales a cero

En esta seccion consideramos todos los posibles casos de la ecuacion (3.1) cuando dos de sus pa-
rdmetros son igual a cero.

Es importante mencionar que todos estos casos fueron estudiados en los trabajos de Cahlon y Sch-
midt [8] y [9], mediante el Teorema de Pontryagin, y la aplicacion de dichos resultados requieren
el conocimiento de los pardmetros y no proporcionan regiones explicitas de estabilidad.

Por otro lado, algunos de los casos fueron considerados por Kolmanovskii y Nosov [27] utilizando
el método de D-Particiones. Sin embargo, las regiones de estabilidad son solamente esbozadas, sin

presentar los argumentos analiticos y las expresiones explicitas de las fronteras de estabilidad.
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3.2.1. Casop, =0y g,=0.

Cuando py = g2 = 0 la ecuacidn (3.1) se vuelve una ecuacion libre de retardo, es decir, su funcién

caracteristica asociada f(s) toma la siguiente forma:
fs)=s*—pis—ai.,
f(s) es un polinomio el cual no tiene ceros con parte real positiva si, y s6lo s,
r1<0 y q <0

Asi, la ecuacion (3.1) es exponencialmente estable si, y s6lo si, p; <0y gy <O0.

3.2.2. Casog; =0y g=0.
En el caso cuando g; = g» = 0, el cuasipolinomio f(s) dado por (3.2) toma la forma

fs)= s — pis— pase .

Es claro que, f(s) posee un cero en el origen y por consiguiente es inestable.

3.23. Casop; =0y p,=0.

Cuando p; = g = 0, el cuasipolinomio f(s) dado por (3.2) toma la forma siguiente:
fls)=s*—qi—que™™.

Observemos que de nuestro andlisis de los casos cuando tres pardmetros son igual a cero, se sigue
que si g =0 0 g» = 0, entonces f(s) es inestable.

Por otro lado, si 2 = 0 entonces f(s) = s> — (g1 + ¢2) es inestable.

Proposicion 3.2
Supongamos p; =0, p, =0y h > 0. Todos los ceros de f(s) dado por (3.2) tienen parte real

negativa si, y s6lo si, (¢2,q1) pertenece a la region I', véase Figura 3.6, cuya frontera en el
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espacio de pardmetros (¢2,q;) estd dada por

km\ 2
q1+ (7) ] 241 € [q1q16-1) .k = 0,1,2,..-}

U{(q2.q1) : g2 = 0}, (3.10)

dl' = {(6]2,%) gy = (—1)*!

donde g1, -1 =0 y g esta dado por

[(k+1)* + k*] 72
2h? ’

qik = — k=0,1,2... (3.11)

A1

/

Figura 3.6: Region de estabilidad T en el espacio de pardmetros (g2, ).

Demostracion. Observemos que s = 0 es un cero de f(s) si, y s6lo si g = —¢». Ahora, suponga-

mos que f(s) tiene ceros imaginarios puros s = i, ® € R, es decir,
fio) = (iw)? — g1 — g "M@ =0

Usando la igualdad de Euler ¢/ = cos(6) +isin(6) y separando parte real e imaginaria en la

ecuacion anterior se tiene

—w* —q1 — qrcos(wh) =0, (3.12)
g2sin(wh) =0. (3.13)
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Si g» # 0, entonces (3.13) se satisface cuando sin(a)h) = 0, equivalentemente, @, = 5-, k =

0,1,2,... Sustituyendo estos valores de wy en (3.13) tenemos

—(%ﬁ)z—ql —(=1)fg2=0.

2
q1 + <%ﬂ> ] . (3.14)

La ecuacion (3.14) define rectas al variar g, que en conjunto con la recta g, = 0, dividen el espacio

Entonces,

g = (_1)k+1

de pardmetros (g2,q1) en un conjunto infinito de regiones abiertas conexas tales que para cualquier
par (g2,q1) dentro de cada una de las regidnes, el cuasipolinomio f(s) tiene el mismo nimero de
ceros con parte real positiva.

Para caracterizar explicitamente los puntos (cruces) donde se intersecan las rectas, consideremos
2 rectas consecutivas determinadas por (3.14), para k y k + 1. Célculos sencillos muestran que los

puntos de interseccion para g estan determinados por (3.11) mientras que para g, tenemos

2k +1)7?

= (—1)k (Zk+ Dz ,

= (-0 2

donde definimos el punto (g2,—1,¢1.—1) = (0,0). Utilizando el criterio de Mikhailov, mostramos
que para cualquier (g,q1) perteneciente a la regién Ty, véase Figura 3.7, f(s) no tiene ceros con
parte real positiva. Definiendo I' £ T, cuya frontera est4 dada por (3.10), determinamos explicita-

mente la region de estabilidad. 0

a I

T q2
0 F3

I'2

(‘h,m t]l.o)

Iy

(q2.1, (11,1)

(QZ‘27 qu)

I'2

L

Figura 3.7: Particion del espacio (¢2,91), en regiones I';, j =0,1,...
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3.24. Casop; =0y q;=0.
Cuando p; = g1 = 0, el cuasipolinomio f(s) dado por (3.2) toma la forma

f(s) = s> —qoe s — pase™ .

De nuestro andlisis anterior cuando tres pardmetros son igual a cero, se sigue que si g =00 py =0,
entonces f(s) es inestable. Por otro lado, si # = 0, entonces f(s) = s> — g — pas es estable si, y

solo si

g2 <0y p» <O0.

Proposicion 3.3
Supongamos p; =0, g; =0y h > 0. Todos los ceros de f(s), dado por (3.2), tienen parte real
negativa si, y solo si, el par (g2, p2) pertenece a la region (), véase Figura 3.8, cuya frontera

en el espacio de pardmetros (g2, p2) estd dada por

00 ={(02(0).p2(0)) : @€ [0. - b U{(92.p2) = (0.p2). p2 € (P2(0).P2(57) ) }-

(3.15)

donde ¢>(®) y p2(®) estén dadas por
¢ (0) = —o?cos(wh), (3.16)
p2(®) = —wsin(wh). (3.17)

A Do
g2

Y

Figura 3.8: Region de estabilidad Q) en el espacio de pardmetros (g2, p2).
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Demostracion. Observemos que s = 0 es un cero de f(s) si, y s6lo si, g = 0. Ahora, suponiendo

que f(s) tiene un cero puramente imaginario s = i@, ® € R, tenemos
fio) = 5> — gpe @) — pz(iw)e_h(iw) =0.
Utilizando la igualdad de Euler y separando la parte real e imaginaria se tiene

—* — pywsin(wh) — gacos(wh) =0,
—procos(wh) + g sin(wh) =0.
De (3.18) y (3.19) obtenemos la parametrizacion dada en (3.16)-(3.17), es decir,
¢ (0) = —0?cos(wh),

p2(0) = —wsin(wh).

(3.18)
(3.19)

Esta parametrizacion define una curva continua en el espacio (g2, p2) cuando @ varia desde cero

hasta infinito.

Observemos que la curva comienza en el punto (g2(0),p2(0)) = (0,0). Para determinar analiti-

camente el comportamiento de la curva cuando @ crece, vamos a determinar si la curva intercepta

al eje p; del espacio (g2, p2). Estas intersecciones estdn determinadas por las soluciones de la

ecuacion

0 (0) = —w?cos(wh) =0.
Las soluciones de la ecuacion anterior son

(2k+1)m

, k=0,1,2,...
2h

Wy =

Para estos @y, tenemos que

T

pa(e) = (=) (2k+1) 5

Para k par se tiene que po (@) < 0. Mds atin, se satisface que

p2(@p) > pa(@y2), k=0,2,...

Para k impar se tiene que p (@) > 0. Mds adn, dados @y < g2, entonces pr (@) < p2(®i2),

para k=1,3,...
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De lo anterior, se sigue que la curva continua describe una espiral creciente orientada en direccion
contra reloj, cuando @ crece, véase Figura 3.9.

Asi, lacurva (3.16)-(3.17) y larecta g» = 0, dividen el espacio de pardmetros (g2, p2) en un nimero
infinito contable de regiones ();, j=0,1,..., véase Figura 3.9.

Utilizando el criterio de Mikhailov, encontramos que la region () es la regién donde f(s) no posee
ceros con parte real positiva.

Definiendo Q) £ ), cuya frontera estd definida por (3.15) concluimos la demostracion. OJ

3T

Q4 /2—_’\ qf

(o

3%
2h

Figura 3.9: Particion del espacio de pardmetros (g2, p2), en regiones () »J=0,1,..

Debido a que en este caso (p; = 0y g1 = 0) el cuasipolinomio (3.2) es estable para h = 0, si, y

s6lo si g» < 0y p> <0, un problema importante en las aplicaciones es el siguiente:

Sean g5, <0y py, <0 dados, encontrar el valor minimo del retardo ho > 0 tal que el sistema (1.4)

es inestable.

Este valor hg > 0 se conoce como el margen de estabilidad de retardo del sistema, ya que para
cualquier & € [0,hp), el sistema es estable.

Existen varios métodos para resolver este problema, a continuacién mostraremos como dicho pro-
blema puede resolverse a partir del resultado mostrado de la caracterizacion analitica de la regiéon

de estabilidad dada por () en (3.15).
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Primero observemos que si 2 — 0, entonces () tiende al tercer cuadrante del plano (g, p2), mien-
tras que () tiende al origen del plano (g2, p») cuando i — co.

Asi, dado el par (g2, p2,) con g2, <0y pa, <0, existe un kg tal que (g2, p2,) € IC), donde Q) es
la region de estabilidad correspondiente a .

Lo anterior implica que existe @y € <0, 2—2()) tal que

42y = — @ cos(@ohy) (3.20)
P2, = —psin(wphp) . (3.21)

Se sigue que
q%o + a)gp%() = (1)6t cos? (woho) + a)g sin? (mphy)

0, equivalentemente:

402 o
Wy — OyP3, — 42, = 0.

Es claro que existe @y tal que la ecuacion anterior se satisface.

Por otro lado, de (3.20) y (3.21) se tiene que

tan(phg) = P2
924

0, equivalentemente:

1
hy = — tan™! (_6001?20) :
o 92

Corolario 3.1 Supongamos p; =0, g1 =0, g, <0y p, <0, el sistema (3.1) es exponencial-

mente para h € [0,h), donde

1
hO — _tanil (%) s
@o q2

con @y > 0 la unica raiz positiva de la ecuacién

4 22 2 _
Wy — Oy, =42, = 0.
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3.2.5. Casop; =0y g,=0.
Cuando p; = g, = 0, el cuasipolinomio f(s) dado por (3.2) toma la forma

2 —h
f(s)=s"—q1— pase ™.
De nuestro andlisis cuando tres pardmetros son igual a cero, tenemos que si g1 = 0 o p» =0,
entonces f(s) es inestable. Por otro lado, si & = 0, entonces f(s) = s> —q; — pas es estable si y

solo si

q1 <0y p»<O0.

Proposicion 3.4
Supongamos p; =0, g =0y k> 0. Todos los ceros de f(s) dado por (3.2) tienen parte real
negativa si, y sélo si, (p»,q1) pertenece a la regién A, véase Figura 3.10, cuya frontera en el

espacio de pardmetros (p2,q1) estd dada por

IA ={(p2.q1) : p2 =0} U{(p2.q1) : 1 = 0} U

2k+ 1) 2k+1)x
U{(PZ’QI) tq1 = _(Zh) (—1)kP2+(2h) . P2 € (P2ik—1-P2k] k= 0’1---} (3.22)
donde py 1 = 5 y pay estd dado por
KT
pr= (=17 k=0.1.. (3.23)
A M

b2

‘V;
A

Figura 3.10: Region de estabilidad A en el espacio de parametros (pz,q1 ).
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Demostracion. Observemos que s = 0 es un cero de f(s) si, y s6lo si, g; = 0. Luego, suponiendo

que f(s) tiene un cero imaginario puro s = i®, ® € R, tenemos
f(i0) = (i0)? — g1 — pa(io)e @) = 0.

Usando la igualdad de Euler y separando la parte real e imaginaria

—w? — pywsin(wh) —q; =0, (3.24)
—procos(wh) =0. (3.25)
Si pp # 0, entonces (3.25) se satisface si, y s6lo si, cos(@h) = 0, o equivalentemente, & = (Zk;hl)”,

k =0,1,.... Sustituyendo en (3.24) obtenemos

_[@k+1D)x7? k+ 17 B
ql——{—% }—(—1) {—2}1 }pz, k=0,1,.. (3.26)

La ecuacion (3.26) define un nimero infinito contable de rectas en el plano (p2,q), que en con-
junto con las rectas p» = 0y g1 = 0 dividen el plano en un conjunto (infinito contable) de regidnes,
donde para cualquier par (p»,q;) dentro de cada regién tiene la propiedad de que f(s) tienen el
mismo nimero de ceros con parte real positiva. Similar a la Proposicién 3.2, para determinar ex-
plicitamente los cruces de las rectas, consideremos dos rectas consecutivas definidas por (3.26), es
decir, paraky k+ 1.

Célculos sencillos demuestran que los puntos de interseccion estdn determinados por (3.23), mien-

tras que para g ; tenemos

7[2

et (3.27)

gix=—(2k+1)(2k+3)
donde definimos el punto (p2,—1,g1,-1) = (5.0).
Utilizando el criterio de Mikhailov, mostramos que para cualquier (¢2,q;) perteneciente a la regién
A, cuya frontera estd dada por (3.22), se tiene que f(s) no tiene ceros con parte real positiva, por

consiguiente es la region de estabilidad. 0

Al igual que en el caso anterior de la Proposicion 3.4 debido a que en este caso (p; =0y g2 = 0)
se tiene que el sistema es estable para h = 0 si, y s6lo si g; <0 y p> <0, tiene sentido analizar el

problema del calculo del margen de estabilidad del retardo, es decir, el problema es el siguiente:
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Dados q1, <0y p>, <0, encontrar el valor minimo del retardo hy > 0 tal que el sistema es ines-

table.

Primero observemos que es suficiente considerar la primer recta determinada para k = 0

T T —7T
qiy, = _2_h() (P2O + Z_h()) » P2y € (70,()) ) (3.28)

ya que si g — 0 entonces A tiende al tercer cuadrante del plano (pz,q;) y por otro lado, A tiende
al origen del plano (p2,q1) si hg — .
Luego entonces, calculos sencillos de la ecuacién (3.28), muestran que el valor de A se determina

mediante la expresion

__ T 2
ho = g <P20 +1/P3, —4611()) :

0

Corolario 3.2 Supongamos p; =0, g2 =0, g1, <0y p, <0. El sistema (3.1) es exponencial-

(on +1/P3, —46110> :

mente para h € [0, hg), donde

T
ho = —
4q,

0

3.2.6. Casop, =0y q;=0.

Proposicién 3.5
Supongamos py =0, g; =0y h > 0. Todos los ceros de f(s) dado por (3.2) tienen parte real
negativa si, y solo si, el par (g2, p1) pertenece a la region Y, véase Figura 3.11, cuya frontera

en el espacio de pardmetros (g2, p1) estd dada por

Y = {(qz,pl) Q2 = O}U {(qz((l)),pl((z))) N ONS (0,%)}, (3.29)

donde ¢>(®) y p1(®) estén dadas por:

CO2
p(w) = ~cos(@h)’ (3.30)
pi(®) = —otan(wh). (3.31)
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Figura 3.11: Region de estabilidad Y en el espacio de pardmetros (g2, p1).

Demostracion. Cuando py = g1 = 0, el cuasipolinomio f(s) dado por (3.2) toma la forma

fs) =5 —pis—qe™

Observemos que s = 0 es un cero de f(s) si, y s6lo si, go = 0. Por otro lado, f(s) tiene ceros

puramente imaginarios, es decir, s = i@, ® € R si
f(io) = (io)? — pi (in) — gre @) =0 .
Usando la igualdad de Euler y separando las partes real e imaginaria tenemos
—w* —gacos(wh) =0, (3.32)
—p1@+¢gasin(wh) =0. (3.33)
Resolviendo (3.32) y (3.33) para g2 y p; se obtiene la parametrizacion dada por (3.30)-(3.31) res-

(2k—1)7 (2k+1)7r)
2h 2k

pectivamente. Esta parametrizacién define curvas en el plano (g2, p; ) para @ € (
k=1,2,... Enel caso de k = 0 la curva esta definida para @ € (O, %) .
Observemos que (g2(®), pi(®)) — (0,0) cuando @ — 0 mientras que (g2(®), p1(®)) — (—o0, —c0)
cuando @ — 5.

De (3.30) se deduce que ¢ (@) # 0, es decir, las curvas dadas por la parametrizacién (3.30)-(3.31)
no intersectan la recta g, = 0. Por otro lado, de (3.31) se tiene que las curvas (g2(®), p2(®))

intersectan la recta p; = 0 en w; = kh—”, para k = 1,2,..., mientras que

o ()= ()
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determina el valor de g, (@) en el cruce con la recta p; = 0.

En general, la parametrizacion (3.30)-(3.31) tiene las siguientes propiedades:

= Para k impar tenemos

Iim  (g2(®),p1(@)) = (0,00) ,
w_>(2k—l)7r
2h

lim  (q2(®@), p1(@)) = (o0, —o0) .
w~><2k;11)ﬂ

= Para k par tenemos

lim  (q2(®),p1(@)) = (—o0,0),
wﬁ)(2k—1)n:+
T2

(—o0, —o0) .

im  (g2(@),p1(®))
w_)(2k2+hl)n

Por tltimo, usando el criterio de estabilidad de Mikhailov se determina que Y es la regién de

estabilidad cuya frontera estd definida por (3.29). [

Debido a que cuando i = 0, el sistema (3.1) es exponencialmente estable si, y so6lo si p; < 0
y g2 < 0, al igual que los casos anteriores tiene sentido determinar el margen de estabilidad del
retardo, es decir, considerar el siguiente problema:

Dados p1, <0y g2, <0, el problema consiste en encontrar ip > 0y @y € <0, Z—ZO), tales que

2
Q)
q2y — -—2 Yy Piy= —(D()tall((l)()ho).
cos(mphp)
Calculamos
2 2 0 ) ) sin®(@yho)
Do = P1o%0 = cos?(woho) cos?(woho)
oy 2
= 1 — h
COS2(C()()]’Z()) [ Sin ((D() 0)}

Entonces, @y satisface la ecuacion



Es claro que la ecuacion anterior tiene una solucion real @y > 0. Para esta @y > 0 se tiene que

tan(wpho) = —%,

0, equivalentemente

- P1g
woho = tan ! (——) ,
)

y por lo tanto

1
hy = —tan"! (—&) .
0 W

Corolario 3.3 Supongamos p, =0, g1 =0, p;, <0y g, < 0. El sistema (1.4) es exponencial-

1
ho = —tan~! (—&) ,
o o

con @y la Unica raiz positiva de la ecuacién

mente para h € [0, hg), donde

4, 2 2 2 _
@y + p1,@) — g2, = 0.

3.3. Casos con un parametro igual a cero

En esta seccién abordaremos el problema de determinar la region de estabilidad de la ecuacién

(3.1) en el caso cuando un pardmetro es igual a cero.

Consideraremos el caso cuando p, = 0, es decir, estudiamos la ecuacion diferencial de segundo

orden con retardo siguiente:

x(t) = p1x () + q1x(t) + qox(t —h), t>0, (3.34)

La ecuacién anterior puede describir el problema de control de un sistema mecanico de un grado

de libertad sujeto a una accién de control de tipo proporcional con retardo descrito en la forma

siguiente:

X' (1) + 28 @ (1) + 02x(1)

I
<
—~
~
|
iy
~—

(3.35)

u(t) = kpx(t). (3.36)
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Claramente, el sistema de control en lazo cerrado (3.35)-(3.36), es un caso particular de la ecuaciéon
(3.34) donde

p1=-20w, q= —a),% Yy q2=kp.

Por otro lado, el problema de control (3.35)-(3.36) también puede ser interpretado como el pro-
blema de disefio de un resonador retardado mediante una retroalimentacion de posicién, donde el
retardo 4 > 0 es introducido intencionalmente para inducir soluciones oscilatorias al sistema me-
cénico de un grado de libertad atin en presencia de amortiguamiento.

Para aplicar el método D-particion a la ecuacion (3.34), necesitamos seleccionar una combinacion
de dos parametros de las 3 posibles combinaciones. Motivado de las anteriores aplicaciones de
ingeniera de control escogeremos los pardmetros ¢, y ¢ y caracterizaremos las regiones de estabi-
lidad en el plano (g2,q1). Es claro que la caracterizacién de las regiones de estabilidad dependera
del pardmetros p;.

Asi, el problema que deseamos resolver para la ecuacion (3.34) es el siguiente:

Encontrar condiciones analiticas sobre el pardmetro p| que determinan todas las posibles geome-

trias de la region de estabilidad en el espacio de pardmetros (q2,q1 ).

Mostraremos que la solucidén al problema consiste en que existen tnicamente dos geometrias posi-
bles de la regi6n de estabilidad en el espacio de pardmetros (g2,q) las cuales estdn determinadas
parap; <0y0<p; < %, respectivamente.

Observemos que cuando p; = 0, la region de estabilidad es precisamente la regién I' determinada
explicitamente en la Proposicion 3.2

El cuasipolinomio asociado a la ecuacion (3.34) es

S

f(s)=s*—q1—pis—qae™™.

Observemos que s = 0 es un cero de f (s) si, y s6lo si,go = —qy. Por otro lado, si & = 0, entonces

el polinomio f(s) = s? —q1 — p1s — g2 es estable, si, y s6lo si
p1<0 y q1+¢2<0.

Ahora supongamos que s = i@, ® € R4, es un cero de f(s), es decir

f(i0) = (i0)? - pi1 (i) — g1 — g "1®) =0 .
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Usando la igualdad de Euler y separando parte real e imaginaria tenemos

—w* — g1 — gz cos(wh) =0, (3.37)
—p1®+ g sin(wh) = 0. (3.38)

Resolviendo (3.37) y (3.38) para g» y ¢q; obtenemos

p(w) = -1 (3.39)

~ sin(wh)’
picos(wh) }
sin(wh)
La parametrizacion (3.39)-(3.40) define un numero infinito contable de curvas definidas para
oe (4, 805) k=0,1,..

q1(0) =—- {w + (3.40)

h >

Observemos que (g2(®),p2(@)) — (5, =) cuando @ — 0. Ahora analizaremos la curva
(q2(®), p2(®)) cuando ® € (0,%).
Si p1 < 0, entonces (g2(®),p2(®)) — (—oo,00), cuando @ — ¥~ . Para determinar el comporta-
miento asintético, definamos
A q1(®) 1 :
= = —— |wsin(wh) + picos(wh)], (3.41)

@~ ol (wh) (wh)]

Observemos que o (%) = 1. Luego entonces, la recta g; = ¢», con g, < 0, es la asintéta de la curva

o)

(q2(),p2(®)) cuando @ — 7.

Ahora, buscamos soluciones de la ecuacion a(®) = 1, para o € (0, %), Notemos que a(®) = 1

P (“’l) , (3.42)

si, y s6lo si

0] 2
La Figura 3.12 muestra que existe @ € (0,%) tal que a(®) = 1 o, equivalentemente, q;(®) =
02 (D).
En conclusién: la curva (g2(®), p2(®)) definida para @ € (0,%), inicia en el punto (5L, =2L)
intercepta la recta ¢q; = ¢», y posteriormente tiende asintéticamente a la recta g; = g, con g2 < 0,
véase Figura 3.13.
Ahora consideremos el caso cuando p; > 0. En este caso tenemos que (g2(®), p2(®@)) — (o0,0),
cuando @ — 7. Claramente o (%) = 1, luego entonces, la recta g; = g, con g > 0, es la asintéta

de la curva cuando W — %7, véase Figura 3.13.

Ahora busquemos soluciones de la ecuacién o (F) = —1 para @ € (0,%). Notemos que a(®) =
—1 51, y solo si
oh ()
tan (—) =—. (3.43)
2 pi



=9
|
|
|

Figura 3.12: Grifica de tan (“’7) y —+ con p; <0 para @ € (0, 57”)

w

La ecuacion anterior se puede reescribir como

o(%)-(#)(3)

Como tan(x) = x si, y sélo si x =0y tan(x) > x, para todo x € (0, 2h) se sigue que:

(2)(35)<(%) (). o<0D)

lo que implica que no existe solucion de la ecuacion (3.43) en el intervalo o € (0, %)

2)6)-3)

lo que implica que debe existir una solucién de la ecuacién (3.43) en el intervalo @ € ((), %) Ast,

.2
<<
Si o S 1, entonces

Por otro lado, si ﬁ > 1, entonces

de manera natural, surge que tenemos que considerar por separado los siguientes dos casos cuando

p1>0:
2 2
0< < = b > —
a) O<pi<L y b)prz,.
Sf 0 < pi < 7, entonces existe @ € (0,%) tal que a(®) = 1 o, equivalentemente, g;(®) =
—q2(®). Asi, la curva (q2(®), p2(®)) definida para @ € (0, %), inicia en el punto (5L, =) in-
tercepta la recta g = —¢», y posteriormente tiende asintéticamente a la recta g; = g, con g > 0,

cuando @ — %7, véase Figura 3.13
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Por otro lado, si p; > % entonces no existe ® € (0, %) tal que ot(®) = 1y en consecuencia la curva
—Pi
h

(¢2(®), p2(®)) definida para @ € (O, %), inicia en el punto (%,

alarecta g1 = g, con g > 0, cuando @ — %_, véase Figura 3.13

) y sOlo tiende asintdticamente

De lo anterior se sigue que la primer curva definida por la parametrizacion (3.39)-(3.40) para
(OXS (O, %) tiene 3 distintas geometrias dependiendo del valor del pardmetro p;, véase Figura 3.13.

Como veremos este hecho genera 3 distintas geometrias de las regiones de estabilidad para la ecua-
cion (3.34).

we (0,1 M we(og

Figura 3.13: Comportamiento de la curva (¢2(®), p2(®)), @ € (0,%), parap; <0,0<p; <% yp; > 7.

Ahora analicemos el comportamiento de la funcién a(®) en cada uno de los 3 casos posibles
para los intervalos de @ € (’2—”@) Observemos que o (W) = (—=1)**!. Analicemos

las soluciones de ot(®) = 1, es decir,

y las soluciones de o(w) = —1, es decir,
. (wh) 0]
an| — | = —
2 P1
Si p1 < 0, entonces en cada intervalo <kh—”, (th)n , con k impar, existe @ tales que o(dy) = —1.
Asi mismo, para cada cada intervalo (’%, (th)”), con k par, existe @ tales que oc((bk) =1,

véase Figura 3.14.



|
|

N,
2m 3 4T 5t 7
h
= <0
_m (p1<0)

Figura 3.14: Grfica de tan (%), =2 y o para® € (0,2%), y p1 <0.

()

k+1 )
Abhora, consideremos el caso 0 < p; < h, entonces en cada intervalo (7” ( +h M), con k impar,
(k

existe @ tales que a (@) = 1. Asi mismo, para cada cada intervalo ( T +h L > con k par, existe

@ tales que o (@) = —1, véase Figura 3.15.
A
‘\pﬁl (m<3)
z 2n 3_7T
h h h >

Figura 3.15: Grifica de tan(%) - y <> para® € (0 ) yOo<p < h

Cuando p; > 2, tenemos el mismo escenario que el caso anterior, con excepcién del primer inter-
valo (0,%), donde no existe solucién (@) = 1.

Ahora, calculemos la derivada de la funcién o/(®)

a'<w>=—pi1[m< ) —n(0)], (3.44)
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donde m(®) = whcos(wh) y n(®) = (p1h— 1) sin(wh).
De manera que o’ (@) = 0 si, y s6lo si, m(®) = n(w) o, equivalentemente,
wh
(p1h—1)

La Figura 3.16 ilustra la ecuacién anterior para los tres casos posibles de valores para p;.

= tan(wh), (3.45)

(O<p1<}—2L)

Figura 3.16: Grifica de tan (wh) y

=N

pl(th parawG(O,%), conp1<0,0<Pl<% yp2

Si p1 > 0, entonces en cada intervalo <k7”, (k+hl)”> , existe @ tal que o’ (w*) = 0. Més atin, o’ (©*)

es un mdximo local para k par y o (®*) es un minimo local para k impar.

Sio<p< %, entonces en cada intervalo (kh—”, (th)”>, existe 0* tal que o (@*) = 0. Mds alin,

o/ (®*) es un maximo local para k impar y &’(®*) es un minimo local para k par.

Cuando p; > %, tenemos el mismo escenario que en el caso anterior, con excepcion del primer
intervalo (0, %), donde no existe  tal que o' (@) = 0.

Finalmente, observemos los méximos y minimos de las funciones ¢»(®) y g1 (®) dados por (3.39)
y (3.40) respectivamente.

Tenemos que

, _ picos(wh) B
¢ (o = o (oh) [tan(wh) — wh], (3.46)

%’r, UCJ;P”) excepto

Asi, g5 (@) = 0si, y s6lo si, tan(wh) = wh, de modo que, en cada intervalo (
para k = 0, existe @ tales que ¢4 (@) = 0.

Si p1 <0, entonces > (@) es un maximo local para k par y un minimo local para k impar. Mientras
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que si p; > 0, entonces g (@) es un minimo local para k par y un méximo local para k impar.

Por otro lado, al derivar g; (@) obtenemos

2
q1(0) = p {r(w) — p—?] : (3.47)

donde la funcién r(®) estd definida como:

wh — cos(wh) sin(wh)

A
rlw) =
(@) sin® (wh)
kx (k+1)m _ . _ . . :
para @ € ( 55, , k=0,1,...,. Entonces, si ¢} (a)) = (0 se satisface, es equivalente a analizar
las soluciones de la siguiente ecuacion:
2w

r(o) (3.48)

o
Bajo la hipdtesis sobre p; analicemos donde se satisface esta igualdad. Primero analicemos la
funcién r(®). Usando la igualdad trigonométrica sin(2wh) = 2cos(wh)sin(wh) y el hecho que

2wh > sin(2wh), paratoda @ > 0, se sigue que r(®) > 0. Ademds, r(®) — 0 cuando @ — 0 y

r(®) — oo cuando ® — kh—”, k = 1,2,... Luego, al derivar r(®) tenemos

2hcos(wh)
r(w) = —————2[tan(wh) — 0h] . 3.49
Se tiene que, (@) =0 si, y s6lo si, tan(wh) = wh, de modo que, en cada intervalo <kh—”, (k+hl)ﬂ
excepto para k = 0, existe @y tales que r’(®;) = 0. Adicionalmente, se tiene w; — (2](;—,11)” con-

forme k incrementa. Entonces r (@) — @wph.

Por otro lado, para el caso 0 < p; < %, tenemos que i)—‘;’ > wh paratoda @ > 0, entonces existen

* km o * o (k+])7‘£ 2 .
) € (T’wk) y Of; € <a)k, 7 , véase Figura 3.17.
. . ‘s . 207 _ /
Estas frecuencias satisfacen la ecuacion (3.48), es decir, r(a)]*’ L) = p~1” , por consiguiente g, <wzk> =

0, para j =0,1 yk=1,2,... Enel caso de w € (0, %) existe @y tal que satisface la ecuacién

r(oy) — 2%6 =0 o, equivalentemente, ¢} (@}) = 0.
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3 2n 57 3
2h, h 2h

Figura 3.17: Griéfica de r(®) y su interseccién con la funcién i—‘l", para (0, 37”) con0 < p; < %

Cuando p; > 2, tenemos el siguiente comportamiento ilustrado en la Figura 3.18

A
‘ — r(w)
| W
| p1
1 ----tan(wh)
| wh
!
[
|
| _,./-""/
/
/
/S
/ » i /‘/ ’./'
e -
= w
i — /i 3 P By //3i’
2h h 2h h 2h h

Figura 3.18: Griéfica de r(®) y su interseccién con la funcién %610’ para (O, 37”) con p; > %

Cuando p; < 0, tenemos el siguiente comportamiento ilustrado en la Figura 3.19
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| ——)

A |
| |
| | ----tan(wh)
| [ ... wh
[ ' }
| | Jr(wé))
| f |
} r(wi) |
J ol |
/ / /
/ ' 3
o - / s - ]
T g b g_h 27 = g_h
.................... . o )
/ ___________________ / 2w
/ A “ o

Figura 3.19: Grifica de r(®) y su interseccién con la funcién %610’ para (0, 37”) con p; < 0.

En ambos casos se tiene r(®) > i—‘f lo que implica que:

» ¢'(w) <0, cuando p; <0, es decir, la funcién g; () es decreciente

» ¢ (w) >0, cuando p; > 2 es decir, la funcién ¢, () es creciente.

Con todo el andlisis anterior de las propiedades de las funciones ¢ (@), g2(®) y o(®) podemos

ya presentar los resultados sobre la region de estabilidad para el caso de la ecuacién diferencial

(3.1) cuando p, = 0.

(i) Caso p; <0

Proposicion 3.6
Supongamos py =0, >0y p; < 0. Entonces, todos los ceros de f(s) dado por (3.2) tienen

parte real negativa si, y s6lo si, el par (g2,q1) pertenece a la region T', véase Figura 3.20 ,

cuya frontera en el espacio de pardmetros (¢»,q1) estd dada por

T ={(q2.91), 1 = —q2. 92 € [92(0), 42 ()]} U
U{(92(@),q1(®)), @ € (@,00,1)} U{(q2(®),q1(®)), ® € [0,@00]} U

U {(qz(a)),ql(w)) ONS [(D]’k,(x)()’k+2] , k=20, 1,2,...},

(3.50)
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donde ¢2(®) y ¢1(®) estan dados por (3.39) y (3.40) respectivamente, mientras que @ €

(’%, Uﬁ;””) y 01k € (W, @) ,k=0,1,2..., son las soluciones a la ecuacion

(72 (@0x),q1 (00k)) = (g2 (@14) .1 (@1k)) 5 (3.51)

y @ es la solucién a la ecuacion

0] wh T 2%
— —t —, — — . 3.52
14 an(Z) w€<h h) =2
Ad1
2
/

=

Figura 3.20: Region de estabilidad en el espacio de pardmetros (g2, ) para la ecuacion (3.34) considerando

p1 <0.

Demostracion. Utilizando las propiedades de g1 (@), ¢2(®) y o(®) obtenemos el comportamien-

to de las curvas mostradas en la Figura 3.21

. . k+1
Como se observa en la Figura 3.21 , las curvas en los intervalos (%’T ( +h )n> , para k par se encuen-

tran en el semiplano g, < 0, mientras que para k impar se encuentran en el semiplano g > 0. Esto

se sigue del hecho de que no existe o tal que satisfagan la ecuacién g» (@) — £ (f)’h) =0.

En la Figura 3.21 observamos que cualesquiera dos curvas consecutivas para k par o k impar se

intercepta . Este hecho no se sigue directamente de las propiedades de ¢ (@), ¢2(®) y a(o).

Para mostrar lo anterior, es suficiente corroborar que dos curvas consecutivas se intercepta. Asi,

consideremos las curvas (¢2(®),q1(®)) en los intervalos (£,2%) y (3£ 4Z) respectivamente.
De las propiedades de o/(®) sabemos que existen @}’ € (%” (ktl])”) , tales que ot(®;) es un mi-

. . .. . 2k+1
nimo local cuando k es impar. Adicionalmente, se tiene que @; — ( ;rh )T cuando k — .
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() ©
I4
@w) =-q(w)
/
we (0,7)
we (5. %)
we (3. %) we (5, %)

Figura 3.21: Geometria de las curvas (¢2(®),q1(®)) para @ € (%”, (k+hl)”> ,k=0,1,2,3, con p; <0.

Considerando lo anterior y el hecho que

a<(2k+1)7r> (-1 2k+ 1)

o ) 2h ’
podemos garantizar la siguiente desigualdad
—1>o0(w) > o(w;) .
En la Figura 3.22 se representa la funcién o/(®) y sus minimos locales para k impar.

A

. . .. 4
Figura 3.22: Funcién a/(®) para @ € (0,%F).
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Luegoo entonces, la curva definida para @ € (%, 27”) se encuentra en el semiplano

S={(q1.92) : ¢1 = (o) g2, g2 > 0} ,
mientras que

(q2(03).q1(@3)) € {(q1.92) : 1 < a(@]) g2, g2 >0} .

Entonces, la continuidad de la curva definida para (37” 47”) implica que existen @y, € (% 27”) y

W, € (37”, 47”), véase Figura 3.23, tales que satisfacen

(2(@0.1),q1(@0.1)) = (q2(@1.1),q1(@1.1)) -

En otras palabras, la curva definida para (%, 27”) intercepta a la curva definida (37”, ‘%)

N 1p) &

) o SN (@) aler))
(Q2(W§),q1(w§) \\ \\\\ \\\ \\\
(@) aw;) .
(2) (b)

Figura 3.23: Curvas (¢2(®),q1(w)) para ® € (%,27”) y o€ (37”,47”) (a) El cruce ocurre para @y €

(a){‘, 27”), (b) El cruce ocurre para @y € (@, o).

En resumen, las curvas definidas por la parametrizacién (3.39)-(3.40), sus intersecciones y la recta
g1 = —q», dividen el espacio (g1,¢2) en un conjunto infinito contable de regiones abiertas I';, j =
0,1,...,, véase Figura 3.24.

Utilizando el criterio de Mikhailov se muestra que para todo punto (g2,¢1) € I'0 el cuasipolinomio
f(s) no tiene ceros con parte real positiva. Por lo tanto, definiendo T = I’y cuya frontera estd

definida en (3.50) es la region de estabilidad, concluyendo la demostracion. [
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I’y

Figura 3.24: Partici6n del espacio (¢2,q1 ), enregiones I';, j=0,1...,para p =0y p; <O.

(ii) Caso 0 < p; < 2

Proposicién 3.7

Supongamos p» =0, >0y 0< p; < % Entonces todos los ceros de f(s) dado por (3.2)
tienen parte real negativa si, y s6lo si, el par (g2,q;) pertenece a la region ¥, véase Figura

3.25, cuya frontera en el espacio de pardmetros (¢2,q;) estd dada por

Y =U{(q2.91). a1 = —q2. 92 € [92(0).42 (®)]} U{(2(®).q1(®)), @ € (0,@)}U
U{(q2(0),q1(®)), ® € [@ox, @14], k=1,2,3,..},
(3.53)

donde ¢2(®w) y gi(®) estan dados por (3.39) y (3.40) respectivamente, @y, @) €
(kﬂ (k+1)m

T ) k=1,2,3,... son las soluciones a la ecuacién

(g2 (@0x),q1 (Bok)) = (q2(@14),q1 (D1x)) (3.54)

y @ es la solucién a la ecuacion (3.52), para @ € (O, %)
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A Q1

A5

Figura 3.25: Region de estabilidad en el espacio de pardmetros (g2, ) para la ecuacion (3.34) considerando

0<p1<%.

Demostracion. Utilizando las propiedades de ¢; (@), ¢2(®) y o(®) obtenemos el comportamien-

to de las curvas mostradas en la Figura 3.26

heh
tran en el semiplano g, > 0, mientras que para k impar se encuentran en el semiplano ¢, < 0.

. . k+1
Como se observa en la Figura 3.26, las curvas en los intervalos <k” (kt )n> , para k par se encuen-

En la Figura 3.26 observamos que cualesquiera dos curvas consecutivas para k par o impar no se

. . . .. . k+1)m
intersectan, pero cualesquiera de las curvas se intersectan a si mismas en el intervalo <k7”, ( +h ) )

con k > 0 ya sea par o impar.
. . . . ., . k+1)m
Para mostrar lo anterior, es suficiente mostrar dicha interseccion en cualquier intervalo (k” u) .

h T h
Asi, consideremos el intervalo (%27”) De las propiedades de g»(®) sabemos que existe @] €

(%,2%) | tal que g2 (®7) es un maximo local de g»(®) en ese intervalo.

Por otro lado, sabemos que existen o, ©;; € (%, 27”) tales que ¢; (®;;) es un méaximo local y
¢1 (®]) es un minimo local en el intervalo (7, 27”)

Adicionalmente, se tiene que
Wy < 0] < O .
Entonces, como ¢; (@) es decreciente cuando @ € (@j;, ;) se sigue que
0> q1 (@) > q1 (). (3.55)
Por otro lado, como ¢>(®) es creciente cuando © € (%, of) se sigue que

g2 (@g;) < g2 (@7) <O0. (3.56)
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Figura 3.26: Geometria de las curvas (¢2(®),q1(®)) para o € <k7” (kJrhl)”) ,k=0,1,2, con0 < p; < 2.

De (3.55) y tomando en cuenta que g (@) < 0, obtenemos que

q1 (o)) _a (o))

o (0q) ~ax(0g) o
Por otro lado, de (3.56) tenemos que
1 1
TCHRTICIA
y tomando en cuenta que ¢; (@;) < 0, se obtiene que
g (@) _ q1(o) (3.58)

@ (o) q2(of)
Combinando (3.57) y (3.58) obtenemos la siguiente desigualdad
_qi(o5) _ a1 (@)

a(a)gl) - ¢ (wgl) < qz(wf) = (Z((l)f)

En la Figura 3.27 se ilustra lo anterior
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Figura 3.27: Curvas (¢2(®),q1(®)) para @ € (%”, (th)”), conk=0,1.

Se sigue que la curva (g2(®),q1(®)) para ® € (%,(,) se encuentra en el semiplano

S={(q2.q1) : ¢1 > a(wg) g2, g2 <0},

mientras que

(2(07).q1(a7)) € {(q2.91) : q1 < (o)) g2, g2 <0} .

Entonces, tomando en cuenta que (¢2(®),q;(®)) tiende asintéticamente a la recta g = —ga, con

g2 <0, cuando ® — 27” y dada la continuidad de la curva para @ € (a)lo , 27”) se sigue que existen

@€ (F.05) yd € (wf,%”,), tales que

(q2(@).q1(@)) = (g2(®1),q1()) -

Asi, hemos mostrado que la curva definida para ® € (%, 27”) se intercepta a si misma y en conse-

cuencia esto sucede para todas las curvas definidas en cada intervalo (%’r Uﬁ#) conk>1.

Se sigue que la curva para ® € (O, %), la recta g1 = —¢q» y las curvas y sus intercepciones para
(%”, w> con k > 1, dividen el espacio (g1,¢>) en un conjunto infinito contable de regiones
abiertas Yo ;, ¥ 11, j=0,1,...,, véase Figura 3.28.

Utilizando el criterio de Mikhailov se muestra que cualquier par (g2,¢1) € ¥o,; el cuasipolinomio
f(s) no tiene ceros con parte real positiva.

Por lo tanto, definiendo y £ U 0.j i =0,1,..., es la region de estabilidad, con lo que termina la
5J J g q
J

demostracion. O]
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q1 v
A m T, W3
\112 \IJO,Q
Vo3

Figura 3.28: Particién del espacio (g2,q;) en regiones Yo, j, Y11, j=0,1...,parap, =0y 0 < p; < %

(iii) Caso py > 2

Proposicion 3.8

Supongamos p; = 0, h > 0. Dado cualquier p; > % Yy 41,92 € R, f(s) tiene al menos un cero

con parte real positiva y por lo tanto (3.1) no es exponencialmente estable.

A1

¥

. . .. . 2
Figura 3.29: Partici6n del espacio (g2.41) con p; > 7.

Demostracion. Utilizando las propiedades de g1 (@), ¢2(®) y o(®) obtenemos el comportamien-
to de las curvas mostradas en la Figura 3.30

Como se observa en la Figura 3.30, las curvas no se intercepta a si mismas. Lo anterior es con-

secuencia de que para p; > %, la funcién ¢;(®) es estrictamente creciente en cada intervalo
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Figura 3.30: Geometria de las curvas (¢2(®),q1(®)) para ® € (%”, (k+hl)”> ,k=0,1,2,3, con p; > %

( kn (k+1)7r>

e R )

Debido a lo anterior, y a las propiedades de g2 (®) y ot(®) se sigue que el comportamiento de las
curvas es similar al comportamiento de las curvas para p; < 0.

Explicitamente, cualesquiera dos curvas consecutivas para k par o k se intercepta.

Las curvas (3.39)-(3.40), sus intercepciones y la recta g = —g; dividen el espacio (g2,¢1) en un
conjunto infinito contable de regiones abiertas ¥;, j = 1,2,...,, véase Figura 3.31, los cuales con-
tienen un segmento de la recta g; = 0.

De la Proposicién 3.5, en el caso cuando py =0 y g1 = 0, resulta que f(s) tiene al menos un cero
con parte real positiva cuando p; > 0.

Lo anterior implica que para cualesquiera (¢2,q;1) € ¥, para todo j = 1,2,..., se tiene que f(s)
tiene al menos un cero con parte real positiva. En otras palabras, no existe region de estabilidad lo

que concluye la demostracion. [

Observacion. Las Proposiciones 3.6, 3.7 y 3.8 caracterizan completamente las regiones de estabi-
lidad, y su geometria, de la ecuacién diferencial de segundo orden con retardo (3.1) cuando p; = 0.

Hasta donde sabemos estos resultados no han sido reportados, en la literatura.
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\ ‘I’/ ¢ |

vy

Figura 3.31: Particion del espacio (g2,q1) para el caso p, =0 con p; > %

3.4. Caso ningin parametro igual a cero

En esta seccioén consideramos el caso de la ecuacion (3.1) cuando p; <0y g1 <0, el cual es de

bastante importancia en las aplicaciones de control y disefio de resonadores retardados. De hecho,

motivado de las aplicaciones escogemos el plano (g2, p2) para determinar la regién de estabilidad.

El siguiente Lema tiene un papel importante en el resultado principal para la caracterizacion de la

region de estabilidad.
Lema 3.1 Dados cualesquiera p; <0 y 0 < A&, la funcién

_ @cos(wh) — p; sin(wh)

V(o , 3.59
(@) 1 —cos(wh) (3-59)
tiene un minimo local en @, € <(2k4};1)”, Qkf”) , donde @;, k=0,1,2,..., son las solu-

ciones a la ecuacion
wh

cot <7) =i(w), (3.60)

para @ € (2"7”, (2k—|};2)7r) , k=0,1,2..., donde 7i(®) estd dado por

(o) = Pt cos(@h) (3.61)

wh

Abhora, dado ¢; < 0, satisfaciendo la siguiente desigualdad:

RY3
—q1 < —p1 < o (3.62)
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« (Qk+1)m (4k+3)7
entonces @, e( =

k=0,1,.., (3.63)

Demostracion. Es claro que, la funcién v(®) y su derivada

iv(w) = *:’(wh) [ﬁ(a))—cot (%h)]

dw
donde ﬁ(a)) estd dada en (3.61), estdn bien definidas para ® # Zk—”, k = 0,1,... Entonces,
v () = 0si, y sélo si la ecuacién cot (%) = ii(®) se satisface para algin ® € <2k” (2k:2)n> ,
k=0,1,2...,
La funcion cot (%h) satisface que cot( ) — 400 cuando @ — 2’;1” y cot( ) — —oo cuando

w— Zk” . Ademas, cot (7) =0 si, ysélosi, ® = M k=0,1,..., véase Figura 3.32.

Por otro lado, la funcién 7i(®) depende del valor de pj, por lo cual consideramos lo siguientes

Casos:

(i) p1 < —3. En este caso, pih+ cos(wh) < 0 entonces i1(®) < 0 para ® > 0. Més adn,
i(®) — 0 cuando @ — oo.

En este caso i1(@) = 0 para @ = £Z y ii(w) < 0 para ® # 2%, k= 0,1, ...

==

(it) pr=—3.

(iii) p1>—3: Enestecasoi(®)— —cocuando ® — 0". Ademds existen y € <2k” (Zkzz)”>

tales que 7i( @) = 0, de modo que la funcién es oscilatoria.

De lo anterior, se concluye que existen @; € (wjl)n, Qk;””), véase Figura 3.32, tales que
(o) =0, k=0,1,.. Mds atn, como (@) < cot (%), para € (%X, w;), entonces 7' (@) < 0,

mientras que 7i(®) > cot (%) para @ € (0);, (2’(4}:2)%) , implica 7’(®) > 0, y, por lo tanto, v(®)

tiene un minimo local en ;’, k =0, 1, ...

Ahora, notemos que cot <(4k;h3)”> =—1, k=0,1,..., mientras que
_((4k+3)m 2pih (3 2p1h
n = >\ 57 | =5 -
2h (4k+3)m 2h 3rm

Por consiguiente, si la condicién (3.62) se mantiene, entonces 7 (M> > —1y como cot (“’Th)

2h
(2k+D)m (2k+2)7r> (4k+3)7
R > h :

, S sigue que @; < ~—;

es decreciente para @ € (
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Calculos directos de cot <w§h> =i () conllevan a

o hsin (w;h)

1— W h) = .
cos (@;h) pih+cos (@} h)

Usando esta igualdad, se puede llegar a la siguiente expresion

P2
V(o) =—"-+8(w),
k
donde
cos (wh)

6 (o) = [p1 (@gh —sin (g h)) + @y cos (ogh)] -

o} hsin (o} h)

Como wh—sin(w/h) <0, sin(w;h) <0, cos(w;h) <0 y p; <0, entonces § (w) <0, loque

implica que

2
v(w;)gﬁgﬂ

*
0y @y

para k =0,1,..., terminando asi la demostracion. O]

Figura 3.32: Gréfica de i(®) y cot (%) para € (0,2).
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Proposicion 3.9
Supongamos p; <0 y g; <0 con & > 0 satisfaciendo las desigualdades

—n<-p <=y pi<(V2+1)>3qh. (3.64)

Entonces todos los ceros de f(s), dado por (3.2), tienen parte real negativa, si, y sélo si, el
par (g2, p2) pertenece a la region ©, cuya frontera en el espacio de pardmetros (g2, p2) estd

dada por

90 = {(q2(®), p2(®)) : @ € (0, 0]} U{(q2.p2) = (91, p2) p2 € (p2(0), p2(®))},

(3.65)
donde ¢»(®) y p2(w) estén dadas por
72(®) = prwsin(wh) — (0* +q1) cos(h),. (3.66)
1
(o) = —— [(®* + q1) sin(®h) + pyocos(wh)], (3.67)
y @ es la solucidén de la ecuacién
q1  pisin(oh) — wcos(wh) T
L , 0,~). 3.68
® cos(wh) — 1 @< ( h) (3.68)
IV

o

Y
Figura 3.33: Region de estabilidad en el espacio de pardmetros (g2, p2) de la ecuacién (3.1) para p; < 0,

g1 < 0 satisfaciendo la condicién (3.64).
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Demostracion. Observemos que la curva dada por la parametrizacion (3.66) y (3.67) satisface que
(@2(®),p2(®)) = (—q1,—q1h.p1), cuando @ — 0. Entonces la curva comienza sobre la recta
92 = —4q1.

Para conocer si existen mds cruces de la curva con esta recta es necesario analizar cuando ¢ (@) =
—q1 , lo cual es equivalente a analizar la ecuacién 7(@) = v(®), donde v(®) estd dada en (3.59)
del Lema 3.1y 7(w) = %. Asi, bajo la condiciéon /—¢q; < —p1 < 3—’;;' del Lema 3.1 se tiene que
existen ] € (QH};I)”, Qkf”), tales que v(w;) > F(w;) para k =0,1,... Més adn, dado que

* oo 2%n (2k+2)m _ . .
v(w;) es un minimo local de v(w) para @ € <T 5 y F(®) es una funcién creciente y

estrictamente negativa, entonces existen @y y @, satisfaciendo

(4k+1)7t<(b - (2k+1)7r<w*<é) - (2k+2)m
7 %,0 A % . 1 W ,
tales que 7@y ;) = v(dx ;) k=0,1,..., y j=0,1, véase Figura 3.34
s ™ 3 2 5m 3 iy 4m
A 2h h 2h T 2h h 28 h
: : : ; : : : >
_______ X (@) o v(@on) v(@n)
L v(@o0) i i
v(wg) § §
= W) | |
| @ | |
e - s
| - . i
i v(w}) :
Figura 3.34: Grafica de v(®)
y la funcién 4, mostrando la existencia de soluciones @;  en el intervalo (0, 47”)
En otras palabras, la curva definida por la parametrizacion (3.6)-(3.7) intersecta a la recta g, = —q

un niimero infinito de ocasiones, donde para estros cruces tenemos lo siguientes valores para p,(®)

= (p1Oyj+qisin(y jh))
- - ) (3.69)
O j cos (O jh)

76



Luego, de la condicién /—qg; < 1 < , se mantienen las siguientes desigualdades:
g q1 = —p 2h g g

((57) < (7).
) ((Sk:hm) _ ((Sk:—h7)7r) |

De estas desigualdades y del hecho que v(®) y r(®) son crecientes para @ € <a),j, (ZkJ;lz)n) ’

se tiene que (| € ((4k;l3)ﬂ, (Skj{;)ﬂ) , k=0,1,..., por consiguiente cos(é)k,lh) € <0, %) , para

k=0,1,... Entonces las siguientes desigualdades se satisfacen:

1
P1 (COS((Dk 1h) — 1) > p1 (ﬁ — 1) , (370)
qlh(smé)f)%m—cos(a)klh> 1h(1+\%). (3.71)

La condicién p; < (v2+ 1)%q1h es equivalente a p; ( — 1> > —qh (1 + %) . Entonces de

S

(3.70) y (3.71) la siguiente desigualdad es vélida:

in( @y 1h
P1 (COS((f)k’]h) - 1) > qlh <Slng—k’1) —COS((i\)k,lh)) .
(l)k,lh

De la desigualdad anterior y del hecho que cos(ay 1) > 0 se concluye que

bet) = — (p1@y.1 + qi1sin(@x 1h))

- h— = O A
(bk’] COS((I)k’]h) > —q D1 pz( )

Adicionalmente, del hecho que @y ; — (4k13)7 conforme k incrementa, se deduce que p (@ 1) <
q J 20 que p :

p2(@y1,1) paratodo k=0,1,...,

En resumen, de lo anterior se concluye que bajo la condicién (3.64) la curva continua dada por

(3.6)-(3.7) es una espiral creciente que no se intersecta asi misma, véase Figura 3.35.
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@4 p2(0)

|| p2(éo1) ('-) 3

P2(@oy0) ("‘)5

Figura 3.35: Particién del espacio de pardmetros (g2, p2) para p; < 0, g1 < 0 satisfaciendo la condicién

(3.64).
De la Figura 3.35 se observa como la parametrizacion (3.6)-(3.7) en conjunto con larecta ¢go = —q
dividen el espacio (qz, p2) en un conjunto infinito (contable) de regiones ¥ j»J=0,1,...,. En este

caso, la regién ¥ contiene el origen, es decir, (g2,p2) = (0,0) € ¥y. Ademés como p; <0 y
g1 < 0 entonces f(s) es un polinomio estable. Por lo tanto, definiendo ® = ¥ es la regién de

estabilidad, con lo que termina la demostracion 0

La Proposicion 3.9 caracteriza explicitamente la region de estabilidad de la ecuacion (3.1) para el
caso p; <0 y g1 <0 satisfaciendo la condicién (3.64). Si bien es cierto que en principio este
resultado puede ser un tanto restrictivo, es lo suficientemente general para considerar casos que
otros resultados no son posibles, Por ejemplo, en el trabajado por Hu and Wang [23] imponen la
restriccion adicional py < —pj. De manera similar, existen pardmetros (¢, p2) en la regién de
estabilidad I" satisfaciendo la condicién (3.64) los cuales no estan consideradas en las restricciones

adicionales impuestas por Chalon y Schmidt en [8, 9].
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Capitulo

Aplicaciones a sistemas de un grado de
libertad

En este capitulo se muestra la aplicacion de los resultados obtenidos previamente en el andlisis
de estabilidad de la ecuacion diferencial de segundo orden con retardo a los problemas de con-
trol y control de vibraciones de un sistema de un grado de libertad. Se propone un algoritmo de
disefio para un resonador retardado usando retroalimentacion de posicion y velocidad, mostran-
do algunos ejemplos y simulaciones. Por iltimo, realizamos la implementacion experimental del
DR propuesto validando el algoritmo de diserio y evaluando sus capacidades como un absorbedor

activo de vibraciones al interconectarlo a un sistema primario sujeto a perturbaciones.

4.1. Problemas de control y vibraciones

_ &

Consideremos la ecuacién (3.1) para el caso cuando p; = —., g1 = —ﬁ, P2 = —% Yqr=—5

es decir

mx" (t) +cx'(t) + kx(t) = —g1x(t —h) — gox' (t — h), (4.1)

donde m, ¢ y k € IR son la masa, amortiguamiento y rigidez respectivamente de un sistema de
un grado de libertad (SDOF, por sus siglas en inglés), mientras que g; y g» son las ganancias de
retroalimentacion.

Como mostramos en el capitulo 1, la ecuacién (4.1) es ampliamente usada en problemas de control

y control de vibraciones, dependiendo la fuente del retardo del tiempo. Explicitamente:

1) Elretardo es inhherente en el lazo de control, utilizando un control tipo PD, donde las ganan-
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cias de retroalimentacion proporcional y derivativa son utilizadas para controlar la dindmica
del sistema de un grado de libertad bajo la presencia inevitable del retardo de tiempo en el
lazo de retroalimentacion debido al tiempo involucrado en la transmisién de datos y sefales

de los sensores, filtros y actuadores.

2) El retardo se introduce intencionalmente como pardmetro de control ya sea para estabilizar
o modificar la dindmica del sistema de un grado de libertad. El resonador retardado es una

aplicacion correspondiente a este enfoque.

Entonces, en el contexto de la ecuacion (4.1), el problema prictico desde el enfoque de la apli-
cacion al control PD es seleccionar apropiadamente las ganancias proporcional g y derivativa g
para garantizar la estabilidad exponencial del sistema (4.1) bajo la presencia de un retardo 4 dado.
Por su parte, el problema préctico desde el punto de vista de la aplicacion al resonador retardado
consiste en determinar adecuadamente las ganancias de retroalimentacion g y g, asi como también
seleccionar el retardo 4 tal que el sistema (4.1) tenga soluciones oscilatorias estables.

Es importante mencionar que este problema no puede ser resuelto por los métodos cominmente
usados para el disefio de configuraciones DR (posicion, velocidad, aceleracion) véase [40]. La ra-
z6n principal es que estas configuraciones DR involucran sélo 2 pardmetros de disefio (una ganancia
de retroalimentacién y el retardo de tiempo) mientras que el caso del DR con retroalimentacién de
posicion y velocidad se involucran 3 parametros de disefio (las ganancias g1 y g» y el retardo h).
Para ilustrar de mejor manera todo lo mencionado anteriormente reescribamos el sistema (4.1) de

la siguiente forma:
X' (t) + 28 X (1) + 0y x(t) + bix(t —h) 4+ box' (t —h) =0, (4.2)

donde = 5., @, = \/g es el factor de amortiguamiento y la frecuencia natural del sistema
n
i — 8 -
respectivamente, by = 5y by = 22,

Como es bien sabido el sistema (4.2) es exponencialmente estable si, y s6lo si, su cuasipolinomio
O(s) = s* + 2L @ps + 0 +bre™"™ + byse™™, (4.3)

no tiene ceros con parte real positiva [19]. De esta manera aplicando el resultado de la Proposicion
3.9 al cuasipolinomio Q(s) dado por (4.3) se determina explicitamente la regién de estabilidad
dependiente del retardo de (4.2) en el espacio de las ganancias (by,b;) como funcién explicita de

los coeficientes y el retardo. Es importante mencionar que dado b1 = —¢, y by = —p», entonces
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la parametrizacion (g2(®), p2(®)) mostrada en la Proposicién 3.9, en este caso tiene la forma

siguiente
b1 (0) = 20, wsin (wh) + (0> — ©F ) cos (wh),
1 (4.4)
by (w) = > ((0* — @?) sin (wh) — 20, wcos (wh)),
mientras que la condicién (3.64) es equivalente a las siguientes desigualdades:
3n 2 1
0 <h < min d y ESC (4.5)

40,8 (\/§+1>2wn

Si bien es cierto que la condicién (4.5) impone una cierta restriccion sobre la clase de sistemas
de un grado de libertad que pueden ser abordados es lo suficientemente general para considerar
una subclase de los sistemas subamortiguados % < { < 1, asi como también considerar los siste-
mas criticamente amortiguados { = 1 y los sistemas sobreamortiguados § > 1. Adicionalmente,
la condicién (4.5) proporciona una cota superior para el retardo de tiempo A, las cual puede ser
un tanto conservativa con respecto al valor critico del retardo para la estabilidad exponencial del

sistema (4.2).

4.1.1. Control PD

Como mencionamos anteriormente, el problema de control consiste en seleccionar adecuadamente
las ganancias de retroalimentacién g; y g, asegurando la estabilidad exponencial de (4.1) bajo la
presencia inevitable del retardo de tiempo 4 > 0. Por otro lado, notemos que para 7 = 0 la ecuacién

(4.1) es exponencialmente estable si, y sélo si,
b1 >—-w? y by>-2{w, (4.6)

Varios trabajos abordan el problema fijando o seleccionando primero las ganancias de retroalimen-
tacion tales que satisfagan la condicién (4.6) y posteriormente calculan el valor del retardo critico
que garantice la estabilidad exponencial de (4.1); véase, por ejemplo [1, 2, 29].

Por otro lado, en los resultados del capitulo anterior (Proposicion 3.9) presentamos un enfoque y
metodologia diferente, ya que en nuestros resultados proporcionamos una manera de seleccionar
el valor de los pardmetros by y b, para cualquier valor del retardo # > 0 satisfaciendo la condicién
(4.5). Por consiguiente existen casos con & > 0 tales que (4.1) es exponencialmente estable y la

condicion (4.6) no se satisface. Para ilustrar lo anterior, consideremos el siguiente ejemplo: sea
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m = 2 kg, ¢ = 10 N-seg/m, k = 50 N/m, entonces @, = 5 rad/seg y { = 0.5. Asi de la condicién
(4.5) se tiene

h < min{ 0.0343, 0.9425} seg. 4.7)

Seleccionando i = 0.034 seg, se obtiene la region de estabilidad © , véase la Figura 4.1. Este ejem-
plo ilustra nuevamente lo comentado referente a la Proposicion 3.9, la cual nos permite determinar
la region de estabilidad de (4.2) en el espacio de pardmetros (by,b;) para cualquier valor de retardo
de tiempo & > 0, satisfaciendo la condicién (4.7).

De la Figura 4.1 se aprecia como la condicién (4.6) determina la regién D, es decir, la region de
estabilidad para el sistema sin retardo. Por otro lado, existe la region M C O tal que, para cualquier
par (b1,by) € M el sistema (4.1) es exponencialmente estable, aunque la condicién (4.6) no se sa-
tisfaga. Seleccionando by = —20 N/m y b, = —5.2 N-seg/m (g1 = —40N y g» = —10.4N) dentro
de la region M, véase Figura 4.2, se tiene que el sistema en lazo cerrado (4.1) es exponencialmente

estable tal como se observa su comportamiento en la Figura 4.3.

50

40

30

201

10

| ©

-10

Figura 4.1: Region de estabilidad ® y regién D considerando m = 2 kg, ¢ = 10 N-seg/m, k = 50 N/m y
h =0.034 seg.
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Figura 4.2: Regiéon M C © param = 2 kg, ¢ = 10 N-seg/m, k = 50 N/m y h = 0.034 seg.

Figura 4.3: Respuesta en el tiempo de (4.1) para los valores de ganancias g = —40N y g» = —10.4N.

4.1.2. Resonador retardado

Dado que la Proposicion 3.9 caracteriza analiticamente la region de estabilidad de la ecuacion (4.1)
bajo las condiciones dadas en (4.5), es que ahora proponemos un Resonador Retardado usando
retroalimentacién de posicion y velocidad. Para esta configuracién DR, el problema ahora consiste

en seleccionar adecuadamente las ganancias g1, g» y el retardo 4 > 0 tal que el sistema (4.1) tenga
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soluciones oscilatorias a la frecuencia deseada. De la demostracién en la Proposicién 3.9 tenemos

que si (b1,by) € dO, entonces existe @ € (0,®), donde @ es solucién de la ecuacién

®, 2w,¢sin(wh)— wcos(wh) T
- = ) ) (0’ _> )
® cos(wh) —1 h

tal que g(s) tiene un par de ceros imaginarios puros s = +i®, y todos los demds ceros (un nu-

mero infinito) se encuentran en el semiplano izquierdo del plano complejo. En otras palabras, esta

ubicacion particular de los ceros del cuasipolinomio implica que el sistema (4.1) tenga soluciones

oscilatorias estables a la frecuencia ®.

De acuerdo con lo anterior es que proponemos el siguiente algoritmo para el disefio analitico de un

resonador retardado usando retroalimentacién de posicién y velocidad:

f—

. Dados m,ky c, caleular @, =/, y =50 > %

2. Seleccionar el retardo de tiempo & > 0 satisfaciendo la desigualdad:

3 2
h<mind o 2 @“8)
40,8 2
(1) o
3. Calcular ® como solucién numérica de la ecuacion
O 20,¢ sin(wh) —wcos(wh)’ o <O,E> 49)
® cos(wh) — 1 h
4. Seleccionar la frecuencia de oscilacién deseada @, € (0,®).
5. Calcular los valores by (@;) y by(@,;) de las siguientes expresiones:
b1 (@) = 20,§ 0y5in (wgh) + (©F — F) cos (wgh),
(4.10)

1 .
by () = o (w7 — @) sin (@gh) — 20,8 wycos (O4h)) .
6. Finalmente, calcular las ganancias de retroalimentacién del controlador gy = bym y g, =

bzm.

Es claro que el algoritmo propuesto es valido para § > % y para frecuencias @, € (0,®). Como ya
mencionamos al inicio, existen diversas configuraciones DR propuestas en la literatura, de modo
que para establecer una cierta comparacion revisemos las conclusiones mencionadas en [40] sobre

configuraciones DR para posicién, velocidad y aceleracién, las cuales son las siguientes:
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a) La retroalimentacién de aceleracion es valida para w; > 0.8w, y § < 0.71.
b) La retroalimentacién de velocidad es vélida para todo § > 0 pero @, € (0.3, ®,).

c¢) La retroalimentacion de posicion es vélida para todo @, > 0 cuando § > 0.71 6 es vélida

para todo { > 0 cuando w,; > 0.63®,.

Consideremos el mismo ejemplo numérico de la subseccién anterior, es decir, seam =2 kg, c = 10
N-seg/m, k = 50 N/m. Entonces @, = 5 rad/seg y { = 0.5. Seleccionando & = 0.034 s la condicién
(4.8) se satisface. Resolviendo numéricamente la ecuacién (4.9) obtenemos @ = 49.0705 rad/seg.
De modo que nuestro rango de oscilacién permitido es (0,49.0705) rad/seg. Seleccionando @, =
1.45 rad/seg de la expresion (4.10) obtenemos by = —22.5086 N/m y b, = —5.7792 N/m. Por
ultimo calculamos las ganancias del controlador g1 = —45.02 Ny go = —11.56 N obteniendo el
correspondiente comportamiento oscilatorio del sistema (4.1) a la frecuencia deseada w,,, véase

Figura 4.4.

-0.5 Ny

1 \ \ \ \ \ \ \ \
0 2 4 6 8 ¢ 10 12 14 16 18 20

Figura 4.4: Respuesta en el tiempo de (4.1) para los valores de ganancias gy = —45.02Ny go = —11.56N.

Cabe resaltar que para este ejemplo numérico ninguna de las configuraciones DR mostradas en
[40] puede asignar la frecuencia @, = 1.45 rad/seg, sin embargo, parece que la configuracion DR
presentada en [17] si puede. Esta configuracion consiste en una retroalimentacion de la velocidad

retardada y de la posicion no retardada, es decir, consideran el siguiente sistema en lazo cerrado:

mx" () +cx' (1) + kx(t) = gpx(t) — gox' (1 — h), 4.11)
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2
donde la ganancia retroalimentada de posicion estd dada por g, = k [1 -a (%) } , con o siendo
un pardmetro libre el cual puede ser usado con propdsitos de optimizacion. Asi mismo en [17]
se presentan las siguientes reglas de sintonizacién del DR, para la ganancia retroalimentada de

velocidad y para el retardo:

k

2 2
8= o 2w, wy)” + [0 (1 —kgp) — @3], (4.12)
1 o, (0 (1 —kg,) — o2
h = — { arctan (031~ kgp) — @5) +2(0—Dmyp, (=1.2,.. (4.13)
@y 28ay

Observemos que el caso computacional més simple, pero atn asi general, se obtiene cuando o = 1.
De este modo, siguiendo las reglas de sintonizacion (4.12)-(4.13) para la frecuencia @y, = 1.45
rad/seg, con & = 1 y eligiendo ¢ = 2, se obtienen las ganancias g, = 45.79 N, g, = 10 N y el
retardo & = 4.33 s. En la Figura 4.5 se gréfica la respuesta del sistema (4.11), donde se aprecia
como el comportamiento oscilatorio estable es alcanzado después de los 80 s con una amplitud
reducida, el cual no es un comportamiento deseado para un resonador retardado, en contraste con
la Figura 4.4 donde el DR con retroalimentacion de posicion y velocidad se comporta como un

oscilador ideal a la frecuencia deseada @w;, = 1.45 rad/seg.

0 10 20 30 40 ¢ 50 60 70 80 90

Figura 4.5: Respuesta en el tiempo de (4.11) para los valores de ganancias g, = —45.79N, g, = 10N.
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Por otro lado, es bien sabido que una de las principales ventajas del resonador retardado como
control activo de vibraciones es que su frecuencia de oscilacion puede ser modificada mediante la
seleccion de las ganancias de retroalimentacion, y claramente este es el caso del resonador retar-
dado de posicién y velocidad propuesto. Adicionalmente, es importante resaltar que en contraste
con las configuraciones DR existentes tanto las ganancias de retroalimentacién como el retardo
h deben ser cambiadas para asignar una nueva frecuencia de oscilacion, mientras que en nuestro
caso es posible asignar una frecuencia de oscilaciéon deseada (en el rango de operacion permitido)
solamente cambiando las ganancias g; y g» para el mismo valor del retardo A. Esta caracteristica
puede facilitar la implementacion fisica del resonador retardado, ya que no se requiere un cambio
en el periodo de muestreo o cédlculos adicionales al cambiar la frecuencia de oscilacién deseada.

Para ilustrar lo anterior consideremos nuevamente el mismo ejemplo numérico, con el mismo valor
de retardo & = 0.034s. Primero consideremos ®,, = 15 rad/seg, la cual pertenece al rango de opera-
ci6én permitido @, € (0,49.07) rad/seg, véase la Figura 4.6, donde se gréfica la region de estabilidad
generada en el espacio (by,b;). Para esta frecuencia obtenemos los valores b; = 211.008 N/m y
by, = 2.2117 N/m y calculamos las ganancias de retroalimentacién g1 = 422.02 Ny go =4.42 N.

En la Figura 4.7 se gréfica la respuesta en el tiempo de (4.1).

50 %e(b‘l(wdg)7 ba(way)) 1

(bl (wdz ) s b2 (wdz ))

10! (bl (wdl)’ b2(wd1)) |

0 100 200 bl 300 400 500 600

Figura 4.6: Region de estabilidad © de (4.1) y los puntos (bi(®q,),b2(®q4;)) para: @y = 1.45, rad/seg
0y, = 15 rad/segy wy, = 49.2 rad/seg
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0.5

Figura 4.7: Respuesta en el tiempo de (4.1) para los valores de ganancias g; = 422.02 Ny go =4.42 N.

Es claro que si seleccionamos una frecuencia que no estd en el rango permitido, es decir, @, ¢
(0, ®) entonces obtendremos un comportamiento inestable en el sistema (4.1). Tomando Wy, =49.2
rad/seg ya no estamos en el rango permitido de oscilacion, al calcular las ganancias de retroalimen-
tacion obtenemos g1 = —72.98 Ny g» = 97.88 N, véase la Figura 4.6, mientras que en la Figura 4.8

se grafica larespuesta en el tiempo de (4.1) el cual como mencionamos presenta un comportamiento

inestable.

Figura 4.8: Respuesta en el tiempo de (4.1) para los valores de ganancias g1 = —72.98 Ny go = 97.88 N.
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4.2. Diseiio e implementacion experimental del DR con retro-

alimentacion de posicion y velocidad

Recordemos que la idea principal detrds del DR es introducir el retardo para inducir soluciones
oscilatorias al sistema de un grado de libertad, en otras palabras hacer que el DR se convierta en un
oscilador a pesar del amortiguamiento presente y entonces poder ser utilizado como un absorbedor
de vibraciones ideal al interconectarlo a un sistema primario sujeto a perturbaciones (vibraciones).
En este contexto, resulta interesante realizar la validacién experimental y corroborar como el re-
sonador retardado de posicidn y velocidad propuesto induce soluciones oscilatorias en un sistema
mecanico de un grado de libertad real y por consiguiente evaluar sus capacidades como un absor-

bedor de vibraciones cuando es interconectado a un sistema primario.

4.2.1. Plataforma ECP210

Para realizar la validacion experimental del resonador retardado con retroaliomentacion de posicion
y velocidad se utiliz6 la plataforma experimental Educational Control Products® modelo “210a”,
véase Figura 4.9.

La platatorma consta de 3 carros de masas interconectados por resortes cilindricos bidireccionales,
donde cada carro pose un sistema de rodamientos de bolas antifriccién, de modo que el amortigua-
miento viscoso se describe como un amortiguador lineal. La medicién de los desplazamientos se
logra a partir del uso de codificadores pticos (rotativos) de alta resolucion que cuentan con 4000
RPM en cuadraturas. Estos se conectan a través de mecanismos de cable-polea con el fin de medir
con precision las posiciones reales de los carros. La accion de control (fuerza) es obtenida median-
te el uso de un servomotor de tipo sin escobillas conectado a un mecanismo de pifion-cremallera.
Mientras que la fuerza de perturbacion externa que actua sobre el sistema primario es generado de
un pequefio motor de corriente continua conectado a una placa de aluminio y un arreglo de poleas
y cables. Los procesos de medicion de la sefial y el control se logra mediante el uso de una placa
DSP de alta velocidad (frecuencias de muestreo de hasta 1.131 kHz), instalada en una ordenador
con el sistema operativo Windows 7 ® 'y el software Matlab/Simulink® utilizando la caja de co-
municacion Real Time Windows Target® (RTWT) proporcionada por el fabricante, permitiendo la
ejecucion en tiempo real con la configuracion experimental.

Adicionalmente, la plataforma ECP 210a posee las siguientes caracteristicas:
= 2 DACs de 16 bits con un rango 4= 10volts (—32768, 43268 cuentas).
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(a) Vista frontal
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(b) Vista superior

Figura 4.9: Plataforma experimental ECP 210a.

» Capacidad para realizar barridos frecuenciales de hasta 25 Hz.
= Posee un tiempo de muestreo minimo de 0.000884 s.

Para todos los experimentos y validaciones se eligié una frecuencia de muestreo de 1 kHz para todo
el sistema. Adicionalmente, la medicion de velocidades se calculan de manera numérica utilizando

el software empleando el método de Euler con un intervalo de tiempo constante de 1 ms.

4.2.1.1. Estimacion de los parametros

Como en cualquier disefio e implementacién de control, es necesario realizar la estimacion de los
parametros reales del sistema a implementar. En este caso procederemos primero a validar expe-
rimentalmente si la ley de control con retroalimentacion retardada de posicion y velocidad indu-
ce soluciones oscilatorias en el sistema mecédnico de un grado de libertad (sistema masa-resorte-
amortiguador).

Con el fin de identificar la constante de rigidez k de la plataforma ECP 210a se realizaron varias
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pruebas aplicando como entrada una funcién escalén cada una de diferente magnitud a través del
servomotor registrando los desplazamientos resultantes. Entonces a partir de estos datos estimamos
el valor de k = 355.6 N/m.

Posteriormente, se aplicé al sistema de un grado de libertad una funcién de tipo sinusoidal como
entrada, abarcando un rango de frecuencia desde 0.1 Hz hasta 6 Hz (barrido frecuencial), con una
amplitud de 0.77 N, midiendo los desplazamientos del sistema durante un lapso de 90 segundos.
Utilizando los datos recopilados, se estimaron los valores de ®, = 13.823 rad/seg y { = 0.0485
mediante el uso del método Peak Picking [5, 14]. De estos valores calculamos m = 1.861 kg y
¢ = 2.495 N-seg/m. Asi, en la Tabla 4.2.1.1 se muestran los pardmetros estimados de la plataforma
ECP 210a para el sistema mecédnico de un grado de libertad. Si bien es cierto que existen varias
formas para estimar los pardmetros de un sistema mecdnico masa-resorte-amortiguador, por ejem-
plo los métodos de andlisis modal “curve fitting” y “circle fit” [5, 14], elegimos el método “peak
picking” por su simple y facil implementacidn.

Por dltimo, realizamos una simulacién numérica del sistema mecdnico masa-resorte-amortiguador
comparando con los resultados experimentales obtenidos de la plataforma ECP 210a, primero utili-
zamos como entrada la misma funcion de tipo sinusoidal utilizada en los resultados experimentales,
de las mediciones obtenidas aplicamos la transformada répida de Fourier (FFT) obteniendo la am-
plitud del espectro de ambas sefiales. En la Figura 4.10 se muestra la comparacion de la simulacion

y los datos experimentales mostrando una validacién de los pardmetros estimados razonable.

Parametros Valores

m 1.861 kg
c 2.495 N-seg/m
k 355.6 N/m

Tabla 4.1: Estimacion de parametros de la Plataforma ECP210a para el sistema de un grado de libertad.
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Figura 4.10: Validacion experimental de los pardmetros estimados de la plataforma experimental ECP 210a

para el sistema de un grado de libertad.

4.2.2. Diseiio e implementacion DR

Una vez que se tuvieron los valores estimados realizamos el disefio y la implementacion experi-
mental del DR con posicion y velocidad retardada en la platatorma experimental ECP 210a, véase

Figura4.11
La configuracion experimental de la Figura 4.11 satisface la estructura de un sistema mecdnico

masa-resorte-amortiguador de la forma
mx" (t) + X' (t) + kx(t) = u(t), (4.14)

donde u(r) es la ley de control a implementar, en el caso del DR es la retroalimentacién retardada
de posicion y velocidad. La sefial de control se realiza utilizando el servomotor principal de la pla-

taforma ECP 210a con la finalidad de evitar limitaciones fisicas al momento de validar el DR.
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Figura 4.11: Configuracién de un sistema mecédnico de un grado de libertad en la plataforma ECP 210a.

Es importante notar que el factor de amortiguamiento estimado para el sistema masa-resorte-
amortiguador real es de § = 0.0485. Por otro lado, el algoritmo propuesto para el DR con posicién
y velocidad retardado es valido para { > 0.5, por consiguiente para aplicar el algoritmo correcta-
mente proponemos inyectar amortiguamiento al sistema de manera virtual mediante el uso de una

retroalimentacion de velocidad adicional, entonces la ley de control esta dada por
u(t) = —gix(t —h) —gox' (t —h) —kgx'(t) . (4.15)

donde el término adicional kzx'(¢) corresponde a la ganancia virtual de la inyeccion de amortigua-

miento. Por consiguiente, el sistema en lazo cerrado (4.14)-(4.15) puede reescribirse como

K (1) + 28 0, x (1) + w2x(t) +byx(t —h) + b (t —h) =0, (4.16)

donde £ = ¢ + ¢y, con &y = 2}1]%)”. Calculos sencillos muestran que si

ke > (1-28)mo, , (4.17)

entonces { > 0.5 se satisface y por consiguiente es posible aplicar el algoritmo DR para el sistema
(4.16). De los valores estimados dados en la Tabla 4.2.1.1 se tiene que k; > 23.23 N-seg/m, en
consecuencia para los experimentos realizados elegimos k; = 23.23 N-seg/m como ganancia de
inyeccion virtual de amortiguamiento. Ahora es factible aplicar el algoritmo de disefio del DR pro-
puesto simplemente cambiando ¢ por £. De los valores @, = 13.8232 rad/seg y £ = 0.5 obtenemos

el retardo de la desigualdad (4.8)
h < min{0.3409, 0.0124} seg.

Tomando el valor para el retardo & = 0.012 seg, luego al resolver numéricamente la ecuacion (4.9)

se obtiene @ = 139.998 rad/seg. Entonces la frecuencia de oscilacién deseada @, € (0,139.998)
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rad/seg. Sin embargo, la plataforma experimental ECP 210a posee un rango de efectivo de opera-
cion de 0 a 50.26 rad/seg (0 a 8Hz), de modo que es necesario restringir los experimentos a esas
frecuencias de oscilacion, es decir, @, € (0,50.26) C (0,139.998) rad/seg.

Para la configuracion experimental se utiliz6 un periodo de muestreo de 1 ms (1 KHz). Inicialmen-
te en los 3 primeros segundos el sistema se encuentra en lazo abierto aplicando como entrada una
funcion tipo escalon unitario de magnitud SN . Pasados los 3 segundos se aplica la ley de control
disenada. En cuanto a la implementacion de la retroalimentacion de velocidad, se hizo uso de la
aproximacion lineal de la derivada, junto con un filtro simple de primer orden (filtro pasa bajas)
para eliminar cualquier ruido no deseado que pudiese provenir del codificador ptico utilizado al
medir los desplazamientos. Adicionalmente, como es habitual en cualquier implementacidn expe-
rimental se ha realizado un pequefio ajuste de las ganancias de retroalimentacion alrededor de los
valores calculados previamente.

Para la primera validacion experimental consideremos la frecuencia de oscilacion @y, = 16.52 ra-
d/seg. Entonces calculamos de la ecuacion (4.10) los valores de by = 125.8412y by = —12.5697.
Finalmente calculamos las ganancias de retroalimentacién gy = 234.22 N/my g, = —23.39 N-seg/m.
En la Figura 4.12 se muestras los resultados experimentales, como se puede apreciar la ley de con-
trol induce el comportamiento DR deseado teniendo oscilaciones estables a la frecuencia deseada.
Recordemos que una de las ventajas o caracteristica especial del DR de posicién y velocidad re-
tardada propuesto es que puede modificarse su frecuencia de oscilacion unicamente cambiando
las ganancias de retroalimentacion, sin necesidad de cambiar el valor del retardo, lo cual en este
caso es bastante util en la implementacién del mismo. Para corroborarlo consideremos ahora la
frecuencia de oscilacién @y, = 18.85 rad/seg, al aplicar el algoritmo obtenemos las ganancias de
retroalimentacion g; = 406.58 N/my go = —21.43 N-seg/m. En la Figura 4.12 se muestras los re-
sultados experimentales, corroborando nuevamente que se inducen oscilaciones estables a la nueva

frecuencia deseada.
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Figura 4.12: (a) Validacién experimental para @;; = 16.52 rad/seg. (b) Sefial de control con g; = 234.2

N/my g, = —23.39 N-seg/m.
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Figura 4.13: (a) Validacion experimental para w,;; = 18.85 rad/seg. (b) Sefial de control con g; = 406.58
N/my g = —21.43 N-seg/m.
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4.2.3. Absorcion activa de vibraciones usando el DR

Como comentamos anteriormente la idea detrds del DR es introducir el retardo como pardmetro de
control para hacer que la dindmica del sistema de un grado de libertad se convierta en un oscilador
y entonces poder ser utilizado como un absorbedor ideal de vibraciones al interconectarlo a un

sistema primario sujeto a perturbaciones (vibraciones), véase Figura 4.14.

Primary System
Delayed Resonator
110, Xp(t) —
L U(t) Xa(t)
k, L»

AAAA kq
/ mp L AAA—] m,

v OO
SSSSSSSSSSSSSS S S S S

Figura 4.14: Esquema de un sistema interconectado de 2 grados de libertad.

De la Figura 4.14 las ecuaciones de movimiento del sistema interconectado de 2 grados de libertad

estan dadas por

mpx;,(t) + cpxp (t) +kpxp (1) +ka (xp (1) = xa(t)) = F (1) ,

(4.18)
max/a'(t) "‘Caxla(t) — kg (xp(t) _xa(t)) =u(t),

donde x,(1), x,(t) € R son los desplazamientos del sistema primario y sistema secundario (re-
sonador retardado) respectivamente. Los parametros m,,, ¢, y k, representan la masa, amortigua-
miento y rigidez respectivamente del sistema primario, mientras que m,, ¢, y k, su equivalente en
el sistema secundario. En este contexto F (¢) representa la fuerza externa que actia sobre el sistema
primario y u(t) es la ley de control basada en el resonador retardado de posicién y velocidad, en
este caso para la validacion experimental la ley de control estd dada por (4.15).

Es bien sabido de la teoria cldsica de vibraciones, que si la frecuencia de resonancia del sistema se-
cundario coincide con la frecuencia de la fuerza externa de perturbacion sobre el sistema primario
entonces en principio todas las vibraciones en el sistema primario son idealmente canceladas (por
el sistema secundario), por tal motivo suele referirse al sistema secundario como un absorbedor de
vibraciones, véase [5, 14].

Es claro que este principio puede ser usado por el resonador retardado de posicion y velocidad
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propuesto para la absorcion activa de vibraciones, en otras palabras, si se disefia el resonador retar-
dado para que oscile a la frecuencia de la fuerza externa de perturbacién, entonces, en principio las
vibraciones del sistema primario se cancelarian.

Para corroborar experimentalmente las capacidades del resonador retardado de posicion y veloci-
dad en la absorcion activa de vibraciones afiadimos otro sistema masa-resorte-amortiguador como
sistema primario por medio del resorte cilindrico bidireccional al sistema de un grado de libertar

anterior en la plataforma ECP 210a, véase Figura 4.15.

Figura 4.15: Configuracién de un sistema de 2 grados de libertad en la plataforma ECP 210a.

Como se menciond anteriormente, se utiliza un pequefio motor de corriente directa para generar
la fuerza de perturbacién externa al sistema primario. Los valores de los pardmetros del sistema
primario se estimaron siguiendo la misma métodologia presentada en la subseccién anterior. Los

valores de los pardmetros estimados del sistema primario se muestran en la Tabla 4.2.3

Parametros Valores

m, 2.793 kg
Cp 6.327 N-seg/m
ky 763.8 N/m

Tabla 4.2: Estimacion de parametros de la Plataforma ECP 210a para el sistema de un grado de libertad.

De modo que, el sistema primario posee una frecuencia natural de @, = 16.52 rad/seg y un factor

de amortiguamiento §, = 0.0685.
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En la configuracion experimental, el sistema primario es perturbado por la fuerza externa F () =
4sin(or) N durante 20 s. Inicialmente en los 5 primeros segundos el sistema interconectado se
encuentra en lazo abierto, pasados los 5 segundos se aplica la ley de control. Realizamos dos ex-
perimentos para dos frecuencias distintas en la fuerza externa de perturbacidn, en el primer expe-
rimento consideramos la frecuencia de perturbacién @ = 16.52 rad/seg, mientras que el segundo
experimento la frecuencia de perturbacion es @ = 18.85 rad/seg. Evidentemente ya hemos disefia-
do el resonador retardado de posicion y velocidad para estas frecuencias en la subseccion anterior.
Los resultados experimentales del sistema interconectado de 2 grados de libertad se muestran en
las Figuras 4.16 y 4.17.
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Figura 4.16: (a) Validacién experimental del sistema primario perturbado a la frecuencia @ = 16.52 rad/seg.

(b) Seiial de control con gy = 234.2 N/my g» = —23.39 N-seg/m.
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Figura 4.17: (a) Validacién experimental del sistema primario perturbado a la frecuencia @ = 18.85 rad/seg.

(b) (b) Seiial de control con g = 406.58 N/my g» = —21.43 N-seg/m.

En la Figura 4.16 se aprecia como durante los primeros 5 segundos existe una cierta atenuacion
en las vibraciones del sistema primario, esto se debe a que el sistema secundario actia como un
absorbedor pasivo de vibraciones, asi mismo una vez pasada los 5 segundos se observa una notable
disminucion, ya que el resonador retardado comienza a actuar como un absorbedor activo de vibra-
ciones disefiado a la frecuencia de la fuerza externa de perturbacién sobre el sistema primario.

Por otro lado, en la Figura 4.17 durante los primeros 5 segundos el sistema primario presenta muy
poca o nula atenuacién de las vibraciones, esto debido a que la frecuencia de perturbacion ejercida
por la fuerza externa ya no se encuentra en rango de atenuacidn efectivo del sistema secundario al
actuar como un absorbedor pasivo, sin embargo, una vez transcurridos los 5 segundos el resonador
retardado comienza a actuar como un absorbedor activo presentando una considerable disminucion
de las vibraciones en el sistema primario.

Adicionalmente, realizamos una tercera validacion experimental sobre el sistema de 2 grados de

libertad, en esta ocasion la fuerza externa de perturbacion estd dada por F(r) = 1.5sin(wz), es de-
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cir, la misma funcién sinosuidal pero a una menor amplitud. Para el experimento consideramos la
frecuencia @ = 21.99 rad/seg, nuevamente durante los primeros 5 segundos el sistema se encuentra
en lazo abierto, posterior a estos 5 segundos la ley de control es aplicada. De los datos estimados
aplicamos el algoritmo de disefio DR para que oscile a esta frecuencia, es decir, usando nuevamente
el valor del retardo 4 = 0.012 s obtenemos las ganancias de retroalimentaciéon g; = 673.01 N/m y
g» = —18.38 N-seg/m.

En la Figura 4.18 se muestran los resultados experimental, donde se aprecia como las vibraciones
sobre el sistema primario empiezan a aumentar considerablemente durante los primeros 5 segundos
cuando el sistema se encuentra en lazo abierto, luego de los 5 segundos el resonador retardado entra
en accidon como absorbedor activo de vibraciones, si bien este efecto del resonador retardado no es
tan notorio o inmediato como en los casos anteriores mostrando un efecto transitorio, sin embargo
pasado un breve tiempo se observa como el resonador retardado logra disminuir considerablemente

las vibraciones sobre el sistema primario.
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Figura 4.18: (a) Validacién experimental del sistema primario perturbado a la frecuencia @ = 21.99 rad/seg.

(b) Seiial de control con g; = 673.01 N/m y g, = —18.38 N-seg/m.
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En el caso anterior observamos como al ejercer la fuerza externa a la frecuencia ® = 21.99 rad/seg
el sistema interconectado se ve afectado significativamente al aumentar sus oscilaciones a pesar que
la amplitud de la fuerza es considerablemente pequefia, esto se debe en parte a que la frecuencia
de la fuerza externa se aproxima a una de las dos frecuencia naturales del sistema interconectado y
por consiguiente el sistema entra en resonancia como se aprecia en la Figura 4.19 donde el sistema
interconectado es perturbado nuevamente por la fuerza externa F (¢) = 1.5sin(®t), con @ = 21.99

rad/seg en lazo abierto.
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Figura 4.19: Sistema interconectado en lazo abierto perturbado por F(¢) = 1.5sin(@t), con @ = 21.99

rad/seg.

Abhora, consideramos el escenario perturbando el sistema por la misma fuerza externa a la frecuen-
cia @ = 21.99 rad/seg, pero ahora la ley de control basada en el resonador retardado de posicion
y velocidad se aplica inmediatamente sobre el sistema interconectado (a los 0.1 s). En la Figura
4.20 se muestran los resultados experimentales, donde se aprecia como el sistema primario pre-
senta muy pocas perturbaciones, ya que la ley de control actia inmediatamente haciendo que el
resonador retardado disminuya notoriamente las oscilaciones del sistema primario en contraste con
el experimento anterior donde el sistema esta en lazo abierto.

En resumen, los experimentos validan correctamente la configuracién DR de posicion y velocidad
retardada propuesta y sus aplicaciones para la absorcion activa de vibraciones sobre un sistema de
un grado de libertad obteniendo buenos resultados. Cabe mencionar, que en todas las validaciones
experimentales del resonador retardado de posicién y velocidad se mantuvo el mismo retardo de
tiempo, asi mismo al usarlo como un absorbedor activo de vibraciones, lo cual facilit6 en cierta

manera los célculos y la implementacion experimental.
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Figura 4.20: (a) Validacién experimental del sistema primario perturbado a la frecuencia @ = 21.99 rad/seg.

(b) Seiial de control Sefal de control con g; = 673.01 N/m y g, = —18.38 N-seg/m aplicada a los 0.1s.
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Capitulo

Conclusiones y trabajo a futuro

Se tienen las siguientes conclusiones principales de este trabajo de investigacion:

1. Se estudio y resolvi6 el problema de la estabilidad exponencial de la ecuacion diferencial de
segundo orden con retardo para el caso cuando tres pardmetros son iguales a cero, mostrando
que para cualesquiera tres pardmetros de la ecuacidn son cero, entonces es inestable. Hasta

donde sabemos este andlisis no ha sido reportado en la literatura.

2. Para los casos de la ecuacion diferencial de segundo orden con retardo cuando dos de sus
pardmetros son cero se logré analizar y caracterizar analiticamente la frontera de la regién
de estabilidad. Adicionalmente se mostraron resultados sobre el calculo del margen de esta-
bilidad del retardo (retardo critico). Todos estos resultados, hasta donde sabemos no se han

reportado en la literatura.

3. En el caso donde ningin pardmetro es cero, a pesar de obtener condiciones necesarias y
suficientes solo para el caso p; < 0y g1 < 0 satisfaciendo la restriccion adicional (3.64) es

lo bastante general para considerar casos que otros trabajos no pueden analizar.

4. El disponer de la frontera de la region de estabilidad caracterizada analiticamente nos per-
mitid, en términos generales aplicar de manera directa estos resultados a los problemas de

control.

5. Se propone un algoritmo para la configuracién DR de posicion y velocidad retardada, ade-
mads del hecho de que para que el resonador retardado oscile a una nueva frecuencia sélo se

requiere cambiar las ganancias de retroalimentacion y no el retardo, resulta bastante ttil para
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su implementacién. En contraste con las configuraciones DR propuestas en la literatura (po-
sicion, velocidad o aceleracion) donde para modificar la frecuencia de oscilacion es necesario

cambiar la ganancia de retroalimentacion y adicionalmente el retardo de tiempo.

6. La validacion experimental del DR y su aplicacion para el control activo de vibraciones en

un sistema primario se logra con buenos resultados.

Trabajo a Futuro

1. Concluir con el estudio y andlisis de estabilidad para los casos restantes donde un pardimetro

es igual a cero.

2. Relajar la condicién (3.64) para el caso donde ningun pardmetro es cero con p; <0y gy <0,

asi como también analizar otros casos donde pi, g1 € R.

3. Analizar la ecuacion (3.1) considerando dos valores de retardo distintos, es decir
K1) = p1al (1) + pax’ (t — 1) + qux(t) + qox(t — o),

donde iy > 0y hy > 0 con hy # hy.

4. Realizar un andlisis de robustez del DR con retroalimentacién retardada de posicién y velo-
cidad dado en (4.1).

5. Realizar un andlisis de estabilidad del sistema interconectado, DR con sistema primario.

6. Estudiar y analizar las capacidades del resonador retardado como control activo de vibracio-

nes para sistemas de mds grados de libertad.
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Capitulo

Publicaciones

= HERNANDEZ-VILLA, L. & MELCHOR-AGUILAR, D., (2023). On stability of SDOF sys-
tems with delayed position and velocity feedback, Journal of Vibration and Control. 29(15-
16):3838-3848,

Congresos internacionales

= |.. Herndndez-Villa, D. Melchor-Aguilar and G. Silva-Navarro, (2022) “On implementation
of delayed resonator with position and velocity feedback,” 2022 19th International Confe-
rence on Electrical Engineering, Computing Science and Automatic Control (CCE), México

City, México.
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