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Resumen.

La apariciéon de nudos en sistemas dindmicos ha sido estudiada en articulos como
Chen y Banks [2], Song, Banks y Diaz (3], Birman y Williams [4], Williams [5] y
Teschl [6], en donde se determinan los tipos de nudos que ocurren como solucién. La
teoria de nudos es un fascinante campo de la topologia que estudia las propiedades
y las estructuras de curvas cerradas en el espacio tridimensional. Desde sus raices en
la geometria clasica hasta las aplicaciones contempordneas en la fisica tedrica y la
biologia molecular, los nudos han capturado la atencion de cientificos y filésofos por
igual debido a su rica complejidad y las profundas conexiones que revelan sobre la
estructura del espacio y la forma. Desde una perspectiva dinamica, los nudos no solo
son objetos estaticos, sino que también pueden entenderse como configuraciones que
evolucionan y cambian bajo influencias externas, analogas a las fuerzas y campos
que actian sobre sistemas dinamicos. Esta analogia permite aplicar herramientas
y conceptos de los sistemas dinamicos para estudiar las propiedades de estabilidad
y las caracteristicas de movimiento de los nudos en el espacio tridimensional. Una
pregunta que surge es si es posible obtener diferentes familias de nudos como solu-
ciones de un sistema dinamico, para resolver esta pregunta es necesario conocer los
tipos de familias de nudos que existen, una de éstas familias es la conformada por
los nudos satélite, los cuales se obtendran en este trabajo, por métodos aprendidos
en diferentes articulos estudiados.

En este trabajo se exponen algunos métodos que ya existen, los cuales tienen trayec-
torias anudadas como soluciones de sistemas dindmicos, estos métodos son descritos
en Chen y Banks [2] y Song, Banks y Diaz [3], en el primer método se genera el
sistema dinamico revolucionado para obtener nudos toroidales como soluciones del
sistema; En el otro método, se plantea la construccion de un sistema dinamico de tal
manera que dicho sistema tiene como solucién una trenza, y utilizando el Teorema
de Alexander, se obtiene como tal la cerradura de dicha trenza, lo cual es un nudo.
Ademas, se proporcionan algunos conceptos y definiciones tanto de teoria de nudos
como de sistemas dinamicos que seran de ayuda para el estudio y aplicacion de estos
métodos.

Otro aspecto a analizar es el comportamiento cadtico del conocido sistema de Lorenz,
respecto a las trayectorias generadas como solucién de éste. En general, el andlisis
de sistemas caoticos como el de Lorenz ofrece perspectivas sobre la complejidad y
la imprevisibilidad inherentes a ciertas configuraciones dindmicas, destacando como
los sistemas pueden exhibir comportamientos inesperados y dificiles de modelar bajo
ciertas condiciones. En este caso, la forma de realizar el analisis es de forma numérica,
es decir, realizando las simulaciones en un software en particular, para generar estas
trayectorias al variar algunos parametros en las ecuaciones que definen el sistema.

11



12 INDICE GENERAL

La motivacién de estudiar el comportamiento de las trayectorias generadas al hacer
dichas variaciones en los parametros, es evocada de la cuestion que se produce al
tener la trayectoria que se muestra como solucién al realizar la revolucién del sistema
dindmico de Volterra-Lotka cuando no se tiene una trayectoria periédica. En el caso
en que se tiene una trayectoria periédica como solucion del sistema en el espacio
fase, hay un circulo como solucion, y dicho circulo estda anudado.

También describe como obtener un nuevo sistema dinamico cuyas érbitas generan
nudos toroidales y muestra la forma correcta de obtenerlos. Para ello se estudia el
mismo método que en Chen y Banks [2] aplicado a un sistema dindmico de dos
variables cuya funcién delimita la trayectoria de éste al primer cuadrante del plano
cartesiano, luego de obtenido el sistema se mostraran algunos ejemplos de las tra-
yectorias anudadas obtenidas como solucion y se define un invariante denominado
polinomio de Jones para determinar qué nudo toroidal se tiene. Finalmente se cons-
truye un sistema dinamico donde las soluciones de este son trayectorias que deben
ser nudos satélite. Cabe mencionar que todos los graficos de nudos presentados en
esta tesis se realizaron utilizando el software GNU Octave (ver. 2021).

El capitulo 1 consiste de conceptos fundamentales para la elaboracion de esta tesis.
En la Seccion 1.1 se abordan conceptos fundamentales respecto a la teoria de nudos
que necesitaremos para el desarrollo de esta tesis, desde la definicién de nudo, hasta
los diferentes tipos de nudos que analizamos a saber, nudos toroidales, nudos satélite,
nudos iterados. Asi mismo, se plantea la definicién de trenza y de cerradura de una
trenza.

En la Seccién 1.2 se habla de uno de los invariantes que més se utilizan para ca-
racterizar un nudo de forma algebraica, el polinomio de Jones, se establecen los
movimientos de Reidemeister, el corchete de Kauffman y un ejemplo de como calcu-
lar el corchete de Kauffman de un nudo, para después definir el Polinomio de Jones
con base en este corchete.

En la Seccién 1.3 se muestran algunos conceptos de sistemas dindmicos que nece-
sitamos también para el desarrollo de esta tesis, se menciona lo que es un espacio
topolodgico, un espacio métrico y un sistema dindmico como tal. En particular se
considera la definicion de trayectoria periddica, ya que este tipo de trayectorias son
con las que representamos como nudos en el espacio fase de un sistema dinamico.
También se menciona el concepto de sistema dindmico cadtico, ya que este tipo de
sistemas dinamicos se analiza en el capitulo 2.

En el capitulo 2, se desarrolla el analisis de las trayectorias que se obtienen de un
sistema dinamico cadtico, el sistema de Lorenz, como soluciones de este. El analisis
consiste en variar ciertos parametros del sistema para obtener diferentes trayecto-
rias como soluciones, y se comparan los resultados obtenidos en un rectangulo que
representa la variacién de cierto par de parametros.

En el capitulo 3 se abordan los métodos existentes para generar trayectorias anuda-
das como soluciones de sistemas dinamicos estudiados durante el doctorado.

En la Seccion 3.1, el método de revolucién de sistemas dinamicos, el cual es de
utilidad para la construccién de nuestro propio sistema dinamico expuesto en esta
tesis, con este método en particular existe un sistema dinamico en el cual se pueden
obtener todos los nudos toroidales como soluciones de éste al variar la condicién
inicial.
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Posteriormente, en la Secciéon 3.2, con el método de construccion de un sistema
dindmico para obtener una trenza como solucién de éste, al usar el Teorema de
Alexander, se obtiene la cerradura de ésta trenza, lo cual es un nudo, como solucién
de este sistema dinamico en una condicién inicial. Entonces, es importante que con
este método, se puede obtener cualquier nudo como solucién del sistema dinamico.
En el capitulo 4 se construye un nuevo sistema dindmico con el cual el objetivo es
tener una nueva familia de nudos como soluciones de dicho sistema.

En la Seccién 4.1 se propone un sistema dindamico de dos variables, para aplicar
el método de revolucién visto en la Seccién 3.1, y asi poder tener un sistema que
tiene todos los nudos toroidales como soluciones de este. También se muestran algu-
nos ejemplos de nudos obtenidos como solucién del sistema con ciertas condiciones
iniciales.

En la Seccién 4.2 se establece una funcién que nos ayuda a delimitar las trayectorias
del sistema dindmico las cuales existen en un toro en R3.

En la Seccién 4.3 se habla de la construccion de los nudos iterados con el sistema
dindmico de esta seccidn, para esto se propone un difeomorfismo el cual nos ayuda
a anudar en forma de nudo trébol el toro en el que existen los nudos toroidales
obtenidos como solucion del sistema dinamico que estamos proponiendo en esta
seccion, en el cual, los nudos toroidales se pueden obtener como solucién. De esta
forma, proponemos un nuevo sistema dinamico en el cual todos los nudos iterados
de la forma del toro anudado en forma de trébol, son soluciones de dicho sistema
dindmico.

En la Seccién 4.4 se plantea extender el concepto de nudos iterados a otros toros
con diferente forma anudada, siempre y cuando se tenga la parametrizacion corres-
pondiente. Se muestran ejemplos de nudos iterados en el toro con forma del nudo
ocho.

Las conclusiones obtenidas en esta tesis se recopilan en el capitulo 5, éstas deducen
el trabajo realizado durante los anos que ha se ha realizado este doctorado.

En el apéndice se muestran los cédigos utilizados en octave para poder generar las
simulaciones presentadas en esta tesis.
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Abstract.

Analysis of dynamical systems with knotted trajectories. The appearance of knots as
solutions of dynamical systems has been widely studied. In particular, several articles
have presented some ways of determining knot families as solutions. Following these
ideas, we pose the question: can we generate a dynamical system which has a different
knot family as a solution? To the best of our knowledge, a dynamical system where
an infinite number of torus cable knots, i.e. iterated torus knots, are solutions, has
not been previously reported.

In this thesis, the existing methods which knotted trajectories are obtained as solu-
tions of dynamic systems is analyzed. In particular, the first method that is analyzed
in this thesis consists of spinning a dynamical system, which has closed trajectories
in R? around a hyperplane as solutions in order to have, in the spun system, that
the trajectories now become torus knots that are represented in R3, in particular
with this method there is a dynamical system such that the family of torus knots
can be obtained as solutions of this dynamical system.

The second method is about to construct a dynamical system for which its solution
is represented as the closed of a braid that is equivalent to a knot K. This is achieved
by Alexander’s Theorem to construct a dynamical system whose solution in an initial
condition is the closed of one braid. Unlike the first method studied, with this second
method you can only have one knot as a solution for each dynamical system built
with this method.

In the previous methods, only the closed trajectories obtained as solutions are analy-
zed. From here the question that emerges is to what happens to trajectories that
are not closed. Considering this, a well-known dynamical system is analyzed, the
Lorenz system, in which it is known that this is a chaotic dynamical system, where
there are trajectories, obtained as solutions, that are not closed. In this thesis the
variation of certain parameters in this system to obtain different trajectories as its
solution are analyzed in order to expose different trajectories.

Finally, in this thesis an infinite family of dynamical systems is built based on the
torus knots, where a family of different knots, the iterated torus knots, are obtained
as solutions. The construction of one of these dynamical systems is shown, based on
the trefoil knot, although the method can be applied to any other torus knot, or any
other knot, as long as the corresponding parameterization is provided. The latter is
shown in the case of the figure-eight knot, which is not a torus knot. Actually, as long
as you have the parameterization of the knot you want as a iterated knot pattern,
you can apply this same method to another system of equations that represents
different knots in order to have a new family of knots as solutions.

KEY WORDS: dynamical systems; knots; iterated torus knots; cable knots.
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Capitulo 1

Conceptos fundamentales

1.1. Teoria de nudos

Desde hace tiempo la humanidad ha utilizado los nudos, trenzas y enlaces para di-
versas actividades. Por ejemplo, en la antigiiedad nuestros antepasados llegaron a
usar los nudos para poder atar una piedra a un trozo de madera para formar armas
y herramientas. También se ha necesitado el trenzar cuerdas de diferentes hilos para
crear textiles como ropa, accesorios y deméas. Los nudos también aparecen en textos
antiguos, esculturas, pinturas, estructuras y demas representaciones artisticas por el
mundo. De igual forma se sabe de la existencia de un lenguaje llamado “Quipu”,
escrito a base de nudos que llegd a utilizar la antigua civilizacion Inca.

Uno de los mas grandes logros de la topologia ha sido el descubrimiento del polino-
mio de Alexander de un nudo o enlace en 1928. Este ha sido uno de los invariantes
mas utilizados para clasificar nudos en la teoria de nudos. Posteriormente se propuso
el famoso polinomio de Jones en 1984, el cual es otro invariante polinomial de nudos
y enlaces.

Tras varios anos, se han encontrado aplicaciones de los nudos en otras disciplinas
como la quimica, la mecanica cuantica, la biologia molecular, los sistemas dinamicos
y demas.

Dado que el objetivo de esta tesis depende de las trayectorias anudadas se va a co-
menzar con plantear lo que es un nudo. En un aspecto mas intuitivo, se puede decir
que un nudo es una curva cerrada en R® sin autointersecciones. A continuacién se

exhiben algunos conceptos que se encuentran en Murasugi [1] y Crowell y Fox [9].

A continuacion se define formalmente lo que es un nudo:

Definicién 1.1.1 (Murasugi [1]). El conjunto N C R3 es un nudo si existe un ho-
meomorfismo del circulo unitario S* C R? cuya imagen es N. Donde S* = {(z,y) €
R?|2? + ¢y = 1}.

Ahora, se exhiben dos ejemplos de nudos graficamente:

17
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(a) Nudo trébol (b) Nudo ocho

Figura 1.1: Ejemplos de diagramas de nudos.

Definicién 1.1.2 (Murasugi [1]). Un nudo poligonal es la unién de un nimero
finito de segmentos cerrados de linea recta llamados aristas, cuyos puntos finales son
los vértices del nudo. Un nudo es manso si este es equivalente a un nudo poligonal,
st no, se dice que es un nudo salvaje.

(a) Nudo poligonal o manso (b) Nudo salvaje

Figura 1.2: Ejemplos de nudo poligonal (a) y nudo salvaje (b) (imdgenes tomadas
de Murasugi [1]).

En este trabajo sélo se tomaran en cuenta a los nudos mansos, no se incluird en
ningiin momento algin nudo salvajes.

Los nudos se representan de forma grafica mediante proyecciones sobre un plano
a las cuales se les llama diagramas. En estas proyecciones no se consideran puntos
encima de otros y cuando llega a pasar esto, el trozo de linea que pasa por debajo
se le dibuja cortado. Todas las componentes conexas del diagrama serdn llamadas
arcos y a los puntos donde se cortan las lineas del diagrama, cruces.

Nota 1.1.3. Todos los dibujos se realizaran con curvas en vez de segmentos rec-
tos, dado que toda curva puede ser descrita de forma aproximada por segmentos
poligonales muy cortos, ademds esto facilita los dibujos de los diagramas.

La siguiente definicién se utiliza para poder diferenciar un nudo de otro.

Definicién 1.1.4 (Murasugi [1]). Dos nudos N1 y Ny son equivalentes si existe
un homeomorfismo h : R®> — R? que preserve la orientacion tal que h(Ny) = Ny. La
equivalencia de nudos se denota por N; = N.

Otro concepto que se usa con gran frecuencia en ésta y las siguientes secciones es
la familia de nudos toroidales, que en particular un nudo toroidal es el que se
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construye sobre una superficie 72 llamada toro:

T2 = {(xayvz) € R3|(\/m_ 2>2 + 22 = 1}

Figura 1.3: Toro (a) y ejemplos de nudos toroidales (b) y (c).

A los nudos toroidales se les identifica por la cantidad de giros en las direcciones
meridional y longitudinal. Un nudo toroidal descrito por T'(p,q), donde p,q € N
son primos relativos, es una curva cerrada simple en T? que gira p veces en direc-
cién longitudinal y g veces en direccion meridional. Retomando el ejemplo del nudo
trébol (Figura 4.4(a)) éste se dice que es el nudo toroidal 7'(2,3) (Figura 1.3 (c)).
Es muy conocido que los nudos T'(p, q) y T'(q, p) son equivalentes,ver por ejemplo el
trabajo de Rolfsen [12]. Por lo mismo, se trabajara unicamente con pares adecuados
de nimeros (p, q) tales que el med(p,q) =1y § < 1; a menos que se especifique lo
contrario.

Aparte de nudos, también se contemplan los enlaces, donde un enlace es una co-
leccién finita y ordenada de nudos {N;} los cuales no tienen ninguna interseccion
entre si. En particular, cada nudo N; se dice que es una componente del enlace. En
la Figura 1.4 se presentan un ejemplo de ello, los Anillos de Borromeo, los cuales son
un enlace de tres componentes { N1, N, N3}, v dichas componentes son cada una el
nudo trivial.

Analogamente a los nudos, se puede determinar cuando dos enlaces son equivalentes.
Se dice que dos enlaces son equivalentes si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Ambos enlaces tienen el mismo nimero de componentes.

2. Existe un homeomorfismo de R3 en si mismo que preserva la orientacién y
que manda la colecciéon de componentes del primer enlace en la coleccién de
componentes del segundo enlace.

Figura 1.4: Anillos de Borromeo.
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Dados dos nudos, hay ciertas construcciones para crear un nuevo nudo, a continua-
cién se muestran dos:

Definicién 1.1.5 (suma conexa). Sea P un punto en un nudo Ny en S3. Al consi-
derar a P como el centro de una bola B® con un radio muy pequeno, se cumplird lo
siguiente:

1. N interseca a B® exactamente en dos puntos, el segmento entre estos dos
puntos lo llamaremos c.

2. En el interior de B, a es isomorfo a Ov donde Ov se muestra en la Figura
1.5 (a).

De igual forma, para algin otro nudo Ny en otra esfera tridimensional S, se consi-
dera un punto P', e igual que antes, se obtiene de Ny a 3, que es el segmento entre
los dos puntos que intersecan en otra bola B" tal que B es isomorfo a Ov también.
Ahora, sea B? la bola que se obtiene al quitar de S* los puntos dentro de B®. De
manera similar, sea B" la bola que se obtiene al quitar de S* los puntos dentro de
B®. La superficie de cada una de estas bolas, es decir, B® y B®, es una esfera (bi-
dimensional). Si ahora se pegan estas dos bolas a lo largo de la esfera, aplicando un
homeomorfismo, se obtiene una esfera tridimensional, S3. En el proceso de pegado,
se unen el punto final (inicial) de o y el punto inicial (final) de B. Por lo tanto, en
esta esfera tridimensional, S®, se forma un nuevo nudo nico, N, Figura 1.5(d).
El nudo N que se forma en el proceso anterior se dice que es la suma de N y N’
(0 la suma conexa), y se denota por N#N'. Ademds, el nudo N#N' es indepen-
diente de los puntos P y P’ que se eligieron originalmente. Por lo tanto, se puede
decir que N#N' estd determinada unicamente por N y N'.
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(d)

Figura 1.5: Suma conexa de dos nudos (imdgenes tomadas de Murasugi [1]).

Definicién 1.1.6. El cable-(r,s) de un nudo N, denotado N, es el nudo
obtenido al tomar T(r,s) en la frontera de una vecindad tubular de N. Cuando
N = T(p,q) el cable- (r,s) de N es llamado el nudo toroidal iterado de la
forma (p,q,r,s), el cual denotaremos por Ny qr.s)-

Un ejemplo de la construccién de un nudo toroidal iterado esta en la Figura 1.6.

Figura 1.6: Nudo N = T'(2,3) (a) y una vecindad tubular N (b). El nudo toroidal
T'(3,5) en color rojo dentro de un toro (c) y el cable K2 335 en color rojo dentro
del toro anudado en forma de nudo trébol (d).
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Una vez que se habl6é de lo que son los nudos, ahora se definirdan las trenzas, las
cuales seran de utilidad en la Seccion 3.2.

Definicién 1.1.7 (Murasugi [1]). En la parte superior y en la base de un cubo C':
C={(z,y,2)|0 <z,y,z <1},

se fijan 2n puntos, ver Figura 1.7, de la siguiente manera:

1 n 1 1
Ai==,0,——|,--- A, = =,0, ——
! (2’ ’n+1)’ ’ (2 n—l—l)

1 1 1
A,IZ _)17 - 7"'7An: _7]-7
2" 'n+1 2" 'n+1

Z
*}1 ‘..le1
A, A,
:\n *;\n
&7

Figura 1.7: Construccién del cubo C.

Ahora, se unen los puntos Ay, Ay, -+, A, con los puntos A}, Ay, --- | Al por medio
de n curvas hacia la derecha en C de forma que estas curvas no se intersecan entre
si. A estas curvas se les llamard cuerdas. Si se divide el cubo por un plano arbitrario
P, paralelo a la cara de la izquieda del cubo C, si P corta cada cuerda en unicamente
un punto, se dice que las n cuerdas en C son una n-trenza.

A4 N

Y 1
Az.__/ Y—/ _“_-.A|2
A3o———'-"'/ ----QA‘3

Figura 1.8: Ejemplo de una 3-trenza.
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Definicién 1.1.8. La cerradura de una trenza es la union de los extremos
de las cuerdas, de manera correspondiente, mediante una curva suave sSin generar
intersecciones; tal y como se muestra en la Figura 1.9.

Figura 1.9: Ejemplo de la cerradura de una trenza.

Note que la cerradura de una trenza siempre produce un nudo o un enlace.
Dado un nudo, se puede generar un sistema dinamico al cual se le asocie este nudo

dado. Para ello se necesitara expresar el nudo en la forma de la cerradura de una
trenza. Esto siempre es posible hacerlo, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.1.9. [7/(de Alezander) Cada enlace se puede representar como la cerra-
dura de una trenza.

Una consecuencia del teorema es la siguiente.

Corolario 1.1.10. [7] Cada nudo se puede representar como la cerradura de una
trenza.

Ejemplo 1.1.11. La imagen siguiente representa los pasos a sequir para construir
una trenza a partir de un nudo.
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OO0
OOC

Figura 1.10: Construccién de una trenza a partir de un nudo (imégenes obtenidas
de Song, Banks y Diaz [3]).

Uno de los principales objetivos en la teoria de nudos es poder determinar la equiva-
lencia entre dos nudos. Para resolver esta tarea se utilizan los llamados invariantes
de nudos, los cuales son funciones que le asignan a cada elemento de una misma clase
el mismo resultado algebraico. Para los nudos clasicos existen varios invariantes y
en la siguiente seccion se presenta uno de ellos: El Polinomio de Jones.

1.2. Polinomio de Jones

Usualmente los nudos estéan definidos como inserciones de S! en el espacio R?, don-
de estas pueden ser representadas de diferentes maneras. La primera que se puede
mencionar son los diagramas, esto nos da una idea general de lo que es un nudo y
asi se puede definir los conocidos movimentos de Reidemeister. Estos nos ayudan a
determinar como un diagrama puede ser equivalente a otro.

Una de las cosas que mas ayudan a la clasificacién de nudos es el poder determinar
si dos nudos son equivalentes. Teniendo esto como objetivo es que surge la necesidad
de utilizar los invariantes de nudos, que son funciones que asignan un polinomio a
cada clase de diagramas. Para los nudos clasicos existen varios invariantes entre ellos
esta el Polinomio de Jones.

Las clases de equivalencia se pueden ver plasmadas en los diagramas que representan
los llamados movimientos de Reidemeister (ver Figura 1.11). Dichos movimientos
se consideran solo en un pequeno segmento del diagrama ya que fuera de éste el
diagrama no se deforma.
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) Movimiento III

Figura 1.11: Movimientos de Reidemeister.

Teorema 1.2.1 (Reidemeister). Dos diagramas son equivalentes si, y sdlo si, uno es
obtenido a partir del otro por una secuencia finita de movimientos de Reidemeister
y de isotopias de diagramas.

La isotopia de dos diagramas D y D’ se refiere a una isotopia lineal a trozos H : R? x

[0,1] = R? en la cual H(D,0) = D y H(D,1) = D'. En la Figura 1.12 se muestran
dos nudos equivalentes asi como las isotopias y movimientos de Reidemeister usados.

N O
e 9

S %w
Qaiyﬁ @

—?
|

Figura 1.12: Nudos equivalentes.
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Utilizando el polinomio conocido como el Corchete de Kauffman se puede calcular
de forma simple el polinomio de Jones.

Definicién 1.2.2. El Corchete de Kauffman es una funcion que tiene como
dominio el espacio de diagramas no orientados y tiene como rango al anillo de poli-
nomios de Laurent con coeficientes enteros en una variable. Esta funcion le asigna a
cada diagrama D un polinomio: < D >€ Z[A™!, A] utilizando las siguientes reglas:

1. <O >=1.
2. <DUQ>=(-A2-A*)<D>
3. <D>=A<Dy>+A1<Dy>

En donde () representa al nudo trivial mientras Dy y Dy representan respectivamente
al diagrama principal D después de que sus cruces se deshicieron como se exhibe en
la Figura 1.15.

(X0 (=)

Figura 1.13: Aplicaciéon de la regla 3 de la Definicién 1.2.2

Dado que la propiedad 3 genera dos diagramas nuevos al deshacer un cruce, para
un nudo de n cruces se puede calcular el corchete de Kauffman como la suma de 2n
diagramas triviales. En particular para un enlace de m componentes sin cruces, las
propiedades 1 y 2 definen el corchete de Kauffman como:

(O0) = (A7 -A)O)=-A7 -4
(OO0) = (A7 =490

QOO = (-A7-A)" L

[ —

m

Ahora, se vera que aplicando el corchete de Kauffman a los movimientos de Reide-
meister [, I y I11, se tiene que el corchete permanece invariante bajo los movimientos
IT y ITI. Aunque no ocurre asi para el movimiento I:
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()&=
(A(—A—A)+A7Y <\._/> - A <\-._/>
() (5)

= (A+A7T(-47-4)) (\__,,) _ -4 <\ ,..->

Figura 1.14: Corchete de Kauffman del movimiento I

() =4 Q) +47 (<)
- A(_A-;;() (> +A47( 4 ("',.".'.,'>+A"’<) ()J
=) Q1 (=)

Figura 1.15: Corchete de Kauffman del movimiento 11

Cuando sélo se utilizan el segundo y el tercer movimiento de Reidemeister para
determinar la equivalencia de un diagrama con otro se dice que es una isotopia
regular. Por esto se dice que el polinomio corchete de Kauffman es un invariante
bajo isotopia regular.

Ejemplo 1.2.3. A continuacion se calcula el corchete de Kauffman para el nudo
trébol:

D)
01O (B (D

—[~4(~4) + (~4) +A7(-2°) ] <O> _ AT 45
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Ahora se plantea que a partir del corchete de Kauffman se puede obtener un in-
variante de nudos. Consecuentemente se consideran nudos orientados, los cuales,
para cada cruce del nudo tienen definido un signo que se mantiene bajo la siguiente
convencién: Considerando que el arco superior debe estar apuntando siempre hacia
arriba, cuando el arco inferior cruza de derecha a izquierda el cruce serd positivo
y cuando cruza de izquierda a derecha serd negativo (Figura 1.16), ndtese que sin
importar la orientacion de un nudo, el signo de los cruces es el mismo, en cambio en
los enlaces esto si afecta ya que se tienen multiples componentes.

a) b)

Figura 1.16: Cruce positivo (a) y cruce negativo (b)

Definicién 1.2.4. En un diagrama de un nudo orientado D se le llama writhe,
denotado como w(D), al resultado de la suma de los signos de sus cruces (conside-
rando que cuando el cruce es positivo es igual a 1 y cuando el cruce es negativo es
igual a —1).

Es facil verificar que el writhe también es un invariante bajo isotopia regular. Usando
el writhe podemos obtener un invariante de nudos, tal como lo establece el siguiente
resultado.

fo(A) = (=A)7P) < D >
Al cual se le conoce como el polinomio de Kauffman.
Teorema 1.2.5. FEl polinomio de Kauffman es un invariante de nudos orientados.
La demostracién de este teorema se puede encontrar en Murasugi [1].

Ejemplo 1.2.6. En el ejemplo 1.2.3, para el nudo trébol T con cruces negativos,
se calculo el corchete de Kauffman, este resultado se usard para calcular ahora su
polinomio fr(A). El corchete de Kauffman de T es < T >= AT — A3 — A7 y en
este caso w(T) = —3. Entonces se tiene que el polinomio de Kauffman es:

Fr(A) = (~A)(AT - AP~ A7) = — A AV 4 A%

Hasta ahora se ha calculado el polinomio de Kauffman de un nudo. El siguiente
resultado conocido muestra la relacién entre el polinomio de Jones y el de Kauffman.

Teorema 1.2.7. El polinomio de Jones de un nudo orientado K es el polinomio en
1
t~1 con coeficientes enteros dado por:

Vie(t) = fo(t71),

donde D es algun diagrama orientado del nudo K.
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Finalmente, el polinomio de Jones para el nudo trébol T" con cruces negativos se
calcula como:

1
Vr(t) = fp(t™4)
Ve(t) = —(t 9"+ ()4 ()
Vr(t) = —t 43417t
Una vez que se han visto los conceptos necesarios de teoria de nudos, es necesa-

rio conocer también los conceptos de sistemas dindmicos, para esto en la siguiente
seccién se hablara de las definiciones correspondientes.
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1.3. Sistemas Dinamicos

En esta parte se dan los conceptos que se requieren para las siguientes secciones.
Algunos de estos conceptos se obtuvieron de Teshcl [6] y Perko [10]. Antes que nada
se necesita establecer lo que es un espacio métrico y un espacio topoldgico, luego se
da la definicién de lo que es un sistema dinamico. Ademas de que se define lo que es
el espacio fase, en el cual se representan las trayectorias de un sistema dinamico, las
cuales son de interés para analizar su comportamiento y determinar si son un nudo.

Definicién 1.3.1. Un espacio topologico es un par (X, 1), donde X es un con-
junto y 7 es una familia de subconjuntos de X que verifica las siguientes condiciones:

1. Xertyher,

2. Dada una familia de conjuntos abiertos {A; € T,i € I} de elementos de T, su
union U;crA; € T también estd en T,

3. Si Ay, Ay € T entonces Ay N Ay € T (la interseccion de dos elementos de la
familia T también es un elemento de la familia).

Se dice entonces, que la familia T es una topologia sobre X, y a sus elementos se les
llama conjuntos abiertos de (X, T).

Otro concepto importante en sistemas dinamicos es el de espacio métrico.

Definicién 1.3.2. Sea X un conjunto. Se dice que d : X x X — R define una
distancia (0o métrica) en X si se cumplen las propiedades siguientes:

1. d(z,y) > 0 con igualdad si y sdlo si x =y,
2. d(z,y) = d(y, z),
3. d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) (desigualdad del tridngulo).
Si el par (X, d) cumple 1, 2 y 3 se dice que es un espacio métrico.
Uno de los conceptos mas usuales en espacios métricos es el de bola abierta.

Definicién 1.3.3. Sea (X,d) un espacio métrico y xo un punto en X, la bola
abierta con centro en xg y radio r > 0, es el conjunto:

B(zg,7) = {z € X|d(z,z0) < r}.

Todo espacio métrico (X, d) tiene asociado un espacio topolégico (X, 74) al tomar
que los subconjuntos A de X son abiertos si, y sélo si, para cada = en A hay una
bola abierta con centro en x contenida en A.

En lo siguiente se tomard como espacio métrico (X, d) al espacio R™ con la métrica
d como la distancia usual, por ejemplo, la distancia usual en R es la definida por
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Definicién 1.3.4. Sea E subespacio de R™ un espacio topoldgico (métrico) y T
subespacio de R. Un sistema dindmico sobre E es una aplicacion C1, p: ExT —
E, que satisface:

1. p(z,0) =z, para todo x € E.
2. p(p(x,t),s) = p(x,t +5s), para todo x € E, y todo t,s € T.

El espacio topologico E recibe el nombre de espacio de fase y T es el conjunto
temporal, mientras que a la funcion p(x,t) se le llama flujo del sistema

En un sistema dindmico la funcién p(z,t), que estd definida paratodot € Ty x € E,
describe cémo los puntos x € E evolucionan con el tiempo.

En un sistema dinamico se proporciona un proceso determinista que viene caracte-
rizado por un numero finito de variables que evolucionan segin una funcién dife-
renciable. Se supondra que dicho proceso esta definido por variables zq,--- , x, las
cuales evolucionan con el tiempo de manera: x; = x;(t).

Si M es una matriz de n x n, entonces la funcién p(z,t) = eM'z define un sistema
dindmico en R"™ y, para cada xy € R" y p(xg,t) es la solucién de la ecuacién diferen-
cial £ = Mz, donde z(0) = xo.

En las siguientes secciones se utilizaran sistemas dindamicos de este estilo, es decir,
representados por ecuaciones diferenciales. Dada una ecuacién diferencial de la forma
anterior existe algo de sumo interés, las trayectorias periddicas.

Definicién 1.3.5. Tomando x¢ € E, se define la trayectoria de xy como el con-
Junto de puntos y(xg) = {p(zo,t)|[t € R}, el cual es el conjunto de valores que toma
la funcion p en xg variando t.

Las trayectorias se suelen denotar por x(t) o, si se quiere especificar la condicién
inicial, serd z(t,zo). Como se menciond anteriormente, es de gran interés estudiar
las trayectorias periddicas de un sistema dindamico, pues éstas representan a los nudos
que se mencionaron anteriormente.

Definicién 1.3.6. Sea x € E, se dice que x es un punto periodico si para algin
t € R mayor que cero, tal que p(x,t) = x.

Definicién 1.3.7. Una trayectoria v(xo) = {p(xo,t)} se llama periddica si existe
un & # 0 tal que p(xo,t + 0) = p(xo,t), para todo t € R. El § mds pequeno que
cumpla esto, se llamard pertodo de la trayectoria.

Lema 1.3.8. p(xo,t) es periddica si, y solo si, p(xo, \) = xg, para algin A € R.

En la Figura 1.17 se muestran ejemplos de trayectorias periddicas del sistema dinami-
co dado por las siguientes ecuaciones con a =b=c=d = 1:

$'1 = (a — b$2)l‘1,
.f.Cg = (C.ﬁCl — d)l’g (11)



32 CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Este es el sistema dinamico conocido como Lotka-Volterra, en este sistema todas las
trayectorias son periédicas y en particular este sistema linealizado es matematica-
mente equivalente al de un oscilador armoénico. Por ejemplo, tomando la condicién
inicial xy en el punto (0.5,0.4), dado que la frecuencia w = \/a_/c = 1 y el periodo
esT = 27” entonces el periodo de su trayectoria es 27.

Figura 1.17: Ejemplo de trayectorias periddicas de 1.1.

Estos conceptos son basicos cuando se habla de sistemas dinamicos, ahora se hablaré
del concepto de atractor, el cual sera de utilidad en secciones posteriores.

Definicién 1.3.9. Todo punto que cumple que p(xg,t) = xo para todo t € T, se le
llama punto fijo.

Definicién 1.3.10. Un ciclo limite es una trayectoria periodica aislada, es decir,
no existen otras trayectorias periodicas en una vecindad de ésta. Mds aun, las tra-
yectorias vecinas a ésta se mueven en espiral acercandose a lo que se le dice que es
estable, o alejandose del ciclo limite lo cual se dice que es inestable.

Como se puede ver, el ejemplo mostrado en la Figura 1.17 no cumple ser un ciclo
limite. Esto debido a que todas sus trayectorias son periédicas

Un atractor es un conjunto al que convergen todas las trayectorias vecinas. Los
puntos fijos estables y los ciclos limite estables son ejemplos de conjuntos atractores.
Mas precisamente, definimos un atractor como un conjunto cerrado A de F con las
siguientes propiedades:

= A es un conjunto invariante: Cualquier trayectoria x(t) que comienza en A
permanece en A para todo t € T a través del sistema dindmico.

= A atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales: hay un conjunto abierto
U que contiene a A tal que si z(0) € U, entonces la distancia de z(t) a A
tiende a cero cuando t tiende a infinito. Esto significa que A atrae a todas las
trayectorias que comienzan lo suficientemente cerca de ella. La U mas grande
se llama cuenca de atraccion de A.

= A es minimo: no hay un subconjunto propio de A que satisfaga las condiciones
anteriores.

Entre los tipos de atractores que se presentan en los sistemas dinamicos estan tam-
bién los atractores cuyo comportamiento es cadtico, lo cual se vera posteriormente.
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A continuacion se enuncian los conceptos necesarios para saber lo que es un compor-
tamiento cadtico (estos se obtuvieron de Strogatz [8]), los cuales son de interés en
este articulo ya que cuando las trayectorias de un sistema dindmico no son periddicas
(es decir, no se obtienen nudos como soluciones del sistema) se desearfa conocer qué
tipo de comportamiento es entonces. En el siguiente capitulo se realiza un anélisis
de la variacién de ciertos parametros de un sistema dinamico que tiene un compor-
tamiento cadtico, esto con el propdsito de observar las trayectorias generadas como
solucién del sistema al hacer esta variacion.

Para poder hablar de algunos tipo de sistemas dindmicos, tendremos las siguientes
definiciones:

Definicién 1.3.11. El sistema dinamico p : ExXT — E se llama topologicamente
transitivo si, para cualquier par U, V de subconjuntos abiertos no vacios de F,
existe n > 0 tal que la interseccion entre p"(U) y V' es distinta del vacio.

Definicién 1.3.12. El sistema dinamico p: E x T — E se dice que tiene depen-
dencia sensitiva a condiciones inictales si exviste 6 > 0 tal que, para cada
r € FE ye > 0, existe algin y € E con d(x,y) < € tal que, para un n > 0,
d(p"(x),p™(y)) > . El numero § se llama constante de sensibilidad para T'.

Una vez teniendo estos conceptos definidos, se puede dar una definiciéon de un sistema
dindmico con un comportamiento cadético.

Definicién 1.3.13 (Devaney [17] ). El sistema dindmico p : Ex T — E se
dice ser caotico si se verifican que: el conjunto de puntos periodicos de la funcion
p es denso en E, p es topologicamente transitiva y p tiene dependencia sensitiva a
condiciones iniciales.

Como se menciond, el concepto de un atractor de comportamiento cadtico sera de
utilidad en el Capitulo 2, donde se presentan los resultados de variar ciertos pardme-
tros en el sistema de Lorenz.

A continuacion se exhibiran las trayectorias obtenidas al realizar variaciones en las
ecuaciones que definen el sistema de Lorenz, en donde se obtienen desde puntos fijos,
ciclos limites y trayectorias diversas.
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Capitulo 2

Trayectorias en el sistema de
Lorenz

Para esta tesis, se ha estudiado los conceptos fundamentales en el area de sistemas
dindmicos, y se analiz6 de manera numérica dichos sistemas, realizando las simu-
laciones correspondientes de las soluciones del sistema de Lorenz al variar dos de
sus coeficientes. Ademaés se busca identificar los diferentes comportamientos que se
obtienen al realizar estos cambios en dichos parametros.

En articulos como Chen y Banks [2] y Birman [4] se ha reportado que el sistema
dindmico de Lorenz, presenta un comportamiento cadtico, en este trabajo se plantea
la cuestion de qué tipo de comportamiento se presenta en este sistema al variar
ciertos parametros.

En Williams [5] se estudian las trayectorias periddicas de un flujo en una 3-variedad
que forman nudos, se muestra que estos nudos y como estan enlazados, pueden ser
estudiados con la ayuda de plantillas o sujetadores de nudos.

Definicién 2.0.1. Las plantillas L(m,n) consisten en un semiflujo que desciende
de la linea B en la Figura 2.1, formando dos ramales, el ramal X tiene m giros,
mientras que el ramal Y tiene n. La convencion del signo para los giros es que los
giros a la izquierda son positivos y a la derecha son negativos. Los dos ramales se
conectan tangencialmente en 3.

X Y
o -a\’(,- \\
/ SN
/ d\
| N ".r/ TN I
i | 1 l-)i
m | i | n
| BN |
giros Il II II II II |I giros
|
| |
IR FLy I.
\ R A N N /
, / , /
. A N /

Figura 2.1: Plantilla tipo Lorenz.

35
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A la plantilla L(0,0) se le conoce como la plantilla Lorenz.

Como se menciono en la Seccién 1.1, también es de interés analizar el comportamien-
to de las trayectorias que no son periddicas, es decir, que no representan a un nudo
en los sistemas dinamicos que se han mencionado. Para esto se realizaron variacio-
nes de dos de los coeficientes del sistema de Lorenz y se obtuvieron las simulaciones
correspondientes.

En articulos como Chen y Banks [2] y Birman [4] se ha reportado que el sistema
dindmico de Lorenz, el cual consiste de las siguientes ecuaciones:

i‘l = 10([132 — 1‘1),
iii'g = (Cl — $3)$1 — X9, (21)
T3 = x1x9—bxrs, con a,b€eR,

presenta un comportamiento cadtico. En este trabajo se plantea la cuestion de qué
tipo de comportamiento se presenta en este sistema al variar ciertos parametros.

En Chen y Banks [2] se analiza el sistema de Lorenz con los valores de a = 24 y
b=8/3 y en Birman [4] con los valores a =25y b= 2,

jfl = 10<I2 - 1‘1), ,I.‘1 = ].O(IQ - .I’l),

i’g = (24 — 1'3).1'1 — T2, .fiZ'Q = (25 — .273).1'1 — T2,
. 8 :

T3 = T1X9 — gl‘g, T3 = 1Ty — 25(]3.

En estos articulos se ha reportado que este sistema tiene un comportamiento cadtico
con estos parametros. Cuando a y b se varian en los rangos de [0, 60] y [0, 11] respec-
tivamente, se obtiene que al hacer estas variaciones se genera, para algunos pares,
a,b, el mismo comportamiento caético observado con a = 24 y b = 8/3 como se
muestra en la Figura 2.2. Aunque en otros casos se presentan ciclos limite, atracto-
res estables y otros comportamientos. Para los sistemas mencionados anteriormente
se obtienen las siguientes simulaciones de sus soluciones:

501:_

40

30

20

0 - /4
ya

B .

a) b)

Figura 2.2: Simulaciones de la solucion del sistema de Lorenz con a = 24 y b = %
(a) ya=25yb=2 (b).
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A continuacién se muestra una imagen con los comportamientos encontrados de sus
soluciones al variar los parametros a y b:

oW R
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E=_

- e ) F
e R - g 1 o
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R M ey gt -

e EdE

Figura 2.3: Areas en las que se preserva el comportamiento de las soluciones del
sistema de Lorenz al variar los parametros a y b.

En la Figura 2.3 se presenta un ejemplo de cémo son las simulaciones en cada area
delimitada con colores enumeradas respectivamente, por ejemplo en /1 y V se pre-
serva el comportamiento caético, mientras que en I11 se presentan ciclos limite, en
I y IV el sistema no es estable y en los casos aislados de V' I se muestra un compor-
tamiento distinto ya que se muestran dos puntos de estabilidad pero las trayectorias
también se mantienen semejantes a una sola érbita.

Los valores que se consideran en el eje X son los que toma el parametro a en el
sistema dindamico, mientras que en el eje Y son los que se toman en el parametro b,
de esta forma se obtiene que en las diferentes areas mostradas en la imagen ante-
rior, ya no se presenta un comportamiento similar al reportado con los parametros
anteriores, pero en el area de color naranja si se aprecia una similitud con dicho
comportamiento cadtico.

Las simulaciones de las trayectorias obtenidas al variar los parametros, mostradas en
la Figura 2.3 se obtuvieron realizando un muestreo con la variacién en sus pardme-
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tros de la forma siguiente: desde a = 0 hasta a = 30 se varia en 0.5 este pardmetro
y desde a =30.01 hasta a = 80 se varia en 0.01, de b = 0 hasta b = 11 se varia en
0.01, se toma esta variacién de los parametros con el objetivo de analizar una mayor
parte de los valores posibles de a y b, ya que estos tienen una infinidad de opciones.
Se puede decir que los resultados obtenidos han sido calculados de manera discreta.
Fuera del area analizada también se hicieron algunas simulaciones y se encuentra
que en algunos casos, para a = 300,b = 160, se tiene un comportamiento cadtico.
Esto da pie a que se analicen areas mayores. Haciendo uso de la plantilla de Lorenz,
en trabajos futuros también se pueden determinar qué tipo de nudos se obtienen
como soluciones en estas trayectorias cuando sean periddicas.

De la Figura 2.5 a la Figura 2.8 se muestran algunas de las simulaciones obtenidas
al variar los parametros, los valores que se estuvieron variando se representan en las
rectas de la Figura 2.4.

a) )

Figura 2.4: Recta azul con valores de (23,-7/6) a (25,-25/6), recta roja con valores de
(23.9036,-2.73094) a (28,0), recta verde con valores de (24,0) a (24,-2.8) (a), recta azul con
valores de (23,-7/6) a (25,-25/6) y recta roja con valores de (0,-56/3) a (28,0)

» En la Figura 2.5 se muestran las simulaciones del sistema de Lorenz 2 con
variacién de parametros con valores de (23,-7/6) a (25,-25/6), en la recta azul
de la Figura 2.4 (a).
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a) b)
i 8 |
C) " ™ 5 o . O w " F d) s
Figura 2.5: Simulaciones de la solucién del sistema de Lorenz con a = 23 y b = —1,1667

(a),a =23y b=—25167 (b),a=244yb=—32667 (c),a =25y b=—4,1667 (d).

= Ahora, en la Figura 2.6 se muestran las simulaciones del sistema de Lorenz 2
con variacién de pardametros con valores de (23.9036,-2.73094) a (28,0), en la
recta roja de la Figura 2.4 (a).

S )

Figura 2.6: Simulaciones de la solucién del sistema de Lorenz con a = 23,90360 y b =
—2,73094 (a), a = 25,33734 y b = —1,77511 (b), a = 27,38554 y b = —0,40964 (c), a = 28
y b=0 (d).

= Ahora, en la Figura 2.7 se muestran las simulaciones del sistema de Lorenz 2
con variacién de pardmetros con valores de (24,0) a (24,-2.8), en la recta verde
de la Figura 2.4 (a).
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Figura 2.7: Simulaciones de la solucién del sistema de Lorenz con a = 24 y b = 0 (a),
a=24yb=-112(b),a=24yb=-21(c),a=24y b= —-28 (d).

= Ahora, en la Figura 2.8 se muestran las simulaciones del sistema de Lorenz 2
con variacién de pardmetros con valores de (0,-56/3) a (28,0) en la recta roja
de la Figura 2.4 (b).

Figura 2.8: Simulaciones de la solucién del sistema de Lorenz con a =0y b= —18,66667
(a), a =168y b= —7,46667 (b), a =252y b= —1,86667 (c), a =28 y b=0 (d).

Con este analisis, se concluye que existen valores de los parametros a y b para los
cuales el comportamiento ya no es cadtico e incluso en algunos se tiene un solo
atractor. En algunos otros se puede visualizar trayectorias anudadas, pero ese no es
el objetivo de esta tesis.
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Una vez que se han definido los conceptos necesarios de sistemas dinamicos y que
se ha hablado de trayectorias obtenidas en un sistema dindmico en particular, se
procede con la exhibicién del primer método analizado en Chen y Banks [2] el cual
consiste en revolucionar un sistema dinamico y asi obtener una familia de nudos.
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CAPITULO 2. TRAYECTORIAS EN EL SISTEMA DE LORENZ



Capitulo 3

Métodos existentes para generar
trayectorias anudadas

3.1. Sistemas dinamicos de revolucion

En Chen y Banks [2] se discute el efecto de revolucionar sistemas dindmicos y se
muestra que hay un sistema cuyas soluciones contienen todos los nudos toroidales.
La construcciéon del sistema dindamico que representa la revolucion de un sistema es
por medio de un cambio a coordenadas polares para tomar en cuenta la elevacién
de la curva en un nuevo eje y posteriormente hacer la conversién en coordenadas
rectangulares.

Retomando los sistemas dinamicos que son soluciones de ecuaciones diferenciales del
tipo & = f(z) que se mencionaron en la seccién anterior, se considera el caso de un
sistema dindmico de una dimensién, descrito por la siguiente ecuacién diferencial.

r = f(z), z€eR. (3.1)

Es una ecuacién diferencial escalar tal que f(0) = 0. Usando coordenadas polares
(r,0) € R? se define un nuevo sistema a partir de (3.1) al cual llamaremos el sistema
de revolucién.

P= 1),

0 = ¢, donde ¢ es una constante.

A partir de las ecuaciones de conversion entre coordenadas rectangulares y polares:

x1 = rcos(h),
xe = rsen(f),
r? = mf + x%,

y tomando sus derivadas parciales se obtiene:

iy = 1 cos(0) — rsen()6,

&9 = rsen(6) + rcos(0)6.

43
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Ahora, al sustituir en las ecuaciones anteriores los valores de sen(f) = %2, cos(f) =
IL 7y 0, éstas se reescriben de la siguiente forma:

0 (2) e (2)e
o = f(r) (@> +7r <ﬂ> c.

La constante ¢ puede ser reemplazada por cualquier funcién continua de x1, xo que
sea distinta de cero en todas partes. Esto simplemente significa que la revolucion se
realiza a diferentes velocidades locales. En general, si ¢ es una funcién del estado
z, se le llama a c(x) la funcion de giro. Por ultimo, en términos de coordenadas
rectangulares se tiene:

b1 = f(/TF ) s — e

1 2

s = [Vl + w3) 2= + can.

1 2

Para el caso general, se considera el siguiente sistema de ecuaciones:

jjlzfl(xla"' 73:71)7
3‘72:](.2(1'17"' 7xn)7
jf’n:fn(xh"' wxn)‘

El sistema de revolucién se construye considerando que para poder rotarlo se necesita
satisfacer la siguiente condicion:

falz1, -+ ,2p-1,0) = 0 para todo x1, -+ ,x,_1 € R,

lo cual implica que el sistema debera girar alrededor del hiperplano x, = 0 con una
funcién de giro ¢(x) = ¢(xq,- -+, x,), obteniendo el siguiente sistema:

:tl = fl(xla"' y Ln—1, \V; $%+$%+1)7
jjnfl = fnfl(xlv"' y Tn—1, V x%+x%+l)7
. Tn

Bn = Sl s VAT T ) e — @),
Tpp1 = fn(xla"'axn—lv\/x%+xi+1)¢%+C($)$n.
n T4+

En Chen y Banks [2] se considera el sistema de Volterra-Lotka para hacerlo girar
con el método anterior. Como resultado de esta revolucién se obtiene un sistema que
contiene una infinidad de trayectorias periddicas anudadas.
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i = (1 — x9)24,

I AN
iy = (21 — 122, /\/3) >)

Figura 3.1: Representacion grafica de tra-
yectorias del sistema Volterra-Lotka.

Después de aplicar el método anterior, se tiene que el sistema dinamico de revolucién
asociado es el siguiente:

o= (- VBT R,
Ty = (21— 1)ae — c(x)zs,
t3 = (21— Dag+ c(z)xs

Figura 3.2: Representacién gréfica de la
solucién del sistema Volterra-Lotka de re-
volucion.

En éste sistema dindmico se observa que la solucién del sistema en algunas condi-
ciones iniciales es un nudo toroidal (un bosquejo de la prueba de esto se encuentra
en Chen y Banks [2]). Dada una condicién inicial existe una tnica trayectoria que
pasa por dicha condicion inicial.

Existen casos en que la trayectoria no es peridédica para ciertas condiciones ini-
ciales (esto se andliza mas adelante), en las cuales la trayectoria no forma un nudo,
por lo cual también se puede analizar qué tipo de comportamiento se presenta en
este sistema dinamico en estas condiciones iniciales, una idea es que se presente un
comportamiento cadtico, pero esto atiin no esta demostrado.

En esta seccién se explord un sistema dindmico cuya solucién puede ser una familia de
nudos. En la siguiente secciéon se presentara el método existente para tener cualquier
nudo como solucién a partir de la construccién de un sistema dinamico.



46CAPITULO 3. METODOS EXISTENTES PARA GENERAR TRAYECTORIAS ANUDADAS

3.2. Sistemas dinamicos que generan trenzas co-
mo solucidn.

Ahora se analizara la forma de obtener nudos a partir de la construccién de una
trenza la cual representa la solucion de un sistema dindmico, y asi utilizar el teorema
de Alexander para obtener el nudo deseado. Para construir el sistema dinamico cuya
solucion representa a una trenza utilizamos las funciones f, F' y ¢, las cuales se
describen y se muestran sus representaciones graficas a continuacion:

Figura 3.3: Grafica de f.

Figura 3.4: Gréfica de F'.
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Figura 3.5: Grafica de ¢.

Ahora, a partir de un nudo, se construye una trenza cuya cerradura sea dicho nudo.
Asi, al encontrar un sistema dindmico cuya solucién genera un giro entre dos cuerdas
de una trenza, sélo se debe iterar el proceso para dar el nimero apropiado de giros
y posteriormente repetirlo para la cantidad de cuerdas que tenga dicha trenza.

En el plano X Z se obtienen las siguientes ecuaciones para una cuerda de una trenza
& = £(¢(t;a,b) — p(t;b,¢)), donde a <b<c,

cuando la cuerda es ascendente, como se muestra en la figura 17, se considera el
signo + y cuando es descendente, como se muestra en la figura 18, el signo —.

—
/| N
Figura 3.6: Cuerda ascendente. Figura 3.7: Cuerda descendente.

Para un cruce se tiene:
y=£(e(t;b,c) — p(t;a,b) + p(t;e,d) — ¢(t;d,e)), donde a<b<c<d<e,

para un cruce por arriba se usa el signo 4, y para un cruce por abajo el signo —.
Asumiendo que Z es una constante y que z = t; entonces el sistema dindmico cuya
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solucion es el giro de una cuerda es:
T = Zi (t;ai, b)) — o(t; b, ¢i)), con a; < b; < ¢,

y = Z:I: (t; i, b)) — o(t; b, ¢i) + o(t; diye;) — @(t;¢i,d;)), con a; < b; < ¢; <d; < ey,

z = cconc€R.
(3.2)
Donde p es el nimero total de giros en esta cuerda, el signo + se toma dependiendo
del correspondiente cruce i, si es ascendente, descendente, cruce por debajo o por
arriba.

Al tener tres cuerdas, se tendran tres sistemas similares a (3.2), pero al final sélo
se quiere tener un sélo sistema dindmico, para lo cual se utiliza una funcién “tubo”
cuyo radio serd v/b, la funcién C™ es la siguiente:

¥ =o((x—21)>+ (y —y1)%a,b),

la cual sirve para que la cuerda que se genera en los parametros definidos siga la
trayectoria delimitada por la region que define esta funcion.

Mientras el radio sea suficientemente pequeno, existe una vecindad alrededor de
cada cuerda que no tiene interseccion con otras vecindades, el interior de este “tubo”
que representa dicha vecindad, todas las trayectorias siguen la cuerda de en medio,
mientras que afuera todo queda anulado, lo que significa que tanto @, §y como 2 son

0.

Figura 3.8: Un tubo alrededor de cada cuerda existente.

Estas funciones representan los tubos, donde (1, y1) son las coordenadas de la cuerda
de en medio con respecto a diferentes valores de t y parametros a y b tales que no
se intersecan los tubos. Consecuentemente, el sistema dinamico cuya solucién es la
trenza es:

q q
B=Y Wdy, =3 i, i=v;-c con cER, (3.3)
j=1 j=1

Donde ¢ es el nimero total de cuerdas en la trenza, v; es la funcién tubo para la

j-ésima cuerda, y ; y 9; son los sistemas dinamicos para la j-ésima cuerda obtenida
de (3.2).

A continuacion se muestra un ejemplo de como obtener el sistema dindmico al que
se le asocia una trenza como solucién.
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Ejemplo 3.2.1. Se considera el nudo trébol, el cual, por el Teorema de Alexander,
se puede representar como una trenza.

El sistema dindmico que tiene como solucion una de sus cuerdas con los pardmetros
siguientes: a =1, b=1.5, c =2, d =2.5, e =8, f =83.5, g =4, h =4.5, i =5, es:

a+b a+b b+c b+c d+e

y = w(t;a,T)—@(t;T,wa(t;T,C)—w(; : )+ o(t; ,€)
d+e e+ f e+ f g+h g+nh
—(t; d, )+¢(t;T,f)—90(t;e, 5 )+ o(t; g, 5 —) - sO(tTh)
h+l . h+1
+(t; 5 ,1) — @(t; h, 5 ),
5 = 1.

Para la otra cuerda de la trenza las ecuaciones son las siguientes:

& = —p(t;a,b) +p(t;b,c) —o(t;e, f) + p(t;d,e) — @(t; g, h) + @(t; b, i),
. a+b a+b b+c b+c d+e
d+e e+f e+f g+h g+h
h+1 h+z
ol o) + ol h ),
z = 1.

Al considerar una funcion 1 que se aplica a cada una de las cuerdas, se obtiene un
sistema como en (3.3), el cual es:

& = Y- (ot a,0) —@(t;b,c) +o(t;e, f) — o(t;d, e) + ¢(t; g, h) — p(t; h, i)
+10a - (—p(t;a,b) + p(t;b,c) — p(tse, )+ p(t;d,e) — @(t; g, h) + @(t; h, 1)),
a+b a+b b+c b+c d+e

g o= v (pltia, ——=) = plti—5=0) + ot ——,¢) = @(t:h, )+ olt——e)
d+e e+ f e+ f g+h g+nh
—p(tid —=) +olti—= f) —ellie, —57) T ollig, =5—) — et == h)
h h+i
+lt gﬂw—wmm =)
b b b b d
- (—pltia, 0) + ot 2 0) — ol T ) ol b, ) — ol )
d h h
+p(t; d, ;6) w(t;#,st@(t;e,e;f) @(tg?g; )+¢(t;%,h)
h h
—plt i) ol ),
Z = Y1+ .

Al hacer la simulacion de la solucion del sistema (3.4) en los valores iniciales
[0.1,0 0] y [1,0,0], se obtiene:



50CAPITULO 3. METODOS EXISTENTES PARA GENERAR TRAYECTORIAS ANUDADAS

Figura 3.9: Simulaciéon de la 2-trenza y del nudo que se obtiene como solucién del
sistema dindmico (3.4).

En la Figura 3.9 se muestran las trayectorias en que pasan dos condiciones iniciales
en el sistema de la 2-trenza, asi como la cerradura de esta misma y se observa que
al cerrarse tenemos un solo sistema dindmico cuya trayectoria es cerrada y se da
a partir de una sola condicion inicial en el sistema correspondiente a la 2-trenza
que se utilizo (las ecuaciones que definen dicha cerradura se pueden encontrar en el

[Cédigo 4] del Apéndice).

Hasta ahora, se ha exhibido un método para obtener cualquier nudo a partir de la
construccién de un sistema dindmico cuya cerradura de la trenza que este genera
como su trayectoria en el espacio fase.

A continuacién se planteara cémo obtener, a diferencia de este primer método, toda
una familia de nudos con un sdlo sistema dindmico variando la condicién inicial de
la trayectoria.



Capitulo 4

Sistema dinamico anudado
propuesto

4.1. Nuevo sistema dinamico de revolucion

En este capitulo se aplicard el método en Chen y Banks [2] a otro sistema dindmico
en el que las trayectorias que se obtienen como solucién son circulares.

Dado ag > 0 se considera el siguiente sistema dinamico:

T =1y — ao, Y= —x+ ap, (4.1)

para asegurarse de que sélo se van a considerar las trayectorias en el primer cuadrante
del plano cartesiano, a este sistema se la aplica una funciéon “radio” muy similar a
la funciéon “tubo” antes vista. Para esto primero se considera la siguiente funcién:

h(l‘) - (& S? m<xr<n,
0 si z<mox>n.
donde m y n representan los radios para los cuales se van a delimitar las trayectorias

del sistema, a partir de m estas empiezan a desvanecerse de tal manera que para n
b
ya no se tiene ninguna de ellas. Luego, la funcién radio es la siguiente:

/ h(r)dr
(z—a0)?+(y—ao)? s .
plx,y) = - ,con x,y € R yconm,n pardmetros definidos.

/m h(r)dr

Aplicando la funcién p al sistema (4.1), se obtiene un nuevo sistema que tiene deli-
mitadas sus trayectorias al primer cuadrante del plano cartesiano.

&= p(x,y)ly — ao,
= plw,y)[— + a). 4.2)

Después, a (4.2), se le aplica el método de revolucion obteniendo el nuevo sistema
dindmico de tres variables:

51
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i = p(x, /Y2 + 22) <\/y2 + 22 — Go) ;
§=plr,Vy* +2°) | [Fo+ (A=) — oy, Z)Z) , (4.3)

Y

i=pla, PP+ 22) [ [~z + ao](\/yjﬁ) + c(z,y, z)y)) :

Noétese que dada una condicién inicial (g, yo, z0) fuera del toro T3, generado por la
revolucién del sistema y mostrado en la Figura 4.1, se tiene que p(zg, /y2 + 22) = 0.
Por lo cual ésta condicién es un punto fijo para el sistema dindmico (4.3); lo mismo
se aplica si la condicién inicial se encuentra en la frontera 9(77) ya que en este caso
el numerador del cociente definido por p(z,y) serd igual a cero.

Por otro lado, en el caso de que m =0.4, n =0.5, ap = 3 y ¢(z,y,z) = 5/7 es una
funcién constante; para la condicién inicial (3,2, 3,2,0,3) € 77 la solucién es el nudo
toroidal T'(5,7), como se observa en la Figura 4.1 (b). Aunque como c es constante,
cualquier condicién inicial dentro de Ty dard lugar al nudo toroidal T'(5,7) como
solucién. Ademsds, si ¢(x,y,z) = p/q con 0 < p/q < 1y med(p,q) = 1, entonces nos
dard el nudo toroidal T'(p, q) como solucién para (4.3). Por lo tanto, para obtener
todos los nudos toroidales T'(p, ¢), en lugar de una funcién constante se va a utilizar
una funcién ¢ adecuada, con dominio en R3  que incluya el intervalo (0,1) en su
rango; y asi obtener todos los nudos toroidales T'(p, q).

N O

* 4 2‘ 0‘ '2‘ 4‘«‘&;@! ;!‘3'4 ‘2 ‘0 "2 "4
a) b)

Y X

Figura 4.1: Toro T} generado por el método de revolucién (a) y el nudo 7'(5,7) en
este (b).

Para definir la funcién ¢, dado 0 < A < n, sea I') el circulo:
PA - {(xay) S R2 | ('I - a0)2 + (y - a0)2 = /\2}7
y sea T) el toro generado al rotar el conjunto I'y alrededor del eje y. Hay que tener en

cuenta que p es constante a lo largo de T} y Uog x<n Iy es el toro solido T;. Entonces
¢ estard definido por:

5
c(x,y,z) = 5)\, donde (x,y, 2) € Ty.
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Tenga en cuenta que c es constante a lo largo de cada T, también se tiene que
(0,1) C ¢([0,m]) y si A = E—Z entonces ¢(z,y, z) = £ y el nudo obtenido es T'(p, q).
Otra forma de definir ¢ es:

c(x,y,z) = g\/(ao — Va2 + 22)2 + (ag — y)2. (4.4)

Teorema 4.1.1. Dado el sistema dindmico (4.3), donde c se define como en (4.4),
este contiene todos los nudos toroidales como solucion.

Demostracion. Consideremos que para la condicién inicial (r, 7, 0), se tiene ¢(r,r,0) =
2\, donde (r,r,0) pertenece a Ty, y A, = (ag — r)v/2 es la distancia entre (r,r,0)
y (ag,ap,0). Esto implica que para obtener T'(p,q) como solucién debemos tener
r=ag— g% y por lo tanto ¢(r,r,0) = g. De ello se deduce que, si 0 < A, <0.4 en-
tonces 0 < %)\T < 1y, por lo tanto, ese sistema (4.6) tiene todos los nudos toroidales
como soluciones. O]
Ejemplo 4.1.2. Si 1’ = ag — %% entonces c(r',r',0) = % y la trayectoria del
sistema (4.6) con condicién inicial (r',r',0) es el nudo trébol T'(2,3), mostrado en
la Figura 4.2 ( a). Mientras que para r" = ag — %5%/5 obtenemos el nudo T'(5,7),

como se muestra en la Figura 4.2 (b).

4

2

/
{ /
NI j;
"—— --------------------------- -
a4
02°
0.1 —
0
X 01 )
027, \2

Figura 4.2: Los nudos T'(2,3) en (a) y 7'(5,7) en (b) como soluciones de (4.6).

4.2. Un nuevo sistema dinamico con todos los nu-
dos toroidales como soluciéon

En esta seccion, primeramente, mostraremos como obtener un sistema dindmico que
contenga todos los nudos toroidales como soluciones. Por lo tanto, siguiendo las ideas
de Chen y Banks [2], comenzaremos con el sistema dindmico (4.5):

j":y_a(%

Y= —x+ ap, (4.5)



54 CAPITULO 4. SISTEMA DINAMICO ANUDADO PROPUESTO

6
5 ]
3

Figura 4.3: (a) Dos trayectorias como soluciones del sistema (4.5) con ag = 3. (b)
una érbita periddica circular del sistema (4.2). (¢) Una érbita peridédica anudada
asociada del sistema (4.3) generado por el método de revolucién.

Dado que el sistema (4.3) posee todos los nudos toroidales como soluciones, nos
gustarfa tener un difeomorfismo de 77 a un toro sélido anudado T5. Usando este
difeomorfismo definiremos un nuevo sistema cuya dinamica sera cero en el comple-
mento de T, y una conjugacién en 7.

Dados r,s € Z, tal que (r,s) sea un par adecuado, existe una parametrizacion
hs : S* — R? para la familia de nudos toroidales:

hi(x,y) = (a3(2,y), bi(z,y),sen(s - 0(z,y))).
Donde

ay(z,y) = (24 cos(s-8(x,y)))cos(r-0(z,y)),
bi(z,y) = —(24cos(s-0(x,y)))sen(r-6(x,y)),

y 0(z,y) es la funcién angulo mostrada en 4.4 (a). El nudo obtenido con esta funcién
es hi(S') = T(r,s). Es importante hacer notar que, ya que las funciones a®(z,y) y
bi(x,y) son composiciones de difeomorfismos, cualquier funcién A? es un difeomor-
fismo entre S' y su imagen: El nudo T'(r, s).

En la Figura 4.4 hay dos ejemplos de nudos, (b) y (c), construidos con diferentes
pares de nuimeros adecuados.
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| / (XIY)
0 B(xy)

(@) °

Figura 4.4: La funcién angulo (a), T(2,3) nudo obtenido con k3 (b), T'(2,5) nudo
obtenido con h3 (c).

4.3. Nudos cable

Ahora empezaremos a trabajar con nudos toroidales iterados, los cuales se definieron
en 1.1. Como para el sistema

i = p(x, VY2 + 22) <\/y2 + 22 — ao) ;
g =p(r,/y? +22) | [~z + a) (=) — clz,v, Z)Z) : (4.6)

N
i=pla, PP+ 22) [~z + ao](\/y:?) + c(z,y, z)y)) :

todos los nudos toroidales son solucion, queremos tener un difeomorfismo de T a
un toro solido anudado T5. Usando este difeomorfismo definiremos un nuevo sistema
cuya dindamica sera cero en el complemento de 75 y una conjugacion en T5. Para eso
consideramos lo siguiente: Sea F : R? — R? el difeomorfismo dado por F(x,y,z) =
(x —ag,y,2). Y Hy : F(Ty) — Ty el difeomorfismo dado por:

HS(%?/»Z) = (k:($ay) : ag’(:v,y), k(x,y) ' b%(l’,y), k:(:v,y) sen (Be(xvy)) + Z)

Donde k(z,y) = /a2 +y* y Ty = (H3 o F)(T}). Como caso particular estamos
usando H3, claramente basado en h3, para obtener el nudo trébol T'(2,3). Por lo
cual tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1. Dado el sistema dindmico:

% (HyoF)oGo(Hyo F)™1(X), para X €T,
] 0, para X & Tb;
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donde G es de la forma del sistema (4.6), H3 y F son los difeomorfismos previa-
mente definidos y Ty = (Hy o F)(T1). Entonces todos los nudos iterados de la forma
K, 3, r, ) son soluciones del sistema.

Demostracién. Considerando que F'y H3 son difeomorfismos, entonces F o H3 :
Ty — T5 también es un difeomorfismo. Ahora, se define

©=FoMH; N d=(H}0F)oGo (H}oF)™
Por lo cual, es claro que
P=00GoO! y entonces PobO=00G.

Por lo tanto X = G(X) y X = ®(X) son sistemas dindmicos topolégicamente
conjugados definidos sobre 17 y T3, respectivamente. Ademés, dado que la funcién
p estd implicita en G, entonces ®(z,y,z) = 0 para cualquier (z,y,2) € 9(Ts). Ya
que el sistema (4.7) estd definido como 0 siempre que X ¢ T5, se puede concluir
que es diferenciable. Es bien sabido que el ser topoldgicamente conjugados implica
que cualquier nudo toroidal T'(r, s) como solucién del sistema X = G(X) es llevado,
bajo la funcién ©, a una solucién periédica del sistema X = ®(X), el cual estd sobre
el toro T; anudado. Generando de este modo nudos toroidales iterados Ko, 3, 1, s
como soluciones. O]

En 4.5 se muestran ejemplos obtenidos al aplicar el teorema 4.3.1.

Figura 4.5: Cable K235 (a), Cable (2357 (b) y Cable (231517 (¢) como solu-
ciones del sistema (4.7).

De la misma forma, en lugar de hj podriamos usar cualquier h} para obtener cual-
quier cable K, 4.5 haciendo el ajuste necesario del radio interior n para asi evitar
autointersecciones en el toro 7. En la figura 4.6 se muestra el cable K5 91531) como
solucién del sistema (4.7) que se obtiene al usar varios radios interiores.
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Figura 4.6: Cable K5 9,1531) con radio interior n =0.5 (a), n =1.0 (b) y n =1.5 (c)
como soluciones del sistema (4.7) respectivamente.

4.4. Nudos cable de otros nudos

Los resultados previos también se pueden aplicar para obtener nudos cable de otros
nudos ademas de los nudos toroidales, siempre y cuando se tenga su parametrizacion.
Por ejemplo tenemos la siguiente familia de difeomorfismos, cada uno define un nudo.

gi(x,y) = (ad(x,y), bz, y), sen(46(z,y))).

Donde med(p,q) = 1y, para esta familia, %’ > 1. Observemos que g3 da lugar a

la figura del nudo ocho, Kj, el cual no es un nudo toroidal. Se muestran algunos
ejemplos de nudos cable usando esta familia en la figura 4.7, donde el nudo 7T'(5,11)
estd en la figura del nudo ocho, (a), y también en el nudo K, asociado a g3, (b).

Figura 4.7: Nudos cable K1(5’11) (a) y K2(5711) (b)

Entonces, se han exhibido varios métodos para generar trayectorias anudadas como
soluciones de sistemas dinamicos, asi como se ha generado el método de obtener
una infinidad numerable de sistemas dinamicos cuyas trayectorias son familias de
nudos diferentes a las reportadas en otras bibliografias previas. Ahora se exponen
las conclusiones obtenidas a través de esta tesis doctoral.
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Conclusiones

Finalmente, se han presentado en esta tesis dos métodos existentes para obtener
trayectorias periddicas como soluciones de un sistema dinamico, es decir, nudos. Se
observa que en el primer método con un mismo sistema dindmico pero usando di-
ferentes condiciones iniciales se tiene una familia de nudos en sus trayectorias como
soluciones, en particular, se tienen nudos toroidales al revolucionar el sistema de
Volterra-Lotka. En cambio, en el segundo método se tiene que para obtener cual-
quier nudo se debe construir expresamente un sistema dinamico, usando para ello
el Teorema de Alexander para obtener la cerradura de una trenza y asi obtener el
nudo deseado como solucion.

Por otra parte, cuando las trayectorias no son periédicas, hay un tipo de comporta-
miento que se presenta, el cual, se asemeja al comportamiento cadtico, se presenta
el andlisis que se realizd en las trayectorias con la variacion de pardametros de un
sistema que ya se conoce que es cadtico, el sistema de Lorenz, concluyendo que
en este sistema se presentan trayectorias que se asemejan a nudos al tener ciertos
parametros, pero en su mayoria de las variaciones se seguia teniendo el mismo com-
portamiento, lo cual sugiere un analisis de otro tipo, lo cual se deja como trabajo a
futuro.

En esta tesis, al variar p,q € N, también hemos dado explicitamente una manera
de construir un ntimero infinito de sistemas dinamicos en los que las trayectorias
anudadas, que pertenecen a la familia de nudos toroidales iterados, aparecen como
soluciones. Esta forma de obtener nudos toroidales iterados como solucion, hasta
ahora, no se ha reportado previamente en alguna bibliografia o articulo cientifico.
También se ha demostrado que las ideas expuestas se pueden extender facilmente a
otros nudos parametrizados, por ejemplo el nudo en forma de ocho, el cual no es un
nudo toroidal, aunque hay que modificar el radio interior si es necesario.

29
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Apéndice

En esta seccion se muestran los codigos utilizados para generar las simulaciones

vistas en este trabajo:

Cédigo 1. Comenzamos con el cédigo para generar las simulaciones de los toros sélidos y

los nudos iterados obtenidos.

F iones para modifi I
ifunction Ftrla=fla(x,y, =)
Ftrla=[{0.5/3).* (x=-3)}+3, (0.5/3)
Sy egre(y.t2+z.02), (0.5/3) .
SzL S legri(y. iz ) ) )
endfunction

[function Ftrlb=flb(x,y, 2z
Forib=[({.5/3) .*{x=-3)+3, (.5/3) .5
endfunctien

[function Ftr2=£f2(x,vy,z)
Ftra=[x-3,v,z];
endfunction

ifunction Ftria-idaix,vy,z)
Ftr3a=[{3.5/3) . % (x), (3.5/3) .*(y-
Sy fagre (vt EeE M), (2003 . (2
Fabhs(z).*z./(z.*sqrt(y.”
endfunction
function Ftrib=fib(x,vy, =)
Ftr3b=[( F3Y R, /
endfunction

Tariy) . o

Funciones para generar el t

function FP-plx,y)
P=aqrt(x."2+y."2);
endfunction

funection N-nnix,y,z)
N=sqrt(x."2+y."2+2.
endfunction

~Z):

function Th-thix,y)
Th=acosd (x./sqrt(x.”
endfunction

"2V

1&:‘;

functien A-aa(t)
A= lt+ecosd| LFE) ) L Foosd( LFE)
endfunction

Sy

Sy SEagrb iyt

+2.72)) ]

SEyL S agrE Y.tz ) )+

PP [ L S S D

*{z-3 .*abs(z)./z)+3 .*abs(z)./z

tz. "))+

.*abs(z).*z./(z.*sgrt{y. ~2+z."2)) )4

-

f3).*(2-3 .*abs(z)./z)+3 .*abs(z)./z
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funetien B=b (L)
B=-(d+cosd(3 .*t}).*sind(? .¥*t);
endfunction

funetion C=c(L)
C==3ind {3 .*t):
endfunction

function K=k(x,y, 2z}
E={p(x,y)=2.%+nniaa(thi{x,¥)),b{thix,y)),cl(thix, ¥} )} ) /nn{aa(thix,y)),
bith(x,y)),c{thix,y) )z

endfunction

function H=ache (x, v, 2]
H=[ki{x,y,z) *aalthix,y)),~kizx,y,z)*blthi{x, v} ), -kix, v, z) *clthiz,y))+z];
endfunction

EEERTRESEEELLERERELLRRTREE LR LR ELELERRRREL LR TR ELELLRRRES
%Funciones, constantes y sistema dindmico para generar el nudo (p,q)

n=3; Yradio superior

W=l %centro de la circunferencia

p2=41; %numerador de la fraccidn para obtener =1 nudo torcidal
g=31; %denominador de la fracciin para obtener el nudo toroidal

Cop2/ai
a=p2/ (q.*sgrti{2));
ro=[a a 0];

tau="*p2*pi/C;
t=[0:0.03:tau+.1];

h=8(x) exp({l./(x-n)=1./(x-m)).* ({x>=m)&(x<n) )} +0.* ( (x<=m) & (X>=n));
v=sart ((rO{1) —w) . "2+ (sgri (0 (2) "2+l (2) .22 —w) .2
dv=quadcc (h, m, n) ;

th=quadcc(h, v, n) fdv; %funcidn tubo

wdot=8{r,t) [tb.* (sgrt(r(2) .2+ (3) .21 =) i ..

th* ({(—r(1)+3) . * ({r(2) /asgqre(c(2) 2+ (3)"2)))-C*e(3))i- ..

th* ((=r(1)+3).*((c(3) /sgrt(r(2) "2+ (3)™2)))4C*x(2)})]:% Sistema dindmico %
B%de revolucidn %%
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r=1sode (xdot, r0,t} ;% solucidn del sistema dinamico que es el nudo (p,q)
r2=fla(c(:,1),rl(:,2),c(:,3))i% aplicacion de fl1 para llevar hacia T2
r3=F2(r2(:,1),r2(:,2),r2(:,3)):% aplicacidn de £2 para llevar a T3
rd=f3a(c3(:,1),r3(:,2),r3(:,3)) ;% aplicacion de £3 para llevar a T4
BEEERELEREHERESERELEH AR ERERELEREHERERELEHRRSEERRERS

p3=5; %numerador de la fraccidén para obtener el nudo toroidal
q2=3; %denominador de la fraccidn para obtener el nudo toroidal

C2=p3/q2;
aZ=p3/(g2.*agrt(2));
r02=[a a 0];

taul="*pi*pi/fC2;
t2=[0:0.03:tau2+.1];

h=8(x) exp(l./(x-n)=1./(x-m)).*((x>m) & (x<n) ) +0.*{ (x<=m) & (x>=n));
vZ=sgrt ((r02(1)-w) . "2+ {sqrt(cO2(2) . ~2+r02 (3) ."2)-w) ."2) ;
dv=quadce (h,m, n) ;

th2=quadccih, vZ,n) fdv; %funcion tubo

xdot=@(r,t) [th.* (sqrt(r(2) . 2+4r(3).72)=3) ;...

te* ((—c(1)+3) . *{ ({2} /egrt{e(2) "2+ (3)"2)} ) -C*E(3}};...

th* ((-r(1)+3) . * ((E(3) /sgrt(r(2)*24r(3)~2)) ) +C*r(2))1;% Sistema dinamico %
%%de revolucidn %%%

r=lsode (xdot, r0,t) ;% sclucidén del sistema dindmico que es el nudo (p,qg)
r2=flafr(:z, 1), clz,2),c(:,3));% aplicacion de fl1 para llevar hacia T2
r3=f2(r2(:,1),x2(:,2),x2(:,3)):% aplicacidén de f2 para llevar a T3
rd=f3a(rd(:,1),c3(:,2),3(:,3)) ;% aplicacidn de £3 para llevar a T4

R R R e Rt e e R e e e e R e T L T R T

p3=5; %numerador de la fraccién para obtener el nude toroidal
g2=3; %denominador de la fraccién para obtener el nudo toroidal

CZ=-p3/qZ;
aZ=p3/(g2.*sgqrt(2));
riZ2=[a a 0]:

tau2=2*p3*pi/Cc2;

£2=[0:0.03:tau2+.1];

h=8(x) expil./(x-n)-1./(x-m)).*({x>m) & (x<n))+0.%{(x<=m) & (x>=n));
v2=sgrt { (r02(1)=w) .24 (sgrt(r02 (2) . 24x02(3) ."2)=w} ."2);

dv=gquadcc (h,m, n) ;
tb2=quadce (h, v2,n) fdv; %funcién tubo

xdot2=0 (rbk, £2) [thZ.* (sqrt (rb(?) . "24rb(3) ."2)-3)1 ...

th2#* ({=rb(1)+3) . * {{rb {2} fegrti{rb(2) ~24+rb{3)"2) ) ) =C2*xb (3} )i ...
th2* ((-rb(1)+3) . * ({rh{3} /sqrt(rb(Z) "2+rh{3) “2) )y +C2*rh (2} ) 1

% Sistema dindmico de revolucién %%%

rb=1sode (xdot2, r02,t2) % aolucidn del sistema dindamico que ez el nudo (p,q)
rb2=flairbi:, 1), thi(:,2),rh(z,3)) % aplicacion de fl1 para llevar hacia T2
rb3=f2(rb2(:,1),rb2(:,2),rb2{:,3)) % aplicacidin de f2 para llevar a T3
rhd=f3a({rb3(:, 1), b3 (:,2),rb3(:,3)) ;% aplicacicin de f£3 para llevar a T4
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% Graficas

figqurea(l)

plot3(ri:,

xlabel ("'
¥

RS P I
ylabel (’
zlabel ('
hold on
plot3{chi:, 1}, bz, 2}, bz, 3},
xlabel {("X");
ylabel (" V") ;
zlabel ("2');

fiqure ()
plﬂtal:rzi:lI}frzi:l?}frzi:i'.}fl
xlabel ("X ;

ylabel("v");

zlabel ("2} ;

hold on

plot3(rb2(:, 1), rb2{:,2),rbh2(:z, 3}, "1 11

xlabel("<");

ylabel ("0 ")

zlabel (" 2");

figure{i)
plot3{(r3(:,1),x3(:,2),r3{c,3),"]
xlabel ("xX"');

ylabel ('7");

zlabel{'2");

hold on

plot3{rb3(:,1),rb3{(:,2),rb3(z, 3},

xlabel (X"} ;
ylabel ("7 ");
zlabel (') ;

figure{4)
plot3(rd(:, 1), cd(z, 2y, vd(z,3),"'
#label {"X");:

ylabel ('Y");:

zlabel (') ;

hold on

plot3irbd(:, 1), rbd{:,2) ,rhd4{z, 3},

¥label {"X");
ylabel('7');
zlabel (') ;

h',3)

h',1);

R
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x¥u=transpose (rd{:,3}};
yy=transpose (rd(:,2)};
rzz=transpose (rd{:,1}};

sy=asin{yy./ (sgrt{zx. " +yy."2) 1) ;
th=acos (xx./ (sgrt (xx."2+yy."2))):
ran=lengthi{sy);

thl=[]:

for i=l:ran,
if sy(i)«<0,
thl=[thl, 2*pi-thii)];
alsa;
thl-[thl,th(i)];
endif;
end;

a = (4 4+ cos(i*thl)).*cos{2*thl);

B = -(3 4+ cos(i*thl}}).*sin{?*thl);
c = =ain{3i*thl);
factor=.5

P = sqgroixx.”? + yy. 2);
n = aqrtfa.”?2 + b."2+ c.™?);
k=[factor* (p=3.5)+n] ./ n;

bk=[(p=3.5)/.2+n] ./ n;

figure (&)
plot3{k.*a, k. *b, k. *c+tfactor*zz, '
*xlabel ("X");

yviabhel {("7');

zlabel ("0");

fplot{k.*b, k. *ct+zz)

Pplot{k.*a, k.*c+zz)

fplot(k.*a, k.*h)
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Codigo 2. A continuacion se muestra el cdédigo para generar las parametrizaciones del
nudo trébol y el nudo ocho.

thl=0:0.01:2%pi;

p=2;

%$%% Nudo trebol %%%%%%%

= (2 + cos(p*thl *cos (g*thl) ;
= — (2 + cos(p*th .*sin(g*thl) ;
= sin(p*thl);

o\@

Qo w
|
I._\"'h—/

figure (1)
plot3(a,b,c, r3)
$hold on

u Q
- O
= o
JM
* o
ot
= =
=

h
4+cos( *th
c2= sin(4*thl);
figure (2)

plot3(a2,b2,c2, ; 3)

Codigo 3. A continuacién se muestra el codigo para generar el sistema de Lorenz.

ifunction xdot=f (y,t)

xdot (1) =10*(y(2)-y (1))

xdot (2)=(28-y (3)) *y (1) -y (2) ;

xdot (3)=y (1) *y(2)-8*y(3)/3;

-endfunction

yO=input ( ):
tmax=input ( ):

Ftmax=100

t=[0:0.01:tmax];

y=lsode ( ,v0,t)

figure (1)

hold on
$comet3(yv(:,1),v(:,2),y(:,3),0.00001);
plot3(y(:, 1),y (:,2),y(:,3),0.00001);
xlabel ( ):

yvlabel ( ):

zlabel ( ):

hold off



APENDICE 67

Cédigo 4. Ahora se muestra el codigo de las funciones utilizadas para la cerradura de
una trenza.

functien xdot=hl (k,t)

a=sy

b=3;

f1=@(x) exp(l./(x-b)-1./(x-a)).*((x>a)&(x<b))+0.*((x<=a)&(x>=b));

f2=@(x) exp(l./(x-c)-1./(x-b)).* ((x>b)&(x<c))+0.* ((x<=b)&(x>=c));

fla=@(x) exp(l./(x-(atb)/2)-1./(x-a)).*((x>a)&(x<(a+tb)/2))+0.* ((x<=a)&(x>=(a+b)/2));
flb=@(x) exp(l./(x-b)-1./(x-(a+b)/2)).*((x>(a+tb)/2)&(x<b))+0.* ((x<=(atb)/2)&(x>=b));
f2a=@(x) exp(l./(x-(b+c)/2)-1./(x-b)).* ((x>b)&(x<(b+c)/2))+0.* ((x<=b) & (x>=(b+c) /2));
£2b=0(x) exp(l./(x-c)-1./(x-(b+c)/2)).*((x>(b+tc)/2)&(x<c))+0.* ((x<=(b+c)/2) & (x>=C));

dl=quadcc(fl,a,b)r
d2=quadcc(£2,b,c) ¢
dla=quadcc (fla, a, (a+b)
dlb=quadcc (flb, (a+b) /2
d2a=quadcc(f2a, b, (btc)
d2b=quadcc (£2b, (b+c) /2

2):
b)
2) i
c)i

/
/

opl=@ (x)quadcc (f1,x,b) ./dl;

op2=@ (x)quadcc (£2,x,c) ./d2;

opla=@ (x)quadcc(fla, x, (a+b) /2)./dla;
oplb=@ (x)quadcc (flb, x,b) . /dlb;
op2a=@ (x) quadcc (f2a, %, (b+c) /2) . /d2a;
op2b=@€ (x) quadcc (f2b, %, c) . /d2b;

xdot (1)=opl (t) -op2 (t) +4*cos (t) . * ((t>2*pi+pi/2) & (E<2*pi+3*pi/2) ) +4*sin(t) . * ((t=6*pi)a (E<T*pi));

xdot (2)=opla(t) -oplb(t)+op2b(t)-op2a(t);

xdot (3)=1.% (t<=2%pi+pi/2)+4*sin(t) . * ((t>2*pi+pi/2) & (t<2*pi+3*pi/2))-1.* ((t>=2*pi+3+%pi/2) & (t<c*pi))-4%cos(t).* ((t>=c*pi)&(t</*pi));
endfunction

$kO=input ('Inserta la condicion inicial [x y zl: ');
kO=[1 0 01;

$tmaxl=input ('Inserta el tiempo maximo: ");
t=[0:0.005:12*%pi];

k=1sode ( S kO,t) 7

figure (1)
hold on
plot3(k(:, 1
xlabel ( )
ylabel ( )
zlabel ( )

r k( H 3)r k( H 2))z:

’
’
’
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function xdot=h2(k,t)

c=a

f1=G(x) exp(l./(x-b)-1./(x-a)).* ((x>a)&(x<b))+0.* ((2<=a) & (x>=b));
£2=0@(x) exp(l./(x-c)-1./(x-b)).* ((x>b)&(x<c))+0.* ((x<=b)&(x>=C));
fla=@(x) exp(l./(x—(at+b)/2)-1./(x-a)).*((x>a) & (< (atb) /2) ) +0.* ((x<=a) & (x>=(a+b) /2));
flb=0@(x) exp(l./(x-b)-1./(x-(a+tb)/2)).* ((x>(a+b)/2) & (x<b))+0.* ((x<=(a+b)/2)&(x>=b));
f2a=@(x) exp(l./(x-(b+tc)/2)-1./(x-b)).* ((x>b) & (x<(b+tc)/2))+0.* ((x<=b)& (x>=(b+c)/2));
f2b=€(x) exp(l./(x-c)-L1./(x-(b+c)/2)).* ((x>(b+c) /2) & (X<C) ) +0.* ((x<=(b+C) /2) & (2>=C)) }

dl=quadcc (fl,a,b);
d2=quadcc (£f2,b,c) 7
dla=quadcc(fla,a, (a+b)/2):
dlb=quadcc (flb, (a+b) /2, D) ;
d2a=quadcc(f2a,b, (b+c) /2) ;7
d2b=quadcc (£2b, (b+c) /2, c);

opl=@(x)quadcc (fl,x,b)./dl;

op2=@ (x) quadcc (£2,x,¢) . /d2;

opla=@ (x)quadcc (fla, %, (a+b) /2) ./dla;
oplb=@ (x)quadcc (f1b, x,b) . /d1lb;
opZa=@(x)quadcc(fZa,x,(b+c)/2)./dZa;
op2b=E (x) quadcc (£2b, %, c) . /d2b;

xdot (1) =-1* (opl(t) -op2(t) +4*cos (L) . * ((L>2*pi+pi/2) & (E<2*pi+3*pi/2) ) +4*5in(t) . * ((E>E*pl) & (t<7*pl) ) )+

xdot (2)=-1* (opla(t)-oplb(t)+opZb(t)-op2a(t));

xdot (3)=1.* (t<=2*pi+pi/2) +4*sin(t) .* ((L>2*pi+pi/2) & (E<2*pi+3*pi/2) ) ~1.* ((E>=2*pi+3*pi/2) & (t<e*pl))-4*cos (L) .* ((t>=6*pi) & (t</*pi));
endfunction

$kO=input ('Inserta la condicion inicial [x y zl: ");
k0=[0 0 0];

$tmaxl=input ("Inserta el tiempo maximo: "):
t=[0:0.005:12%pi];

k=1sode ( kO, )

figure (1)

hold on
plot3(k(:, 1), k(:,3),k(:,2)):
xlabel ( i

)
ylabel ( )z
zlabel ( )

’
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