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Resumen

Esta investigacion aborda el estudio de sistemas dinamicos no lineales con
énfasis en los atractores caoticos, particularmente aquellos que no requieren de
puntos de equilibrio para manifestar su comportamiento complejo. El trabajo se cen-
tra en el sistema de Chua, reconocido por su capacidad para generar dinamica
caotica, proponiendo una modificacidén innovadora que preserva sus caracteristicas
fundamentales mientras elimina sus puntos de equilibrio tradicionales.

Se busca disenar un sistema que presente propiedades cadticas principalmen-
te un atractor, el cual no presente puntos de equilibrio, tomando como base el siste-
ma de Chua.

Mediante un enfoque metodoldgico que combina analisis tedrico y simulacio-
nes numéricas, se desarrolld6 una versidn modificada del sistema de Chua imple-
mentando: Una estructura de seis regiones con planos de conmutacién adicionales.
Puntos de equilibrio virtuales que guian la dinamica en las diferentes regiones.

Un cuidadoso balance de parametros para mantener las propiedades cadticas.
Los resultados obtenidos demuestran que este nuevo sistema:

1. Conserva exponentes de Lyapunov caracteristicos del comportamiento
caotico.

2. Presenta un atractor similar en al clasico atractor de Chua

3. Presenta mas propiedades similares al sistema original de Chua, que se de-
muestran con los planos de Pdincare, diagramas de bifurcacion y cuencas de
atraccion



Abstract

This research addresses the study of nonlinear dynamical systems with an
emphasis on chaotic attractors, particularly those that do not require equilibrium
points to manifest their complex behavior. The work focuses on the Chua system,
recognized for its ability to generate chaotic dynamics, proposing an innovative modi-
fication that preserves its fundamental characteristics while eliminating its traditional
equilibrium points.

The objective is to design a system that exhibits chaotic properties, primarily
an attractor without equilibrium points, based on the Chua system.

Through a methodological approach combining theoretical analysis and nume-
rical simulations, a modified version of the Chua system was developed implemen-
ting: A six-region structure with additional switching planes, virtual equilibrium points
that guide the dynamics in different regions, a careful parameter balance to maintain
chaotic properties

The obtained results demonstrate that this new system:

1. Maintains Lyapunov exponents characteristic of chaotic behavior
2. Presents an attractor similar to the classic Chua attractor

3. Exhibits more properties similar to the original Chua system, as demonstrated
through Poincaré maps, bifurcation diagrams, and basins of attraction



Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas caoticos son un subconjunto de los sistemas dinamicos no li-
neales que presentan un comportamiento altamente impredecible pero determinista
[1]. Esta sensibilidad a las condiciones iniciales es una de las caracteristicas defi-
nitorias del caos y se conoce comunmente como el “efecto mariposa” [2]. podemos
utilizar la siguiente definicion que deja mas claro y en pocas palabras lo que es el
caos: El caos es un comportamiento determinista no periddico, caracterizado por
sensibilidad a condiciones iniciales y estructura fractal en su atractor [3]. Uno de los
ejemplos mas famosos es el sistema de Lorenz.

Un atractor es un comportamiento que cominmente presenta un sistema con
caracteristicas caoticas.

Conjunto atractor [4]. Es un conjunto cerrado e invariante A ¢ R"™ es llamado un
conjunto atractor si existe algun vecindario U de A tal que:

" V>0, f(t,U)CUy

" (s [(t,U) = A,

Un atractor es un conjunto atractor topolégicamente transitivo.[4]

De acuerdo con [5] no existe una definicidon universalmente aceptada de un
atractor en matematicas; hay quien no pide la transitividad topoldgica y por lo tanto
llaman al conjunto atractor que lo cumple como un atractor transitivo. Los atractores
pueden clasificarse como ocultos o autoexcitados segun Gennady Leonov et al. [6].

Los sistemas dinamicos no lineales han sido ampliamente estudiados debido
a su capacidad para modelar fendmenos complejos en la naturaleza y en diversas
aplicaciones tecnolodgicas. Dentro de este ambito, los sistemas cadticos ocupan un
lugar destacado por su comportamiento impredecible pero determinista, su sensibi-
lidad a las condiciones iniciales y la riqueza de dinamicas que presentan [1]. Estos
sistemas son fundamentales en areas como la criptografia, el procesamiento de
senales y el modelado de sistemas biolégicos complejos[7][8].

Uno de los sistemas cadticos mas representativos es el sistema de Chua, in-
troducido por Leon Chua en la década de 1980 [9]. Originalmente concebido como
un circuito eléctrico donde el modelo matematico es un sistema no lineal, el cual

11



CAPITULO 1. INTRODUCCION 12

es capaz de generar comportamientos dinamicos que abarcan, desde atractores
periddicos hasta el caos [10]. El atractor de Chua, caracterizado por su estructu-
ra de doble enroscado (double scroll), ha sido utilizado en numerosas aplicaciones
practicas, como el procesamiento de senales la encriptacion entre otras mas.

En criptografia y procesamiento de sefales, los sistemas cadticos son es-

pecialmente valiosos porque son impredecibles y extremadamente sensibles a los
cambios mas minimos. Como explica Kocarev (2001), esta sensibilidad a las con-
diciones iniciales es clave: asegura que el sistema nunca se estanque en patrones
repetitivos o valores fijos, lo que lo hace ideal para aplicaciones donde la aleatorie-
dad y la seguridad son criticas[7].
El sistema de Chua tiene puntos de equilibrio aislados, los cuales influyen en la
dinamica del sistema y pueden limitar su aplicabilidad en ciertos contextos. Los pun-
tos de equilibrio son soluciones estacionarias de las ecuaciones diferenciales que
describen el sistema, y su presencia puede afectar la topologia local del espacio de
fases y la geometria de las cuencas de atraccion [11].

El sistema de Chua fue introducido por Leon Chua en la década de 1980 como
un circuito electrénico no lineal capaz de exhibir comportamientos caédticos [9]. Este
sistema es uno de los ejemplos mas simples y conocidos de un sistema cadtico,
y ha sido ampliamente estudiado tanto por su elegancia matematica como por sus
aplicaciones practicas [10]. Descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales or-
dinarias en un espacio tridimensional, vamos a trabajar con el modelo adimensional:

i(t) = aly —z —g(x)),
yt) =z —y+2,
Z(t) = =By,

donde g(z) es una funcidén no lineal que describe el comportamiento del diodo de
Chua. Esta funcion se define como:

br + (a—1b), siz>1,
g(x) = q az, si |z <1,
br —(a—0b), siz<—1.

Los parametros «, 3, a y b determinan la dinamica del sistema y su comporta-
miento caotico. El sistema de Chua es conocido por su atractor de doble enroscado
(double scroll), que es una estructura geométrica compleja en el espacio de fases
que caracteriza su comportamiento caético [12].
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Atractor de Chua

Atractor de Chua
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Figura 1.1: Atractor del sistema de Chua.

1.1. Campos vectoriales con puntos de equilibrio

Sea el sistema dinamico © = f(x), donde f(x) es un campo vectorial y dicho
campo vectorial posee puntos de equilibrio z* que satisfacen f(z*) = 0, estos actuan
como organizadores locales de la dinamica. Sin embargo, lejos de ser meros puntos
de reposo, pueden convertirse en fuentes de inestabilidad cuando presentan propie-
dades como focos inestables. En sistemas como el circuito de Chua o el atractor de
Lorenz, los puntos de equilibrio son inherentes a la estructura del modelo. La in-
teraccion entre sus variedades estable e inestable genera una dinamica recurrente
pero no periodica: las trayectorias son atraidas y repelidas sucesivamente, tejiendo
una estructura fractal en el espacio fase. Asi, el caos emerge no a pesar de los equi-
librios, sino gracias a su inestabilidad organizada.

Cuando el sistema no tiene puntos de equilibrio:
f(z) #0 paratodoz € R" (1.1)
Ejemplos:
» ¢ =1 (flujo uniforme)
m & = ¢ (siempre positivo)
» § =sin(x) + 2 (desplazado fuera del cero)

Condiciones para la No Existencia:
Un sistema @ = f(x) no tiene puntos de equilibrio si:

1. f(x) es siempre positivo: f(x) > 0 para todo =
2. f(z) es siempre negativo: f(z) < 0 para todo =
3. f(z) esta acotado lejos de cero: |f(x)] > e >0

4. El rango de f no contiene al cero
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1.2. Campos vectoriales sin puntos de equilibrio

La ausencia de puntos de equilibrio en sistemas dindmicos podria sugerir la
imposibilidad de comportamientos acotados complejos. Sin embargo, como esta-
blecen Dudkowski et al. [6]: “Los atractores ocultos son atractores que no se en-
cuentran en la vecindad de un punto de equilibrio”, y su existencia “es importante
porque pueden encontrar aplicaciones en diversos campos”.

Algunos mecanismos que posibilitan el caos sin equilibrio, Wiggins [4] anade
que “la teoria de sistemas dinamicos se ocupa de la evolucion temporal de sistemas
[...] y el comportamiento asintético puede ser muy complejo incluso en sistemas de
dimension baja”.

Algunas evidencias concretas desde la investigacion, Jafari et al. [13] presen-
taron “nuevos ejemplos de atractores ocultos en sistemas dinamicos sin puntos de
equilibrio”, demostrando que “estos sistemas pueden exhibir comportamientos caoti-
cos”.

Campos-Cantén and Escalante [14] probaron analiticamente la existencia de
“atractores ocultos en sistemas dinamicos sin puntos de equilibrio”, especificamente
en sistemas con simetrias.

Pham et al. [15] implementaron experimentalmente “un sistema cadtico sin
equilibrio”, mostrando que “el sistema puede generar caos a pesar de no tener pun-
tos de equilibrio”.

Como perspectiva tedrica, Hirsch et al. [5] establecen que “los sistemas dinami-
cos pueden exhibir comportamiento complejo incluso en ausencia de puntos de
equilibrio estables”, destacando el papel de las estructuras globales.

Khalil [16] enfatiza que “la estabilidad de sistemas no lineales debe analizarse
considerando el comportamiento global, no solo los puntos de equilibrio”.

1.3. Atractores ocultos

Los atractores ocultos representan una fascinante categoria de sistemas
dinamicos cuya presencia no puede ser detectada mediante métodos convencio-
nales de localizacién de equilibrios [17, 18]. A diferencia de los atractores autoevi-
dentes (como el atractor de Lorenz o el circuito clasico de Chua), cuyas cuencas
de atraccion intersectan vecindades de puntos de equilibrio inestables, los atracto-
res ocultos emergen sin una conexion evidente con los equilibrios del sistema. Esta
caracteristica los hace particularmente elusivos y desafiantes tanto desde una pers-
pectiva teérica como computacional.

Definicion 1 (Tipos de atractores [6]). Un atractor se llama atractor auto-excitado si
Su cuenca de atraccion se cruza con cualquier vecindario abierto de un punto fijo
inestable. De lo contrario, se llama atractor oculto.

El descubrimiento de atractores ocultos en el sistema de Chua marcé un hito
fundamental en la teoria de sistemas dinamicos [17, 19]. Mientras que el circuito



CAPITULO 1. INTRODUCCION 15

clasico de Chua [9] exhibia atractores cadticos conectados a puntos de equilibrio
inestables, versiones modificadas del circuito revelaron comportamientos inespera-
dos:

= Modificacion estructural: Se introdujeron no linealidades no polinomiales
(como funciones fraccionales o trigonométricas) que eliminaban los puntos de
equilibrio convencionales [20].

= Analisis de bifurcaciones: Mediante técnicas de continuacion numérica, se
identificaron regiones de parametros donde coexistian multiples atractores, al-
gunos sin conexién con equilibrios [18].

= Simulacion numérica avanzada: El uso de métodos de integracién especia-
lizados y condiciones iniciales especificas permitio revelar estas dinamicas
ocultas [19].

Modificacion estructural.
El sistema original:

i(t) = aly —z —g(x)),
y(t)=r—y+z2
Z(t) = —By,

con
br + (a—0b), siz>1,

g(x) = { az, si |z <1,

br —(a—0b), siz<-—1.

Los puntos de equilibrio se encuentran resolviendo:
O=y—z—f(z), O=r—y+z2 0=-P3y

loqueday =0, z=—x,yz+ f(z) =0, tipicamente con 3 soluciones.

Introduciendo no linealidades que eliminan los puntos fijos:

#(t) = aly — 2 — f(2)) + 7 sin(2)
y(t) :x—y+z+(5e_x2
2(t) = =By + e cos(x)

donde v, d,e > 0 son parametros de modificacion.

Para encontrar puntos de equilibrio, resolvemos:

0=aly — o — f(x)) +ysin(z)
0=z —y+2z+0de®
0 = —pPy + ecos(z)
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De la tercera ecuacion: y = 5 cos(x).
Sustituyendo en las demas:

0=a (% cos(z) — z — f(a:)) + ysin(z)

0=x— %cos(x) 24 de

Para valores tipicos a = 10, § = 14.87, v = 0.5, 0 = 0.3, ¢ = 0.4:

m La funcién g(z) = « (% cos(x) —x — f(x)) esta acotada pero oscilatoria

= El término 7 sin(z) asegura que no haya solucion constante
= El sistema resulta en un atractor oculto sin puntos de equilibrio en la vecindad
= El flujo nunca se detiene: ||x|| > 0 para todo x € R?
Propiedades:
1. Sin puntos de equilibrio: El sistema no tiene soluciones estacionarias

2. Atractor oculto: La cuenca de atraccidon no intersecta vecindarios de puntos
fijos inestables

3. Comportamiento caético: Mantiene dinamicas complejas a pesar de no tener
equilibrios

4. Conservacion de estructura: Preserva la topologia del atractor de Chua ori-
ginal

Este descubrimiento demostré que el caos puede emerger desde la nada es-
tructural, sin los puntos fijos que durante décadas se consideraron esenciales para
la generacion de dinamicas complejas.

1.4. Técnicas para generar atractores sin puntos de
equilibrio
La generacion de atractores caoticos en ausencia de puntos de equilibrio ha
dado lugar a diversas estrategias metodoldgicas:

A. Modificacion de no linealidades

= Funciones trascendentes: Empleo de funciones trigonométricas, exponen-
ciales o logaritmicas que evitan la anulacién del campo vectorial [13].

= Elementos memristivos: Introduccion de memristores que anaden histéresis
y no linealidades dependientes del historial [20].
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B. Estructuras jerarquicas y acoplamientos

= Sistemas conjugados: Acoplamiento de subsistemas estables que colectiva-
mente generan caos [21].

= Retroalimentacion no lineal: Implementacion de lazos de realimentacion que
crean dinamicas globales complejas sin equilibrios locales [15].

C. Técnicas computacionales avanzadas

= Algoritmos de continuacion homotopica: Transformacion gradual de siste-
mas con equilibrios hacia sistemas sin equilibrios, preservando la dinamica
caotica [17].

= Busqueda en espacios de parametros: Exploracion sistematica de regiones
donde el Jacobiano del sistema es no singular en todo el espacio fase [13].
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1.5. Planteamiento del Problema

El sistema de Chua tradicional presenta puntos de equilibrio que influyen en su
dinamica. Aunque este sistema ha sido ampliamente utilizado en estudios de caos
y en aplicaciones practicas [9, 10], la presencia de estos puntos de equilibrio puede
ser una desventaja en situaciones donde no se requieren estados estacionarios[7].

El principal desafio radica en eliminar los puntos de equilibrio sin alterar las
propiedades caodticas del sistema, como la sensibilidad a las condiciones iniciales y
la existencia de atractores extranos [1]. Esto implica modificar la estructura del sis-
tema de Chua.

El objetivo principal de este trabajo es Disefiar un sistema dinamico en un cam-
po vectorial sin puntos de equilibrio que presente un atractor cadtico que se asemeje
al atractor del sistema de Chua, conservando sus propiedades cadticas.

Como hipotesis podemos decir que la implementacion de técnicas de anali-
sis vectorial permitira disefar efectivamente un sistema dinamico con un atractor
caotico en ausencia de puntos de equilibrio. Partiendo de la estructura del sistema
de Chua, se obtendra un sistema analogo que preservara las propiedades cadticas
fundamentales.

El resultado esperado es que al concluir el trabajo contribuya al campo de
los sistemas dinamicos no lineales al proponer un nuevo disefio del sistema tipo
de Chua sin puntos de equilibrio, lo que amplia su aplicabilidad en areas donde la
presencia de estados estacionarios es indeseable. Ademas, se proporciona una me-
todologia detallada para el disefno e implementacion de sistemas lineales por partes
(PWL) con propiedades caoticas, o que puede servir como base para futuras inves-
tigaciones en el area.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera:

m Capitulo 2: Marco Teorico: Se presenta una revision de los conceptos fun-
damentales relacionados con los sistemas caéticos, el sistema de Chua y los
sistemas lineales por partes (PWL).

m Capitulo 3: Metodologia: Se describe en detalle el disefio del sistema pro-
puesto, incluyendo las modificaciones realizadas al sistema de Chua tradicio-
nal y su implementacion en MATLAB.

= Capitulo 4: Resultados: Se presentan los resultados obtenidos, incluyendo el
analisis de los puntos de equilibrio, los exponentes de Lyapunov y los atracto-
res observados.

= Capitulo 5: Conclusiones y Trabajos Futuros: Se resumen las conclusiones
del trabajo y se proponen posibles lineas de investigacion futura.
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Marco Teorico

2.1. Sistemas Dinamicos

Los sistemas dindmicos han sido ampliamente estudiados para diferentes tra-
bajos en donde:
Sea X un espacio de estados, es decir, el conjunto de todos los estados posibles en
los que puede encontrarse el sistema y el conjunto de tiempo T € R

Un sistema dinamico en X, algunas veces llamado flujo, es entonces definido
por un mapeo continuo
v : X xT — X con las siguientes propiedades:

(1) ¢(x,0) =z para toda =z € X (propiedad de identidad).

(2) p(p(x,t),s) = ¢(x,t+ s) paratodo z € X (propiedad de semigrupo).

El espacio de estados X y el mapeo ¢ describe el cambio temporal del sistema
donde el tiempo t transcurre en un semigrupo 7' C R.
Como regla tenemos
T=R,T=R, ={teR:t>0}67T =Ny =1{0,1,2,...}. En el tltimo caso el
sistema dinamico se dice de tiempo discreto.

A todo sistema dinamico continuo en el tiempo se le puede asociar un campo
vectorial dado por ecuaciones diferenciales ordinarias autonomas escrito como

T = f(t’ [B), (2.2)

donde f(t,z): T x X — X.
El objetivo del analisis desde esta perspectiva es estudiar el comportamiento
cualitativo a largo plazo de las trayectorias (6rbitas), como la existencia y estabilidad

de puntos fijos, ciclos limite y otros atractores, mediante herramientas geométricas
y topoldgicas [2].

19
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Un sistema no lineal es un modelo matematico donde la relacion entre las
entradas y salidas no cumple el principio de superposicién, es decir no satisface:

af(wy) + Bf(x2)

Los sistemas dinamicos no lineales son fundamentales para modelar una am-
plia variedad de fendmenos en la naturaleza y en aplicaciones tecnoldgicas. A dife-
rencia de los sistemas lineales, los sistemas no lineales pueden presentar compor-
tamientos complejos, como bifurcaciones, caos y atractores extranos [1]. Algunos
de estos sistemas se caracterizan por su sensibilidad a las condiciones iniciales, lo
que significa que pequenas variaciones en las condiciones iniciales pueden llevar a
trayectorias completamente diferentes en el espacio de fases [16]. En particular, los
trabajos de [14] demuestran que incluso sistemas sin puntos de equilibrio pueden
presentar atractores ocultos, los cuales son particularmente relevantes en aplicacio-
nes de seguridad y comunicaciones.

Los atractores ocultos son configuraciones dinamicas que no pueden ser loca-
lizadas mediante analisis convencional de puntos de equilibrio. Eric Campos-Cantén
y colaboradores [22] demostraron la existencia de un tipo particular llamado:
Atractor oculto de flujo sin equilibrio.

Caracterizado por:

= Ausencia de puntos fijos en el espacio de estados.
= Cuencas de atraccion no conectadas a equilibrios.
= Generacion de caos mediante mecanismos no convencionales.

Un sistema dindmico no lineal puede describirse mediante un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) o en diferencias, dependiendo de si el
tiempo es continuo o discreto. En el caso de sistemas continuos, las EDOs definen
la evolucion temporal de las variables de estado, mientras que en sistemas discre-
tos, las ecuaciones en diferencias describen como el estado del sistema cambia de
un paso de tiempo al siguiente [2].

2.1.1. Modelado de Fendmenos Complejos

Los sistemas dinamicos no lineales son especialmente Utiles para modelar
fendmenos complejos en diversas areas, como la fisica, la biologia, la quimica y
la ingenieria [1]. Los estudios de [14] amplian este panorama al mostrar que sis-
temas aparentemente simples sin equilibrios pueden generar dinamicas cadticas
ricas, desafiando las expectativas tradicionales.

Un claro ejemplo de fendmeno complejo es el sistema de Lorenz que genera
caos y un atractor muy famoso el cual se ilustra en la Figura 2.1, pero revisaremos
mas a profundidad el sistema de Lorenz mas adelante.
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Figura 2.1: Mariposa de Lorenz

2.1.2. Estabilidad y Bifurcaciones

La estabilidad de un sistema dinamico se refiere a como responde el sistema a

pequenas perturbaciones. Las soluciones de un sistema son estables si convergen
a una vecindad de un punto de equilibrio, e inestable si divergen.
En el estudio de sistemas dinamicos no lineales, la estabilidad de un punto de equi-
librio z* (donde f(z*) = 0) se clasifica segun el comportamiento de las trayectorias
cerca de él. La definicion clasica, como la presenta Khalil, distingue entre estabilidad
e inestabilidad:

= a. Estable: Si para toda perturbacién pequena ||z(0) — x*|| < d, la solucion x(t)
permanece cerca de x* (||z(t) — z*|| < €) para todo ¢ > 0 y ademas

lim z(t) = x*,
t—r00

se dice que z* es asintoticamente estable.

= b. Inestable: Si existe al menos una trayectoria que se aleja de x* para cual-
quier perturbacion arbitrariamente pequena.

Casos generales en sistemas no lineales, es comun encontrar multiples puntos
de equilibrio con diferentes propiedades de estabilidad[16]:

= |. Puntos estables: Atraen trayectorias cercanas (e.g., hodos o focos esta-
bles).
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= |I. Puntos inestables: Repelen trayectorias (e.g., puntos de silla o focos ines-
tables).

n lll. Estabilidad marginal: Trayectorias permanecen cercanas pero no conver-
gen (e.g., centros en sistemas conservativos).

Otros comportamientos alrededor de puntos de equilibrio en R?:

a. Punto Foco (Espiral)

Un punto de equilibrio tipo foco es cuando donde las trayectorias giran en es-
piral alrededor de él.
Estabilidad:

m 1. Foco estable: Trayectorias convergen en espiral (eigenvalores complejos
con parte real negativa).

m 2. Foco inestable: Trayectorias divergen en espiral (parte real positiva).

Y

N
A m
\

Figura 2.2: Ejemplo del comportamiento de punto Foco, en este caso estable por
gue vemos como la trayectoria se acerca al punto, si fuese inestable se alejaria.

b. Punto Silla

Punto donde las trayectorias convergen en una direccién y divergen en otra.
Caracteristicas:



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 23

m 1. Eigenvalores reales de signos opuestos (uno positivo, otro negativo).

m 2. Presenta variedades estable e inestable.

—

N
i

Figura 2.3: Ejemplo del comportamiento de punto silla.

ﬁ&\

c. Nodo Estable

Propiedades:

= 1. Eigenvalores reales negativos y distintos.

= 2. Tasa de convergencia diferente en cada direccion.

» 3. Caso especial: Nodo impropio (eigenvalores iguales).



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

24

I A

-

Figura 2.4: Ejemplo del comportamiento de punto nodo estable.
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d. Nodo Inestable

Propiedades:
» 1. Eigenvalores reales positivos.

m 2. Comportamiento opuesto al nodo estable.

4 I

Y

Figura 2.5: Ejemplo del comportamiento de punto nodo inestable

Una bifurcacion es un cambio cualitativo en el comportamiento de un siste-
ma dinamico cuando se varian sus parametros. Ocurre cuando pequefas modifi-
caciones en los parametros de control provocan una alteracion fundamental en la
estructura del sistema, como:

= Cambios en la estabilidad: Un punto de equilibrio estable puede volverse
inestable

= Nacimiento/desaparicion de puntos de equilibrio u 6rbitas periddicas
= Transiciones entre regimenes dinamicos: Por ejemplo, de comportamiento

periodico a caodtico

Caracteristicas clave:

= QOcurren en valores criticos especificos de los parametros (puntos de bifurca-
cion).
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= Son locales (afectan un punto especifico) o globales (cambian toda la estruc-
tura).

= Se clasifican segiin como cambian los retratos de fase.

Trabajos recientes como [14] han explorado como estas bifurcaciones pueden reve-
lar la presencia de atractores ocultos en sistemas sin equilibrio.

2.2. Sistemas Caoticos

El caos es un comportamiento determinista con alta sensibilidad a las condi-
ciones iniciales que podemos definir:

Sea f(t,z) unflujoy L C R™ un conjunto compacto e invariante bajo este flujo
para todo t € R.

Definicion 2 (Sensibilidad a las condiciones iniciales). [4] El flujo f(t, z) se dice que
es sensible a las condiciones iniciales en L si existe un ¢ > 0 tal que, para cualquier
x € L y cualquier vecindad U de z, existey € U yt > 0 tal que |f(t,x) — f(t,y)| > e.

Definicion 3 (Conjunto cadtico invariante [4]). L se dice ser cadtico si:
1. f(t,z) tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en L.

2. f(t,z) es topolégicamente transitiva en L.

Un ejemplo de sistemas caoéticos

Anteriormente hablamos de fenomenos complejos y mencionamos el sistema
de Lorenz, fue desarrollado por Edward Lorenz en 1963 como un modelo simplifica-
do de conveccidn atmosférica. Segun su articulo fundacional [23]:

“Las ecuaciones estudiadas aqui fueron extremadamente simplificadas
[...] para retener algunos de los elementos esenciales que parecen nece-
sarios para conveccion no periodica.”

El modelo surge al aplicar las siguientes simplificaciones a las ecuaciones de
Navier-Stokes para conveccion térmica, considera solo tres modos dominantes en
la expansién de Fourier y representa un fluido entre dos placas con:

= z: Intensidad del movimiento convectivo.
= y: Diferencia de temperatura entre corrientes.

= 2: Distorsion del perfil vertical de temperatura.
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Ecuaciones Originales

Las ecuaciones son:

i(t) = oy — ),
2(t) = xy — Bz.

cont € R,
Donde los pardmetros son: (o, p, ) = (10,28, %) .

2.2.1. Atractores Extranos

Los sistemas cadticos suelen exhibir atractores extranos, que son estructuras
geométricas complejas en el espacio de fases [24]. El circuito de Chua, estudiado en
[9, 10] y el sistema de Lorenz [23] son ejemplos paradigmaticos que han permitido
entender mejor estos fendmenos.

Definicion 4 (Conjunto atractor). [4]. Es un conjunto cerrado e invariante A C R" es
llamado un conjunto atractor si existe algun vecindario U de A tal que:

n Ve >0, f(t,U)CUy

" ntzo f(t, U) = A.
Definicion 5 (Atractor). Un atractor es un conjunto atractor topoldgicamente transitivo.[4]

Figura 2.6: Atractor de Lorenz
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2.2.2. Propiedades del Caos

Ademas de la sensibilidad a las condiciones iniciales, los sistemas caodticos
presentan otras propiedades importantes, como la mezcla topoldgica y la densidad
de orbitas periddicas [2]. Estas propiedades son cruciales para aplicaciones como
la sincronizacién de caos [25, 26] y el analisis de sistemas complejos [3].

Tipos de atractores

En los sistemas dinamicos no lineales, los atractores pueden clasificarse segun
su relacion con los puntos de equilibrio del sistema. Mientras que los atractores auto-
excitados (como los de Lorenz o Réssler) estan asociados a equilibrios inestables,
existen clases especiales de atractores cuyo comportamiento desafia esta conexion
tradicional, como lo vimos en el capitulo 1 seccion 1.3 la Definicion 1 que dice
n atractor se llama atractor auto-excitado si su cuenca de atraccion se cruza
con cualquier vecindario abierto de un punto fijo inestable. De lo contrario, se
llama atractor oculto.

Atractores Ocultos

= No tienen conexién con puntos de equilibrio inestables (a diferencia de los
atractores como Lorenz o Rdssler).

= Su cuenca de atraccion no intersecta vecindades pequenas de equilibrios, lo
que los hace dificiles de detectar con métodos numéricos estandar.

= Ejemplos: Sistemas con equilibrios estables o sin equilibrios.

Atractores No Auto-Excitados

= Su dinamica no depende de la inestabilidad local de puntos de equilibrio[3].

= Requieren perturbaciones especificas para ser observados.[3].

2.3. EIl Sistema de Chua

El sistema de Chua fue introducido por Leon Chua en la década de 1980 como
un circuito electrénico no lineal capaz de exhibir comportamientos cadticos [9]. Este
sistema es uno de los ejemplos mas simples y conocidos de un sistema caotico,
y ha sido ampliamente estudiado tanto por su elegancia matematica como por sus
aplicaciones practicas [10].
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2.3.1. Descripcion Matematica

El sistema de Chua esta descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias en un espacio tridimensional, vamos a trabajar con el modelo adimensio-
nal:

i(t) = aly —z —g(z)),
y(t) =r—y+2,
Z(t) = =By,

donde ¢(x) es una funcion no lineal que describe el comportamiento del diodo de
Chua. Esta funcién se define como:

br + (a—b), siz>1,
g(x) =< ax, si|z] <1,
br —(a—0b), siz<—1.

Los parametros «, 3, a y b determinan la dinamica del sistema y su comporta-
miento caotico. El sistema de Chua es conocido por su atractor de doble enroscado
(double scroll), que es una estructura geométrica compleja en el espacio de fases
que caracteriza su comportamiento caético [12].

2.4. Puntos de Equilibrio en Sistemas Dinamicos

Los puntos de equilibrio son soluciones estacionarias de las ecuaciones di-
ferenciales que describen un sistema dinamico. En el caso del sistema de Chua,
los puntos de equilibrio juegan un papel crucial en la estructura del atractor y en la
dinamica global del sistema [11]. Estos puntos se calculan resolviendo las ecuacio-
nesi=0,y=0y2Z=0,y su estabilidad se determina mediante el andlisis de los
eigenvalores de la matriz Jacobiana evaluada en dichos puntos [16].

2.4.1. Estabilidad de los Puntos de Equilibrio

La estabilidad de un punto de equilibrio se determina analizando los eigen-
valores de la matriz Jacobiana del sistema en ese punto. Si todos los eigenvalores
tienen parte real negativa, el punto de equilibrio es estable; si alguno tiene parte real
positiva, el punto es inestable [16]. En el sistema de Chua, los puntos de equilibrio
pueden ser estables o inestables dependiendo de los valores de los parametros del
sistema.

2.5. Sistemas Lineales por Partes (PWL)

Los sistemas lineales por partes son una clase de sistemas dinamicos no li-
neales que se caracterizan por tener regiones lineales separadas por superficies
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de conmutacion. Estos sistemas son particularmente Utiles para modelar sistemas
caoticos, ya que permiten una simplificacion matematica sin perder la complejidad
dinamica [11].

2.5.1. Planos de Conmutacion en Sistemas PWL

Los planos de conmutacion son superficies (o hiperplanos) en el espacio de
estados de un sistema PWL que dividen el dominio en regiones donde el sistema
se comporta de manera lineal. En cada region, la dinamica esta gobernada por
un conjunto diferente de ecuaciones lineales, y los planos de conmutacion marcan
las fronteras donde ocurren transiciones entre estos comportamientos lineales, son
como fronteras invisibles que dividen el comportamiento de un sistema en zonas
distintas. En cada zona, el sistema sigue reglas lineales sencillas, pero al cruzar
estas fronteras, cambia abruptamente su manera de actuar. Son los puntos donde
el sistema toma decisiones para pasar de un comportamiento a otro, permitiendo
modelar dinamicas complejas mediante trozos simples.

A1X+B1 SiXeRl,
A2X+B2 Six € RQ,

x(t) =

Ax+ B, sixeR,,

donde R; son regiones delimitadas por los planos de conmutacién.Representacion
matematica de los planos: Un plano de conmutacién se define por una ecua-
cién lineal:

Hi:ni-(x—xo):(),
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Figura 2.7: Ejemplo de plano con vector normal en un punto del mismo

= donde:

* n; es el vector normal al plano,
* X s un punto de referencia en el plano.

En el caso del sistema de Chua, la funcién no lineal ¢g(x) se puede aproximar
mediante una serie de regiones lineales, lo que facilita el andlisis y la implementa-
cién numérica [12]. Cada region lineal esta definida por un conjunto de ecuaciones
diferenciales lineales, y las transiciones entre regiones se producen cuando las tra-
yectorias del sistema cruzan las superficies de conmutacion.

Los sistemas PWL tienen varias ventajas sobre los sistemas no lineales ge-
nerales. En primer lugar, son mas faciles de analizar matematicamente, ya que las
soluciones en cada region lineal pueden obtenerse de manera explicita. En segundo
lugar, son mas eficientes computacionalmente, lo que los hace ideales para simula-
ciones numeéricas y aplicaciones en tiempo real [11].

Los exponentes de Lyapunov son una herramienta fundamental para caracte-
rizar el comportamiento caodtico de un sistema dinamico. Estos exponentes miden
la tasa de separacion exponencial de trayectorias cercanas en el espacio de fases,
y un exponente positivo indica la presencia de caos [24]. En el caso del sistema
de Chua, el calculo de los exponentes de Lyapunov permite confirmar la naturaleza
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caotica del sistema y evaluar el impacto de las modificaciones realizadas, como la
eliminacion de los puntos de equilibrio [1].

El calculo de los exponentes de Lyapunov se realiza mediante el método de
Wolf, que utiliza una serie de pasos numéricos para estimar la tasa de separacion
de trayectorias cercanas en el espacio de fases [24]. Este método es ampliamen-
te utilizado en el analisis de sistemas cadticos debido a su precision y eficiencia
computacional.

Los exponentes de Lyapunov proporcionan informacién sobre la estabilidad
y la predictibilidad de un sistema dinamico. Un exponente positivo indica que las
trayectorias cercanas divergen exponencialmente, lo que es caracteristico del com-
portamiento cadtico. Por otro lado, un exponente negativo indica que las trayectorias
convergen, lo que sugiere estabilidad [24].

Para un sistema dinamico x(t) = F(x(t)) con x(t) € R3, los exponentes de
Lyapunov {);}?_, caracterizan la evolucion de perturbaciones infinitesimales dx:

lox(t)]| ~ [|o%(0)[|e** (2.1)

¢ Que representa el valor de cada exponente?
1. A\ > 0 (Expansion):

= Dinamica: Inestabilidad en una direccion del espacio de fases
= Implicaciones:

hks = A1 (Entropia de Kolmogorov-Sinai)
tored ~ A" (Horizonte de predictibilidad)

2. Xy = 0 (Neutral):

= Origen: Invariancia temporal en sistemas autbnomos
= Propiedad:
d

donde 4x es paralelo al flujo
3. A3 < 0 (Contraccion):

= Consecuencias:
3
Y X <0 (Disipatividad)
=1
Volumen ~ eRitratds)t

Los sistemas caoticos, como el circuito de Chua [9, 10], tienen aplicaciones
transversales en ciencia e ingenieria gracias a sus propiedades unicas: sensibilidad
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a condiciones iniciales, mezcla topoldgica y estructura fractal [1], aunque no existe
una definicion universal de caos cabe mencionar que la caracteristica mas impor-
tante es la sensibilidad a las condiciones iniciales.

A continuacion, se detallan sus principales aplicaciones:

Criptografia y Seguridad Informatica

La naturaleza impredecible pero determinista del caos lo hace ideal para crip-
tografia. [26] demostré como implementar circuitos cadticos para encriptar senales
en tiempo real, donde pequenas variaciones en parametros generan claves practi-
camente irrompibles. Técnicas basadas en atractores ocultos [14] amplian estas
posibilidades al dificultar la reconstruccion de sistemas por atacantes.

Procesamiento de Senales y Biomédica

En analisis de senales, el caos permite modelar:

» Senales cerebrales (EEG) y cardiacas (ECG), donde [25] aplic sincronizacion
cadtica para filtrar ruido.

» Vibraciones mecanicas en turbinas, usando exponentes de Lyapunov [24] para
predecir fallos.

Comunicaciones por Caos

La sincronizacion de sistemas cadticos [27] permite:
= Transmision segura de datos mediante masking caotico.

» Diseno de redes neuronales artificiales con dinamicas complejas [12].

Electronica y Control

» Circuitos cadticos reconfigurables para pruebas de estrés en componentes
[10].

= Control de robots usando atractores cadticos para evitar patrones predecibles

[11].

La sincronizacion de sistemas cadticos es un area de investigacion activa que
busca lograr que dos 0 mas sistemas caodticos evolucionen de manera sincronizada,
a pesar de sus condiciones iniciales diferentes [25]. Esta técnica tiene aplicaciones
en comunicaciones seguras, donde la sincronizacion de sistemas caoéticos se utiliza
para transmitir informacion de manera cifrada.

En este capitulo se ha presentado una revision detallada de los conceptos
fundamentales relacionados con los sistemas dinamicos no lineales, el sistema de
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Chua y los sistemas lineales por partes (PWL). También se han discutido las he-
rramientas matematicas utilizadas para analizar estos sistemas, como los puntos
de equilibrio y los exponentes de Lyapunov. En el siguiente capitulo, se describira la
metodologia utilizada para disefar un sistema de Chua sin puntos de equilibrio, con-
servando sus propiedades cadticas y explorando su relacion con atractores ocultos
y no autoexcitados.



Capitulo 3

Construccion del sistema de Chua sin
puntos de equilibrio.

En este capitulo se describe la metodologia utilizada para disefiar un sistema
de Chua sin puntos de equilibrio, conservando sus propiedades caodticas. El enfoque
propuesto incluye la modificacién del sistema de Chua tradicional mediante la intro-
duccién de multiples superficies de conmutacion y el desplazamiento de los puntos
de equilibrio fuera de las trayectorias principales del sistema.

Ecuaciones del Sistema de Chua

El sistema de Chua tradicional esta descrito por las siguientes ecuaciones di-
ferenciales ordinarias (EDOs):

i(t) = aly — x — g(x)), (3.1)
yt) =z —y+ z, (3.2)
£(t) = =By, (3.3)

donde g(z) es una funcion no lineal definida por:

br + (a—b), siz>1,
g(x) = < ax, si|z] <1, (3.4)
br —(a—b), siz<—1.

Los parametros «, 3, a y b determinan la dinamica del sistema. En este trabajo,
se utilizan los siguientes valores para estos parametros:

(a, B,a,b) = (9.0,14.285, —1.143, —0.714). (3.5)

35
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Los puntos de equilibrio del sistema de Chua se definen como las soluciones
estacionarias de las ecuaciones diferenciales. En este caso, los puntos de equilibrio
son:

1.5 0 1.5
=0 |, n=|0o], = 0o |. (3.6)
—1.5 0 1.5

De una tansformacion lineal representada por una matriz, los eigenvalores (o
valores propios) son escalares que representan las tasas caracteristicas de creci-
miento o decaimiento en las direcciones definidas por los eigenvectores. En siste-
mas dinamicos, revelan informacién crucial sobre:

= Estabilidad: Determinan si pequefnas perturbaciones creceran o desapare-
ceran.

» Velocidad de respuesta: Indican qué tan rapido el sistema responde a cam-
bios.

= Tipo de dinamica: Distinguen entre comportamientos oscilatorios, exponen-
ciales o mixtos.

La parte real del eigenvalor indica si una direccion es estable (negativa) o ines-
table (positiva), parte real cero indica un umbral de estabilidad donde el sistema
puede ser marginalmente estable o0 mostrar comportamientos mas complejos. Mien-
tras la parte imaginaria revela componentes oscilatorios.

Mediante una simulacién nimerica calculamos los eigenvalores del sistema de Chua:

m Parax > 1:

A1 = —3.9410, Ao = 0.1855 + 3.0459z, A3 = 0.1855 — 3.0459:

» Para |z| < 1:

A1 = 22107, Ay = —0.9653 + 2.7086¢, A3 = —0.9653 — 2.7086%

m Parax < —1:

A1 = —3.9410, Ay =0.1855 4 3.0459z, A3 = 0.1855 — 3.0459¢

Los eigenvectores son direcciones especiales en un sistema dinadmico donde
el comportamiento es particularmente simple y predecible. Representan ejes privile-
giados a lo largo de los cuales el sistema solo se expande o contrae, sin rotaciones
ni distorsiones complejas.

En el analisis de estabilidad, estos vectores identifican las direcciones princi-
pales de atraccion o repulsidon cerca de puntos de equilibrio. Su importancia radica
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en que permiten descomponer comportamientos complejos en modos simples inde-
pendientes, facilitando el estudio cualitativo del sistema.

Mediante una simulacion numerica calculamos los Eigenvectores del sistema de
Chua:

1. Paraz > 1:

—0.8678  0.3252 + 0.2600¢  0.3252 — 0.2600:
0.1322  0.0116 +0.1897z  0.0116 — 0.1897¢
0.4790  —0.8891 + 0.00007 —0.8891 + 0.0000¢

2. Para |z| < 1:

0.8285  0.4235 — 0.1545:  0.4235 + 0.1545:
0.0857 —0.0592 4 0.1660: —0.0592 — 0.16601
—0.5534 —0.8751 + 0.0000z —0.8751 + 0.00007

3. Paraz < —1:

—0.8678  0.3252 + 0.2600¢  0.3252 — 0.2600:
0.1322  0.0116 4+ 0.1897:  0.0116 — 0.1897%
0.4790  —0.8891 + 0.00007 —0.8891 + 0.00007

Mediante una simulacidon numerica se puede apreciar el atractor.

Atractor de Chua

047

03r

0.2r

037

0.4 : : : : ' : : :
25 2 15 4 05 0 05 1 15 2 25

Figura 3.1: Proyeccién X-Y



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DEL SISTEMA DE CHUA SIN PUNTOS DE
EQUILIBRIO. 38

Atractor de Chua

Figura 3.2: Proyeccion X-Z
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Atractor de Chua

-4 [ I I I [ [ [ I
0.4 0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 3.3: Proyeccion Y-Z
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3.1. Planos de Conmutacion anadidos

Se introduce un mayor numero de superficies de conmutacién, esto aumenta
el sistema de multiples regiones de 3 a 6 (Fig: 3.4), y asi desplazar el punto de equi-
librio fuera del campo donde se desarrolla la trayectoria principal del sistema.

Figura 3.4: Idea de como anadir los nuevos planos de conmutacion sobre los puntos
de equilibrio originales.

3.2. Procedimiento

Consideremos un sistema lineal por partes en 3 regiones que defininiremos
por la letra S.

Si = 51,52753. (37)
Aix+ By siz eSS,
&= Asx+ By Siz €S, (3.8)

A3I + B3 Sixz e Sg,

con las condiciones:

Al = A37
Bl = _B3>
By, =0.

Expresidn de punto de equilibrio para el sistema dinamico por regiones:

0=Ax"+B;=2"=—-A'B;, donde z*¢cS;
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Se anade un plano de conmutacion H para cada region en el punto de
equilibrio, dividiendo cada una de las 3 regiones en 2 de la forma:

S = {511, S12}
m S5 = {551, Sa0}
m S5 = {551, S3}
Dadas las particiones del sistema S;;, se cumple:

1. Frontera entre 511 Yy Slg : CI(SH) (512)
2. Frontera entre Sy y Sas @ ¢l(S91) N cl(Sa2)
3. Frontera entre S3; y S3p @ ¢l(S31) N cl(Ss2)

S

donde los planes de conmutacion H; pertenecen a los planos P;;:

H1

H, € P
Hy € Py
Hs € Py

Usando la idea de punto de equilibrio, vamos a agregar un vector para cada caso
que desplazara el punto hacia el otro lado del plano de conmutacion, definiremos el
vector C;;, donde j € {1,2},

Cil = _AiKNi2>

CiQ - —AZKNH
Donde:
= V;; es el vector normal al plano de conmutacion en direccion a la particion Sy,

= V;; es el vector normal en el plano de conmutacion en direccién a la particién
51/2.

m K esunvalor real positivo (en este caso usamos como valor de prueba K=0.15).
n Oy =—Ci.

Partiendo de las ecuaciones del sistema de Chua original, la matriz de dinami-
ca en las regiones a los extremos de la particidn que son S}, Si2, S31 Y S32. En estas
regiones se generan los enroscados.

—a—ab o 0
Al = Ag = 1 -1 1
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La matriz que determina la dinamica en las regiones del centro de la particion,
Rs1 Y Ry, esta dada por:

—a—oaa o 0
Ay = 1 -1 1
0 -6 0

Donde:

(a, B,a,b) = (9,0, 14,285, —1,143, —0,714).

Particularmente con los valores obtenidos calculamos los vectores normales:
Vectores normales en los extremos del enroscado:

0.1687

N11 - —N12 = N31 - —N32 - —02312

0.0587
Vectores normales en el centro del enroscado:
0.1453

N21 = —NQQ - 01352
0.0612
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Asi, ya con la expresion que define la dinamica del sistema en cada una de las
particiones del sistema, ya con el vector C;;:

& = Az + B; + Cj;.
Vamos a definir el punto de equilibrio virtual z}; :

0 = AZIL'ZJI + Bz + Cﬂ, = $;11 = —A-_l(Bi + Cll)
0= Azl’fQ + BZ + CZ'Q, = ZL’% = —Ail(BZ‘ —+ CZQ)

= Donde:

® .23';)2 c Sz'l-

Cuando la trayectoria evoluciona en una de las regiones de la particién, el pun-
to de equilibrio virtual se encuentra cruzando el plano de conmutacion, asi cuando
la trayectoria cruza dicho plano en busqueda del punto de equilibrio virtual, cam-
bia la dinamica en esa region haciendo que ahora el punto de equilibrio virtual se
encuentre del otro lado del plano de conmutacién haciendo que la trayectoria siga
evolucionando pero en las regiones en las que se encuentra la trayectoria no existe
ningun punto de equilibrio

Figura 3.5: Nuevas particiones del sistema, como se aprecia el sistema se divide
ahora en 6, los puntos de equilibrio virtuales funcionan de la forma que cuando la
trayectoria se encuentra en Si;, el punto de equilibrio virtual se encuentra en S
completamente del otro lado de la superficie de conmutacion, donde se cumple que
en la region S;; no existe absolutamente ningun punto de equilibrio, y asi funciona
con todas las regiones.
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El sistema lineal por partes queda de la siguiente forma:

(Aix+ B, +C;; six € Sy,
A1X + Bl + 012 Si X € 512,
AQX —+ BQ + 021 six e 521;

x= Aox + By + Oy Si X € Sy,

Asx+ Bs+ C3; Six € Sy,

| Asx + B3+ C5,  Six € Ss.

Donde:

v €Sy < (vr—P) N >0
r €8,y < (x—P)-NL>0.
T €Sy <= (v—P) -Nj>0.
T € Sy = (x—P)-NL>0.
x € Sy < (v—P) N} >0.
T € Sz == (v— P)-NL>0.

Mediante lo anterior, las coordenadas de los puntos de equilibrio virtuales:
= Region z > 1:

» Virtual (+): (1.4097,0.0165, —1.3814)
« Virtual (-): (1.5903, —0.0165, —1.6186)

= Region |z| < 1:

« Virtual (+): (0.0881,0.0045, —0.1213)
« Virtual (-): (—0.0881, —0.0045,0.1213)

= Region z < —1:

* Virtual (+): (—1.5903,0.0165, 1.6186)
* Virtual (-): (—1.4097,—0.0165, 1.3814)

En este capitulo se ha descrito la metodologia y el procedimiento utilizado para
disenar un sistema de Chua sin puntos de equilibrio, conservando sus propiedades
caoticas. El enfoque propuesto incluye la modificacién del sistema de Chua tradi-
cional mediante la introduccion de multiples superficies de conmutacion y el despla-
zamiento de los puntos de equilibrio fuera de las trayectorias principales. Ademas,
se ha implementado el sistema en MATLAB y se ha validado su comportamiento
caotico mediante el analisis dinamico de este.



Capitulo 4

Comparacion entre el sistema de Chua
original y el sistema sin puntos de equi-
librio

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos a partir de la imple-
mentacion del sistema de Chua modificado. Se incluyen analisis de los puntos de
equilibrio, los exponentes de Lyapunov y las graficas de los atractores cadticos ob-
servados en las simulaciones.

4.1. Puntos de Equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema fueron desplazados fuera de donde la tra-
yectoria se esta desarrollando, lo que cumple con el objetivo de eliminar los estados
estacionarios, que como se mencion6 en el capitulo anterior son:

= Region x > 1:

» Virtual (+): (1.4097,0.0165, —1.3814)
« Virtual (-): (1.5903, —0.0165, —1.6186)

= Region |z| < 1:

« Virtual (+): (0.0881,0.0045, —0.1213)
« Virtual (-): (—0.0881, —0.0045, 0.1213)

= Region z < —1:

« Virtual (+): (—=1.5903,0.0165, 1.6186)
« Virtual (-): (—1.4097, —0.0165, 1.3814)
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4.2. Exponentes de Lyapunov

Para validar el comportamiento caédtico del sistema, se calcularon los exponen-
tes de Lyapunov en el programa Matlab usando el Jacobiano:

Sistema de Chua Original

A1 = 0.3509, Ao = —0.0401, A3 = —2.5022.

Nuevo Sistema sin Puntos de Equilibrio

A1 =0.3410, Ay = —0.0184, A3 = —2.5789.

El primer exponente positivo indica que el sistema es caotico, lo que se man-
tiene incluso después de la eliminacion de los puntos de equilibrio.

4.3. Atractor Tipo Chua sin Puntos de Equilibrio

Se observaron atractores de tipo Chua con doble enroscado en las simula-
ciones. Las graficas muestran que el sistema sin puntos de equilibrio conserva la
estructura del sistema de Chua original, incluyendo el comportamiento caético y los
atractores de tipo scroll. En la Figura 1.1 se muestra el atractor de Chua sin puntos
de equilibrio.
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Se muestra una comparacion entre el atractor de Chua original y el atractor
modificado sin puntos de equilibrio. Se puede observar que el sistema modificado
conserva las propiedades caoéticas del sistema original, pero con una estructura
ligeramente diferente debido a la eliminacién de los puntos de equilibrio.

Atractor de Chua

Atractor de Chua

z

bk L RN LA O 4N w s

o

Atractor de Chua sin puntos

Atractor de Chua sin puntos

Figura 4.2: Comparacion entre el atractor de Chua original y el atractor modificado

sin puntos de equilibrio.
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4.4. Comparacion Planos de Poincaré

Colocamos los planos de Poincaré en donde se ubica el punto de equilibrio
original en el sistema de Chua para poder comparar ambos sistemas:

Atractor de Chua

Atractor de Chua sin puntos

Figura 4.3: Ubicacion de los planos de Poincaré en los sistemas para ver su com-
portamiento.

Plano de Poincaré Chua (x = 1)

Plano de Poincaré Chua sin puntos (x = -1)

16 7 14 ,\»"
/f ;
14
. 12 ¥
P .
12 .
:
1 g
1 £ -
N - Z N 0.8 .
s s
08 - R
06 £
06 — i -
- " 0.4 1
oar % : )
. -

-~ - .~

02 - 02 Sw _
- - -

0 0
03 0.2 0.1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.3 0.2 0.1 0 01 0.2 03 0.4

Figura 4.4: Seccipon de Poincaré en (—1,0,0)”
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0 Plano de Poincaré Chua (x=1) 0 Plano de Poincaré Chua sin puntos (x =1)
=T T R R R SR RO L i -,
0.2 T - s, 0.2 IS
0.4 04 :
-0.6
-0.6 R
-0.8 < 4
N 0.8 Ps
1 ’
("' 1
1.2 , A
K]
4 K 1.2 -
o 4
L
-1.6 / 1.4 ‘_-
4

1.8 -1.6

0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3

y y

Figura 4.5: Seccipon de Poincaré en (1,0,0)7.

Podemos observar como mantiene un patron similar al que llamaremos Forma
Bastdn de Caramelo, las trayectorias del nuevo atractor aunque son un poco menos
siguen cruzando el plano en posiciones muy similares al atractor de Chua, existiendo
gran similitud en forma.
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Bifurcacion en el parametro alfa

Analizamos la bifurcacion variando el parametro alfa del sistema.

Sistema original: Sistema modificado:

2

1

max T

0

Figura 4.6: Graficas de bifurcacion en el parametro alfa.

Podemos apreciar bastantes semejanzas, si existen diferencias las cuales son
muy pocas como una franja que se aprecia en el sistema modificado pero no repre-
senta una diferencia significativa.
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Analizamos las cuencas de atraccion para identificar qué condiciones iniciales
llevan al sistema a converger hacia el enroscado. Usamos simulaciones numéricas
para mapear las regiones del espacio de fases que terminan en este atractor, reve-
lando patrones interesantes en su estructura .

Cuesnca de Atraccion del Circuito de Chua (z- w C;xenca de Atraccién Chua sin puntos (z=0) -
4 4
3 3
2 2
1 1
o 0
-1 -1
-2 -2
iy -3
4 4
.5 Fuera <5 Fuera

1 1

Figura 4.7: Comparacion de secciones en las cuencas de atraccion dadas por z=0,
donde apreciamos una gran similitud, en la zona roja existen puntos dispersos azu-
les, pero en la del nuevo sistema existen menos.

En este capitulo se han presentado los resultados obtenidos a partir de la im-
plementacién del sistema de Chua modificado. Se ha demostrado que el sistema
sin puntos de equilibrio conserva sus propiedades cadticas, lo que se confirma me-
diante el calculo de los exponentes de Lyapunov, la observacion de los atractores,
los planos de Poincaré, las graficas de bifurcacién y la cuenca de atraccion.
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Conclusiones y Trabajos Futuros

La estrategia de puntos de equilibrio virtuales demostrd ser efectiva para eli-
minar los puntos de equilibrio del sistema original, logrando asi el objetivo principal
de esta modificacidn estructural. A pesar de esta eliminacion, el sistema resultante
mantiene un comportamiento dinamico muy similar al sistema original, conservando
sus propiedades cadticas.

La validacién del comportamiento caodtico se realiz6 mediante el calculo de
exponentes de Lyapunov, donde el nuevo sistema presenta valores muy similares al
sistema de Chua original. Adicionalmente, los diagramas de bifurcacion obtenidos
a partir de la variacion del parametro « confirman la presencia de dinamica caotica
con caracteristicas equivalentes al sistema base.

El andlisis comparativo de atractores revela notables similitudes entre ambos
sistemas. En particular, se observa que los atractores mantienen la estructura de do-
ble enroscado. Esta similitud se corrobora en los planos de Poincaré, donde emerge
la forma tipica de bastdén de caramelo en ambos casos.

En conclusién, se ha logrado disefiar un nuevo sistema sin puntos de equilibrio
que conserva propiedades caoticas similares al sistema de Chua original, mante-
niendo las caracteristicas dinamicas fundamentales que definen su comportamiento
complejo.

Implicaciones y perspectivas futuras

El estudio de atractores ocultos y sistemas sin equilibrio ha redefinido nues-
tra comprension de la génesis del caos. Estas investigaciones tienen implicaciones
profundas en:

= Seguridad informatica: Desarrollo de nuevos esquemas de cifrado basados
en la impredictibilidad de sistemas sin equilibrios [15].

= Modelado bioldgico: Representacion de sistemas vivos donde la nocién de
équilibrioés often artificial o inexistente [21].

= Teoria de control: Diseno de estrategias de estabilizacion que no dependen
de linearizaciones alrededor de puntos fijos [16].
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Los sistemas cadticos sin puntos de equilibrio han demostrado tener ventajas
significativas en diversas aplicaciones practicas, particularmente donde la robustez
y la seguridad son prioritarias, dandole ventajas a las aplicaciones en donde los
sistemas caoticos con puntos de equilibrio destacan.

Ventajas comparativas

Los sistemas sin puntos de equilibrio ofrecen ventajas practicas significativas:

= Mayor robustez: Menor sensibilidad a variaciones paramétricas y perturbacio-
nes externas.

= Mejor rendimiento computacional: Algoritmos de integracion numérica mas
estables al evitar singularidades.

= Mayor seguridad: Comportamientos menos predecibles para aplicaciones crip-
tograficas.

» Modelado mas realista: Mejor representacion de sistemas naturales que rara
vez alcanzan equilibrios.
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Apéndice A
Codigo de MATLAB

A.1. Implementacion en MATLAB

El sistema modificado se implementa en MATLAB para realizar simulaciones y
observar la formacién de atractores de tipo Chua sin puntos de equilibrio. A conti-
nuacion, se describe el codigo utilizado para la implementacion.

A.1.1. Cddigo MATLAB

El siguiente cédigo define el sistema de Chua modificado en MATLAB:

function dx = chua_sinpuntos(™, x)
alpha = 9; beta = 14.28; a = -1.142; b = -0.714;

% Matriz A para los extremos del enroscado
Ae = [-alpha - alphax*b alpha O;

1-11;

0 -beta 0];

% Matriz A para el centro del enroscado
Ac = [-alpha - alpha*a alpha O0;

1 -11;

0 -beta 0];
Ne = [0.1687; -0.2312; 0.0587]; % vector normal de los extremos
Nc = [0.1453; 0.1352; 0.0612]; % vector normal del centro

Pel = [1.5; 0; -1.5];
Pe2 = [-1.5; 0; 1.5];

Ke = 0.15; 7 constante para alejar el punto de equilibrio

Kc = 0.15; 7 constante para alejar el punto de equilibrio

Be = Ae * Ne; ) vector que mueve el equilibrio en los extremos
Bc = Ac * Nc; % vector que mueve el equilibrio en el centro

58



APENDICE A. CODIGO DE MATLAB

59

B = -alpha * [a - b; 0; 0]; % vector B del sistema original
Ben = Be / norm(Bc); % Be normalizado
Ben = Be / norm(Bc); % Bc normalizado

if x(1) >=1
if dot(Ne, x - Pel) >=0
dx = Ae * x + B + Ke * Ben;
else
dx = Ae * x + B - Ke * Ben;
end
elseif abs(x(1)) < 1
if dot(Nc, x) >= 0
dx = Ac * x + Kc * Ben;
else
dx = Ac * x - Kc * Ben;
end
elseif x(1) <=1
if dot(Ne, x - Pe2) >= 0
dx = Ae * x - B + Ke * Ben;
else
dx = Ae * x - B - Ke * Ben;
end
end



