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Resumen

Este trabajo se divide en dos partes, en la primera se presenta el andlisis de estabili-
dad para una clase de sistemas no lineales en conexiéon con un controlador homogéneo
no lineal por retroalimentacion de salidas basado en un observador no lineal de tipo
Luenberger que cuenta con la propiedad de robustez ante errores de aproximacion en
el modelo que denominaremos incertidumbre. El analisis se basa en probar estabilidad
en el sentido de Lyapunov para el caso particular sin incertidumbre, luego se muestra
estabilidad del caso del sistema controlado con incertidumbre. Gracias a las propiedades
de homogeneidad del campo, se utiliza la idea de la existencia de funciones estrictas de
Lyapunov homogéneas para la prueba de estabilidad del sistema con incertidumbre. La
prueba de estabilidad del sistema con incertidumbre muestra la existencia de ganancias
tales que sin importar el tamano de la incertidumbre el sistema controlado es capaz de
llevar los estados controlados a la referencia.

En la segunda parte se presenta un ejemplo de implementacién, en particular, se describe
la aplicaciéon de algunos métodos numéricos para la discretizacion del algoritmo de
control, se mencionan los periféricos del microcontrolador digital que se utilizdé para
la implementacién del control por retroalimentacion de salidas y se describe la planta
sobre la cual se hicieron los experimentos para probar los resultados tedricos obtenidos.

XIII






Abstract

This work is divided into two parts. In the first part, we present the stability analysis
for a class of nonlinear systems in connection with a nonlinear homogeneous contro-
ller based on output feedback using a nonlinear Luenberger-type observer, which has
robustness properties against approximation errors in the model, here referred to as
uncertainty. The analysis is based on proving stability in the sense of Lyapunov for the
particular case without uncertainty; subsequently, the stability of the controlled sys-
tem with uncertainty is shown. Thanks to the homogeneity properties of the field, the
existence of strict homogeneous Lyapunov functions is utilized for the stability proof of
the system with uncertainty. This proof demonstrates the existence of gains such that,
regardless of the uncertainty magnitude, the controlled system can drive the controlled
states to the reference.

In the second part an implementation example is described. In particular, some nu-
merical methods for discretizing the control algorithm are presented, the peripherals
of the digital microcontroller used for implementing the output feedback control are
mentioned, and the plant on which the experiments were conducted to validate the
theoretical results obtained is then described.
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Notacion

= R Conjunto de los ntiimeros reales.

R"™ Espacio Cartesiano n-dimensional.

N Conjunto de lo nimeros de naturales.

Rog={zeR:z >0}

C? Conjunto de funciones p € N veces diferenciables con continuidad.

| - | denota el valor absoluto en R, || - || denota la norma Euclidiana en R™, || - ||,.,
6 || - || denotan alguna norma homogénea en R”™.

[-]P = sign(-)| - [P, donde sign es la funcién signo. Por ejemplo [z]? = x?sign(z)

B, ={x € R": ||z|| < r} denota una bola abierta de radio r € R..

XVII






Indice general

T icaanl

2 Prolim |

[2.1. Homogeneidad ponderada] . . . . .. .. ... ... ... .......
[2.2. Estabilidad en sistemas homogéneos|. . . . . . . . ... ... ... ..
[2.3. Ejemplos de sistemas homogéneos| . . . . . . . .. ... ... ... ..

. Descripcion del sistema y problematica |

[3.1. Descripcion del sistema y del esquema de control| . . . . . .. .. ..
[3.2. Planteamiento del problema . . . . . . ... ... ... ... ... ..

. Analisis de estabilidad y diseno de parametros del controlador |

[4.1. Analisis del sistema sin incertidumbrel . . . . . . . . o000

[4.3. Diseno de ganancias del controlador| . . . . . . . . ... ... ... ..

. Implementacion del controlador|
.1, Metodos de discretizacion de sistemas dinamicos/ . . . . . . . . . . ..
[5.2. Descripcion de la planta electronical . . . . . . .. ... ... ...
[5.3. Resultados experimentales| . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

. Conclusiones y trabajo futuro|

. Apéndice|

XIX

17
18
25
30

36
36
40
44

54

56






Capitulo 1

Introduccion

Un enfoque usado frecuentemente para el diseno de controladores para sistemas no li-
neales es linealizar el sistema para solucionar el problema de las no linealidades y, de
esta manera, se pueda abordar el diseno utilizando técnicas de control lineal [12]. Estas
aproximaciones pierden cierta fiabilidad debido a que muchas veces no se toman en
cuenta o no se conocen todos los términos o parametros del sistema no lineal estudiado,
ademas, la linealizacién del sistema no siempre se puede utilizar. Por esto, es importan-
te estudiar técnicas de andlisis y diseno no lineal. Sin embargo, el problema de la falta
de conocimiento exacto del modelo del sistema persiste en el caso no lineal, esto debido
a que generalmente los modelos son aproximaciones de fenémenos reales, por lo que
existe un cierto desconocimiento del campo vectorial del sistema. Asi, resulta relevante
el desarrollo de métodos para analizar y controlar clases de sistemas no lineales en los
cuales se desconoce el modelo exacto del sistema.

En la disciplina de la teoria de control de sistemas dinamicos existen varias técnicas que
se enfocan en propiedades de robustez (ante cierto desconocimiento exacto del modelo
del sistema) tales como el rediseno de Lyapunov, control por modos deslizantes, control
basado en observacién de perturbaciones, y H-infinito (para estas técnicas, vea, por
ejemplo, [23] 26] 12] [9]). Estas técnicas presentan ciertas ventajas y desventajas, por
ejemplo, el control por modos deslizantes es muy efectivo en presencia de perturbaciones
no desvanecientes [23], pero puede presentar ciertas dificultades en la implementacion.
En el caso de la técnica H-infinito, una desventaja son las dificultades asociadas con
el alto orden de los controladores [26], y en el caso no lineal se requiere un nivel de
complejidad muy alto en el diseno de controladores no lineales debido a la complejidad
matematica y la necesidad de una eleccién precisa de funciones de ponderacion. En
otras técnicas, es necesario contar con una funcién de Lyapunov, la cual muchas veces
no es trivial hallar.

Por otra parte, la homogeneidad esta ampliamente estudiada para el disenio de control
en los sistemas dinamicos no lineales debido a sus interesantes caracteristicas tanto para
el andlisis como para el disenio. Se ha demostrado, por ejemplo, que podemos tener con-



vergencia al origen en tiempo finito si el grado de homogeneidad del campo del sistema
es negativo [3]. Una caracteristica importante de los sistemas de control homogéneos
es que estos cuentan con propiedades de estabilidad y robustez muy buenas como la
propiedad de Estabilidad de Entrada al Estado [B] y de estabilidad en el sentido de
Lyapunov atin cuando el modelo del sistema controlado no es exacto. Nos referiremos
a este desconocimiento exacto del modelo del sistema como incertidumbre [20].

En el tema a desarrollar en esta tesis, se consideran sistemas no lineales de segundo
orden con incertidumbre en el modelo. Se utiliza un enfoque de homogeneidad para el
disenno del controlador con el fin de verificar las buenas propiedades de robustez que
se pueden obtener. Debido a que se supone que no se dispone de todos los estados del
sistema para el control, se necesita estimar los estados que no se pueden medir directa-
mente. Asi, se propone la técnica de control por retroalimentacién de salidas mediante
un observador no lineal de tipo Luenberger. En particular, se verifica teéricamente que
el esquema de control propuesto en lazo cerrado con el sistema produce un punto de
equilibrio asintéticamente estable en el origen a pesar de la incertidumbre. Ademaés de
tener la propiedad de robustez ante incertidumbre, se prueba de manera tedrica que la
familia de controladores homogéneos no lineales usados aseguran convergencia en tiem-
po finito de las trayectorias para cualquier grado de homogeneidad negativo. También
se presenta un procedimiento para la configuracion de las ganancias tal que ayuda a
obtener algin tipo deseado de respuesta transitoria del sistema no lineal.

Otro aspecto importante en la ingenieria de control son las pruebas experimentales. Pa-
ra esto, los circuitos electrénicos son una opcion viable para emular sistemas dindamicos
debido a su bajo costo y a su versatilidad para representar diferentes tipos de sistemas,
ya sean eléctricos, mecédnicos o hidraulicos, entre otros [§], asi como la posibilidad de
incorporar no linealidades a través de electrénica digital. En este proyecto de tesis se
utiliza un emulador electrénico para la verificacion experimental de los resultados teori-
cos. Por otro lado, actualmente en muchos sistemas de control se utilizan dispositivos
digitales (por ejemplo, microcontroladores) para programar los algoritmos de control,
por lo que es necesario utilizar métodos de discretizacion para la implementacién de
los controladores disenados analdgicamente. En esta investigacién, para las pruebas ex-
perimentales, se utilizan diferentes métodos numeéricos explicitos para la discretizacién
del algoritmo de control con el fin de poder llevar a cabo su implementacién en el
emulador electrénico y asi observar de manera empirica la forma en que cada método
de implementacién de un mismo controlador afecta el desempeno del sistema controlado.

Organizacion de la tesis

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se presentan las defi-
niciones y resultados preliminares necesarios que serviran como base para el desarrollo
de los capitulos siguientes. En el Capitulo 3 se describe la clase de sistemas no lineales



que se abordara en esta tesis, se expone el esquema de control por retroalimentacion de
salida y se plantea el problema de control de estos sistemas mediante dicho esquema. En
el Capitulo 4 se presentan las primeras contribuciones de este trabajo, ofreciendo una
solucion tedrica a la problematica planteada. Continuando, en el Capitulo 5, se mues-
tran los resultados experimentales obtenidos bajo diferentes discretizaciones aplicadas
al controlador. Finalmente, en el Capitulo 6 se discuten las conclusiones del trabajo y
se sugieren posibles lineas de investigacion futuras.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo se centra en la exposicion de la teoria y los resultados esenciales para
llevar a cabo el desarrollo de este proyecto. En la primera seccién, se aborda la con-
ceptualizacion de la homogeneidad ponderada en funciones y campos vectoriales, asi
como en sistemas dinamicos denominados como ¢"-homogéneos. En la segunda seccién
se recuerda el concepto de funcién de Lyapunov junto con los resultados asociados a la
estabilidad de sistemas homogéneos, asi como con el tipo de convergencia que puede ser
alcanzado en funcion del grado de homogeneidad presente en el campo vectorial de un
sistema dindmico ¢"-homogéneo. Finalmente, se presentan ejemplos relacionados con la
teoria revisada.

2.1. Homogeneidad ponderada

La homogeneidad es una propiedad de escalamiento de funciones y campos vectoriales.
Se puede describir intuitivamente como la equivalencia entre la multiplicaciéon de una
constante (que se puede denominar como factor de dilatacién) por el argumento de
una funcién y la multiplicacion del factor de dilatacién por la imagen de la funcién. Se
define formalmente homogeneidad ponderada a continuacién.

Definicién 1 ([3]). Dado un conjunto de coordenadas (x1,...,x,) € R™. Sea r =
[T1,...,7n] una n-tupla de nimeros reales positivos.

» La familia de dilataciones de un solo pardmetro (07 )e=o (asociada ar) esta definida
por
0 (x) == ("wy,...,€"xy), Vo= (v1,...,z,) € R" Ve>0,

los niumeros r; son los pesos de las coordenadas.

» Una funcion V : R" — R se dice que es §"-homogénea de grado m (m € R) si

V(6 (x)) =™V (x), VoeR" Ve>0.



0
» Un campo vectorial f =Y, fZ se dice que es 6"-homogéneo de grado i si la
x,

componente f; es d"-homogénea de grado p + r; para cada i, esto es

fi(€zy, ... émay,) =i fi(x), Vo eR" Ve>0, Vie{l,...,n}.

Considerando un sistema & = f(z), si el campo vectorial f es §"-homogéneo de grado
i, entonces se dice que el sistema dinamico es 6"-homogéneo de grado p.

2.2. Estabilidad en sistemas homogéneos

Los métodos de Lyapunov son herramientas que sirven para analizar la estabilidad de
los sistemas no lineales. Utilizando esta teoria, podemos mostrar que el origen de un
sistema dinamico no lineal es asintoticamente estable. Ademas, se puede verificar el
acotamiento de las soluciones, incluso sin que exista un punto de equilibrio.

En sistemas homogéneos existe teoria que relaciona la estabilidad de Lyapunov con
funciones homogéneas de manera que si el origen del sistema dinamico homogéneo es
asintéticamente estable esto implica que existe una funcién estricta de Lyapunov ho-
mogénea para el sistema estudiado. Por otra parte, en sistemas homogéneos, se pueden
tener tres diferentes tipos de convergencia al origen y esto solo depende del grado de
homogeneidad p del campo vectorial del sistema [3].

A continuacién recordamos algunos conceptos sobre funciones de Lyapunoy{l] conside-
rando, para esto, el sistema

i = f(x) (2.1)

donde f : D — R™ es un campo continuo definido sobre el dominio D C R™ que contiene
al origen y tal que f(0) = 0. Iniciamos recordando el concepto de funcién de Lyapunov
débil.

Definicién 2 ([3]). Una funcion de Lyapunov débil es una funcion V : B, C R" — R
que estd definida sobre la bola B, = {x € R" : ||x|| < r} para algin r > 0, y que cumple
las siguientes propiedades:

. V(0)=
1. V(z) >0 para x # 0.
1. V(z) es de clase C' sobre B,.
v. V(z) = (W(w) - f(x) <0 para cada x € B,.

IPara revisar el concepto de estabilidad en el sentido de Lyapunov y los teoremas relacionados
puede consultarse [3].



Si existe una funcion de Lyapunov débil para se puede concluir que el origen
del sistema es estable. Sin embargo, esto no es suficiente para afirmar que el origen
del sistema posee estabilidad asintética. Para poder afirmarlo es necesario exigir una
propiedad adicional, que se describe a continuacion.

Definicién 3 ([3]). Una funcion de Lyapunov estricta es una funcionV : B, C R - R
que cumple las propiedades I, II y III de la Definicion[dy la propiedad:

1L Viz) = axg_;x) - f(x) <0 para cada x € B, \ {0}.

Una funcion definida para toda z € R", que sea radialmente desacotada y cumpla con
las propiedades de la Definicién [3| con B, reemplazado por R™, se conoce como una
funcién de Lyapunov estricta global. Si existe una funcién estricta de Lyapunov para
(2.1)), entonces el origen del sistema es asintéticamente estable.

Debido a que en general no es trivial encontrar una funciéon de Lyapunov estricta para
cualquier sistema, pero suele ser menos complicado hallar funciones de Lyapunov débi-
les, existen resultados que permiten afirmar estabilidad asintética atin cuando solo se
tiene una funcién de Lyapunov débil, esto se conoce como el principio de invariancia
de LaSalle. A continuacién se proporciona una versién para campos continuos de dicho
principio.

Teorema 1 (Corolario 7.2.1 en [16]). Suponga que existe una funcién de Lyapunov débil
V:R™ = R para el sistema , tal que es radialmente no acotada y 8?—? - f(z) <0
para toda x € R™. Si {x = 0} es el unico conjunto invariante con respecto a en el
conjunto

E={zeR":V(x)=0},
entonces x = 0 es un punto de equilibrio de globalmente asintoticamente estable.

El resultado anterior es una herramienta muy ttil para poder concluir estabilidad
asintotica en el origen de un sistema dinamico no lineal cuando tenemos una funcién
de Lyapunov débil, obsérvese que es una version del principio de invariancia de LaSalle
para campos continuos.

El siguiente resultado confirma la existencia de funciones homogéneas de Lyapunov
para cualquier sistema homogéneo continuo cuyo origen es asintéticamente estable;
esto facilita mucho el anélisis de estabilidad.

Teorema 2 ([3]). Sea (2.1), donde f un campo vectorial continuo sobre R" tal que el
origen es un punto de equilibrio asintoticamente estable. Si f es d"-homogéneo de grado
p para algin r € R, entonces, para cualquier p € N\{0} y cualquier m > p-max;{r;},
existe una funcion de Lyapunov V para & = f(z), la cual es 0"-homogénea de grado
m y de clase C?. Como consecuencia directa, la derivada con respecto del tiempo V=
%—‘; - f(x) es 0"-homogénea de grado m + p.
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El siguiente corolario demuestra que el tipo de convergencia de las trayectorias para un
sistema asintéticamente estable y homogéneo esta completamente caracterizada por el
grado del campo.

Corolario 1 (Corolario 5.4 en [3]). Sea f como en el Teorema 2, y sea || - ||,, cualquier
norma 0" -homogénea.

» Sip >0 (1 es el grado de homogeneidad de f), entonces existen constantes
My, My > 0 tales que, para cualquier trayectoria z(-) de © = f(x), para toda
t>0,

My(L+ [lzO)[I7, ) [z O)llrp < 2@l < Ma(1+ [l2(0) 17, )= l2(0)]p-

= St =0, entonces existen constantes My, My y D > 0 tales que, para toda t > 0,

My exp(=Dt)[[z(0)|lrp < [[2(t)llrp < Mz exp(=Dt)||2(0)]rp, Yt = 0.

» Sip < 0 entonces existe una constante M > 0 tal que ||z(t)]],., < F(x(0),t) donde

1
1 -

F - { (12O -30t) * < FlaO)

0, t > 572(0)llmp

Basicamente, el tipo de convergencia al origen de las trayectorias de un sistema 0"-
homogéneo se puede determinar basdndose en el grado de homogeneidad p del campo
vectorial siempre que el origen sea asintéticamente estable. Note en el corolario anterior
que en el caso p < 0 la convergencia al origen es en tiempo finito.

2.3. Ejemplos de sistemas homogéneos

En esta seccién, se presenta de manera ilustrativa la teoria mostrada anteriormente
mediante algunos ejemplos.

Ejemplo 1. En este ejemplo de un sistema 0"-homogéneo, se muestra que se pueden
tener distintos tipos de convergencia dependiendo del valor con el que se selecciona el
pardmetro p. Ademds de que, en el caso p € (0,1), se puede calcular el tiempo que
tardan las trayectorias en llegar exactamente al origen.

El sistema a estudiar es el siguiente
&= —k[z]’, pk>0. (2.2)

Este sistema es §"-homogéneo de grado u = (p — 1)r. Se analiza el tipo de solucién que
tiene (12.2)) y se observa que el tipo de solucién se ve determinado por p. Asi, se obtienen
3 casos:



1. Caso p € (0,1). Para toda condicién inicial zy € R la solucién del sistema esta
dada por la siguiente expresion

w(t; 0) = sign(zo) (o] — k(1 — p)t) 7,

de esta expresion (sabiendo que el punto de equilibrio es 2 = 0) se puede calcular
el tiempo de convergencia al equilibrio con la expresion x(T'(xg); xo) = 0, asi

|20 P

T(xo) :m.

2. Caso p = 1. En este caso el sistema se vuelve lineal, lo que implica que la solucién
esta dada por

x(t; o) = zoe F,

por lo tanto, el origen del sistema es un punto de equilibrio exponencialmente
estable.

3. Caso p > 1. Para este caso, la solucién del sistema esta dada por
2(t; 20) = sign(wo) (|20 — k(1 — p)t)T7,
obsérvese que para cualquier condicién inicial g # 0, (xg,t) — 0 conforme t — oco.

De los casos analizados de se puede concluir lo siguiente : cuando p € (0,1) se
puede calcular el tiempo que tardaran en converger las trayectorias al origen, cuando
p = 1 coincide con el caso lineal, esto implica convergencia exponencial de las trayecto-
rias y, por ultimo, cuando p > 1 las trayectorias convergen de manera racional, lo que
va de acuerdo con el resultado que establece del Corolario 1.

Ejemplo 2. En este ejemplo se muestra la existencia de una funcién de Lyapunov
homogénea para el sistema escalar ¢"-homogéneo dado por

ol

T = —[x]3, (2.3)

donde el tinico punto de equilibrio es x = 0. Se propone la funciéon candidata de Lya-
punov V : R — R dada por

V(z) = 1z

Esta funcién es 6"-homogénea de grado m = 2r. Derivando la funcién candidata a lo
largo de las trayectorias de ([2.3)) se tiene

V(w) = —afa]3, 4
V(z) = —x|z|3sign(z) = —|x|3, (2.4)

8



notese que V' es una funcién de Lyapunov estricta, por lo tanto se concluye estabilidad
asintdtica en el origen.

Ejemplo 3. En este ejercicio se verifican las condiciones sobre unos parametros para
que un sistema de segundo orden sea ¢"-homogéneo; ademas, se muestran por simulacion
los diferentes tipos de convergencia al origen que (al garantizar estabilidad asintética)
se pueden tener dependiendo del grado de homogeneidad .

Considere el siguiente sistema:

$1:$2

jfg = —k’l I_ZlflJp - k?g I_I'QJq, (25)

con kq, ke > 0. La intencion de este ejercicio es encontrar las condiciones de los expo-
nentes p y ¢, tales que el sistema sea §"-homogéneo. De acuerdo con la Definicién [I] se
aplica la dilatacion al argumento del campo vectorial de , la representaciéon que se
obtiene es la siguiente

€2x9

f(o:(z)) = — k1 €[ 21 P — oy x5 ]9

Siguiendo la Definicién 1, se debe cumplir que f(07(z)) = €*d7(f(z)). De la representa-
ci6én anterior, se encuentra que el vector de pesos r = [r1, 73] debe cumplir las siguientes
expresiones

ro =p+ry, roq=TrT1p, Toq = [+ T2. (2.6)

Asi, de se obtienen las condiciones que aseguran que el campo vectorial es §"-
homogéneo de algin grado i en funcién del exponente p: el vector de pesos se expresa
como 7 = [2,p+ 1]T; con el vector de pesos encontrado, el exponente ¢ se calcula con
la expresién g = ]%; por ultimo, el grado de homogeneidad u se puede elegir como
1 = p — 1. Esto permite que p se pueda elegir de manera libre, por lo que, eligiendo
p, se pueden tener diferentes grados de homogeneidad. Esto ocasiona (dado que el
origen de es asintéticamente estable en el caso homogéneo [4]) diferentes tipos de
convergencia al origen. Esto se detalla a continuacién: (Nota. La prueba de estabilidad
de se encuentra en el Capitulo 3.)

1. Cuando p = 1, el sistema (2.5)) se vuelve el caso lineal, lo que implica que sea de
la siguiente forma

T = T,

jj2 = —klIl - ]{72.732. (27)

Nétese que el sistema (2.7]) es §"-homogéneo de grado g = 0 con un vector de
pesos 7 = [2,2]". Por lo tanto, el tipo de convergencia al origen de los estados es
de forma exponencial como se muestra en la Figura 2.1}
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x1
2

_2 | | | | |
0 1 2 3 4 5
Tiempo

Figura 2.1: Simulacion de 1' caso pu = 0.

2. Para el caso p € (0, 1], con p = % se tiene ¢ = % y el vector de pesos r = [2,3/2]".
Para este caso el sistema queda como se muestra a continuacién
j:l = T2,
: 1 2
Ty = —k’l I—Z)’Jljz — k2|—$2J3. (28)
El sistema 1D es un sistema es 9"-homogéneo de grado p = —%, por lo tanto el

tipo de convergencia al origen de los estado es en tiempo finito, este comporta-
miento se ilustra en la Figura 2.2

3. Para el caso p > 1, con p = 2 se obtiene que g = % y el vector de pesos r = [2,3]",
en esta ocasion el sistema se describe como se muestra a continuacion

jl‘l = T2,
.11.32 = —kl ’iﬁlﬁ'lJZ — kg [JZ'QJ%. (29)

El sistema ([2.9)) tiene un grado de homogeneidad p = 1, esto implica convergencia
de los estados de forma racional como se muestra en la Figura [2.3]

4. En el caso p = 0, tenemos un caso especial donde ¢ = 0 y el vector de pesos r =
[2,1]". En este caso el sistema resultante es conocido como Algoritmo Twisting
[14], el cual se expresa como

X1 = Ta,

ity = —k[21]° — ko [22]°. (2.10)
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x1
Z2

_2 1 1 1 1 ]
0 1 2 Tiempo 3 4 5

Figura 2.2: Simulacion de 1' caso i < 0.

Obsérvese que el campo vectorial del sistema es discontinuo, por lo que
la teoria estandar de ecuaciones diferenciales ordinarias ya no es adecuada para
su andlisis, sin embargo (de acuerdo con [14] [15]), las trayectorias del sistema
convergen a 0 en tiempo finito por tener un grado de homogeneidad p < 0. Este
comportamiento se ilustra en la Figura [2.4]

En las simulaciones de se verifica lo establecido en el Corolario 1. En el caso 1, al
tener un grado de homogeneidad p = 0, el cual representa el caso lineal, se observa que
las trayectorias de los estados del sistema convergen a 0 de manera exponencial, esto se
observa en la Figura [2.1] Por otro lado, en la Figura [2.2] que representa la simulacién
del sistema con p < 0, se aprecia que las trayectorias convergen a 0 en tiempo
finito. Para el caso p > 0, las trayectorias convergen de manera racional, es decir, las
trayectorias convergen de manera cada vez mas lenta y no llegan exactamente a 0.
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I
L2

Estados

Tiempo 3

Figura 2.3: Simulacién de 1 , caso p > 0.

Estados

_2 1 1 1 1 ]
2 Tiempo 3

Figura 2.4: Simulacién de (2.10)), caso (discontinuo) p = —1.
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Capitulo 3

Descripcion del sistema y
problematica

En este capitulo se expone la clase de sistemas no lineales de interés a estudiar, de igual
manera se define el controlador que se encargara de estabilizar al sistema. Se introducen
las propiedades del campo que deberan satisfacerse para que el controlador funcione
de acuerdo con el analisis realizado. Ademas, se presenta la problematica que conlleva
tanto el estudio de esta clase de sistemas, como la implementacion fisica del controlador
propuesto.

3.1. Descripcién del sistema y del esquema de con-
trol

Considere la clase de sistemas no lineales descrita por

.fl = T2
iy = f(x)+ U (3.1)
Yy =,

donde f(x) € R es una cierta funcién que desconocemos parcialmente, x = [x1, z5]7 €
R? son los estados, ¥ € R es la senal de salida que podemos medir, y U es la entrada
de control. Suponemos que no podemos medir el estado x,. También suponemos que
conocemos una funcién f tal que f(r1,72) € R es una aproximacién de f(x) en el
sentido clarificado en la siguiente suposicion.

Suposicién 1. Considere (3.1), y defina el conjunto D = {x € R? : ||z < d} para
algin d € Ry.

1. La funcién incierta f : R?* — R satisface lo siguiente: f(0) = 0, y es localmente
Lipschitz, esto es, para cualquier d € Rs, existe una constante d; € R>q tal que

|f(x) = f(2")| < dy||lx —2'||, Vz,2’ € D.
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2. La funcién f:R?> = R es un modelo conocido de f que satisface lo siquiente: es
localmente Lipschitz, y para cualquier d € R>q existe una constante dy € R>q tal
que

|f(x) = fz1,22)| < dol|z]|, Vzx € D.

De esta forma, el objetivo de control es estabilizar el origen de ({3.1]) en tiempo finito a
pesar de la incertidumbre en f, y utilizando solo la salida y como informacién para el
controlador.

Dadas las caracteristicas descritas del sistema (3.1)), y con el fin de lograr el objetivo
de control, se propone el siguiente controlador

U= —f(z1,22) + w(zw,2s),

donde Z5 es la estimacion del estado x5 (ya que no podemos medirlo directamente).
El término w(zy, &2) es un controlador dindmico (basado en un observador) conocido
como doble integrador en [4], dado por

w<x17§:2> = —/;31 [%Jp - 7232 mﬂq,
en conexion con el observador no lineal de tipo Luenberger
7=l (21 — 21 [P + 9,
ilAZ'Q = —lg ’73?'1 — $1Jqo + UJ(Q?l, i'g), (32)

con ki, ko, 11,1l € Ryg que denominamos ganancias de sintonizacién del control y
D54, Pos 4o € R=g son los exponentes que se disenaran de una forma muy especifica (vea
el Teorema (3 en el Capitulo 4] para la estabilizacion del sistema y lograr el objetivo de
control.

Sistema en Retroalimentaciéon

Con lo anterior definido, el sistema (3.1]) en retroalimentaciéon con el controlador pro-
puesto queda como sigue

i =

f( (&) = ka1 [P — ko[ ] (3.3)
.fl = Z (QAT — lepo + xg
5;'2 = l_ [JA] — ZL‘quO —+ w(xl,xg)

donde se ha definido el término de incertidumbre f(x, &) = f(x) — f(x1, &5).

14



Definiendo el error de observacién como e; = 1 — 21 y €3 = Ty — X2, con el observador
propuesto, se obtiene la dindmica del error de observacién de la siguiente manera

ér = 3;71 — i =~ [Ty — 2|+ 2y — a9 = —I [e1]Pe + ey

ég:ig—:f@:—l}[:ﬁl—x1Jq°+w—w—f(x,x+e).

De esta forma, a partir del sistema (3.3)) se obtiene el siguiente sistema dindmico

fl = T2
Ty = f(xax +e) — ki [21]? — ko[zo + €3]
él = —Zl (eljp” + €2 (34)

éy = —ly[e)|% — f(l‘,l‘+ e).

Es muy importante el analisis de la dinamica de error , debido a que si se puede
asegurar estabilidad asintética en el origen en el sistema , esto implica que el error
de observaciéon se hard 0. El error de observaciéon es un difeomorfismo del sistema del
observador dinamico , esto ocasiona que se consiga que conforme t — oo el vector
de estados aproximados  — x de manera asintotica.

Nota: Obsérvese que en el sistema (3.4)) el estado del error es estd de alguna manera
perturbando al sistema controlado ya que esta afectando a la ecuacion del estado -
como una senal de entrada, esta particularidad se analiza posteriormente en el siguiente
capitulo.

3.2. Planteamiento del problema

Definido el sistema de la dindmica del error, procedemos a describir los problemas a ser
tratados en esta tesis. El objetivo principal de esta tesis es el diseno de un controlador
no lineal homogéneo que garantice robustez ante la incertidumbre en f, especificamen-
te, que asegure estabilidad en el origen del sistema ([3.4)). Por otro lado, se desea probar
experimentalmente el controlador, para lo cual se considerara una planta emulada con
electrénica analdgica-digital. Debido a que es muy comun encontrar microcontroladores
digitales para la implementacién de sistemas de control automatico, es importante dis-
cretizar los algoritmos de control. Asi, mediante el uso de diferentes métodos numéricos
se discretizara el controlador propuesto con la finalidad de poder programarlo en un
microcontrolador. Por lo tanto, la problematica de esta tesis se puede dividir en tedrica
y experimental, las cuales se describen a continuacién.

Problemdtica 1 (Validez tedrica). Para poder utilizar el controlador propuesto (esto es,
el controlador por retroalimentacion de salidas mediante el observador de tipo Luen-
berger) con las propiedades requeridas de robustez, se debe mostrar de manera teérica
que el origen del sistema es estable en el sentido de Lyapunov.
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Problemdtica 2 (Prueba experimental). Para poder realizar una prueba experimental del
esquema de control propuesto en un microcontrolador se requiere lo siguiente: desarro-
llar una planta experimental (en esta tesis, emulada con electrénica analdgica-digital);
siendo que el controlador dindamico propuesto es en tiempo continuo mientras que el
dispositivo de implementacion es digital se requiere utilizar métodos numéricos para la
discretizacion del controlador.

La soluciéon de la Problemdtica 1 se aborda en el Capitulo 4 desarrollando la prueba de
estabilidad en varias etapas, iniciando con un caso nominal del sistema hasta llegar al
analisis del sistema con incertidumbre,. El Capitulo 5 se centra en la Problemdtica 2,
donde se describe la planta electronica y se realizan varias pruebas experimentales con
distintas discretizaciones del controlador propuesto.
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Capitulo 4

Analisis de estabilidad y diseno de
parametros del controlador

En este capitulo es de interés retomar el esquema de control, presentar el diseno de
las ganancias de sintonizacién para el observador y el controlador, asi como el andlisis
de estabilidad del sistema en lazo cerrado. En particular, el objetivo de este capitulo
es mostrar de manera tedrica estabilidad en el sentido de Lyapunov del sistema ({3.4))
presentado en el Capitulo 3. Para esto, primero se analizan el sistema sin incertidumbre
en su forma de control por retroalimentacién de los estados y el sistema obser-
vador considerandolos como dos sistemas aislados. Posteriormente se aborda la
propiedad de estabilidad del sistema controlado en conexién con el observador (como
un sistema en cascada) y se verifica la propiedad de Estabilidad Entrada-Estado (cono-
cida, por sus siglas en inglés, como ISS). Este andlisis del sistema no lineal controlado
sin incertidumbre sienta las bases para analizar el caso del sistema con incertidumbre.
En la tercera etapa, los resultados anteriores se utilizan para mostrar de manera tedrica
propiedades de robustez, en particular, que el origen del sistema con incertidumbre es
asintéticamente estable. Por 1ltimo, se presentan los procedimientos para el diseno de
ganancias del controlador y del observador que permiten obtener diferentes tipos de
comportamientos transitorios.

El resultado tedrico principal de esta tesis se presenta a continuacién y su demostracion
se expone en las siguientes secciones del presente capitulo.

Teorema 3. Considere el sistema en lazo cerrado con el controlador por retroali-
mentacion de salidas

U= —f@l,@) + w(xy, ),

w(l’hié) = —]51 (l’ljp - /_€2 mzjq,
.f?l = —l1’7§71 —$1Jpo+£i'2, (41)
To = —ly ’_@ —x1|% 4+ w(xy, T9),
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donde

pe(0,1), ¢=25 p,=EF, ¢ =D (4.2)
ky=7""Pky,  ky =",
I, = ’}/lipoll, ly = ’yliqolg, (43)

o =90"ho, Iy =","%la,
y defina X = [z e"]T. Bajo estas restricciones vy la Suposicio’n se cumple que para
cualquier a € R>q, y para cualesquiera ganancias

k1, k2, Lo, l20, Yo € Rso,

eriste yx € Ryg tal que para toda v > % el origen de la dinamica de error es
asintéticamente estable con un dominio de atraccion D tal que {X € R*: || X||, < a} C
D. Ademas, para cualquier condicion inicial en D, las trayectorias de convergen
al origen en tiempo finito.

El teorema se demuestra en las siguientes secciones del presente capitulo. El Teorema
garantiza la estabilidad asintética en el origen para el sistema de error con incertidum-
bre, utilizando un controlador no lineal por retroalimentaciéon de salidas basado en un
observador tipo Luenberger, de tal forma que si la incertidumbre es muy grande se pue-
de configurar la ganancia =, lo que ocasiona que la region de atraccién crezca y que el
término de incertidumbre pueda ser compensado. Por esto, el controlador tiene la pro-
piedad de robustez ante incertidumbre. Es importante mencionar que la eleccién de los
exponentes dada en es con la finalidad de obtener propiedades de homogeneidad,
como se explicara mas adelante.

4.1. Analisis del sistema sin incertidumbre

Esta seccion se centra en analizar el caso nominal del sistema , es decir, la planta con
el controlador en conexién con su observador sin el término de incertidumbre f(z,z).
Para el analisis del sistema sin incertidumbre se presenta a continuacién el sistema
auxiliar

21 = 22

Zo = —ky[21|P — ko[22 + 229, (4.4)
2 =5 — L[5 ]P

2y = —ly[5]%. (4.5)

Si utilizamos el cambio de variable e = vZ y © = vz, con v € Ry, de (4.4)-(4.5)
obtenemos el siguiente sistema

i’l = T2

,’j}2 = —’ylipkl (Iljp - ’Yliqk'g [%2 -+ €2Jq, (46&)
= _71—17011 [Gljpo + €9

éQ = —’Yl_qolg [equo. (46b)
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el cual se compone de dos subsistemas: (4.6a) que llamaremos sistema en forma de
controlador, y (4.6b]) que llamaremos sistema en forma de observador. Con este cambio
de variable, de (4.6) se definen las ganancias de sintonizacién de la siguiente manera

by =9k, k=7,
ll = f}/l_polla l2 == f}/l_qol%
L= Peli, 1o =~ %ls.

Ahora procedemos a deducir las condiciones sobre los exponentes de los términos del
controlador y del observador establecidas en (4.2)).

Lema 1. El campo vectorial de es 0"-homogéneo de grado p = p — 1 con pesos
r=1[2,p+1,2,p+ 1] si se cumplen las condiciones p = q,, ¢ = z% Y Do = q"2—+1, con
pe(0,1).

Observe que las condiciones en el lema implican que (4.6) es d"-homogéneo de grado
negativo, esto es u < 0, pero continuo.

Demostracion. Si se utiliza la Definicién (1| de homogeneidad para campos vectoriales,
se obtienen las expresiones que relacionan los pesos y el grado de homogeneidad del
campo vectorial de la siguiente manera

AT =T, B+ T2 =T1p,

™mp = Traoq, Toq = T4q,
T3 =T3P0, T3P0 = T4,
W4Ty = T340,

de donde se obtiene claramente la condicién de que ry = r4. Entonces se igualan 2
expresiones de la siguiente manera

T =ptrs,

de donde se observa que r; = r3. Asi, sustituyendo y resolviendo el sistema de ecuaciones
se obtiene que el campo vectorial es §"-homogéneo con un vector de pesos r = [2,p +
1,2, p+ 1] con un grado p = p—1, con las condiciones p = q,, ¢ = 1% Y Do = q"—;l. Con
esto se demuestra que seleccionando alguna p € (0,1) el campo vectorial del sistema
sin incertidumbre (4.6)) es §"-homogéneo de grado u negativo. O

En Lema[l] se mostré que el sistema sin incertidumbre es §"-homogéneo. En el siguiente
lema se demuestra estabilidad asintética del origen del sistema sin incertidumbre (4.6]).

Lema 2. Considere con (&2) y @.3). Para toda ky, ko, 11,1y € Reg el origen del

sistema es un punto de equilibrio asintoticamente estable.
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La demostracion de este lema se hace por etapas en el resto de esta seccién. Primero se
analizaran los subsistemas aislados

Ztl = X9

jﬁg = —];71 "leP — ]%2 IVLUQJq, (47)
él = —Zl (eljpo + ()]
ég = —l_g [equo, (48)

y luego se comprobaran algunas propiedades que cumplen estos subsistemas y que
aseguran que, al estar interconectados en cascada, también cuentan con la propiedad
de estabilidad en sentido de Lyapunov.

Analisis de estabilidad para el sistema en forma de controlador

Los lemmas (3| y 4] pueden consultarse en [4] [10].

Lema 3. Considere el sistema con [&.2). Para toda ki, ky € R el origen de
es un punto de equilibrio asintoticamente estable.

Demostracion. Para mostrar que el origen del sistema es asintéticamente estable se
usard una funcién candidata de Lyapunov V : R? — R dada por

V(z) = alz [P + Bas.

Si se fijan «, f € Ryg, con a = (i)ﬂff) y 8= %, entonces nuestra funcion candidata de
Lyapunov es la siguiente
ky 1
V(z) = P4 gl 4.9
(@) = Sl o+ 5 (49)

Claramente esta funcién es positiva definida. Derivamos (4.9)) a lo largo de las trayec-
torias de (4.7)) obteniendo lo siguiente
Vi(z) = p - 7 (0 + D[ [Pdn) + 22
121 P2y 4w (=K [21 [P — ko[ x5]7)
o(k1f[z1 )P — k2 )" — ko [x2]9)
o(—ka[xa]?) = —ko|aa| 7. (4.10)

Debido a que es semidefinida negativa, s6lo podemos concluir estabilidad por lo
que el Principio de Invariancia es de ayuda para poder afirmar estabilidad asintotica.
Siguiendo el Teorema , se busca el conjunto invariante mas grande M de dentro
de E = {z € R?: V(z) = 0}. Utilizando se encuentra que F = {x € R? : 25 = 0}.
Si o = 0, se implica de que z1 = 0 para que las soluciones permanezcan en el
conjunto E. Por esto, se puede afirmar que M = {(z1,22) = (0,0)} (es decir, el origen)
es el Unico conjunto invariante en E, por lo tanto, por el Teorema [l| se puede afirmar
estabilidad asintética del origen. O]

Il
88

20



Analisis de estabilidad para el sistema en forma de observador

Como se menciond anteriormente, si podemos asegurar que las trayectorias del error
de observacion de convergen al origen en tiempo finito, entonces eso implica que
el estado aproximado es igual que el estado que no podemos medir, esto es xo = 2o,
después de cierto tiempo. Ademas, se aseguraria que la entrada e, a la ecuacion del
estado =5 en se hard 0 en tiempo finito.

Lema 4. Considere el sistema (@ con ([£.2). Para toda l1,ly € Reg el origen de @

es un punto de equilibrio asintoticamente estable.

Demostracién. Proponemos la funcién candidata de Lyapunov V : R? — R para (4.8)
como

V(e) = ales|™ " + Bleol”.

2615
tot1 Y

Definiendo «a, 8 € Ry, con a =
de la siguiente manera

b= %, la funcién candidata de Lyapunov queda

> 1
Vie)= Ol 4 ey 4.11
() P plea ™™ + Slesf (4.11)

Note que V' es positiva definida. Derivando (4.11)) a lo largo de las trayectorias de (|4.8])

obtenemos la siguiente expresion

V(e) = —lolyfey] . (4.12)

De igual manera, debido a que es semidefinida negativa, sélo se puede concluir
estabilidad. Se utiliza una vez mas el Principio de Invariancia para afirmar estabilidad
asintotica. Se encuentra el conjunto invariante mas grande de 1} donde V(e) =0,
esto es, en el conjunto E = {e € R? : ¢; = 0}. Si e; = 0, se implica de (4.8) que e; =0
para que las soluciones de se mantengan en F, por esto, se puede afirmar que el
origen es el unico conjunto invariante M = {(e;,e2) = (0,0)} en E. Por lo tanto, por
el Teorema [1] se puede afirmar estabilidad asintética del origen. O

Propiedad de Estabilidad Entrada al Estado

Se mostré que el origen de cada sistema aislado es asintoticamente estable, aunque
el objetivo es mostrar que el sistema acoplado tiene la propiedad de estabilidad
asintotica en el origen. Para conseguir esto, comprobaremos que cuenta con la
propiedad de Estabilidad Entrada al Estado (ISS por sus siglas al inglés) considerando
es como entrada, esto para asegurar que las soluciones no se desbordan ante una entra-
da acotada es.

Por otro lado el subsistema (4.6b|) no tiene senales de entrada, ademéas mostramos que
sus trayectorias convergen al origen por lo que la entrada ey tiende a dejar de afectar
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a (4.6a). Sin embargo, la entrada ey en (4.6a)) podria ocasionar que las soluciones del
sistema exploten, por esto es de interés que (4.6al) tenga la propiedad ISS.

A continuacién se define formalmente la propiedad de Estabilidad Entrada al Estado,
para esto consideramos el sistema

i = f(z,d), (4.13)

donde x € R™, y d(t) € R™ es una entrada externa esencialmente acotada, esto es
de L.

Definicién 4 ([22]). El sistema es llamado Entrada al Estado Estable (1SS) si

existen funciones € KL y v € K tales que, para cualquier entrada d € Lo, y para
cualquier (0) € R™,

[l (t; 2(0); )| < B([x(0)[}, ) +~(lldllp.g) V=0,

donde ||d||j04 denota el supremo esencial de d(t) en el intervalo [0,t]. A la funcion v se
le conoce como ganancia asintotica no lineal.

Asegurando que un sistema tiene la propiedad ISS, se puede afirmar que sus soluciones
estdn acotadas como se establece en la definicion anterior, y se puede asegurar que las
soluciones no se desbordaran para cualquier entrada acotada.

Existen en la literatura resultados para verificar la propiedad ISS. Sin embargo, para
los sistemas homogéneos se facilita el anélisis de esta propiedad. Esto es conveniente ya
que se mostrd que el sistema completo sin perturbacién (4.6]) es §"-homogéneo.

La siguiente suposicién del campo vectorial servird para comprobar la propiedad ISS.

Suposicién 2. El sistema es tal que d € Lo, y [ : R — R"™ es una funcion
localmente Lipschitz (o Hélder) continua con f(0,0) = 0. Ademds, se tiene que existen
peR, r=1[r,...,rp], 7 >0y7=1[r,....,7], 7; >0, para toda i € {1,...,n} y toda
j€{1,...,m} tales que f(0!(x),d!(d))=e"07(f(z,d)) para toda x € R", toda d € R™,
y toda € > 0.

El siguiente resultado muestra que cuando un sistema 0"-homogéneo cumple con ciertas
condiciones, al imponerle una entrada de cierta forma, dicho sistema cuenta con la
propiedad de Estabilidad Entrada al Estado.

Teorema 4 ([0]). Suponga que el origen del sistema es asintoticamente estable

con d = 0 y que cumple la Suposicion @ CON [t > —Tmin, Tmin = min{ry, ... .},
entonces el sistema es ISS si

Con este resultado probaremos el siguiente lema.
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Lema 5. Fl sistema (4.6a]), con (4.2)), es ISS con respecto a la entrada es.

Demostracién. La prueba de este lema consiste en verificar las hip6tesis del Teorema [4]
La estabilidad asintética se asegura en el Lema [3] Ahora, se define d = e5 y el campo
vectorial

flw,d) = [—/‘ﬁ FOTI N qu} ’

que, aplicando la dilatacion sobre los argumentos del campo nos da

” ; _ €2
162 (), 07(d)) = [_,;1 P~ Bl 4 Jq} ,

de donde se observa que el factor de dilatacién de la entrada €' debe ser igual al
coeficiente de dilatacién del estado x5, de modo que tenemos que e€'=¢"2. Como ya
sabemos que r = [2,p + 1] y ¢ = p — 1 queremos ver si se cumple la desigualdad
[ > —Tmin, €sto es, si se cumple que
p— 1 _27
p—1>—(p+1).

VvV 1V

Estas desigualdades se satisfacen si tenemos que p > 0 y p > —1. Esto siempre ocurre
ya que (de en el Teorema ) nos interesa solo que 0 < p < 1 (para tener
comportamiento de convergencia en tiempo finito). Finalmente tenemos que verificar
que 7min > 0, lo cudl es verdadero ya que 7p,;, = 71 = p+ 1 > 0. Por lo que siempre se
cumplen las condiciones del Teorema [4| que aseguran que el subsistema tiene la
propiedad ISS. O]

Estabilidad para el sistema en cascada

Ya se ha mostrado que es ISS con respecto a ep, ademas sabemos del Lema
que las soluciones de (4.6b)) convergen a cero. Esto nos permite concluir que las so-
luciones de permanecen acotadas para todo t > 0 pero no nos permite concluir
directamente que el origen es asintéticamente estable. Para argumentar que el sistema
sin incertidumbre interconectado en cascada cumple con tener estabilidad asintética en
el origen, observamos que tiene la forma de conexién en cascada

T = fl(x, 62), (415)
é = fa(e), (4.16)
donde f; : R2xR — R?y f, : R? = R? son continuas. El siguiente lema muestra que el

origen del sistema en cascada tiene un punto de equilibrio globalmente asintéticamente
estable en su origen y por lo tanto es el que culmina la demostracién del Lema [2|
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Lema 6. Si el sistema (4.15)), con es como entrada, es ISS y el origen de (4.16) es
globalmente asintéticamente estable, entonces el origen del sistema en cascada (4.15))-
(4.16) es globalmente asintoticamente estable.

Demostracion. La demostracién de este lema sigue las ideas en [12, Lema 4.7]. Por
hipétesis, existen funciones ;1 € KLy v € K, tales que las soluciones de (4.15)) satisfacen
globalmente, para todo t > 0,

l@) < Br((lz(0)]l, ) +~(lle2llfo.)- (4.17)

Ademas, por hipétesis y de acuerdo con [11] existe una funcién fy € KL tal que las
soluciones de (4.16)) satisfacen globalmente, para todo ¢ > 0,

le()]l < Ba(lle(0) ], 1). (4.18)
Asi, para cualquier s > 0, se tiene que
[z ()] < Brllz(s)l, ¢ = s) +(llez]
le()l < Ba(lle(s)], ¢ = s).

[s,t] )7

Tomando s = t/2 obtenemos
[zl < Bull=(t/2)]1,¢/2) + y(lle2le/20),
por lo tanto
=@l < By (Billz(0)]1,t/2) + v(llezllp.sz), t/2) +v(llealliey2a)- (4.19)
Ahora, de tenemos que
le2lfo./2) < Ba(lle(0)]], 0),
leallie/2 < Ba ([le(0)]l,2/2) .

Sustituyendo estas cotas en (4.19) obtenemos

le @Il < 81 (B2 ()11, £/2) + A(Ba(lle(0) ], 0)), 1/2) + 5 (B2 (le(O)],£/2) ). (4.20)

Considerando que [lzy(#)[| < [[(z(2), e@)], le2(®)] < l[(x(8), ()], v [[(x(t), e(®)I <
lz(t)|| + |le(t)|l, se concluye el resultado

[(z (), e(®)]] < ([l (2(0), e(0))[}, 1),

donde [ es una funcion de clase KL, para toda r > 0, dada por

= (3 ) +55500.9) 5 (5 (3)) # )

Por lo tanto (de acuerdo con [I1]), el origen de (4.15]) y (4.16)) es globalmente asint6ti-
camente estable. O
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Con el siguiente resultado se concluye esta seccion.

Corolario 2. Considere el sistema (4.4)-(4.5) con (4.2). Para toda ki, ko, ly,lo > 0 el
origen del sistema es asintoticamente estable.

Demostracion. El Lema [2| asegura que el origen de es asintoticamente estable.
Por otro lado, el cambio de variable e = 72, x = vz, con v € R, es lineal y por lo
tanto un difeomorfismo. Asi, podemos afirmar que el origen del sistema — es
asintoticamente estable. O]

4.2. Analisis del sistema con incertidumbre

En esta seccién se presenta el resto de la prueba que demuestra el Teorema |3| Se uti-
liza el resultado de que cuando se demuestra estabilidad asintética en el sentido de
Lyapunov de un sistema d"-homogéneo, esto implica que existe una funcién estricta
homogénea de Lyapunov para dicho sistema (vea el Teorema . El analisis se realiza
siguiendo parcialmente las ideas en [20].

Del Corolario [2] y del Corolario [} se conoce que el origen del sistema interconectado
— con (por ser 0"-homogéneo de grado = p — 1 con pesos r = [2,p +
1,2,p + 1]) es estable en tiempo finito, y del Teorema [2] que existe una funcién (6"-
homogénea de grado m > 0) de Lyapunov estricta para el sistema V; : R* — R., dada
por Vy(z, 2) que cumple con la Definicién . Por lo anterior, derivando 1} a lo largo de

las trayectorias del sistema (4.4))-(4.5]), obtenemos

% %

=3, 5 (2,2)2 = —Wh(z, 2),

Vo (z,2)% +

donde Wy es una funciéon homogénea positiva definida.

Por otra parte, recordando que (4.6) se obtiene a partir de — con la transfor-
macién e = 2, © = vz, 7 € Ry, definimos la funcién V, : R* — Ry de modo que
V. (z,e) = Vo(vz, v 'e). Note que V, es una funcién homogénea de Lyapunov estricta
para . De hecho, observamos que la derivada de V,, a lo largo de las trayectorias de
(4.6) es tal que VAY =V y

Vy(mﬁ e) =—Wi(x,e),

donde W (x,e) = Wo(y~tz, v te).

Ahora consideramos el sistema con incertidumbre

jjl = T2
Gy = =" Phy[z1 [P — 4 ko [wa + €] T + JE(%?? +e)
é1 = —yPol [er [P + ey (4.21)

g = —7' ®lyfeq | T + f(xal' +e),
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y consideramos V., como una funcién candidata de Lyapunov para (4.21]). Derivando V,
a lo largo de las trayectorias del sistema obtenemos

: D) 0 _
V,=—-Wi(x,e)+ <a—?(x, e) + a—‘?(x, e)) flz,x +e).

Observe que para para cualquier v > 0, W(z, e) es siempre positiva definida. Conside-
rando nuevamente el cambio de variable x = vz, e = 72, tenemos

. oV, 1 0V 1\ -
‘/’Y(xa 6) = _W()(Zaé) + (a—;(z,é’); + 820 ('272);) f(x7$ + 6).

. R 110V, R aVp R
< — — | —
Vy(z,e) < —Wo(z,2) + 5 '&zg (2,2) + %, (z,2)

flz,z +¢)l. (4.22)

Ahora, se utiliza la Definicién [1] de homogeneidad para obtener el grado de homoge-
neidad de Wy y del término g—‘z/‘;(z, Z) + g—‘zfg(z, z)) Sabemos que Wy = 2%z + (Woz se
aplica la Definicién [I] en W, obteniendo

Wo(0L(2, 2) = 2072 2)r (012, 2) + 2012, 2972, ),

donde ¢; y g denotan los campos de (4.4)) y . ). Ahora, para i € {1,2},

Vo i s (ST (s 2\)— m_Tia‘/O i m— ma% S\ M (2
012 2na (072, 2)= €T S0 e gy 2) TR e, ) g ),
A% A%
=t | g0 + L] @

Asi, se verifica en (4.23]) que W} es una funcién §"-homogénea de grado m+pu. Obtenemos
ahora el grado de homogeneidad de

. oy, . OV, .
h(z,2) = ‘a—z;)(z,z) 82;) (z,2)],
. N, N, ot
(07 (2,2))= | 507 (2, 2)) + 52 (07 (2, 2))
0z 0%y
m—rga% A a 0 ~
= |e 822(2,2)—1—6 02’2< 2

por lo que el término h es ¢"-homogéneo de grado m — 7.

Para obtener una cota de V7 con todos los términos en funcién de Wy, utilizamos el
Lema |§| (vea el Apéndice en el Capitulo [7]) que dice que existe una constante ¢y € R
tal que el término h se acota como

MWVo(z,2) | IV(z,2) s
) ) < W, mtpu .
075 + 9% < oW, (z,2)
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Sustituyendo las cotas encontradas en (4.22)) obtenemos la siguiente expresion

m—ro

Vol €) < =Wo(z,2) + Wy (2 D)1 (@ 4] (4.24)

Analizando el término |f(x,x + €)| vemos que se puede reescribir como

[,z +e) = [f(x) = flz+e)]l + [f(z+e) = [, 22+ e2)], (4.25)

de modo que, de acuerdo con la Suposiciéon , para cualquier a € R existen dy,dy, L €
R tales que para toda X = [z €] € H, = {X € R*: || X||, < a} se satisface

[f(z,z +e)] < (di + L)|e] + da|z + e = y(dy + L)|2] +7da|z + 2, (4.26)

donde L es la constante de Lipschitz de f. Sustituyendo (4.26)) en (4.24)) obtenemos la
siguiente expresion (para toda X € H,)

m—ro

1
Vy(z,e)< —=Wh(z, 2) + Co;WOmﬂL (z,2) (v(dy + L)|2] + vda|z + 2])

m—ro

< —Wolz, 2) + oWy ™™ (2,2) ((dy + L)|2| + da|z + 2]) . (4.27)

Ahora encontramos el grado de homogeneidad de las cotas de los términos de la incer-
tidumbreﬂ7 de acuerdo al Lema @, existen cq, co, €1, Gy € Ry, tales que

2 279 2ry 2rg
1217 < elW " (2, 2) + oWy (2,2) < ey <W0m+“(z, 2) 4+ Wyt (2, 2))

2 279 2ry 2rg
|Z + 2|2 < ElWOerM (Z7 2) + E2W0m+u (’27 ’2) < Cm <W0m+u (Zv 2) + W0m+u (Z, '§>> )

para toda z,2 € R? donde c)y = méx{cy,c2} y ¢y = méx{c;, ). Recordando que
r1 =2y ry=p+ 1, se puede acotar |Z|? y |z + 2|* en dos casos de la misma manera
pero cambiando la potencia, es decir:

a4

2eqWy " (2,2)  para Wy(z,2) > 1,
2(p+1)

20 Wy (2,2) para Wy(z,2) < 1.

27 <

Asi, tenemos que

)= 1

Q>

2
V2ey Wy (2,2)  para Wy(z,
(p+1)

V2 Wy (2,2) para Wy(z, 2) < 1.
1Observe que la desigualdad ([#.27)) es vélida para X € H,. Sin embargo, el andlisis (basado en
)

2] <

homogeneidad) del lado derecho de (4.27) se realiza, y es valido, para toda z, 2 € R2. No obstante, el
andlisis (basado en homogeneidad) de (4.27)) también se podria realizar considerando algin concepto
de homogeneidad local (ver, por ejemplo, [T}, 25]).
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Sustituyendo las cotas encontradas en (4.27)) se tiene el caso (abusando de la notacién,
obviaremos los argumentos (z, 2) en los términos de Wj)

: m—ry 2 2

ny(x, 6) S —W() + CQW0m+H ((dl -+ L)\/ QCMWOWJW —+ dg\/ QEMWOm+M), Wg Z 1

. m—p+1

Vi(z,e) < =Wy~ co((di + L)v2en + do/2e0) Wy ™ Wy > 1 (4.28)
para toda X € H,, y el segundo caso

. m=ry ptl ptl

Vw(l‘7 6) S _WO + 00W0m+” ((d1 + L)\/ QCMWOWHH + dg\/ QEMWOMJFH), WO <1

Vo (z,e) < =Wy + co((dy + L)V 2¢car + dov/2820) Wy, Wy < 1, (4.29)

para toda X € H,. Conociendo que W, es "-homogénea de grado m + u, se comprueba
que en y el término —W,, dominara cerca de cero al resto de los términos
si en los dos casos los términos positivos que se obtuvieron en las cotas son de mayor
grado: para el caso Wy > 1, recordando que  =p — 1,

— 1
M>1 =
m+
m-—p+1>m+pu &
1>p

lo que siempre se cumple ya que consideramos el caso (como nos interesa tener conver-
gencia de las trayectorias en tiempo finito) p € (0, 1], por lo tanto % > 1. De la
misma manera obtenemos que ml—&-,u > 1.

El grado de homogeneidad del término de la cota de la incertidumbre en funcién de
Wy cambia dependiendo de que tan cerca o alejado estd del origen, por lo que (para
facilitar la notacién) denotaremos

— 1
m_pt- para Wy(z, 2) > 1,
¢ = m+
= . )
nyy para Wy(z, 2) < 1.
m

Asi, de (4.28) y (4.29) obtenemos la siguiente expresién
V. (z,e) < —Wy(z,2) + CWs (2, 2), (4.30)

con C = co((dy + L)\/2¢cpr + darn/2¢);). El término —Wj es definido negativo por lo que

analizamos si es mas fuerte que el término de incertidumbre de la siguiente forma

Vi (z,e) < —%Wg(z,é) + <C'W0<(z,2) - %Wdz,é)) . (4.31)
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Observe que el lado derecho de (4.31)) es definido negativo, i.e., V,y(x, e) < —3sWo(z, 2),
si se cumple que CW§(z,2) — iWo(z,2) < 0. Procederemos a analizar estd tltima
desigualdad:

2OW(2,2) < Wo(z,2) <

WSz, 2) < —. (4.32)

Se define § = 2C' y a  como
m—p+1_1_2(1—p)

<—_ m+ U m+ U
= 1
SN b para Wy(z, 2) < 1.
m+u m+ u

Con lo anterior propuesto, sustituyendo en (4.32)) tenemos

W(z,2) <67 (4.33)

Recordando que (ver Lema[J) existe una constante cs tal que Wy (z, 2) < cs|(z, 2) "+,
y utilizando el cambio de coordenadas tenemos que cs||(z, 2)[|" T+ < 03||(%:r, %e)“}"*“.
Notese que se puede factorizar el coeficiente %y como una cota superior utilizando el
Lema [10| (en el Apéndice) como sigue

C3
el (S, e[l < [(, e)][; "

~a(y)

donde « es una funcién de clase K, dada por

1
»+1  para vy <1,
aly) = {71 para 7y =
v2 para v > 1.

Por lo tanto se obtiene la siguiente desigualdad

_ ¢
(2,2 3 2, 2)||mHH] B (o) )
WS 2) < [l 2 < |l ] (434

Nos interesa que se se satisfaga (4.32)) (o, equivalentemente (4.33))), lo que se cumple
siempre que

C3 m-p ‘ —1
_H<'r7€)||r SQ )

a(y)

equivalentemente

(sl o) <o (435)
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donde v es una funcién de la siguiente forma

1-p
sm+n  para s > 1,

2(1-p) <1
§ mtu ara s
v(s) = { pares ="~

v i(s) =
Despejando en (4.35) se obtiene

B (o) < vt (071

a(v)
ool < 20 o) (1.36)

mtp
si-r para s > 1.

m—+u
{s2<1—P> para s <1,

De podemos concluir lo siguiente (recuerde que € depende de dy,ds, L, estas
dependen de a, y observe que a € K): para cualquier a € Rsg, existe v € Rxg
tal que para toda v > % siempre se cumple y por lo tanto se asegura que
V. (z,e) < —3Wo(z, 2) para toda X € H,. Finalmente, por el Lema |§|, existe ¢4 > 0

: mip
tal que V,(z,e) < —c,V4, ™ (z,€), y por [6, Teorema 4.2], las trayectorias convergen al
origen en tiempo finito.

4.3. Diseno de ganancias del controlador

En esta seccion se presenta un procedimiento para la eleccion de las ganancias del esque-
ma de control por salida. Se hace énfasis en el diseno de ganancias por separado, para la
parte del controlador estatico y para la parte del observador. Aunque esto no garantiza
tedricamente un comportamiento transitorio del esquema por salida, empiricamente ha
resultado 1til, como se puede ver en el Capitulo

Forma de controlador

En esta seccién se presentan los resultados necesarios para la correcta manera de elegir
las ganancias del controlador para tener el comportamiento transitorio deseado del
sistema nominal en forma de controlador

T1 = Ty
./tQ = —]{71 [$1Jp - ]{32 [Ing. (437)
Se puede elegir p € R con la condicién g = %, tal que el sistema (4.37)) es 6"-homogéneo

de grado p1 = p — q con r = [g,p]" para p > 0. Observe que:

» sip=1,entonces ¢ =1y =0 ((4.37) es lineal).
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» sipe(0,1), entonces 1 >q¢>py pu<0.
= sip > 1, entonces min{p,2} >q¢>1y pu>0.

En [2I] se demuestra la existencia de una ecuacién caracteristica de (4.37)), tal que la
respuesta transitoria del sistema se comporta diferente con base en las soluciones de
dicha ecuacion que dependen de las ganancias ky, ko; ademas, se muestra que el sistema
cuenta con las propiedades de estabilidad que se enuncian en el siguiente lema.

Lema 7 ([10]). Considere . Para cualquier ki,ke € R y si p > 0, entonces el
origen es asintoticamente estable, mds aun:

1. si p=1, entonces el origen es exponencialmente estable;
2. sip € (0,1), entonces el origen es estable en tiempo finito;
3. si p > 1, entonces el origen es estable en casi tiempo fijo.

Con este resultado se concluye que eligiendo p el sistema puede tener diferentes tipos
de convergencia al origen. Con esto definido, se obtuvo el criterio para elegir el tipo de
comportamiento del sistema con base en las ganancias del controlador.

Teorema 5 ([21]). Considere (4.37) con k1 >0, p € Rug y q = 1%' Se define

K = 2p\/ ¢~ CTOk] (4.38)

y el factor de amortiguamiento (. := ky/k. Se tiene lo siguiente:

1. 510 < (. <1, entonces la respuesta del sistema es subamortiguada;
2. s11 < (., entonces la respuesta es sobreamortiguada,
3. st (. =1, entonces la respuesta del sistema es criticamente amortiguada;

4. s1 (. =0, entonces la respuesta del sistema es no amortiguada.

Ejemplo de diseno ganancias
Para el doble integrador 4 = U, el problema es diseniar el controlador U tal que la salida

del sistema a controlar y(t) € R siga una constante que denominaremos referencia r € R.

2p1, y el controlador

Se define la variable de error como e = r — g, con la condicion ¢ = o1

estd descrito como
U=kFK ’—er + ko [éJq, ki > O, (439)

Un controlador de este tipo puede considerarse como un controlador (no lineal) de tipo
proporcional-derivativo. Definiendo los estados 1 = e y x5 = é, el sistema en lazo
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cerrado esta dado por . Note que dos de los aspectos relevantes en el diseno de
los parametros de son: el tipo de convergencia del error a cero y el tipo de com-
portamiento transitorio de la salida y. Ambos aspectos son descritos en el Teorema
A continuacién se presentan simulaciones para comprobar cémo influyen las ganancias
disenadas en el comportamiento transitorio del sistema (4.37)) con el controlador des-

crito en (4.39) con p = 1/2, ky = 3y ko = (5/4)k, k,(2/5)K,0. En la Figura se

25 Simulacion . B
E 25 Simulacion
€ !
o 1
o - - T
15F
15+
y®) 1
1
0.5
yt) o5k
ol
ol
05F
05F
4 . . |
0 5 10 15 -1 ! ; !
t 0 5 + 10 15
(a) Caso: ko > K (b) Caso: ky =k
Simulacion

_______ 9T Simulacién

15 . . ! 0 5 10 15
0 5 + 10 15 t

(c) Caso: k2 < K (d) Caso: k2 =0
Figura 4.1: Simulacién del sistema en forma de controlador.

observa que el controlador puede hacer que la salida del sistema alcance a la referencia
(de tipo escalonada) en tiempo finito debido a que el grado de homogeneidad p < 0;
mas aun, el sistema presenta diferentes tipos de comportamientos transitorios en base
a c6mo cambia el factor de amortiguamiento (. definido en el Teorema [5]
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Forma de observador

En esta seccion se presentan los resultados de la manera en la que se deben elegir las
ganancias del observador para obtener una respuesta transitoria deseada. Considere el
caso nominal del observador, es decir, el sistema

-j:l = —ll [l’lJpo + i)
Z).L‘Q = —lg I—le do (440)
Del Lema [l obtenemos la siguiente condicion que deben satisfacer los exponentes ¢, y

Do (para que el sistema (4.40]) sea §"-homogéneo de grado u = p, — 1 con un vector de
pesos 7 = [1,p]"):
o+ 1
4o € R7 Do = 4 5 (441)

Observe que, dependiendo de los valores que toman ¢, y p, se distinguen los siguientes
casos:

= sig, =1, entonces p, =1y p=1((4.40) es lineal);

= sig, € (0,1), entonces méx{%,qo} <po<lyp<O0;

= siq, > 1, entonces 1 <p, <q,y p> 0;
= si g, =0, entonces p, = % y pu=—1.

El sistema (4.40|) cuenta con propiedades de estabilidad que se enuncian en el siguiente
lema.

Lema 8 ([10]). Considere (4.40) con (4.41). Para cualesquier ly,ly € R, el origen es
asintoticamente estable, ademds:

1. siq, = 1, entonces el origen es exponencialmente estable;
2. siq, € (0,1), entonces el origen es estable en tiempo finito;

3. siq, > 1, entonces el origen es estable en casi tiempo fijo.

Con estos resultados se comprueba que el tipo de convergencia al origen depende de
c6mo se seleccione ¢q,. En [21] se muestra la existencia del polinomio caracteristico de
tal que el comportamiento de las trayectorias depende de las raices de dicho
polinomio, que a su vez dependen de los valores de las ganancias [y, [y € R. El siguiente
teorema establece un criterio para la eleccion de las ganancias del observador.

Teorema 6 ([21]). Considere con y lo > 0. Se define

/1
Ko =2 p_ol% (442)

y el factor de amortiguamiento del observador (, := l1/k,, con Kk, como se definid en
. Se tiene lo siguiente:
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1. 510 < (, <1, entonces la respuesta del sistema es subamortiguada;
si 1 < (,, entonces la respuesta es sobreamortiguada;

st (, = 1, entonces la respuesta del sistema es criticamente amortiguada;

(o, = 0, entonces la respuesta del sistema es no amortiguada.

Ejemplo de diseno ganancias

Se pretende, ademés de mostrar que los estados de convergen a cero (lo cual
es garantizado por el Lema , verificar que el comportamiento transitorio del sistema
depende de la eleccion de las ganancias. A continuacién se presentan simulaciones para
comprobar la manera en la que influyen las ganancias disenadas en el comportamiento
transitorio de la dindmica conp=1/2 1y =3yl = (5/4)k,k,(1/8)k,0. En
la Figura 4.2 se observa que los estados del sistema convergen a cero en tiempo finito
gracias al grado de homogeneidad p negativo. De manera andloga a la forma de contro-
lador, el comportamiento transitorio varia dependiendo del factor de amortiguamiento
(, como se definié en el Teorema [0
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Figura 4.2: Simulacion del sistema en forma de observador.
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Capitulo 5

Implementacion del controlador

En este capitulo se verifican experimentalmente algunas de las propiedades tedricas del
controlador propuesto tales como que puede lograr la estabilidad en un sistema dinami-
co 1o lineal (como se describié en el Capitulo 3 y en el Capitulo 4).

Los resultados de la implementacién del controlador que se reportan en este capitulo,
fueron realizados para una planta no lineal de segundo orden creada con electrénica
analdgica-digital. El algoritmo de control se discretizé para su programacién en un mi-
crocontrolador.

En la primera secciéon de este capitulo, se introducen algunos conceptos basicos de los
métodos numeéricos que se utilizan para el desarrollo de la versién en tiempo discreto
del algoritmo de control. En la segunda seccién se presenta el diseno con electrénica
para emular el sistema dindmico no lineal y los dispositivos digitales utilizados para
los experimentos. En la tercera seccion se muestran los resultados de los experimentos
llevados a cabo utilizando diferentes métodos de discretizaciéon del algoritmo de control.

5.1. Métodos de discretizacion de sistemas dinami-
Ccos

Se conoce que (bajo ciertas condiciones) existen métodos numéricos que pueden apro-
ximar la solucién z(t) € R™ de un sistema dinamico con la forma

T = f(t,x), (5.1)
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sujeto a una condicidn inicial z(¢y) = a € R". Lo anterior se puede expresar de manera
extendida, es decir, el sistema

jjl = fl(taxbx% "'7xn)7

l"Q - f2(tax17'x27 "'axn)a

:tn = fn(t7 T1,T2, ..., 'rn)7
sujeto a condiciones iniciales
Il(t0> = Oy, l’g(to) = (g, cey .’En(to) = Qp.

Los métodos numéricos utilizados en el desarrollo de este proyecto involucran la idea
de discretrizacion: es decir, el intervalo de tiempo continuo [a, b] en el que esta definida
una solucién continua de (5.1)) es reemplazado por el conjunto de instantes discretos
{tn}nen definidos por ¢, = a+nh, n = 0,1,2,...,N con N = (b — a)/h, donde el
pardametro h es llamado longitud de paso de discretizacién (o de integracién) [13].

Un método de discretizacion consiste en una ecuaciéon en diferencias que genera una
serie de aproximaciones consecutivas {x,|n = 0,1,2,..., N}, tales que z, aproxima a
x(t,). Naturalmente, dicha ecuacién en diferencias también involucra la funcién f. Para
calcular x,, la ecuacién en diferencias puede requerir aproximaciones anteriores, es de-
Cir, Tp_1,Tp_29,...,Tn_k. Si el nimero entero k es k = 1, el método es llamado método
de un paso, mientras que si k > 1, el método es conocido como un método multipaso [13].

Todo método de discretizacién fiable (como los utilizados en este proyecto) debe de
cumplir con ciertas propiedades como estabilidad, consistencia y convergencia, que ga-
rantizan que efectivamente x,, es una buena aproximacién de x(t,). Para una explicacién
detallada de estas propiedades se puede consultar [2] 6 [I3]. A continuacién se describen
algunos métodos de discretizacién que se usan en esta tesis para la discretizacién del
algoritmo de control.

Método de Euler

El método de Euler explicito es la técnica de aproximacion mas elemental para resolver
problemas de valor inicial. La simplicidad de su derivacién puede emplearse para ilustrar
las ideas y técnicas involucradas en la construccién de algunos de los métodos mas
avanzados. El objetivo del método de Euler es obtener aproximaciones de soluciones al
problema de valor inicial planteado en , con €él, no se obtiene una aproximacion
continua a la solucién x(t), en su lugar, se generan aproximaciones xj a x(t;) en los
valores t; (llamados puntos de malla) en el intervalo [a,b]. Cabe mencionar que, una
vez que se obtiene la solucién aproximada en los puntos de malla, una aproximacion
de la solucién en otros puntos del intervalo puede hallarse mediante interpolacion. La
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ecuacion en diferencias que produce el método de Euler explicito aplicado al sistema
no lineal ([5.1]) se muestra en la siguiente expresién

Tpp1 =T+ hf(tg,ze), k=0,1,2,... N.

Si se discretiza la parte dindamica del controlador propuesto en el Teorema |3| utilizando
el método de Euler explicito se obtienen las siguientes expresiones

ii‘lk+1 = T + h(—l [ — z1(tr) |7 + Tok),
Topr1 = Tog + h(—la[Z1p — 21 (k) |7 — Ky 21 (tk) |P — ko[ Zo|9),

donde Z1; denota a la aproximacién de Z; en el instante t;. El método de Euler es facil
de obtener e implementar gracias a su simplicidad. Su exactitud depende del tamano
del paso h. Para valores grandes de h, la aproximacién puede ser inexacta, y para
valores pequenos la exactitud mejora pero sera necesario hacer més calculos en el mismo
intervalo de tiempo, lo que consume mas tiempo y recursos de cémputo.

Método del trapecio

El método del trapecio explicito (también conocido como método de Heun o de Euler
mejorado) es una técnica que se basa en la idea de aproximar el drea bajo la curva de
una integral mediante la suma de areas de trapecios que se forman al dividir el intervalo
de integracion en subintervalos mas pequenos. A diferencia de otros métodos, como el
de los rectangulos (del que se puede deducir el método de Euler), que utilizan dreas
rectangulares, el método del trapecio tiene la ventaja de que aproxima la curva con
segmentos lineales, lo que generalmente conduce a una mayor exactitud. El método del
trapecio explicito (que es un método del tipo predictor-corrector) aplicado al sistema
(5.1)) se muestra a continuacién

Prediccion : xj = xp + hf(ty, zx) (5.2)

-7 h *
Correccion : 41 = o) + E[f(tk,xk) + f(tes1, Thgr))s
para k =0,1,2,.., N. Esta técnica de aproximacién es un método predictor-corrector,
ya que hace una primera aproximacién z; utilizando el método de Euler y luego realiza
el célculo de xp corrigiendo la primera aproximacién de Euler. Aplicando el método
del trapecio la parte dindmica del controlador propuesto en el Teorema [3| se obtiene la
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siguiente discretizacion

Prediccion :

e = &+ h(=l[E — 21 (be) |7 + Zox),

Toprr = Tok + W(=la[ 21 — 21 (te) % — ki [21(th) )" — Ka[Z2r]9),
Correccion :

f1k+1 =Tk + 5 (iQk — L& — a1 (te) )P + gy — I (2741 — xl(tk+1)JP") )

: . h, - - .
Tog41 = Tok + 5(—52 [Z1g — @1 (tr) |9 — ka [z (te) |7 — ko[ Tk |7—

lo[#Ter — T1(trr1)] % — ka[@n (1) )P — ko [2541]9). (5.3)

El método del trapecio mejora la exactitud, en comparacion con el método de Euler, al
promediar los valores en los extremos del intervalo. En [7], se especifica que el método
del trapecio tiene un error del orden de h2, mientras que el error del método de Euler
es del orden de h, lo que significa que la exactitud mejora significativamente mas con
el método del trapecio conforme se reduce el tamano del paso h. Una desventaja, como
se puede ver en , es el incremento en la carga computacional.

Métodos Adams-Bashforth

Los métodos Adams-Bashforth forman parte de la familia de métodos de discretizacion
conocidos como métodos multipaso. A diferencia de métodos como el de Euler o los
métodos Runge-Kutta, que son métodos de un solo paso, los métodos Adams-Bashforth
aprovechan la informacién obtenida en pasos anteriores para calcular la aproximacién
Tri+1, lo que puede aumentar la eficiencia del calculo y la exactitud de la aproximacion.
Basicamente, estiman el valor de la solucién x;,; mediante una combinacion lineal de
las derivadas (o pendientes) en puntos anteriores. Esto se puede interpretar como (que
bésicamente es la forma de deducirlos) una extrapolacién de la curva de solucién a
partir de las aproximaciones previas Ty, Tr_1, ..., Tp—(s—1). El orden de exactitud x de
los métodos Adams-Bashforth coincide con el nimero de pasos anteriores utilizados
en el calculo de la nueva aproximacién. Mas informacion sobre estos métodos puede
consultarse en [7]. Por ejemplo, el método Adams-Bashfoth de orden k = 3 usa xy, x5
y Tp_o para calcular xj,1. A continuacién se muestra el método de Adams-Bashforth
de tercer orden aplicado al sistema

Thy1 = T + L5[23f (b, 2x) — 16f (tho12p1) + 5f (tr—azp—n)], k=0,1,...,N.

Notese que este método requiere de tres valores de f, sin embargo, no es necesario
calcular los tres en cada iteracién: si en una iteracién se realiza el calculo de f(zy),
para la siguiente iteracién se guarda este dato convirtiéndose en f(zy_1), asi, en las
siguientes iteraciones se irdn transfiriendo los datos del mas nuevo al mas viejo. Este
procedimiento reduce el costo computacional del método. El método Adams-Bashfoth
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Figura 5.1: Componentes basicos de una microcomputadora.[24]

de orden k = 3 aplicado a la parte dindmica del controlador propuesto en el Teorema
entrega la siguiente discretizacion

fl(t, ii’) = —zl ’73?1 — l'l(t)Jpo + ?2, -
fot,2) = b2 — 21 () | — k1 [21(2) )7 — ko[ 22],

Tier = ik + [23f1(te, B1x) — 16 f1(tk—1, Bri—1) + 5f1(te—2, T1r—2)]
Topy1 = Do + 15[23fo(tk, Zor) — 16 fo(tu—1, Bak—1) + 5fo(te2, Lor—2))-
Un aspecto importante a considerar sobre los métodos Adams-Bashforth es la necesidad

de contar con condiciones iniciales adicionales. En nuestro ejemplo, _1 y Z_5 se pueden
elegir cero ya que es la inicializacién del observador.

(5.4)

5.2. Descripcién de la planta electréonica

En esta seccién se introducen el microcontrolador que se usara en los experimentos, y se
describen sus caracteristicas basicas. Posteriormente, se ofrece una breve explicacion de
los periféricos necesarios para implementar el controlador discretizado. Finalmente, se
presenta el esquema del circuito electronico analégico-digital, que servird como planta
para el desarrollo de la validacién experimental del controlador analizado.

Microcontroladores

La arquitectura usual de una microcomputadora esta conformada por un procesador
(o microprocesador), una memoria de acceso aleatorio (RAM), una memoria de solo
lectura (ROM) y puertos de entrada/salida (E/S) para los dispositivos periféricos, co-
mo se muestra en la Figura [5.1] Por otro lado, el software es una secuencia ordenada
de instrucciones especificas que pueden almacenarse en las memorias ROM y RAM y
que definen exactamente las tareas que deben realizarse. El procesador ejecuta el soft-
ware recuperando e interpretando las instrucciones una a una. Un microcontrolador es
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Figura 5.2: Tarjeta Curiosity Nano SAMES1

un circuito electronico que incorpora todos los componentes de una microcomputadora
(procesador, memorias, E/S y periféricos) en un solo circuito integrado [24].

Existe, en el mercado, una gama muy amplia de microcontroladores con diversas ca-
racteristicas fabricados por varias empresas. En particular, los microcontroladores del
fabricante Microchip® se caracterizan por tener una amplia variedad de modelos, fle-
xibilidad en la configuracién de sus periféricos y por su facil programacion y configu-
racién [I7]. Para la parte experimental de esta tesis, se utiliz6 la tarjeta de evaluacién
Curiosity Nano SAME51 de Microchip®, que es una plataforma de hardware disefiada
para evaluar el microcontrolador de la serie ATSAM. Esta plataforma de desarrollo
cuenta con un microcontrolador ATSAMES51J20A, un led de usuario, un interruptor
mecénico de usuario, un depurador/programador, y alimentacién por USB como se
muestra en la Figura [5.2

Caracteristicas especificas del ATSAME51J20

En esta seccion se describen algunas caracteristicas y periféricos del microcontrolador
ATSAMES51J20 (al que nos referiremos simplemente como SAMES1), en particular,
nos concentraremos en aquellos periféricos necesarios para el desarrollo del proyecto. El
SAMES] cuenta con las siguientes caracteristicas [18]:

= un procesador ARM-Cortex® MA4F de 32 bits que puede operar hasta a 120MHz,
con unidad de punto flotante de precisién simple;

= una memoria flash de programa de 1 MB, y una memoria principal SRAM de 256
KB;

= un sistema de eventos de 32 canales;
= un convertidor de analégico a digital (ADC) de 12 bits y hasta 1 Msps;
= un convertidor de digital a analégico (DAC) de 12 bits y hasta 1 Msps;

» temporizadores/contadores de 8, 16, 24, y 32 bits.
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La funcion del ADC es convertir una senal analdgica en una digital, la senal de entrada
suele ser un voltaje analdgico (V;,) y la salida es un nimero binario. La Resolucion
binaria del ADC es el nimero de bits de la palabra de salida. Este nimero determina
la cantidad de valores binarios que puede producir en la salida, por ejemplo, con un
ADC de resolucion binaria de 8 bits se pueden obtener 256 valores y con resolucion
binaria de 12 bits se obtienen 4096. EI Rango del ADC es el intervalo entre los niveles
de entrada maxima y minima en voltios. La Resolucion eléctrica del ADC es el cambio
més pequeno (en voltios) distinguible en la entrada que hace que la salida digital cambie
en 1, por lo que se tiene la siguiente relacién

2Resolucién binaria

Rango = | — 1] - Resolucién eléctrica. (5.5)

El ADC del SAMES51 tiene una Resolucion binaria de 12 y un rango de medicion de 0V
a 3.3V, por lo que su Resolucién eléctrica es de 0.8058mV. La velocidad de muestreo
de este ADC es de una megamuestra por segundo (Msps).

Un DAC tiene como funcién convertir una senal digital en una analégica. La salida del
DAC puede ser de corriente o de voltaje, y es posible que se requiera un procesamien-
to analégico adicional de filtrado, amplificacién o modulacién de la senal [24] con la
finalidad de hacerla més 1util. La resolucién binaria y eléctrica se definen de manera
analoga a las definiciones para el ADC (intercambiando la salida por la entrada), y la
equivalencia del rango también esta dada por . El DAC del SAMES51 tiene una
resolucion binaria de 12 y un rango en su salida de voltaje de OV a 3.3V, por lo que su
resolucion eléctrica es de 0.8058mV, ademads, es capaz de convertir a una velocidad de
una Msps.

Planta electréonica analégica-digital

La dindmica de muchos sistemas, ya sean mecdanicos, eléctricos, térmicos, economi-
cos, bioldgicos, etc., se puede describir en términos de ecuaciones diferenciales. Dichas
ecuaciones diferenciales se obtienen a partir de leyes fisicas que gobiernan un sistema
determinado, como las leyes de Newton para sistemas mecanicos y las leyes de Kirchhoff
para sistemas eléctricos [19).

Estda ampliamente estudiado que todos los sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo
(LTI, por sus siglas en inglés) representados en ecuaciones de espacio de estados pue-
den ser implementados con circuitos con amplificadores operacionales (op-amp) [§]. Por
esta razon se pueden emular facilmente y sin costos excesivos los sistemas antes men-
cionados utilizando electronica anédlogica. Esto, ya que los amplificadores operacionales
se pueden configurar de distintas maneras para construir sistemas dindmicos de orden
arbitrario.

Para los desarrollos de esta tesis, la planta a considerar es de segundo orden, es por
esta razon que se propone utilizar un filtro Sallen-Key que servirda de base para la
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Figura 5.3: Filtro Sallen-Key

construccién de un sistema no lineal de segundo orden. El filtro Sallen-Key a utilizar,
cuyo diagrama esquematico se muestra en la Figura (/5.3]), tiene como modelo la siguiente
representacion en espacio de estados

.fl = T2

donde z; es la caida de voltaje en C1, zp = %%, con voq la cafda de voltaje en C2, y

Ui es la sefial de voltaje en la entrada del filtro.

Ahora, el sistema no lineal que se propone emular, se describe como se muestra a
continuacion

jﬁ'l = T2
t9 = —0.5x9 — 4.55sin(xy) + U, (5.7)

donde U es el controlador no lineal por retroalimentacién de salidas basado en obser-
vador descrito en el Teorema (3| Sabiendo que no podemos replicar cualquier planta no
lineal con circuitos electronicos bésicos, se propone utilizar un microcontrolador digital
para causar las no linealidades en la planta. Para conseguir el sistema se utiliza
la configuracion del filtro Sallen-Key mostrada en la Figura , esta se conecta en
retroalimentacién con un microcontrolador SAMES51 para eliminar el término 4.55x
y agregar el término no lineal 4.55sin(x;) al lazo cerrado. Para esto, con el ADC del
SAMES1 se mide 1 (que es la salida del filtro) y, a través del DAC del SAMES5], se
inyecta en la entrada del filtro la siguiente senal

Vin = @1 — sin(zy) + ﬁU. (5.8)

A esta nueva planta se le conecta en retroalimentacion otro microcontrolador SAMES1
en el que se programara el controlador U. Asi, la configuracion final del sistema de
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Figura 5.4: Configuracion del sistema de control en lazo cerrado.

control se muestra en la Figura . El ADC y el DAC del microcontrolador utilizado
para agregar el término no lineal al sistema se configuran con un tiempo de muestreo
de 1ms, mientras que el ADC y el DAC del microcontrolador utilizado para programar
el controlador U se configuran a 10ms.

Planta lineal
No linealidad

A
X = Observador l(-

Figura 5.5: Diagrama a bloques del sistema.

5.3. Resultados experimentales

Aunque muchas veces los componentes eléctricos o electréonicos estan marcados por un
valor nominal (por ejemplo, resistencia o capacitancia) de fabrica, estos vienen con un
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margen de tolerancia, por lo que los valores nominales de los componentes no son los co-
rrectos. Por esto, en las plantas emuladas con circuitos electrénicos se pueden encontrar
errores en los coeficientes o pardmetros del modelo (lo cual da lugar a incertidumbre
paramétrica). os al modelar el sistema, lo cual se refleja . Sin embargo, esto va de acuer-
do con el problema planteado en esta tesis, es decir, en plantear un controlador cuyo
analisis considera el hecho de no conocer el modelo exacto del sistema.

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos en los experimentos realizados con
el sistema de control electronico descrito en la seccién anterior. En estos experimentos,
para la implementacion del controlador propuesto, se utilizaron 3 diferentes métodos
numéricos (descritos en la Seccién para convertir el controlador disefiado en tiempo
continuo a un controlador en tiempo discreto. El objetivo es mostrar de manera empirica
el comportamiento del sistema con los algoritmos de control derivados de las distintas
discretizaciones aplicadas al controlador estudiado en el Capitulo [l El controlador a
programar en el SAME51 es U = 0.535 + 4.55sin(z;) — ky[r — 21]P — ko[22]9, donde
r es la senal de referencia (generada en el mismo microcontrolador) y &5 es el estado
observado obtenido de las discretizaciones , 0 . Para las ganancias, se
utilizan las configuraciones expuestas en la Seccion para ver si permiten que el
sistema exhiba comportamientos sobreamortiguado o subamortiguado.

5.3.1. Comportamiento sobreamortiguado

Simulacion
22

t

Figura 5.6: Senal del estado z; simulada.

En la Figura se presenta la simulacién de la respuesta, a una referencia pul-
so de amplitud 2 y de duracién 10s, del sistema en lazo cerrado con la parte
estatica del controlador utilizando retroalimentacién de estados, es decir, con
U = 0.5m5 + 4.55sin(x1) — ki[r — 21]P — ky[15]9, eligiendo p = 1/2. Esta simulacién
sirve de comparativa para la respuesta obtenida en los experimentos utilizando el con-
trolador por salida. Utilizando la condiciéon del Teorema (|5)) se propusieron las ganancias
del controlador k; = 3, ko = 5y v = 1, con lo que se obtiene que (ya que k = 3.45)
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Figura 5.7: Respuesta transitoria bajo diferentesvalores de 7, utilizando el algoritmo de
discretizacion de Euler.

ks > Kk, esto implica (en el caso nominal por retroalimentacién de los estados) que la
salida el sistema tenga un comportamiento de tipo sobreamortiguado como se aprecia
en la Figura . Como p = 1/2, recordando que eligiendo este valor de p obtenemos un
grado de homogeneidad p negativo del campo vectorial, la convergencia a la referencia
es en tiempo finito.

En el experimento, se realizaron corridas utilizando los métodos de Euler, Trapecio y
Adams-Bashforth para ver la respuesta del sistema usando distintas discretizaciones
del controlador. Como ya se menciond, se configuré un tiempo de muestreo h del con-
trolador de 10ms, y se fijaron las ganancias del observador l;g = 6 y log = 9. Ademas,
se variaron los valores de la ganancia del observador 7,, manteniendo la ganancia del
control v = 1, esto con la finalidad de mostrar que la velocidad del observador mejora,
mientras que el controlador recupera el tipo de comportamiento transitorio deseado y
alcanza la referencia en tiempo finito.

En la Figura se muestran los resultados obtenidos con el método de Euler y tres
distintos valores de 7,. Al variar el pardmetro 7, en el observador discretizado se obser-
va que, al aumentarlo, la respuesta del sistema tiende a recuperar el comportamiento
obtenido en la simulacién con un control por retroalimentacién de estados. Esto es de-
bido a que, al incrementar 7,, el observador aproxima mas rapidamente el estado. Es
importante mencionar que independientemente del valor de v, el controlador es capaz
de llevar la salida del sistema a la referencia.

Se procedié de igual manera con los métodos del trapecio y de Adams-Bashforth. En
las figuras y se puede ver que las respuestas con estos métodos presentan com-
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Figura 5.8: Respuesta transitoria bajo diferentes valores de 7, utilizando el algoritmo
de discretizacion del Trapecio.

247 Planta controlada Adams-Bashforth

Figura 5.9: Respuesta transitoria bajo diferentes valores de 7, utilizando el algoritmo
de discretizacién de Adams-Bashforth.
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portamientos analogos a los obtenidos con Euler. Sin embargo, aunque se puede decir
que los tres métodos resultan adecuados para la implementacién del controlador, con
el método del trapecio se observa una ligera mejor recuperacién del comportamiento
nominal sobreamortiguado al incrementar ~,.

5.3.2. Efectos en el observador

Este experimento se enfoca en ver los efectos de la ganancia y la discretizacién en el ob-
servador. Para esto, se mantuvieron los valores de las ganancias del observador /15 = 6
y loo = 9 , estas ganancias son tales que (por el teorema @) se tiene Kk, = 6.93, lo
que ocasiona que [y < K,, esta condicion implica que el tipo de respuesta del error de
observacion en el caso nominal sea de tipo subamortiguada. La senal del estado ob-
servado Z; se obtiene del microcontrolador donde se implementaron el observador y el
controlador, mientras que el estado x; se mide directamente de la salida del sistema. En
la Figura se observan las senales x7 y 21 de la planta bajo diferentes valores de
vo- El experimento se realiz6 utilizando el método de Euler. En la figura se aprecia una
mejora en la velocidad de aproximacion del estado conforme aumenta el valor de ~,,
ademas, se puede ver que con el valor més alto del v, la respuesta transitoria hacia el
estado real es de tipo subamortiguada, con esto, se muestra que el valor de la ganancia
v, es util para recuperar el comportamiento del diseno nominal.

Como segunda parte de este experimento se compara la convergencia del estado z; que
se obtiene con el observador al estado z; sistema con una ganancia fija de v, = 500.
El objetivo es ver posibles diferencias en el comportamiento entre los distintos méto-
dos numéricos utilizados. Los resultados se muestran en las graficas de la Figura (5.6)).
Obsérvese que todos los métodos numéricos utilizados aproximan de manera satisfacto-
ria al estado real del sistema. Ademas, se verifica que se pueden elegir ganancias en el
observador tales que se puede elegir el tipo de convergencia de los estados aproximados,
en este caso, subamortiguada. Sin embargo, se puede observar que el estado aproxima-
do 7 tiene ligeras variaciones respecto a la salida z; con el método de Euler y el de
Adams-Bashforth (este error es mas notorio en el método de Adams-Bashforth). Por
ultimo, se puede decir que el método del Trapecio es el que tiene un mejor desempeno
debido a que el estado del observador logra seguir de manera casi perfecta a la salida.

5.3.3. Incremento de la incertidumbre

En este experimento, el objetivo es mostrar que el controlador, gracias a sus propiedades
de robustez ante incertidumbre, es capaz de lograr el objetivo de control ajustando la
ganancia de sintonizacion v cuando se tiene mayor incertidumbre. Para el experimento
se supone que el coeficiente del término no lineal en f(z) = —0.5z9 — 4.55sin(z;) (en el
sistema ([5.7])) no es exactamente conocido y en su modelo se tiene un error del 44 por
ciento, asi el modelo se supone como f(z1,x) = 0.5z5 + 2sin(z;). Con esto, nuestro
control U = 0.5&5 + 2sin(x;) — ki [r — 21]P — ky[#2]? comete una equivocacién en la
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02r

xy
X1

(a) Estado apréximado #; ante el estado z; con (b) Estado apréximado #; ante el estado x; con
Y, = 1 en el observador. Yo = 10 en el observador.

Observador

(¢) Estado apréximado #; ante el estado 7 con
~Yo = 500 en el observador.

Figura 5.10: Respuesta del observador con el método de Euler y diferentes valores de
Yo-
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(a) Estado apréximado Z; ante el estado de la sa-
lida x; utilizando el algoritmo de Euler.

121

(b) Estado apréximado & ante el estado de la sali-
da x1 utilizando el algoritmo de Adams-Bashforth.

Observador Trapecio

)
1

3.5

(c) Estado apréximado Z; ante el estado de la sa-
lida x; utilizando el algoritmo del Trapecio.

Figura 5.11: Respuesta del observador con ganancia fija de 7, y diferentes métodos

numéricos.
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R Planta controlada con Incertidumbre Euler

221 Planta controlada con incertidubre Adams-basl

0.6 . . . . . . I ) 08 . . . . . . . )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16

t t

(a) Respuesta de la planta con incertidumbre con (b) Respuesta de la planta con incertidumbre con
diferentes valores de «y utilizando el método de Eu- diferentes valores de ~ utilizando el método de

ler. Adams-Bashforth.
227 Planta controlada con incertidumbre Trapecio 5=
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(c) Respuesta de la planta con incertidumbre con
diferentes valores de  utilizando el método del
Trapecio.

Figura 5.12: Sistema con incertidumbre controlado con diferentes discretizaciones y
diferentes valores de 7.
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compensacion de la no linealidad incrementando la incertidumbre f (z, ). En el expe-
rimento, se ajusta la ganancia de sintonizacion 7, pero se mantiene fija la ganancia del
observador 7, = 500.

Los resultados del experimento se muestran en la Figura [5.12] Nétese que para v = 1
se tiene un considerable error en estado estacionario (principalmente con los métodos
de Euler y del Trapecio), sin embargo, ajustando v se va reduciendo el error hasta
que el controlador lleva la salida del sistema a la referencia. Esto ocurre utilizando
las tres técnicas de discretizacion. En este experimento es méas notorio que el método
Adams-Bashforth produce oscilaciones en estado estacionario. Por otro lado, el método
del Trapecio muestra mejores resultados para este problema de control al incrementar
la ganancia, esto puede ser debido a que es un método predictor-corrector de segundo
orden.

5.3.4. Comportamiento subamortiguado

El objetivo de este experimento es mostrar que se puede tener una respuesta transito-
ria de tipo subamortiguada configurando adecuadamente las ganancias del controlador.
Utilizando la condicion del Teorema se propusieron las ganancias del controlador
ki = 6, ko = 2.7 tal que kK = 5.67, por lo tanto ks < k. Esto implica que la salida del
sistema exhiba una respuesta transitoria de tipo subamortiguada en el caso nominal con
retroalimentacién de los estados. En la Figura se muestra dicho comportamiento
obtenido por simulacién con los pardmetros v =1y con p = 1/2.

22 Simulacién

.\

2 \vg

0.8

t

Figura 5.13: Senal del estado x; simulada.

Para el experimento se utilizan los parametros del observador l1g = 6, lop = 9 y una
ganancia v, = 250. De igual forma que en el experimento anterior, se supone un error
paramétrico en el coeficiente del término no lineal del 44 por ciento, por lo que el con-
trolador queda como U = 0.5&5 + 2sin(x1) — ki [r — 21 |P — ky[42]9, lo que incrementa
la incertidumbre f (x,Z). Se usan los pardmetros ki, ks de la simulacién pero con una
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(a) Respuesta transitoria del sistema con el méto- (b) Respuesta transitoria del sistema con el méto-
do de Euler. do de Adamas-Bashforth.

(c) Respuesta transitoria del sistema con el méto-
do del Trapecio.

Figura 5.14: Respuesta transitoria del sistema con incertidumbre usando diferentes dis-
cretizaciones del controlador.

ganancia v = 15. En la Figura se presentan las respuestas transitorias obtenidas
de las mediciones, utilizando tres discretizaciones distintas del observador con los méto-
dos numéricos propuestos. Se observa que a pesar de la incertidumbre el controlador,
con los métodos de Euler y del Trapecio, logra llevar la salida a la referencia, y en los
tres casos se recupera el tipo de comportamiento transitorio de la simulacién (subamor-
tiguado). Con el método de Adams-Bashforth se tiene un error en estado estacionario
para el valor utilizado de ganancia 7, a diferencia de los métodos de Euler y de trapecios
que tienen un desempeno bastante satisfactorio. Sin embargo, se puede observar que
el método del Trapecio sobresale en mantener la salida en la referencia de manera casi
perfecta y recuperando la forma de onda de la respuesta por simulacién.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

Conclusiones

Las conclusiones del trabajo desarrollado en esta tesis, principalmente de los capitulos
4 y 5, se enuncian a continuacién.

En este trabajo se demuestra que, utilizando el controlador no lineal por retroali-
mentacién de salidas propuesto, se garantiza estabilidad en el sentido de Lyapunov
y robustez en lazo cerrado con un sistema no lineal a pesar de la incertidumbre,
es decir, a pesar de no conocer un modelo exacto del sistema.

Se mostro que se puede ajustar la ganancia 7y tal que con esto se puede hacer crecer
la regién de atraccién, permitiendo compensar el término de incertidumbre, por
esto, se dice que el controlador es robusto ante incertidumbre.

Se mostré empiricamente que el controlador es implementable a pesar de que
la planta no lineal (que se emuld con un sistema electrénico) sea analégica y el
controlador digital, esto se comprobé discretizando el algoritmo de control con
tres métodos numéricos explicitos.

Se observd experimentalmente que el tipo de respuesta transitoria del sistema
no lineal con incertidumbre puede ser elegido con base en como se configuran
las ganancias ki, ks, 11, l € R. El ajuste de la ganancia 7, mejora la velocidad de
observacién de los estados reales, por lo tanto el observador recupera el valor de los
estados mas réapido, lo que conlleva a que controlador lleve la salida a la referencia
con la respuesta transitoria deseada (como si fuera control por retroalientacién de
estados).

Empiricamente se observd que el método del Trapecio es el que produjo mejores
resultados. Aunque esto es claro, respecto al método de Euler, por ser un método
de orden de exactitud mayor, no es clara la razén por la cual supera al método
utilizado de Adams-Bashfoth que es un método de orden de exactitud mayor.
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Trabajo a futuro

Las posibles direcciones a las que puede enfocarse a futuro la continuacion de este
trabajo de tesis se mencionan a continuacion.

= Buscar la manera de mejorar el controlador para que sea capaz de ser robusto
ante perturbaciones externas y no solo incertidumbre.

= Analizar la posibilidad de utilizar métodos numéricos mas sofisticados, por ejem-
plo, los Runge-Kutta de orden superior, para la discretizancién del algoritmo de
control.

= Analizar tedricamente las razones por las cuales el método del Trapecio produjo
mejores resultados experimentales.

= Considerar el caso de un sistema de orden mayor a dos y analizar la posibilidad
de aplicacion del un controlador por retroalimentacion de salida.
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Capitulo 7
Apéndice

Lema 9 ([20]). Sean vy y vy funciones reales, continuas en R™ y §"-homogéneas de
grados my,ms > 0, respectivamente, y vy positiva definida. Entonces, para cualquier
r € R",

m2 m2

o)™ (z) < 0y() < cpu™ (2),
donde ¢; = mingep va(x) co = Max,epve(x), y E={x € R" : vy(z) = 1}.
Lema 10 ([20]). Para s € R™ y a € Ry
1 1 1
s llslle < =sll < ——llsl;

a(a) a(a)

donde o y o son funciones de clase K, dadas por

1
a™>mi o para a <1,
afa) =4 4",
a™>ri  para a > 1.
/1 1
~ Jam=ri para a <1,
Q(a’) — 1
a™ i para a > 1.
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