o A
IPICYT

INSTITUTO POTOSINO DE INVESTIGACION
CIENTIFICA Y TECNOLOGICA, A.C.

POSGRADO EN CONTROL Y SISTEMAS DINAMICOS

Analisis Dinamico del Juego del Bien Comun Evolutivo en
Redes Complejas

Tesis que presenta
Martin Andrés Gonzalez Morales
Para obtener el grado de

Maestro en Control y Sistemas Dinamicos

Direccion de la Tesis:
Dr. Juan Gonzalo Barajas Ramirez

Dra. Karla Flores Zarur

San Luis Potosi, S.L.P., 25 de noviembre de 2025



Constancia de aprobacion de la tesis

La tesis Analisis Dinamico del Juego del Bien Comin Evolutivo en Redes Complejas
presentada para obtener el Grado de Maestro en Control y Sistemas Dindmicos fue elabora-
da por Martin Andrés Gonzalez Morales y aprobada por los suscritos, designados por el
Colegio de Profesores de la Divisién de Control y Sistemas Dindmicos del Instituto Poto-
sino de Investigacion Cientifica y Tecnoldgica, A.C.

Dr. Juan Gonzalo Barajas Ramirez
(Director de la tesis)

Dra. Karla Flores Zarur
(Codirector de la tesis)

Dr. Eric Campos Cantén

Dr. Cesar Octavio Maldonado Ahumada

II



Créditos Institucionales

Esta tesis fue elaborada en la Division de Control y Sistemas Dindmicos del Instituto Po-
tosino de Investigacion Cientifica y Tecnoldgica, A.C., bajo la codireccién del Dr. Juan
Gonzalo Barajas Ramirez y la Dra. Karla Flores Zarur.

Durante la realizacién del trabajo el autor recibi6 una beca académica de la Secretaria de
Ciencia, Humanidades, Tecnologia e Innovacién con No. de registro: 1099960 y del Institu-
to Potosino de Investigacién Cientifica y Tecnoldgica, A. C.

III



Iv



A mi madre y mi padre



Agradecimientos

= A mi padre y mi madre, por su apoyo incondicional, por ensefiarme a sofiar en grande
y por siempre creer en mi.

= A mis directores de tesis, por la dedicacién, el acompafiamiento constante y todo el
tiempo que compartieron conmigo en este trabajo. Gracias por su guia, paciencia y
confianza.

= A todos los académicos de la Divisién de Control y Sistemas Dindmicos, quienes,
con generosidad y compromiso, me ofrecieron su tiempo, conocimientos y apoyo
mas alld del aula, ayuddndome a superar mis limites.

= A Abigail, por acompafiarme y compartir esta etapa de mi vida. Gracias por caminar
a mi lado mientras juntos seguimos avanzando hacia el futuro con el que sofiamos.

= A mis compafieros y amigos que conoci a lo largo de mi paso por el Instituto. De
cada uno me llevo algo valioso que me ayudo a crecer y ser una mejor version de mi
mismo.

= A la Secretaria de Ciencia, Humanidades, Tecnologia e Innovacion (Secihti), por el
apoyo otorgado mediante la beca, que fue de gran ayuda para la realizacion de esta
maestria.

VI



indice general

Iindice de ﬁguras| IX
[Resumen XII
[Abstract XIII
(L._Introduccion| 1
(I.I. Planteamiento del problema] . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 1
[L2. Estado del conocimientol . . . . . . . . .. ... .. ... ... 2
(1.3. Objetivos| . . . . . . . . 3
(1.4. Hipotesis y solucion propuestal . . . . . . . .. ... ... L. 3
(1.5. Resultados principales| . . . .. ... ... ... ... .. ......... 4
(.. Estructuradelatesis| . .. ... ... ... ... ... . 4

[2. Teoria de juegos| 6
2.1, Motivacionl . . . . . ... 6
[2.2. Juegos en formaextensival . . . . .. ... L Lo 7
[2.3. Juegos en forma estratégicanormal|. . . . . . ... ..o 000, 8
[2.4.  El dilema del prisionero y el equilibriode Nash| . . . . .. ... ... ... 10
[2.5. Estrateglas mixtas|. . . . . . . . . .. ... L 10
2.6. Juegodelbiencomun| . . . . . .. ... ... o L. 11
[2.7. Juego del bien comun conexclusion| . . . . . .. ... ... ... ... 13

[3. Teoria de juegos evolutivos| 16
BI _Antecedentes| . . . .. .. ... ... 16
B2, Dindmicaevolutival . . . . . . . . .. ... 17
[3.2.1. Modelo de crecimiento poblacional| . . . . .. ... ... ... .. 17

[3.2.2. Modelo de crecimiento poblacional con capacidad de carga limitada] 18

[3.2.3. Modelo de seleccion en poblaciones| . . . . . ... ... ... ... 18

[3.2.4. Ecuacion del replicador. . . . . . . . ..o oL 19

[3.3. Juego del bien comun evolutivo|. . . . . . ... ... ... ... . ..... 19
[3.4. JBC evolutivo con exclusion de primer orden| . . . . . . . ... ... ... 21
[3.5. JBC evolutivo con exclusion de segundo orden| . . . . . . ... ... ... 24

VII



4. Juego del bien comiun evolutivo en redes complejas|

4.1. JBC evolutivo enredes complejas| . . . ... ... ... ... .......

4.1.1. Modelo basadoenagentes| . . . . ... ... ... .........
4.1.2. Modelo bajo aproximacion por clases denodos| . . . . . . ... ..
“4.1.3. Simulacionnumeérical . . . ... Lo

4.2. JBC evolutivo con exclusion en redes complejas| . . . . . . ... ... ...

4.2.1. Modelo basadoenagentes| . . . . .. ... ... ... ......
4.2.2.  Modelo bajo aproximacion por clases de nodos| . . . . . . ... ..
M.23. Simulaciénnumérical . . . . ... ..o

{4.3. JBC evolutivo con exclusion de segundo orden en redes complejas| . . . . .

A31.

Modelo basadaen agentes| . . . . ... .. ... ... ... ..

A3

Modelo bajo aproximacion por clases denodos| . . . . .. ... ..

5. Conclusiones|

[5.1. Resultados principales| . . . .. ... ... ... ... ...........

[3.2. Trabajofuturo| . . . . . . . . . . . ...

[6.1. Linealizacion y Estabilidad de Puntos de Equilibrio] . . . . . . .. ... ..

[6.2. Redes Complejas| . . . . .. ... ..

[6.2.1. Propiedades topological . . . . . . ... ... 0oL
622, RedlibredeEscalal . . ... ....................
Bibliografia

VIII

27
27
27
30
33
34
34
36
38
40
40
42
42

45
45
46

47
47
48
49
49

51



Indice de figuras

DT

Juego de piedra, papel o tijera en forma extensiva. El nodo J2 representa un

llamado conjunto de informacion que refleja que el jugador 2 desconoce la

eleccion del jugador 1, dado que la decision se toma de manera simultanea.|

n2.

A) Los cooperadores (verde) contribuyen al mantenimiento de un manzano,

mientras que los traidores (rojo) no lo hacen. B) Las manzanas producidas

por el manzano se reparten equitativamente entre todos lTos jugadores, sin

1mportar s1 cooperaron o IlO.l .........................

n3.

A) Los excluidores (negro) contribuyen al mantenimiento del bien comin

y realizan un pago adicional para excluir a los traidores del beneficio. B)

El beneficio se reparte equitativamente entre cooperadores y excluidores,

excluyendo a los traidores.| . . . . . .. ..o oo

DA

A) En la exclusion de segundo orden, los excluidores penalizan tanto a los

traidores como a los cooperadores pasivos. B) Solo los excluidores reciben

el beneficio del bien comun, dejando fuera a quienes no contribuyen al

mecanismo de cooperacion.|. . . . . . . .. ... ...

B1.

Representacion de los simplex 07,03,04.. . . . . . . . ...

B2

Dinamica evolutiva del sistema (3.25) con parametros c = 1, r =2, N =35,

| gp = 0.5, X0 = 0.6, Yo = 0.2 Y 20 = O.2.| ...................

B3

El triangulo verde representa el espacio de estados. Los puntos amarillos

indican poblaciones puras en los vertices del simplex, mientras que el punto

rojo corresponde al punto critico interno (0.445,0.445,0.110). Pardmetros:

c=1,r=2,N=5yop=0.5|.. ... .. .. . . .. ... .. ... .

B4

Dinamica evolutiva del sistema con parametrosc = 1, r =2, N =5, 0p =

0.5,x=0.6,y0=02yz0=0.2] . ... .. ... .. .. .. ...

B3

Direccion del campo vectorial en el espacio de estados. Los puntos amarillos

representan los puntos criticos. Parametros: c = 1,7 =2, N=5y 0p = 0.5

AT

A) Red donde los nodos rojos representan a los traidores y los verdes a los

cooperadores. B) El contorno representa el grupo formado alrededor del

NOdO I . . . . . s

a7

Histograma de grados de lared generada.| . . . . ... ... ... .....

IX



A3

Distribucion de grados de la red generada. En el histograma por clases, la

clase 1 contiene nodos con 3 < k < 10 (90% de la red), y la clase 2 nodos

con 11 <k <80 (10%). La clase 1 presenta un grado promedio k = 4.3,

mientras que laclase 2 alcanza k =22.2. . . . . . ... ... ... ....

29

A4

Dinamica de los cooperadores al simular el JBC evolutivo en una red libre

de escala bajo distintos escenarios. Los resultados corresponden al promedio

de 100 realizaciones independientes y las barras de error representan la

desviacion estandar. Parametros: c =1, r=2,x0 =09y yo=0.1.| . . . . .

3.

Diagrama de estados de un jugador del JBC evolutivo en una red compleja.|

30
31

6.

Dinamica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo en una red libre

de escala bajo distintos escenarios. Pardmetros: ¢ = 1, r = 2, k; = 4.3,

ky=222,x0=09yyo=0.1) . . .. .. ... ... ... ... ...,

34

7.

Dinamica de los cooperadores al simular el JBC evolutivo con exclusion

de primer orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los

resultados corresponden al promedio de 30 realizaciones independientes y

las barras de error representan la desviacion estandar. Parametros: ¢ = 1,

F=2,0p=05,%0=01y90=045] . .. oo,

.lcll d d O 41d0r1¢ d M U4 C D CVO O O _€X On dc

primer orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. LLos

resultados corresponden al promedio de 30 realizaciones independientes y

las barras de error representan la desviacion estandar. Parametros: ¢ = 1,

r=2,0p=05x0=01yyy=045] . ... ... .. ... ........

Dinami I xcluidor | simular el JB lutt n exclusion

de primer orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los

resultados corresponden al promedio de 30 realizaciones independientes y

las barras de error representan la desviacion estandar. Parametros: ¢ = 1,

F=2,0p=05,%0=01y90=045] . . oo,

{4.10. Diagrama de estados de un jugador del JBC evolutivo con exclusion de

primer orden enunared compleja.| . . . . . ... ..o

.11. Dinamica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo con exclusion de

primer orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Parametros:

c=1,r=2,0p=05,k =43,k =222, % =01y yo=0.45] . . . . ..

39

{4.12. Dinamica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo en una red libre

de escala bajo distintos escenarios. Parametros: ¢ = 1, r = 2, 8p = 0.5,

K =43,k =222x=01yyo=045] . . . ..o\ ..

{4.13. Dinamica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo en una red libre

de escala bajo distintos escenarios. Pardmetros: ¢ = 1, r = 2, op = 0.5,

kl =4.3, k2 =22.2, X0 = 0.1 Y Yo = 0.45.| ..................

{4.14. Dinamica de los cooperadores al simular el JBC evolutivo con exclusion

de segundo orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los

resultados corresponden al promedio de 30 realizaciones independientes y

las barras de error representan la desviacion estandar. Parametros: ¢ = 1,

=200 =050 =045y 0 =045] . - - -+

X



4.15. Dinamica de los traidores al simular el JBC evolutivo con exclusion de |

segundo orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los |

resultados corresponden al promedio de 30 realizaciones independientes y |

las barras de error representan la desviacion estandar. Parametros: ¢ = 1, |

r =2, 5p—05xo—045yy0—045.| .................... 41

segundo orden en una red 11bre de escala bajo dlstmtos escenar1os. L.os |

resultados corresponden al promedio de 30 realizaciones independientes y |

las barras de error representan la desviacion estandar. Parametros: ¢ = 1, |

=200 =05,% =045y Y0 = 0.45] . -« o 42

4.17. Dinamica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo con exclusion |

de segundo orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. |

Pardmetros: c=1,r=2,6p =0.5, k; = 43 kr =22.2, x0—045yy0—045| 43

de segundo orden en una red hbre de escala bajo dlstlntos escenarios. |

Parametros: c=1,r =2, 8p = 0.5, k; = 4.3, kp =22.2, x0 = 0.45 y yg = 0.45.| 44

19. Dinami | xcluidor I model 1L JB luti n excl

de segundo orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. |

Pardmetros: c=1,r=2,8p = 0.5, k; = 4.3, ko =22.2, x0 = 0.45 y yo = 0.45| 44

XI



Resumen

La cooperacion es un fendmeno esencial en sistemas sociales y biolégicos, pero su sos-
tenimiento resulta desafiante en contextos donde los individuos enfrentan incentivos para
actuar de manera egoista. El juego del bien comiin constituye un modelo fundamental para
estudiar este dilema, al capturar la tension entre el beneficio individual y el bienestar colec-
tivo.

En esta tesis se desarrolla un modelo matemaético del juego del bien comiin evolutivo en
poblaciones estructuradas mediante redes complejas, incorporando mecanismos de exclusion
social como posibles vias para sostener la cooperacion. El modelo se construye a partir de
una aproximacion por clases de nodos, que simplifica la estructura de la red al agrupar a los
individuos segin su conectividad. Los resultados obtenidos se contrastan con simulaciones
numéricas basadas en agentes.

Los hallazgos principales muestran que el modelo reproduce cualitativamente la dindmi-
ca observada en las simulaciones en escenarios sin exclusion y con exclusion, identificando
correctamente las condiciones bajo las cuales la cooperacion se sostiene o desaparece. En el
caso de la exclusion de primer orden, el modelo captura tinicamente la fase inicial de la di-
namica, lo cual se atribuye a la diferencia entre el supuesto de redes infinitamente grandes y
las simulaciones en redes finitas. Este resultado revela que el tamafio de la poblacién influye
de manera significativa en la eficacia de los mecanismos de cooperacion.

En sintesis, la aproximacion por clases de nodos ofrece una herramienta util para estudiar
dindmicas evolutivas en poblaciones estructuradas, al proporcionar predicciones cualitativas
sobre el destino de las estrategias. Aunque no garantiza precision exacta, si permite identifi-
car de forma clara las condiciones bajo las cuales la cooperacion puede prevalecer, aportando
asi un marco simplificado y aplicable al andlisis de dilemas sociales en sistemas reales.

Palabras clave: juegos evolutivos, poblaciones estructuradas, exclusion social, redes
complejas, aproximacion por clases de nodos.
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Abstract

Cooperation is an essential phenomenon in social and biological systems, but its mainte-
nance becomes challenging in contexts where individuals face incentives to behave selfishly.
The public goods game provides a fundamental framework to study this dilemma, as it cap-
tures the tension between individual benefit and collective welfare.

This thesis develops a mathematical model of the evolutionary public goods game in
structured populations represented by complex networks, incorporating social exclusion me-
chanisms as potential ways to sustain cooperation. The model is built using a degree-based
approximation, which simplifies the network structure by grouping individuals according to
their connectivity. The theoretical results are contrasted with agent-based numerical simula-
tions.

The main findings show that the model qualitatively reproduces the dynamics observed
in simulations, both in scenarios with and without exclusion, correctly identifying the condi-
tions under which cooperation is sustained or vanishes. In the case of first-order exclusion,
the model captures only the initial phase of the dynamics, which is attributed to the diffe-
rence between the assumption of infinitely large networks and the simulations carried out
on finite networks. This result highlights that population size plays a significant role in the
effectiveness of cooperation mechanisms.

In summary, the degree-based approximation provides a useful tool to study evolutionary
dynamics in structured populations, offering qualitative predictions about the fate of strate-
gies. While it does not guarantee exact precision, it clearly identifies the conditions under
which cooperation can prevail, thus providing a simplified and applicable framework for the
analysis of social dilemmas in real systems.

Keywords: evolutionary games, structured populations, social exclusion, complex net-
works, degree-based approximation.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Planteamiento del problema

En 1968, Garrett Hardin publicé el articulo The Tragedy of the Commons []1], en el que
plante6 un dilema fundamental sobre el uso compartido de los recursos. En su ejemplo, un
pastizal abierto es explotado por diferentes pastores que, buscando maximizar su beneficio
individual, afaden mds ganado sin considerar las consecuencias colectivas de esta decision.
Aunque en el corto plazo cada individuo obtiene mayores ganancias, el resultado final es la
sobreexplotacion y el colapso del recurso comun. Este escenario ilustra un problema recu-
rrente en diversas dindmicas sociales y ambientales: el conflicto entre el interés individual y
el bienestar colectivo. Ejemplos contempordneos de este fendmeno incluyen la escasez del
agua, la degradacion del suelo, el calentamiento global y, en general, el uso insostenible de
los recursos naturales [2]].

Al inicio, priorizar el interés individual parece beneficioso; sin embargo, a medida que
mas personas adoptan la misma postura oportunista, los recursos se deterioran progresiva-
mente hasta el punto en que dejan de ser ttiles para toda la poblacién. En este sentido, la
“tragedia de los comunes” representa una advertencia sobre las consecuencias de priorizar el
interés individual por encima del bien colectivo.

La teoria de juegos proporciona un marco matematico para modelar este tipo de situa-
ciones, en las que individuos toman decisiones para obtener beneficios que dependen no solo
de sus propias decisiones, sino también de las elecciones de los demas [3H8]]. Modelos co-
mo el dilema del prisionero o el juego del bien comin, entendido como una generalizacién
del primero para N jugadores, permiten formalizar y estudiar el dilema planteado por Har-
din. Se han propuesto diversos mecanismos que promueven la cooperacion para explicar el
surgimiento y la persistencia de la cooperacion en diversos sistemas bioldgicos y sociales.
En este trabajo se aplica la exclusion social como mecanismo para evitar que los individuos
oportunistas se aprovechen de los cooperadores.

La teoria de juegos evolutivos amplia este enfoque al examinar la evolucién temporal
de las proporciones de estrategias dentro de una poblacién, en funcién de los beneficios
asociados a cada una [9-11]. La teoria de sistemas dindmicos proporciona las herramien-
tas matemadticas para caracterizar cuantitativamente estos modelos, determinando bajo qué
condiciones las estrategias de cooperacion persisten en el tiempo. Mediante el andlisis de
puntos de equilibrio y estabilidad, es posible predecir si una poblacion evolucionara hacia la



cooperacion colectiva o, por el contrario, hacia la tragedia de los comunes [12,/13]].

En los modelos evolutivos del juego del bien comun, se suele asumir que la poblacion es
bien mezclada, es decir, que cada individuo puede interactuar con cualquier otro miembro
de la poblacion. Sin embargo, esta suposicién resulta poco realista en la mayoria de los
contextos sociales o biolégicos, donde las interacciones estdn limitadas por una estructura
que determina quién puede interactuar con quién.

En la préctica, los individuos no tienen contacto directo con todos los demdas miembros de
la poblacion, sino que mantienen vinculos con un subconjunto de ellos, conformando una red
de interacciones. La feoria de redes complejas ofrece herramientas para modelar de manera
mads realista la estructura de las poblaciones, al incorporar la topologia de las interacciones
entre individuos por medio de grafos [14-18]].

Por ello, en este trabajo se propone extender el modelo del juego del bien comun evo-
lutivo con exclusion, originalmente formulado para una poblacién bien mezclada, hacia un
escenario donde la poblacion estd estructurada. En este marco, la red de interacciones se
representard mediante un grafo, en el cual los nodos corresponden a los individuos y los
enlaces indican las posibles interacciones entre ellos a través del juego del bien comtin.

Para obtener el modelo matemaético del juego del bien comun evolutivo con exclusion en
una red, se empleard la aproximacion por clases de nodos [19], que asume que los nodos con
igual nimero de conexiones presentan, en promedio, una dindmica similar respecto a la evo-
lucién de sus estrategias. Esta aproximacion permite describir el comportamiento colectivo
de la red de manera reducida, manteniendo al mismo tiempo la heterogeneidad estructural
caracteristica de la red.

Finalmente, se implementard una simulacion basada en agentes con el fin de contrastar
los resultados tedricos obtenidos con el modelo matematico. Para ello, se considerard una
red en la que las diferencias en el nimero de conexiones entre nodos hagan relevante el uso
de la aproximacion por clases de nodos.

1.2. Estado del conocimiento

En la literatura se han propuesto diversos mecanismos para explicar el surgimiento y la
persistencia de la cooperacién en poblaciones de individuos. En el reino animal, se han ob-
servado comportamientos altruistas, lo que ha motivado el desarrollo de modelos que buscan
explicar como surge la cooperacion [20-24]]. Algunos de estos mecanismos son: seleccion
por parentesco, reciprocidad indirecta, reciprocidad en redes, castigos, exclusion social.

En la selecciéon de parentesco los individuos tienden a ayudar mds a sus parientes, ya
que comparten parte de su informacion genética. De este modo, un acto altruista puede te-
ner un costo individual, pero beneficia a genes similares presentes en sus familiares. En la
reciprocidad indirecta, ayudar a otros mejora la reputacion individual, lo que incrementa la
probabilidad de recibir ayuda de terceros, incluso de aquellos que no fueron beneficiados
directamente. En este caso, la sociedad premia a los cooperadores. Mientras que en la reci-
procidad en redes, cuando las interacciones ocurren en estructuras no aleatorias, los coopera-
dores pueden agruparse y apoyarse entre si, aumentando su capacidad de resistir la invasiéon
de individuos con posturas oportunistas.

Cuando los mecanismos mencionados no son suficientes para mantener la cooperacion,
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es decir, cuando los individuos siguen priorizando su beneficio individual sobre el colectivo,
se requieren mecanismos como castigos o exclusion social.

Castigo consiste en sancionar a quienes adoptan posturas oportunistas mediante multas
u otras formas de penalizacion [25,26]. Mientras que exclusion social supone la existencia
de una institucién capaz de privar a los no cooperadores del acceso al beneficio dado por el
recurso comun. Diversos estudios han mostrado que este mecanismo puede ser incluso méas
eficaz que el castigo para sostener la cooperacion [27]]. En particular, Liu, Chen y Perc ana-
lizaron la dindmica evolutiva del juego del bien comun con exclusion social en poblaciones
infinitas y bien mezcladas mediante la ecuacion del replicador [28]]. En su estudio encon-
traron que, bajo exclusion de primer orden (cuando los excluidores sancionan tnicamente a
los traidores) el sistema exhibe oscilaciones periddicas entre cooperadores, traidores y ex-
cluidores, lo que permite la coexistencia dindmica de las estrategias. Sin embargo, cuando se
incorpora exclusioén de segundo orden, donde los excluidores también excluyen a los coope-
radores, las oscilaciones desaparecen y la poblacion converge hacia un estado dominado por
los excluidores. Por lo tanto, sus resultados indican que la exclusidn social es un mecanismo
particularmente eficaz para sostener la cooperacion en poblaciones bien mezcladas.

En este trabajo buscamos extender dicho modelo al caso de poblaciones estructuradas,
donde las interacciones estan determinadas por una red. Este enfoque permite aproximar de
manera mas realista el comportamiento de poblaciones bioldgicas y sociales, en las cuales los
individuos no interactian de manera aleatoria, sino que estdn influenciados principalmente
por un subconjunto de individuos.

1.3. Objetivos

El objetivo general es desarrollar y analizar un modelo del juego del bien comtn evolutivo
con exclusién en una poblacidn estructurada, empleando la aproximacion por clases de nodos
y simulaciones basadas en agentes para estudiar como la estructura de la red influye en la
dindmica de la cooperacién. Algunos objetivos especificos son:

1. Formular las ecuaciones que describen la evolucion temporal de las estrategias en la
red a partir de una aproximacion basada en clases de nodos.

2. Implementar un modelo basado en agentes del JBC evolutivo con exclusién sobre una
red.

3. Comparar los resultados obtenidos a partir del modelo matematico con los del modelo
basado en agentes, identificando similitudes y discrepancias.

1.4. Hipotesis y solucion propuesta

La dindmica evolutiva del juego del bien comtn en redes depende de manera crucial de la
estructura de conexiones entre los individuos. En particular, la diversidad en los grados de los
nodos puede generar efectos que no son capturados por modelos basados en la suposicion de
poblaciones bien mezcladas. Bajo esta perspectiva, la hipdtesis central de este trabajo es que



una aproximacion basada en clases de nodos es capaz de reproducir los patrones dindmicos
observados en simulaciones basadas en agentes.

La aproximacién por clases de nodos asume que los individuos con el mismo nimero
de vecinos presentan un comportamiento promedio similar. Por tanto, la poblacién puede
agruparse en clases definidas por intervalos de grado, de modo que cada clase queda carac-
terizada por el nimero promedio de conexiones de los nodos que la componen. En redes con
una distribucion de conexiones muy desigual, como las redes libres de escala, se espera que
esta particion sea particularmente informativa, dado que la dindmica de las estrategias de los
nodos de alto grado puede diferir significativamente de la de los nodos con pocos enlaces.

Bajo esta aproximacion, se considera que para capturar adecuadamente los efectos de
la topologia es suficiente con especificar la composiciéon promedio del vecindario de cada
clase. Esto implica conocer, para un nodo perteneciente a una clase dada, la fraccién de sus
vecinos que pertenecen a cada una de las demas clases.

1.5. Resultados principales

Los resultados obtenidos en esta tesis muestran que la aproximacién por clases de nodos
constituye un marco tedrico capaz de capturar de manera cualitativa los patrones fundamen-
tales de la dindmica evolutiva del juego del bien comin evolutivo en redes complejas. En
particular, se encontré que el modelo tedrico reproduce adecuadamente las tendencias glo-
bales observadas en simulaciones basadas en agentes para los tres escenarios analizados: JBC
evolutivo sin exclusion, con exclusion de primer orden y con exclusion de segundo orden.

En el caso de la exclusion de primer orden, el modelo predice la aparicién de oscilaciones
entre las estrategias, lo que indica la posibilidad de coexistencia entre las estrategias en redes
libres de escala. Por otra parte, en los escenarios sin exclusion y con exclusion de segundo
orden, tanto el modelo tedrico como las simulaciones muestran que la dindmica converge
hacia el dominio de una estrategia.

En conjunto, estos resultados evidencian que la estructura de la red y la composicion de
los vecindarios influyen de manera significativa en la evolucion de las estrategias, y que la
aproximacion por clases es una herramienta efectiva para estudiar dichos efectos sin requerir
simulaciones exhaustivas basadas en agentes.

1.6. Estructura de la tesis

El resto de tesis se organiza en los siguientes capitulos:

= Capitulo 2. Teoria de juegos: Se introducen los fundamentos de la teoria de juegos
cléasica, sus conceptos basicos y ejemplos representativos que servirdn como marco
conceptual.

= Capitulo 3. Teoria de juegos evolutivos: Se desarrolla la extensién evolutiva de la
teoria de juegos, abordando las dindmicas poblacionales y las herramientas matemati-
cas necesarias para su analisis.



= Capitulo 4. Juego del bien comin evolutivo en redes complejas: Se formula y ana-
liza el modelo principal de esta investigacion, considerando diferentes escenarios y
evaluando sus dindmicas.

= Capitulo 5. Conclusiones: Se sintetizan los principales resultados de Ia tesis, se dis-
cuten sus implicaciones y se sefialan posibles lineas de investigacion futura.

= Capitulo 6. Apéndice: Se incluyen conceptos bésicos de teoria de redes complejas
y teoria de sistemas dindmicos que complementan el desarrollo tedrico y facilitan la
comprension de los modelos presentados.



Capitulo 2

Teoria de juegos

2.1. Motivacion

El estudio de fenémenos del mundo real puede abordarse mediante una herramienta fun-
damental en las ciencias: el modelado matematico. Esta herramienta permite hacer una abs-
traccion de un fenémeno, reproduciendo sus comportamientos y propiedades caracteristicas,
con el objetivo de facilitar su andlisis y comprension.

Martin J. Osborne [5] define un modelo como una abstraccién utilizada para interpretar
observaciones y experiencias sobre un fendmeno. Sefiala que un modelo dificilmente serd
util si las suposiciones en las que se basa contradicen de forma significativa la realidad ob-
servada. En consecuencia, la aplicabilidad de un modelo depende del grado en que incorpora
las caracteristicas relevantes del fendmeno en cuestion. Ademds, su utilidad préctica se rela-
ciona con su simplicidad de modo que los supuestos deben capturar la esencia del fendmeno
sin introducir complejidades innecesarias. Identificar cudles supuestos son prescindibles solo
es posible una vez que se han establecido los elementos minimos necesarios para representar
adecuadamente el fenémeno. Osborne concluye que este proceso de equilibrio entre simpli-
cidad y fidelidad representa, en muchos casos, un arte.

Esta tesis se centra en el andlisis del fendmeno de la cooperacion entre individuos que
interactiian bajo una estructura representada por una red compleja. Por tanto, el primer paso
consiste en modelar matemdticamente dicha cooperacién, lo cual motiva el uso de la teoria
de juegos. Osborne define esta teoria como una disciplina compuesta por una coleccion de
modelos (denominados juegos) que describen situaciones en las que intervienen multiples
tomadores de decisiones.

El origen formal de la teoria de juegos se remonta a la obra de John von Neumann y
Oskar Morgenstern, Theory of Games and Economic Behavior, publicada en 1944 [3]. Philip
D. Straffin [4] sugiere que una denominacién mds precisa seria "teorfa del conflicto y la
cooperacion”, destacando asi su pertinencia para el estudio de mecanismos cooperativos. Los
modelos de esta teoria encuentran aplicacion en disciplinas tan diversas como la economia,
biologia, ciencia politica y sociologia.

Segun Straffin, un juego se define como una situaciéon que cumple con las siguientes
caracteristicas:

1. Participan al menos dos jugadores, entendidos como tomadores de decisiones. Estos
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pueden ser individuos o entidades colectivas como empresas o paises.
2. Cada jugador dispone de un conjunto de elecciones entre las cuales puede elegir.
3. Las elecciones combinadas de los jugadores determinan el resultado del juego.

4. A cada resultado se asocia una recompensa o pago para cada jugador, que representa
su valoracién del mismo. En teoria de juegos, estas recompensas se expresan mediante
funciones de utilidad, que asignan valores numéricos a los resultados, siendo mayores
aquellos que representan resultados preferidos. Como explican Maschler et al. [7],
cada jugador tiene sus propias preferencias, por lo que un mismo resultado puede tener
distinto valor para jugadores distintos. Para analizar un juego, es necesario conocer
como cada jugador ordena los resultados posibles, lo cual se formaliza mediante una
relacion de preferencia que indica, para cada par de resultados, cudl es preferido o si
son indiferentes.

Antes de abordar las distintas formas de representar un juego, es necesario introducir el
concepto de teoria de la eleccion racional, la cual constituye uno de los supuestos centrales
del enfoque cldsico de la teoria de juegos. Bajo esta perspectiva, los jugadores son consi-
derados agentes racionales que toman decisiones de manera coherente con sus preferencias.
Segtin Osborne [3f], cada jugador selecciona, entre todas las alternativas disponibles, aquella
que le proporciona el mayor nivel de utilidad de acuerdo con sus intereses particulares.

Cuando existen dos o més opciones que resultan igualmente satisfactorias, se asume que
el jugador puede elegir cualquiera de ellas sin que dicha eleccion afecte negativamente su
bienestar, es decir, toda eleccion realizada serd, al menos, tan buena como las demas alterna-
tivas posibles. Ademas, siguiendo a Maschler et al. [7], se introduce un supuesto adicional de
gran relevancia, segun el cual la racionalidad de todos los jugadores es conocimiento comun.
Esto implica que cada jugador sabe que los demds son racionales y sabe que ellos saben que
€l también lo es. En consecuencia, cada decisidn se toma anticipando que los otros jugadores
también buscardn maximizar su utilidad al participar en el juego.

2.2. Juegos en forma extensiva

Un juego en forma extensiva se representa mediante un diagrama de arbol. En dicho ar-
bol, el nodo raiz indica el inicio del juego, mientras que los nodos terminales representan los
posibles desenlaces, cada uno asociado a un resultado especifico. Los diferentes niveles del
arbol corresponden a las etapas del juego. Los nodos no terminales corresponden a decisio-
nes que debe tomar alguno de los jugadores, y las ramas que emergen de estos nodos indican
las posibles elecciones disponibles en ese momento.

Von Neumann y Morgenstern [3]] diferencian los conceptos de movimiento y eleccion.
Un movimiento describe una situacion en la que un jugador debe seleccionar una accion,
mientras que una eleccion se refiere a la accion especifica que se toma durante una partida al
encontrarse en dicha situacion.

Dentro de los juegos en forma extensiva se distinguen dos categorias segin la infor-
macion disponible para los jugadores. En los juegos de informacion perfecta, cada jugador
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conoce todas las elecciones realizadas previamente antes de decidir su accién. El ajedrez
es un ejemplo caracteristico, ya que los jugadores se alternan sus movimientos con pleno
conocimiento del estado actual del juego.

En cambio, los juegos de informacién imperfecta modelan situaciones donde las deci-
siones se toman de manera simultdnea o donde un jugador desconoce lo que ha decidido el
oponente en el momento de actuar. Un ejemplo representativo es Piedra, Papel o Tijera, en
el cual dos jugadores eligen simultdneamente una de las tres acciones posibles. Este juego se
representa en forma extensiva, como se muestra en la Figura @

Piedra
Empate

Papel
J2 gana

/

Tijera 1 gana

Piedra
J1gana

\

Papel Empate

/

J2 gana
Tijera

Piedra

Tijera

J2 gana

Papel
J1gana

Empate

Vil

Tijera

Figura 2.1: Juego de piedra, papel o tijera en forma extensiva. El nodo J2 representa un
llamado conjunto de informacion que refleja que el jugador 2 desconoce la eleccién del
jugador 1, dado que la decision se toma de manera simultanea.

2.3. Juegos en forma estratégica normal

Ademads de la forma extensiva, que representa los momentos del juego mediante un arbol
y muestra el orden de las decisiones, la informacion disponible y los posibles desenlaces,
existe la representacion en forma estratégica o normal. En esta tesis adoptaremos esta tltima
por ser la més utilizada en la literatura y por ofrecer una representacion mas simple y directa
del comportamiento estratégico de los jugadores.

Un juego en forma estratégica normal, o simplemente en forma normal, se representa me-
diante una tabla que muestra los resultados asociados a todas las combinaciones posibles de
estrategias elegidas por los jugadores. A diferencia de la forma extensiva, esta representacion
no muestra directamente el orden en el que ocurren las decisiones ni la informacién disponi-
ble en cada etapa del juego. En su lugar, se asume que cada jugador elige una estrategia de
manera simultdnea al inicio de la interaccion.

Es importante aclarar que un juego puede involucrar etapas o situaciones sucesivas, aun-
que esto no se represente explicitamente en la forma normal. Una estrategia puede incluir



instrucciones condicionales del tipo ‘“‘si ocurre A, entonces hacer B”, lo que permite incor-
porar indirectamente la estructura temporal dentro de esta representacion. Asi, cada jugador
selecciona un plan completo de accion desde el inicio, sin posibilidad de modificarlo poste-
riormente.

McCain [6] define un juego en su forma estratégica normal como una triada ordenada
I'=(J,(Si)ies, (4i)ics), donde:

1. J=1{1,2,...,N} representa el conjunto de jugadores.

2. §; es el conjunto de estrategias del jugador i.

3. X=35] x--- xSy es el espacio de perfiles de accion.

4. o = (s1,...,sn) representa un perfil de accién, donde c € Ly s; € S;.

5. u; : £ — R es la funcion de utilidad que asigna un pago u;(o) al jugador i en funcién
del perfil de accién ©.

Como ejemplo, se retoma el juego de piedra, papel o tijera. Este se representa en forma
normal identificando primero al conjunto de jugadores, denotados como jugador 1 y jugador
2, y luego el conjunto de estrategias disponibles para ambos: {Piedra, Papel, Tijera}.

Posteriormente, se enumeran los perfiles de accidn, es decir, todas las combinaciones
posibles entre las elecciones de ambos jugadores: (Piedra, Piedra), (Piedra, Papel), (Piedra,
Tijera), (Papel, Piedra), (Papel, Papel), (Papel, Tijera), (Tijera, Piedra), (Tijera, Papel), (Tije-
ra, Tijera).

Desde la perspectiva del jugador 1, los perfiles de accién pueden ordenarse seguin su pre-
ferencia: primero los que implican una victoria, luego los empates y finalmente las derrotas.
Asi, se tiene:

1. Victoria: (Piedra, Tijera), (Papel, Piedra), (Tijera, Papel),
2. Empate: (Piedra, Piedra), (Papel, Papel), (Tijera, Tijera),
3. Derrota: (Piedra, Papel), (Papel, Tijera), (Tijera, Piedra).

Esto se puede formalizar mediante una funcién de utilidad u; del jugador 1, la cual cum-
ple:

uj (Piedra, Tijera) = u; (Papel, Piedra) = u; (Tijera, Papel), (2.1)
u (Piedra, Piedra) = u; (Papel, Papel) = u; (Tijera, Tijera), (2.2)
uj (Tijera, Piedra) = u; (Piedra, Papel) = u; (Papel, Tijera), (2.3)
uj (Piedra, Tijera) > u; (Piedra, Piedra) > u;(Piedra, Papel). (2.4)

Si se asigna un valor de 1 por victoria, O por empate y -1 por derrota, se obtiene el juego
en forma normal representado en la Tabla[2.1]

9



Jugador 2
Piedra Papel Tijera
Piedra| 0,0 | —1,1] 1,—1
Jugador1 Papel | 1,—-1 | 0,0 | —1,1
Tijera | —1,1 | 1,—1 | 0,0

Tabla 2.1: Juego de Piedra, Papel o Tijera en forma normal.

2.4. El dilema del prisionero y el equilibrio de Nash

El profesor Alfred Tucker, del Departamento de Mateméticas de Princeton, buscaba ilus-
trar ante un grupo de psicélogos los fundamentos de la teoria de juegos, que por entonces
comenzaba a ganar notoriedad en la comunidad cientifica. Para ello, propuso un ejemplo
accesible sin recurrir a formalismos matemaéticos, dando origen al célebre Dilema del Pri-
sionero, uno de los modelos més estudiados en esta disciplina [8]].

El dilema plantea una situacién en la que dos sospechosos de haber cometido un delito
grave son arrestados y confinados en celdas separadas. Las autoridades solo disponen de
pruebas suficientes para condenarlos por un delito menor, a menos que uno de ellos confiese
y actie como testigo contra el otro, 1o que permitiria una condena maés severa.

La representacion en forma normal del dilema del prisionero se muestra en la Tabla
Si ambos prisioneros optan por guardar silencio, serdn condenados por el delito menor y
cumplirdn una pena de un aflo. Si uno confiesa y el otro guarda silencio, el delator queda
en libertad, mientras que el otro recibe una condena de cuatro afios. Si ambos se delatan
mutuamente, cada uno recibe una condena de tres anos.

Si el sospechoso 1 quiere decidir qué accion tomar, puede analizar los posibles escenarios
segun lo que haga el sospechoso 2. Si el sospechoso 2 opta por guardar silencio, la mejor
respuesta del sospechoso 1 es delatar, ya que asi obtiene una pena menor (queda libre en
lugar de cumplir un afio). Por otro lado, si el sospechoso 2 decide delatar, la mejor respuesta
del sospechoso 1 vuelve a ser delatar, pues de esta forma recibe tres afios en lugar de cuatro.

Si repetimos este razonamiento desde la perspectiva del sospechoso 2, llegamos a la
misma conclusién: sin importar lo que haga el otro, la mejor respuesta siempre es delatar. En
consecuencia, ambos terminan eligiendo esta estrategia. Este punto, donde cada jugador esti
tomando su mejor decision considerando las posibles acciones del otro, se conoce como un
Equilibrio de Nash.

Formalmente, un perfil de accién o es un equilibrio de Nash si, para cada jugador i, su
estrategia s; constituye la mejor respuesta al conjunto de estrategias de los demads jugadores.
En otras palabras, ningin jugador puede mejorar su resultado cambiando unilateralmente su
estrategia mientras los demds mantengan las suyas. En el dilema del prisionero, el equilibrio
de Nash corresponde al perfil ¢ = (Delatar, Delatar).

2.5. Estrategias mixtas

Hasta este punto solo se han considerado estrategias puras, es decir, aquellas en las que
un jugador elige una accion de forma determinista. Por ejemplo, en el juego de Piedra, Papel
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Sospechoso 2
Silencio Delatar
Silencio | —1,—1 —4.0
Delatar 0,—4 | —3,-3

Sospechoso 1

Tabla 2.2: Dilema del Prisionero en forma normal.

o Tijera, las estrategias puras son {Piedra, Papel, Tijera}, mientras que en el dilema del
prisionero son {Silencio, Delatar}.

Sin embargo, un jugador también puede adoptar una estrategia mixta, que consiste en
asignar probabilidades a cada una de sus estrategias puras. En este caso, la estrategia mixta
representa una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de estrategias posibles. Por
ejemplo, en el juego de Piedra, Papel o Tijera, una estrategia mixta podria ser (%, %,0), lo
que indica que el jugador elegird Piedra con probabilidad %, Papel con %, y nunca Tijera.

Para encontrar el equilibrio de Nash en estrategias mixtas del juego Piedra, Papel o Tijera,
se debe hallar un perfil en el que ningiin jugador tenga incentivos para modificar su estrategia,
considerando que ambos pueden usar estrategias mixtas.

Supéngase que el jugador 1 elige la estrategia mixta (r, p, s), donde r+ p+s = 1. El pago
esperado del jugador 2 al elegir cada una de sus estrategias puras se calcula como sigue:

1. Siel jugador 2 escoge Piedra:
O)r+(—Dp+(l)s=—p+s. (2.5)

2. Si el jugador 2 escoge Papel:
(Hr+0)p+(—1)s=r—s. (2.6)

3. Siel jugador 2 escoge Tijera:
(—=D)r+(1)p+(0)s =—r-+p. (2.7)

Para que el jugador 2 sea indiferente entre sus tres acciones, es necesario que estos tres
pagos esperados sean iguales. Al resolver el sistema de ecuaciones asociado a esta condicion,
se obtiene que la estrategia mixta (%, %, %) cumple con la condicién. En consecuencia, este
perfil en el que ambos eligen esta estrategia mixta constituye el equilibrio de Nash del juego

Piedra, Papel o Tijera.

2.6. Juego del bien comin

El Juego del Bien Comiin (JBC) modela la interaccion entre individuos que deciden si
contribuir con una cantidad ¢ al mantenimiento de un bien comun o, por el contrario, no
aportar nada. La suma de todas las contribuciones se multiplica por un factor de sinergia
1 <r <N,y el beneficio resultante se distribuye equitativamente entre todos los jugadores,
sin importar su nivel de cooperacion.
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Este juego puede entenderse como una generalizacion del dilema del prisionero para N
jugadores. En el dilema del prisionero, la mejor respuesta siempre corresponde a la estra-
tegia individualmente mds conveniente, que en ese caso es delatar, es decir, adoptar una
postura no cooperativa. De manera analoga, en el JBC la mejor respuesta frente a cualquier
combinacién de estrategias de los demds jugadores también es no cooperar. Por lo tanto, el
equilibrio de Nash en ambos juegos se alcanza cuando nadie coopera. Ademds, el JBC here-
da otra propiedad fundamental del dilema del prisionero: el perfil de acciones en el que todos
cooperan genera un beneficio individual mayor que el obtenido en el equilibrio de Nash, lo
que convierte a este juego en un dilema social.

Como ejemplo, considérese el juego del bien comin ilustrado en la Figura 2.2] en el
que un grupo de N = 5 jugadores comparte un bien comun representado por un manzano.
Supdngase que el manzano tiene un factor de sinergia » = 2. Cada jugador puede optar por
cooperar (C) y aportar al mantenimiento del drbol una cantidad ¢ = 1, o por no cooperar (D),
beneficidndose igualmente del recurso sin contribuir.

El juego del bien comiin considerando 5 jugadores se define como (J, (Si)ics, (4i)ics),
donde:

1. J=1{1,2,3,4,5}.
2. S;={C,D} paratodoi € J.

b

r={C,D}.
4. Un perfil de estrategias es o = (s1,52,53,54,55), con s; € {C,D}.

5. La funcién de utilidad para el jugador i se define como:

nc

—rc sis; =D
N
ui(o) = (2.8)
1
—<nC+ )rc—c sisi=C
N

donde n¢ es el nimero de jugadores distintos a i que eligen cooperar.

La utilidad de un jugador i cuando todos cooperan (¢ = (C,C,C,C,C)) se calcula como

441
ui(c):%a—l:l. 2.9)
Si el jugador i decidiera cambiar unilateralmente su estrategia y optar por no cooperar,

su utilidad seria 4

ui(o) = 5 -2=1.6, (2.10)
lo que muestra que, individualmente, le conviene no cooperar. Sin embargo, si todos los juga-
dores razonaran de la misma manera, el perfil de estrategias resultante seria 6 = (D,D,D,D, D),

y la utilidad de cada jugador i seria

2=0. @2.11)



Bajo estas circunstancias, si un jugador decidiera cooperar unilateralmente, su pago seria

ui(o) = < 2—1=-0.6, (2.12)
lo que muestra que no le conviene cambiar su estrategia. De esta manera, se alcanza un
equilibrio en el que nadie coopera, generando un beneficio individual menor que si todos
hubieran cooperado.

» ,i\ B ,ﬁ‘

® I

ig%%'ﬁ‘ 'Ré@‘»'ﬁ‘

o

w = w’ w w
Figura 2.2: A) Los cooperadores (verde) contribuyen al mantenimiento de un manzano,

mientras que los traidores (rojo) no lo hacen. B) Las manzanas producidas por el manzano
se reparten equitativamente entre todos los jugadores, sin importar si cooperaron o0 no.

2.7. Juego del bien comin con exclusion

En esta seccion se analiza una variante del juego del bien comun que incorpora un meca-
nismo de cooperaciéon como estrategia adicional. La literatura presenta diversos mecanismos
de cooperacion; sin embargo, en este trabajo se considera exclusivamente la exclusién como
herramienta para fomentar la cooperacion.

La exclusién introduce una tercera estrategia, denominada EC, en la que los jugadores
no solo contribuyen con una cantidad ¢ al mantenimiento del bien comun, sino que también
realizan un pago adicional dp a una institucion encargada de excluir del beneficio a quienes
decidan no cooperar.

Se asume que basta con que un solo jugador efectie el pago dp para que todos los trai-
dores sean excluidos, de modo que el recurso se reparta tinicamente entre cooperadores (C)
y excluidores (EC). Este modelo se denomina juego del bien comiin con exclusion de primer
orden, ya que Unicamente se excluye a los no cooperadores, mientras que quienes cooperan
sin pagar a la institucion no son penalizados. La Figura [2.3]ilustra este escenario aplicado al
ejemplo del manzano utilizado en la seccién anterior.

La representacion formal de este modelo es la triada (J, (S;)ies, (4;)ics), donde:

1. J={1,2,....,5}.
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2. Si={C,D,EC} paratodoi € J.
3. £={C,D,EC}°.
4. Un perfil de estrategias es 6 = (s1,52,53,54,55), con s; € {C,D,EC}.

5. La funcién de utilidad para el jugador i se define como:

(0 sis;=Dydjtal ques; =EC
ne . : _
Frc 31s,~—Dy§§]talquesj—EC
ui(o) =S rc—c sis;=Cydjtalques;=EC (2.13)
1
%m—c sisi:Cyﬂjtalquesj:EC
(rc—c—0p sis; =EC

St
11‘%74%;%1[‘ ’H‘~‘®‘»'ﬁ‘

) { .

Figura 2.3: A) Los excluidores (negro) contribuyen al mantenimiento del bien comun y rea-
lizan un pago adicional para excluir a los traidores del beneficio. B) El beneficio se reparte
equitativamente entre cooperadores y excluidores, excluyendo a los traidores.

También se considera el juego del bien comiin con exclusion de segundo orden, repre-
sentado en la Figura[2.4] En este caso, los excluidores no solo penalizan a los traidores, sino
también a los cooperadores que no participan en el mecanismo de cooperacion. La funcién
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de utilidad para el jugador i se define como:

l/tl'(G) =

;

\

(nc+ngc+1)

(nc+1)

rc—=c¢

nec+1

rc—c— Op

sis;=Dydjtal ques; =EC
sisi:Dyﬂjtalquesj:EC
sis;=Cydjtalques;=EC

(2.14)

sisj=Cy 3jtal ques; =EC

si Si =EC

donde ngc es el nimero de jugadores distintos a i que eligen excluir.

-

'ﬁ‘@'ﬁ‘

{ |

Figura 2.4: A) En la exclusion de segundo orden, los excluidores penalizan tanto a los trai-
dores como a los cooperadores pasivos. B) Solo los excluidores reciben el beneficio del bien
comun, dejando fuera a quienes no contribuyen al mecanismo de cooperacion.
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Capitulo 3

Teoria de juegos evolutivos

3.1. Antecedentes

Segtn Martin A. Nowak [[10], la teoria de juegos tradicional se centra en analizar la in-
teraccion entre un nimero reducido de jugadores, planteando cémo estos pueden maximizar
sus beneficios en el juego bajo el supuesto de que todos son plenamente conscientes de que
los demds también buscan maximizar sus pagos. Una de las principales limitaciones de estos
modelos radica en que, en la préctica, no es posible garantizar que los jugadores adopten un
comportamiento estrictamente racional.

En este contexto surge la teoria de juegos evolutivos, la cual no se fundamenta en la ra-
cionalidad de los jugadores, sino en procesos de evolucion. Tal como explica Nowak, aunque
Charles Darwin no fue el creador del concepto de evolucién, es uno de los cientificos méas
reconocidos en este dmbito por formular la teoria de la seleccién natural como mecanismo
de transformacion de las especies, idea que desarroll6 en su obra On the Origin of Species.
A lo largo del siglo siguiente, las contribuciones de numerosos investigadores desembocaron
en el trabajo de John Maynard Smith, quien en 1973 formul¢ la teoria de juegos evolutivos.

Esta teoria considera una poblacion de jugadores compuesta por diferentes tipos de in-
dividuos, entendidos como estrategias que los jugadores poseen desde el inicio, seglin una
distribucién inicial determinada. Dado que adopta numerosos conceptos de la biologia, el
proceso puede interpretarse como un juego que se desarrolla a lo largo de generaciones.
En la primera generacion, los individuos poseen estrategias predeterminadas y participan en
interacciones aleatorias dentro de la poblacion.

Los pagos obtenidos en estas interacciones se interpretan como aptitud, entendida como
la capacidad de una estrategia para reproducirse y, en consecuencia, aumentar su proporcion
en la poblacién en generaciones posteriores. Una estrategia exitosa en un juego evolutivo
equivale a una estrategia con éxito reproductivo: aquellas que obtienen mejores resultados
tienden a expandirse con mayor rapidez, mientras que las menos eficaces disminuyen progre-
sivamente su presencia hasta alcanzar, en algunos casos, la extincion. Este proceso constituye
el andlogo de la seleccion natural en el marco de los juegos evolutivos.
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3.2. Dinamica evolutiva

De acuerdo con Nowak [10], los tres componentes fundamentales de la dindmica evoluti-
va son la replicacion, la seleccion y la mutacion, conceptos que se aplican a todo organismo
bioldgico.

Para que exista replicacion en un proceso evolutivo, es necesaria la presencia de una
poblacién de individuos reproductores. Durante la reproduccién, por ejemplo en los seres
humanos, el ADN se replica y se transmite a la descendencia.

La seleccion ocurre cuando diferentes tipos de individuos dentro de una poblacién com-
piten entre si. Aquellos que logran reproducirse con mayor rapidez incrementan su presencia
relativa en la poblacion.

La mutacion se produce cuando, durante la replicacidn, ocurren errores en la copia del
material genético, generando variantes que contribuyen a la diversidad poblacional.

En el presente trabajo no se consideran procesos de mutacion; los modelos analizados
incluyen tnicamente replicacion y seleccion. Esta eleccion se debe a que, aun sin mutacion,
dichos elementos son suficientes para generar modelos de elevada complejidad, capaces de
ofrecer nuevas perspectivas y aportar informacion relevante sobre los fenémenos estudiados.

3.2.1. Modelo de crecimiento poblacional

Inspirdndose en el desarrollo tedrico presentado por Nowak [10], Gintis [11] y Hofbauer
y Sigmund [9], se inicia el andlisis con el modelo de crecimiento irrestricto, punto de partida
hacia la formulacién de la ecuacién del replicador. Sea x(¢) el tamafio de la poblacién en el
instante 7. En la realidad, x(¢) adopta valores enteros (x : R — Z), ya que no existen fracciones
de individuos. Sin embargo, cuando la poblacién es lo suficientemente grande, los cambios
discretos en el nimero de individuos resultan insignificantes a escala macroscépica. En tales
casos, es posible aproximar x(7) mediante una funcién x : R — R y suponer la existencia de
su derivada temporal:

(1) :Al,fglox(tJrAAti_X(t)' G.1)

En este marco, los valores fraccionarios de x(¢) pueden interpretarse como el nimero
promedio esperado de individuos en miiltiples realizaciones del sistema. La razén R = x/x
corresponde a la tasa de crecimiento per cdpita, es decir, la contribucién promedio de cada
individuo al crecimiento poblacional. Si la tasa de crecimiento es constante, se obtiene la
ecuacion diferencial:

X = Rx, (3.2)
cuya solucién describe un crecimiento exponencial:

x(t) = xpe™, (3.3)

donde x( representa la condicion inicial. Este modelo describe un crecimiento exponen-
cial continuo, en el que las generaciones no son discretas: nacimientos y muertes pueden
ocurrir en cualquier instante.
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3.2.2. Modelo de crecimiento poblacional con capacidad de carga limi-
tada

Cuando se considera la existencia de recursos limitados, el crecimiento de la poblacién
puede modelarse mediante la ecuacidn logistica:

x:m(p}%), (3.4)

donde M representa el tamafio poblacional mdximo que el entorno puede sostener. Este
modelo resulta adecuado cuando xo < M, ya que asume que la tasa de reproduccién es R,
pero el crecimiento se desacelera a medida que la poblacién se aproxima a M, debido a la
disponibilidad finita de recursos. La solucién de la ecuacién logistica es:

t) Mxge™
X =
M +xp(eR —1)’

lo que describe un crecimiento inicialmente rapido que se estabiliza conforme la pobla-
cién alcanza su limite maximo.

(3.5)

3.2.3. Modelo de seleccion en poblaciones

La seleccion natural se manifiesta cuando coexisten en la poblacion diferentes tipos de
individuos con tasas de reproduccién distintas. Considérense dos tipos: A y B, con tasas de
reproduccion f, y fj, respectivamente. La tasa de reproduccion se interpreta como la aptitud
(fitness), y se asume que esta es un nimero real no negativo.

Se supone que la poblacién total mantiene un tamafio constante en el tiempo, lo que co-
rresponde al limite impuesto por la capacidad del entorno. En este escenario, no se producen
variaciones en el nimero total de individuos, sino Unicamente cambios en la composicion
relativa de la poblacion.

Sea x(t) la abundancia relativa de individuos tipo A en el tiempo 7, y y(¢) la abundancia
relativa de individuos tipo B. La abundancia relativa se define como la proporcion de in-
dividuos de un tipo especifico respecto al total. Dado que el tamafio poblacional es fijo, se
cumple:

x+y=1. (3.6)

La dindmica para dos tipos estd descrita por el sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales:

=.
I

xX(fa— f(x,3)),

y:y(fb_f(x7y>)7 (3.7)

donde f(x,y) = f.x+ fuy es la aptitud promedio de la poblacién. Restar a las aptitudes
la aptitud promedio de la poblacion garantiza la conservacion de la condicién x+y = 1.

El modelo puede generalizarse a n tipos de individuos. Sea x;() la fraccion de individuos
del tipo 7, con aptitud f;. La aptitud promedio se define como:
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fx) =Y xifi (3.8)
i=1

La dinamica evolutiva se describe mediante:

)'ci:xi(fi—f(x)), i=1,...,n. (3.9

La fraccién x; aumenta cuando la aptitud del tipo i excede el valor promedio f(x).

El conjunto de puntos que satisfacen ;' ; x; = 1 se denomina simplex S,. La Figura
ilustra los simplex correspondientes a poblaciones con dos, tres y cuatro tipos de individuos.
Cada punto en el simplex representa un estado particular de la poblacion.

El interior del simplex estd formado por los vectores x = (xp,...,x,) tales que x; > 0 para
todo i. Las caras corresponden a configuraciones donde al menos un componente x; = 0, y
los vértices describen poblaciones puras, es decir, configuraciones en las que un tnico tipo
estd presente (x; = 1 y x; = 0 para todo j # i).

S2 53 S4

Figura 3.1: Representacion de los simplex 87, 83,84.

3.2.4. Ecuacion del replicador

En los apartados anteriores, la aptitud de los diferentes tipos de individuos se considerd
constante. Sin embargo, ahora se asume que la aptitud de cada individuo de tipoi=1,...,n
es una funcién f; : R” — R, de modo que fj(x) depende de las abundancias relativas de los
distintos tipos en la poblacion.

Esta generalizacion del modelo anterior conduce a la ecuacion del replicador, introduci-
da por primera vez en el trabajo de Peter D. Taylor y Leo B. Jonker [29].

La ecuacion del replicador se expresa como:

xi:xi(fi(x)—f_(x)), i=1,...,n (3.10)

3.3. Juego del bien comin evolutivo

Para definir un juego evolutivo es necesario especificar tres elementos fundamentales.
Primero, la estructura de interaccion, que en este caso corresponde al juego estatico del bien
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comun descrito anteriormente. Segundo, los tipos de agentes, entendidos como las posibles
posturas que pueden adoptar los individuos. Aqui se consideran dos tipos: cooperadores y
traidores. Finalmente, se define la estructura de la poblacion. En este capitulo se asume una
poblacién infinitamente grande y bien mezclada, lo que implica que cada individuo puede
interactuar con cualquier otro con igual probabilidad.

La dindmica evolutiva procede de la siguiente manera. De forma aleatoria, se selecciona
un grupo de N individuos para participar en el JBC. Una vez concluida la interaccion, cada
jugador compara su pago con el de otro individuo elegido al azar. Si su pago es mayor o igual,
conserva su estrategia; en caso contrario, adopta la estrategia del otro. Bajo este mecanismo,
las estrategias que otorgan mayores beneficios tienden a propagarse con mayor frecuencia.

Sea x(¢) la proporcién de cooperadores en el tiempo 7, y y(¢) la proporcién de traidores,
con x+y = 1. La evolucién de las estrategias en el tiempo se describe mediante la ecuacién
del replicador:

X =x(felx,y) — f(x,y)), (3.11)
y=y(fi(x,y) = F(x,y)),

donde f;(x,y) y fy(x,y) representan las aptitudes de cooperadores y traidores, definidas
como el pago esperado de cada postura dado el estado actual de la poblacion.

Para calcular el pago esperado tomamos como referencia el andlisis del JBC del capitulo
anterior. Sea i un individuo que forma parte de un grupo de N jugadores y sea N¢ una variable
aleatoria discreta que representa el nimero de jugadores distintos a i que cooperan en el
grupo. Si el jugador i coopera, su pago esperado se escribe como

Mrc_c} _EN]+1 (3.12)

fx(x,y) :E{ N N

El nimero de cooperadores entre los otros N — 1 jugadores puede modelarse como una
variable aleatoria binomial, puesto que cada uno puede ser cooperador o traidor. Entonces,

—1
P(N¢ = n¢) = (Nnc )x"CyN_l_"C, (3.13)

donde x es la probabilidad de que un individuo sea cooperador y y = 1 —x la probabilidad
de que sea traidor. El valor esperado de N¢ es

-1 .
E[N¢] = NZ ne (N 1>x”CyN1"C = (N—1)x. (3.14)

nc=0 nc

Sustituyendo obtenemos el pago esperado de un cooperador:

felx,y) = Wrc—c. (3.15)

De forma similar, el pago esperado de un traidor viene dado por:

rc= rc. (3.16)

Ne } _ENG]  (N—1)x
N N



La aptitud promedio de la poblacion es:

flxy) =xfe(x,y) +yf(x,y). (3.17)

Como y = 1 —x, el sistema (3.11)) se reduce a una sola ecuacién diferencial:

i= (%—1) ex(1—x), (3.18)

la cual corresponde a la ecuacion logistica que modela el crecimiento poblacional con
capacidad de carga limitada. En este caso, la capacidad méxima es M = 1, pues se trabaja con
abundancias relativas, y la tasa de reproduccion R se reemplaza por (]%[ — 1) ¢, que representa
la tasa de crecimiento de los cooperadores.

El signo de 5 — 1 determina la dindmica:

1. Sir> N, los cooperadores aumentan hasta dominar completamente la poblacion.
2. Sir <N, los cooperadores decrecen hasta su extincion.

3. Si r = N, las proporciones de cooperadores y traidores permanecen constantes en el
tiempo.

3.4. JBC evolutivo con exclusion de primer orden

Asumimos una poblacién infinitamente grande y bien mezclada, como se indic6 en la
seccion anterior. En este juego evolutivo la estructura de interaccion viene dada por el juego
estatico del bien comiin con exclusion de primer orden, y los individuos pueden adoptar
tres posturas posibles: cooperador, traidor o excluidor. Denotamos por x(), y(t) y z(t) las
abundancias relativas de cooperadores, traidores y excluidores respectivamente, de modo
que x+y+z=1.

La dindmica evolutiva de las abundancias relativas se modela con la ecuacién del replica-
dor. Tal como se hara en las secciones siguientes, se omite la dependencia explicita de las ap-
titudes con respecto a las abundancias relativas y, por simplicidad, se escribe fy(x,y,z) = fx,
(6 3,2) = fys f2(x,3,2) = fo y f(x,5,2) = f. Asi, el sistema queda expresado como:

x=x(fi—f), (3.19)
y:y<fy_f_)7
Z:Z(fz_f_)-

En el JBC con exclusién de primer orden, la utilidad individual del jugador i viene dada
por la ecuacién (2.13)). En particular, para un cooperador hay dos escenarios relevantes segtin
si en el resto del grupo existe al menos un excluidor o no:

1. Ninguno de los cojugadores es excluidor (Ngc = 0).

2. Al menos uno de los cojugadores es excluidor (Ngc > 0).
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Por lo tanto, el pago esperado para un cooperador es:

fo=P(Ngc = O)E {wc —¢|Nge = 0} +P(Ngc > O)E [rc —¢|Nge > o] . (3.20)
B(Ngc = ( NC|NEC = 0] + l)rc_c> B(Npe > 0) (re— ).
NEC— ( NC|NEC_ ]+1)rc> —HP)(NEC >0) (I’C)—C,
(

(-9 (E[NC’NEC‘ P - (-9 e

donde
E [Nc|Ngc = 0] = Y ncP(Ne = ne|Nge = 0), (3.21)

nc

_ Nc—ncpNEc—O)

- Z nc )
nc= =0 NEC o 0)

_ P(Nc = nc,Ngc = 0)

- Z I’lC )
nc= =0 NEC - 0)

— nc
=) nc (1—g™-1
— (N 1) ncyN 1- nc

- Z e 1_Z nc I_Z)N 1—nc’

nc=0

nc N—]—nc
L)) )
ne—0 nc 1—z 1—z
=(N-1 .
(V-1

Por lo tanto, el pago esperado de un cooperador es:

_re(N—=1)y
=rc—c—(1-gN 11— 3.22
S (1-2) N(1—72) (.22
El pago esperado de un traidor se obtiene de manera andloga a partir de (2.13):
Ncl’
fy=P(Ngc = O)E Tc‘NEC — 0| +P(Nec > O)E [O)NEC > o} . (3.23)
E|[Nc|Ngc =0
:P(NEC:O) ( [ C| EC ]rC) y
N
_(1— gV re(N — 1)x.
N(1—z)
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Finalmente, el pago esperado de un excluidor es:

fe=rc—c—op. (3.24)

Como z =1 —x—Yy, el sistema se reduce a dos ecuaciones diferenciales:

i=x[(1-x)(fi—f2) —y(fy - )]s (3.25)
y :)’[(1 _y)(fy_fz) _x(fx_fz)]-

El sistema tiene cuatro puntos de equilibrio. Los tres primeros corresponden a puntos
silla y se ubican en los vertices del simplex, mientras que el cuarto es un punto interno y es
un centro-foco [28] que se obtiene como:

[N(r—l)rl“_‘s” [wa’iii]m O m%};]m 1_{N(r—1)}’\’1—'
r(N—1) (r—=1)c = (r—=1)c 1

(3.26)

La Figura[3.2]muestra la dindmica evolutiva del sistema bajo ciertas condiciones iniciales
y pardmetros, y la Figura [3.3]ilustra las direcciones del campo vectorial en el plano x-y. Se
concluye que, en este modelo, si el estado inicial se encuentra en el interior del simplex 83,
los tres tipos de individuos coexisten. A diferencia del modelo sin exclusiéon, donde en el
interior del simplex los cooperadores se extinguian para 1 < r < N, en este caso ninguna
estrategia desaparece y las tres persisten en la poblacion. En este modelo las estrategias solo
se extinguen si el estado inicial es un punto que pertenece a una de las caras del simplex.

Dinamica Evolutiva

o
©
T
m
(9]

Abundancia relativa
o o o o o o
@ P o > = ®
T
L

<
o

0.1

I
0 50 100 150

Figura 3.2: Dindmica evolutiva del sistema (3.23)) con pardmetros ¢ = 1, r =2, N = 5,
op=0.5x=0.6,y0=0.2yz90=0.2.
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Direccion del campo vectorial en el plano x-y
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Figura 3.3: El tridngulo verde representa el espacio de estados. Los puntos amarillos indican
poblaciones puras en los vértices del simplex, mientras que el punto rojo corresponde al
punto critico interno (0.445,0.445,0.110). Pardametros: c=1,r=2,N=5y dp =0.5.

3.5. JBC evolutivo con exclusion de segundo orden

Se considera el caso en el que los individuos de la poblacién interactian mediante el JBC
con exclusion de segundo orden. Al igual que en el modelo anterior, la dindmica evolutiva se
describe mediante un sistema de tres ecuaciones del replicador que, utilizandoz=1—x—y,
se reduce a dos ecuaciones diferenciales correspondientes al sistema (3.23). La diferencia
radica en los pagos esperados, calculados segtn la ecuacién (2.14)), siguiendo un desarrollo
andlogo al de la seccidén anterior.

El pago esperado de un cooperador es:

fo = P(Ngc = O)E {M

c— C‘NEC - 0} +P(Nge > O)E [—C‘NEC > o} . (327

=(1-g""! <(E [NC|NE§V: 0 —|—1)rc_c> —[1—(1=2)" e,
(N—1)x ,

= (1—z)N! %C —¢,

_ re(l—z+(N—1)x)

=(1-9"" N(1—72) e

El pago esperado de un traidor es idéntico al obtenido en el modelo con exclusién de
primer orden:

N1 rc(N—1)x

fr=0-2) N(1-2)

(3.28)

24



Por su parte, el pago esperado de un excluidor es:

N -+ Nge -+ 1
fZ:E[( et )rc_c_ap}, (3.29)
N,

_ (]E [NECC-I— J +1) rc—c— 8p. (3.30)

donde

NC N—1N—1-n¢ ne

_ P(Nr = ne. N — 3.31
] £ v o
R N_l_”C 1 (N_ 1)' N*lfncanC.

xnCZnECy
nc=0 ngc=0 ngc+1 (nc — 1)!I’lEc!(N— 1—nc —nEc)!

(3.32)

Bajo los cambios de variable ni. = nc — 1, ny = ngc+1y N' = N — 1, obtenemos:

'_1{N'—n!
NC XN ! ¢ N/' o - /
- _ ne MpcyN —e—Npe
II:4-W:|:N +1 _Z n/ 'I’ll |(N/_n/ _n/ )’X < y 9 (333)
EC n.=0ny—1"C"EC ¢~ "Eec):
XNLINLnIC / N /
= g Z IED(NC = nC7NEC = l’lEc), (334)
n.=0n/, =1
C EC

donde, debido a los limites de las sumatorias, los términos correspondientes a ”}zc =0no
se incluyen, es decir, la doble suma excluye todos los pares (ng, ng-) = (0,0),(1,0),...,(N’,0).
En consecuencia, la probabilidad total representada por la doble suma equivale a 1 —IP(Np =
0), y por tanto:

E{ Ne }:J—C(I—IP’(N,’SC=O)), (3.35)
N’ /
=X (]\f)x"’c,vN""’c : (3.36)
0

_ )ZC (1 - (x+y)N’>. (3.37)
Finalmente, obtenemos:

rex [1—(1—z)N—!
= [ ( ) } +rc—c— Op. (3.38)
Z
En este sistema existen unicamente tres puntos de equilibrio, correspondientes a los vér-
tices del simplex. El punto (0,0, 1), que representa una poblacién compuesta exclusivamente

por excluidores, es estable, mientras que los otros dos vértices son inestables [28]].
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De este modelo se concluye que, cuando hay excluidores en la poblacién, su aptitud les
confiere la mayor ventaja reproductiva, provocando la extincion de las demds estrategias, co-
mo se observa en la Figura[3.4] Para condiciones iniciales localizadas en la cara del simplex
sin excluidores y con una combinacion de cooperadores y traidores, se obtiene un comporta-
miento andlogo al JBC evolutivo sin exclusion: los cooperadores se extinguen y los traidores
terminan dominando, tal como se muestra en la Figura |3;5[

Dinamica Evolutiva

4
©

Abundancia relativa
© o o o o o
w IS o o ~ ®

I
)

o

Figura 3.4: Dindmica evolutiva del sistema con pardmetros c = 1,r =2, N =5, dp = 0.5,
x0=0.6,y0=0.2yz9=0.2.

Direccion del campo vectorial en el plano x-y
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Figura 3.5: Direccién del campo vectorial en el espacio de estados. Los puntos amarillos
representan los puntos criticos. Pardmetros: c=1,r=2,N =5y 8p =0.5.
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Capitulo 4

Juego del bien comiin evolutivo en redes
complejas

4.1. JBC evolutivo en redes complejas

4.1.1. Modelo basado en agentes

En una poblacion real no resulta realista suponer que todos los individuos tienen la posi-
bilidad de interactuar con cualquier otro miembro. Por ejemplo, la probabilidad de que dos
personas elegidas al azar dentro de la poblacién mundial lleguen a encontrarse es extrema-
damente baja y puede considerarse despreciable. En cambio, la mayoria de los individuos
mantiene interacciones frecuentes dentro de un circulo reducido de conocidos, mientras que
la mayor parte de la poblacién queda fuera de su red habitual de contactos. Este patrén de
interacciones puede modelarse mediante una red.

Para describir el JBC evolutivo en una poblacion estructurada se considera una poblacion
de N, individuos compuesta por cooperadores y traidores, donde cada individuo esta repre-
sentado por un nodo en una red. Cada nodo participa simultineamente en un juego con sus
vecinos inmediatos, como se ilustra en la Figura 4.1} Una vez completados los N), juegos,
las estrategias se actualizan mediante un proceso de aprendizaje social [30], en el cual los
nodos comparan sus pagos con los de sus vecinos. Cada nodo i selecciona aleatoriamente a
uno de sus vecinos v; y compara el pago que obtuvo como anfitrién del juego, denotado por
u;, con el pago que ese vecino obtuvo en el mismo juego, u;,. La probabilidad de que el nodo
i adopte la estrategia de su vecino se modela mediante una funcién sigmoidea:

1

T4 e —u)’

la cual asigna una mayor probabilidad de imitacién a los vecinos cuyo pago fue signi-
ficativamente superior al del anfitrién. Este proceso ocurre de manera paralela en todos los
nodos y se repite en cada iteracion, generando asi la dindmica evolutiva de la poblacién.
Cabe mencionar que en otros modelos del JBC evolutivo los pagos acumulados de los k;
juegos de cada nodo i también se consideran [31]. No obstante, en este trabajo se descarta
ese mecanismo con el fin de simplificar la dindmica y reducir la carga computacional de las
simulaciones.

4.1

sgm(u;,, u;) =
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A) B)

Figura 4.1: A) Red donde los nodos rojos representan a los traidores y los verdes a los coope-
radores. B) El contorno representa el grupo formado alrededor del nodo i.

Para simular el JBC evolutivo en redes se gener6 una red libre de escala de N, = 500 no-
dos utilizando el modelo de Barabdsi-Albert. Se partié de una red completamente conectada
de 3 nodos, y en cada iteracién se afiadié un nuevo nodo con 3 enlaces siguiendo el meca-
nismo de conexion preferencial. La red resultante presentd un coeficiente de agrupamiento
promedio de 0.06 y una longitud de camino promedio de 3.1. Aunque se obtuvo a partir de
una sola realizacion, se asumi6 que estas métricas son representativas del comportamiento
promedio de redes libres de escala. La distribucién de grados de la red generada se muestra

en la Figurad.2]

Histograma de grados de la red libre de escala

250
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-
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o

Frecuencia
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Figura 4.2: Histograma de grados de la red generada.
El objetivo de la simulacién es analizar la dindmica evolutiva de las abundancias relativas
de cooperadores y traidores bajo diferentes distribuciones iniciales. A diferencia del modelo

con poblacion bien mezclada estudiado en el capitulo anterior, donde una condicién inicial
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(x0,y0) representa un tnico estado, en poblaciones estructuradas una misma condicién global
puede materializarse en multiples configuraciones de la red. Por ejemplo, no es equivalente
asignar a los cooperadores los nodos mds conectados y a los traidores los menos conectados,
o viceversa. Para explorar estos escenarios se definieron dos clases de nodos:

1. Clase 1: Nodos con muchas conexiones.

2. Clase 2: Nodos con pocas conexiones.

Al analizar la red, se observo que el 90% de los nodos poseen grados en el intervalo
[3, 10], mientras que el 10% restante tiene grados en el intervalo [11,80]. Estos grupos se
definieron como clase 1 y clase 2, respectivamente (véase Figura [4.3)). Esta separacion re-
sulta interesante ya que permite evaluar el impacto de los nodos altamente conectados en la
dindmica global, a pesar de constituir solo una fraccion minoritaria de la poblacion.

Frecuencia de grados en la red

500

[ Histograma de grados
450 ["Histograma por intervalos de grados | 1
400
350 |
© 300
3
c
L 250 |
I3
o
L 2001
150
100 r
50
0 — 1 ‘ ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 4.3: Distribucién de grados de la red generada. En el histograma por clases, la clase 1
contiene nodos con 3 < k < 10 (90 % de la red), y la clase 2 nodos con 11 < k < 80 (10 %).
La clase 1 presenta un grado promedio k = 4.3, mientras que la clase 2 alcanza k = 22.2.

Se establecié como condicidn inicial global que el 90 % de los nodos fueran cooperadores
y el 10 % restante traidores, con el fin de observar con mayor detalle el proceso de extincidén
de la cooperacion. Se definieron tres escenarios:

1. Asignacion uniforme: ambas clases contienen 90 % de cooperadores y 10% de trai-
dores.

2. Concentracion de cooperadores en clase 2: se asigna el mayor nimero posible de
cooperadores a los nodos més conectados (clase 2), manteniendo la proporcion global
inicial.
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3. Concentracion de traidores en clase 2: se asigna el mayor niimero posible de traido-
res a la clase 2, sin alterar la proporcién global inicial.

Como se muestra en la Figura[4.4] cuando los traidores se concentran en los nodos de la
clase 2, la extincion de los cooperadores ocurre de manera mucho més rdpida. En cambio, en
los otros dos escenarios la desaparicion de los cooperadores fue significativamente més lenta,
siendo apenas mds rdpida en la distribucion uniforme que en la concentracion de coopera-
dores en la clase 2. Estos resultados evidencian la fuerte influencia de los nodos altamente
conectados en la dinamica evolutiva, caracteristica inherente a las redes libres de escala.

Dinamica de los cooperadores
Modelo basado en agentes

Uniforme

Cenclase 2

=D en clase 2

20

Figura 4.4: Dindmica de los cooperadores al simular el JBC evolutivo en una red libre de es-
cala bajo distintos escenarios. Los resultados corresponden al promedio de 100 realizaciones
independientes y las barras de error representan la desviacion estdndar. Pardmetros: ¢ = 1,
r=2,x=09yy)=0.1.

4.1.2. Modelo bajo aproximacion por clases de nodos

El modelo bajo aproximacién por clases de nodos se inspira en la metodologia desarrolla-
da por Pastor-Satorras y colaboradores en el contexto de modelos epidemioldgicos [15/19].
En dichos trabajos se asume que los nodos con el mismo nimero de vecinos presentan un
comportamiento promedio similar, lo que permite agruparlos en clases segin su grado. De
esta forma, cada clase representa a los nodos con k vecinos.

En este trabajo se adopta dicha idea, agrupando los nodos en funcién de intervalos de
grado, de modo que cada nodo se asigna a la clase correspondiente segin su nimero de
conexiones. En particular, se trabaja con dos clases: una clase que agrupa a los nodos con
pocos enlaces y otra que concentra a los nodos con un alto niimero de conexiones.

Bajo este planteamiento, para modelar la dindmica evolutiva de las abundancias relativas
de cooperadores y traidores, se describen los posibles estados de un nodo de clase ¢ mediante
un diagrama, como se muestra en la Figura donde ¢ € {1,2,...,Pmax} representa la
clase. En este esquema, Py. .. y Py, corresponden a las probabilidades de que un nodo
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cooperador de clase ¢ permanezca como cooperador o cambie a traidor, respectivamente.
De manera andloga, Py, ., y Py, . denotan las probabilidades de transicion de un traidor de
clase ¢.

P¢c—>D

—_—_————

Ppcc Q Py, .c Pypp

Figura 4.5: Diagrama de estados de un jugador del JBC evolutivo en una red compleja.

La probabilidad de que un individuo en la red cambie de estrategia se obtiene como la
probabilidad conjunta de dos eventos: que, después de jugar el JBC, el nodo seleccione al
azar a un vecino cuya estrategia sea distinta de la propia, y que dicho vecino haya obtenido
un pago suficientemente mayor como para que el nodo decida imitarlo.

En particular, la probabilidad de que un nodo cooperador de clase ¢ se convierta en
traidor en la siguiente generacion corresponde a la probabilidad de que, al comparar su pago
con el de un vecino elegido al azar, dicho vecino resulte ser traidor y, ademas, el cooperador
decida adoptar su estrategia. Esto puede expresarse como

Py, = IP(vecino es traidor, imitar al vecino) 4.2)

= P(imitar al vecino | vecino es traidor) IP(vecino es traidor). (4.3)

Como se defini6 en la ecuacioén [@.1] la probabilidad de imitacién condicional se modela
mediante una funcién sigmoidea que compara los pagos esperados del individuo focal y del
vecino. En este caso,

P(imitar al vecino | vecino es traidor) = sgm(fy,, fx, ), 4.4)

donde fy, y fy, representan los pagos esperados de un cooperador y un traidor en un
grupo formado por un nodo de clase ¢.

Por otra parte, la probabilidad de que el vecino elegido sea traidor puede obtenerse me-
diante el teorema de probabilidad total:

P(vecino es traidor) = ZIP’(Vecino es traidor | vecino es clase a) P(vecino es clase ).
o

4.5)

Para cada clase o, la probabilidad condicional de que un vecino sea traidor viene dada
por

[P(vecino es traidor | vecino es clase @) = yq = 1 —xq, (4.6)

mientras que
IP(vecino es clase o) = Vy,, 4.7)
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donde vy, denota la probabilidad de que un vecino de un nodo de clase ¢ pertenezca a la
clase a.
De este modo,

P(vecino es traidor) = yg, = Y (1 — xa) Vs, (4.8)

o

y andlogamente, la probabilidad de que el vecino sea cooperador es

IP(vecino es cooperador) = x¢, = Zxa Voo 4.9)

o

Con estos elementos, las probabilidades de transicién entre estrategias pueden escribirse
de forma compacta como:

Poep = ng(fy¢afx¢)2(1 _xa)v%m Poe e =1 =Py ps (4.10)
o

P‘PD%C = ng(fX¢7fy¢>Z‘xav¢a7 P¢D~>D = 1 - P¢DHC'
04

El pago esperado de un cooperador en un grupo formado por un nodo de clase ¢ viene
dado por

Neo +1
(Ne,, + VC_C}, @.11)

fro = { Ko+ 1

donde Ng,, es el nimero de vecinos cooperadores del nodo y l_<¢ es su grado promedio.
Suponiendo que N¢, sigue una distribucion binomial, se obtiene

(koxo, + D)r
fx¢ = I—C(PTC—C. (412)
De manera similar, el pago esperado de un traidor en un grupo formado por un nodo de
clase ¢ es

]_€¢X¢ r
=—""c. 4.13
Yo kq)-l-lc ( )

Seaxy(t) y yo () la fraccién de cooperadores y traidores de clase ¢ en el tiempo discreto
t. La evolucién temporal de estas fracciones estd dada por:

X (t + 1) = P¢Cﬁcx¢ (l‘) +P¢Dacy¢ (t), (4.14)
y¢(t+ 1) :P‘PDﬁDy(P(t) +P¢C~>Dx¢(t)'

Dado que en todo instante 7 se cumple que y4(7) = 1 —x4(7), basta resolver la ecuacion
para x4 (7) para conocer la dindmica completa.
Mediante una expansion de Taylor, se aproxima:

X¢<I+I)QX¢(I)+X¢(I), 4.15)
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lo que permite pasar de un modelo discreto a uno continuo:

Ko (1) =x(t+1) —x9(2). (4.16)

Asi, se obtiene una ecuacion diferencial no lineal:

(1) = Pay (1 =g (1)) = Poc_p s 1) (4.17)

Finalmente, las dindmicas evolutivas globales se obtienen ponderando las dindmicas de
cada clase segun su peso en la red:

‘Pmax
X = Zp¢x¢, y=1-—x, (4.18)
o=1

donde py es la fraccion de nodos pertenecientes a la clase ¢.

4.1.3. Simulacion numérica

Con el modelo definido, se evalué su capacidad para reproducir la dindmica evolutiva del
JBC en una red libre de escala generada. De manera andloga al modelo basado en agentes, se
definieron dos clases ¢ € {1,2}. Los coeficientes vy, se calcularon numéricamente a partir
de la red, obteniéndose:

vy, = 0.556, (4.19)
vi,=1-vq,,
Vo, = 0.756,
vy, =1—-wy.
(4.20)

Las condiciones iniciales para los tres escenarios de andlisis fueron:
1. Asignacion uniforme:

x1 =0.90, x2 = 0.90. (4.21)

2. Concentracion de cooperadores en clase 2:

X1 = 0.89, Xy = 1. (4.22)

3. Concentracion de traidores en clase 2:

X1 = 1, Xy = 0. (4.23)

La dindmica evolutiva de los cooperadores obtenida mediante el modelo bajo aproxima-
cién por clases se muestra en la Figura[4.6] A simple vista, los resultados son consistentes
con los obtenidos en la simulacién basada en agentes: el escenario en el que los coopera-
dores desaparecen mds rapidamente corresponde a la concentracion de traidores en la clase
2, mientras que la desaparicion mds lenta ocurre cuando la mayoria de los cooperadores se
encuentra en dicha clase.
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Dinamica de los cooperadores
Modelo teérico

Uniforme
Cenclase 2

D en clase 2

Figura 4.6: Dindmica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo en una red libre de
escala bajo distintos escenarios. Pardmetros: ¢ = 1, r = 2, ki =43, ky =222, xg=0.9 y
Yo = 0.1.

4.2. JBC evolutivo con exclusion en redes complejas

4.2.1. Modelo basado en agentes

En esta seccidn analizamos el JBC evolutivo con exclusiéon de primer orden sobre la
misma red libre de escala generada en la seccion anterior. La principal diferencia respecto
al juego evolutivo previamente estudiado es que ahora, ademas de cooperadores y traidores,
incorporamos a los excluidores en la poblacion.

Para la simulacién de este juego en la red libre de escala se consider6 la condicion ini-
cial xo = 0.1, yo = 0.45 y zo = 0.45. Al igual que en la seccion anterior, se definieron dos
clases en la red y realizamos la simulacién del JBC evolutivo con exclusion de primer orden
considerando los siguientes cuatro escenarios iniciales:

1. Asignacion uniforme: ambas clases contienen 10% de cooperadores y 45 % de trai-
dores.

2. Concentracion de cooperadores en clase 2: se asigna la mayor cantidad posible de
cooperadores a los nodos mds conectados, manteniendo la proporcién global inicial.

3. Concentracion de traidores en clase 2: se asigna la mayor cantidad posible de trai-
dores a los nodos de clase 2, sin modificar la proporcién global inicial.

4. Concentracion de excluidores en clase 2: se asigna la mayor cantidad posible de
excluidores a los nodos de clase 2, manteniendo la proporcién global inicial.

Las Figuras 4.8 y 4.9 muestran la evolucién temporal de cada estrategia bajo los
cuatro escenarios descritos. Dado que la red utilizada es finita, en etapas avanzadas de la
simulacién es comun que alguna de las estrategias se extinga completamente, un fenémeno

34



que no aparece en el modelo tedrico, el cual asume una poblacion infinita. Por esta razon, la
comparacion entre el modelo basado en agentes y el modelo tedrico solo es vélida durante
las primeras generaciones, donde las tres estrategias siguen presentes y la dindmica no estd
dominada por efectos de tamaiio de la red.

Como se observa en las figuras, la dindmica depende de como se asignan inicialmente las
estrategias sobre la red. Esto implica que, aun manteniendo constantes las condiciones ini-
ciales globales (xg, yo, zo), distintos patrones de asignacién pueden generar comportamientos
evolutivos diferentes.

Dinamica de los cooperadores
Modelo basado en agentes

Figura 4.7: Dindmica de los cooperadores al simular el JBC evolutivo con exclusién de pri-
mer orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los resultados corresponden
al promedio de 30 realizaciones independientes y las barras de error representan la desvia-
cion estandar. Parametros: ¢ =1, r =2, 0p = 0.5, x0 = 0.1 y yg = 0.45.

Dinamica de los traidores
Modelo basado en agentes

Figura 4.8: Dindmica de los traidores al simular el JBC evolutivo con exclusion de primer
orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los resultados corresponden al
promedio de 30 realizaciones independientes y las barras de error representan la desviacion
estandar. Pardametros: c =1,r=2, 0p = 0.5, xo = 0.1 y yg = 0.45.
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Dinamica de los excluidores
Modelo basado en agentes

Figura 4.9: Dindmica de los excluidores al simular el JBC evolutivo con exclusion de primer
orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los resultados corresponden al
promedio de 30 realizaciones independientes y las barras de error representan la desviaciéon
estandar. Parametros: c =1,r=2, 0p = 0.5, xo = 0.1 y yo = 0.45.

4.2.2. Modelo bajo aproximacion por clases de nodos

Para modelar el JBC evolutivo con exclusiéon de primer orden sobre una red, utilizamos
una extension del modelo bajo aproximacién por clases de nodos definido en la seccién an-
terior. Dado que ahora existen tres estrategias en la poblacién, los nodos pueden encontrarse
en un tercer estado posible. El correspondiente diagrama de estados se muestra en la Figura

P $p-D

Figura 4.10: Diagrama de estados de un jugador del JBC evolutivo con exclusion de primer
orden en una red compleja.
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Las probabilidades de transicion entre estados se expresan como:

Pocp = y¢vsgm(fy¢ ) fx¢)7 Poe pc = Z¢vsgm(fz¢ ,fX¢)v (4.24)
Fop o = x(p‘,ng(fx(p ) fyq))’ Pop pc =29, ng(fz¢ 7fy¢ ),
Pope_c = x¢vsgm(fx¢afz¢)7 Pope p = y¢vsgm(fy¢ 7fZ¢)7
Pocc =1 =Py = Poc_c Pop o =1 =Py ,c = Popy_ s
Porcec = 1= Poge e = Pope_p-

Los pagos esperados fx,. fy, ¥ fz, se calculan a partir de las expresiones (3.22)), (3.23) y
(3.24)) para el JBC evolutivo con exclusién de primer orden en poblaciones bien mezcladas.

De este modo obtenemos:

; rcl_c¢yv¢
frg=rc—c—(1—2,,)/% = : (4.25)
0 9 (kg +1)(1 —2zy,)
7 rC]_€¢XV¢
Fro = (1=20,)" ,
o Vo (ko +1)(1—2zy,)
Jzy =1C—C—p.
De manera analoga a la seccion anterior, calculamos x¢,, yg, ¥ Z¢, COMO:
X =Y XaVoys Vo, =Y VaVeuws 26, = Y. ZaVeq- (4.26)
a o [0
El sistema de ecuaciones discretas que describe la dindmica de cada clase es:
X9 (1 41) = Pye_,o X () + Py, Y9 (1) + Pope_c 29 (1), (4.27)

Yo (t+1) = Py pyo (1) + Poc_pXg () + Popep29 (1),
2o (t+1) = Pope ez (1) + Poc %o (1) + Py yo (1)

Dado que en todo instante 7 se cumple que z¢(7) = 1 —x(7) —y4(7), basta con resolver
las ecuaciones para xy(7) y y¢(7) para obtener la dindimica completa.
Aplicando una expansion de Taylor se obtiene el sistema continuo:

Xo (t) = Pop .cVo (t) + Pope 29 (t) - (P¢C—>D + P¢C—>Ec) X¢ (t)’ (4.28)
Yo (t) = P‘PC—>DX¢(t) + Pope,pZo (t) - (P¢D—>c +P¢’D—>Ec)y¢<t)’

Las dindmicas globales se obtienen ponderando segun el peso de cada clase en la red:

¢’max ¢’max
xX= PoXo, y= Z PoYos z=1—x—y. (4.29)
o=1 o=1
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4.2.3. Simulacion numérica

Con el modelo definido, se analiz6 su capacidad para reproducir la dindmica evolutiva
del JBC con exclusion de primer orden sobre la red libre de escala generada en la primera
seccion de este capitulo. Los coeficientes Vg, son los mismos que en la seccién anterior
(.19), ya que dependen tnicamente de la estructura de la red.

Las condiciones iniciales para los cuatro escenarios de anélisis son:

1. Asignacion uniforme:

x1=0.1, x=0.1, y =045 y,=0.45. (4.30)

2. Concentracion de cooperadores en clase 2:

X1:0, XQZI, yle.SO, y2:0. (4.31)

3. Concentracion de traidores en clase 2:

X1:0.11, xz:O, y1:0.39, y2:1. (4.32)

4. Concentracion de excluidores en clase 2:

x1=0.11, x=0, y; =050, y,=0. (4.33)

La dindmica evolutiva obtenida mediante el modelo bajo aproximacion por clases se
muestra en las Figuras .11, 4. 12|y 4.13]

Para comparar los resultados del modelo teérico con los obtenidos mediante el modelo
basado en agentes, realizamos una simulacién numérica del sistema tedrico restringida tni-
camente al corto plazo. Esto se debe a que el modelo teérico asume una red infinita, mientras
que la simulacién basada en agentes se ejecuta sobre una red finita en la cual, tras varias
generaciones, algunas estrategias pueden desaparecer.

Los resultados muestran que el modelo tedrico reproduce de manera cualitativa las tra-
yectorias observadas en el modelo basado en agentes. Aunque no coinciden exactamente, las
tendencias iniciales son notablemente similares.

El modelo tedrico es capaz de capturar adecuadamente la dindmica temprana en redes
finitas. En consecuencia, constituye una herramienta util para predecir el comportamiento
del sistema en el corto plazo, incluso en escenarios donde la cantidad finita de nodos impide
que el modelo tedrico describa la dindmica completa en escalas de tiempo largas.
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Dinémica de los cooperadores
Modelo teérico

Figura 4.11: Dindmica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo con exclusion de
primer orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Pardmetros: ¢ = 1, r = 2,
Op =05,k =43,k =22.2,x9=0.1y yg = 0.45.

Dinamica de los traidores
Modelo tedrico

06—

04

0 10 20 30 40

Figura 4.12: Dindmica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo en una red libre de
escala bajo distintos escenarios. Parametros: ¢ = 1, r =2, 0p = 0.5, ky = 4.3, kp = 22.2,
X0 = 0.1 YYo= 0.45.
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Dinamica de los excluidores
Modelo teérico

mmmmmmm

Figura 4.13: Dindmica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo en una red libre de
escala bajo distintos escenarios. Pardmetros: ¢ = 1, r =2, p = 0.5, k; = 4.3, kp = 22.2,
X0 = 0.1 YYo= 0.45.

4.3. JBC evolutivo con exclusion de segundo orden en redes
complejas

4.3.1. Modelo basada en agentes

Analizamos ahora el JBC evolutivo con exclusiéon de segundo orden sobre una red libre
de escala. La diferencia fundamental respecto al modelo de la seccién anterior radica en que,
en este caso, los excluidores no solo sancionan a los traidores, sino que también excluyen a
los cooperadores.

Para la simulacion del juego evolutivo se considerd una condicion inicial con xg = 0.45,
yo =0.45y z9 = 1 —x9 — yo. La dindmica evolutiva se estudié de forma andloga a la descrita
previamente, bajo los mismos cuatro escenarios iniciales.

Las Figuras [4.14] [4.15] y [4.16] presentan los resultados obtenidos. Se observa que, en el
escenario concentracion de excluidores en clase 2, estos logran crecer rdpidamente hasta
dominar la poblacién, mientras que en el escenario concentracion de traidores en clase 2 el
dominio de los excluidores se alcanza de forma mds lenta. Este comportamiento resalta, una
vez mas, la influencia de los nodos altamente conectados en la propagacion de las estrategias
a través de la red.

40



Dinamica de los cooperadores
Modelo basado en agentes
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Figura 4.14: Dindmica de los cooperadores al simular el JBC evolutivo con exclusion de se-
gundo orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los resultados corresponden
al promedio de 30 realizaciones independientes y las barras de error representan la desvia-
cion estandar. Parametros: ¢ = 1, r =2, op = 0.5, xo = 0.45 y yo = 0.45.

Dinamica de los traidores
Modelo basado en agentes
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Figura 4.15: Dindmica de los traidores al simular el JBC evolutivo con exclusion de segundo
orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los resultados corresponden al
promedio de 30 realizaciones independientes y las barras de error representan la desviacion
estandar. Pardametros: c =1, r =2, op = 0.5, xo = 0.45 y yo = 0.45.
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DInamica de los excluidores
Modelo basado en agentes
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Figura 4.16: Dindmica de los excluidores al simular el JBC evolutivo con exclusion de se-
gundo orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Los resultados corresponden
al promedio de 30 realizaciones independientes y las barras de error representan la desvia-
cién estandar. Pardmetros: ¢ = 1, r =2, 6p = 0.5, xo = 0.45 y yg = 0.45.

4.3.2. Modelo bajo aproximacion por clases de nodos

Para modelar el JBC evolutivo con exclusion de segundo orden se utilizé el mismo marco
tedrico descrito para el caso de exclusion de primer orden, con la dnica diferencia en la
definicion de los pagos esperados. En este escenario, las expresiones se obtienen adaptando

las ecuaciones (3.27), (3.28) y (3.38)) al caso de redes, resultando:

o re(1—zy, +kpxy,)

= (1 —zp,)"0—= —c, 4.34
- rcl_cq,xv
= (1—2z, ko _ ¢ ,
fy¢ ( v¢) (k¢+1)(1—zv¢)
rexy, [1—(1 —qu,)]_“f’
Joo = +rc—c— Op.

vy

4.3.3. Simulacion numérica

Definidos los pagos esperados, se evalud la capacidad del modelo bajo aproximacién por
clases de nodos para reproducir las dindmicas evolutivas observadas en las simulaciones de
agentes. Las condiciones iniciales de los cuatro escenarios de andlisis fueron:

1. Asignacion uniforme:

x1 =045, x, =045, y; =045 y,=0.45. (4.35)
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2. Concentracion de cooperadores en clase 2:

x1 =039, x»=1, y =050, y,=0. (4.36)

3. Concentracion de traidores en clase 2:

X1 = 0.50, Xy = 0, y1 = 0.39, Y2 = 1. (4.37)

4. Concentracion de excluidores en clase 2:

x1=0.50, x=0, y;=0.50, y,=0. (4.38)

Las dindmicas obtenidas mediante el modelo se muestran en las Figuras .18y
Al comparar estos resultados con los obtenidos mediante el modelo basado en agen-
tes observamos, en primer lugar, que en todos los escenarios los excluidores terminan por
dominar la red, llevando a la extincién tanto a los cooperadores como a los traidores.

Asimismo, las trayectorias de las tres estrategias en los cuatro escenarios considerados
presentan un comportamiento cualitativamente consistente con el observado en las simula-
ciones de agentes. Esto indica que el modelo bajo aproximacion por clases reproduce ade-
cuadamente la dindmica evolutiva global del sistema.

Dinamica de los cooperadores
Modelo tedrico
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C enclase 2
04|

Uniforme
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Figura 4.17: Dindmica de los cooperadores al modelar el JBC evolutivo con exclusion de
segundo orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Pardmetros: ¢ = 1, r =2,
5p = 0.5, kl = 4.3, k2 = 22.2, X0 — 0.45 YYo= 0.45.
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Dinamica de los traidores
Modelo teodrico
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Figura 4.18: Dindmica de los traidores al modelar el JBC evolutivo con exclusién de segundo
(_)rden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Parametros: c =1, r =2, 9p = 0.5,
ki =43, ky =222, x9 =0.45y yo = 0.45.

Dinamica de los excluidores
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Figura 4.19: Dindmica de los excluidores al modelar el JBC evolutivo con exclusion de se-
gundo orden en una red libre de escala bajo distintos escenarios. Pardmetros: ¢ = 1, r =2,
op=0.5k =43,k =22.2,x0=0.45y yo = 0.45.
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Capitulo 5

Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue analizar la dindmica evolutiva del juego del bien comtn en
poblaciones estructuradas mediante redes complejas, incorporando mecanismos de exclusion
social de primer y segundo orden. Para ello se desarroll6 un modelo matematico basado en
la aproximacion por clases de nodos, €l cual permite estudiar la propagacion de estrategias
en redes complejas sin necesidad de describir la dindmica de cada nodo individual. Esta
aproximacion agrupa a los nodos segtin su nivel de conectividad y asume que los individuos
con grados similares presentan un comportamiento promedio equivalente.

El modelo tedrico construido considera que cada individuo interactiia con sus vecinos a
través del JBC y actualiza su estrategia comparando su pago con el obtenido por un vecino
elegido al azar. De este modo es posible capturar el efecto de la estructura de la red sobre la
evolucion de las estrategias. Para caracterizar la estructura de la red, el modelo emplea tanto
una particion en clases definida por intervalos de grados como coeficientes que describen la
composicion promedio del vecindario de cada clase.

Con el fin de evaluar la validez del modelo, se desarrollé6 ademas un modelo basado en
agentes sobre una red libre de escala de tamafio finito. La comparacion entre ambos enfo-
ques permite identificar las fortalezas y limitaciones de la aproximacion tedrica, asi como su
capacidad para reproducir la dindmica observada en el modelo basado en agentes.

5.1. Resultados principales

Los resultados de esta tesis muestran que el modelo tedrico bajo aproximacion por clases
reproduce de manera cualitativa las dindmicas observadas en el modelo basado en agentes
para los tres escenarios estudiados: JBC evolutivo sin exclusién, con exclusion de primer
orden y con exclusién de segundo orden.

En el caso de la exclusion de primer orden, el modelo tedrico predice oscilaciones entre
las tres estrategias. Sin embargo, dichas oscilaciones no pudieron observarse en la simulacién
basada en agentes debido al tamafio finito de la red. Cuando una estrategia alcanzaba un valor
cercano a 0 o 1, la poblacion colapsaba hacia el dominio de una estrategia, imposibilitando
que la trayectoria siguiera oscilando. Aun asi, para tiempos cortos, ambas aproximaciones
muestran trayectorias cualitativamente similares, lo que indica que el modelo tedérico permite
predecir adecuadamente la dindmica inicial de redes finitas.
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En los casos del JBC sin exclusién y con exclusién de segundo orden, las trayectorias
del modelo tedrico no presentan oscilaciones, sino que una estrategia domina en un tiempo
relativamente corto. Como consecuencia, el tamaifio finito de la red no introduce desviaciones
significativas y se obtuvo una fuerte concordancia cualitativa entre el modelo tedrico y el de
agentes.

En sintesis, este trabajo demuestra que la aproximacién por clases de nodos constituye
una herramienta util para estudiar la dindmica evolutiva en redes complejas. Aunque no
captura exactamente todos los efectos de redes de tamafio finito, si permite anticipar con
buena precision la evolucion cualitativa del sistema.

5.2. Trabajo futuro

Los resultados obtenidos abren diversas lineas de investigacién para profundizar en el
estudio del JBC evolutivo en redes complejas:

1. Analizar como varia la dindmica evolutiva al modificar tanto el tamafio como la topo-
logia de la red.

2. Analizar como varia la dindmica evolutiva al modificar la particion de las clases.

3. Realizar un andlisis de estabilidad de los sistemas dindmicos no lineales resultantes,
con el fin de caracterizar rigurosamente los puntos de equilibrio y comprender cémo
los pardmetros del modelo influyen en la dindmica global.

4. Comparar el modelo tedrico del JBC evolutivo con exclusiéon de primer orden con
simulaciones basadas en agentes en redes de tamafo suficientemente grande para ob-
servar las oscilaciones predichas tedricamente.

46



Capitulo 6

Apéndice

6.1. Linealizacion y Estabilidad de Puntos de Equilibrio

Consideremos el sistema no lineal

i=f(x), (6.1)

donde f : D — R" es una funcién de clase C 1 con D Cc R

Un andlisis inicial que se puede realizar para un sistema de este tipo consiste en determi-
nar sus puntos de equilibrio, también llamados puntos criticos, y describir el comportamiento
del sistema cerca de dicho punto. Un punto de equilibrio xo € D satisface f(xp) = 0.

Para aproximar el sistema no lineal cerca de un punto de equilibrio, se procede a su
linealizacién en dicho punto:

i =Ax, (6.2)
donde A = Df(xp), siendo Df la matriz Jacobiana, definida por:
oF
Df = { f’] . (6.3)
ox j

Un punto de equilibrio se denomina hiperbdlico si ninguno de los eigenvalores de la
matriz D f(xp) tiene parte real igual a cero.

Un punto de equilibrio hiperbdlico se clasifica en funcién de los eigenvalores de la matriz
Jacobiana D f(xg):

1. Es un sumidero si todos los eigenvalores tienen parte real negativa.
2. Es una fuente si todos los eigenvalores tienen parte real positiva.

3. Es un punto silla si tiene al menos un eigenvalor con parte real positiva y al menos uno
con parte real negativa.

Un punto de equilibrio se considera estable si todas las soluciones que comienzan cerca
de €l permanecen cerca. En caso contrario, es inestable. Se dice que es asintoticamente esta-
ble si, ademas de permanecer cerca, las soluciones tienden al punto de equilibrio conforme
t —> oo,
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Finalmente, para puntos de equilibrio hiperbdlicos, se cumplen las siguientes propieda-
des:

1. Un punto de equilibrio hiperbdlico es asintéticamente estable si y solo si es un sumi-
dero.

2. Un punto de equilibrio hiperbdlico es inestable si y solo si es una fuente o un punto
silla.

6.2. Redes Complejas

El término sistema es ampliamente utilizado en diversas disciplinas como las ciencias
naturales, la ingenieria, la medicina y la economia. A pesar de la diversidad de sus aplicacio-
nes, el concepto de sistema comparte una caracteristica fundamental: se trata de un conjunto
de elementos interrelacionados cuya interaccion esta regida por ciertas reglas inherentes a la
naturaleza de dichos elementos.

En fisica clasica, existen dos enfoques principales para abordar problemas relacionados
con sistemas de particulas. El primer enfoque es a nivel microscépico, donde se conocen
todas las propiedades e interacciones de las particulas individuales. La evolucién temporal
del sistema se describe mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales que modelan con
precision su dindmica.

El segundo enfoque es el de la mecdnica estadistica, empleado cuando el nimero de par-
ticulas es tan grande que resolver directamente las ecuaciones diferenciales se vuelve poco
practico. En este caso, en lugar de estudiar cada particula de forma individual, se introduce
un campo efectivo que captura el comportamiento colectivo del sistema. Este método per-
mite obtener valores esperados en lugar de soluciones exactas, lo cual es una aproximacion
valida debido al gran nimero de particulas involucradas.

Ambos enfoques son considerados reduccionistas, ya que el sistema es descrito en tér-
minos de las propiedades e interacciones de sus elementos constituyentes.

Sin embargo, aunque el reduccionismo es ttil para describir muchos sistemas, no siempre
es suficiente. Existen sistemas cuya descripcién no puede basarse exclusivamente en sus
elementos individuales. Algunas razones incluyen:

1. No contar con un nimero suficientemente grande de elementos para aplicar un campo
efectivo.

2. La existencia de interacciones no triviales entre los elementos.

3. Una marcada heterogeneidad en los componentes, lo que da lugar a multiples tipos de
interacciones.

Estos sistemas exhiben propiedades que no pueden explicarse tinicamente a partir de las
caracteristicas de sus componentes individuales. A estos se les denomina sistemas complejos.

Una representacion conveniente para modelar sistemas complejos es el uso de redes, las
cuales permiten capturar la estructura y dindmica de las interacciones entre los elementos del
sistema.
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6.2.1. Propiedades topoldgica

Una red se representa matemdticamente mediante un grafo G = (V,E), donde V = {v;,..., vy}
es el conjunto de nodos, con N como el nimero total de nodos, y E C V X V representa el
conjunto de enlaces.

El grafo (V,E) puede representarse matricialmente a través de la matriz de adyacencia
A, una matriz cuadrada de dimensiones N X N, cuyas entradas a;; son iguales a uno si existe
un enlace entre los nodos i y j, y cero en caso contrario. Dado que no se consideran lazos en
la red, se tiene que a;; = 0 para todo i.

El grado de un nodo i, denotado como k;, se define como el nimero total de enlaces que
posee 0, de manera equivalente, el nimero de vecinos con los que estd conectado. Se expresa
matematicamente como:

k,’ = Z aijj. (6.4)
jev
Una propiedad topoldgica fundamental de un grafo es la distribucion de grados p(k),
que describe la probabilidad de que un nodo seleccionado al azar tenga grado k. En términos
précticos, p (k) equivale a la fraccién de nodos con grado k en el grafo.
Otra métrica relevante es la longitud de camino promedio L, que mide la distancia tipica
entre nodos en la red. Se define como el promedio de las distancias geodésicas d;; entre todos
los pares de nodos i, j:

1
L=——— Y dj (6.5)
NN =1) i jéviz
Ademas, el coeficiente de agrupamiento C es una medida de la tendencia de los nodos
a formar grupos altamente conectados. Se define como el promedio de los coeficientes de
agrupamiento locales c;:

1
C = — Z Ci7 (6.6)
Nis
donde ¢; mide la densidad de conexiones entre los vecinos del nodo i. Se calcula como la
fraccion de enlaces presentes (e;) en el subgrafo G; formado por los vecinos de i, respecto al
numero total de enlaces posibles en dicho subgrafo:

26,‘

ki(ki—1) o

Ci =

6.2.2. Red Libre de Escala

Otra propiedad fundamental de muchas redes reales es que estas crecen con el tiempo.
Un ejemplo es la red de articulos cientificos, donde cada articulo cita a otros trabajos previos.
Esta red no solo se expande constantemente con la publicacidén de nuevos articulos, sino que
ademads exhibe un mecanismo de conexion preferencial: los nuevos articulos tienden a citar
con mayor frecuencia a los trabajos mds citados, es decir, los més populares.

49



En 1999, Barabdsi y Albert propusieron un modelo que captura estas caracteristicas [32].
Su modelo genera redes cuya distribucién de grado sigue una ley de potencias, 1o que signi-
fica que la mayoria de los nodos tienen pocos enlaces, mientras que unos pocos poseen un
grado significativamente mayor, formando hubs altamente conectados.

La construccion de la red sigue el siguiente algoritmo:

1. Crecimiento inicial: Se comienza con un conjunto de Ny nodos iniciales, los cua-
les estdn completamente conectados entre si, es decir, cada nodo inicial tiene Ny — 1
enlaces.

2. Adicion de nodos: En cada iteracion, se agrega un nuevo nodo a la red. Este nodo se
conecta a lp nodos preexistentes. El valor de [y es un pardmetro fijo que determina la
cantidad de enlaces que tendrd cada nodo nuevo al incorporarse.

3. Conexion preferencial: Para modelar el mecanismo de conexién preferencial, la pro-
babilidad IT(k;) de que el nuevo nodo se conecte a un nodo i existente con grado k; esta
dada por
Likj’

donde el denominador es la suma de los grados de todos los nodos existentes en la red.

Esta regla implica que los nodos con mayor grado tienen una mayor probabilidad de

recibir nuevas conexiones, lo que conduce a la formacién de hubs.

(k) (6.8)
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