
INSTITUTO POTOSINO DE
INVESTIGACIÓN

CIENTÍFICA Y TECNOLÓGICA, A.C.

POSGRADO EN CONTROL Y SISTEMAS
DINÁMICOS

Sistema dinámico caótico con un único punto
de equilibrio inestable.

Tesis que presenta

Paulina Elizabeth Vera Torres

Para obtener el grado de

Maestra en Control y Sistemas Dinámicos

Directores de Tesis:

Dr. Eric Campos Cantón, Dr. Héctor Eduardo Gilardi Velázquez

San Luis Potosí, S.L.P., marzo de 2026



Constancia de aprobación de la tesis.

La tesis Sistema dinámico caótico con un único punto de equili-
brio inestable presentada para obtener el Grado de Maestro en Control y
Sistemas Dinámicos en la opción control y sistemas dinámicos fue elaborada
por Paulina Elizabeth Vera Torres y aprobada el dd de mm de 2026
por los suscritos, designados por el Colegio de Profesores de la División de
Control y Sistemas Dinámicos del Instituto Potosino de Investigación Cien-
tífica y Tecnológica, A.C..

———————————————————
Dr. Eric Campos Cantón

(Director de la tesis)

———————————————————
Dr. Héctor Eduardo Gilardi Velázquez

(Director de la tesis)

———————————————————
Dr. Cesar Octavio Maldonado Ahumada

(Sinodal de la tesis)

———————————————————
Dr. Marcial Bonilla Marín

(Sinodal de la tesis)

ii



Créditos Institucionales.

Esta tesis fue elaborada en la División de Control y Sistemas Dinámicos
A.C. del Instituto Potosino de Investigación Científica y Tecnológica, A.C.,
bajo la dirección del Dr. Eric Campos Cantón y el Dr. Héctor Eduardo Gilardi
Velázquez.

Durante la realización del trabajo el autor recibió una beca académica
de la Secretaría de Ciencia, Humanidades, Tecnología e Innovación (No. de
registro 1279509) y del Instituto Potosino de Investigación Científica y Tec-
nológica, A. C.

iii



Copia del acta del examen

iv



A mis padres, Blanca Torres y Francisco Vera, cuyo apoyo incondicional,
formación y valores han sido el cimiento más sólido para alcanzar esta meta.

A mis hermanos, Andrea, Daniela y Francisco, quienes con su compañía y
cariño han estado siempre presentes en mi vida.

A mis abuelas, Bertha y Alicia, a mi tío José Luis; pilares fundamentales de
nuestra familia, fuente de fortaleza y ejemplo constante.

A mis directores de tesis, los doctores Eric Campos y Héctor Gilardi, por su
orientación y supervisión durante el desarrollo de este trabajo.

A todos ellos, a toda mi familia en general, mi más profundo
agradecimiento, pues este logro no habría sido posible sin su apoyo.

v



Agradecimientos.

• Primeramente, quiero expresar mi gratitud más profunda a las
personas más importantes en mi vida. A mi hermana, Andrea
Vera Torres, por ser mi compañera incondicional, mi apoyo en los
momentos difíciles, mi inspiración constante y mi alma gemela. A
mis padres, Blanca Estela Torres Sánchez y Francisco Javier Vera
Verján, así como a mis hermanos, Daniela Vera Torres y Francisco
Vera Torres, quienes con su amor infinito, confianza y sacrificios
han sido la base de todo lo que soy y de cada paso que he dado.
Este trabajo también les pertenece, pues sin ustedes nada de esto
habría sido posible. Gracias por enseñarme con el ejemplo, por
creer en mí incluso cuando yo dudaba, y por darme siempre la
fuerza para continuar.

• Agradezco profundamente a mi querido compañero de vida, Fran-
cisco Alejandro Jiménez Valdivia, por su amor, paciencia y apoyo
incondicional en cada paso de esta maestría. Su compañía cons-
tante, sus palabras de aliento y su dedicación fueron una fuente
invaluable de fortaleza y motivación. Este logro también le per-
tenece, pues sin su apoyo y comprensión este camino habría sido
mucho más difícil. Gracias por caminar a mi lado en este proceso
y en la vida.

• Quiero expresar mi más profundo agradecimiento a mis dos gran-
des abuelas, Bertha Isabel Verján y Alicia Sánchez Valencia, quie-
nes han sido pilares fundamentales en mi vida. Con su fortaleza,
sabiduría y amor incondicional, me han demostrado que las mu-
jeres también pueden ser los cimientos más firmes y la inspiración
más grande. Su ejemplo me ha acompañado siempre y me ha dado
la fuerza para alcanzar este logro.

vi



• De manera muy especial, quiero agradecer a mi tío, José Luis Al-
cazar Verján, quien para mí ha sido como un abuelo. Su cariño,
apoyo y enseñanzas han marcado profundamente mi vida, y su
presencia constante ha sido un regalo invaluable que siempre lle-
varé conmigo.

• Extiendo también mi agradecimiento a todas aquellas personas
que forman parte esencial de mi vida: a mis tías, en especial a Eri-
ka, por siempre recordarme a pesar de la distancia. A mis suegros,
la Sra. Alejandra, por su gran confianza y cariño, y el Sr. Francis-
co, por su abundante apoyo y sabios consejos, lo llevaré siempre
en mi corazón y en mi mente. Gracias por tratarme como a una
hija.

• Finalmente, pero no menos importante, agradezco profundamente
a mis amigos. A la Sra. Marta Elena Cuello Garza, cuyo inva-
luable apoyo fue determinante en este logro. A mi amigo Claudio
Martínez, por su compañía y confianza durante el posgrado, y por
brindarme siempre un espacio en su vida. Y a mi gran amiga Kar-
la Buenrostro, quien me acompaña desde mi formación superior
y que, a pesar del paso de los años, nunca me olvida. Gracias a
todos por su amistad sincera.

vii



Índice general

Resumen xiv

Abstract xiv

1. Introducción 1

1.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1. Origen y evolución de los sistemas dinámicos . . . . . . 1

1.1.2. El surgimiento del caos determinista . . . . . . . . . . 2

1.1.3. Sistemas no suaves y modelos lineales por partes (PWL) 3

1.1.4. Sistemas caóticos con un único punto de equilibrio . . . 3

1.2. Importancia del estudio del caos . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3. Motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.4. Objetivo general y específicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.5. Organización de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. Conceptos y resultados preliminares 9

2.1. Sistemas dinámicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1. Puntos de equilibrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.1.2. Definiciones básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2. Sistemas lineales y lineales afines . . . . . . . . . . . . . . . . 15

viii



2.2.1. Sistemas lineales afines . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.2. Sistemas lineales por partes . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3. Sistemas caóticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3.1. Dinámica caótica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3.2. Definición de Caos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3.3. Exponentes de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3.4. El plano de Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.5. Cuenca de atracción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4. Tipos de atractores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4.1. Atractores autoexcitados . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.4.2. Atractores ocultos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4.3. Sistemas sin puntos de equilibrio . . . . . . . . . . . . 29

2.4.4. Sistemas con un único punto de equilibrio estable . . . 32

2.5. Sistemas disipativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3. Atractor con un único punto de equilibrio inestable 40

3.1. Definición del sistema propuesto . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.1.1. Estructura del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.1.2. Parámetros y funciones de conmutación . . . . . . . . . 43

3.2. Análisis de equilibrio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2.1. Cálculo de puntos de equilibrio y puntos de equilibrio
virtuales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2.2. Análisis de estabilidad local . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3. Generación del atractor en el espacio de fase . . . . . . . . . . 48

3.3.1. Exponente de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.3.2. Plano de Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3.3. Cuenca de atracción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

ix



4. Familia de sistemas dinámicos caóticos con un solo punto de
equilibrio inestable 56

4.1. Influencia del parámetro de bifurcación � en la dinámica del
sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.1.1. Diagrama de bifurcación . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.1.2. Exponentes de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

5. Conclusiones 66

5.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.2. Contribuciones de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

x



Índice de figuras

2.1. Las raíces complejas de la ecuación tienen parte real positiva
y x�

2 y x�
3 son inestables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2. Cada rama de la variedad inestable es eventualmete atraída al
punto de equilibrio opuesto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3. Trayectoria puntos de equilibrio. . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4. Atractor de Lorenz, las variedades estables se representan con
una línea negra y las variedades inestables con una línea roja. 26

2.5. En (a) y (b) se muestran atractores de doble desplazamiento
autoexcitados, mientras que en (c) se observa un atractor de
tres desplazamientos, dos de ellos autoexcitados y uno oculto. 28

2.6. Mecanismo para generar el atractor caótico. Las flechas negras
indican los eigenespacios estables del sistema. . . . . . . . . . 30

2.7. Atractor caótico del sistema definido en la ecuación (2.12) para
distintas condiciones iniciales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.8. Atractor en un espacio vectorial con un punto de equilibrio
estable. Se consideró como condición inicial (4; � 2;0)T . . . . . 33

2.9. Atractor en el espacio de fases de un sistema con un punto de
equilibrio estable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.10. Proyecciones del atractor multienroscado del sistema (2.14).
Las variedades estables se muestran en rojo, las inestables en
azul, los planos de conmutación con línea punteada negra y
los puntos de equilibrio con asterisco negro. . . . . . . . . . . 37

xi



2.11. Mecanismo entre punto a punto de equilibrio del multienros-
cado. Los planos cafés representan las variedades inestables
correspondientes a cada uno de los puntos de equilibrio, las
líneas azules representan las variedades estables de sus corres-
pondientes puntos de equilibrio. El plano transparente repre-
senta el plano de conmutación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.1. Atractor multienroscado del sistema original. Donde las líneas
rojas representan las variedades estables del sistema, mientras
que las azules, las inestables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.2. La superficies de conmutación para el sistema original son las
lineas punteadas entre cada enroscamiento. . . . . . . . . . . . 41

3.3. Superposición de las superficies de conmutación originales y
rotadas en el plano (x1; x2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.4. Atractor y su proyección con condición inicial x0 = (0 ;0:1;0). . 49

3.5. Exponente máximo de Lyapunov del sistema: 0:027622consi-
derando como condición inicial (0, 0.1, 0). Método de Rosenstein. 51

3.6. a) Plano de Poincaré en x2 = � 0:3, los triángulos azules repre-
sentan los puntos de cruce de la variedad inestable, los triángu-
los rojos representan los puntos cruces de la variedad estable,
b) Espacio de estados del plano de Poincaré en x2 = � 0:3. . . 52

(a). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

(b). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.7. Cuenca de atracción en el plano (x1; x2), del sistema (2.16)
con x1 2 [� 10;10], x2 2 [� 10;10] y x3 = 0 . . . . . . . . . . . . 54

3.8. Diagrama de bloques del algoritmo para la obtención de la
cuenca de atracción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.1. Proyecciones del atractor con x0 = (0 ;0:1;0) y � = 0 :8. . . . . 58

4.2. Proyecciones del atractor con condición inicial x0 = (0 ;0:1;0)
y � = 1 :5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

(a). Proyección (x1; x2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

xii



(b). Proyección (x2; x3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.3. Proyecciones del atractor en distintos planos coordenados, con-
siderando la condición inicial x0 = (0 ;0:1;0) y el parámetro
� = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

(a). Proyección (x1; x2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

(b). Proyección (x2; x3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.4. Diagrama de bifurcación del sistema con parámetro de bifur-
cación � 2 [0:73;2]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.5. Exponentes máximos de Lyapunov respecto al parámetro �.
Considerando como condición inicial (0;0:1;0) y � 2 [0:7;2].
Método de Rosenstein. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

xiii



Resumen.

En esta tesis se aborda el problema de generar dinámica caótica median-
te sistemas lineales conmutados que exhiben un único punto de equilibrio
inestable. Para ello, se considera un sistema lineal afín definido en el espacio
euclidiano R3, cuya evolución se encuentra sujeta a una partición dinámica
del espacio en tres dominios, delimitados por planos de conmutación.

Dichas superficies están definidas por planos paralelos al plano (x; z), cuya
intersección con dicho plano corresponde a diámetros de una circunferencia
centrada en el origen. Estos planos de conmutación se rotan dentro del plano
(x; y), variando el ángulo entre el diámetro de intersección y el eje x. Mismos
que mediante la definicion de las comutaciones se da origen a puntos de
equilibrio virtuales.

Estos puntos de equilibrio virtuales juegan un papel esencial en la genera-
ción de comportamientos caóticos, ya que permiten confinar las trayectorias
dentro de las variedades estables e inestables asociadas al punto de equilibrio
inestable. Para asegurar la presencia de caos, se selecciona un operador lineal
que garantiza que el sistema sea disipativo y que posea dinámicas inestables,
es decir, se trabaja con un sistema disipativo inestable (UDS por su sigla en
inglés).

Los resultados obtenidos muestran que este campo vectorial, aun con un
único punto de equilibrio real, posee al menos un conjunto invariante no
trivial con sensibilidad a las condiciones iniciales. Este comportamiento se
verifica mediante el cálculo del máximo exponente de Lyapunov positivo,
obtención de la cuenca de atracción y la construcción del plano de Poincaré,
evidencia clara de la existencia de caos en el sistema.
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Abstract.

This thesis addresses the problem of generating chaotic dynamics through
switched linear systems that exhibit a single unstable equilibrium point. To
this end, an affine linear system defined in the Euclidean space R3 is con-
sidered, whose evolution is subject to a dynamic partition of the space into
three domains, delimited by switching planes.

These switching surfaces are defined by planes parallel to the (x; z) plane,
whose intersection with this plane corresponds to diameters of a circle cen-
tered at the origin. The switching planes are rotated within the (x; y) plane,
varying the angle between the intersection diameter and the x-axis. Through
this switching definition, the emergence of virtual equilibrium points is achie-
ved.

These virtual equilibrium points play an essential role in generating chao-
tic behavior, as they allow the trajectories to be confined within the stable
and unstable manifolds associated with the unstable equilibrium point. To
ensure the presence of chaos, a linear operator is selected such that the system
is dissipative and exhibits unstable dynamics; that is, a Unstable Dissipative
System (UDS)is employed.

The results show that this vector field, even with a single real equilibrium
point, possesses at least one nontrivial invariant set with sensitivity to initial
conditions. This behavior is verified through the computation of a positive
maximum Lyapunov exponent, the determination of the basin of attraction,
and the construction of the Poincaré plane, clear evidence of the existence of
chaos in the system.

xv



Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

Desde épocas antiguas, la humanidad ha buscado comprender los patro-
nes detrás de los fenómenos naturales. Las civilizaciones antiguas observaban
los ciclos astronómicos, las estaciones del año, o los flujos de los ríos con la
esperanza de predecir el futuro y regular su vida cotidiana. Con el tiempo,
esta necesidad de predecibilidad impulsó el desarrollo de modelos matemáti-
cos para describir la evolución de los sistemas físicos. La revolución científica
del siglo XVII, con figuras como Galileo Galilei [1] e Isaac Newton [2], sentó
las bases de una visión mecanicista del universo, en la que el comportamiento
futuro de un sistema podía deducirse con precisión a partir de sus condiciones
iniciales. Esta idea permaneció dominante durante siglos, hasta que nuevas
observaciones revelaron que incluso sistemas simples pueden exhibir compor-
tamientos impredecibles y altamente sensibles a perturbaciones mínimas. Así
nació la teoría del caos, que desafía la noción clásica de determinismo y abre
la puerta a una visión más rica y compleja de las dinámicas naturales.

1.1.1. Origen y evolución de los sistemas dinámicos

El estudio de los sistemas dinámicos tiene sus raíces en la física clásica,
particularmente con los trabajos de Isaac Newton en el siglo XVII, quien for-
muló las leyes fundamentales del movimiento. A partir de entonces, las ecua-
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ciones diferenciales ordinarias se consolidaron como una herramienta central
para describir la evolución de sistemas físicos a lo largo del tiempo [3, 4].

Durante los siglos XVIII y XIX, científicos como Euler, Lagrange y Hamil-
ton desarrollaron formulaciones más refinadas, como la mecánica lagrangiana
y hamiltoniana [5, 6, 7, 8]. Sin embargo, el primer indicio de que el compor-
tamiento de los sistemas deterministas podía ser intrínsecamente complejo
surgió con los trabajos de Henri Poincaré sobre el problema de los tres cuer-
pos a finales del siglo XIX [9]. Poincaré demostró que pequeñas variaciones
en las condiciones iniciales podían dar lugar a trayectorias radicalmente dis-
tintas, lo que hoy se conoce como sensibilidad a las condiciones iniciales, un
rasgo característico del caos.

Estas ideas no fueron plenamente apreciadas hasta mediados del siglo XX,
cuando el desarrollo computacional permitió simular sistemas no lineales y
visualizar comportamientos complejos. Este contexto propició el nacimiento
formal de la teoría del caos.

1.1.2. El surgimiento del caos determinista

En 1963, Edward Lorenz, al estudiar un modelo simplificado de convección
atmosférica, descubrió que mínimas diferencias en las condiciones iniciales
podían llevar a soluciones completamente distintas con el tiempo. Su modelo,
compuesto por tres ecuaciones diferenciales no lineales, mostraba trayectorias
que nunca se repetían pero permanecían acotadas: el ahora famoso atractor
de Lorenz [10]. Este hallazgo marcó el inicio formal del estudio del caos
determinista.

Posteriormente, otros modelos tridimensionales exhibieron comportamien-
to caótico, como el sistema de Rössler en 1976 [11], el sistema de Chen en 1999
[12], y especialmente el sistema de Chua, que fue el primer circuito eléctrico
capaz de generar caos físico real [13]. En todos estos sistemas, el caos emergía
en parte por la presencia de múltiples puntos de equilibrio, cuyas variedades
estables e inestables se entrelazaban generando una dinámica compleja.
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1.1.3. Sistemas no suaves y modelos lineales por partes
(PWL)

A partir del sistema de Chua surgió una línea de investigación centrada
en los sistemas no suaves, aquellos cuya dinámica presenta discontinuidades o
cambios abruptos. Entre estos, los sistemas lineales por partes (PWL, por sus
siglas en inglés) se consolidaron como una clase especialmente interesante.
Un sistema PWL es aquel cuya dinámica es lineal dentro de cada región
del espacio de fase, pero presenta diferentes expresiones lineales en regiones
separadas por superficies de conmutación [14].

En este sentido, un caso emblemático es el circuito de Chua, el cual pue-
de describirse como un sistema PWL continuo por tramos. En este tipo de
modelos, la no linealidad se introduce mediante funciones lineales a trozos
cuya derivada es discontinua. Aunque cada región es lineal y, por tanto, sen-
cilla de analizar de manera local, la interacción global entre estas regiones
puede dar lugar a comportamientos sumamente complejos, llegando incluso
a manifestar caos [15].

La ventaja de los sistemas PWL radica en que pueden analizarse con
herramientas lineales en cada subconjunto, al tiempo que conservan la riqueza
dinámica global. Gracias a esta propiedad, han sido ampliamente utilizados
para construir atractores caóticos de forma controlada, a menudo utilizando
estructuras como multienroscados o polígonos de conmutación [16].

1.1.4. Sistemas caóticos con un único punto de equili-
brio

Una característica común en los sistemas caóticos clásicos es la presencia
de múltiples puntos de equilibrio. Sin embargo, investigaciones más recientes
han demostrado que el caos también puede surgir en sistemas con un único
punto de equilibrio. Esta posibilidad representa un cambio conceptual impor-
tante, ya que sugiere que la complejidad dinámica no requiere necesariamente
de múltiples equilibrios interactuando.

Existen sistemas con un solo equilibrio estable que, mediante mecanis-
mos como retardos o conmutaciones rápidas, pueden alejar las trayectorias
del equilibrio y generar caos en regiones alejadas del mismo [17, 18]. Estos
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sistemas son especialmente relevantes en contextos como el control caótico o
la criptografía.

En esta línea, Wang y Chen (2012) mostraron que incluso un sistema
cuadrático tridimensional con un único equilibrio estable, del tipo nodo–foco,
puede presentar comportamientos caóticos. A pesar de que, de manera local,
el equilibrio es estable, el sistema desarrolla órbitas caóticas identificadas por
la presencia de un exponente de Lyapunov positivo y una ruta de doblamiento
de período [19]. Poco después, Chen et al. (2007) dieron a conocer un sistema
hipercaótico con un solo equilibrio, en el que la dinámica depende fuertemente
de los parámetros: pueden observarse desde órbitas periódicas hasta caos e
incluso hipercaos, todos coexistiendo en un mismo marco [20].

Más recientemente, Feng et al. (2020) estudiaron un sistema con un único
equilibrio estable en el sentido de Lyapunov y demostraron que este puede
sostener atractores extraños ocultos. El mecanismo que lo hace posible se en-
cuentra en la geometría global del flujo y en la estructura que toma el sistema
en el infinito, lo que permite la persistencia del caos a pesar de la estabilidad
local [21]. De manera complementaria, Krejcar y Namazi (2021) propusieron
un sistema autónomo con un único equilibrio estable que, bajo ciertas varia-
ciones paramétricas, exhibe atractores caóticos y una compleja organización
de las cuencas de atracción. Este resultado refuerza la importancia de los
sistemas con un solo equilibrio en aplicaciones como la criptografía, donde la
presencia de dinámicas ocultas es un recurso valioso [22].

No obstante, los sistemas con un único equilibrio inestable y comporta-
miento caótico aún no han sido explorados. La dificultad radica en que, al
ser inestable, el equilibrio no puede actuar como atractor. Por ello, el caos
solo puede mantenerse gracias a la forma en que el sistema, en su conjunto,
consigue mantener las trayectorias dentro de cierta región y evitar que es-
capen. Para lograr esto, es necesario un diseño preciso de las superficies de
conmutación o una arquitectura geométrica que produzca retroalimentacio-
nes cíclicas.

Recientemente, algunos trabajos han comenzado a abordar este tipo de
sistemas en el marco de la teoría PWL. Por ejemplo, en 2021 Barajas-
Ramírez, Franco-López y González-Hernández presentaron un método geo-
métrico para generar caos tipo Shilnikov en sistemas PWL tridimensionales,
eligiendo cuidadosamente las superficies de conmutación y la forma en que las
trayectorias transitan entre zonas lineales [23]. Más recientemente, en 2024
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Echenausía-Monroy et al. desarrollaron un enfoque para detectar puntos crí-
ticos (tipping points) y transiciones de monoestabilidad a multiestabilidad
en sistemas PWL, analizando la evolución de los modos lineales sin resolver
explícitamente las ecuaciones [24].

1.2. Importancia del estudio del caos

El caos es un fenómeno fascinante que ha cambiado la forma en que enten-
demos muchos procesos naturales y artificiales. Aunque a simple vista puede
parecer que el caos implica desorden total, en realidad se refiere a compor-
tamientos complejos y aparentemente impredecibles que surgen en sistemas
que siguen leyes deterministas. Es decir, incluso cuando un sistema está com-
pletamente definido por ecuaciones matemáticas, su evolución puede volverse
tan sensible a las condiciones iniciales que cualquier pequeña variación puede
generar resultados drásticamente distintos [25, 26].

Estudiar el caos tiene una gran importancia práctica. Nos ayuda a com-
prender mejor sistemas complejos de nuestra vida cotidiana, como el clima,
donde dinámicas caóticas fueron descubiertas por Edward Lorenz en la déca-
da de 1960, al identificar su extrema sensibilidad a pequeñas variaciones en
las condiciones iniciales [26]. También resulta útil para entender el corazón:
en condiciones normales, incluso los latidos sanos pueden presentar irregula-
ridades que no responden al azar, sino señales de una dinámica compleja y
determinista; entender esos patrones puede ayudar a diagnosticar o anticipar
arritmias [27, 28]. En estos casos, reconocer comportamientos caóticos nos
permite construir modelos más realistas y desarrollar herramientas útiles pa-
ra predecir, controlar o incluso aprovechar esa complejidad. Además, el caos
no es solo una curiosidad matemática, sino una herramienta útil en nuestra
vida diaria. Por ejemplo; En ingeniería y telecomunicaciones, se ha utilizado
para crear sistemas de cifrado que generan señales seguras y prácticamente
imposibles de predecir [29, 30]. En biología, resulta clave para entender cómo
fluctúan algunas poblaciones en los ecosistemas, que parecen aleatorias pero
obedecen dinámicas caóticas subyacentes [31]. Y en arte y música, el caos ha
servido de inspiración para plasmar visualmente la riqueza que vemos en la
naturaleza, desde fractales que evocan montañas y nubes hasta composicio-
nes que reflejan su diversidad compleja [32].
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Con el tiempo, se han ido encontrando cada vez más ejemplos de sistemas
caóticos en distintos contextos, y eso ha despertado un interés creciente por
entenderlos mejor: cómo se organizan, de dónde surge su complejidad, de qué
manera podrían controlarse o incluso llevarse a la práctica en dispositivos
reales. Por eso, el estudio del caos sigue siendo un terreno muy activo, donde
cada nuevo hallazgo o enfoque suma una pieza más al rompecabezas de la
dinámica no lineal.

1.3. Motivación

El estudio de sistemas caóticos ha revelado una sorprendente variedad de
comportamientos dinámicos complejos, muchos de los cuales están profunda-
mente relacionados con la presencia de puntos de equilibrio. A lo largo de los
años, se han identificado atractores caóticos en sistemas con múltiples equili-
brios, así como en configuraciones más recientes como los atractores ocultos,
localizados en [33, 34, 35], donde el caos no está conectado directamente con
equilibrios visibles, donde a su vez, pueden presentarse en sistemas con pun-
tos de equilibrio o sin puntos de equilibrio [36]. Atractores auto-excitados
[37], los cuales surgen de manera natural debido a condiciones internas del
sistema, uno de los ejemplos más conocidos es el Sistema de Lorenz [38, 39].

Por otro lado Wang y Chen en el 2012, nos demostraron el descubrimien-
to de atractores en sistemas con un único punto de equilibrio estable o con
puntos de equilibrio estables [40]. Sin embargo, un caso particular ha per-
manecido sin explorarse, lo que nos ayuda a generar la siguiente pregunta
¿puede un sistema caótico tener un único punto de equilibrio, y que este sea
inestable? Esta pregunta plantea un desafío interesante tanto desde el punto
de vista teórico como práctico. La mayoría de los estudios se han centrado
en sistemas donde los puntos de equilibrio poseen componentes estables, co-
mo es el caso de los sistemas con un único punto de equilibrio [41, 40], o en
aquellos donde múltiples equilibrios interactúan para dar lugar al caos. Por
tanto, investigar la posibilidad de caos en una configuración mínima permite
ampliar nuestra comprensión de los mecanismos que pueden originar diná-
micas caóticas.

Esta tesis nace de esa curiosidad esencial que impulsa a la ciencia, la
necesidad de explorar lo que aún no ha sido probado, de buscar patrones
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donde solo hay incertidumbre, y de desafiar los límites conocidos del caos. Al
indagar en esta pregunta, no solo se busca aportar un nuevo caso a la teoría,
sino también a abrir una ventana hacia formas inéditas de entender cómo el
desorden y la estructura pueden coexistir en sistemas dinámicos.

1.4. Objetivo general y específicos

Objetivo general

Generar y estudiar dinámica caótica en sistemas lineales conmutados que
presentan un único punto de equilibrio inestable. Para ello, se consideran
puntos de equilibrio virtuales definidos a partir de funciones a trozos, dentro
del marco de los sistemas disipativos con dinámicas inestables (UDS), con
el fin de explorar nuevas configuraciones capaces de inducir comportamiento
caótico.

Objetivos particulares

Para alcanzar el objetivo general, se plantean los siguientes objetivos es-
pecíficos:

Diseñar funciones a trozos que definan puntos de equilibrio virtuales.

Analizar las variedades asociadas a los puntos de equilibrio de los sis-
temas lineales con un único punto de equilibrio.

Obtener mediante planos de Poincaré parámetros y funciones de con-
mutación para garantizar el confinamiento de las tayectorias.

Caracterizar el comportamiento caótico mediante el cálculo de expo-
nentes de Lyapunov.

1.5. Organización de la tesis

La presente tesis se encuentra estructurada en cinco capítulos, organi-
zados de manera progresiva para conducir al lector desde los antecedentes
conceptuales hasta los resultados originales.
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El Capítulo 1 corresponde a la introducción, donde se exponen los ante-
cedentes históricos y teóricos del estudio de los sistemas dinámicos y del caos,
así como la motivación, los objetivos y la relevancia de esta investigación.

El Capítulo 2 presenta los conceptos y resultados preliminares necesarios
para el desarrollo del trabajo. Se abordan las nociones básicas de sistemas
dinámicos y puntos de equilibrio, los sistemas lineales y lineales afines, así
como los sistemas lineales por partes. Además, se introducen los principales
conceptos asociados al caos, tales como los exponentes de Lyapunov, los
planos de Poincaré, las cuencas de atracción y la clasificación de atractores.
Finalmente, se discute el concepto de sistemas disipativos.

En el Capítulo 3 se define el sistema caótico propuesto, caracterizado
por poseer un único punto de equilibrio inestable. Se detalla su estructura,
parámetros y funciones de conmutación, seguido del análisis de equilibrio
y de estabilidad local. Posteriormente, se presentan simulaciones numéricas
que incluyen el cálculo del exponente de Lyapunov, la construcción de planos
de Poincaré y la determinación de la cuenca de atracción.

El Capítulo 4 está dedicado al análisis paramétrico del sistema. En parti-
cular, se estudia la influencia de un parámetro de bifurcación en la dinámica,
mediante simulaciones, diagramas de bifurcación y el cálculo de exponentes
de Lyapunov, lo que permite identificar transiciones entre distintos regímenes
dinámicos.

Finalmente, el Capítulo 5 contiene las conclusiones. En él se resumen
los resultados más relevantes, se señalan las principales contribuciones de la
tesis y se plantean posibles líneas de investigación futura.
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Capítulo 2

Conceptos y resultados
preliminares

2.1. Sistemas dinámicos

Definición 1 (Sistema dinámico [42]) SeaX un espacio métrico con dis-
tancia d. SeaT un semigrupo aditivo de números reales, es decir, un subcon-
junto T � R que cumple:

0 2 T; t; s 2 T ) t + s 2 T; (t + s) + r = t + ( s + r); 8t; s; r 2 T:

Un sistema dinámico es un par(X; �) , dondeX es el espacio de esta-
dos y

� : X � T ! X

es una aplicación que describe la evolución temporal del sistema. La función
� debe satisfacer:

(a) �( x;0) = x para todox 2 X (propiedad de identidad),

(b) �(�( x; t); s) = �( x; t + s) para todox 2 X, s; t 2 T (propiedad de
semigrupo).

De acuerdo con la elección deT , distinguimos dos casos:
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Si T = Z, se obtiene unsistema dinámico discreto .

Si T = R y además� es continua en sus variables, se obtiene un
sistema dinámico continuo .

Dada una condición inicialx0 2 X, la función


x0 (t) = �( x0; t); t 2 T;

se denominatrayectoria u órbita asociada ax0.

El conjunto métrico X representa el espacio de estados del proceso, y la
función f describe la evolución temporal del sistema, donde el tiempo t está
contenido en el semigrupo I � R.

Generalmente, se toma I = R, I = R+ = f t 2 R : t � 0g, o I =
N0 = f 0;1;2; : : :g. En el último caso, el proceso dinámico se denomina de
tiempo discreto. A cada proceso dinámico continuo en el tiempo se le puede
asociar un campo vectorial descrito por ecuaciones diferenciales autónomas,
formulado como

_x = f (x; t); (2.1)

donde f (x; t) : I � X ! X y t 2 R, Siendo _x = dx=dt y x 2 Rn como vector
de estado del sistema.

Los sistemas dinámicos son fundamentales en la modelización de fenó-
menos físicos, biológicos, económicos, y de ingeniería [43]. Dentro de estos
sistemas, los puntos de equilibrio juegan un papel crucial, ya que representan
estados en los que el sistema no cambia con el tiempo, la evolución del estado
de un sistema puede ser en tiempo continuo o discreto.

Por otro lado, un sistema en tiempo discreto (ecuaciones en diferencias)
se puede representar de la forma [44]:

xt+1 = f (xt ); con t 2 Z: (2.2)

2.1.1. Puntos de equilibrio

En términos matemáticos, un punto de equilibrio x� 2 Rn de un sistema
dinámico en tiempo continuo es determinado por un punto crítico, cuan-
do todas las derivadas temporales del sistema se anulan, es decir, cuando
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f (x� ) = 0 . Los puntos de equilibrio permiten comprender la estabilidad local
del sistema, es decir, si una pequeña perturbación alrededor de este punto
lleva al sistema de vuelta al equilibrio, entonces, se dice que el punto de equi-
librio es estable y si lo aleja se dice que el punto es inestable.
Consideremos un sistema lineal autónomo representado por la siguiente ecua-
ción diferencial de primer orden:

_x = Ax; (2.3)

donde x 2 Rn es el vector de estado y A= ( aij ) es una matriz de coeficientes
constantes n � n. Sea x(0) = x0 una condición inicial en Rn , el flujo de la
ecuación diferencial lineal (2.3) es una función ’t (x0) tal que describe como
evoluciona el sistema en el tiempo t 2 R a partir de la condición inicial, de
tal forma que, ’t=0 (x0) = x0 y d

dt
’t (x0) = A’t (x0) [44].

A continuación se presentarán algunos teoremas importantes, las pruebas
pueden observarse en [44];

La solución de la ecuación (2.3) está dada por x(t) = diag[e� 1 t ; : : : ; e� n t ]x0,
si y solo si la matriz n � n A = diag[�1; : : : ; �n ] con �i 2 R y distintos.

Si los eigenvalores de la matriz A tiene eigenvalores reales y distintos
(�1; �2; : : : ; �n ), y estos corresponden a los eigenvectores del sistema
(v1; v2; : : : ; vn ) entonces existe una matriz P de tal forma que satisfaga
que P� 1AP = diag[�1; : : : ; �n ] entonces la solución del sistema (2.3)
está dada por x(t) = P diag[�1; : : : ; �n ] P� 1x(0).

Por otro lado, también existen eigenvalores complejos, estos son de la forma
�j = �j + i�j , si se encuentran eigenvalores de esta forma, entonces corres-
ponden a un eigenvector complejo vj = uj + iwj . Análogamente a los teore-
mas anteriores, exite una matriz P de tal forma que se satisfaga P� 1AP =

diag[D1; : : : ;Dn ], con Dj =

�
�j � �j

�j �j

�
dado lo anterior, entonces la solución

del sistema (2.3) está dada por x(t) = P diag e� j t

�
cos�j t � sin�j t
sin�j t cos�j t

�
P� 1x0.

De acuerdo con el teorema del problema de valor inicial para sistemas lineales
de [45] el sistema (2.3) tiene una única solución dada por x(t) = eAtx0.
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Considerando el mismo sistema lineal en R2, con una matriz real A de
2 � 2, y un vector x = ( x1; x2)T 2 R2. El polinomio característico asociado
con la matriz A es p(�) = �2 � �� + �, donde � = det(A) es el determinante
de A y � = traza de A, teniendo así el discriminante del polinomio como
� = � 2 � 4�. Formando así:

A =

�
�1 0
0 �2

�
;

la solución del sistema de acuerdo con el teorema fundamental de sistemas
lineales (problema de valor inicial) es dada por:

x(t) =

�
e� 1 t 0
0 e� 2 t

�
x0:

Los retratos fase del sistema (2.3) suponiendo que la matriz A tiene k valores
reales como eigenvalores, el comportamiento de los puntos de equilibrio del
sistema puede ser de varias maneras, bajo las condiciones que se muestran a
continuación:

Comportamiento tipo nodo estable: Esto sucede cuando los valores de
los eigenvalores del sistema son negativos, cumpliendo lo siguiente �1 �
�2 < 0, a su vez,� = �1�2 > 0, � = �1 + �2 < 0 y � = ( �1 � �2)2 > 0.

Comportamiento tipo nodo inestable: �1 � �2 > 0: � = �1�2 > 0,
� = �1 + �2 > 0 y � = ( �1 � �2)2 > 0:

Comportamiento tipo silla: �1 < 0 < �2. �1 = �1�2 < 0 y � = ( �1 �
�2)2 > 0.

Realizando lo mismo pero para eigenvalores complejos A =

�
� � �
� �

�
con

�; � 2 R y � 6= 0 , entonces la solución del sistema está dada por:

x(t) = e�t

�
cos�t � sin�t
sin�t cos�t

�
x0:

Los retratos fase del sistema (2.3) suponiendo que la matriz A tiene k valores
complejos como eigenvalores, el comportamiento de los puntos de equilibrio
del sistema puede ser de varias maneras, bajo las condiciones que se muestran
a continuación:
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Comportamiento tipo foco estable: sucede cuando � < 0. � = �2+ �2 >
0, � = 2� < 0 y � = � 4�2 < 0. La oscilación de la trayectoria es en
sentido horario cuando � > 0, y antihorario si � < 0.

Comportamiento tipo foco inestable: sucede cuando � > 0. � = �2 +
�2 > 0, � = 2� > 0 y � = � 4�2 < 0. Las condiciones de � para la
oscilación de la trayectoria es igual al tipo foco estable [44].

El estudio de los sistemas dinámicos constituye una herramienta funda-
mental para entender como evolucionan ciertos fenómenos en el tiempo. En
términos generales, un sistema dinámico describe cómo cambia el estado de
un sistema físico, biológico, económico o abstracto, a partir de reglas bien
definidas. Estas reglas dictan la evolución del sistema de forma determinis-
ta, es decir, que el conocimiento preciso del estado actual permite predecir
completamente el comportamiento futuro [46, 47, 48].

Formalmente, un sistema dinámico, Ecuación (2.1) consta de dos elemen-
tos esenciales:

Un espacio de estados X, que representa todas las configuraciones po-
sibles del sistema.

Una regla de evolución ’t , que describe cómo cambia el estado con
el tiempo, típicamente dada por una función ’t : X ! X tal que
x(t) = ’t (x0), con x0 2 X como condición inicial.

Ambos enfoques guardan una relación muy cercana. Por un lado, un sis-
tema continuo puede convertirse en una versión discreta al aplicar métodos
numéricos como los de Euler o Runge-Kutta. A la inversa, algunos sistemas
discretos pueden representarse de forma continua para comprender mejor su
dinámica y analizarla de manera más clara [49]. Aun así, es importante sub-
rayar que trabajar en tiempo continuo o en tiempo discreto no es lo mismo:
las herramientas de análisis cambian, y también lo hacen los comportamien-
tos que pueden observarse en cada caso.

Los sistemas dinámicos no sólo permiten modelar el comportamiento de
sistemas físicos reales, sino que también revelan propiedades cualitativas del
movimiento, como estabilidad, periodicidad, divergencia, bifurcaciones y fe-
nómenos caóticos. Este enfoque cualitativo, más allá del análisis numérico
o cuantitativo, ofrece una visión estructural del sistema, centrada en como
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cambia su comportamiento global a medida que se modifican los parámetros
o las condiciones iniciales [25, 45]. Por ejemplo, las condiciones iniciales, una
de las características fundamentales del caos determinista. Esto implica que
pequeñas perturbaciones en el estado inicial pueden conducir a trayectorias
completamente distintas, imposibilitando una predicción práctica a largo pla-
zo, a pesar de la naturaleza determinista del sistema [50].

El marco teórico de los sistemas dinámicos es amplio y se aplica a nume-
rosos contextos: desde modelos mecánicos clásicos (como el péndulo), hasta
sistemas eléctricos, poblacionales, climáticos y económicos. Su poder des-
criptivo y predictivo ha sido potenciado por el desarrollo de herramientas
geométricas y computacionales, incluyendo diagramas de fases, retratos de
flujo, planos de Poincaré y exponentes de Lyapunov.

En esta tesis, el análisis se enfoca particularmente en sistemas dinámicos
continuos que exhiben dinámica caótica con un número único de puntos de
equilibrio, donde la topología de las trayectorias juega un papel crucial. Este
tipo de estudio no solo ofrece una comprensión más profunda de las transi-
ciones entre orden y caos, sino que también permite identificar estructuras
internas como variedades invariantes y atractores extraños, elementos esen-
ciales para el estudio cualitativo del caos [47].

2.1.2. Definiciones básicas

A continuación se presentan algunos conceptos fundamentales necesarios
para el estudio de los sistemas dinámicos [51, 25, 29].

Espacio de estados: Conjunto de todos los posibles estados en los que
puede encontrarse un sistema dinámico. Usualmente se denota comoX � Rn .

Trayectoria (u órbita): Es la solución x(t) de un sistema dinámico
que describe la evolución temporal del estado del sistema a partir de una
condición inicial x0.

Estabilidad: Un punto de equilibrio x� es estable si las trayectorias que
comienzan cerca de x� permanecen cerca de él para todo tiempo futuro. Es
asintóticamente estable si, además, convergen a x� conforme t ! 1 [52].

Sistema autónomo: Un sistema cuya ley de evolución no depende ex-
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plícitamente del tiempo, es decir, de la forma _x = f (x). Contrasta con los
sistemas no autónomos _x = f (x; t).

Atractor: Un conjunto hacia el cual tienden las trayectorias de un siste-
ma dinámico en el largo plazo. Puede ser un punto, una órbita periódica o
un conjunto más complejo (como un atractor extraño en sistemas caóticos)
[25].

Caos: Comportamiento caracterizado por sensibilidad a las condiciones
iniciales, mezclado topológico y densidad de órbitas periódicas. Un sistema
caótico puede ser determinista pero impredecible en la práctica [29].

2.2. Sistemas lineales y lineales afines

2.2.1. Sistemas lineales afines

Un sistema dinámico lineal afín es un tipo de sistema continuo cuya di-
námica está gobernada por una ecuación diferencial ordinaria de la forma:

_x = Ax + b; (2.4)

donde x 2 Rn es el vector de estado, A 2 Rn � n es una matriz constante y
b 2 Rn es un vector constante. La presencia del término b desplaza el sistema
respecto al origen, lo que significa que, en general, el punto de equilibrio no
se encuentra en el origen, a diferencia del caso puramente lineal.

Este tipo de sistemas preserva muchas de las propiedades de los sistemas
lineales homogéneos, aunque con la diferencia importante de que las solucio-
nes ya no forman un campo vectorial, sino que están desplazadas por una
constante. El análisis de estabilidad en torno al punto de equilibrio se realiza
usualmente trasladando el sistema al nuevo origen [52, 46].
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2.2.2. Sistemas lineales por partes

Los sistemas lineales por parteso piecewise linear systems(PWL) son
sistemas dinámicos definidos por distintas ecuaciones lineales o lineales afi-
nes en diferentes regiones del espacio de estados. Su forma general puede
escribirse como:

_x = Ai x + b i ; si x 2 
 i ; (2.5)

donde cada par (Ai ;b i ) define una dinámica lineal o afín en la región 
 i �
Rn , y el conjunto de regiones f 
 i g conforma una partición del espacio de
estados. Estas regiones están delimitadas por superficies de conmutación o
discontinuidad, en las cuales la dinámica cambia bruscamente de una forma
lineal a otra.

A pesar de su simplicidad estructural, los sistemas PWL son capaces de
generar comportamientos dinámicos complejos, incluyendo atractores caóti-
cos, bifurcaciones y fenómenos de sensibilidad a condiciones iniciales. Este
tipo de sistemas ha sido ampliamente utilizado para modelar redes neuro-
nales, circuitos electrónicos no lineales, control por lógica difusa y sistemas
mecánicos con fricción o impactos [14, 53].

En muchos casos, el estudio de estos sistemas permite usar herramientas
del álgebra lineal dentro de cada región, y después complementar con un aná-
lisis del comportamiento en las fronteras. De esta forma, se logra un equilibrio
entre la simplicidad necesaria para poder trabajar matemáticamente con el
modelo y la complejidad suficiente para capturar la riqueza de su dinámica.

2.3. Sistemas caóticos

En la presente sección, se abordarán las herramientas para identificar a un
sistema caótico, de igual forma, se mostrarán los tipos de atractores caóticos.

2.3.1. Dinámica caótica

En esta sección se abordará el caos en sistemas dinámicos, explorando
herramientas clave para detectarlo. Se discutirá cómo los exponentes de Lya-
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punov miden la sensibilidad a las condiciones iniciales, y cómo los planos
de Poincaré ofrecen una vista visual del comportamiento de las trayectorias.
Además, se introducirá el concepto de cuencas de atracción, que describen
los conjuntos de condiciones iniciales que llevan a diferentes atractores del
sistema.

2.3.2. Definición de Caos

De acuerdo con Devaney, [50], nos muestra las siguientes definiciones para
determinar cada una de las características de un sistema dinámico para ser
caótico;

Definición 2 Supongamos queX es un conjunto yY es un subconjunto de
X. Decimos queY es denso enX si, para cualquier puntox 2 X, existe un
punto y en el subconjuntoY arbitrariamente cercano ax.

Definición 3 Un sistema dinámico estransitivo si existe al menos un pun-
to x 2 X cuya órbita es densa enX, es decir, para cualquiery 2 X y cual-
quier " > 0, existe unt 2 T tal que

d(�( x; t); y) < ":

Definición 4 Un sistema dinámico(X; �) tiene dependencia sensible de
las condiciones iniciales si existe un número� > 0 tal que, para todo
x 2 X y todo " > 0, se puede encontrar uny 2 X con 0 < d(x; y) < " y un
t 2 T para el cual

d(�( x; t); �( y; t)) � �:

Definición 5 [50]: Un sistema dinámicoF es caótico si existe un invariante
k, tal que:

1. Los puntos periódicos deF son densos enk.

2. F es transitivo enk.

3. F depende de manera sensible de las condiciones iniciales enk.
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2.3.3. Exponentes de Lyapunov

Aunque la definición de caos propuesta por Devaney establece criterios
fundamentales para identificar sistemas caóticos, existen otros enfoques que
también permiten detectar visualmente características de caos en sistemas
dinámicos. Un criterio comúnmente utilizado es el valor del exponente de
Lyapunov. Si un sistema dinámico posee un atractor y su mayor exponente
de Lyapunov es positivo, esto indica que el sistema exhibe un comportamien-
to caótico. En este sentido, la positividad del exponente de Lyapunov refleja
la sensibilidad a las condiciones iniciales, característica esencial del caos [54].

El exponente de Lyapunov máximo, denotado por �m�ax , cuantifica la tasa
a la cual dos trayectorias inicialmente cercanas divergen en un sistema diná-
mico. Un valor positivo de este exponente es una de las señales más claras
de la presencia de caos. En este trabajo, se recurrió a una versión adaptada
del método propuesto por Rosenstein et al.[55], que permite estimar �m�ax a
partir de datos relativamente cortos, lo cual lo convierte en una herramienta
muy práctica.

La idea central del método es sencilla: se observa cómo crece, en pro-
medio, la separación entre trayectorias cercanas a lo largo del tiempo. Para
ello, se reconstruye el espacio de fases a partir de una serie temporal escalar
f x(ti )gN

i =1 , construyendo vectores de retardo de la forma:

x i = [ x(ti ); x(ti + � ); x(ti + 2� ); : : : ; x(ti + (m � 1)� )] 2 Rm ;

donde m es la dimensión de embebido y � el tiempo de retardo.

A partir de cada vector x i , se identifica su vecino más cercano x j en el
espacio reconstruido, siempre que esté suficientemente alejado en el tiempo
(ji � jj > W , con W como ventana de exclusión). Luego, se analiza cómo
evolucionan las distancias entre estas parejas a lo largo del tiempo:

di (k) = kx i + k � x j + kk :

El comportamiento promedio de estas distancias puede describirse con la
expresión:

hln d(k)i =
1

N � k

N � kX
i =1

ln di (k) � �m�ax � k � � t;
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lo que significa que la pendiente de la gráfica de hln d(k)i frente al tiempo
ofrece una estimación directa de �m�ax .

2.3.4. El plano de Poincaré

Una de las maneras más intuitivas y visuales de estudiar el comportamien-
to de un sistema dinámico es a través del uso del plano de Poincaré. Esta
herramienta consiste en observar cómo las trayectorias del sistema atraviesan
una superficie transversal, permitiendo así reducir su dimensión y analizar
su evolución como una sucesión de puntos.

Cuando el sistema presenta comportamiento caótico, los puntos sobre el
plano de Poincaré no forman órbitas simples ni patrones repetitivos, sino que
se distribuyen de forma aparentemente desordenada, pero con cierta estruc-
tura interna. Esto nos ofrece una pista importante: si pequeñas diferencias
en las condiciones iniciales producen intersecciones muy distintas sobre el
plano, estamos observando lo que Devaney identifica como sensibilidad a las
condiciones iniciales, una de las tres condiciones fundamentales que definen
el caos.

Por tanto, los planos de Poincaré no solo simplifican el análisis de sistemas
complejos, sino que también nos permiten detectar, de forma clara y visual,
comportamientos caóticos que serían difíciles de percibir directamente en el
espacio de fases completo [25].

Consideremos un sistema dinámico de dimensión n de la forma _x = f (x).
Sea S una superficie de sección transversal de dimensión n� 1. Se requiere que
S sea transversal al flujo, es decir, que todas las trayectorias que comienzan
en S lo atraviesen de forma transversal, y no de manera tangente o paralela.

Definición 6 [25]: El plano de PoincaréP es una aplicación de una sección
transversal S en sí misma, obtenida al seguir las trayectorias del sistema
desde una intersección conS hasta la siguiente. Sixk 2 S denota lak-ésima
intersección de una trayectoria conS, entonces el plano de Poincaré se define
mediante

xk+1 = P (xk) :
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2.3.5. Cuenca de atracción

En el estudio de sistemas dinámicos, la cuenca de atracción nos ayuda a
entender la región de estabilidad del sistema, dependiendo de sus condiciones
iniciales. Cada atractor, ya sea un punto de equilibrio, una órbita periódica
o un atractor caótico, tiene asociada una región del espacio de fases que
contiene todos los puntos cuyas trayectorias convergen a él. A esta región se le
denomina su cuenca de atracción. Primero, definiremos lo que es un atractor,
de acuerdo con Strogatz [25], nos define que un atractor es un conjunto al
que todas las trayectorias vecinas convergen, también nos menciona que debe
de cumplir con las siguientes propiedades;

A es un conjunto invariante: cualquier trayectoria x(t) que comienza
en A permanece en A para todo el tiempo.

Un atractor A atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales: existe
un conjunto abierto U que contiene a A, tal que si x(0) 2 U , entonces
la distancia entre x(t) y A tiende a cero cuando t ! 1 . Esto significa
que A atrae todas las trayectorias que comienzan lo suficientemente
cerca de él. El mayor conjunto U con esta propiedad se denomina la
cuenca de atracción de A.

A es minimal: no existe un subconjunto propio de A que satisfaga las
condiciones 1 y 2 [25].

Dentro de las tres propiedades mencionadas con anterioridad, se puede ob-
servar que en el punto dos, se define una cuenca de atracción como todas
aquellas posibles condiciones iniciales que converjan al atractor, y es una
propiedad esencial de los atractores.

2.4. Tipos de atractores

En esta sección se describen los principales tipos de atractores que se
han identificado en la teoría de sistemas dinámicos. El propósito es ofrecer
una visión general que permita distinguir sus características fundamentales
y reconocer en qué contextos pueden aparecer dentro de distintos sistemas.
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2.4.1. Atractores autoexcitados

Un atractor auto-excitado es aquel donde las variedades inestables de los
puntos de equilibrio inducen las oscilaciones en el atractor. En este caso,
las trayectorias que parten de una vecindad de un equilibrio inestable son
atraídas hacia la dinámica oscilatoria o caótica, lo que permite localizar el
atractor de manera relativamente sencilla a través de simulaciones numéricas
o análisis local [37].

Por otro lado, un atractor oculto no está asociado directamente con la
inestabilidad de los equilibrios. Su existencia solo puede detectarse al explorar
condiciones iniciales alejadas de los equilibrios, lo que los hace más difíciles
de identificar y menos frecuentes en aplicaciones físicas o de ingeniería.

Definición 7 [44]: Un atractor en un campo vectorial con equilibrios se lla-
ma atractor auto-excitado si su cuenca de atracción intersecta con cualquier
vecindario abierto de un punto fijo inestable. De lo contrario, se llama atrac-
tor oculto. Un atractor en un espacio vectorial sin equilibrios se llama atrac-
tor no auto-excitado.

Se tomará un ejemplo de este tipo de atractores para explicar de manera más
detallada el mecanismo que este presenta para la formación del atractor. El
sistema de Lorenz es un sistema de ecuaciones diferenciales que modela la
convección en la atmósfera el cual está dado por las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias [26]:8><>:

dx
dt

= �(y � x);
dy
dt

= x(� � z) � y;
dz
dt

= xy � �z;

(2.6)

donde los parámetros son: � = 10, � = 28, y � = 8
3
.

El atractor auto-excitado en el sistema de Lorenz ocurre cuando los pará-
metros están en el rango que permite que el sistema exhiba comportamiento
caótico. El atractor de Lorenz, visualmente conocido como la "mariposa de
Lorenz", muestra cómo el sistema oscila en el espacio de fases sin periodici-
dad regular. Estas oscilaciones auto-sustentadas se deben a las interacciones
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no lineales entre las ecuaciones, generando un patrón de flujo caótico en el
espacio de fases [26].

En seguida se calcularán los puntos de equilibrio, así como sus eigenvalores y
eigenvectores del sistema, para que de esta manera se puedan identificar las
variedades estables e inestables.

Puntos de Equilibrio: Para encontrar los puntos de equilibrio, resolve-
mos el sistema: 8><>:

�(y � x) = 0 ;

x(� � z) � y = 0 ;

xy � �z = 0 :

(2.7)

Solucionando este sistema, obtenemos tres puntos de equilibrio:

x�
1 = (0 ;0;0);

x�
2 = (

p
�(� � 1);

p
�(� � 1); � � 1);

x�
3 = ( �

p
�(� � 1); �

p
�(� � 1); � � 1):

(2.8)

Análisis de Estabilidad: Para analizar la estabilidad de estos puntos
de equilibrio, calculamos los eigenvalores de la matriz Jacobiana del
sistema evaluada en cada punto de equilibrio.

La matriz Jacobiana es:

J =

24 � � � 0
� � z � 1 � x
y x � �

35 : (2.9)

Evaluando la matriz Jacobiana en cada punto de equilibrio y calculando
los eigenvalores, obtenemos:

• Para x�
1 = (0 ;0;0):

Jx �
1

=

24 � � � 0
� � 1 0
0 0 � �

35 : (2.10)
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Los eigenvalores son:

�1 = � 22:8277; �2 = 11:8277; �3 = � 2:6667:

Los eigenvectores asociados son:

v1 =

24 � 0:6148

0:7887

0

35 ; v2 =

24 � 0:4165

� 0:9091

0

35 ; v3 =

24 0

0

1:0000

35 :
• Para x�

2:

Eigenvalores:

�1 = � 13:8546; �2 = 0 :0940+10:1945i; �3 = 0 :0940� 10:1945i:

Eigenvectores:

v1 =

24 0:8557

� 0:3298

� 0:3988

35 ; v2 =

24 � 0:2661� 0:2950i

0:0321� 0:5691i

� 0:7192

35 ; v3 =

24 � 0:2661 + 0:2950i

0:0321 + 0:5691i

� 0:7192

35 :
• Para x�

3:

Eigenvalores:

�1 = � 13:8546; �2 = 0 :0940+10:1945i; �3 = 0 :0940� 10:1945i:

Eigenvectores:

v1 =

24 0:8557

� 0:3298

0:3988

35 ; v2 =

24 � 0:2661� 0:2950i

0:0321� 0:5691i

0:7192

35 ; v3 =

24 � 0:2661 + 0:2950i

0:0321 + 0:5691i

0:7192

35 :
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Figura 2.1: Las raíces complejas de la ecuación tienen parte real positiva y
x�

2 y x�
3 son inestables.

Dado que � es un valor muy grande, entonces cada rama de la variedad
inestable del origen es eventualmente atraída al punto de equilibrio
opuesto [38]:

Figura 2.2: Cada rama de la variedad inestable es eventualmete atraída al
punto de equilibrio opuesto.

x�
2 y x�

3 son inestables. La trayectoria de estos puntos de equilibrio,
tiene en el eigenvalor un valor real negativo y un par de eigenvalores
conjugados complejos con parte real positiva. Note que para � > 24:74
todos los tres puntos estacionarios son inestables.
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Figura 2.3: Trayectoria puntos de equilibrio.

Se denota por S3 = R3 [ 1 la esfera tridimensional. El atractor geo-
métrico de Lorenz es un atractor en S3. En S3 el flujo Y tiene tres
singularidades hiperbólicas, dos de tipo silla en R3(x�

2; x
�
3) con valores

propios estables complejos, y una fuente en 1 .

Dicho atractor lo definimos por:

� =
[
t � 0

Yt (U );

como el conjunto maximal invariante de Y en U . El conjunto � es
llamado atractor geométrico de Lorenz, el cual está motivado por el
campo de Lorenz:

X(x; y; z) = ( � �x + �y; rx � y � xz; xy � bz); �; r; b > 0:

Numéricamente, se tienen algunas de las propiedades más importantes
de las ecuaciones de Lorenz:

• Singularidad: El campo Y tiene una única singularidad O =
(0;0;0), la cual es hiperbólica, como lo exhibe la ecuación de Lo-
renz, con un eigenvalor positivo �1 > 0 y dos negativos �2 < �3 <
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0 tales que �2 < �3 < 0 < � �3 < �1 < � �2. Se deduce que la
variedad inestable de la singularidad, W u(O), es unidimensional,
formada por dos trayectorias 
+ y 
� . La variedad estable de la
singularidad, W s(O), es bidimensional.

• Contracción: Cerca del origen, el sistema de Lorenz presenta una
contracción en la dirección transversal al plano xz.

• Expansión: Cerca del origen, el sistema de Lorenz presenta una
expansión sobre planos casi paralelos al plano xz.

• Simetría: La ecuación de Lorenz tiene una simetría natural, es
decir, si (x(t); y(t); z(t)) es solución, entonces (� x(t); � y(t); z(t))
también lo es. Cualquier solución o es simétrica, o tiene una com-
pañera simétrica [38, 39].

Dicho atractor se observa en la siguiente figura con cada uno de sus
puntos de equilibrio y sus variedades estables e inestables.

Figura 2.4: Atractor de Lorenz, las variedades estables se representan con
una línea negra y las variedades inestables con una línea roja.

2.4.2. Atractores ocultos

Según Leonov [36], los atractores ocultos se pueden clasificar en siste-
mas con y sin puntos de equilibrio.
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• En sistemas con puntos de equilibrio, los atractores ocultos apa-
recen debido a la estructura no trivial del espacio de fases, que
permite la existencia de regiones de atracción no conectadas di-
rectamente con los puntos de equilibrio.

• En sistemas sin puntos de equilibrio, los atractores sin equilibrio
son aquellos cuya dinámica no se asocia con ningún punto de equi-
librio, pero que aún así mantienen una estructura atractiva en el
espacio de fases. [33, 36]

En ciertos sistemas dinámicos no lineales, los atractores pueden clasi-
ficarse según cómo se accede a ellos desde las condiciones iniciales. En
particular, los atractores ocultos son aquellos cuya cuenca de atracción
no intersecta ninguna vecindad del punto de equilibrio. Esto contrasta
con los atractores autoexcitados, que sí pueden ser encontrados inician-
do la integración cerca del equilibrio.

En [56] se estudia una clase de sistemas lineales por partes (PWL) con
múltiples zonas de operación definidas en el espacio tridimensional. El
sistema tiene la forma general:

_X = AX + B(X); X = [ x; y; z]T ;

donde la matriz A está dada por

A =

0@ 0 1 0
0 0 1

� 1:5 � 1 � 1

1A ;

y la función B(X) está definida por:

B(X) =

0@ 0
0

Bc(x)

1A =

8>>>><>>>>:
B1; si X 2 D1;

B2; si X 2 D2;
...
B� ; si X 2 D� ;
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donde la función Bc(x) tiene la siguiente forma:

Bc(x1) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

� + 1 ; si x1 � 2

3

�
� +

1

2

�
;

�; si 0 � x1 <
2

3

�
� +

1

2

�
;

� �; si � 2

3

�
� +

1

2

�
� x1 < 0;

� � � 1; si x1 < � 2

3

�
� +

1

2

�
:

Al variar el valor de �, se modifica la distancia entre los desplazamien-
tos que inducen los atractores. Para valores moderados de �, el sistema
presenta dos atractores simétricos respecto al origen, fácilmente loca-
lizables mediante condiciones iniciales cercanas al punto de equilibrio,
como se puede observar en la siguiente figura;

(a) (b) (c)

Figura 2.5: En (a) y (b) se muestran atractores de doble desplazamiento
autoexcitados, mientras que en (c) se observa un atractor de tres desplaza-
mientos, dos de ellos autoexcitados y uno oculto.

Sin embargo, al modificar las condiciones iniciales, surge una nueva
estructura en la región central del espacio de fases, un tercer atractor
que no está conectado directamente con el equilibrio, y por tanto, no
es visible si se parte desde condiciones iniciales pequeñas. Este nuevo
comportamiento corresponde a un atractor oculto corespondiente a la
Figura (c).

La identificación de estos atractores se realiza mediante simulaciones
numéricas con distintas condiciones iniciales. Al explorar el espacio
de estados, se observa que cada atractor posee su propia cuenca de
atracción, es decir, el conjunto de puntos iniciales cuyas trayectorias
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convergen hacia él. En sistemas como este, las cuencas están separadas
por superficies que pueden ser complejas, y determinan qué comporta-
miento dinámico se manifiesta según la condición inicial.

Se visualiza este fenómeno en tres etapas:

• La subfigura (a) muestra el primer atractor autoexcitado, ubicado
hacia la izquierda del espacio de fases.

• La subfigura (b) presenta el segundo atractor autoexcitado, simé-
trico al anterior pero hacia la derecha.

• En la subfigura (c), ambos atractores anteriores pueden identifi-
carse como regiones localizadas dentro de una estructura más am-
plia: un atractor de tres desplazamientos. Aquí, el atractor oculto
ocupa la región central y rodea parcialmente a los atractores late-
rales, los cuales se manifiestan como zonas internas dentro de la
figura.

Este tercer atractor, de mayor tamaño y complejidad, solo puede ob-
servarse adecuadamente una vez que se han visualizado los atractores
laterales por separado. La razón es que el atractor oculto contiene en
su interior las dinámicas de (a) y (b), pero su cuenca de atracción es-
tá completamente separada: las trayectorias que conducen a él no se
inician cerca del equilibrio, sino en regiones alejadas y específicas del
espacio.

Este tipo de configuración es típica en sistemas PWL con desplaza-
mientos múltiples, donde la interacción entre las discontinuidades ge-
nera dinámicas complejas y coexistencia de múltiples atractores.

2.4.3. Sistemas sin puntos de equilibrio

A diferencia de los sistemas con puntos de equilibrio, donde las tra-
yectorias pueden estabilizarse en puntos fijos o exhibir comportamien-
tos oscilatorios alrededor de ellos, los sistemas sin puntos de equilibrio
carecen de estos puntos. Esto significa que las soluciones de estos sis-
temas no convergen a un estado estacionario, lo que puede dar lugar
a dinámicas particularmente complejas, como atractores sin puntos de
equilibrio.
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Al elegir adecuadamente un conjunto de subsistemas y una ley de

conmutación adecuada, es posible generar un atractor caótico como el
mecanismo siguiente:[57]

Figura 2.6: Mecanismo para generar el atractor caótico. Las flechas negras
indican los eigenespacios estables del sistema.

Como ejemplo del mecanismo generalizado, presentado con anteriori-
dad, se considera el siguiente sistema por partes definido como

_x =

(
Ax + B 1; si x1 < s;

Ax + B 2; si x1 � s;
(2.11)

donde s 2 R es un parámetro que determina la posición de la superficie
de conmutación, y las matrices se definen por

A =

240 1 1
0 � 0:5 3
0 � 3 � 0:5

35 ; B 1 =

240:5
0
1

35 ; B 2 =

24 � 1
1
0

35 : (2.12)
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La superficie de conmutación está definida por el hiperplano x1 = s.
Este parámetro s controla la ubicación de la frontera que separa las
dos regiones del espacio donde el sistema tiene dinámicas distintas.

El sistema presenta un comportamiento caótico generado por la inter-
acción entre la dinámica lineal en cada región y la conmutación en la
superficie x1 = s.

La matriz A impone en ambas regiones un comportamiento oscilatorio
amortiguado, ya que sus eigenvalores poseen parte real negativa, lo que
tiende a estabilizar la dinámica,y parte imaginaria distinta de cero, lo
que introduce giros o rotaciones en el espacio de fases.

A su vez, los términos constantes B 1 y B 2 no generan verdaderos pun-
tos de equilibrio, sino que actúan como traslaciones del sistema, despla-
zando el marco de referencia en cada región. Dichos desplazamientos
definen alrededor de qué punto se organiza la dinámica local en cada
lado de la superficie de conmutación. La interacción entre estas dinámi-
cas desplazadas, junto con los cruces a través del plano x1 = s, da lugar
a un comportamiento complejo y no lineal, capaz de originar caos.

Al modificar el valor de s, se desplaza la posición de la superficie de con-
mutación a lo largo del eje x1. Esto provoca que el atractor resultante se
traslade en el espacio sin alterar su estructura dinámica fundamental.
En otras palabras, el atractor se mueve a lo largo del eje x1 en función
del parámetro s, pero mantiene su geometría y propiedades caóticas.

Este comportamiento facilita el estudio de la sensibilidad del sistema a
la localización de la superficie de conmutación, mostrando cómo el des-
plazamiento de esta frontera influye en la posición espacial del atractor
sin afectar su complejidad dinámica.

En la Figura (2.7) se presenta el atractor generado para s = 0 , donde
se puede observar la estructura caótica característica del sistema.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.7: Atractor caótico del sistema definido en la ecuación (2.12) para
distintas condiciones iniciales.

2.4.4. Sistemas con un único punto de equilibrio es-
table

Wang y Chen (2012) hicieron un descubrimiento relevante al identificar
la existencia de sistemas caóticos que presentan un único punto de
equilibrio estable. Se considera el siguiente sistema dinámico ubicado
en [41]:

8><>:
_x = y;

_y = z;

_z = � x � 0:6y � 2z + z2 � 0:4xy;

(2.13)

con un punto de equilibrio en el origen, es decir, (x0; y0; z0) = (0 ;0;0).

Los eigenvalores asociados a este punto de equilibrio son todos con
parte real negativa, salvo un par complejo con parte real cercana a
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cero, lo que indica que el equilibrio es localmente estable. Esto significa
que existe una cuenca de atracción alrededor del equilibrio dentro de
la cual todas las trayectorias convergen hacia dicho punto.

Sin embargo, si la condición inicial se encuentra fuera de esta cuenca
de atracción, el sistema exhibe un comportamiento dinámico más com-
plejo: las trayectorias no regresan al equilibrio sino que se ven atraídas
hacia un atractor caótico. Este fenómeno se debe a la no linealidad pre-
sente en los términos cuadráticos z2 y xy, que permiten que la dinámica
escape del dominio local estable y desarrolle oscilaciones complejas en
el espacio de fases.

El mecanismo de generación del atractor en este sistema se basa en la
coexistencia de un punto de equilibrio localmente estable y una cuenca
de atracción limitada, que al ser sobrepasada da lugar a trayectorias
caóticas. Esta dualidad entre estabilidad local y comportamiento caó-
tico global es característica de muchos sistemas no lineales y es funda-
mental para el estudio de atractores ocultos y fenómenos relacionados.

Figura 2.8: Atractor en un espacio vectorial con un punto de equilibrio esta-
ble. Se consideró como condición inicial (4; � 2;0)T .

Se consideran otras condiciones iniciales dentro de la cuenca de atrac-
ción para visualizar la convergencia hacia el punto de equilibrio del
sistema.
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(a) Condición inicial (1; 1; 1)T .

(b) Condición inicial (0:5; 0:8; 0)T .

Figura 2.9: Atractor en el espacio de fases de un sistema con un punto de
equilibrio estable.
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2.5. Sistemas disipativos

Un sistema dinámico de la forma

_X = AX + B(X) (2.14)

es un sistema disipativo inestable (UDS) si satisface las siguientes con-
diciones;

Definición 8 [58]: Sean� = f �1; �2; �3g los eigenvalores del operador
lineal A, tales que

3X
i =1

Re(�i ) < 0;

donde�1 es un número real y�2; �3 son números complejos. El sistema
(2.14) se dice que es unUDS de Tipo I si �1 < 0, y es deTipo II
si �1 > 0.

A =

0@ 0 1 0
0 0 1

� a � b � c

1A ; B(v) =

0@ 0
0
r(v)

1A : (2.15)

Proposición 1 [58]: Considérese la familia de sistemas lineales afines
(2.14) con operador linealA dado por (2.15), dondea; b; c 2 R. Sea
f a; b; cg un conjunto de números reales no nulos llamadosparámetros
de control. Si se cumple que

a = c(a2 + b); b = a2 + b + 2ac; y c = c � 2a;

con b > 0, c > 0 y a < c
2
, entonces el sistema está basado en unUDS

de Tipo I . Por otro lado, si b > 0 y a; c < 0, entonces el sistema está
basado en unUDS de Tipo II .

Un ejemplo de un sistema autoexcitado con multienroscado es el si-
guiente: Se considera el siguiente sistema lineal por partes de la forma:

_X = AX + B(X): (2.16)
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La matriz A y el vector B se basa en la ecuación diferencial ordinaria
(ODE):

...
x + a•x + b_x + cx + � = 0 (2.17)

A =

0

@
0 1 0
0 0 1

� a � b � c

1

A ; B =

0

@
0
0
b3

1

A :

Considerando la matriz A y para el vector afín B el valor deb3 cambiará
según el valor dex1

A =

0

@
0 1 0
0 0 1

� 10:5 � 7:0 � 0:7

1

A ; b3(x1) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

c2; si x1 � xc2s

c1; si xc1s � x1 < x c2s

c0; si � xc1s < x 1 < x c1s

� c1; si � xc2s < x 1 � � xc1s

� c2; si x1 � � xc2s

dondec0 = 0; c1 = 6:3; c2 = 12:6 y xc2s = 0:3; xc1s = 0:6.

El sistema descrito con anterioridad es una sistema UDS tipo I, ya
que la matriz A cumple con las condiciones mencionadas al inicio de
esta subsección, es decir, debido a la presencia de eigenvalores con parte
real negativa y positiva en las diferentes regiones del espacio, permite la
coexistencia de variedades estables e inestables que generan la dinámica
caótica.
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(a) Proyección en el plano(x1; x2).

(b) Proyección en el plano(x1; x3).

Figura 2.10: Proyecciones del atractor multienroscado del sistema (2.14). Las
variedades estables se muestran en rojo, las inestables en azul, los planos de
conmutación con línea punteada negra y los puntos de equilibrio con asterisco
negro.

En la Figura 2.10 (a) se muestran las proyecciones de los eigenvectores
del sistema en los planos(x1; x2) y (x1; x3), los cuales están directamen-
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te relacionados con las variedades estables e inestables de cada punto
de equilibrio. Las variedades estables se representan mediante líneas ro-
jas, mientras que las variedades inestables se indican con líneas azules.

Entre cada par de puntos de equilibrio se encuentra una super�cie de
conmutación, representada como una línea punteada. Esta super�cie
tiene la función de dividir el espacio en distintos dominios de operación
del sistema, conformando así un total de cinco regiones diferenciadas.

En la Figura 2.10 (b) se puede observar que la variedad estable (lí-
nea roja) de cada punto de equilibrio es la responsable de atraer las
trayectorias del sistema hacia dicho punto, mientras que la variedad
inestable (línea azul) tiende a alejarlas. Como resultado de esta in-
teracción, las trayectorias generan espirales que aumentan de tamaño
debido a la in�uencia de la variedad inestable.

Observe en la Figura (2.11) que, a medida que las trayectorias oscilan
alrededor de un punto de equilibrio, eventualmente escapan del domi-
nio en que se encuentran, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda,
al cruzar la super�cie de conmutación. Este cruce ocurre generalmente
cerca de la variedad inestable, tanto en la parte inferior como superior
del espacio de fases. Al cruzar, la trayectoria es nuevamente atraída por
la variedad estable correspondiente al siguiente punto de equilibrio del
dominio contiguo.

Este proceso se repite de manera sucesiva, generando espirales alre-
dedor de cada uno de los puntos de equilibrio. Como consecuencia, se
produce una dinámica tipo multienroscado que caracteriza la estructu-
ra del atractor generado por el sistema, en la siguiente imagen puede
observarse el mecanismo entre punto a punto de los atractores con mul-
tienroscado:
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Figura 2.11: Mecanismo entre punto a punto de equilibrio del multienroscado.
Los planos cafés representan las variedades inestables correspondientes a cada
uno de los puntos de equilibrio, las líneas azules representan las variedades
estables de sus correspondientes puntos de equilibrio. El plano transparente
representa el plano de conmutación.
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Capítulo 3

Atractor con un único punto de
equilibrio inestable

3.1. De�nición del sistema propuesto

Se parte del sistema lineal por partes de tipo UDS, propuesto en [59].
Este sistema se caracteriza por la presencia de múltiples puntos de
equilibrio y un comportamiento multienroscado, originado por las su-
per�cies de conmutación que gobiernan la dinámica.

El sistema puede escribirse de forma general como

_x = Ax + B(x); (3.1)

dondeA es una matriz constante yB(x) de�ne los cambios de región
dependiendo de las super�cies de conmutación.

Las super�cies de conmutación se encuentran perpendicular al ejex
y dividen el espacio en distintas regiones donde el sistema presenta
dinámicas lineales diferentes, Observe las Figuras (3.1) y (3.2). Estas
super�cies son fundamentales para la generación del atractor multien-
roscado.
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Figura 3.1: Atractor multienroscado del sistema original. Donde las líneas
rojas representan las variedades estables del sistema, mientras que las azules,
las inestables

Figura 3.2: La super�cies de conmutación para el sistema original son las
lineas punteadas entre cada enroscamiento.

Los puntos de equilibrio del sistema se obtienen resolviendo

Ax � + B(x � ) = 0 ; (3.2)

En el sistema multienroscado, estos puntos se ubican en distintas regio-
nes de�nidas por las super�cies de conmutación. La presencia de varios
equilibrios contribuyen a la generación del atractor caótico multienros-
cado.
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Con el objetivo de obtener un sistema con un único punto de equilibrio
inestable, se aplica una rotación de� 90� en el plano de conmutación
(x1; x2). La rotación de las super�cies de conmutación dentro del plano
(x1; x2) puede expresarse mediante la siguiente transformación lineal
en el espacio tridimensional:

R(� � ) =

2

4
cos� sin� 0

� sin� cos� 0
0 0 1

3

5 ;

2

6
4

x0
1

x0
2

x0
3

3

7
5 = R(� � )

2

6
4

x1

x2

x3

3

7
5 :

Esta matriz corresponde a una rotación alrededor del ejex3 en sentido
horario, manteniendo �jo dicho eje y modi�cando únicamente la orien-
tación de los planos de conmutación en el subespacio(x1; x2).

De manera particular, si el ángulo de rotación es� =
�
2

, se obtiene:

R
�

�
�
2

�
=

2

4
0 1 0

� 1 0 0
0 0 1

3

5 ;

2

6
4

x0
1

x0
2

x0
3

3

7
5 = R

�
�

�
2

�
2

6
4

x1

x2

x3

3

7
5 :

En este caso, la rotación corresponde a un giro de� 90� en sentido hora-
rio alrededor del ejex3, lo cual modi�ca la orientación de las super�cies
de conmutación dentro del plano(x1; x2).

La rotación modi�ca la disposición de las super�cies de conmutación,
generando una dinámica distinta que afecta directamente la localización
de los puntos de equilibrio.

3.1.1. Estructura del sistema

Se partió de un sistema lineal por partes de tipo UDS, basado en la
propuesta de [59], como se mencionó principalmente en dicha sección.
A dicho sistema se le aplica una rotación de� 90� en el plano de conmu-
tación (x1; x2), Figura (3.3), generando un sistema con un único punto
de equilibrio inestable y dos puntos de equilibrio virtuales.

El sistema queda expresado como:

_X = AX + B(X ); (3.3)
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