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Resumen.

En esta tesis se aborda el problema de generar dinamica cadtica median-
te sistemas lineales conmutados que exhiben un tnico punto de equilibrio
inestable. Para ello, se considera un sistema lineal afin definido en el espacio
euclidiano R3, cuya evolucién se encuentra sujeta a una particiéon dindmica,
del espacio en tres dominios, delimitados por planos de conmutacién.

Dichas superficies estan definidas por planos paralelos al plano (X; z), cuya
intersecciéon con dicho plano corresponde a didmetros de una circunferencia
centrada en el origen. Estos planos de conmutacion se rotan dentro del plano
(X;y), variando el angulo entre el didmetro de interseccion y el eje X. Mismos
que mediante la definicion de las comutaciones se da origen a puntos de
equilibrio virtuales.

Estos puntos de equilibrio virtuales juegan un papel esencial en la genera-
cion de comportamientos cadticos, ya que permiten confinar las trayectorias
dentro de las variedades estables e inestables asociadas al punto de equilibrio
inestable. Para asegurar la presencia de caos, se selecciona un operador lineal
que garantiza que el sistema sea disipativo y que posea dinamicas inestables,
es decir, se trabaja con un sistema disipativo inestable (UDS por su sigla en
inglés).

Los resultados obtenidos muestran que este campo vectorial, aun con un
tnico punto de equilibrio real, posee al menos un conjunto invariante no
trivial con sensibilidad a las condiciones iniciales. Este comportamiento se
verifica mediante el calculo del maximo exponente de Lyapunov positivo,
obtencion de la cuenca de atraccion y la construccion del plano de Poincaré,
evidencia clara de la existencia de caos en el sistema.
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Abstract.

This thesis addresses the problem of generating chaotic dynamics through
switched linear systems that exhibit a single unstable equilibrium point. To
this end, an affine linear system defined in the Euclidean space R® is con-
sidered, whose evolution is subject to a dynamic partition of the space into
three domains, delimited by switching planes.

These switching surfaces are defined by planes parallel to the (X;z) plane,
whose intersection with this plane corresponds to diameters of a circle cen-
tered at the origin. The switching planes are rotated within the (X;y) plane,
varying the angle between the intersection diameter and the X-axis. Through
this switching definition, the emergence of virtual equilibrium points is achie-
ved.

These virtual equilibrium points play an essential role in generating chao-
tic behavior, as they allow the trajectories to be confined within the stable
and unstable manifolds associated with the unstable equilibrium point. To
ensure the presence of chaos, a linear operator is selected such that the system
is dissipative and exhibits unstable dynamics; that is, a Unstable Dissipative
System (UDS)is employed.

The results show that this vector field, even with a single real equilibrium
point, possesses at least one nontrivial invariant set with sensitivity to initial
conditions. This behavior is verified through the computation of a positive
maximum Lyapunov exponent, the determination of the basin of attraction,
and the construction of the Poincaré plane, clear evidence of the existence of
chaos in the system.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Desde épocas antiguas, la humanidad ha buscado comprender los patro-
nes detrés de los fendmenos naturales. Las civilizaciones antiguas observaban
los ciclos astronémicos, las estaciones del ano, o los flujos de los rios con la
esperanza de predecir el futuro y regular su vida cotidiana. Con el tiempo,
esta necesidad de predecibilidad impulsé el desarrollo de modelos matemati-
cos para describir la evoluciéon de los sistemas fisicos. La revolucion cientifica
del siglo XVTI, con figuras como Galileo Galilei [1] e Isaac Newton [2], sent6
las bases de una visién mecanicista del universo, en la que el comportamiento
futuro de un sistema podia deducirse con precision a partir de sus condiciones
iniciales. Esta idea permanecié dominante durante siglos, hasta que nuevas
observaciones revelaron que incluso sistemas simples pueden exhibir compor-
tamientos impredecibles y altamente sensibles a perturbaciones minimas. Asi
naci6 la teorfa del caos, que desafia la nocion clasica de determinismo y abre
la puerta a una visiéon més rica y compleja de las dinamicas naturales.

1.1.1. Origen y evolucion de los sistemas dinamicos
El estudio de los sistemas dindmicos tiene sus raices en la fisica clasica,

particularmente con los trabajos de Isaac Newton en el siglo XVII, quien for-
mul6 las leyes fundamentales del movimiento. A partir de entonces, las ecua-



ciones diferenciales ordinarias se consolidaron como una herramienta central
para describir la evolucion de sistemas fisicos a lo largo del tiempo |3, 4].

Durante los siglos XVIII y XIX, cientificos como Euler, Lagrange y Hamil-
ton desarrollaron formulaciones mas refinadas, como la mecanica lagrangiana
y hamiltoniana [5, 6, 7, 8]. Sin embargo, el primer indicio de que el compor-
tamiento de los sistemas deterministas podia ser intrinsecamente complejo
surgio con los trabajos de Henri Poincaré sobre el problema de los tres cuer-
pos a finales del siglo XIX [9]. Poincaré demostrd que pequenias variaciones
en las condiciones iniciales podian dar lugar a trayectorias radicalmente dis-
tintas, lo que hoy se conoce como sensibilidad a las condiciones iniciales, un
rasgo caracteristico del caos.

Estas ideas no fueron plenamente apreciadas hasta mediados del siglo XX,
cuando el desarrollo computacional permitié simular sistemas no lineales y
visualizar comportamientos complejos. Este contexto propicié el nacimiento
formal de la teoria del caos.

1.1.2. El surgimiento del caos determinista

En 1963, Edward Lorenz, al estudiar un modelo simplificado de conveccion
atmosférica, descubrié que minimas diferencias en las condiciones iniciales
podian llevar a soluciones completamente distintas con el tiempo. Su modelo,
compuesto por tres ecuaciones diferenciales no lineales, mostraba trayectorias
que nunca se repetian pero permanecian acotadas: el ahora famoso atractor
de Lorenz [10]. Este hallazgo marco el inicio formal del estudio del caos
determinista.

Posteriormente, otros modelos tridimensionales exhibieron comportamien-
to cadtico, como el sistema de Rossler en 1976 [11], el sistema de Chen en 1999
[12], y especialmente el sistema de Chua, que fue el primer circuito eléctrico
capaz de generar caos fisico real [13]. En todos estos sistemas, el caos emergia
en parte por la presencia de miltiples puntos de equilibrio, cuyas variedades
estables e inestables se entrelazaban generando una dindmica compleja.



1.1.3. Sistemas no suaves y modelos lineales por partes
(PWL)

A partir del sistema de Chua surgié una linea de investigacion centrada
en los sistemas no suaves, aquellos cuya dinamica presenta discontinuidades o
cambios abruptos. Entre estos, los sistemas lineales por partes (PWL, por sus
siglas en inglés) se consolidaron como una clase especialmente interesante.
Un sistema PWL es aquel cuya dindmica es lineal dentro de cada region
del espacio de fase, pero presenta diferentes expresiones lineales en regiones
separadas por superficies de conmutacion [14].

En este sentido, un caso emblematico es el circuito de Chua, el cual pue-
de describirse como un sistema PWL continuo por tramos. En este tipo de
modelos, la no linealidad se introduce mediante funciones lineales a trozos
cuya derivada es discontinua. Aunque cada region es lineal y, por tanto, sen-
cilla de analizar de manera local, la interaccién global entre estas regiones
puede dar lugar a comportamientos sumamente complejos, llegando incluso
a manifestar caos [15].

La ventaja de los sistemas PWL radica en que pueden analizarse con
herramientas lineales en cada subconjunto, al tiempo que conservan la riqueza
dindmica global. Gracias a esta propiedad, han sido ampliamente utilizados
para construir atractores cadticos de forma controlada, a menudo utilizando
estructuras como multienroscados o poligonos de conmutacion [16].

1.1.4. Sistemas cadticos con un tnico punto de equili-
brio

Una caracteristica comiin en los sistemas cadticos clasicos es la presencia
de multiples puntos de equilibrio. Sin embargo, investigaciones més recientes
han demostrado que el caos también puede surgir en sistemas con un tnico
punto de equilibrio. Esta posibilidad representa un cambio conceptual impor-
tante, ya que sugiere que la complejidad dinamica no requiere necesariamente
de miltiples equilibrios interactuando.

Existen sistemas con un solo equilibrio estable que, mediante mecanis-
mos como retardos o conmutaciones rapidas, pueden alejar las trayectorias
del equilibrio y generar caos en regiones alejadas del mismo [17, 18]. Estos
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sistemas son especialmente relevantes en contextos como el control caético o
la criptografia.

En esta linea, Wang y Chen (2012) mostraron que incluso un sistema
cuadratico tridimensional con un tnico equilibrio estable, del tipo nodo—foco,
puede presentar comportamientos cadticos. A pesar de que, de manera local,
el equilibrio es estable, el sistema desarrolla 6rbitas cadticas identificadas por
la presencia de un exponente de Lyapunov positivo y una ruta de doblamiento
de periodo [19]. Poco después, Chen et al. (2007) dieron a conocer un sistema
hipercao6tico con un solo equilibrio, en el que la dinamica depende fuertemente
de los parametros: pueden observarse desde 6rbitas periodicas hasta caos e
incluso hipercaos, todos coexistiendo en un mismo marco [20].

Mas recientemente, Feng et al. (2020) estudiaron un sistema con un tnico
equilibrio estable en el sentido de Lyapunov y demostraron que este puede
sostener atractores extranos ocultos. El mecanismo que lo hace posible se en-
cuentra en la geometria global del flujo y en la estructura que toma el sistema
en el infinito, lo que permite la persistencia del caos a pesar de la estabilidad
local [21]. De manera complementaria, Krejcar y Namazi (2021) propusieron
un sistema auténomo con un tnico equilibrio estable que, bajo ciertas varia-
ciones paramétricas, exhibe atractores cadticos y una compleja organizacion
de las cuencas de atraccion. Este resultado refuerza la importancia de los
sistemas con un solo equilibrio en aplicaciones como la criptografia, donde la
presencia de dinamicas ocultas es un recurso valioso [22].

No obstante, los sistemas con un tnico equilibrio inestable y comporta-
miento cadtico atn no han sido explorados. La dificultad radica en que, al
ser inestable, el equilibrio no puede actuar como atractor. Por ello, el caos
solo puede mantenerse gracias a la forma en que el sistema, en su conjunto,
consigue mantener las trayectorias dentro de cierta region y evitar que es-
capen. Para lograr esto, es necesario un diseno preciso de las superficies de
conmutacion o una arquitectura geométrica que produzca retroalimentacio-
nes ciclicas.

Recientemente, algunos trabajos han comenzado a abordar este tipo de
sistemas en el marco de la teorfa PWL. Por ejemplo, en 2021 Barajas-
Ramirez, Franco-Lopez y Gonzélez-Hernandez presentaron un método geo-
métrico para generar caos tipo Shilnikov en sistemas PWL tridimensionales,
eligiendo cuidadosamente las superficies de conmutacion y la forma en que las
trayectorias transitan entre zonas lineales [23]. Mas recientemente, en 2024



Echenausia-Monroy et al. desarrollaron un enfoque para detectar puntos cri-
ticos (tipping points) y transiciones de monoestabilidad a multiestabilidad
en sistemas PWL, analizando la evolucién de los modos lineales sin resolver
explicitamente las ecuaciones [24].

1.2. Importancia del estudio del caos

El caos es un fendémeno fascinante que ha cambiado la forma en que enten-
demos muchos procesos naturales y artificiales. Aunque a simple vista puede
parecer que el caos implica desorden total, en realidad se refiere a compor-
tamientos complejos y aparentemente impredecibles que surgen en sistemas
que siguen leyes deterministas. Es decir, incluso cuando un sistema esta com-
pletamente definido por ecuaciones matematicas, su evolucién puede volverse
tan sensible a las condiciones iniciales que cualquier pequena variaciéon puede
generar resultados dréasticamente distintos 25, 26].

Estudiar el caos tiene una gran importancia practica. Nos ayuda a com-
prender mejor sistemas complejos de nuestra vida cotidiana, como el clima,
donde dinamicas ca6ticas fueron descubiertas por Edward Lorenz en la déca-
da de 1960, al identificar su extrema sensibilidad a pequenas variaciones en
las condiciones iniciales [26]. También resulta util para entender el corazon:
en condiciones normales, incluso los latidos sanos pueden presentar irregula-
ridades que no responden al azar, sino senales de una dinamica compleja y
determinista; entender esos patrones puede ayudar a diagnosticar o anticipar
arritmias |27, 28|. En estos casos, reconocer comportamientos cadticos nos
permite construir modelos mas realistas y desarrollar herramientas ttiles pa-
ra predecir, controlar o incluso aprovechar esa complejidad. Ademés, el caos
no es solo una curiosidad matemética, sino una herramienta tutil en nuestra
vida diaria. Por ejemplo; En ingenieria y telecomunicaciones, se ha utilizado
para crear sistemas de cifrado que generan senales seguras y préacticamente
imposibles de predecir [29, 30|. En biologia, resulta clave para entender como
fluctuan algunas poblaciones en los ecosistemas, que parecen aleatorias pero
obedecen dinamicas cadticas subyacentes [31]. Y en arte y musica, el caos ha
servido de inspiracién para plasmar visualmente la riqueza que vemos en la
naturaleza, desde fractales que evocan montanas y nubes hasta composicio-
nes que reflejan su diversidad compleja [32].
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Con el tiempo, se han ido encontrando cada vez mas ejemplos de sistemas
caodticos en distintos contextos, y eso ha despertado un interés creciente por
entenderlos mejor: como se organizan, de déonde surge su complejidad, de qué
manera podrian controlarse o incluso llevarse a la préctica en dispositivos
reales. Por eso, el estudio del caos sigue siendo un terreno muy activo, donde
cada nuevo hallazgo o enfoque suma una pieza mas al rompecabezas de la
dindmica no lineal.

1.3. Motivacion

El estudio de sistemas cao6ticos ha revelado una sorprendente variedad de
comportamientos dindmicos complejos, muchos de los cuales estan profunda-
mente relacionados con la presencia de puntos de equilibrio. A lo largo de los
anos, se han identificado atractores caoticos en sistemas con miltiples equili-
brios, asi como en configuraciones mas recientes como los atractores ocultos,
localizados en [33, 34, 35|, donde el caos no esta conectado directamente con
equilibrios visibles, donde a su vez, pueden presentarse en sistemas con pun-
tos de equilibrio o sin puntos de equilibrio [36]. Atractores auto-excitados
[37], los cuales surgen de manera natural debido a condiciones internas del
sistema, uno de los ejemplos més conocidos es el Sistema de Lorenz 38, 39].

Por otro lado Wang y Chen en el 2012, nos demostraron el descubrimien-
to de atractores en sistemas con un tinico punto de equilibrio estable o con
puntos de equilibrio estables [40]. Sin embargo, un caso particular ha per-
manecido sin explorarse, lo que nos ayuda a generar la siguiente pregunta
. puede un sistema caotico tener un tinico punto de equilibrio, y que este sea
inestable? Esta pregunta plantea un desafio interesante tanto desde el punto
de vista tedrico como préctico. La mayoria de los estudios se han centrado
en sistemas donde los puntos de equilibrio poseen componentes estables, co-
mo es el caso de los sistemas con un unico punto de equilibrio [41, 40|, o en
aquellos donde miiltiples equilibrios interacttian para dar lugar al caos. Por
tanto, investigar la posibilidad de caos en una configuraciéon minima permite
ampliar nuestra comprension de los mecanismos que pueden originar diné-
micas caoticas.

Esta tesis nace de esa curiosidad esencial que impulsa a la ciencia, la
necesidad de explorar lo que atin no ha sido probado, de buscar patrones



donde solo hay incertidumbre, y de desafiar los limites conocidos del caos. Al
indagar en esta pregunta, no solo se busca aportar un nuevo caso a la teoria,
sino también a abrir una ventana hacia formas inéditas de entender cémo el
desorden y la estructura pueden coexistir en sistemas dinamicos.

1.4. Objetivo general y especificos

Objetivo general

Generar y estudiar dindmica caotica en sistemas lineales conmutados que
presentan un tnico punto de equilibrio inestable. Para ello, se consideran
puntos de equilibrio virtuales definidos a partir de funciones a trozos, dentro
del marco de los sistemas disipativos con dindmicas inestables (UDS), con
el fin de explorar nuevas configuraciones capaces de inducir comportamiento
caotico.

Objetivos particulares

Para alcanzar el objetivo general, se plantean los siguientes objetivos es-
pecificos:

= Disenar funciones a trozos que definan puntos de equilibrio virtuales.

= Analizar las variedades asociadas a los puntos de equilibrio de los sis-
temas lineales con un tnico punto de equilibrio.

= Obtener mediante planos de Poincaré parametros y funciones de con-
mutaciéon para garantizar el confinamiento de las tayectorias.

= Caracterizar el comportamiento cadtico mediante el calculo de expo-
nentes de Lyapunov.

1.5. Organizacion de la tesis

La presente tesis se encuentra estructurada en cinco capitulos, organi-
zados de manera progresiva para conducir al lector desde los antecedentes
conceptuales hasta los resultados originales.



El Capitulo 1 corresponde a la introduccion, donde se exponen los ante-
cedentes historicos y tedricos del estudio de los sistemas dinamicos y del caos,
asi como la motivacion, los objetivos y la relevancia de esta investigacion.

El Capitulo 2 presenta los conceptos y resultados preliminares necesarios
para el desarrollo del trabajo. Se abordan las nociones basicas de sistemas
dindmicos y puntos de equilibrio, los sistemas lineales y lineales afines, asi
como los sistemas lineales por partes. Ademés, se introducen los principales
conceptos asociados al caos, tales como los exponentes de Lyapunov, los
planos de Poincaré, las cuencas de atraccion y la clasificacion de atractores.
Finalmente, se discute el concepto de sistemas disipativos.

En el Capitulo 3 se define el sistema caotico propuesto, caracterizado
por poseer un dnico punto de equilibrio inestable. Se detalla su estructura,
parametros y funciones de conmutacion, seguido del analisis de equilibrio
y de estabilidad local. Posteriormente, se presentan simulaciones numéricas
que incluyen el calculo del exponente de Lyapunov, la construccion de planos
de Poincaré y la determinaciéon de la cuenca de atraccion.

El Capitulo 4 esta dedicado al analisis paramétrico del sistema. En parti-
cular, se estudia la influencia de un parametro de bifurcacion en la dindmica,
mediante simulaciones, diagramas de bifurcacion y el calculo de exponentes
de Lyapunov, lo que permite identificar transiciones entre distintos regimenes
dindmicos.

Finalmente, el Capitulo 5 contiene las conclusiones. En él se resumen
los resultados mas relevantes, se senalan las principales contribuciones de la
tesis y se plantean posibles lineas de investigacion futura.



Capitulo 2

Conceptos y resultados
preliminares

2.1. Sistemas dinamicos

Definiciéon 1 (Sistema dindmico [42]) SeaX un espacio métrico con dis-
tancia d. SeaT un semigrupo aditivo de nimeros reales, es decir, un subcon-
junto T R que cumple:

02T; ts2T ) t+s2T;, (t+s)+r=t+(s+r); 8;s;r2T:

Un sistema dinamico es un par(X; ) , dondeX es el espacio de esta-

dos y
X T!P X

es una aplicacion que describe la evolucién temporal del sistema. La funcion
debe satisfacer:

(@) ( x;0)= x para todox 2 X (propiedad de identidad),

(b) (( x;t);8)=( x;t+s) paratodox?2 X, s;t2T (propiedad de
semigrupo).

De acuerdo con la eleccién d&, distinguimos dos casos:

9



» SiT = Z, se obtiene unsistema dindmico discreto

» SiT = Ry ademas es continua en sus variables, se obtiene un
sistema dinamico continuo

Dada una condicion inicialxg 2 X, la funcion
w®=( Xo;t); t2T,
se denominatrayectoria u 6rbita asociada axo.

El conjunto métrico X representa el espacio de estados del proceso, y la
funcion T describe la evolucion temporal del sistema, donde el tiempo t esté
contenido en el semigrupo I R.

Generalmente, se toma | = R, I = R" = ft 2 R : t 0g, ol =
No = f0;1;2;:::9. En el ultimo caso, el proceso dinamico se denomina de
tiempo discreto. A cada proceso dindmico continuo en el tiempo se le puede
asociar un campo vectorial descrito por ecuaciones diferenciales autéonomas,
formulado como

x = f(x;1); (2.1)

donde f(x;t): 1 X! X yt2R, Siendo x = dx=dt y x 2 R" como vector
de estado del sistema.

Los sistemas dinamicos son fundamentales en la modelizacion de feno-
menos fisicos, biologicos, economicos, y de ingenieria [43]. Dentro de estos
sistemas, los puntos de equilibrio juegan un papel crucial, ya que representan
estados en los que el sistema no cambia con el tiempo, la evolucién del estado
de un sistema puede ser en tiempo continuo o discreto.

Por otro lado, un sistema en tiempo discreto (ecuaciones en diferencias)
se puede representar de la forma [44]:

xee1 = F(xt); cont2 Z: (2.2)
2.1.1. Puntos de equilibrio
En términos mateméticos, un punto de equilibrio x 2 R" de un sistema

dindmico en tiempo continuo es determinado por un punto critico, cuan-
do todas las derivadas temporales del sistema se anulan, es decir, cuando
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f(x ) =0. Los puntos de equilibrio permiten comprender la estabilidad local
del sistema, es decir, si una pequena perturbaciéon alrededor de este punto
lleva al sistema de vuelta al equilibrio, entonces, se dice que el punto de equi-
librio es estable y si lo aleja se dice que el punto es inestable.

Consideremos un sistema lineal auténomo representado por la siguiente ecua-
cion diferencial de primer orden:

X = AX; (2.3)

donde x 2 R" es el vector de estado y A= (a;) es una matriz de coeficientes
constantes N N. Sea x(0) = xp una condiciéon inicial en R", el flujo de la
ecuacion diferencial lineal (2.3) es una funcion ?{(xp) tal que describe como
evoluciona el sistema en el tiempo t 2 R a partir de la condiciéon inicial, de
tal forma que, (=0 (x0) = Xo y & Tt(x0) = A7¢(x0) [44].

A continuacién se presentaran algunos teoremas importantes, las pruebas
pueden observarse en [44];

Por otro lado, también existen eigenvalores complejos, estos son de la forma
i = j+1j,sise encuentran eigenvalores de esta forma, entonces corres-
ponden a un eigenvector complejo v/ = v + iw!). Analogamente a los teore-

mas anteriores, exite una matriz P de tal forma que se satisfaga P AP =

diag[Dq;:::;Dy], con D; = J J dado lo anterior, entonces la solucién
i i

cos jt sin ;t

sin jt cos ;t

De acuerdo con el teorema del problema de valor inicial para sistemas lineales

de [45] el sistema (2.3) tiene una tnica solucién dada por x(t) = e’lxo.

del sistema (2.3) esta dada por x(t) = P diag e i P xo.
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Considerando el mismo sistema lineal en R?, con una matriz real A de
2 2,y un vector x = (X1;X2)" 2 R2. El polinomio caracteristico asociado

con la matriz A esp( )= 2 + ,donde =det(A) es el determinante
de Ay = traza de A, teniendo asi el discriminante del polinomio como
- 2

4 . Formando asi:

0

A= 1 )

o 5’

la solucién del sistema de acuerdo con el teorema fundamental de sistemas
lineales (problema de valor inicial) es dada por:

et 0

X(t) = 0 e ot

Xg-.

Los retratos fase del sistema (2.3) suponiendo que la matriz A tiene K valores
reales como eigenvalores, el comportamiento de los puntos de equilibrio del
sistema puede ser de varias maneras, bajo las condiciones que se muestran a
continuacion:

= Comportamiento tipo nodo estable: Esto sucede cuando los valores de
los eigenvalores del sistema son negativos, cumpliendo lo siguiente 1
2<0,asuvez, = 1 ,>0 = 1+ ,<0y =( 1 2)? > 0.

» Comportamiento tipo nodo inestable: 1 2> 0 = 1.,>0,
= 1+ ,>0y =( 2)2>O:

» Comportamiento tipo silla: ;1 <0< ,. 1= 1 ,<0y =( 1
2)? > 0.
Realizando lo mismo pero para eigenvalores complejos A = con

; 2Ry 60, entonces la solucion del sistema estéd dada por:

cos t sin t

— t
x(y=e sint cost

XQ-

Los retratos fase del sistema (2.3) suponiendo que la matriz A tiene K valores
complejos como eigenvalores, el comportamiento de los puntos de equilibrio
del sistema puede ser de varias maneras, bajo las condiciones que se muestran
a continuacion:
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» Comportamiento tipo foco estable: sucede cuando <0. = 2+ 2>
0, =2 <0y = 4 2 < 0. La oscilacién de la trayectoria es en
sentido horario cuando > 0, y antihorario si < 0.

= Comportamiento tipo foco inestable: sucede cuando >0. = 2+
2>0, =2 >0y = 4 2 < 0. Las condiciones de  para la
oscilacion de la trayectoria es igual al tipo foco estable [44].

El estudio de los sistemas dinamicos constituye una herramienta funda-
mental para entender como evolucionan ciertos fenémenos en el tiempo. En
términos generales, un sistema dindmico describe como cambia el estado de
un sistema fisico, biologico, econdémico o abstracto, a partir de reglas bien
definidas. Estas reglas dictan la evoluciéon del sistema de forma determinis-
ta, es decir, que el conocimiento preciso del estado actual permite predecir
completamente el comportamiento futuro [46, 47, 48|.

Formalmente, un sistema dinamico, Ecuacion (2.1) consta de dos elemen-
tos esenciales:

= Un espacio de estados X, que representa todas las configuraciones po-
sibles del sistema.

= Una regla de evolucion ¢, que describe cémo cambia el estado con
el tiempo, tipicamente dada por una funcion ”¢ : X I X tal que
X(t) = "¢(Xo), con Xg 2 X como condicién inicial.

Ambos enfoques guardan una relacion muy cercana. Por un lado, un sis-
tema continuo puede convertirse en una version discreta al aplicar métodos
numéricos como los de Euler o Runge-Kutta. A la inversa, algunos sistemas
discretos pueden representarse de forma continua para comprender mejor su
dindmica y analizarla de manera més clara [49]. Aun asi, es importante sub-
rayar que trabajar en tiempo continuo o en tiempo discreto no es lo mismo:
las herramientas de analisis cambian, y también lo hacen los comportamien-
tos que pueden observarse en cada caso.

Los sistemas dinamicos no s6lo permiten modelar el comportamiento de
sistemas fisicos reales, sino que también revelan propiedades cualitativas del
movimiento, como estabilidad, periodicidad, divergencia, bifurcaciones y fe-
noémenos cadticos. Este enfoque cualitativo, mas alla del analisis numérico
o cuantitativo, ofrece una vision estructural del sistema, centrada en como
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cambia su comportamiento global a medida que se modifican los parametros
o las condiciones iniciales |25, 45]. Por ejemplo, las condiciones iniciales, una
de las caracteristicas fundamentales del caos determinista. Esto implica que
pequenas perturbaciones en el estado inicial pueden conducir a trayectorias
completamente distintas, imposibilitando una prediccion préctica a largo pla-
zo, a pesar de la naturaleza determinista del sistema [50].

El marco teorico de los sistemas dinamicos es amplio y se aplica a nume-
rosos contextos: desde modelos mecanicos clasicos (como el péndulo), hasta
sistemas eléctricos, poblacionales, climéticos y econémicos. Su poder des-
criptivo y predictivo ha sido potenciado por el desarrollo de herramientas
geométricas y computacionales, incluyendo diagramas de fases, retratos de
flujo, planos de Poincaré y exponentes de Lyapunov.

En esta tesis, el analisis se enfoca particularmente en sistemas dinamicos
continuos que exhiben dindmica cadtica con un nimero Gnico de puntos de
equilibrio, donde la topologia de las trayectorias juega un papel crucial. Este
tipo de estudio no solo ofrece una comprensién més profunda de las transi-
ciones entre orden y caos, sino que también permite identificar estructuras
internas como variedades invariantes y atractores extranos, elementos esen-
ciales para el estudio cualitativo del caos [47].

2.1.2. Definiciones basicas

A continuacién se presentan algunos conceptos fundamentales necesarios
para el estudio de los sistemas dinamicos [51, 25, 29].

Espacio de estados: Conjunto de todos los posibles estados en los que
puede encontrarse un sistema dindmico. Usualmente se denota como X  R".

Trayectoria (u 6rbita): Es la solucion X(t) de un sistema dinéamico
que describe la evolucion temporal del estado del sistema a partir de una
condicién inicial Xg.

Estabilidad: Un punto de equilibrio X es estable si las trayectorias que
comienzan cerca de X permanecen cerca de él para todo tiempo futuro. Es
asintoticamente estable si, ademés, convergen a X conforme t!1  [52].

Sistema auténomo: Un sistema cuya ley de evolucién no depende ex-
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plicitamente del tiempo, es decir, de la forma X = f(X). Contrasta con los
sistemas no auténomos X = F(X;t).

Atractor: Un conjunto hacia el cual tienden las trayectorias de un siste-
ma dinamico en el largo plazo. Puede ser un punto, una érbita periddica o
un conjunto mas complejo (como un atractor extrano en sistemas cadticos)

[25].

Caos: Comportamiento caracterizado por sensibilidad a las condiciones
iniciales, mezclado topoloégico y densidad de orbitas periddicas. Un sistema
caotico puede ser determinista pero impredecible en la practica [29].

2.2. Sistemas lineales y lineales afines

2.2.1. Sistemas lineales afines

Un sistema dinamico lineal afin es un tipo de sistema continuo cuya di-
namica esta gobernada por una ecuacion diferencial ordinaria de la forma:

x = AX + b; (2.4)

donde X 2 R" es el vector de estado, A 2 R" " es una matriz constante y
b 2 R" es un vector constante. La presencia del término b desplaza el sistema
respecto al origen, lo que significa que, en general, el punto de equilibrio no
se encuentra en el origen, a diferencia del caso puramente lineal.

Este tipo de sistemas preserva muchas de las propiedades de los sistemas
lineales homogéneos, aunque con la diferencia importante de que las solucio-
nes ya no forman un campo vectorial, sino que estan desplazadas por una
constante. El analisis de estabilidad en torno al punto de equilibrio se realiza
usualmente trasladando el sistema al nuevo origen [52, 46].
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2.2.2. Sistemas lineales por partes

Los sistemas lineales por partes piecewise linear systemgPWL) son
sistemas dindmicos definidos por distintas ecuaciones lineales o lineales afi-
nes en diferentes regiones del espacio de estados. Su forma general puede
escribirse como:

X=AX+bj six2 (2.5)

donde cada par (Aj;b;) define una dindmica lineal o afin en la region |
R", v el conjunto de regiones f ;g conforma una particion del espacio de
estados. Estas regiones estan delimitadas por superficies de conmutacion o
discontinuidad, en las cuales la dindmica cambia bruscamente de una forma
lineal a otra.

A pesar de su simplicidad estructural, los sistemas PWL son capaces de
generar comportamientos dinamicos complejos, incluyendo atractores cadti-
cos, bifurcaciones y fenémenos de sensibilidad a condiciones iniciales. Este
tipo de sistemas ha sido ampliamente utilizado para modelar redes neuro-
nales, circuitos electronicos no lineales, control por logica difusa y sistemas
mecanicos con friccion o impactos [14, 53].

En muchos casos, el estudio de estos sistemas permite usar herramientas
del algebra lineal dentro de cada region, y después complementar con un ané-
lisis del comportamiento en las fronteras. De esta forma, se logra un equilibrio
entre la simplicidad necesaria para poder trabajar mateméticamente con el
modelo y la complejidad suficiente para capturar la riqueza de su dinamica.

2.3. Sistemas caodticos

En la presente seccion, se abordaran las herramientas para identificar a un
sistema caotico, de igual forma, se mostraran los tipos de atractores cadticos.

2.3.1. Dinamica caodtica

En esta seccion se abordara el caos en sistemas dinamicos, explorando
herramientas clave para detectarlo. Se discutird como los exponentes de Lya-
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punov miden la sensibilidad a las condiciones iniciales, y cémo los planos
de Poincaré ofrecen una vista visual del comportamiento de las trayectorias.
Ademés, se introduciréd el concepto de cuencas de atraccion, que describen
los conjuntos de condiciones iniciales que llevan a diferentes atractores del
sistema.

2.3.2. Definiciéon de Caos

De acuerdo con Devaney, [50], nos muestra las siguientes definiciones para
determinar cada una de las caracteristicas de un sistema dindmico para ser
cadtico;

Definicién 2 Supongamos qu& es un conjunto yY es un subconjunto de
X. Decimos queY es denso erX si, para cualquier puntox 2 X, existe un
puntoy en el subconjuntoy arbitrariamente cercano ax.

Definicién 3 Un sistema dinamico edransitivo si existe al menos un pun-
to x 2 X cuya Orbita es densa eiX, es decir, para cualquiety 2 X y cual-
quier " > 0, existe unt 2 T tal que

d(( x;t);y) <™

Definicidon 4 Un sistema dinamico(X; ) tiene dependencia sensible de
las condiciones iniciales si existe un nimero > O tal que, para todo
x 2 X ytodo" > 0, se puede encontrar ury 2 X con0 < d(x;y) <"y un
t2 T para el cual

d(( x;1); (y:1)

Definicion 5 [50]: Un sistema dinamicoF es cadtico si existe un invariante
k, tal que:

1. Los puntos periodicos dé son densos elk.
2. F es transitivo enk.

3. F depende de manera sensible de las condiciones inicialeken
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2.3.3. Exponentes de Lyapunov

Aunque la definicién de caos propuesta por Devaney establece criterios
fundamentales para identificar sistemas cadticos, existen otros enfoques que
también permiten detectar visualmente caracteristicas de caos en sistemas
dindmicos. Un criterio cominmente utilizado es el valor del exponente de
Lyapunov. Si un sistema dindmico posee un atractor y su mayor exponente
de Lyapunov es positivo, esto indica que el sistema exhibe un comportamien-
to cadtico. En este sentido, la positividad del exponente de Lyapunov refleja
la sensibilidad a las condiciones iniciales, caracteristica esencial del caos [54].

El exponente de Lyapunov maximo, denotado por nax , cuantifica la tasa
a la cual dos trayectorias inicialmente cercanas divergen en un sistema diné-
mico. Un valor positivo de este exponente es una de las senales mas claras
de la presencia de caos. En este trabajo, se recurrié a una version adaptada
del método propuesto por Rosenstein et al.[55], que permite estimar max a
partir de datos relativamente cortos, lo cual lo convierte en una herramienta
muy practica.

La idea central del método es sencilla: se observa como crece, en pro-
medio, la separacion entre trayectorias cercanas a lo largo del tiempo. Para
ello, se reconstruye el espacio de fases a partir de una serie temporal escalar
fx(t;)gl; , construyendo vectores de retardo de la forma:

Xi =[X(t); X(ti+ ) x(t+2); 1 X(t+(m 1) )] 2 R™;

donde m es la dimension de embebido y el tiempo de retardo.

A partir de cada vector X;, se identifica su vecino mas cercano X; en el
espacio reconstruido, siempre que esté suficientemente alejado en el tiempo
(i jj = W, con W como ventana de exclusion). Luego, se analiza como
evolucionan las distancias entre estas parejas a lo largo del tiempo:

di(k): kXi+k Xj+kk:

El comportamiento promedio de estas distancias puede describirse con la
expresion:
. 1 XK
Hn d(k)i = N K In d; (k) mx Ko

i=1

18



lo que significa que la pendiente de la grafica de Hn d(k)i frente al tiempo
ofrece una estimacion directa de puy .

2.3.4. El plano de Poincaré

Una de las maneras méas intuitivas y visuales de estudiar el comportamien-
to de un sistema dinamico es a través del uso del plano de Poincaré. Esta
herramienta consiste en observar como las trayectorias del sistema atraviesan
una superficie transversal, permitiendo asi reducir su dimensiéon y analizar
su evoluciéon como una sucesion de puntos.

Cuando el sistema presenta comportamiento cadtico, los puntos sobre el
plano de Poincaré no forman o6rbitas simples ni patrones repetitivos, sino que
se distribuyen de forma aparentemente desordenada, pero con cierta estruc-
tura interna. Esto nos ofrece una pista importante: si pequenas diferencias
en las condiciones iniciales producen intersecciones muy distintas sobre el
plano, estamos observando lo que Devaney identifica como sensibilidad a las
condiciones iniciales, una de las tres condiciones fundamentales que definen
el caos.

Por tanto, los planos de Poincaré no solo simplifican el analisis de sistemas
complejos, sino que también nos permiten detectar, de forma clara y visual,
comportamientos cadticos que serian dificiles de percibir directamente en el
espacio de fases completo [25].

Consideremos un sistema dinamico de dimension n de la forma X = F(X).
Sea S una superficie de seccion transversal de dimension N 1. Se requiere que
S sea transversal al flujo, es decir, que todas las trayectorias que comienzan
en S lo atraviesen de forma transversal, y no de manera tangente o paralela.

Definiciéon 6 [25]: El plano de PoincaréP es una aplicacion de una seccién
transversal S en si misma, obtenida al seguir las trayectorias del sistema
desde una interseccién coS hasta la siguiente. Sk¢ 2 S denota lak-ésima
interseccion de una trayectoria cors, entonces el plano de Poincaré se define
mediante

Xie1 = P(Xk)
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2.3.5. Cuenca de atracciéon

En el estudio de sistemas dindmicos, la cuenca de atraccién nos ayuda a
entender la region de estabilidad del sistema, dependiendo de sus condiciones
iniciales. Cada atractor, ya sea un punto de equilibrio, una 6rbita periddica
o un atractor cadtico, tiene asociada una regién del espacio de fases que
contiene todos los puntos cuyas trayectorias convergen a él. A esta region se le
denomina su cuenca de atracciéon. Primero, definiremos lo que es un atractor,
de acuerdo con Strogatz [25], nos define que un atractor es un conjunto al
que todas las trayectorias vecinas convergen, también nos menciona que debe
de cumplir con las siguientes propiedades;

= A es un conjunto invariante: cualquier trayectoria X(t) que comienza
en A permanece en A para todo el tiempo.

» Un atractor A atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales: existe
un conjunto abierto U que contiene a A, tal que si X(0) 2 U, entonces
la distancia entre X(t) y A tiende a cero cuando t!1 . Esto significa
que A atrae todas las trayectorias que comienzan lo suficientemente
cerca de ¢él. El mayor conjunto U con esta propiedad se denomina la
cuenca de atraccion de A.

= A es minimal: no existe un subconjunto propio de A que satisfaga las
condiciones 1y 2 [25].

Dentro de las tres propiedades mencionadas con anterioridad, se puede ob-
servar que en el punto dos, se define una cuenca de atracciéon como todas
aquellas posibles condiciones iniciales que converjan al atractor, y es una
propiedad esencial de los atractores.

2.4. Tipos de atractores

En esta seccion se describen los principales tipos de atractores que se
han identificado en la teoria de sistemas dinamicos. El proposito es ofrecer
una vision general que permita distinguir sus caracteristicas fundamentales
y reconocer en qué contextos pueden aparecer dentro de distintos sistemas.
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2.4.1. Atractores autoexcitados

Un atractor auto-excitado es aquel donde las variedades inestables de los
puntos de equilibrio inducen las oscilaciones en el atractor. En este caso,
las trayectorias que parten de una vecindad de un equilibrio inestable son
atraidas hacia la dindmica oscilatoria o cadtica, lo que permite localizar el
atractor de manera relativamente sencilla a través de simulaciones numéricas
o analisis local [37].

Por otro lado, un atractor oculto no esta asociado directamente con la
inestabilidad de los equilibrios. Su existencia solo puede detectarse al explorar
condiciones iniciales alejadas de los equilibrios, lo que los hace mas dificiles
de identificar y menos frecuentes en aplicaciones fisicas o de ingenieria.

Definicion 7 [44]: Un atractor en un campo vectorial con equilibrios se lla-

ma atractor auto-excitado si su cuenca de atraccion intersecta con cualquier
vecindario abierto de un punto fijo inestable. De lo contrario, se Illama atrac-

tor oculto. Un atractor en un espacio vectorial sin equilibrios se llama atrac-

tor no auto-excitado.

Se tomara un ejemplo de este tipo de atractores para explicar de manera mas
detallada el mecanismo que este presenta para la formacion del atractor. El
sistema de Lorenz es un sistema de ecuaciones diferenciales que modela la
conveccion en la atmosfera el cual estd dado por las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias [26]:

8d
2= (v X

J@=xC 2y (2.6)
CE-xy oz
donde los pardmetros son: =10, =28,y = %.

El atractor auto-excitado en el sistema de Lorenz ocurre cuando los paré-
metros estan en el rango que permite que el sistema exhiba comportamiento
caotico. El atractor de Lorenz, visualmente conocido como la "mariposa de
Lorenz", muestra como el sistema oscila en el espacio de fases sin periodici-
dad regular. Estas oscilaciones auto-sustentadas se deben a las interacciones
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no lineales entre las ecuaciones, generando un patrén de flujo caédtico en el
espacio de fases [26].

En seguida se calcularan los puntos de equilibrio, asi como sus eigenvalores y
eigenvectores del sistema, para que de esta manera se puedan identificar las
variedades estables e inestables.

= Puntos de Equilibrio: Para encontrar los puntos de equilibrio, resolve-
mos el sistema:

8

2 (y x)=0;

Jx( 7)) y=0; (2.7)
Y z=0:

Solucionando este sistema, obtenemos tres puntos de equilibrio:

Xy = (%, 0;0);
Xy = 0 ( 1) F() 1), 1) (2.8)
X3 = ( 1) ( 1); 1

» Anélisis de Estabilidad: Para analizar la estabilidad de estos puntos
de equilibrio, calculamos los eigenvalores de la matriz Jacobiana del
sistema evaluada en cada punto de equilibrio.

La matriz Jacobiana es:

J=4 z 1 x5;: (2.9)

Evaluando la matriz Jacobiana en cada punto de equilibrio y calculando
los eigenvalores, obtenemos:

e Para x; =(0;0;0):

J. =4 1 05: (2.10)



Los eigenvalores son:

1= 228277 ,=11:827F 3= 26667
Los eigenvectores asociados son:

2 0:61483 2 0:41653 2 0 3

vi=4078875; v,=4 0909P; v;=4 0 OS:
0 0 1:0000
Para X,:
Eigenvalores:
1= 138546 ,=0:0940+101945; 3=0:0940 10:1945:

Eigenvectores:

2 0:85573 2 0:2661 0:295(]3 2 O:2661+(1295(]3
vi=4 03299 v,=4 00321 05691 °; vz=4 0:0321+ 05691 °:
0:3988 0:7192 0:7192

Para Xj:
Eigenvalores:
1= 138546 ,=0:0940+101945; 3=0:0940 10:1945:
Eigenvectores:
2 0:85573 2 0:2661 0:29503 2 O:2661+Q29503
vi=4 03299; v,=4 00321 05691 °; vz=4 0:0321+0569% °:
0:3988 0:7192 0:7192
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*
Ky Inestable

Figura 2.1: Las raices complejas de la ecuacion tienen parte real positiva y
X, y X5 son inestables.

Dado que es un valor muy grande, entonces cada rama de la variedad
inestable del origen es eventualmente atraida al punto de equilibrio
opuesto [38]:

Figura 2.2: Cada rama de la variedad inestable es eventualmete atraida al
punto de equilibrio opuesto.

X, v X3 son inestables. La trayectoria de estos puntos de equilibrio,
tiene en el eigenvalor un valor real negativo y un par de eigenvalores
conjugados complejos con parte real positiva. Note que para > 2474
todos los tres puntos estacionarios son inestables.
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Figura 2.3: Trayectoria puntos de equilibrio.

Se denota por S = R3[1 la esfera tridimensional. El atractor geo-
métrico de Lorenz es un atractor en S3. En S® el flujo Y tiene tres
singularidades hiperbolicas, dos de tipo silla en R3(X,; X3) con valores
propios estables complejos, y una fuente en 1 .

Dicho atractor lo definimos por:

[
= Yi(U);

t 0

como el conjunto maximal invariante de Y en U. El conjunto  es
llamado atractor geométrico de Lorenz, el cual estda motivado por el
campo de Lorenz:

X(y;z)=( x+ y;rx y xz;xy bz); ;rb>0:

Numéricamente, se tienen algunas de las propiedades més importantes
de las ecuaciones de Lorenz:

e Singularidad: El campo Y tiene una tunica singularidad O =
(0; 0; 0), 1a cual es hiperbolica, como lo exhibe la ecuacion de Lo-
renz, con un eigenvalor positivo 1 > 0y dos negativos », < 3<
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Otales que , < 3<0< 3 < 1 < 2. Se deduce que la
variedad inestable de la singularidad, W4Y(O), es unidimensional,
formada por dos trayectorias .+ y . La variedad estable de la
singularidad, W*(0), es bidimensional.

e Contraccion: Cerca del origen, el sistema de Lorenz presenta una
contraccion en la direccion transversal al plano Xz.

e Expansion: Cerca del origen, el sistema de Lorenz presenta una
expansion sobre planos casi paralelos al plano Xz.

e Simetria: La ecuacién de Lorenz tiene una simetria natural, es
decir, si (X(t);y(t);z(t)) es solucion, entonces (- X(t); y(t);z(t))
también lo es. Cualquier soluciéon o es simétrica, o tiene una com-
pafiera simétrica [38, 39].

Dicho atractor se observa en la siguiente figura con cada uno de sus
puntos de equilibrio y sus variedades estables e inestables.

Figura 2.4: Atractor de Lorenz, las variedades estables se representan con
una linea negra y las variedades inestables con una linea roja.

2.4.2. Atractores ocultos

Segin Leonov [36], los atractores ocultos se pueden clasificar en siste-
mas con y sin puntos de equilibrio.
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e En sistemas con puntos de equilibrio, los atractores ocultos apa-
recen debido a la estructura no trivial del espacio de fases, que
permite la existencia de regiones de atraccion no conectadas di-
rectamente con los puntos de equilibrio.

e En sistemas sin puntos de equilibrio, los atractores sin equilibrio
son aquellos cuya dinamica no se asocia con ningin punto de equi-
librio, pero que aun asi mantienen una estructura atractiva en el
espacio de fases. [33, 36]

En ciertos sistemas dinamicos no lineales, los atractores pueden clasi-
ficarse segin como se accede a ellos desde las condiciones iniciales. En
particular, los atractores ocultos son aquellos cuya cuenca de atraccion
no intersecta ninguna vecindad del punto de equilibrio. Esto contrasta
con los atractores autoexcitados, que si pueden ser encontrados inician-
do la integracion cerca del equilibrio.

En [56] se estudia una clase de sistemas lineales por partes (PWL) con
miultiples zonas de operacion definidas en el espacio tridimensional. El
sistema tiene la forma general:

X = AX+ B(X); X=[xy;z]";

donde la matriz A estd dada por

0 1
0 1 0

A= @ o 0 1A
5 1 1

y la funcién B(X) esta definida por:

8
B,; si X 2 Dy;
BX)=@ o0 A=_° 2
Bc(X)
"B siX2D;
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donde la funcién B¢(X) tiene la siguiente forma:

8
, 2 1
g +1; si Xq 3 +§ X
2 1
X si0 x1<§ +§ X
Be(xq) =

si X1 <0

wIN
NI =

NI

_ 2
1, six; < 3 +

Al variar el valor de , se modifica la distancia entre los desplazamien-
tos que inducen los atractores. Para valores moderados de |, el sistema
presenta dos atractores simétricos respecto al origen, facilmente loca-
lizables mediante condiciones iniciales cercanas al punto de equilibrio,
como se puede observar en la siguiente figura;

- -63
-38 -37.5 -37 -36.5 -36 36 36.5 37 37.5 38 -85 -42.25 0.5 43.25 86
X

@) (b) (©

Figura 2.5: En (a) y (b) se muestran atractores de doble desplazamiento
autoexcitados, mientras que en (c) se observa un atractor de tres desplaza-
mientos, dos de ellos autoexcitados y uno oculto.

Sin embargo, al modificar las condiciones iniciales, surge una nueva
estructura en la regién central del espacio de fases, un tercer atractor
que no esta conectado directamente con el equilibrio, y por tanto, no
es visible si se parte desde condiciones iniciales pequenas. Este nuevo
comportamiento corresponde a un atractor oculto corespondiente a la
Figura (c).

La identificaciéon de estos atractores se realiza mediante simulaciones
numéricas con distintas condiciones iniciales. Al explorar el espacio
de estados, se observa que cada atractor posee su propia cuenca de
atraccion, es decir, el conjunto de puntos iniciales cuyas trayectorias
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convergen hacia él. En sistemas como este, las cuencas estan separadas
por superficies que pueden ser complejas, y determinan qué comporta-
miento dindmico se manifiesta segin la condicion inicial.

Se visualiza este fendémeno en tres etapas:

e La subfigura (a) muestra el primer atractor autoexcitado, ubicado
hacia la izquierda del espacio de fases.

e La subfigura (b) presenta el segundo atractor autoexcitado, simé-
trico al anterior pero hacia la derecha.

e En la subfigura (c), ambos atractores anteriores pueden identifi-
carse como regiones localizadas dentro de una estructura mas am-
plia: un atractor de tres desplazamientos. Aqui, el atractor oculto
ocupa la region central y rodea parcialmente a los atractores late-
rales, los cuales se manifiestan como zonas internas dentro de la
figura.

Este tercer atractor, de mayor tamano y complejidad, solo puede ob-
servarse adecuadamente una vez que se han visualizado los atractores
laterales por separado. La razon es que el atractor oculto contiene en
su interior las dindmicas de (a) y (b), pero su cuenca de atraccion es-
t4 completamente separada: las trayectorias que conducen a él no se
inician cerca del equilibrio, sino en regiones alejadas y especificas del
espacio.

Este tipo de configuracion es tipica en sistemas PWL con desplaza-
mientos multiples, donde la interaccién entre las discontinuidades ge-
nera dinamicas complejas y coexistencia de multiples atractores.

2.4.3. Sistemas sin puntos de equilibrio

A diferencia de los sistemas con puntos de equilibrio, donde las tra-
yectorias pueden estabilizarse en puntos fijos o exhibir comportamien-
tos oscilatorios alrededor de ellos, los sistemas sin puntos de equilibrio
carecen de estos puntos. Esto significa que las soluciones de estos sis-
temas no convergen a un estado estacionario, lo que puede dar lugar
a dindmicas particularmente complejas, como atractores sin puntos de
equilibrio.
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Al elegir adecuadamente un conjunto de subsistemas y una ley de

conmutacion adecuada, es posible generar un atractor caético como el
mecanismo siguiente:|[57]

Superficie de conmutacion

Figura 2.6: Mecanismo para generar el atractor cadtico. Las flechas negras
indican los eigenespacios estables del sistema.

Como ejemplo del mecanismo generalizado, presentado con anteriori-
dad, se considera el siguiente sistema por partes definido como

AX+ By six;<s;
X = b (2.11)
AX + By, siX; S;

donde S 2 R es un parametro que determina la posicion de la superficie
de conmutacion, y las matrices se definen por

2 3 2 3 2 3
0 1 1 0:5 1
A=40 05 35; B;=405; B,=415: (212
0 3 05 1 0
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La superficie de conmutacion esta definida por el hiperplano X; = s.
Este parametro S controla la ubicacién de la frontera que separa las
dos regiones del espacio donde el sistema tiene dinamicas distintas.

El sistema presenta un comportamiento cadtico generado por la inter-
accion entre la dinamica lineal en cada regiéon y la conmutaciéon en la
superficie X; = S.

La matriz A impone en ambas regiones un comportamiento oscilatorio
amortiguado, ya que sus eigenvalores poseen parte real negativa, lo que
tiende a estabilizar la dinamica,y parte imaginaria distinta de cero, lo
que introduce giros o rotaciones en el espacio de fases.

A su vez, los términos constantes B; y B, no generan verdaderos pun-
tos de equilibrio, sino que actiian como traslaciones del sistema, despla-
zando el marco de referencia en cada region. Dichos desplazamientos
definen alrededor de qué punto se organiza la dinamica local en cada
lado de la superficie de conmutacion. La interaccion entre estas dinami-
cas desplazadas, junto con los cruces a través del plano X; = s, da lugar
a un comportamiento complejo y no lineal, capaz de originar caos.

Al modificar el valor de S, se desplaza la posicion de la superficie de con-
mutacion a lo largo del eje X;. Esto provoca que el atractor resultante se
traslade en el espacio sin alterar su estructura dinamica fundamental.
En otras palabras, el atractor se mueve a lo largo del eje X; en funcién
del parametro S, pero mantiene su geometria y propiedades caoticas.

Este comportamiento facilita el estudio de la sensibilidad del sistema a
la localizacion de la superficie de conmutacion, mostrando coémo el des-
plazamiento de esta frontera influye en la posicion espacial del atractor
sin afectar su complejidad dinamica.

En la Figura (2.7) se presenta el atractor generado para S = 0, donde
se puede observar la estructura cadtica caracteristica del sistema.
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(© (d)

Figura 2.7: Atractor caotico del sistema definido en la ecuacion (2.12) para
distintas condiciones iniciales.

2.4.4. Sistemas con un Gnico punto de equilibrio es-
table

Wang y Chen (2012) hicieron un descubrimiento relevante al identificar
la existencia de sistemas cadticos que presentan un tnico punto de
equilibrio estable. Se considera el siguiente sistema dinamico ubicado

en [41]:
8
RX=Y;
Y=z (2.13)

"z= x 06y 2z+2z%2 0O4xy;

con un punto de equilibrio en el origen, es decir, (Xo; Yo; Zo) = (0;0; 0).

Los eigenvalores asociados a este punto de equilibrio son todos con
parte real negativa, salvo un par complejo con parte real cercana a

32



cero, lo que indica que el equilibrio es localmente estableEsto significa
que existe una cuenca de atraccion alrededor del equilibrio dentro de
la cual todas las trayectorias convergen hacia dicho punto.

Sin embargo, si la condicién inicial se encuentra fuera de esta cuenca
de atraccion, el sistema exhibe un comportamiento dindmico mas com-
plejo: las trayectorias no regresan al equilibrio sino que se ven atraidas
hacia un atractor cadtico. Este fendmeno se debe a la no linealidad pre-
sente en los términos cuadraticos z2 y Xy, que permiten que la dindmica
escape del dominio local estable y desarrolle oscilaciones complejas en
el espacio de fases.

El mecanismo de generacion del atractor en este sistema se basa en la
coexistencia de un punto de equilibrio localmente estable y una cuenca
de atraccion limitada, que al ser sobrepasada da lugar a trayectorias
caoticas. Esta dualidad entre estabilidad local y comportamiento cao-
tico global es caracteristica de muchos sistemas no lineales y es funda-
mental para el estudio de atractores ocultos y fenémenos relacionados.

Atractor con punto de equilibrio estable

Figura 2.8: Atractor en un espacio vectorial con un punto de equilibrio esta-
ble. Se consider6 como condicién inicial (4; 2;0)7.

Se consideran otras condiciones iniciales dentro de la cuenca de atrac-
cion para visualizar la convergencia hacia el punto de equilibrio del
sistema.
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Atractor con punto de equilibrio estable

08-
06
04f

0.2

-0.2
-0.4

-0.6 -

-0.8 -

(b) Condicién inicial (0:5;0:8;0)7.

Figura 2.9: Atractor en el espacio de fases de un sistema con un punto de
equilibrio estable.
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2.5. Sistemas disipativos

Un sistema dindmico de la forma
X = AX + B(X) (2.14)

es un sistema disipativo inestable (UDS) si satisface las siguientes con-
diciones;

Definiciéon 8 [58]: Sean = f ; ,; 30 los eigenvalores del operador
lineal A, tales que

x3

Re( i) <0

i=1
donde ; es un nimero real y ,; 3 son numeros complejos. El sistema
(2.14) se dice que es ulDS de Tipo | si ; <0,y es deTipo Il
Si 1> 0.

0 1 0 1
0 1 0 0
A=@0 0 1A; B(v=@0A: (2.15)
a b c r(v)

Proposiciéon 1 [58]: Considérese la familia de sistemas lineales afines
(2.14) con operador linealA dado por (2.15), dondea;b;c 2 R. Sea
fa;b;cg un conjunto de nimeros reales no nulos llamadegrametros

de control. Si se cumple que

a=c(@a®+h); b=a’+b+2ac; y c=c 2a

conb>0,c>0ya<Zg, entonces el sistema esta basado en UDS
de Tipo | . Por otro lado, sib> 0y a;c < 0, entonces el sistema esta
basado en uJDS de Tipo I

Un ejemplo de un sistema autoexcitado con multienroscado es el si-
guiente: Se considera el siguiente sistema lineal por partes de la forma:

X = AX + B(X): (2.16)
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La matriz A y el vector B se basa en la ecuacion diferencial ordinaria
(ODE):

X'+ax+hbx+cx+ =0 (2.17)
0 1 0 1
0O 1 o0 0
A=@0 0 1A; B= @oA
a b c b

Considerando la matriz Ay para el vector afin B el valor db; cambiara
segun el valor dex,

8 -
0 1 % CZE s! X1 Xeyg
0 1 0 Cii  SiXee X1<Xgy
A=@ 0 0 1A, b(x1)= _c SI Xe <X1<Xg,
105 70 07 § G Sl X <X1 Xy
TGy SiXg Xcpe
dondecy =0;¢, =6:3;6, = 12:6 Y X, = 0:3;X¢,, = 0:6.

El sistema descrito con anterioridad es una sistema UDS tipo I, ya
gue la matriz A cumple con las condiciones mencionadas al inicio de
esta subseccion, es decir, debido a la presencia de eigenvalores con parte
real negativa y positiva en las diferentes regiones del espacio, permite la
coexistencia de variedades estables e inestables que generan la dinamica
caotica.
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(a) Proyeccién en el plano(xy;Xz).

(b) Proyeccién en el plano(xy; X3).

Figura 2.10: Proyecciones del atractor multienroscado del sistema (2.14). Las
variedades estables se muestran en rojo, las inestables en azul, los planos de
conmutacion con linea punteada negra y los puntos de equilibrio con asterisco
negro.

En la Figura 2.10 (a) se muestran las proyecciones de los eigenvectores
del sistema en los planofi; X») y (X1; X3), los cuales estan directamen-
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te relacionados con las variedades estables e inestables de cada punto
de equilibrio. Las variedades estables se representan mediante lineas ro-
jas, mientras que las variedades inestables se indican con lineas azules.

Entre cada par de puntos de equilibrio se encuentra una super cie de
conmutacion, representada como una linea punteada. Esta super cie
tiene la funcién de dividir el espacio en distintos dominios de operacion
del sistema, conformando asi un total de cinco regiones diferenciadas.

En la Figura 2.10 (b) se puede observar que la variedad estable (li-
nea roja) de cada punto de equilibrio es la responsable de atraer las
trayectorias del sistema hacia dicho punto, mientras que la variedad

inestable (linea azul) tiende a alejarlas. Como resultado de esta in-
teraccion, las trayectorias generan espirales que aumentan de tamafio
debido a la in uencia de la variedad inestable.

Observe en la Figura (2.11) que, a medida que las trayectorias oscilan
alrededor de un punto de equilibrio, eventualmente escapan del domi-
nio en que se encuentran, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda,
al cruzar la super cie de conmutacién. Este cruce ocurre generalmente
cerca de la variedad inestable, tanto en la parte inferior como superior
del espacio de fases. Al cruzar, la trayectoria es nuevamente atraida por
la variedad estable correspondiente al siguiente punto de equilibrio del
dominio contiguo.

Este proceso se repite de manera sucesiva, generando espirales alre-
dedor de cada uno de los puntos de equilibrio. Como consecuencia, se
produce una dindmica tipo multienroscado que caracteriza la estructu-

ra del atractor generado por el sistema, en la siguiente imagen puede
observarse el mecanismo entre punto a punto de los atractores con mul-
tienroscado:
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Figura 2.11: Mecanismo entre punto a punto de equilibrio del multienroscado.
Los planos cafés representan las variedades inestables correspondientes a cada
uno de los puntos de equilibrio, las lineas azules representan las variedades
estables de sus correspondientes puntos de equilibrio. El plano transparente
representa el plano de conmutacion.
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Capitulo 3

Atractor con un unico punto de
equilibrio inestable

3.1. De nicion del sistema propuesto

Se parte del sistema lineal por partes de tipo UDS, propuesto en [59].
Este sistema se caracteriza por la presencia de mdultiples puntos de
equilibrio y un comportamiento multienroscado, originado por las su-
per cies de conmutacion que gobiernan la dinamica.

El sistema puede escribirse de forma general como
X = Ax + B(x); (3.1)

donde A es una matriz constante yB (x) de ne los cambios de regién
dependiendo de las super cies de conmutacion.

Las super cies de conmutacion se encuentran perpendicular al eje

y dividen el espacio en distintas regiones donde el sistema presenta
dindmicas lineales diferentes, Observe las Figuras (3.1) y (3.2). Estas
super cies son fundamentales para la generacion del atractor multien-
roscado.
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Figura 3.1: Atractor multienroscado del sistema original. Donde las lineas
rojas representan las variedades estables del sistema, mientras que las azules,

las inestables

Figura 3.2: La super cies de conmutacion para el sistema original son las
lineas punteadas entre cada enroscamiento.

Los puntos de equilibrio del sistema se obtienen resolviendo

Ax +B(x)=0; (3.2)

En el sistema multienroscado, estos puntos se ubican en distintas regio-
nes de nidas por las super cies de conmutacion. La presencia de varios
equilibrios contribuyen a la generacién del atractor caético multienros-

cado.
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Con el objetivo de obtener un sistema con un Unico punto de equilibrio
inestable, se aplica una rotacion de 90 en el plano de conmutacion
(X1;X2). La rotacion de las super cies de conmutacion dentro del plano
(X1;X2) puede expresarse mediante la siguiente transformacion lineal
en el espacio tridimensional:
2 3 2 03 2 3
cos sin O X1 X1
R( )=4 sin cos 09°; ngg: R( )gng:
0 0 1 xJ X3
Esta matriz corresponde a una rotacion alrededor del exg en sentido
horario, manteniendo jo dicho eje y modi cando Unicamente la orien-
tacion de los planos de conmutacién en el subespagxq; Xx»).

De manera particular, si el &ngulo de rotacion es= > se obtiene:

2 3 2 3
0 10 X9 X1

R - =410 0b; QXQEZ;:R —ﬁng:
2 0 01 v 2

En este caso, la rotacion corresponde a un giro d®0 en sentido hora-
rio alrededor del ejexs, lo cual modi ca la orientacidon de las super cies
de conmutacion dentro del plandxy; X;).

La rotacion modi ca la disposicion de las super cies de conmutacion,
generando una dindmica distinta que afecta directamente la localizacién
de los puntos de equilibrio.

3.1.1. Estructura del sistema

Se partié de un sistema lineal por partes de tipo UDS, basado en la
propuesta de [59], como se menciond principalmente en dicha seccion.
A dicho sistema se le aplica una rotacion de90 en el plano de conmu-
tacion (xy; X»), Figura (3.3), generando un sistema con un unico punto
de equilibrio inestable y dos puntos de equilibrio virtuales.

El sistema queda expresado como:

X.= AX + B(X); (3.3)
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